UNIFICACION ENTRE LOS METODOS DE APROXIMACION DEL
CALCULO Y LOS METODOS DE CUBICACION FORESTAL

TESIS
QUE PARA OBTENER EL TiTULO DE INGENIERO EN TECNOLOGIA DE LA MADERA

Presenta:

[saac Alfaro Trujillo

Director:

Dr. Gildardo Cruz de Leon

MORELIA, MICHOACAN; ENERO 2008



INDICE

1. Introduccion.

2. Descripcion del problema.

2.1 Planteamiento del problema.
2.2 Hipotesis.

2.3 Antecedentes.

2.4 Objetivos.

3. Conceptos generales.

3.1 Métodos aproximados para determinar el area bajo una curva en un
intervalo.
3.1.1 Método general.
3.1.2 La regla del trapecio.
3.2 Métodos aproximados para determinar el volumen de solidos de
revolucion.
3.3 Tipos dendrométricos.
3.3.1 Tipos dendrométricos clasicos.
3.3.2 Funciones de volumen y de perfil.
3.4 Métodos de cubicacion.
3.4.1 Métodos estandar de cubicacion.
3.4.2 El modelo conico segmentado (MCS).
3.5 Tipos de diametros medios en dendrometria.
3.5.1 Diametros medios para secciones transversales asimétricas.
3.5.2 Diametros medios para una geometria irregular a la altura del
pecho.
3.5.3 Generalizacion de la definicion de didmetros medios a
segmentos de tronco y trozas.

4. Identificacion, definicion y unificacion de métodos.

4.1 Identificacion de métodos estandar aproximacion para determinar el area
bajo una curva en un intervalo.

4.2 Definicion de métodos de aproximacion en base a los diametros
dendrométricos.

4.3 Definicion de métodos de aproximacion por correspondencia con los
métodos de cubicacion estandar.

4.4 Definicion de métodos de cubicacion por analogia con los métodos de
aproximacion del célculo.

4.5 Resumen y relacion entre métodos de aproximacion del calculo y
métodos de cubicacion.

5. Metodologia

5.1 Estimacion del area bajo la curva generatriz de paraboloide.

5.2 Estimacion del area bajo la curva generatriz de neiloide.

5.3 Estimacion del volumen de paraboloide.

5.4 Estimacion del volumen de neiloide.

5.5 Calculo analitico de area y volumen para los casos de n=5 y n=10.
5.6 Calculo numérico para cualquier n finita.

5.7 Definicion de area relativa total y volumen relativo total.

N NN BB~ D

o8]

10
10
11
11
11
12
13
13
14

15
15

15

16

18

22
23
23
24
25
25
26
27



6. Resultados para el area bajo la curva generatriz de paraboloide.
6.1 Area exacta bajo la curva generatriz de paraboloide.
6.2 Resultados para area bajo la curva generatriz de paraboloide para 5
segmentos, mediante métodos aproximados.
6.3 Resultados para area bajo la curva generatriz de paraboloide para 10
segmentos, mediante métodos aproximados.
6.4 Area relativa total bajo la curva generatriz de paraboloide para 5y 10
segmentos, mediante célculo analitico.
6.5 Area relativa total bajo la curva generatriz de paraboloide para 5, 10, 20,
50, 100 y 500 segmentos, mediante Excel.

7. Resultados para el area bajo la curva generatriz de neiloide.
7.1 Area exacta bajo la curva generatriz de neiloide.
7.2 Resultados para area bajo la curva generatriz de neiloide para 5
segmentos, mediante métodos aproximados.
7.3 Resultados para area bajo la curva generatriz de neiloide para 10
segmentos, mediante métodos aproximados.
7.4 Area relativa total bajo la curva generatriz de neiloide para 5 y 10
segmentos, mediante calculo analitico.
7.5 Area relativa total bajo la curva generatriz de neiloide para 5, 10, 20, 50,
100 y 500 segmentos, mediante Excel.

8. Resultados para el volumen total de paraboloide.
8.1 Volumen exacto de paraboloide.
8.2 Resultados para el volumen de paraboloide con 5 segmentos.
8.3 Resultados para el volumen de paraboloide con 10 segmentos.
8.4 Volumen relativo total de paraboloide para 5 y 10 segmentos, mediante
calculo analitico.
8.5 Volumen relativo total de paraboloide para 5, 10, 20, 50, 100 y 500
segmentos, mediante Excel.

9. Resultados para el volumen total de neiloide.
9.1 Volumen exacto de neiloide.
9.2 Resultados para el volumen de neiloide con 5 segmentos.
9.3 Resultados para el volumen de neiloide con 10 segmentos.
9.4 Volumen relativo total de neiloide para 5 y 10 segmentos, mediante
calculo analitico.
9.5 Volumen relativo total de neiloide para 5, 10, 20, 50, 100 y 500
segmentos, mediante Excel.

10. Analisis y discusion.
Apéndice A.
Apéndice B.
Apéndice C.
Apéndice D.

Referencias.

28
28
28
31
34
34
36
34
34
37
40
40
44
44
44
47
50
50
52
52
52
55
58

58

60
63
66
69
72

75

IT



INDICE DE TABLAS

Tabla 3.1 Tipo dendrométrico correspondiente a la potencia indicada en la funcién
generatriz.

Tabla 4.1 Funciones de puntos muestra mas utilizadas en el calculo integral como
funcién de puntos de intervalo.

Tabla 4.2 Funciones de puntos muestra propuestas, definidas, en base a los radios
dendrométricos.

Tabla 4.3 Funciones de puntos muestra propuestas, definidas, en base a los métodos
de cubicacion estandar.

Tabla 4.4 Métodos de cubicacion resultantes al establecer la relacion de analogia.
Tabla 4.5 Marco unificado para los métodos de aproximacion del calculo y los
métodos de cubicacion.

Tabla 5.1 Ejemplo de una secuencia de céalculo considerada para el calculo de area
bajo una curva mediante Excel, utilizando el método de la regla de Simpson.

Tabla 6.1 Conjunto de parametros requeridos en el calculo de areas para la curva
generatriz de paraboloide con 5 segmentos.

Tabla 6.2 Areas totales debajo de la curva generatriz del paraboloide para 5
segmentos.

Tabla 6.3 Conjunto completo de parametros requeridos en el calculo de areas para la
curva generatriz de paraboloide con 10 segmentos.

Tabla 6.4 Areas totales debajo de la curva generatriz del paraboloide para 10
segmentos.

Tabla 6.5 Resultados de la estimacion del area relativa total bajo la curva generatriz
de paraboloide, con 5 y 10 segmentos, respectivamente, mediante calculo analitico.
Tabla 6.6 Resultados del area relativa total bajo la curva generatriz de paraboloide
calculados mediante Excel, como funcion del numero de segmentos.

Tabla 7.1 Conjunto de parametros requeridos en el calculo de areas para la curva
generatriz de neiloide con 5 segmentos.

Tabla 7.2 Areas totales debajo de la curva generatriz del neiloide para 5 segmentos.
Tabla 7.3 Conjunto de parametros requeridos en el calculo de areas para la curva
generatriz de paraboloide con 10 segmentos.

Tabla 7.4 Areas totales debajo de la curva generatriz del neiloide para 10 segmentos.
Tabla 7.5 Resultados de la estimacion del area relativa total bajo la curva generatriz
de neiloide, con 5 y 10 segmentos, respectivamente, mediante calculo analitico.
Tabla 7.6 Resultados del area relativa total bajo la curva generatriz de neiloide
calculados mediante Excel, como funcion del nimero de segmentos.

Tabla 8.1 Conjunto de parametros requeridos en el calculo de volimenes de
paraboloide con 5 segmentos.

Tabla 8.2 Volumenes totales del paraboloide para 5 segmentos.

Tabla 8.3 Conjunto de parametros requeridos en el calculo de volumenes de
paraboloide con 10 segmentos.

Tabla 8.4 Volumenes totales del paraboloide para 10 segmentos.

Tabla 8.5. Resultados de la estimacion del volumen total de paraboloide, con 5y 10
segmentos, respectivamente, mediante calculo analitico.

Tabla 8.6 Resultados del volumen relativo total de paraboloide calculados mediante
Excel como funcion del nimero de segmentos.

15

16

17

19
20

26

29

30

32

33

34

35

37

38
40

41
42

43

45

46
48

49
50

51

III



Tabla 9.1 Conjunto de parametros requeridos en el calculo de volimenes de neiloide
con 5 segmentos.

Tabla 9.2 Volumenes totales de neiloide para 5 segmentos.

Tabla 9.3 Conjunto de parametros requeridos en el calculo de volimenes de neiloide
con 10 segmentos.

Tabla 9.4 Volumenes totales debajo de la curva generatriz del neiloide para 10
segmentos.

Tabla 9.5 Resultados de la estimacion del volumen total de neiloide, con 5 y 10
segmentos, respectivamente, mediante calculo analitico.

Tabla 9.6 Resultados del volumen relativo total de neiloide calculados mediante
Excel, como funcion del nimero de segmentos.

Tabla A.6 Resultados para el area de los intervalos bajo la curva generatriz de
paraboloide por el método 5, para 5 intervalos.

Tabla B.6 Resultados para el area de los intervalos bajo la curva generatriz de
neiloide por el método 5, para 5 intervalos.

Tabla C.5 Resultados para el volumen de los intervalos del paraboloide por el
método 4, para 5 intervalos.

Tabla D.5 Resultados para el volumen de los intervalos del neiloide por el método 4,
para 5 intervalos.

53

54
56

57

58

59

64

67

70

73

v



INDICE DE FIGURAS

Figura 3.1 Método de aproximacion mediante rectangulos para determinar el area
bajo una curva y=f(x) en un intervalo [a, b]. El area exacta se obtiene en el limite
cuando el nimero de rectangulos n tiende a infinito (Stewart, 2002).

Figura 3.2 Aproximacion al area bajo una curva en un intervalo mediante la regla del
trapecio (Uranga-Valencia, 2007).

Figura 3.3 Sélido de revolucion generado al realizar una rotacion de 2z del area bajo
la curva y - /x alrededor del eje x (Stewart, 2002).

Figura 3.4 Aproximacion al volumen de una esfera con radio 1, mediante un niimero
n de cilindros. Se muestran los casos para n=5, 10 y 20 (Stewart, 2002).

Figura 3.5 Secciones S, Si 2y S’ localizadas en una troza

Figura 5.1 Curva generatriz de un paraboloide de altura h, y divisiéon en segmentos de
igual longitud.

Figura 5.2 Curva generatriz de un neiloide de altura h, y division en segmentos de
igual longitud.

Figura 5.3 Paraboloide y su orientacion tipica en un sistema coordenado
tridimensional para proposito de calculo.

Figura 5.4 Neiloide y su orientacion tipica en un sistema coordenado tridimensional
para proposito de calculo.

Figura 6.1 Division del area bajo la curva generatriz de paraboloide de altura h en 5
segmentos de igual longitud.

Figura 6.2 Division del area bajo la curva generatriz de paraboloide de altura h en 10
segmentos de igual longitud.

Figura 7.1 Division del area bajo la curva generatriz de neiloide de altura h en 5
segmentos de igual longitud.

Figura 7.2 Division del area bajo la curva generatriz de neiloide de altura h en 10
segmentos de igual longitud.

Figura 8.1 Division del volumen de paraboloide de altura h en 5 segmentos de igual
longitud.

Figura 8.2 Division del volumen de paraboloide de altura h en 10 segmentos de igual
longitud.

Figura 9.1 Division del volumen de neiloide de altura h en 5 segmentos de igual
longitud.

Figura 9.2 Division del volumen de neiloide de altura h en 10 segmentos de igual
longitud.

Figura Al: Impresion de pantalla de la primera pagina de area bajo la curva
generatriz de paraboloide para 500 segmentos con el método aproximado de Smalian.
Figura Bl: Impresion de pantalla de la primera pagina de area bajo la curva
generatriz de neiloide para 500 segmentos con el método aproximado de Smalian.
Figura C1: Impresion de pantalla de la primera pagina del volumen de paraboloide
para 500 segmentos con el método de cubicacion de Smalian.

Figura D1: Impresion de pantalla de la primera pagina del volumen de neiloide para
500 segmentos con el método de cubicacion de Smalian.

12

23

24

24

25

29

31

37

39

45

47

53

55

65

68

71

74



1. INTRODUCCION

En el area forestal, la determinacion del volumen de madera contenido en un tronco se
considera como una de las mas importantes mediciones en un bosque, por dos razones: 1) la
madera es el principal producto comercial de un bosque; 2) El tronco contiene una proporcion
muy grande de la biomasa de un arbol. Estos motivos son determinantes en la elaboracion de
inventarios forestales y en la cuantificacion de la importancia de un bosque en la captura de

dioxido de carbono de la atmdsfera (West, 2004).

En forma similar, en ingenieria en tecnologia de la madera, uno de los principales problemas
que se presentan es el de cuantificar la cantidad de madera aprovechable extraida directamente
del bosque para determinar su costo. En particular, una parte importante de dicho material lo
constituye el tronco del arbol. EI hecho de obtener voliimenes de troncos lo mas exactos
posibles, ademas del aspecto técnico, implica una importancia econdmica. No se trata de una
tarea simple, ya que interviene el conocimiento o determinacion de la geometria involucrada.
En palabras de Brack “el volumen de un tronco o fuste, depende principalmente de su altura,
area basal y forma. Es uno de los parametros mas dificiles de medir porque cualquier variacion
en las variables anteriores se reflejara en la estimacion del volumen” (Brack, 1999). Esa

importante estimacion se hace a través de lo que se denomina métodos de cubicacion.

El término cubicacion es muy general, involucra la determinacién de volimenes de madera
comercial en sus diferentes formas, procesada o no (Castro-Sanchez, 2008). Lo anterior forma
parte de la rama conocida como Dendrometria. Por simplicidad, en este trabajo el término
cubicacion se referira a la determinacion del volumen ya sea de un tronco en pie, derribado, y
de secciones longitudinales de los mismos. A secciones longitudinales que ya hayan sido
cortadas, se les denominard trozas. Se utilizard frecuentemente el término segmento como un
término equivalente a seccion longitudinal. A menos que se especifique que se trata de una
seccion transversal, en lo subsecuente, el término seccion de un tronco, se referird a una

seccion longitudinal.



Los métodos de cubicacion son aproximados, de tal forma que involucran un error. Este error
varia para las diferentes secciones de un tronco. Incluso, un método puede sobreestimar el
volumen para unas secciones y subestimar en otras, debido a que la geometria puede cambiar
apreciablemente en secciones diferentes de un mismo tronco. El uso y valor comercial también
cambia para las diferentes secciones de un tronco. El problema de cubicacion, es de tal
importancia y magnitud, que se han propuesto métodos exclusivos para estimar el volumen de
la primera seccion del tronco, en la base de corte, que es la de mayor interés comercial. En
arboles de gran magnitud, una inadecuada estimacion de ese volumen implicaria grandes

pérdidas (Bruce, 1982).

Existe una vasta cantidad de métodos de cubicacion. Sin embargo, se pueden clasificar
simplemente en directos e indirectos (Brack, 1999). Entre los métodos directos, se encuentran
los métodos por seccionamiento que como su nombre lo indica, son métodos para determinar
el volumen de secciones de tronco y trozas. Entre los métodos indirectos mas utilizados, se
encuentran los que se basan en funciones de perfil, o ahusamiento, y en funciones de volumen
para una especie determinada. En el primer caso, se proponen ecuaciones para el didmetro
como funcidn de la altura, altura total, y didmetro a la altura del pecho (1.30 m del suelo). A
estas funciones se les denomina, funciones de perfil, o ahusamiento, y reproducen de manera
aproximada la forma total de un tronco de arbol. Posteriormente, se realizan integraciones
analiticas o numéricas para estimar su volumen total o por secciones. En el segundo caso, se
proponen ecuaciones para el volumen total de un tronco, como funcién de su altura total y del
diametro a la altura del pecho. A estas funciones se les llama funciones de volumen (Diéguez-

Aranda et al., 2003; West, 2004).

Los métodos por seccionamiento, se pueden interpretar como la determinacion del volumen de
un cilindro equivalente con un area promedio de seccion transversal que es funcién de las
areas de las secciones transversales en los extremos y/o en el centro de la seccion o troza. Se
estima el volumen como el producto de esa area promedio y la longitud de la seccion (Avery
y Burkhart, 2002). Aun entre estos métodos, se tiene una amplia cantidad y se continian
proponiendo otros nuevos, en base a la experiencia y mediciones en campo. Se trata de

métodos simples de aplicacion en campo que dificilmente podran ser substituidos por los otros



tipos de métodos, principalmente, cuando se trata de trozas en las que ya no se cuenta con la

informacion sobre su origen (Bruce, 1982; Doruska y Patterson, 2004; Patterson et al., 2007).

El presente trabajo, se enfoca en determinar relaciones entre algunos métodos por
seccionamiento con métodos matematicos formales. Lo anterior, implica uniformizar
conceptos y lenguaje utilizado en ambos campos. Se obtiene como resultado, una especie de

unificacion entre métodos de cubicacion y métodos aproximados del calculo.



2. DESCRIPCION DEL PROBLEMA

2.1 Planteamiento del problema

El presente trabajo tiene su origen en la observacion del siguiente problema: en la literatura
tradicional forestal y de tecnologia de la madera, al alcance para el desarrollo de este trabajo,

los métodos de cubicacidn se presentan, generalmente, sin especificar su origen o fundamento.

La falta de un sustento teérico solido para dichos métodos sugeriria que no tienen,
rigurosamente, las caracteristicas de un conocimiento cientifico. Es frecuente que se presenten
simplemente como férmulas en las que se tienen que sustituir los valores de parametros que se
deben medir en campo, laboratorio e industria, como son diametros, longitudes y alturas. Lo
anterior se justifica a un nivel técnico pero no a nivel de ingenieria, en donde se debe
proporcionar la formacioén profesional necesaria para conocer el fundamento de los métodos

de medicion que se utilizan, asi como la forma en que se derivan.

Al considerar y analizar el problema anterior, se intuyé que los métodos de cubicacién podrian
tener estrecha relacion con los métodos de aproximacién del céalculo integral para estimar
areas bajo curvas, en intervalos definidos, y volimenes de solidos de revolucion. De
encontrarse dicha conexidn, se lograria identificar un origen y fundamento teodrico de los
métodos de cubicacion. En general, ello equivaldria a obtener un esquema unificado de

métodos.

De esta forma, el problema se transformo en la pregunta: ;Serd posible obtener una

unificacion entre los métodos aproximados del calculo y los métodos de cubicacion?
2.2 “Hipdotesis”
Para intentar dar una respuesta afirmativa a la pregunta arriba sefnalada, se planteo la siguiente

“hipotesis™: si los métodos aproximados del célculo y los métodos de cubicacion estan

relacionados y se identifican esas relaciones, entonces, se puede lograr su unificacion.



Se ha marcado a la hipdtesis entre comillas, porque ain cuando tiene la estructura logica
condicional de una hipotesis de conformidad con el método cientifico, no lo es, ya que no se
refiere a una suposicion que intenta dar respuesta a un hecho o fenomeno real (se trata de un
trabajo teorico). El carecer de ésta propiedad la convierte mas bien en un teorema matematico.
Lo anterior se explica porque el material de la presente tesis no se ubica dentro de las ciencias
facticas sino dentro de las ciencias formales (Bunge, 1983; Castafieda et al, 2002). Sin
embargo, si se define aqui que el escribir “hipotesis” implica la salvedad mencionada, se
puede usar ese término mas familiar, en ingenieria, que el de teorema y la estructura de una
investigacion cientifica queda inalterada. El término “hipotesis” corresponderia al de
conjetura que se utiliza en matematicas (Guerrero-Magafia, 2008). Conjetura, también es un
término aceptado como equivalente al de hipotesis (Castafieda et al, 2002), por lo que seria un

término mas general para cualquier tipo de investigacion.

Los resultados satisfactorios de prueba de la “hipotesis” para dar respuesta al problema
seflalado constituyen el material principal de este trabajo. En el transcurso de dicha prueba,
fueron derivados nuevos métodos de cubicacion y sus correspondientes métodos de
aproximacion del calculo. Ello constituye la aportacion mas importante. El resto del material,
se refiere a la aplicacion de todos los métodos a un par de geometrias de interés comun para el

calculo y dendrometria, segun se indica mas adelante.

2.3 Antecedentes

El material conceptual y los conocimientos basicos para comprender y definir técnicamente el
problema, se encuentran en el capitulo 2, denominado conceptos generales. En su mayoria, el
trabajo desarrollado en esta tesis es original, incluyendo parte de la metodologia. Hasta donde
se tiene conocimiento, no existen trabajos de este tipo, excepto los dos antecedentes directos
que se describen a continuacion: 1) la referencia (Cruz de Ledn y Cruz de Ledn, 2006), en la
cual se presenta lo que se denomina el Modelo Conico Segmentado para las mediciones

forestales y se encuentra su fundamento al identificarlo con un método particular de



aproximacion del calculo para estimar el volumen de solidos de revolucion; 2) las referencias
(Uranga-Valencia, 2007; Uranga-Valencia y Cruz de Ledn, 2007), en las cuales se aplica por
primera vez el modelo de 1), en particular, a los tipos dendrométricos clasicos como funciéon
del niamero de segmentos y se descubre por primera vez el importante papel que juegan los
diferentes didmetros medios que se definen en dendrometria, en los métodos de cubicacion.
Como se definiéo previamente, el término segmento es equivalente a seccion longitudinal.
Dichos trabajos representan los primeros pasos hacia la tarea de unificacion que se ha llevado

a cabo en esta tesis.

2.4 Objetivos

Objetivo general: unificar los métodos aproximados del célculo y los métodos de cubicacién

forestal.

Objetivos particulares:

I Identificar y definir las relaciones entre los métodos de aproximacion del calculo y
los métodos de cubicacion en un marco unificado.

1) Aplicar y comparar los métodos aproximados resultantes de la unificacion para
estimar areas bajo las curvas generatrices del paraboloide y del neiloide.

II)  Aplicar y comparar los métodos de cubicacion resultantes de la unificacion para

estimar los volumenes del paraboloide y del neiloide.



3. CONCEPTOS GENERALES.

3.1 Métodos aproximados para determinar el drea bajo una curva en un intervalo.

3.1.1 Método general.

El principio fundamental del céalculo integral para determinar el area bajo una curva y=f(x) para
un intervalo [a, b] de la variable X es usualmente explicado como sigue: se divide el intervalo en

un nimero N de segmentos o subintervalos [Xi—l , Xi] de igual longitud, Ax =(b—a)/n, en donde
i=12,...,n, X, =a y X, =b, y se les asocian rectangulos de alturas f(x;) en donde x; puede
ser cualquier punto del subintervalo. Los puntos X, se llaman puntos muestra. Los mas

utilizados son: los extremos izquierdos, los extremos derechos y los puntos medios de los

subintervalos. El area bajo la curva se aproxima mediante la suma de las areas de los
n

rectangulos, Z f (x; )Ax . Conforme el numero n se incrementa, la aproximacion es mejor y en
=

el limite cuando ese numero tiende a infinito, se obtiene el area exacta, como se ilustra en la

figura 3.1. En ese limite, la suma se define como una integral particular denominada integral

b

definida y se escribe como J. f(x)dx . De hecho, los segmentos pueden tener diferente longitud y
a

la condicidn seria que en el limite, cuando su niimero tiende a infinito, la longitud del segmento

mayor tienda a cero (Courant y John, 1965; Stewart, 2002).

A = lim [fixF) Ax + flx¥) Ax + -+ - + flx7) Ax]

,

..—————..—.———II

iy
jJ
|
s

T R

Figura 3.1 Método de aproximacién mediante rectangulos para
determinar el area bajo una curva y=f(x) en un intervalo [a, b].
El area exacta se obtiene en el limite cuando el nimero de
rectangulos n tiende a infinito (Stewart, 2002).



3.1.2 La regla del trapecio

Existe una forma particular de seleccionar los rectangulos en la aproximacion de area bajo una
curva, relacionando a cada subintervalo un rectangulo cuya area es el promedio de las areas de

los dos rectangulos con alturas f(X; ;) y f(X,)que corresponden a las alturas en sus extremos.

FOxi )+ (%)

Los puntos muestra se definen como f(x;)= 5

. El resultado es equivalente a una

aproximacion mediante trapecios en donde una linea recta conecta a los puntos (X; ,, f(X;,))y
(X, f(x;)) de cada segmento y se denomina la regla del trapecio (Stewart, 2002). En la figura

3.2 se muestra cualitativamente la aproximacion mediante la regla del trapecio.

y =15

Figura 3.2 Aproximacion al area bajo una curva en un intervalo
mediante la regla del trapecio (Uranga-Valencia, 2007).

3.2 Métodos aproximados para determinar el volumen de sélidos de revolucion

Un solido de revolucion se genera por una rotacion de 27 de la curva y=f(x) alrededor del eje X,

como puede verse en la figura 3.3, para el caso de la funcion f(X) = Jx



Figura 3.3 Soélido de revolucion generado al realizar una rotacion de
27 del &rea bajo la curva Y = \/; alrededor del eje x, (Stewart, 2002).

La misma rotacion de los n rectangulos utilizados en la aproximacion del area, origina una
aproximacion al volumen del solido de revolucion mediante n cilindros, como lo indica la figura
3.4, para el caso de una esfera de radio unitario. El volumen exacto se obtiene cuando n tiende a

infinito (Stewart, 2002).

(a) Usando S cilindros, V= 4.2726 (b) Usando 10 cilindros, V = 4.2097 (¢) Usando 20 cilindros, V = 4.1940

Figura 3.4 Aproximacién al volumen de una esfera con radio 1, mediante un numero n de cilindros. Se muestran
los casos para n=5, 10 y 20 (Stewart, 2002).



3.3 Tipos dendrométricos

3.3.1 Tipos dendrométricos clasicos

Los troncos de los arboles que por causas naturales no han sido perturbados, tienden a tomar
una forma regular o simétrica, por lo que su eje aparece rectilineo y su seccion transversal
adquiere una forma aproximadamente circular, de tal manera que se asemeja a un solido de
revolucion. Los troncos no tienen una forma geométrica predeterminada y para estimar su
volumen se recurre a los tipos dendrométricos que son figuras o cuerpos geométricos ideales
que por secciones modelan a los troncos. Tradicionalmente, los tipos dendrométricos que se
asocian a ellos son: cilindro, cono, paraboloide y neiloide (Chapman, 1921; Castro, 1955;
Bruce, y Shumacher, 1965; Romahn de la Vega et al., 1994; Avery y Burkhart, 2002), los

cuales son solidos de revolucion generados por la funcion

y2 — AXn
en donde A es una constante denominada el parametro de forma, (X, y) son las coordenadas en
un sistema cartesiano bidimensional y N es un nimero entero positivo que designa la forma del

cuerpo de acuerdo con la tabla 3.1.

Tabla 3.1 Tipo dendrométrico correspondiente a
la potencia indicada en la funcion generatriz.

n Tipo dendrométrico
0 cilindro

1 paraboloide

2 cono

3 neiloide

Mediante técnicas de calculo integral, es posible calcular el volumen exacto para los tipos

dendrométricos anteriores asi como para segmentos de los mismos.

10



3.3.2 Funciones de volumen y de perfil.

En general, no es posible asociar una geometria simple como las mencionadas en la seccion
anterior a la geometria de un tronco. Lo que se hace en investigacion actualmente es
determinar funciones de volumen y funciones de perfil o ahusamiento para troncos de cada
especie en particular (West, 2004; Cruz-Cobos et al, 2005; Hernandez y Soto-Soto, 2005). La
funcion de volumen del tronco, proporciona el volumen total del tronco como funcién de los
dos parametros caracteristicos en mediciones forestales que son el didmetro a la altura del

pecho,D, vy la altura total del tronco, H, (West, 2004). Por su parte, la funcion de perfil
proporciona el didmetro como funcion de la altura h, D, y H. En el caso de las funciones de

perfil, el volumen total se puede obtener mediante una integracion sobre dichas funciones con
respecto a la altura h, de 0 a H (West, 2004). Se han propuesto en la literatura una
considerable cantidad de funciones de volumen y de perfil, que llevan el nombre de sus
autores. Las funciones de perfil representan tipos dendrométricos en general y los tipos

dendrométricos clasicos son simplemente casos particulares de ellas.

Aun cuando la tendencia actual, en investigacion, es la de desarrollar formulas especificas
para cada especie arborea (Diéguez Aranda et al, 2003; West, 2004), es importante el conocer
las interrelaciones que presentan las formas mas basicas de determinacion del volumen de
trozas, que contintan siendo las de uso comun, en la practica, ya que generalmente no se

conoce su geometria (Bruce, 1982; Doruska and Patterson, 2004; Patterson et al., 2007).

3.4 Métodos de cubicacion.

3.4.1 Métodos estandar de cubicacién.

Los métodos estandar de cubicacion a que se refiere la literatura son: los métodos de Huber,
Smalian y Newton (Chapman, 1921; Romahn de la Vega et al, 1994; Bruce y Schumacher,
1965; Avery y Burkhart, 2002; West, 2004).

Si se denominan Sy S’ a las areas de las secciones transversales de los extremos de una troza de
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longitud L, respectivamente, y S,,, al drea de la seccion transversal correspondiente a la mitad

de la troza, segun se ilustra en la figura 3.5 los volumenes de Huber, Smalian y Newton estan

dados, respectivamente, por

Vi =351l

v, :(S+SJL
2

_(S+45,,+8) |

VN

Figura 3.5 Secciones S, S, /2y S localizadas en una troza.

El método de Newton es el mas exacto y tiene la importante caracteristica de que reproduce

exactamente el volumen para todos los tipos dendrométricos clasicos.

3.4.2 El modelo cénico segmentado (MCS).

En caso de que se aplique la regla del trapecio para estimar el area bajo una curva, una rotacion
de 27 tanto de la curva como de los trapecios considerados resulta en una aproximacion al
volumen del s6lido de revolucion correspondiente mediante conos truncados. Cualquiera de los
dos casos, utilizando conos truncados de la misma ¢ diferente longitud, se denomina el Modelo
Cénico Segmentado (MCS), (Cruz de Leon y Cruz de Leon, 2006). El modelo se soporta en la

ecuacion de volumen de cono truncado,
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Vs ='3‘(s +814/58)

en donde los pardmetros tienen el mismo significado que en la seccion anterior. En realidad, la
propuesta de MCS representa el primer paso que se ha dado en la direccion de unificacion que
se definid para el presente trabajo. La ecuacion anterior se usa comiunmente en la practica para
determinar el volumen de trozas de coniferas. Incluso, recientemente se ha encontrado un
trabajo de investigacion en donde implicitamente ya se aplico MCS (Plank, 1984) también a
coniferas y se comparan sus resultados con los de un método de cubicacion denominado
método de Bruce. Sin embargo MCS se ha desarrollado en forma general y es aplicable a
cualquier s6lido de revolucion, en particular a los considerados en el area forestal y de
tecnologia de la madera (Cruz de Leén y Cruz de Leon, 2006). Lo anterior se debe a que el
modelo no representa otra cosa que un método general de aproximacion del calculo. La
aplicacion particular formal del MCS a los tipos dendrométricos clasicos definidos en la
seccion 3.3.1, como funcion del nimero de segmentos, se encuentra en proceso (Uranga-

Valencia, 2007; Uranga-Valencia y Cruz de Ledn, 2007).

3.5 Tipos de diametros medios en dendrometria

3.5.1 Diametros medios para secciones transversales asimétricas

Cuando una seccidn transversal de un tronco o troza no es circular, sino mas bien asimétrica
respecto a su eje, se definen en dendrometria diferentes tipos de diametro. Si se denotan como

d,y d,alaminima y maxima longitud de una seccion transversal asimétrica, se definen

los diametros: medio aritmético, medio cuadratico y medio geométrico, respectivamente,

como
q :dm+d,\,I
2
do d.+dy
2
y
d=.d.d,,
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(Diéguez- Aranda et. al., 2003). En adelante, al diametro (o radio) aritmético se le designara

simplemente como diametro (o radio) medio.

3.5.2 Diametros medios para una geometria irregular a la altura del pecho

En ocasiones, la zona de interés para la medicion de didmetro no sélo es asimétrica, sino que
es muy irregular y con deformaciones. En particular, cuando se requiere medir el diametro
caracteristico en mediciones forestales, que es el diametro a una altura de 1.30 m denominado
diametro a la altura del pecho, y se encuentra exactamente en una zona del tipo mencionado,
se mide el didmetro a una distancia determinada por encima de la altura del pecho y el
diametro a esa misma distancia por debajo de dicha altura. En base a estos dos diametros, se
definen los mismos tipos de didmetros que en la seccion precedente (Diéguez- Aranda et. al.,

2003; West, 2004).

3.5.3 Generalizacion de la definicion de diametros medios a segmentos de tronco y trozas.

De manera similar al proceso de la seccion anterior, que se refiere a una pequeia seccion o
segmento alrededor de la altura del pecho, en este trabajo se generaliza la definicion de los
diametros medios para cualquier segmento de tronco y trozas, en términos de los diametros de
sus extremos. Esta definicion representa uno de los elementos centrales en el presente trabajo,
ya que proporciona una justificacion y explicacion natural a métodos de aproximacion
existentes y da origen a otros nuevos. La importancia y necesidad de la presente
generalizacion se descubrid por primera vez en (Uranga-Valencia y Cruz de Ledn, 2007;

Uranga-Valencia, 2007), para el caso de MCS.

En lo subsecuente a los diametros medios generalizados, se les denominara simplemente como

diametros dendrométricos.
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4. IDENTIFICACION, DEFINICION y UNIFICACION DE METODOS

4.1 Identificacion de métodos estandar de aproximacion para determinar el area bajo

una curva en un intervalo.

Como se ha sefialado en la seccion 3.1.1, la definicion de un método aproximado para estimar
el area bajo una curva, en el Calculo, depende de la forma en que se seleccionan los puntos
muestra. En la tabla 4.1, se identifican algunas funciones de los puntos muestra asociadas a los

métodos de aproximacioén mas utilizados (Burden y Faires, 1998; Stewart, 2002).

Tabla 4.1. Funciones de puntos muestra mas utilizadas en el
calculo integral como funcion de puntos de intervalo.

Puntos extremos izquierdos de los subintervalos
f (Xi *) =f (Xi—l)
Puntos extremos derechos de los subintervalos
f(xi*): f(xi)
Puntos medios de los subintervalos
X, + X;
f(x*)= f(x1/2,i) 5 X2 = |—12 I
Regla del trapecio:
f(x*) = f(xi)+ %)
2
Regla de Simpson:
f(x.%) = fx ) +4f(x,)+ f(x))
' 6

4.2 Definicion de métodos de aproximacion en base a los diAmetros dendrométricos.

Al extender la aplicacion de los métodos al caso de un sélido de revolucién, la funcion f(x;)

de los puntos muestra, representa el radio de una seccion transversal. Tomando en
consideracion la definicion de los diferentes tipos de diametros medios de la seccion 3.5.1, con
sus respectivos radios, y su generalizacidon al caso de un segmento o troza, mediante los

diametros dendrométricos que propone este trabajo en la seccion 3.5.3, es posible definir
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otros métodos de aproximacion. De esta forma, se tienen los métodos asociados a las

funciones de los puntos muestra, que se especifican en la tabla 4.2.

Tabla 4.2 Funciones de puntos muestra
propuestas, definidas, en base a los
radios dendrométricos.

Radio medio:
f(XI*) — f(xi—l) + f(XI)
2
Radio medio cuadratico:

fx 9 Jf (xi1)2+f (x)

Radio medio geométrico:

f(Xi *) = f(Xi—l)f(Xi)

Como puede observarse, el método correspondiente al didmetro o radio medio no es otra cosa
que la regla del trapecio ya identificada en la seccion 3.1.2. Sin embargo, los otros dos
métodos no tienen correspondencia con los métodos de aproximacion del calculo por lo que se

trata de nuevos métodos que se proponen de manera original en el presente trabajo de tesis.

4.3 Definicion de métodos de aproximacion por correspondencia con los métodos de

cubicacion estandar.

La eleccion de los puntos muestra definen a los métodos de aproximacion para estimar areas
bajo una curva en un intervalo. En forma similar, la eleccion de una seccion transversal

promedio define a los métodos de cubicacion para estimar volimenes.

Cualquier método aproximado de cubicacion utilizado en ciencia forestal y tecnologia de la
madera, se basa en la aproximacion del volumen de una seccion de tronco o troza, de longitud
L, mediante un cilindro de longitud L y una 4area de su seccion transversal promedio S (Avery

y Burkhart, 2002). De esta forma, el volumen se estima como V =SL. Por ejemplo, a los
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métodos de cubicacion estandar de Huber, Smalian y Newton definidos por las ecuaciones de

volumen
VH = S1/2 L
v _6+8),
2

_(S+4&Q+SOL

Vy ¢

respectivamente, les corresponden las secciones transversales promedio siguientes

(%]

= S1/2
s (S+S")

2

§:(S+4&Q+Sj.
6

Por su parte, a cada seccion promedio anterior le corresponde un radio medio r, que se puede

determinar a partir de la relacion S = ﬁ(F)Z. Por lo tanto, se esta en condiciones de definir otros

métodos de aproximacion, por correspondencia, de tal forma que f (X, )=r. En la tabla 4.3, se

muestran dichos métodos de aproximacion que se etiquetaran aqui con los mismos nombres de

los métodos de cubicacion de los cuales provienen.

Tabla 4.3 Funciones de puntos muestra propuestas,
definidas, en base a los métodos de cubicacion estandar.

Aproximacion de Huber
f (XI*) = f (Xl/z,i)

Aproximacion de Smalian

x5 Jf (xi1>2+f (%)

Aproximacion de Newton

f(Xi*)z\/fz(xi-1)+4fzéx1/z,i)+ f2(x,)
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Como puede verse, la aproximacion de Huber corresponde a la conocida aproximacion de los
puntos medios, del célculo, sefhalada en la seccion 3.1. Similarmente, la aproximacion de
Smalian corresponde a la aproximacion del radio medio cuadratico, ya especificada como
nueva propuesta de este trabajo en la seccion 3.2. Finalmente, la aproximacion de Newton no
tiene paralelo en los métodos aproximados del calculo, por lo cual también representa un

nuevo método de aproximacion que se propone en esta tesis.

4.4 Definicion de métodos de cubicacion por analogia con los métodos de aproximacion

del calculo.

Se define en esta parte, un método de cubicacion por analogia con los métodos de

aproximacion del calculo, como aquel método que se obtiene al sustituir los radios por las
. . . * S J4
correspondientes secciones transversales, es decir, f(x;) por S, en las formulas que definen

la aproximacion al area, bajo una curva, sefialadas en las secciones 3.1 y 3.2. De esta forma se

generan los métodos que se muestran en la tabla 4.4.

También en la tabla 4.4 puede observarse un resultado muy importante que justifica el
presente procedimiento, los tres métodos estandar de cubicacion corresponden por analogia
con métodos de aproximacion conocidos en el calculo. Ademas, se proponen nuevos métodos
de cubicacion en base a los nuevos métodos de aproximacion para areas, los cuales se han
denominado Método Cuadratico de Smalian y Método Cuadratico de Newton. También se ha
derivado un método a partir del radio medio geométrico, denominado aqui, método de la
seccion geométrica. Estos tres ultimos métodos también constituyen una propuesta de esta
tesis.  En particular, se observa que el método de Newton es el andlogo del método de
Simpson del calculo. El método de Simpson proporciona resultados exactos para la integral de
un polinomio de grado maximo tres, debido a que el error involucrado es proporcional a la
cuarta derivada de dicha funcién. La funcion generatriz de los tipos dendrométricos clasicos
solo considera una potencia maxima de tres, por esa razoéon el método de Newton es exacto

para todos ellos.
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Tabla 4.4 Métodos de cubicacion resultantes al establecer la relacion de analogia.

Método de aproximacion para el area

bajo una curva f(x) en un intervalo de Método de cubicacion
longitud L correspondiente por analogia
Area= f(x*)L V =SL
Puntos medios de los subintervalos Método de Huber
f(x*) = f(X1/2,i) S=S,,
Regla del trapecio Método de Smalian:
f(XI*): f(xl—1)+f(xl) §=Sm+SM
2 2
Regla de Simpson: Meétodo de Newton:
f(x,*)= fx)+41(x00)+ F(x) s_ S, +4S,, +S,,
1 6 6
Radio medio geométrico: Meétodo geométrico

fO*) =/ (%) F(x) §:\/SmSM

Aproximacion de Smalian

Método cuadratico de Smalian

2 2 5 5
f(Xi*):\/f )+ T706) [ Snt+Su
2 2
Aproximacion de Newton Método cuadratico de Newton
(%) =\/ o)+ 400+ ) g \/8; +45], +5,
1 6 6

4.5 Resumen y relacion entre métodos de aproximacion del calculo y métodos de

cubicacion.

En la tabla 4.5 se resumen todos los métodos identificados, tanto los ya existentes como los

nuevos, asi como la propiedad que los define y la relacion entre ellos.
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Tabla 4.5. Marco unificado para los métodos de aproximacion del calculo y los métodos de cubicacion. Los

métodos nuevos se denotan mediante (N).

Método para aproximacion de areas

Meétodo de cubicacion

Area = f (x*)L Relacion V =SL
Extremos izquierdos de los subintervalos: Analogia y Seccion menor:
f(x*)=f(x,) Correspondencia | S =S
Extremos derechos de los subintervalos: Analogia y Seccion mayor
f(x,*)=f(x,) Correspondencia | S =S,
Puntos medios de los subintervalos (Aproximacion Huber:
de Huber): Analogia y §u e;.
C denci =
f(x*)=f (X1/2,i) orrespondencia 12
) _ » o _ . Seccion media cuadratico-
Radio medio cuadratico-geométrico (Aproximacion geométrica:
de MCS): Analogia S24+S2 4+S°§
2 2 Q_ m M m M
o o)+ 00+ FO) ) S= ™)
f(x*) = 3 3
™ Correspondencia | MCS:
S S, +Sy +-/S,Su
., 3
Regla del trapecio (Radio medio): Rotacién
f(x )+ f(x
f(xi*): ( |—1)2 ( |)
Analogia Smalian:
5 _SntSu
. 2
Radio medio cuadratico (Aproximacion de Correspondencia
Smalian):
Seccion media cuadratica de
2 2
f(x*)= fr i)+ () ) Smalian:
' 2 Analogia 52 .52
§ _ m M
=\~ ™)
2
Radio medio geométrico: Analogia y Seccion media geométrica:
fx*)=-/F(x_)f(x) (N) | Correspondencia | S =./S_S,, o)
Regla de Simpson:
f(x.*)= Fxi) +4 1 (X0 + F(x) Analogia Newton:
6 s _Sn+45,,+5,
Regla de Simpson cuadratica (Aproximacion de Correspondencia 6
Newton):
F(x. %) \/ f2(x,)+4f2(x,,)+ F(x) Seccién media cuadrética de
X;*)= - Newton:
6 Analogia

™)

SZ\/s; +4s6f/2 T
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Como puede observarse en la tabla 4.5, el resultado es una unificacion de métodos que se da a
través de una interrelacion matematica simple en unos casos y compleja en otros. Los casos
marcados con (N) corresponden a los nuevos métodos no triviales que aporta esta tesis.
Incluso, el método trivial definido como de la seccidon menor, se utiliza, en la practica, para
estimar el volumen de un tocén (parte del tronco que queda por encima del suelo al cortar el
arbol). En resumen, como resultado de la unificacion, con excepcion de los primeros dos
métodos triviales, se tienen cuatro nuevos métodos de aproximacion para estimar areas bajo
curvas en un intervalo y también cuatro nuevos métodos de cubicacion para estimar el
volumen de un intervalo o segmento de un solido de revolucion. La singular relacion de
rotacion para MCS ha sido implicitamente definida en la seccion 3.4.2. Se han definido en
dicha tabla, el radio medio cuadratico-geométrico y la correspondiente seccion media
cuadratico-geométrica, porque no son otra cosa que las medias cuadraticas de los radios
extremos y el radio geométrico en el primer caso y de las areas de las secciones extremas y la
seccion geométrica en el segundo caso. También se definen los métodos de aproximacion para
areas en base al nombre del método de cubicacion con el cual estan relacionados (entre
paréntesis). El unico trabajo que se encontr6é en donde se proponen varios nuevos métodos de
cubicacidon en forma similar al presente, fue en la referencia (Bruce, 1982), en el cual, se
utilizan los didmetros medio cuadratico y medio geométrico, en el mismo sentido que el
aplicado aqui, pero multiplicados por un factor de ajuste que es funcion de los didmetros de

los extremos de una troza o bien, de un segmento de tronco.

En lenguaje del calculo, se han determinado métodos aproximados generales para estimar el
volumen de solidos de revolucion y métodos para estimar el area bajo las curvas que por
rotacion los generan. En el lenguaje equivalente del area forestal y tecnologia de la madera, se
han determinado métodos de cubicacion para tipos dendrométricos generales asi como

métodos para estimar el area bajo sus funciones generatrices.

A manera de ejemplo, la aplicacion de todos los métodos de la tabla 4.5, para determinar el
area bajo las curvas generatrices y el volumen de paraboloide y neiloide, se presenta en los
restantes capitulos, a excepcion del caso de MCS que ya fue resuelto previamente (Uranga-

Valencia, 2007; Uranga-Valencia y Cruz de Ledn, 2007).
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5. METODOLOGIA.

Lo que finalmente se persigue, es la estimacion de areas y volimenes, en particular de
geometrias de interés tanto para calculo integral como para el sector forestal y de tecnologia
de la madera. Los métodos a utilizar en dicha tarea son los que se han presentado en el
capitulo previo. En particular, se considerara la estimacion del area bajo las curvas
generatrices de paraboloide y neiloide, asi como el volumen de dichos solidos de revolucion.
Los otros tipos dendrométricos clésicos, cilindro y cono son ejemplos simples que tienen
solucion directa. A continuacion se describe de manera explicita la forma en que se aplicaran

los métodos en cuestion.

El area de un rectangulo se obtiene del producto de su base por su altura. Por lo tanto, para
obtener el area debajo de una curva es necesario calcularla por separado para cada segmento y

posteriormente sumar para todos los segmentos.

Por facilidad, se utilizaran segmentos de igual longitud. De conformidad con la notacion del

capitulo 2, para una funcién dada f(x), la altura del i-ésimo segmento serd f(X;), en donde
X; es el punto muestra correspondiente a dicho segmento. Si se denota por | a la longitud de

cada segmento, el 4rea para cada segmento se define como:

A =10,
y el area total como

n
i=1
Similarmente, para el caso de volumenes, se define el volumen de segmento como:

V, =1S;

En donde S;i es el area de la seccion transversal promedio del i-ésimo segmento. El volumen

total se define como:
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5.1 Estimacion del area bajo la curva generatriz de paraboloide.

En principio, el area exacta bajo la curva generatriz de un paraboloide de altura h, se podria
conocer si se conociera exactamente el area bajo la curva correspondiente a cada intervalo o
segmento de longitud, | =h/n, en donde n es el numero de intervalos considerados, como lo
muestra la figura 5.1. Como la idea aqui es poner a prueba los métodos de aproximacion del
capitulo previo, dichas areas se aproximaran por areas de rectangulos con altura definida para
cada método y para diferentes niimeros de segmentos. Al sumar las areas de dichos

rectangulos, se tendra finalmente una estimacion del area total.

S =lax

il

Figura 5.1 Curva generatriz de un paraboloide de altura h y division

T
—
h

en segmentos de igual longitud.

5.2 Estimacion del area bajo la curva generatriz de neiloide.

En forma similar al paraboloide, en la figura 5.2, se muestra la curva generatriz de un neilode
de altura h, asi como la division en un numero determinado de segmentos de igual longitud.
También en este caso, el area bajo la curva correspondiente a cada segmento se aproximara

mediante los métodos del capitulo anterior y para diferentes nimeros de segmentos.
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Flay=-lAx?

Figura 5.2. Curva generatriz de un neiloide de altura h y division

en segmentos de igual longitud.

5.3 Estimacion del volumen de paraboloide.

Al girar la curva de la figura 5.1, (junto con el area bajo ella), un dngulo de 27 alrededor del
eje X, se genera un paraboloide, como puede verse en la figura 5.3.

Figura 5.3 Paraboloide y su orientacion tipica en un sistema
coordenado tridimensional para proposito de calculo.

Al dividir el eje X en intervalos de igual longitud y considerar el volumen correspondiente del
solido de revolucion, se tendra una especie de solido en rebanadas. El area exacta del
paraboloide se puede obtener al sumar los volumenes de dichas rebanadas. Al utilizar métodos

aproximados para estimar el volumen de cada rebanada, se aproxima su geometria por la de un
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cilindro con una seccion transversal definida para cada método. Al sumar el volumen de los

cilindros, se tendra una estimacion del volumen del sélido de revolucion.

5.4 Estimacion del volumen de neiloide.

En forma similar al caso del paraboloide, al girar la curva de la figura 5.2 (junto con el area
bajo ella) un angulo de 27 alrededor del eje X, se genera un neiloide, como puede verse en la

figura 5.4.

Figura 5.4 Neiloide y su orientacion tipica en un sistema
coordenado tridimensional para proposito de calculo.

5.5 Calculo analitico de area y volumen para los casos de n=5 y n=10.

En primer lugar, se realizaron los célculos analiticamente para cada método y para los casos en
que se dividan las figuras 5.1 y 5.2 en 5 y 10 segmentos. A partir de la formula generatriz, se
determinaron los valores de la funcion, en cada caso, para los puntos extremos y medios de los
intervalos. Posteriormente se calculd el valor de la funcidon y secciones transversales
correspondientes a los diferentes puntos muestra que definen a cada uno de los métodos
considerados. A partir de ellos se determinaron los valores aproximados de area y volumen,

multiplicando por la longitud de segmento.
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5.6 Calculo numérico para cualquier n finita.

Para un numero de segmentos mayor de 10 el calculo manual es complicado en extremo. En
general para cualquier n finita, el procedimiento de célculo se puede realizar mediante Excel
de acuerdo al procedimiento de hoja de calculo que se describe a continuacion. Se asignan

columnas a las variables X, y X;, y en caso necesario, otra columna para la variable X, ,. Se
asignan columnas a f(X;,) y f(X;),y en su caso, otra columna para f(X,,). Se asigna una
columna al célculo de la f(X) y S correspondiente a cada método. Finalmente se asignan

columnas a If (x;) y IS. Al realizar la suma de valores en cada columna, se obtienen

finalmente los valores de area y volumen correspondientes al método en cuestion. La tabla 5.1,

ilustra el método descrito para el caso del calculo de area utilizando la regla de Simpson.

Tabla 5.1 Ejemplo de una secuencia de calculo considerada para el calculo de area bajo una curva mediante
Excel, utilizando el método de la regla de Simpson.

A C= D= E= F= 1=
A=tde | g A | AT, B+C | 5 | g | HEL | FaGHE | gy
Intervalo n n 2 f(X,01) n 6 =area

12,.n (Xi) (x,) (XI/Z,i) f(Xi) f(Xi_l) ! f(Xi *)

El nimero de segmentos se asigna manualmente en la columna A. Se realizaron los calculos
para n=5, 10, 20, 100 y 500. El procedimiento de céalculo mediante Excel para un ntimero

grande de segmentos equivale a un proceso de integracion numérica.

Los calculos analiticos para 5 y 10 segmentos que se mencionan en la seccion anterior,
sirvieron como datos de referencia para probar que las formulas introducidas en Excel estaban
escritas correctamente. El software Excel es muy sensible a errores minimos en la escritura de
formulas matematicas. Una vez que en Excel se reprodujeron exactamente todos los datos,
para 5 y 10 segmentos, se tuvo la seguridad de que las formulas estaban bien escritas y que

podia realizarse el calculo para cualquier nimero de segmentos.
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5.7 Definicion de area relativa total y volumen relativo total

Interesa conocer la estimacion del area total, Ar , y el volumen total, V1 , de los métodos
aproximados en comparacion con el area total exacta, A, y el volumen total exacto, V.,
respectivamente, lo que proporcionaria un indicio de la exactitud de los métodos. Esto, se
puede cuantificar mediante los parametros adimensionales, At /A, y V1 /V, que se definen

aqui como el area relativa total y el volumen relativo total, respectivamente.
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6. RESULTADOS PARA EL AREA TOTAL BAJO LA CURVA GENERATRIZ DE
PARABOLOIDE

6.1 Area exacta bajo la curva generatriz de paraboloide.

La curva generatriz del paraboloide y=f(X) se obtiene a partir de la solucion positiva de la
ecuacion

y? = AX
mediante un despeje de variable,

y=-/Ax; a=-/A
y=a/x.

El area exacta bajo la curva generatriz del paraboloide con longitud h, se obtiene mediante

técnicas estandar del calculo integral,

A =}ydx = aj‘ﬁdx
0 0

. 32 h
3/2

0
h
_ [26‘ Xm}
3 0

A :2;‘h3/2= i«/Ah3 .

6.2 Resultados para el area bajo la curva generatriz de paraboloide con 5 segmentos,

mediante métodos aproximados.

La division del area bajo la curva generatriz de un paraboloide de altura h para 5

segmentos de longitud, I=h/5, se muestra en la figura 6.1.
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f(x)=.v=V

x

h
5

3
5

2n
5

&

Figura 6.1 Division del area bajo la curva generatriz de paraboloide de altura

h en 5 segmentos de igual longitud.

Los parametros requeridos para la estimacion del area para 5 intervalos, mediante los

métodos aproximados considerados, se muestran en la tabla 6.1 y los resultados obtenidos

para el area total, en la tabla 6.2.

Tabla 6.1 Conjunto de parametros requeridos en el calculo de areas para la curva generatriz de
paraboloide con 5 segmentos.

intervalo | X | Xy | Xpoi | Vi=FOO) | Vi = T | Vi = F(X20)

1 tnl o | L L an 0 L an
5 10 5 10

I =Y Y A IS L an 3 an
5715 |10 5 5 10

3 3]0 3 an 2 an S an
5715 |10 5 5 10

s |40l Z 4 an 3 An 7 an
5715 |10 5 5 10
4 | 9 4 9

5 h 4] 20l 4 an 2 an
57| 10 A Js \/10
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Tabla 6.2 Areas totales debajo de la curva generatriz del paraboloide para 5 segmentos.

METODO | REGLA QUE DEFINE AL METODO
AREA TOTAL
1. Extremos izquierdos de los subintervalos: f(x*)=f(x_)
pp= YL+ 2+ B4 s
545
2. Extremos derechos de los subintervalos f(x*)=f(x)
pp L2+ B a5 fos
5.5
3. Puntos medios de los subintervalos: f(x*) = (%)
Ao L BE5+4T 49 s
5./10
(X f(x
4. Regla del trapecio (radio medio): f(x*= (X'l);(x')
AT:2ﬁ+2ﬁ+2ﬁ+2ﬁ+ﬁm
10+/5
2 2
5. Aproximacion de Smalian: f(xi*)z\/ f (Xi-l); 00
p = L B5£4T 49 s
510
6. Radio medio geométrico: fx*)=f(x_)f(x)
4 4 4 4
e R s
55
2 2
7. Radio medio cuadratico geométrico f(x *):\/f )+ P00+ T ) F(x)
3
ﬁ+\/3+ﬁ +\/5+\% +\/7+J§ +\/9+@ 3
AT: Ah
515
f(x.)+4f(X,,)+ f(x,
8. Regla de Simpson: f(x,*)= (1) (6 )+ 1)
A (41422 +4./3+2./4 +4./5+2/6 +4./7+2:/8 + 4/9+/10 )/ A’
- 30410
f2(x. 417 (X, )+ F2(x,
9. Regla de Simpson cuadrética: f(x,%) =\/ (xi.)* 6(X‘/2')+ (x:)
A= L34S 447449 fo
510
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6.3 Resultados para el area bajo la curva generatriz de paraboloide con 10 segmentos,

mediante métodos aproximados.

La division del area bajo la curva generatriz de un paraboloide de altura h para 10

segmentos (I=h/10) se muestra en la figura 6.2.

y
— ’_I{
F(x) = ~JAx ,,/”/
,/
/’,/
—
! x
2 3. ' 5 & 7 8 9

0 Eh Eh ol !_i)h Ek 10" " o7 =7 h

Figura 6.2 Division del area bajo la curva generatriz de paraboloide de altura

h en 10 segmentos de igual longitud.

En forma similar al caso de 5 segmentos, los pardmetros requeridos para la estimacion del
area para 10 intervalos, mediante los métodos aproximados considerados, se muestran en la

tabla 6.3 y los resultados obtenidos, en la tabla 6.4.
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Tabla 6.3 Conjunto completo de parametros requeridos en el calculo de areas para la curva generatriz
de paraboloide con 10 segmentos.

#intervalo | X X | X | Yi=TO0) | Yia = T | Vi = TG0

1 el o | L \/1 Ah 0 \/1 Ah
10 20 10 20
2 1

2 RN BN BER \/2 Ah \/1 Ah \/3 Ah
10 10 |20 10 10 20
3 2

3 Shl2nl s 3 an 2 An RIS
10 |10 |30 10 10 20
4 3

4 hl2n] 74| A an S A 7 an
10 |10 |5 10 10 20

4

5 Sl il 2 \/5 Ah 4 an W Ah
10 10 20 10 10 20

6 Sul2nl it 6 an 2 An L
10 10 |20 10 10 20
7 6 |13

7 —h|—h|—= \/7 Ah Jé Ah JB Ah
10 10 |20 10 10 20

1

8 LN A ) \/8 Ah 7 Ah 15 Ah
10 10 |20 10 10 20
9 s |17

9 —h|—h|_— \/9 Ah \/8 Ah \/17 Ah
10 |10 |20 10 10 20

10 A A [Ah \/9 Ah \/19 Ah

10 |20 10 20

32



Tabla 6.4 Areas totales debajo de la curva generatriz del paraboloide para 10 segmentos

METODO | REGLA QUE DEFINE AL METODO
AREA TOTAL
1. Extremos izquierdos de los subintervalos: ‘ f(x*)=1f(x_)
AT:ﬁ+ﬁ+ﬁ+ 4+-/5+-J6++/7 + 8+@W
10-/10
2. Extremos derechos de los subintervalos ‘ f(x*)=f(x)
N+ 24+ B+ Ja+ 546+ + 849 +10 5
Ar= A/ Ah
10-/10
3. Puntos medios de los subintervalos: fO6*) = F(Xx)
AT:ﬁ+ﬁ+ 5+/7+/9+-11+-/13 + 15+W+@W
1020
. . . f(x: f(x:
4. Regla del trapecio (radio medio): f(x*= ('1);(')
21422+ 23424 +2/5+2/6 +2:/7 +2-/8 +2:/9 + /10 3
A = </ Ah
20-/10
2 2
5. Aproximacion de Smalian: f(x,*) :\/ G )2+ 060
AT:ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ 9+-/11+-/13 + 15+Jﬁ+@m

10-/20

6. Radio medio geométrico: FO*)=/f(x_)f(X)

2 46 + 412+ 270 + 430 + 42 + 2156 + T2+ 4901

A =
' 10-/10
2 2
7. Radio medio cuadratico geométrico f(xi*):\/]c (i) + (Xi3)+ ) fx0)
AT:ﬁ+\/3+\/§+x/5+\/€+\/7+«/ﬁ+\/9+m+\/11+«@+\/13+«/ﬁ+\/15+\/%+\/17+\/772+\/19+@m
10:/30
f(x )+4f(x,.)+ f&x,
8. Regla de Simpson: f(x,*)= (i) (61/2") ;)
A _[4(ﬁ+ 3+\/§+\ﬁ+\/§+\/ﬁ+\/g+\/g+\/ﬁ+\/ﬁ)+2(+\/§+ 446 +-/8 + 10+«/§+«/ﬁ+«/ﬁ+«/§)+mw
T 6020
. . f2x ) +4f7 () + F2(x)
9. Regla de Simpson cuadratica: f(x,*)= : p :
AT=ﬁ+ﬁ+ 54407+ 9;0%+ 13+-/15+ 17+@m
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En el apéndice A, se muestra un ejemplo de calculo de areca para los segmentos
individuales mediante uno de los métodos considerados. Los resultados analiticos
completos para todos los métodos involucrados, para 5 y 10 segmentos, ocuparian un gran
espacio en este documento, por lo que se anexan en archivo electronico en el CD que

acompafia a esta tesis (también se etiquetan como apéndice A).

6.4 Area relativa total bajo la curva generatriz de paraboloide para 5y 10 segmentos,

mediante calculo analitico.

Los resultados para el area bajo la curva de paraboloide pueden ser sumarizados a través
del area relativa total, definida en la seccion 5.1.7, que es el parametro de estimacion mas
representativo de dichos calculos. En la tabla 6.5, se muestran los resultados para el area

relativa total para 5 y 10 segmentos.

Tabla 6.5 Resultados de la estimacion del area relativa total bajo la curva generatriz de paraboloide,
con 5 y 10 segmentos, respectivamente, mediante calculo analitico.

Método Ar/Ae
5 segmentos | 10 segmentos
1. Extremos izquierdos de los subintervalos 0.8246 0.9157
2. Extremos derechos de los subintervalos 1.1246 1.0657
3. Puntos medios de los subintervalos 1.0069 1.0025
4. Regla del trapecio 0.9746 0.9907
5. Aproximacion de Smalian 1.0069 1.0025
6. Radio medio geométrico 0.9029 0.9650
7. Radio medio cuadratico geométrico 0.9864 0.9950
8. Regla de Simpson 0.9961 0.9986
9. Regla de Simpson cuadratica 1.0069 1.0025
10. Regla Husma 0.9387 0.9779

6.5 Area relativa total bajo la curva generatriz de paraboloide para 5, 10, 20, 50, 100

y 500 segmentos, mediante Excel.

Los calculos analiticos para un nimero de segmentos superior a 10, son en extremo
dificiles, por lo que se utilizo para ello el software Excel de acuerdo con el procedimiento

descrito en la seccion 5.1.6 de la metodologia.
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En la tabla 6.6, se muestran el resumen de resultados para area relativa total como funcion

del nimero de segmentos obtenidos mediante Excel.

Tabla 6.6 Resultados del area relativa total bajo la curva generatriz de paraboloide calculados mediante
Excel, como funcion del nimero de segmentos.

METODO Ar /A
5 10 20 50 100 500

1. Extremos izquierdos de |, ¢»1607 | 0915764 | 0959169 | 0.984143 | 0.992194 | 0.998472
los subintervalos
2. Extremos derechos delos | | 154007 | | 065764 | 1.034169 | 1014143 | 1.007194 | 1.001472
subintervalos
3. Puntos medios de los 1.006920 | 1.002575 | 1.000943 | 1.000245 | 1.000088 | 1.000008
subintervalos
4. Regla del trapecio 0.974607 | 0990764 | 0.996669 | 0.999143 | 0.999694 | 0.999972
3. Aproximacién de 1.006920 | 1.002575 | 1.000943 | 1.000245 | 1.000088 | 1.000008
Smalian
6. Radio medio geométrico | 0.902957 | 0.965043 | 0.987479 | 0.996796 | 0.998860 | 0.999897
7. Radio medio cuadratico | ) geci98 | 0995097 | 0.998234 | 0.999546 | 0.999838 | 0.999985
geometrico
8. Regla de Simpson 0.996149 | 0.998638 | 0.999518 | 0.999878 | 0.999956 | 0.999996
9- Regla de Simpson 1.006920 | 1.002575 | 1.000943 | 1.000245 | 1.000088 | 1.000008
cuadratica
10. Regla de Husma 0.9387824 | 0.9779038 | 0.9920746 | 0.9979696 | 0.9992776 | 0.9999348

Los célculos por segmento se han guardado solamente en archivo electronico debido a que

ocuparian un espacio extraordinario en forma escrita. Como ilustracion, en el apéndice A,

se incluye la impresion de pantalla de la primera hoja de calculo de Excel para el método

5, para el caso de 500 segmentos.
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7. RESULTADOS PARA EL AREA TOTAL BAJO LA CURVA
GENERATRIZ DE NEILOIDE.

7.1 Area exacta bajo la curva generatriz de neiloide.

La curva generatriz del neiloide y=f(x) se obtiene a partir de la relacion

y2 — AX3
mediante un simple despeje de variable

y="JAC; a=+A
y=a/x’

El area exacta bajo la curva generatriz del neiloide con longitud h, se obtiene mediante

técnicas estandar del célculo integral,

A :jlydx = aj‘Jx?dx
0 0

h
=a_[ x¥2dx
0

h
32

52

0

h
:{2& XS/Z}
5 0

A =25ah5/2= i«/AhS

7.2 Resultados para el area bajo la curva generatriz de neiloide con 5 segmentos,

mediante métodos aproximados.

La division del area bajo la curva generatriz de un neiloide de altura h para 5 segmentos

(I=h/5) se muestra en la figura 7.1.
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Figura 7.1 Division del area bajo la curva generatriz de neiloide de altura

h en 5 segmentos de igual longitud.

Los parametros requeridos para la estimacion del area para 5 intervalos, mediante los
métodos aproximados considerados, se muestran en la tabla 7.1 y los resultados obtenidos,

en la tabla 7.2.

Tabla 7.1 Conjunto de parametros requeridos en el calculo de areas bajo la curva generatriz de
neiloide con 5 segmentos.

#intervalo | X | X | X | Vi=TC0) | Yo =FC) | Yy = f(X20)

1 1 1 3 1 3
1 —~h] 0 h - ’ 0 — ’
S 0 (5} Ah (10) Ah

2 || @3 AR’ @3 AR’ (130}3 An’

3 h ih 150h J(f‘f Ah’ \/(ZTAW (5]3Ah3
5 5 10

4 :h zh 170 h J@j} Ah’ \/@I Ah’ UJ Ah’

5 N RO N v [;‘T An’ (190}3 Ah’
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Tabla 7.2 Areas totales debajo de la curva generatriz del neiloide para 5 segmentos

METODO | REGLA QUE DEFINE AL METODO
AREA TOTAL
1. Extremos izquierdos de los subintervalos: ‘ f(x*)="f(x_)
poe U B 8
515°
2. Extremos derechos de los subintervalos fO6*)=f(x)
R
55
3. Puntos medios de los subintervalos: fO6*) = F (X))
AT=ﬁ3 +J3T+\/ST+\/?+J9TW
5410°
. . . (X f(x
4. Regla del trapecio (radio medio): f(x* = (");(')
ATZZ(JIT+ 2’ +J3T+\/4T+J5T/2)m
10./5°
2 2
5. Aproximacion de Smalian: f(x.*) :\/ o (xi )2+ Fr(x)

:JIT+J13+23 20 +3 43+ 4 4[4 45

5,/25')

At AR’

6. Radio medio geométrico: fx*) = )f(x)

43 43 4f1A3 , 4[Ans
T:J27+\/6754;/;7/317+«/20m

A

f(Xi*):\/fZ(Xi_l)+ PO+ F o) F(x)

7. Radio medio cuadratico geométrico ]

3 3 3 3 3 3 3 3 3
AT:1+\/1+2 +E+\/2 +3’ 46 +\/33 +4 12 +\/4 +5 +\/ﬁm

55

f(x.)+4f I+ f(x,
8. Regla de Simpson: f(x,*)= (Xi) + (6X1/z,.)+ (x;)
A 41422 +43 +2/4 +4/5 +2/6 +4/7 +2/8 +4/9 +-10°) /AR’
T=
300/10°
2 2 2
9. Regla de Simpson cuadratica: f(Xi*):\/f (x;) +4f éxl/z,i)Jr Fo(x)

AT:J4+23 +J23 +4(33)+43 +\/43 +4(53)+16(:3 +\/63 +4(73)+83 +\/83 +4(93)+1G AR
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7.3 Resultados para el area bajo la curva generatriz de neiloide con 10 segmentos,

mediante métodos aproximados.

La division del area bajo la curva generatriz de un neiloide de altura h para 10 segmentos

(I=h/10) se muestra en la figura 7.2.

7

1. S 3Ij, 4+ M = i,& ? iﬁ iﬂ ’
0 W’ 1o 10 10 1w " Bt 1o 10 A

Figura 7.2 Division del area bajo la curva generatriz de neiloide de altura

h en 10 segmentos de igual longitud.

Asi como en el caso de 5 segmentos, los parametros requeridos para la estimacion del area
para 10 intervalos, mediante los métodos aproximados considerados, se muestran en la

tabla 7.3 y los resultados obtenidos, en la tabla 7.4.
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Tabla 7.3 Conjunto de parametros requeridos en el calculo de areas para la curva generatriz de

paraboloide con 10 segmentos.

# intervalo | X; X | Xy | Yi= T | Vi = 6D | Vi = F(X0)
1 110 0 210 UJ AR’ 0 (;J AR’
2 [ 2n] a2 J(fof . J(;{j . J(;J an
3 130 120 250 \/GJAW \/(120 3Ah3 J 250 3Ah3
4 1‘; 130 270 \/[§)J3Ah3 J(fo e J 270 e
5 sl dnl e J(STAW J(“ 3Ah3 J 4 3Ah3

10 |10 |20 10 10 20
6 160 150 ; \/(160 3Ah3 J 150 3Ah3 J ;) 3Ah3
7 170 160 ;’) \/[170 ane J 160 ane J ;3 ane
8 1% 170 ;3 J(fo 3Ah3 J 170 3Ah3 J ;g 3Ah3
9 190 180 Z) \/(fJAW J ﬁ) 3Ah3 J Z) 3Ah3
10 n o] A J = A J > An
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Tabla 7.4 Areas totales debajo de la curva generatriz del neiloide para 10 segmentos

METODO | REGLA QUE DEFINE AL METODO
AREA TOTAL
1. Extremos izquierdos de los subintervalos: ‘ f(x*)="f(x_)
po T 3 &[5 a6 [T
10+/10°
2. Extremos derechos de los subintervalos f(x*)="1(x)
A2 3 JE 15 6 T 18 19 10—
Ar= -~/ Ah
10+/10°
3. Puntos medios de los subintervalos: fO6*) = (X))
AT=ﬁ3 #3445 17 90 1 1P 13 + 150 +17 + 19 Jan
10+/20°
f(x. )+ f(x
4. Regla del trapecio (radio medio): f(x*)= ("1)2(')

VP 142 443 4[4 45 46 47 + 83+W+M/2m

AT:
10/10°
2 2
5. Aproximacion de Smalian: f(x, *):\/f (Xi—1)2+ f7(x)
Ar=0 +P +2° +/2 +3 +3 44 +/8 15 4[5 +6 46 + 7 +/7 +8 +/8° +9* +-/9° +10° A
6. Radio medio geométrico: f(x*)=/f(x_)f(x)

20 446 #2120 +1020° +4/30° + 4420 44056 +4/72° +490° s
10+/10°

Ar

7. Radio medio cuadratico geométrico

f(Xi*)szﬁxi1>+f2<xi3>+f<xn>f<xi>

A= 1+\/1+2’+ﬁ +—FJ?+3‘+J§ +J33+43+J172+\/£+53+@+\/53+63+@+\/63+73+J472+J73+8’+J576+J83+9+J772+J9’+16+J976m
1916)

f(x,)+4f (Xl/2,i) +f(x))
6

8. Regla de Simpson: f(x,*)=

(122 +4/3 2[4 +4]5 2[6 +4(7 +2[8 +49 +2/10 +4/1F 42012 +4013 +2)14 +415 1216 +417 +218 +4/19 +20]) AR
60/20

A=

fz(xi_l)+4f2(xl/2,i)+ fz(xi)
6

9. Regla de Simpson cuadratica: f(x,*) =\/

Ar =42 +[2+43)44 +/4145)+6 +6 +47)+8 +[8 +49) 10 +/10-41 11313441 3)+14+14+41 3] +16 +,/16+417)+18+18+41 9} 20 (A

19620)
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Similarmente al capitulo anterior, en el apéndice B, se muestra solo un ejemplo de calculo
de 4area y los resultados completos se anexan en archivo electréonico en el CD que

acompaia a esta tesis (se etiquetan como apéndice B).

7.4 Area relativa total bajo la curva generatriz de neiloide para 5 y 10, segmentos,

mediante calculo analitico.

En forma similar a la seccion 6.4 En la tabla 7.5 se presentan, a manera de resumen, los
resultados para el area relativa total bajo la curva generatriz de neiloide, para 5 y 10

segmentos.

Tabla 7.5. Resultados de la estimacion del area relativa total bajo la curva generatriz de neiloide,
con 5y 10 segmentos, respectivamente, mediante calculo analitico.

Método Ar/ A
5 segmentos | 10 segmentos
1. Extremos izquierdos de los subintervalos 0.7613 0.8779
2. Extremos derechos de los subintervalos 1.2613 1.1279
3. Puntos medios de los subintervalos 0.9955 0.9985
4. Regla del trapecio 1.0113 1.0029
5. Aproximacion de Smalian 1.0499 1.0138
6. Radio medio geométrico 0.9579 0.9893
7. Radio medio cuadratico geométrico 1.0247 1.0066
8. Regla de Simpson 1.0001 1.00001
9. Regla de Simpson cuadratica 1.0145 1.0039
10. Regla de Husma 0.9846 0.9961

7.5 Area relativa total bajo la curva generatriz de neiloide para 5, 10, 20, 50, 100 y

500 segmentos, mediante Excel.

En la tabla 7.6 se presentan, los resultados para el area relativa total bajo la curva

generatriz de neiloide, como funcion del numero de segmentos, obtenidos mediante Excel.
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Tabla 7.6. Resultados del area relativa total bajo la curva generatriz de neiloide calculados mediante Excel,
como funcidn del nimero de segmentos.

METODO A/ Ac
5 10 20 50 100 500

1. Extremos
izquierdos de los 0761362 | 0.877923 | 0938245 | 0975121 | 0.987530 0.997501
subintervalos
2. Extremos
derechos de los 1261362 | 1.127923 | 1.063245 | 1.025121 1.012530 1.002501
subintervalos
3. Puntos medios de

! 0.994485 | 0.998567 | 0.999632 | 0999939 | 0.999984 0.999999
los subintervalos
4. Regla del trapecio | 1.011362 | 1.002923 | 1.000745 | 1.000121 1.000030 1.000001
S- Aproximaciénde | 419977 | | 013844 | 1.003704 | 1.000627 | 1.000161 1.000006
Smalian
6. Radio medio 0.957944 | 0.989362 | 0.997318 | 0.999567 | 0.999891 0.999995
geomeétrico
7. Radio medio
cuadritico 1.024774 | 1.006662 | 1.001749 | 1.000291 1.000074 1.000003
geométrico
8. Regla de Simpson | 1.000110 | 1.000019 | 1.0000035 | 1.00000035 | 1.000000062 | 1.0000000011
9-Regla de Simpson | | 14579 | | 003946 | 1.001040 | 1.000174 | 1.000044 1.000001
cuadratica
10. Regla de Husma | 0.9846534 | 0.9961429 | 0.9990321 | 0.9998446 | 0.9999611 | 0.9999984

En el apéndice B, se incluye la impresion de pantalla de la primer hoja de céalculo de Excel

para el método 5, para el caso de 500 segmentos.
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8. RESULTADOS PARA EL VOLUMEN TOTAL
DE PARABOLOIDE.

8.1 Volumen exacto de paraboloide.

El solido de revolucion resultante al girar la curva generatriz de paraboloide un angulo
27 , es precisamente el paraboloide. La seccion transversal a una altura x del paraboloide

esta dada por

en donde
y2 — AXn

Es la expresion original para la curva generatriz, para el caso de n=1.

El volumen exacto del paraboloide de altura h, se obtiene mediante técnicas estandar del

calculo integral,

Ve = j' A(x)dx =Iny2dx
0

8.2 Resultados para el volumen de paraboloide con 5 segmentos.

La division del volumen del paraboloide de altura h para 5 segmentos (I=h/5) se muestra en

la figura 8.1.
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Figura 7.1 Division del volumen de paraboloide de altura

h en 5 segmentos de igual longitud.

Los parametros requeridos para la estimacion del volumen por intervalos para 5 intervalos,

mediante los métodos de cubicacion, se muestran en la tabla 8.1 y los resultados obtenidos,

en la tabla &.2.

Tabla 8.1 Conjunto de parametros requeridos en el calculo de volimenes de paraboloide con 5 segmentos.

X; X Xy, Yi Vi Yiai S; Si Sy
Tl o | Yn |l [Yan 0 Lan | Lans 0 Ry
5 10 5 10 5 10
E L S \/2Ah \/1Ah San | Zane | Lane | 2 ans
57150 ] o 5 5 10 5 5 10
Sl 2n | 2 \/3Ah \/2Ah San | 2ane | Zane | 2 g
571 s ] o 5 5 10 5 5 10
3| h \/4 Ah \/3Ah \/7 a | Pane | 2ane | 7 ane
571 s" ] o 5 5 10 5 5 10

12 | o 4 9 4 9
hl4n | 2 J 4 an 2 an | an Yans | 2 an
57 | 10 A \/5 \/10 s o™
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Tabla 8.2 Volumenes totales del paraboloide para 5 segmentos
METODO | REGLA QUE DEFINE AL METODO
VOLUMEN TOTAL
1. Método de la seccién menor: ‘ Si=S,
VT Zg Ah271'
5
2. Método de la seccion mayor: Si=S$
VT Zé Ahzﬂ
5
3. Método de Huber: Si=Sy,;
VT: l Ahzﬂ'
2
. -~ S +S
4. Método de Smalian: Si= "12
1o
VT: — Ah“z
2
5. Seccién media geométrica: Si= \/Si—l s, )

T:\/E+\/3+x/§+\/%

25

V Ah’z

. Seccion media cuadratica geométrica

3

5 \/sfl +S2+5,.5,

VT=

1447 +-/19 +-/37 +-/61 ARz

5175
_ S, +4S,,,. +S;
7. Meétodo de Newton: g, =t 61/2,|
1 2
Vi=— Ah"7z
2
g At i < _ |SL+S!
8. Método cuadratico de Smalian S = —'*12 '
T +-5+13+-25+-/41
Vi= Ah*rz
54/50
2 2 2
9. Método cuadratico de Newton S, = \/Si—l +4502i 5
6

VT:

/8 +-/56 +/152 ++/296 +-/488 .,
Ah‘rz
5./600
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8.3 Resultados para el volumen de paraboloide con 10 segmentos.

La division del volumen del paraboloide de altura h para 10 segmentos (I=h/5) se muestra

en la figura 8.2.

Figura 8.2 Division del volumen de paraboloide de altura h en

10 segmentos de igual longitud.

Los parametros requeridos para la estimacion del volumen por intervalos para 10
intervalos, mediante los métodos de cubicacion, se muestran en la tabla 8.3 y los resultados

obtenidos, en la tabla 8.4.
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Tabla 8.3 Conjunto de parametros requeridos en el calculo de volumenes de paraboloide con

10 segmentos.

—_ S R R S R R R S R S
o = < < < < < < o < <
SV AO < < < < < < < < <<
=18 |»18 |~g|=I&|=alg )=z |28 |=Ig]|2I]
_ S S S S S S R S S
] < o = o o = o = =
7N o < < < < < << < < <<
il INVASE FRVECH ERECH PES] ISR DNESH PN s
& N N N N N N N N
— = < < < < < < < <
) < < < < < < < < < N
miEl CIEAN Bl Rt EE=Y B0 D CE] B I
—_ <= < < < = < < < < <
of AO < << < < < < < < <
Sl G G T NS B = S BRI B
—— V=01 =1 =1 =1 =1 =1 =
= < < < < < < < <
T < << < < < < < < <
= A SEN NE] E EE] e S S B3] B
V=01 =1 =1 =01 =1 =1 =
< < < < = < < = <
— < < << < < < < < <
=N GIER G 1y CaEY S (GIEY EIE) EYE] I3
—— =1 =1 =1 =1 =1 =1 =
m hO = = = = = = = = =
< |78 | ~lg |-Ig|~Ig|=ls|=Ig|=ls|2lc]=Ig|2/a
T = = = o= = = = s =
< < S BE EE BE EE EE NE EE EE
— <= = = < = = o o o
ol Eal=E BUTER EAE] RIE] BT RIE] B EIE] BN
I — o~ v It v o | o Jo |2
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Tabla 8.4 Volumenes totales del paraboloide para 10 segmentos

METODO | REGLA QUE DEFINE AL METODO
VOLUMEN TOTAL
1. Método de la seccién menor: ‘ Si=S,,
V= i Ahzﬂ'
20
2. Método de la seccion mayor: Si=§,
VT = 171 Ah27Z'
20 _
3. Método de Huber: Si=S),;
1
VT = — Ahzﬂ'
2
4. Método de Smalian: Si= S”; S
| .
VTZ* Ah“z
2
5. Seccion media geométrica: Si= \/Si—l s,
v ﬁ+%+ﬂ+@+@+@+ﬁ+ﬁ+@m2”
" 100
2 2
6. Seccion media cuadratica geométrica S, = \/Si—l * Si3+ Sii5;
y 147 419 + /37 +-/61 +/91 + /127 + /169 + /217 + /271 AR
" 10-/300
S +4S,,,. +S,
7. Método de Newton: g =2t 6”2" i
V= 1 Ah’z
2
2 2
8. Método cuadratico de Smalian S = %

VT7ﬁ+ﬁ+\/ﬁ+@+m+M+@+«/ll3 ++/145 ++/181 AR

10~/200

. Método cuadratico de Newton

s = \/Sizl +4S/,; +S;
6

J8 + /56 + /152 ++/296 + /488 + /728 + /1016 + /1352 + /1736 + /2168

V1=

10~/2400

Ah’z
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En el apéndice C, se muestra un ejemplo de calculo de volumen para los segmentos
individuales mediante el método 5. Los resultados completos para todos los métodos
involucrados, para 5 y 10 segmentos, ocuparian un gran espacio en este documento, por lo
que se anexan en archivo electronico en el CD que acompafa a esta tesis (también se

etiquetan como apéndice C).

8.4 Volumen relativo total de paraboloide para S y 10 segmentos, mediante calculo

analitico.

Los resultados para el volumen de paraboloide pueden ser sumarizados a través del
volumen relativo total, V; V¢, que es el parametro de estimacion mas representativo de

dichos calculos. En la tabla 8.5, se muestran los resultados de tal pardmetro para 5y 10

segmentos.

Tabla 8.5 Resultados de la estimacion del volumen total de paraboloide, con 5y 10 segmentos,
respectivamente, mediante calculo analitico.

Método Vi Ve
5 segmentos | 10 segmentos
1. Método de la seccibn menor 0.8000 0.9000
2. Método de la seccién mayor 1.2000 1.1000
3. Método de Huber 1.0000 1.0000
4. Método de Smalian 1.0000 1.0000
5. Seccion media geométrica 0.9439 0.9842
6. Seccion media cuadritica geométrica 1.0114 1.0034
7. Método de Newton 1.0000 1.0000
8. Método cuadratico de Smalian 1.0320 1.0097
9. Método cuadratico de Newton 1.0114 1.0034

8.5 Volumen relativo total de paraboloide para 5, 10, 20, 50, 100 y 500 segmentos,

mediante Excel.

Los célculos analiticos para un nimero de segmentos superior a 10, son en extremo
dificiles, por lo que se utiliz6 para ello el software Excel de acuerdo con el procedimiento

descrito en la seccion 5.6 de la metodologia.
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En la tabla 8.6, se muestran los resultados para volumen relativo total como funcion del

numero de segmentos obtenidos mediante Excel.

Tabla 8.6 Resultados del volumen relativo total de paraboloide calculados mediante Excel, como funcion del
numero de segmentos

METODO Vi Ve

5 10 20 50 100 500
1. Método de la seccion menor 0.8 0.9 0.95 0.98 0.99 0.998
2. Método de la seccion mayor 1.2 1.1 1.05 1.02 1.01 1.002
3. Método de Huber 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
4. Método de Smalian 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
5. Seccion media geométrica 0.943995 | 0.984266 | 0.995633 | 0.999209 | 0.999785 | 0.999989
6. Seccion media cuadritica 1.011409 | 1.003428 | 1.001001 | 1.000190 | 1.000053 | 1.000002
geomeétrica
7. Método de Newton 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
8. Método cuadratico de Smalian 1.032078 | 1.009747 | 1.002869 | 1.000550 | 1.000155 | 1.000007
9. Método cuadratico de Newton 1.011409 | 1.003428 | 1.001001 | 1.000190 | 1.000053 | 1.000002

Como ilustracion, en el apéndice C, se incluye la impresion de pantalla de la primera hoja

de calculo de Excel para el método 5, para el caso de 500 segmentos.
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9. RESULTADOS PARA EL VOLUMEN TOTAL DE NEILOIDE

9.1 Volumen exacto de neiloide

El solido de revolucion resultante al girar la curva generatriz de neiloide un angulo 27,

es el neiloide. La seccion transversal a una altura x del neiloide esta dada por

A(x)=ny*
en donde
y2 — Axn
Es la expresion original para la curva generatriz, para el caso de n =3

El volumen exacto del neiloide de altura h, se obtiene mediante técnicas estandar del

calculo integral,
h

h
Ve = I A(x)dx =j7zy2dx
0 0
h
=7le Ax’dx
0
h
= A;rj x> dx
0
4 h
= A7Z'|:X:|
4 0

Ve = lAh“ﬁ
4

9.2 Resultados para el volumen de neiloide con 5 segmentos.

La division del volumen del paraboloide de altura h para 5 segmentos (I=h/5) se muestra

en la figura 9.1.

52



Figura 9.1 Division del volumen de neiloide de altura

h en 5 segmentos de igual longitud.

Los parametros requeridos para la estimacion del volumen por intervalos para 5
intervalos, mediante los métodos de cubicacidon, se muestran en la tabla 9.1 y los

resultados obtenidos, en la tabla 9.2.

Tabla 9.1. Conjunto de parametros requeridos en el calculo de volumenes de paraboloide con 5 segmentos

X; Xig | X Yi Yia Y S; Sio Sia.

1 1 3 3 3 3

Mo fh @ AR 0 [11()] AR @ ARz 0 (11()} A’z

2 1 3 3 1)’ 3 3 Y 3

~h | —-h] =h 2 3 (f] Ah® 3 3 EZJ AR (j Ah’ 7z i 3
57110 @ AN 5 (10 Ah AN AT | ANz

3 2 5 3 3 3 3 3 3

) e e [ S [

4 3 7 3 3 3 3 3 3

< | | G | (e e | )
4 9 3 3 3 3

h —h ] —h 3 fj 3 9 3 3 (4] AR’ 9 3
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Tabla 9.2 Volimenes totales de neiloide para 5 segmentos

METODO | REGLA QUE DEFINE AL METODO
VOLUMEN TOTAL
. Método de la seccion menor: ‘ Si=S,,
VT 22—0Ah47z
125
. Método de la seccion mayor: Si=§,
VT—4—5 Ah*z
125
. Método de Huber: Si=38,;
VTzﬂAh4
200
_ S +S.
. Método de Smalian: Si= "12+ !
Vi=13 Ah'z
50
. Seccion media geométrica: Si= Jsi_l(si )
/8 +/216 ++/1728 +-/8000 .,
;= Ah*r

625

. Seccion media cuadratica geométrica:

5 \/sfl +S7+5S,.,S,
3

14473 441009 +/6553+/27721

Ah'z
' 546875
— S, +4S,,,+S,
Método de Newton: g -2t 61/2,| + 9
1 4
Vi =— Ah® 7z
4
2 2
. Método cuadratico de Smalian S, = Si ; Si

VT:

J1+4/65 +/793 + /4825 +-/19721 A

h*z

5./31250

. Método cuadratico de Newton

\/Siz—l +4812/2,i +S;
6

VT:

68 +-/7076 +/113252 + /779396 + /3387908

5./6x10°

Ah‘z
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9.3 Resultados para el volumen de neiloide con 10 segmentos.

La division del volumen del neiloide de altura h para 10 segmentos (I=h/5) se muestra

en la figura 9.2.

Figura 9.2 Division del volumen de neiloide de altura

h en 10 segmentos de igual longitud.

Los parametros requeridos para la estimacion del volumen por intervalos para 10
intervalos, mediante los métodos de cubicacion, se muestran en la tabla 9.3 y los

resultados obtenido, en la tabla 9.4.
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Tabla 9.3 Conjunto de parametros requeridos en el calculo de volimenes de neiloide con 10 segmentos.

- £ & & K & = = o <
5 = e = = < z =z < <
%) > “ o o = e Sla | Q=1 S | 8=
— - o - = | o
S e B BB EE B BN G G
N K K & - R B =
— “ e e = = = = =
n\.uh o .M < < << << << << <
“ O | e | A | D |
- ~ | < |2 ) e 2ls 7 170 =
=N RSN N BIEN B EN BEEN B
& & & & & & & o~
— = = = = < = = =
) < < < < ~ < < - &
— s =~ |2 < |2 W) | Lls 373 UT 73 T
z slelelel &zl | gz 22| 82] %
= = = = = = = = =
- 2 < < < < < < < <
B ~ - - - - - - - -
> -] 0 ] K ZIK 2R 2R IS 28
ﬂ ~
T =1 =1 =1 =1 =1 =1 =
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Tabla 9.4 Voluimenes totales debajo de la curva generatriz del neiloide para 10 segmentos

METODO | REGLA QUE DEFINE AL METODO
VOLUMEN TOTAL
1. Método de la seccién menor: ‘ Si=S;
2025
Vo= Ah?
10000
2. Método de la seccion mayor: ‘ Si=§,
3025
V= Ahzﬂ'
10000
3. Método de Huber: Si=38,;
199
Vi =——Ah’z
800
. _ S.  +S.
4. Método de Smalian: Si= "‘2 !
101
VT: - Ahzﬂ-
400
5. Seccion media geométrica: Si= JSH (Siz)
v /8 ++/216 + /1728 +-/8000 + /27000 + /74088 + /175616 + /373248 + /729000 ARy
T=
10*
2 2
6. Seccion media cuadratica geométrica: S, = \/Sil + Si3+ SiiSi
Vi T +473 +4/1009 + /6553 + /27721 + /89281 + /238393 ++/555409 + /1166833 + /2260441 ARty
10~/3x10°
_ S +4S,,. +S.
7. Método de Newton: Si=—" 6”2" !
| .
V= Z Ah T
2 2
8. Método cuadratico de Smalian S, = @
v 1446541793 +-/4825+/19721+/62281+/164305+/379793+/793585+~/1531441 Al
T=
10y2x10°

9. Método cuadratico de Newton

S - \/Si21 +4812/2,i +8;

6
v - 68+7076+/113252+-/779396+/3387908+/11072228-/29822756++/69869252-[147339716-+/286195748
! 10/384x10°
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En el apéndice D, se muestra un ejemplo de calculo de volumen para los segmentos
individuales mediante el método 5. Los resultados completos para todos los métodos
involucrados, para 5 y 10 segmentos, ocuparian un gran espacio en este documento, por
lo que se anexan en archivo electronico en el CD que acompana a esta tesis (también se

etiquetan como apéndice D).

9.4 Volumen relativo total de neiloide para 5 y 10 segmentos, mediante calculo

analitico.

Los resultados para el volumen de neiloide pueden ser sumarizados a través del
volumen relativo total, V; Vi , que es el parametro de estimacion mas representativo de

dichos célculos. En la tabla 9.5, se muestran los resultados de tal parametro para 5y 10

segmentos.

Tabla 9.5 Resultados de la estimacion del volumen total de neiloide, con 5y 10 segmentos,
respectivamente, mediante calculo analitico.

Método Vi Ve
5 segmentos | 10 segmentos
1. Método de la seccion menor 0.6400 0.8100
2. Método de la seccion mayor 1.4400 1.2100
3. Método de Huber 0.9800 0.9950
4. Método de Smalian 1.0400 1.0100
5. Seccion media geométrica 0.9506 0.9875
6. Seccion media cuadratica geométrica 1.0669 1.0172
7. Método de Newton 1.0000 1.0000
8. Método cuadritico de Smalian 1.1183 1.0314
9. Método cuadratico de Newton 1.0295 1.0074

9.5 Volumen relativo total de neiloide para 5, 10, 20, 50, 100 y 500 segmentos,

mediante Excel.
Los calculos analiticos para un nimero de segmentos superior a 10, son en extremo

dificiles, por lo que se utilizo6 para ello el software Excel de acuerdo con el

procedimiento descrito en la seccion 5.6 de la metodologia.
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En la tabla 9.6, se muestran los resultados para volumen relativo total como funcion del

namero de segmentos obtenidos mediante Excel.

Tabla 9.6 Resultados del volumen relativo total de neiloide calculados mediante Excel, como funcion del

nimero de segmentos.

METODO Vi Ve

5 10 20 50 100 500
1. Método de la seccion menor 0.64 0.81 0.9025 0.9604 0.9801 0.996004
2. Método de la seccién mayor 1.44 121 11025 | 1.0404 | 1.0201 | 1.004004
3. Método de Huber 0.98 0.995 | 0.99875 | 0.9998 | 0.99995 | 0.999998
4. Método de Smalian 1.04 1.01 1.0025 | 1.0004 | 1.0001 | 1.000004
5. Seccion media geométrica 0.950638 | 0.987546 | 0.996878 | 0.999500 | 0.999875 | 0.999995
6. Seccién media cuadritica 1.066964 | 1.017232 | 1.004353 | 1.000699 | 1.000174 | 1.000007
geométrica
7. Método de Newton 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
8. Método cuadritico de 1.118320 | 1.031426 | 1.008035 | 1.001297 | 1.000324 | 1.000013
Smalian
;xg;’ld“ cuadritico de 1.029555 | 1.007461 | 1001871 | 1.000299 | 1.000075 | 1.000003

Como ilustracion, en el apéndice D, se incluye la impresion de pantalla de la primera

hoja de célculo de Excel para el método 5, para el caso de 500 segmentos.
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10. ANALISIS Y CONCLUSIONES

El establecer las relaciones que hay entre los métodos de cubicacion forestal y los métodos
aproximados del calculo, implica un avance en ambos campos de estudio. Al analizar
cuidadosamente los métodos de aproximacion del calculo, se observdo que algunos
correspondian o tenian su analogia directa con métodos estandar de cubicacion. Sin embargo,
otros métodos no estaban directamente relacionados. Se lograron identificar o establecer sus
relaciones, lo que condujo de manera natural a la propuesta de cuatro métodos nuevos de
aproximacion del calculo para estimar areas y cuatro nuevos métodos de cubicacion.
Inversamente, algunos métodos de cubicacidon desarrollados exclusivamente para el campo
forestal, representan en realidad métodos de aproximacion del calculo que no habian sido
considerados en la literatura matematica. Una vez que se logrd identificar o encontrar las
relaciones entre los métodos de aproximacion del calculo y los métodos de cubicacion, se
pudo establecer un marco unificado de métodos, como se muestra en la tabla 3.5. Lo anterior
constituye una prueba satisfactoria de la “hipotesis” que se planted al inicio de este trabajo De
esta forma, ambos campos se hacen aportaciones importantes entre si, tanto en la
identificacién como en la justificacion e interpretacion de sus métodos, que concluyen en la

unificacion de los mismos.

Lo que define a los métodos aproximados del calculo para determinar areas y volimenes es la
seleccion o definicion de lo que se denomina, puntos muestra, para cada intervalo o seccion
(Stewart, 2002). En cubicacion forestal, se define un método aproximado mediante la
definicion del area promedio de seccion transversal para un segmento o troza de tronco (Avery
and Burkhart, 2002). La estrategia para establecer la relacion entre ambos métodos fue:
considerar cada intervalo o seccion de un método de aproximacion del calculo, para estimar el
volumen de un so6lido de revolucion, como un segmento, a la manera en que se considera en
un método de cubicacion forestal. Se han distinguido en este trabajo basicamente dos tipos de
relaciones. En la primera de ellas, a cada método para estimar area se le determind su
correspondiente método para estimar volumen (relacion por correspondencia). Al igual que
en calculo, a cada método aproximado para estimar el volumen de un sé6lido de revolucion le

corresponde un método para estimar el area bajo su curva generatriz, también a cada método
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de cubicacion le corresponde un método para estimar el area bajo la curva generatriz de su tipo
dendrométrico. La segunda relacion consistio en identificar que los métodos de cubicacion
estandar conocidos, se pueden reproducir por analogia (relacion por analogia), al sustituir
directamente en las ecuaciones para estimar areas de determinados métodos, los valores de la
funcion involucrados, por los valores del area de sus secciones transversales en el solido de

revolucion correspondiente.

Cabe resaltar una de las claves aparentemente obvia, la cual consisti6 en la generalizacion de
la definicidon de didmetros dendrométricos realizada en la seccion 2.5.3. La necesidad de dicha
generalizacion se descubrid por primera vez en (Uranga-Valencia, 2007; Uranga-Valencia y
Cruz de Ledn, 2007), para el caso de MCS, y se confirma plenamente en el presente trabajo.
Dicha generalizacion implico, tanto la interconexion entre métodos ya existentes, como la

derivacion e interconexion entre nuevos métodos.

La seccion media cuadratico-geométrica, definida para la tabla 3.5, fue identificada por
primera vez en (Uranga-Valencia, 2007; Uranga-Valencia y Cruz de Leoén, 2007). El radio (o
diametro) medio cuadratico-geométrico ha sido identificado por primera ocasiéon en el
presente trabajo. Al observar los métodos de aproximacion en el marco unificado de la tabla
3.5, se infiere una de las mas importantes conclusiones de la unificacion llevada a cabo en esta
tesis: en forma similar al area de una seccion media que define los diferentes métodos de
cubicacion, cualquier método de aproximacion del calculo para estimar areas bajo una curva
queda definido por un radio (6 didmetro) medio dado por r = f(X,*), y no tunicamente el caso

de las relaciones de correspondencia. Dicho radio medio esta conectado al area de la seccion

. , . ., . .y = —\2
media de su método de cubicacion respectivo por la relacion S = ﬁ(r) .

Este trabajo, no aporta Unicamente el esquema unificado de métodos, sino que presenta
también la metodologia completa para la aplicacion de los mismos, la cual se ilustra mediante
el calculo de area bajo las curvas generatrices y volimenes para paraboloide y neiloide. Se
observo que es posible realizar los calculos analiticamente hasta el orden de 10 segmentos.
Para un niimero mayor que 10 segmentos, los calculos se pueden llevar a cabo mediante

Excel. Se recomienda realizar primero los calculos analiticos para 5 y 10 segmentos, y
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posteriormente reproducirlos mediante Excel, para verificar que las formulas estén

correctamente escritas, antes de aplicarlo a cualquier nimero de segmentos.

En los resultados de aplicacion para estimar areas bajo las curvas generatrices y volimenes de
paraboloide y neiloide, puede verse que en general todos los métodos considerados producen
resultados razonables en comparacion con los valores exactos. Algunos métodos son mas
precisos que otros; algunos métodos son de mas facil aplicacion practica que otros, etc. Sin
embargo, el proposito de este trabajo no es proporcionar criterios de seleccion de métodos,
sino mostrar que existe un espectro de métodos que pueden formalmente ser definidos y que
es posible, mediante la metodologia que se propone aqui, la aplicacion de todos ellos. No se
afirma que los métodos aqui propuestos sean los unicos posibles, al contrario, lo mas probable

es que el espectro de métodos pueda ampliarse posteriormente.

Al organizar y analizar detalladamente los resultados obtenidos en este trabajo, se empiezan a
detectar otras propiedades y relaciones matematicas que pueden conducir a futuros trabajos de
investigacion, de forma similar a como ocurrid con el presente, que se origind como
consecuencia del mismo ejercicio en trabajos previos (Cruz de Ledn y Cruz de Ledn, 2006;

Uranga-Valencia, 2007 y Uranga-Valencia y Cruz de Ledn, 2007).

Este trabajo deja ver que a pesar de que la especializacion de los campos de estudio ha
permitido importantes avances en la ciencia, en ocasiones esa misma especializacion impide
ver las conexiones que se presentan entre las diferentes areas del conocimiento. Este trabajo,
representa un ejemplo de la importancia y necesidad de que los sectores forestal y de
tecnologia de la madera interaccionen con otras disciplinas, lo que ayudard a enriquecer y
comprender mejor diferentes aspectos, basicos y aplicados. Si bien, la deduccion matematica
es simple, el vinculo que se establece entre los campos referidos debe resaltarse, ya que hasta
la fecha, al parecer, nadie lo habia propuesto como tal. Gran parte de la investigacion que se
realiza actualmente en las diferentes areas del conocimiento es multidisciplinaria, a través de

colaboraciones, y los sectores en cuestion no deben quedarse rezagados.
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APENDICE A. RESULTADOS COMPLETOS PARA EL AREA BAJO LA
CURVA GENERATRIZ DE PARABOLOIDE (EJEMPLO).

Como se menciono en el capitulo 6, los resultados analiticos completos para todos los
métodos involucrados, para 5 y 10 segmentos, ocuparian un gran espacio en este
documento, por lo que se anexan en archivo electronico en el CD que acompafia a esta
tesis. También se etiquetan como apéndice A y con el mismo nombre: Resultados
completos para el area bajo la curva generatriz de paraboloide. En esta parte, solo se

muestra un ejemplo de dichos resultados para el caso de la aproximacion de Smalian.

A.1 Resultados completos para el area bajo la curva generatriz de paraboloide con
5 segmentos, mediante métodos aproximados (Ejemplo: aproximacion de

Smalian).

2 2
5. Aproximacion de Smalian f (X *)=\/f (X“‘); ()

Ejemplo de solucion (para el intervalo 2):

f(x§)=\/fz(xl)zfz(xz) - ;[[ ;Ah] J{ /?Ahj]

. 3
f(x,)=./—Ah
(%) 0

Po= 1 () = ;h( 130Ah]

A=t 3 ap
510

En la ultima columna de la tabla A.6 se muestran los resultados para cada uno de los 5

intervalos, para el método 5.
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Tabla A.6 Resultados para el area de los intervalos bajo la curva
generatriz de paraboloide por el método 5, para 5 intervalos.

*

Il
=
~
X
~

intervalo | A

3

D | —
—

(o]

a ﬁ
> >
:m =0

5
3 1 iAh3
5110
4 1 lAh3
5110
5 1 gAh3
5110
El area total para el método 5 esta dada por
Ar= A1+ Ax+ Azt+ Ayt As
AT=l L oane +1\/3Ah3+1 S oand + L [T A +1\/9Ah3
5110 5110 510 5110 5110

AT=; lloAh3 (ﬁ+ﬁ+ 5+ﬁ+@)

_ N+ BS54 T o
T 510

A



Finalmente, en la figura siguiente, se muestra una impresion de pantalla de la hoja de
calculo de Excel con el método de Smalian para 500 intervalos, en la que se observan
los resultados para el area bajo la curva generatriz de paraboloide de los primeros 41
intervalos.

@J Archivo  Edicon  Ver Insertar Formato Herramientas Datos: Ventana 2
RIS RS AN NN el o S W W AR IR M i A O R )

; aa 0 2|8 N K 5 |==[S[= Wil s o m €l

M3 b A =213

A [ B[ & [ o] E T F T. & T HI [ 7 TRl L wmT w [ & ]
el | ' .ﬂreas,paraboloide,MS
2 |#intervalo =i zi-1 zi. 112 Fizi) f{zi-1) Flzi. 2] i F{zi") Area

0.002 1] 000 | 004473138 ] D0EZEFTR 0,002 Q0MEZZTTT | EI24GEE-0G
0.004 0002 0003 006324B663 00447236  00G4TT2IEE 0002 | DOG4TYZEEE | 000003545
0006 0004 0,005 007F4BIEET 0.0E3245553 DOFOFIOETE | 0002 | 0OFOTIOETS 0000141421
0.008 0008 0007 0033442713 | 077459667 | DOZ3EEEO0Z 0002 | 0.0ZIEEE00Z 0.000ETI3Z
0.0 0,008 0,003 01 0023442713 003426833 | 0.002 | Q09426833 | 0.00DIESTIT
1012 .01 00 003544512 01 004330385 0002 | 0104880885 0000205762
004 | 0m2 003 ON3321596 | DI09544512 0004017543 | 0002 | 014017543 | 0000228035
0.016 | 0.0 0015 DI2E49106 | 08321606 QI22474487 | 0002 0122474487 0000244343
002 | o 0017 | DASHE40TS | DAZE4T06 | 0AI034048 | 0002 | 0130334042 | 0.000260768
1.02 11013 0018 0HU42356 0 0I34IE4078 0137340482 0002 0137840483 | 000027563
0022 002 0021 04832387 | OM4MZI356  D44531376T | 0002 044913767 | 0000239828
0.024 0022 0023 0154513334 | 0048323597 0JSIBE7503 0002 - DASIESTR0I | 0000303315
0028 0024 D025 | OJE1245165 | 0G4319334 | 0AG813823 | 0002 | 015813883 | 0O000MEZZE
0028 0026 0027 DIETIZ2006  DAGI24B185  OIG4METET | 0002 | 0IE4HETET | 0000328634
1.03 1,028 0023 0173208081 | 0IEFIIZ005 0170293864 | 0002 | 0170293864 0000340538
0.032 003 0031 0173885438 073205031 OI7BOES163 0002 DVE0ES1ES | 0000352136
0.034 0032 0033 | 0184350385 | 0073385438 0IEG0M | 0002 | 0131853021 | 0O0003E331E
0036 0034 0035 DIB37IEEE | 0184330323 0IETORZEES 0002 | DIBF0S2363 | 0.0003741EE
0.038 0036 0037 0194935887 | 013973666 0132353841 0002 | 0132353841 0000334708
0.04 0,038 0,029 0:2 0194936287 | 0I9748477 | 0002 097484177 00003343628
0042 004 0041 | 0204533015 0.2 0202434567 | 0002 | 0202434567 | 0.000404363
0044 0042 0043 020976177 | 0204539005 | 0207364414 0002 | 0207364414 | 0000414729
0.046 0044 0045 D21447EI06 | 020976177 012132034 | 0002 | 0212132034 | 0000424264
0.043 0048 0047 02190259023 Q2M4TFEI06E  Q21E7S4834 | 0002 | 0216794234 000043263
0.05 .04 0043 | 0ZZ3E0ETEE | 0213033023 022353436 0002 | 0221353436 | 0000442713
0.052 005 0051 0228035085 | 0223606738 0226831796 | 0002 | 0.225831796 | 0000451664
0.054 0052 0053 0232379001 0223035085 0230217283 | 0002 | 0230217283 | 0000460435
0.068 0054 0066 QZIEE4NT) | 0232379001 0234520782 0002 | 0234620722 0000453042
0.05% 006 0057 | 0240831852 | 02366433 02EET4ETIE | 0002 | 0.233T4ET2E ) 0000477433
106 11058 0053 0244548374 0240831392 | 0242899156 | 0002 | 0242899156 | 0000435735
0.062 008 0061 0.248397992 0244943074 0246981751 | 0002 0246381791 | 0.000433364
0084 00EZ 0063 DZB2OB2213 0 0.242337352 0260592002 0002 | 0260332008 0.000501336
0066 (064 0065 | 02BES04E62 | 0252582213 0264380376 0002 | 0.2B4350376 0000503302
0068 | (0B 0067 0.2607RR09E | (256904652 0268343582 0002 | 0263843502 0.000SI7EET
0.07 0,068 0063 0264575131 0260788096 0262678511 | 0002 | 022678511 | 0.000526357
0072 007 0071 0262328167 | 0.2B457H13  0.266458252 0002  0.ZEE4G2262 0000532317
0074 0072 0073 | 027202541 | 0263323157 0270185122 | 0002 | 0270185122 | 000054037
0076 0074 0075 027SER087E | 027202541  0ZF38E1273 | 0002 | 0273861279 | 0000547723
0.078 0076 0077 0279284801 0275630975 0277488738 0002 | 0277488739 0000554377
0.02 0,078 0073 0283842712 0279284800 0221065326 0002 | 0221083328 | 0.000GE213Y
0.032 003 0081 | 0286356421 0282842712 | 0234604585 0002 0284604323 000056321

Figura A1: Impresion de pantalla de la primera pagina de area bajo la curva generatriz de paraboloide
para 500 segmentos con el método aproximado de Smalian
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APENDICE B. RESULTADOS COMPLETOS PARA EL AREA BAJO LA
CURVA GENERATRIZ DE NEILOIDE (EJEMPLO).

Como se mencioné en el capitulo 6, los resultados analiticos completos para todos los
métodos involucrados, para 5 y 10 segmentos, ocuparian un gran espacio en este
documento, por lo que se anexan en archivo electronico en el CD que acompafia a esta
tesis. También se etiquetan como apéndice A y con el mismo nombre: Resultados
completos para el area bajo la curva generatriz de neiloide. En esta parte, solo se
muestra un ejemplo de dichos resultados para el caso de la aproximacion de Smalian

con 5 segmentos.

B.1 Resultados completos para el area bajo la curva generatriz de neiloide con 5

segmentos, mediante métodos aproximados (Ejemplo: aproximacion de Smalian).

2 2
5. Aproximacion de Smalian f(x *):\/f (Xi“); ()

Ejemplo de solucion (para el intervalo 2):

o 13155 ]

En tabla B.6 (notacion del CD), se muestran los resultados para cada uno de los 5

intervalos, para el método 5.
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Tabla B.6 Resultados para el area de los intervalos bajo la curva
generatriz de neiloide por el método 5, para 5 intervalos.

intervalo A =1f(x)
3
1 1 13 Ah’
51215
3 3
2 1l +32 Ah®
51 2(5
1 [2°+3°
3 - Ah’
5 2(5%)
1 [3°+4°
4 - Ah’
51 2(5)
3 3
5 14 +35 AR
51 25

El area total para el método 5 esta dada por

Ar= A1+ Ax+ Az+ As+ As

1 1P+ o1 243 1344
Ar=— AR’ +— AR’ +— Ah® +-~ Ah® +
T 5725 5\/ 2(5%) 5\/ 2(5*) 5\/ 2(5*)

ATZ; 2;3 Ahs(\/F+\/13+23+\/23+33+\/33+43+ 43+53)

P+ P42 142243 43+ 4 1[4 15 AR

Ar= 5./2(5°)
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Finalmente, en la figura siguiente, se muestra una impresion de pantalla de la hoja de
calculo de Excel con el método de Smalian para 500 intervalos, en la que se observan
los resultados para el area bajo la curva generatriz de neiloide de los primeros 41
intervalos.
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:3{ a0 0.0E 0,062 005 | O.OMESESIS | 001296025 | O.0M32105 | 0002 | 0014337224 | 22ET44E-05
bk A 0.062 .06 0061 0015437876 - OOMEIEI3E  DOIS0BESES 0002 | 0.0150713961  3.0M33E-05
T 32 0064 0062 0063 0016190862 | 0015437876 | 0.015312875 0002 | 001581335 | 31B3VFE-05
15_ 33 O.0EE 0L0E4 0.0EG | O.0E36GF0T7 0.OIE1908EE | OUOMEETISTS 0002 | DLOIEBTYESE 3. 316B4E-05
L a4 0068 0.08E 0067 | 001773223 0.MEISET07 | 001734262 0002 | 0017348314 | 34B36EE-05
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Figura B1: Impresion de pantalla de la primera pagina de area bajo la curva generatriz de neiloide para
500 segmentos con el método aproximado de Smalian
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APENDICE C. RESULTADOS COMPLETOS PARA EL VOLUMEN DE
PARABOLOIDE (EJEMPLO).

Como se mencioné en el capitulo 8, los resultados analiticos completos para todos los
métodos involucrados, para 5 y 10 segmentos, ocuparian un gran espacio en este
documento, por lo que se anexan en archivo electronico en el CD que acompafia a esta
tesis. También se etiquetan como apéndice C y con el mismo nombre: Resultados
completos para el volumen de paraboloide. En esta parte, sdlo se muestra un ejemplo de

dichos resultados para el caso del método de Smalian.

C.1 Resultados completos para el volumen de paraboloide con 5 segmentos,

mediante métodos de cubicacion (Ejemplo: método de Smalian).

S, +Sy, S+
2 2

4. Método de Smalian S

Ejemplo de solucion (para el intervalo 2):

s, =s'+sz=1£1Ah7z+2Ah;zj
2 2l 5

S, = i Ahrx
10

En la tabla C.5 se muestran los resultados del volumen de cada uno de los 5 intervalos,

por el método 4.
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Tabla C.5. Resultados para el volumen de los intervalos del
paraboloide por el método 4, para 5 intervalos.

intervalo | V; =Sl

1 i Ah*z
50

2 i Ah*z
50

3 i Ah’z
50

4 i Ah’z
50

5 i Ah’z
50

El volumen total para el método 4 esta dado por

V1=Vi+ Vot Vz+ Vu+ V5

V= 1 Ah’z +i Ah’z 42 Ah’z + 1 Ah’z +i Ah*r
50 50 50 50 50

\hzl—Awn@+3+5+7+9y:3§Awﬁ
50 50

VT: l Ah27Z'
2
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Finalmente, en la figura siguiente, se muestra una impresion de pantalla de la hoja de
calculo de Excel con el método de cubicacion de Smalian para 500 intervalos, en la que
se observan los resultados para el volumen de paraboloide de los primeros 41 intervalos.
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Figura C1: Impresion de pantalla de la primera pagina del volumen de paraboloide para 500 segmentos

con el método de cubicacion de Smalian
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APENDICE D. RESULTADOS COMPLETOS PARA EL VOLUMEN DE
NEILOIDE (EJEMPLO).

Como se mencioné en el capitulo 8, los resultados analiticos completos para todos los
métodos involucrados, para 5 y 10 segmentos, ocuparian un gran espacio en este
documento, por lo que se anexan en archivo electronico en el CD que acompafia a esta
tesis. También se etiquetan como apéndice D y con el mismo nombre: Resultados
completos para el volumen de neiloide. En esta parte, s6lo se muestra un ejemplo de

dichos resultados para el caso del método de Smalian.

D.1 Resultados completos para el volumen de neiloide con 5 segmentos, mediante

métodos de cubicacion (Ejemplo: método de Smalian).

S, +Sy, S+
2 2

4, Método de Smalian S

Ejemplo de solucion (para el intervalo 2):

3 3
S, _3i*S, 1 [lj Ah3ﬂ+(2j Ah’z
2 21\5 5
§2 = iA|'137Z'
250
V, = |§2=l h(9 Ah%j
5 250
Vg :LAhAﬂ'
1250

En la tabla D.5 se muestran los resultados del volumen de cada uno de los 5 intervalos,

por el método 4.
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Tabla D.5. Resultados para el volumen de los intervalos del
neiloide por el método 4, para 5 intervalos.

intervalo | V; =Sl

1 LAhAﬂ'
1250

2 9 Ah' 7
1250

3 375Ah47r
1250

4 iAh47r
1250

5 &AhAﬂ
1250

El volumen total para el método 4 esta dado por:
V1=V1+ Vot V3+ Vu+ Vs

Vie b oan s 2 ant e 2 anta+ 2 anta+ 18 anis
1250 1250 1250 1250 1250

VT=—j¥fAh4ﬁGrF9+35+91+189)=£¥§7Ah4ﬁ
1250 1250

szliAhUr
50
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Finalmente, en la figura siguiente, se muestra una impresion de pantalla de la hoja de
calculo de Excel con el método de cubicacion de Smalian para 500 intervalos, en la que
se observan los resultados para el volumen de neiloide de los primeros 41 intervalos.
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Figura D1: Impresion de pantalla de la primera pagina del volumen de neiloide para 500 segmentos con el
método de cubicacion de Smalian
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