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Glosario

Actividades de aprendizaje

Tareas estructuradas de tal manera que se puede guiar y organizar el aprendizaje, ejerci-
tar, afianzar y consolidar lo aprendido.

Artefacto

Un objeto o material.

Aprendizaje Cooperativo

Metodo de aprendizaje en donde las interacciones sociales con compaiieros de clase,
maestros y otros contribuyen a la construccién de conocimientos.

Aprendizaje Mediado

Aprendizaje a través de mediadores. El mediador ayuda al aprendiz a estructurar, filtrar
y programa estimulos.

CAS
Computer algebra system en inglés. Sistema de dlgebra computational es un software
que facilita el célculo simbdlico.

Constructivismo
Una teoria de aprendizaje, la cual argumenta que los humanos generan conocimiento y
significado a través de sus experiencias e ideas.

Instrumento

Un objeto con alguna utilidad o valor instrumental.
Génisis instrumental

Proceso de la transformacion de un artefacto a instrumento.
Instrumentalizacion

El proceso en donde progresivamente se carga un artefacto con potencialidades y even-
tualmente tiene un uso especifico.



Indice general

Instrumentacion

Proceso de Génesis instrumental dirigido hacia el sujeto, lo cual resulta en la apropiacién
de esquemas de accién instrumentado que se convierten en técnicas que permiten una
respuesta eficaz a tareas dadas.

Instrumento
Un objeto con alguna utilidad o valor instrumental.
Matematizacion

La reduccion de conceptos a su forma matematica.

RME
Realistic Mathematics Education en inglés. Educaciéon matemadtica realistica es la idea
que las matemadticas se deben ver como una actividad humana para tener mds signifi-
cado. Debe involucrar temas relacionados como el mundo real, la libertad de producir,
matematizacion, interaccion y aprendizaje integrado.

7PD

Zone of proximal development en inglés. Zona de desarrollo pr6xima se define como
la diferencia entre lo que un aprendiz ha dominado y lo que puede lograr cuando se le
proporciona apoyo educativo.
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Resumen

Este trabajo de Tesis presenta el disefio de actividades de aprendizaje para la conceptualizacion
del célculo diferencial. En la ensefianza tradicional del cdlculo diferencial se pone énfasis en la
parte operacional, lo cual no es suficiente para el entendimiento de los conceptos involucrados.
Entonces es necesario implementar métodos para lograr que el estudiante tenga un mejor acer-

camiento a lo conceptual.

A través de experimentaciones, las actividades se refinaron y evolucionaron hasta considerarse
adecuadas para una prueba piloto. Ademds de contener el material necesario para la conceptua-
lizacion del calculo diferencial; la estructura de las actividades debe tener un orden para que el
desarrollo sea fluido. El esquema empleado utiliza preguntas tales como: ;qué pasa bajo esas
condiciones?, ;a qué se debe?, ;como formularias lo antes dicho?, etc., con lo cual construyen

los conocimientos fundamentales.

La experimentacion piloto se llevé a cabo con tres equipos de tres integrantes. Se aplico a los
integrantes un pre-examen sobre los conocimientos fundamentales con el fin de evaluarlos. Al
analizar los resultados del pre-examen quedaba claro que la mayoria de ellos tiene una idea ge-
neral de los conceptos basicos. También se observé que sabian la ecuaciones generales, pero no

su significado.

Considerando los resultado obtenidos en la experimentacion se puede decir categéricamente
que hubo aprendizaje de los conceptos, ya que existen evidencias que demuestran que los alum-
nos tienen un dominio del cdlculo diferencial después de realizar las actividades, el cual que no

estaba presente antes del pre-examen.

Esta Tesis, muestra que es posible disefiar e implementar actividades de aprendizaje para la
conceptualizacion del calculo diferencial. Como un trabajo futuro, se pueden disefar activida-
des con la misma metodologia empleada en este trabajo para la conceptualizacion de cdlculo

integral y calculo multivariable.

Palabras Claves: CAS, Actividades de Aprendizaje, Ti-Nspire CX CAS, Calculo Diferen-

cial, Matematizacion
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Abstract

The following Thesis presents the elaborated method utilised to create learning activities for the
conceptualization of the main ideas in calculus. In a traditional teaching environment differential
calculus clases tends to emphasise the operational aspect, which isn’t sufficient for understan-

ding the conceptos involved.

Through informal experimentation, the activities were refined and evolved until considered ade-
quate for a trial test. For the aforementioned, as well as contained the required topics for the
conceptualization; the activities should be fluid, an appropriate work flow in order to encapsu-
late and relate the concepts. The scheme uses questions such as: what happened under those
conditions?, why?, how would you express it as a formula?, etc.. With those types of questions

knowledge is being constructed, which are crucial in differential calculus.

The trial test or experimentation consisted of three teams of three members. Before starting,
a pre-test over fundamental concepts of differential calculus was administered. Analyzing the
results of the pre-test it was clear that the majority of the participants had a very vague idea over

the basic concepts.

Considered the results of the trial experimentation there is no doubt that the participantes lear-
ned the concepts presented. The answers given suggest a through understanding of select topics,

which was no observed in the pre-test.

From the trial experiment, the majority of the misunderstandings were due to the participantes
and not the activities. Some errors were caused by not reading correctly the instructions, ques-
tions, o not discussing the questions amongst the team members. Regarding the activity design,
the only modifications as a result of the trial experiment were the addition of group discusiones.
Which are aimed at summarizing the important concepts and reinforcing the construction of the

ideas involved.
The present Thesis, demonstrates that it is possible to create and implement learning activi-
ties for the conceptualisation of differential calculus. As future work, the same scheme used can

be used to design activities for the conceptualization of integral and multivariable calculus.

Key Words: CAS, Learning Activites, Ti-Nspire CX CAS, Differential Calculus, Mathe-
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Capitulo 1
Introducion

El presente trabajo de tesis tiene el propdsito de crear actividades sobre los conceptos de calculo

diferencial. Dentro de las actividades.

La calculadora simbdlica empleada en este trabajo solo es una herramienta, su uso no garantiza
el aprendizaje. Como cualquier herramienta se debe saber como utilizar y en qué situaciones.
Las actividades se generaron de tal manera que el alumno conceptualiza fenémenos fundamen-
tales dentro del célculo diferencial empleando la estrategia de abajo hacia arriba, en donde se

juntan las piezas claves del concepto para construir el conocimiento.

1.1. Antecedentes

La integracion de sistemas de algebra computacional (CAS), reconocidas por su combinacion
poderosa de computacién simbdlica y visualizacion grafica, en la ensefianza de matemaéticas ha
sido investigado e implementado en muchos paises. Desde su desarrollo en los 1970s y su in-
troduccién a la ensefiza en los 1980s, CAS se vio como una herramienta altamente valiosa para
hacer matemadticas y como potencialmente viable para la ensefianza y aprendizaje de matemati-

cas.

Estudios implementados en clases de matematicas en el nivel medio superior y superior (Heid,
1988; Atkins, Creegan y Soan, 1995; Pierce, 1999; Lagrange 2000) han apoyado el argumento
de que la manipulacién simbdlica dentro del CAS puede evitar los errores de manipulacion de
los alumnos y por lo tanto permitirles generar resultados exactos y aproximados de manera ra-
pida. De acuerdo a Kutlzer (1994) la habilidad de construir bases conceptuales en CAS permite
que los alumnos puedan manejar problemas més complicados que la mayoria de alumnos que

trabajan de maneras tradicionales (lapiz y papel). Ademads, teniendo las facilidades de manipu-



1.1. Antecedentes

lacién simbdlica, capacidades numéricas y representaciones gréficas puede promover el harito

de utilizar las tres representaciones para aumentar su conocimiento (Pierce, 1999).

Una experimentacién se llevé a cabo con alumnos universitarios de primer afio inscritos en
un curso de célculo. El experimento consistio en el uso de CAS para la formulacion del concep-
to de derivada utilizando gréficas y la combinacion de otras representaciones. Las técnicas de
diferenciacion fieron ensefiadas hasta el final del curso. Los resultados de este curso de concepto
primero indica que el desarrollo de conceptos puede preceder el aprendizaje de técnicas. Con
base a lo anterior, Heid (1988) demostré6 que CAS puede facilitar el desarrollo de conceptos
matematicos y sugirié que el uso de CAS puede provocar una re-secuencia de conceptos y habi-

lidades en cursos de matematicas.

Cuando se introdujeron las calculadoras graficas en la educacién, fue evidente que los alumno
tenian dificultades en la interpretacion de las representaciones graficas que aparecian en la pan-
talla de la calculadora (Goldenberg, 1987; Hillel et. al., 1992). Guin y Trouche (1999), notaron
que la confusion de los alumnos se debe al no poder distinguir entre el objeto matematico y su

representacion en la calculadora.

Para entender el uso de dichas herramientas conceptuales, debemos enfocarnos en el concep-
to de instrumento (Artigue, 2002). El instrumento es diferente al objeto (material), el cual se
conoce como artefacto. Por lo tanto el instrumento es una entidad mixta, parte artefacto y parte
esquemas congestivos que lo hacen un instrumento. Inicialmente para un individuo el artefac-
to no tiene valor instrumental. La tranformacién de artefacto se lleva a cabo por un procesos
conocido como Génisis instrumental, 1o cual involucra la apropriacién de esquemas sociales

preexistentes.

La Génisis instrumental puede funcionar de dos maneras. La primera es dirigida hacia el ins-
trumento, en donde progresivamente se carga con potencialidades y eventualmente tiene un uso
especifico; conocido como la instrumentalizacion del artefacto. Por otra parte la Génisis ins-
trumental estd dirigida hacia el sujeto, lo cual resulta en la apopiacién de esquemas de accion
instrumentada que se convierten ténchichas que permiten una respuesta eficaz a tareas dadas. Lo
anterior se conoce como instrumentacion. Para entender y promover la Génisis en los aprendices,
es necesario identificar la restricciones inducidas por el instrumento, existen las restricciones in-
ternas y de interface (Balacheff, 1994). Ademads, es necesario identificar el potencial ofrecido

por el trabajo con instrumentos.

Guillermo Ibarra Reyes Pégina 2



Capitulo 1. Introducion

Por lo tanto la Génisis instrumental es el proceso de construir esquemas, técnicas y conceptos
que le dan significado a las técnicas. La teoria de instrumentacion estd en linea con las opiniones
sobre el rol de simbolos en la educacion matemadtica (Gravemeijer et. al., 2000). El valor de
la teoria de la instrumentacion es que proporciona una forma especifica para ver la interaccion
entre alumnos y la herramienta tecnologia, y en particular demuestra como obstdculos técnias

pueden ser relacionados a dificultades conceptuales.

El enfoque instrumental es una herramienta que ha sido reconocida para el analisis de procesos
de ensenanza y aprendizaje en un ambiente CAS (Artigue, 2002; Lagrange, 2003). De acuerdo a
Monaghan (2007) este enfoque abarca elementos de ergonomia cognitiva (Vérillon y Rabardel,
1995) y la teoria antropoldgica de didactica (Chevallard, 1999). En la teoria antropoldgica de
didactica, Chevallard (1999) nota que objetos matemadticos emergen en un sistema de practicas
que son caracterizadas por cuatro componentes: tarea, en donde el objeto se encuentra; técnica,
utilizado para resolver la tarea; recnologia, el discurso que explica y justifica la técnica; y teoria,

el discurso que proporciona la base estructural para la tecnologia.

Artigue (2002) redujo los cuatro componentes de Chevallard a tres: tarea, tecnologia y teo-
ria. El componente de feoria de Artigue combina los componentes de tecnologia y teoria de
Chevallard. Dentro de este marco tedrico (Tarea - Técnica - Teoria) una técnica es el conjunto
complejo de razonamiento y trabajo de rutina, tiene valores pragmaticos y epistémico (Artigue,
2002). Su rol pragmatico de debe a que realiza una tarea (Lagrange, 2003). Con respecto a su

valor epistémico, Lagrange (2003) argumenta que:

Técnica tiene un rol epistémico al contribuir al entendimiento del objeto que trata, particu-
larmente durante su elaboracion. También sirve como un objeto para la reflexion conceptual al

ser comparado con otras técnicas y cuando se discute con respecto a su consistencia. (p. 271)

De acuerdo a Lagrange (2005), la consistencia y efectividad de la técnica son discutidas en
el nivel tedrico. El valor epistémico de las técnicas es importante en el estudio de las reflexiones

conceptuales de los alumnos dentro del ambiente CAS.

1.2. Planteamiento del Problema

El informe del Programa Internacional para la Evaluacién de Estudiantes o Informe PISA se
lleva a cabo por la Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Econdmicos (OCDE). Es-

ta organizacion estd compuesta por 34 paises, entre ellos México, y su objetivo es coordinar
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sus politicas econdmicas y sociales para maximizar su crecimiento econdmico y colaborar en
su desarrollo. De acuerdo al crecimiento del producto interno bruto (PIB) de los 34 miembros

Meéxico estuvo en el lugar nimero 8 en el 2013 con un crecimiento del 3.3 %.

Lamentablemente en el Informe PISA del 2012 de 61 paises (los 34 miembros del OCDE y
otros participantes, el total representado el 80% de la economia mundial), México obtuvo el
puesto 49 en matemadticas. El examen se aplicé a alumnos de 15 y 16 afios. Dentro del mismo
informe, el 56.6 % de los alumnos Mexicanos no obtuvieron el nivel de competencia nimero 2,
el cual la OCDE considera el punto de referencia en donde los estudiantes empiezan a demostrar
las capacidades que les permitird participar activamente en situaciones cotidianas. Mientras que
el nivel més alto de competencia solo se encuentra el 0.6 %. ;Como puede ser posible que exista

tanta disparidad?

Matematicas se considera una disciplina cumulativa, es decir que la informacién funciona como
bloques de construccion. No se pueden crear nuevos conceptos o conocimientos sin tener los
cimientos. Los primeros bloques se establecen en la primaria al ver los conceptos de sumas,
restas, multiplicacién y division; estos conceptos constituyen los cimientos o lo fundamental.
Los siguientes bloques tipicamente involucran férmulas y operaciones, se deben dominar estos
temas antes de seguir a los siguientes. En los niveles de secundaria y bachillerato comienzan los
problemas. Los alumnos avanzan en los cursos sin tener bien definidos los conceptos. Haciendo
uso de la analogia previa, intentan construir sobre un cimiento débil. Un no debe ser carpintero

para entender que bajo ese esquema no se espera mucho de la obra.
Por lo general, en la ensefianza tradicional de las matematicas se lleva a cabo bajo el siguiente
esquema:

1. Se presenta el concepto tedrico

2. Se hacen unos ejemplos en clase

3. Se deja tarea sobre el tema

4. Se evalda el tema con un examen

Por cuestiones de tiempo, el modelo de ensefanza anterior se considera el més practico pero
en los ultimos afios, estudios han demostrado que dichos modelos pasivos no funcionan. Los
maestros estan presionados por cumplir con el programa que no existe el tiempo suficiente para
asegurar el domino del tema de cada alumno. Este problema se va arrastrando a través de los

afios para producir resultados como el del Informe PISA. Al llegar al nivel licenciatura, debido
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a la carencia de conocimientos y habilidades adecuadas el alumno llega a tener demasiados pro-
blemas en el aprendizaje de calculo diferencial, asi mismo el tipo de actividades de aprendizaje
que se proponen hace que los profesores de matemadticas tengan otra alternativa para trabajar

estos temas.

1.3. Hipdtesis

En la ensenianza tradicional de la asignatura de cdlculo diferencial se pone mds énfasis en la
parte operacional, lo cual no es suficiente para el entendimiento de los conceptos involucrados.
A través de la aplicacion de las actividades diseniadas se lograr que el estudiante tenga un mejor

acercamiento a lo conceptual.

Para un aprendizaje y ensefianza plena es necesario emplear métodos activos. Dichos métodos
incluyen actividades de descubrimiento guiado por discusiones de reinvencion. En este traba-
jo de tesis las actividades propuestas juegan el rol del método activo. Guian al alumno en la
construccion de conceptos bajo la estrategia de abajo hacia arriba. Se empieza con bloques fun-
damentales como sumas, restas, multiplicaciones y divisiones, a través del descubrimiento y
conceptualizacion de otros fendmenos se llega al significado de la derivada. Dicho desarrollo

encapsula el tema del cdlculo diferencial.

1.4. Justificacion

Dentro de cualquier programa de licenciatura ingenieril, el aprendizaje del Célculo Diferencial
es fundamental. En la Facultad de Ingenieria Quimica de la Universidad Michoacana de San
Nicolas de Hidalgo, se introducen los temas de Calculo Diferencial e Integral en el primer afio
de la carrera. En la mayoria de los casos, el alumno no tiene los conocimientos y fundamentos
algebraicos para iniciar el trabajo con el Célculo Diferencial, y por lo tanto, no llega a tener un
aprendizaje adecuado de los conceptos. Al carecer de estos fundamentos, el alumno se va reza-
gando en los nuevos conocimientos y debe recurrir al aprendizaje con métodos cortos; métodos

que algunas veces no tienen una base conceptual y se apoyan en la repeticion de procedimientos.

El Célculo Diferencial e Integral, se unen por la teoria fundamental de calculo la cual cita, que
la diferenciacion es el proceso inverso de la integracion. Es decir, que si el alumno no aprende
los conceptos de cdlculo diferencial, no podrd aprender célculo integral. Al estar en este dilema,
el alumno que no construye el aprendizaje de los conceptos del célculo diferencial no podra

avanzar en su conocimiento matemdtico; y por ende, tampoco en el aprendizaje de las diferentes

Péagina 5 Facultad de Ingenieria Quimica



1.5. Objetivos

materias del curriculo de la carrera de Ingenieria Quimica.

Tomando en cuenta lo anterior, se puede ver la gran importancia que tiene el aprendizaje de
calculo diferencial. Las actividades propuestas tiene el fin conceptualizar los temas importantes

dentro del célculo diferencial comenzando con los conceptos de algebra necesarios.

1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo General

El objetivo General que se propone en este trabajo de tesis, es el disefio de actividades de Apren-
dizaje que involucren conceptos de Cdlculo Diferencial apoyadas con la calculadora Ti-nspire

CX CAS, con una estructura didactica que propicie el aprendizaje de los estudiantes.

1.5.2. Objetivos Especificos

Los objetivos especificos que se plantean para esta investigacion, son los siguientes:

1. Analizar y proponer, la estructura conceptual de las actividades de aprendizaje sobre con-

ceptos de Calculo diferencial.
2. Diseiiar la metodologia didéctica, de las actividades de aprendizaje.

3. Revisar las actividades desarrolladas desde dos enfoques, viabilidad del entendimiento
conceptual por parte de los estudiantes y posibilidad de que el alumno aprenda los con-

ceptos del célculo diferencial.

4. Aplicar las actividades en una experimentacion piloto, a los estudiantes de primer afio de

la carrera de Ingenieria Quimica.

5. Reestructurar las actividades de aprendizaje con base en la evidencia obtenida en la expe-

rimentacion piloto.

6. Hacer la propuesta final de las Actividades de Aprendizaje sobre Calculo Diferencial.
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Marco Teorico

2.1. Aspectos Tedricos de Ambientes de Aprendizaje

La educacion involucra la interaccion entre estudiantes, maestros, y ambientes de aprendizaje.
Hoy en dia el estudiante puede decidir qué y como va aprender, debe tomar la iniciativa y hacer-
se responsable por su aprendizaje con el fin de ser un aprendiz eficaz (Kuhn, 2007). Una visién
del aprendizaje es el constructivismo, en donde el alumno es el agente activo en el proceso de
la adquisicién de conocimientos (Phillips, 1998). El Constructivismo es un término general que
abarca varias perspectivas del aprendizaje (Gijbels et al. 2006). La manera en que las personas
entienden situaciones y como crean significado es el interés principal de las teorias del construc-

tivismo. Una definicidn clara e inequivoca del constructivismo es dificil de encontrar (Gijbels et
al. 2006; Loyens 2007).

2.1.1. Ideas Principales del Constructivismo

El constructivismo ha introducido nuevos conceptos de aprendizaje y ensefianza (Marshall,
1996; Phillips, 1998). Aunque tome muchas formas, Phillips (1998) mencioné unas de las pre-
misas fundamentales. Dentro de la familia enorme de teorias del constructivismo, hay algunas
ideas generales predominantes. De acuerdo al andlisis de Taber (2006), algunos conceptos fun-

damentales son:

1. Los conocimientos son activamente construidos por el aprendiz, no pasivamente recibidos

del entorno. El aprendizaje es algo hecho por el alumno, no algo que es impuesto sobre €l.

2. Los aprendices llegan al aprendizaje con ideas existentes sobre muchos fendmenos. Al-
gunas de las cuales son ad hoc e inestables, mientras que otras son profundamente funda-

mentadas y bien desarrolladas.
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3. Los aprendices tienen sus propias ideas sobre el mundo, pero hay muchas similitudes y
patrones comunes dentro de sus ideas. Algunas ideas son aceptadas y compartidas so-
cialmente, culturalmente, y frecuentemente parte del idioma es soportado por metéaforas.

Muchas veces lo anterior funciona como herramientas para entender los fenémenos.

4. Unas ideas van en contra de conceptos cientificos aceptados, y algunas de ellas pueden ser

persistentes y dificiles de cambiar.

5. El conocimiento es representado en el cerebro como estructuras conceptuales, es posible

modelar y describirlas en detalle.

6. La ensefianza debe contemplar las ideas existentes del aprendiz si quiere cambiar o poner

en duda dichas ideas.

7. Aunque en un sentido el conocimiento es personal e individual, el aprendiz construye
su conocimiento a través de su interaccién con el mundo fisico, colaborativamente en

ambientes sociales, y en un ambiente cultural y lingiiistico.

2.1.2. Meétodos de la Ensenianza Constructivista

Una interpretacion comun de la ensefianza constructivista es el proceso activo en donde los
estudiantes deben estar involucrados en el aprendizaje. De acuerdo a esta interpretacion, op-
ciones pasivas como libros, clases y presentaciones en linea son clasificadas como ensefianzas
no-constructivistas, mientras que opciones activas como discusiones en grupo, actividades prac-

ticas y juegos interactivos se clasifican como ensefianzas constructivistas.

La idea de que el aprendizaje constructivista requiere métodos de ensefianza activos, es un te-
ma recurrente en educacion. Lefrancois (1997), resumi6 el campo de educacién al notar que
“el enfoque constructivista a la ensefianza es basado en la suposiciéon de que los estudiantes
deben construir conocimientos por si mismos. Por lo tanto, los enfoques constructivistas son
basicamente orientados al descubrimiento” (pg. 206). Esta declaracién significa, que una teoria
de ensefianza constructivista en donde un aprendiz es cognitivamente activo, equivale a una en

donde hay un comportamiento activo.

Mayer (2004), se refiere a la interpretacion anterior como la falacia de la ensefianza cons-
tructivista, debido a que asocia el aprendizaje activo con la ensefianza activa. Sostiene que la
enseflanza constructivista no debe ser restringida a métodos de descubrimiento puro. Dentro de
la teoria de Mayer, el aprendizaje activo tiene dos dimensiones, actividad cognitiva y del com-

portamiento. En métodos de ensefianza de descubrimiento puro hay una alta actividad cognitiva
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y un alto nivel de comportamiento, mientras que en un método de ensefianza guiada existe alta

actividad cognitiva pero no necesariamente con un comportamiento activo.

Observando casos de ensefianza de descubrimiento puro contra enseilanza guiada, Mayer (2004)
not6 que en las décadas de los 60s, 70s, y 80s hubo un mayor aprendizaje con los métodos de
ensefianza guiada. El estudio evalué la ensefianza de reglas para resolver problemas, estrategias

de conservacidn, y conceptos de programacion.

2.1.3. Constructivismo Social y Sociocultural

Diferentes perspectivas del constructivismo enfatizan procesos cognitivos individuales, como
el constructivismo cognitivo que se enfoca a la construccién del conocimiento del individuo.
También las co-construcciones sociales de conocimientos como el constructivismo social, que
destaca procesos de colaboracién en la construccion de conocimientos (Windschitl, 2002). El

constructivismo sociocultural deriva su fundamento teérico de Lev Vygotsky (1978).

El paradigma sociocultural afirma que hay una relacion entre procesos sociales y la construccion
de conocimientos. Hay tres premisas en los conceptos mentales y de aprendizaje de Vygotsky
(Werstech, 1990). Los procesos mentales superiores son desarrollados plenamente en la vida
social del individuo, nuestro entorno contribuye al crecimiento mental. Las herramientas y sefia-
les (el habla) utilizadas en las experiencias cotidianas, sirven como mediadores en el desarrollo
de procesos mentales superiores. Finalmente, la manera mds eficaz para analizar las influencias
sociales y dichos mediadores es por andlisis genético o de desarrollo. En el método analitico, el
aprendizaje y el desarrollo son evaluados por la observacion cuidadosa de las fuerzas sociales,
culturales y la mediacién que existe en el ambiente que rodea el aprendiz. Se hace hincapié a
los cambios histéricos que ocurren en el “contexto y oportunidades para el aprendizaje” (John-
Steiner y Mahn, 1996, pg. 194) y los “procesos”, toman precedencia sobre los “productos”

(Vygotsky, 1978) en la compresion del desarrollo mental superior.

Existen algunas distinciones entre el constructivismo social y el sociocultural, sin embargo,
comparten ideologias similares. Como el constructivismo sociocultural, el social es una vision
psicoldgica en donde las formas de aprender estin muy apegadas al entorno y a un contexto
social en donde se lleva a cabo el aprendizaje. Por lo general, el constructivismo social se puede

caracterizar en términos de tres propuestas (Savery y Dufty, 1995):
1. La comprension de nuestra interaccion con el entorno.

2. El conflicto cognitivo es el estimulo para el aprendizaje, y determina la organizacion y
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naturaleza de lo que se aprende.

3. El conocimiento evoluciona a través de negociacion y la evaluacion de la viabilidad de

conocimientos del individuo.

2.2. Aprendizaje Mediado

Tedricamente, y en términos de su aplicacion en clase, las investigaciones de Vygotsky y Feuers-
tein han influido significativamente en los medios de ensefianza en todo el mundo. Tharp y Ga-
llimore (1991), sugieren que el enfoque socio-histérico de Vygotsky afecta profundamente el
entendimiento de la ensefianza, el aprendizaje y el desarrollo de la educacion del estudiante.
Sternberg (1990) sostiene que ambas teorias subrayan la importancia de la socializacion de la

inteligencia y su desarrollo.

G. H. Mead (1974), se enfocd en los mecanismos de mediacion incrustados dentro de la es-
tructura de la sociedad humana. Dentro de ese estudio, Mead hizo una distincién importante
entre un estimulo y un objeto. En lugar de simplemente percibir y responder a estimulos, sugirid
que los objetos son construidos y no dados. La construccion de un objeto solamente es posible
cuando el estimulo del ambiente toma ciertos significados a lo largo de la actividad humana, la

cual tiene una naturaleza social.

Blumer (1969), propone que el significado de un objeto para una persona proviene de las formas
en que otros individuos actian sobre dicho objeto, sus acciones sobre €l lo definen. Por consi-
guiente, los significados se pueden ver como productos sociales, creaciones que son formadas
dentro y a lo largo de las actividades definidoras de la gente al interactuar. La interaccién entre
el individuo y el ambiente nunca es inmediata, siempre es mediado por significados que tienen

origen fuera del individuo, en el mundo de relaciones sociales.

2.2.1. Elaboracion de la Teoria

El aprendizaje mediado reemplazé al modelo de conductismo debido a que es una mejor concep-
cién cognitiva de la inteligencia humana y el aprendizaje (Gardner 1985). Feuerstein (1980) y
Vygotsky (1986), desarrollaron sus teorias bajo la influencia de Jean Piaget, uno de los grandes
dentro de la psicologia del desarrollo cognitivo. Sin embargo, ambos estaban insatisfechos con
ciertos aspectos del enfoque de Piaget. Para Vygotsky hubo una inquietud sobre el individualis-
mo epistemoldgico en la teoria de Piaget y el descuido de la mediacién social. Para Feuerstein, el

desacuerdo fue con los mecanismos concretos del aprendizaje por la mediacion de otro humano.
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La mediacion también hace hincapié en el entendimiento comunal del conocimiento, no solo
en el intercambio colaborativo de ideas, si no en el acomodo y la categorizacién de las mismas.
El mediador ayuda al aprendiz a “estructurar, filtrar y programar” estimulos y basicamente in-
fluye el potencial de transferencia de conocimientos que ocurre en el pensamiento del alumno
(Perkins y Salomon, 1988). La mediacion supone que la instruccion esta mas enfocada en ir mds
alld de la informacién dada, al hacer la conexién con el pasado y la anticipacién del futuro que

con el dominio de los datos del presente.

El enfoque del aprendizaje mediado sugiere un nuevo paradigma para la educacién, en donde la
inteligencia es redefinida y formulada. De acuerdo a Feuerstein, la inteligencia es la habilidad
de aprender y adaptar. Investigadores (Detterman y Sternberg, 1982; Diamond, 1988) proponen

que el comportamiento inteligente y reflexivo puede ser mejorado.

2.2.2. Enfoque de Vygotsky al Aprendizaje Mediado

Vygotsky (1978, 1986) propuso que los procesos mentales superiores pueden ser considerados
como funciones de actividades mediadas. El sugiri6 tres clases principales de mediadores: he-
rramientas fisicas, herramientas psicoldgicas y otros humanos (Kozulin, 1990). Las herramien-
tas fisicas solamente tienen una influencia indirecta sobre los procesos psicoldgicos humanos,
debido a que son dirigidos a los procesos en la naturaleza. De cualquier manera el uso de herra-

mientas fisicas agrega nuevas demandas en los procesos mentales humanos.

Las herramientas fisicas no existen como instrumentos individuales; se presuponen al uso co-
lectivo, comunicacion interpersonal y representacion simbdlica. El aspecto simbdlico de una
actividad mediada por herramientas da lugar a una nueva e importante clase de mediadores,
la cual Vygotsky designé herramientas psicolégicas. Mientas que las herramientas fisicas son
dirigidas a objetos en la naturaleza, las herramientas psicolégicas median procesos psicologi-
cos. Unas de las herramientas psicoldgicas que mencioné Vygotsky (1978) fueron: el sorteo,
la atadura de nudos y el contar con los dedos. El sorteo aparece en una situacién cuando la
incertidumbre de decision causada por dos estimulos opuestos y de la misma potencia es re-
suelta por la aplicacion de un estimulo artificial y arbitrario. La atadura de nudos ejemplifica la
introduccidn de un recurso nemotécnico para asegurar la recuperacion de informacion de la me-
moria. El conteo de dedos es la adaptacion de una herramienta que siempre esta disponible para

la organizacién de procesos mentales superiores involucrados en operaciones bdsicas de cédlculo.

Con respecto a la mediacion a través de otro individuo, Vygotsky (1978) sugiere dos posibi-

Pégina 11 Facultad de Ingenieria Quimica



2.2. Aprendizaje Mediado

lidades. La primera fue expresada con la declaracidn, “cada funcién en el desarrollo cultural del
nifio aparece dos veces; primero entre personas (inter-psicolégico) y después dentro del nifio
(intra-psicoldgico)”. Como una ilustracion, Vygotsky observo que la habilidad de un nifio para
considerar los diferentes puntos de perspectiva en un plano mental depende de los argumentos

entre ellos.

La segunda posibilidad se enfoca en el rol del otro individuo como un mediador de signifi-
cado. Como ejemplo, Vygotsky propone el desarrollo de la gesticulacién demostrativa en un
nifio. De acuerdo a Vygotsky (1978), un gesto aparece primero como un intento natural de su-
jetar un objeto. El movimiento avaricioso es interpretado por un adulto como un gesto; por lo
tanto el significado del acto natural es proporcionado al nifio por el adulto. El destinatario del
movimiento cambia del objeto al sujeto humano. El movimiento se transforma y reduce, em-
pieza como un intento avaricioso y se hace un gesto real. Mds adelante este tipo de gestos son
internalizados y forman parte de los comandos internos del nifio. El significado de la actividad
para una persona es formulado por la mediacion a través de otro individuo. Vygotsky (1983),
creyd que este principio aplicaba también para la personalidad, “sélo a través de otros nos ha-
cemos nosotros mismos, esta regla aplica a cada funcidn psicolégica ademads de la personalidad

en conjunto”.

En términos de una aplicaciéon educativa, la idea de Vygotsky mds popular se convirtié en la
zona de desarrollo proxima (ZPD) (Rogoff y Wertsch, 1984). La ZPD se define como la dife-
rencia entre lo que un aprendiz ha dominado (nivel actual de desarrollo) y lo que puede lograr
cuando se le proporciona apoyo educativo (desarrollo potencial). Es nivel de desarrollo que de-
muestra un nifio en una actividad colaborativa con un adulto, pero no en la actividad individual.
El concepto fue introducido por Vygotsky (1978) para atender dos problemas de psicologia edu-
cativa y del desarrollo: (1) como evaluar correctamente las habilidades intelectuales del nifio y
(2) cémo evaluar la eficacia de las practicas de ensefianza. Un nifilo con una ZPD mds amplia
tiene una mejor oportunidad de éxito en el aprendizaje en la escuela. El aprendizaje dentro de
la ZPD es asociado con una interaccion entre conceptos espontdneos del nifio y los conceptos

sistemadticos y cientificos introducidos por el maestro.

2.2.3. Enfoque de Feuerstein al Aprendizaje Mediado

La experiencia del aprendizaje mediado (MLE), de acuerdo a Feuerstein en términos generales,
se puede ver como la interaccion entre un humano y su ambiente socio-cultural. Pero la MLE
no incluye todas las interacciones, se enfoca en las experiencias que influyen en la propension a

aprender del individuo, la calidad de la interaccion que ayuda al aprendiz “ser modificado por la
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exposicién a estimulos en la direccidn de niveles superiores y mds eficientes de funcionamiento
y adaptacion” (Feuerstein y Feuerstein, 1991). La pregunta central que la teoria de la MLE in-
tenta responder es: ;Cudl es la causa del desarrollo cognitivo diferencial? El aspecto central de
mediacion es el cambio que cuantitativamente influye el aprendiz y lo permite desarrollar pre-
rrequisitos cognitivos para el aprendizaje por su cuenta a partir de estimulos directos (Kozulin,
1991).

Feuerstein (1990), sostiene que diferentes aprendices tienen distintas capacidades para bene-
ficiarse de la experiencia mediada. Cada individuo demuestra diferencias en términos de su
estructura cognitiva, su base de conocimientos, y su funcionamiento operativo. Dado el mismo
estimulo, diferentes aprendices pueden demostrar variaciones considerables en los grados de ra-

pidez, generalizacion, y permanencia de cambios con el cual responden a instruccion.

En la MLE, el mediador modifica el estimulos al cambiar su frecuencia, orden, intensidad, y
contexto al estimular la curiosidad, la vigilancia y la agudeza perceptiva, y al intentar mejorar
y/o crear las funciones cognitivas dentro del nifio que se requiere para relaciones temporal, espa-
cial y, causa y efecto. Los procesos de la MLE son gradualmente internalizados por el nifio y se
convierten en mecanismos de cambio integrados dentro del mismo. Lo més que el nifio experi-
menta con la MLE, lo mas que €l es capaz de aprender de exposiciones directas a situaciones de
aprendizaje formales o informales, independiente de la calidad de los estimulos proporcionados.
La falta de una MLE puede ser derivado de dos categorias generales; (1) carencia de oportuni-
dades de mediacién, (2) y la inhabilidad del nifio para beneficiarse de interacciones mediadas
(Kozulin, 1991). Para algunos un cambio ligero en color, forma o peso, puede neutralizar los
efectos de una respuesta previamente aprendida, lo cual requiere un nuevo proceso de aprendi-

zaje como si la leccidn fuera totalmente nueva y desconocida.

Feuerstein dice que la MLE, como una calidad de interaccion, es responsable por dos fendmenos
principales unicos a humanos: la modificabilidad y diversidad. Estos dos fendmenos estédn estre-
chamente entrelazados y contribuyen a la flexibilidad y plasticidad cognitiva de cada humano.

La existencia de estos dos fendmenos es exclusiva a la teoria de la MLE, de acuerdo a Feuerstein.

La teoria de la MLE distingue doce criterios principales (Feuerstein, 1990). Los primeros tres
criterios se deben cubrir en cada aprendizaje que constituye la MLE, son universales y se en-
cuentran en todas razas, grupos étnicos, y clases socio-econdmicas. Estos criterios incluyen:
mediacion de intencionalidad y reciprocidad, mediacién de transcendencia y mediacion de sig-

nificado. Los otros nueve criterios no se deben considerar exhaustivos, pero se ven como la
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primera seleccion de cualidades que en una interaccion pueden, pero no es necesario, aparecer
en cada interaccion para convertirla en una experiencia mediada. Feuerstein considera que la
presencia de cualquiera de estos pardmetros secundarios, son determinados situacionalmente y
varian considerablemente de acuerdo a factores sociales, ambientales y culturales. Los nueve cri-
terios incluyen: mediacion de un sentimiento de competencia; mediacion de regulacion y control
de comportamiento; mediacion de comportamiento compartido; mediacion de diferenciacion in-
dividual y psicoldgica; mediacién de bisqueda de metas, establecimiento de metas, planeacion
y comportamiento para lograr la meta; mediacion para el desafio; la busqueda por novedad y
complejidad; mediacion de la conciencia de un humano como una entidad que cambia; media-

cion de la bisqueda por una alternativa optimista; y la mediacién del sentimiento de pertenencia.

Los primeros cinco criterios de la MLE fueron puestos en operacién y observados en inter-
acciones de madre-hijo (Klein, 1991; Tzuriel, 1999), el aprendizaje asistido por par (Tzuriel y
Shamir, 2010), hermanos (Klein et al., 2002), y la instruccion entre maestro-alumno (Tzuriel et

al., 1998). Los primeros cinco criterios de la MLE que fueron observados son:

1. Intencionalidad y Reciprocidad: se refiere a los esfuerzos deliberados del mediador para
cambiar la conciencia, la percepcion, el procesamiento o la reaccidn del nifio. La intencio-
nalidad es inadecuada sin la reciprocidad, definida como la respuesta vocal, verbal, o no
verbal al comportamiento del mediador. Por ejemplo, la intencionalidad y la reciprocidad
son observadas cuando un adulto intencionalmente le ofrece un articulo a un nifio o verbal-
mente enfoca la atencion del nifio y sin duda el nifio responde. Este criterio es considerado

crucial para el desarrollo de sentimientos de competencia y autodeterminacion.

2. Mediacion de Significado: se refiere a la respuesta del mediador que transmite el sig-
nificado afectivo, motivacional, y orientado al valor poseido por el estimulo presentado.
Esto puede ser expresado verbalmente al explicar el contexto presente, relaciondndolo con
otros eventos, haciendo hincapié a su importancia y valor, o no verbalmente por expresio-
nes faciales, tono de voz, acciones repetitivas o rituales. De acuerdo a la teoria de la MLE,
los nifios que experimentan mediacién de sentido van a conectar dgilmente significados

futuros a nueva informacion en lugar de esperar pasivamente que el significado aparezca.

3. Mediacion de Transcendencia:se refiere a las interacciones en donde el mediador propor-
ciona las necesidades inmediatas y concretas de los nifios e intenta llegar a metas adicio-
nales que estdn mads allé de la situacion o actividad. En las interacciones de madre-hijo, la
madre puede ir mds alld de la experiencia especifica al ensefiar estrategias, reglas y princi-
pios, con el fin de generalizar otras situaciones. Por ejemplo, en una situacion de juego, la

madre podrd mediar las reglas y principios que dirigen un juego, y generalizarlas a otras
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situaciones. La mediacion de transcendencia depende de los primeros dos criterios, inten-
cionalidad y reciprocidad, y significado, a través de la combinacion de los tres criterios
se mejora el desarrollo de la modificabilidad cognitiva y aumenta el sistema de necesidad

del individuo.

4. La Mediacion de Sentimientos de Competencia: es observado en interacciones en donde el
mediador transmite al nifio que él es capaz de un funcionamiento exitoso e independiente.
El mediador puede organizar el entorno de tal manera que proporciona oportunidades
para el éxito, interpretar el entorno al nifio y premiar intentos del dominio de la situacion,

o atender los problemas eficientemente.

5. Mediacion del Control de Comportamiento: se refiere a las interacciones en donde el me-
diador regula la reaccion del nifio, dependiendo en el estilo de reaccion del nifio y las
demandas de la tarea. El mediador puede reducir la impulsividad o acelerar el comporta-
miento del nifio. El control de comportamiento puede ser mediado en varias formas, como
la fomentacion de la conciencia a las caracteristicas de la tarea y las respuestas adecuadas,
analizando los componentes de la tarea, la modelacion de auto-control y proporcionando

estrategias meta-cognitivas.

2.3. Aprendizaje Cooperativo

La importancia del aprendizaje cooperativo es una de las suposiciones propuestas por tedri-
cos constructivistas (Loyens et al., 2007). Las interacciones sociales con compafieros de clases,
maestros y otros contribuyen a la construcciéon de conocimientos (Steffe y Gale, 1995). Los
Constructivistas tienen diferentes opiniones sobre como influye el aprendizaje cooperativo en la
adquisicidn de conocimiento. Sin embargo, en general se cree que la negociacion social y las in-
teracciones entre alumnos son elementos cruciales en la adquisicién de conocimientos (Greeno
et al., 1996). Las interacciones sociales entre alumnos puede facilitar la comunicacion de ideas
sobre un tema, debido a que su nivel de comprension es mds similar entre ellos comparado al
nivel del maestro (Slavin, 1996). Ademas, el aprendizaje cooperativo permite discusiones entre
alumnos que son indicativas de su nivel del conocimiento previo. Dichas discusiones proporcio-
nan a los alumnos la direccion y grado de estudio al cual se debe llevar a cabo para lograr una

comprension profunda del tema.

2.3.1. Aprendizaje Cooperativo y Colaborativo

Panitz (1997) propone una definicidn basica de los términos cooperativo y colaborativo, reducido

a sus términos mas simples:
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» La colaboracion es una filosofia de interaccion y estilo de vida personal donde individuos
son responsables por sus acciones, incluyendo el aprendizaje, y deben ser conscientes de

las habilidades y contribuciones de sus iguales/pares.

= La cooperacion es la estructura de interaccion designada para facilitar el cumplimiento

de un producto final especifico o meta a través de personas que trabajan juntos en grupos.

Panitz también describe la diferencia entre estos paradigmas en términos del comportamiento
que se observa en una clase. Para el modelo cooperativo, el maestro mantiene el control de la
clase, aun que los alumnos trabajan en grupos para realizar una meta. Ademads hace preguntas
especificas, proporciona informacién adicional, hace recomendaciones y fomenta la discusion
entre los alumnos. En el modelo colaborativo, el grupo asume casi toda la responsabilidad para
responder una pregunta. Los alumnos determinan si tienen la informacién suficiente para reali-
zar la tarea, si no deben identificar otras fuentes. El maestro colaborativo estd disponible para

consultas y facilita el progreso al pedir avances frecuentes, pero el grupo decide el producto final.

El aprendizaje cooperativo puede ser caracterizado por actividades en donde se establecen ob-
jetivos del grupo, cada individuo es responsable por su trabajo, todos los miembros tienen la
misma oportunidad para tener éxito, hay competencia entre los equipos, cada miembro tiene
una tarea a realizar, y la instruccion se adapta a la necesidad del individuo (Brody, 1995). El
aprendizaje cooperativo ha sido descrito como trabajo en grupo altamente estructurado (David-
son y Worsham, 1992), el cual proporciona métodos de instruccién que apoya el desarrollo de
habilidades sociales y el logro de objetivos (Presseisen, 1992) que dependen de influencias con-

textuales y como la gente responde a dichas influencias (Jacobs, 1999).

El aprendizaje colaborativo generalmente se considera menos estructurado y los alumnos tienen
mas libertad en el alcance y los resultados del proceso de aprendizaje. Ellos definen sus pro-
pias necesidades de aprendizaje y en cambio se hacen responsables para identificar lo que creen
que deben aprender y como lo van a aprender, al contrario del aprendizaje cooperativo en donde

el maestro tiene la responsabilidad de determinar lo que se aprenderd (Caplow y Kardash, 1995).

Johnson, Johnson y Holubec (1991), establecieron una definicién de aprendizaje cooperativo
en donde identificaron cinco elementos principales necesario para considerar una actividad co-

mo cooperativa. Las cinco condiciones son las siguientes:

1. Independencia Positiva: L.os alumnos entienden que se necesitan para realizar la tarea.

2. Interacciones Promovedoras de Cara a Cara: Los alumnos promueven el aprendizaje del

otro al ayudar, compartir y animar los esfuerzos del mismo.
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3. Responsabilidad Individual: El desempeiio de cada alumno es evaluado frecuentemente y

los resultados son entregados al grupo y al individuo.

4. Habilidades Interpersonales: Los grupos no pueden funcionar eficazmente si los alumnos
no tienen o usan las habilidades sociales necesarias. Dichas pueden ser pero no limitadas

a liderazgo, toma de decisiones, comunicacion y el manejo de conflictos.

5. Procesamiento del Grupo: Los grupos necesitan el tiempo suficiente para discutir cémo
van a lograr sus objetivos y como mantener relaciones de trabajo eficaces entre los inte-

grantes.
El aprendizaje colaborativo estd basado en los siguientes principios (Orr, 1998):

1. Trabajando juntos resulta en un mejor entendimiento a comparacion de haber trabajado

independientemente.
2. Las interacciones habladas y escritas contribuyen a una mejor comprension.

3. Existe la oportunidad de ser consciente a través de experiencias del aula, de las relaciones

entre interacciones sociales y de una mejor comprension.
4. Algunos elementos de dicha comprension son idiosincrasicos e impredecibles.

5. La participacion es voluntaria.

2.3.2. Investigaciones sobre Aprendizaje Cooperativo y el Pensamiento

Qin, Johnson y Johnson (1995), analizaron cuarenta y seis estudios publicados entre 1929 y
1993. Aplicaron meta-analisis a sesenta y tres conclusiones relevantes de los estudios, cincuenta
y cinco veces el aprendizaje cooperativo tuvo mejor rendimiento que el colaborativo. El aprendi-
zaje cooperativo fue superior en la resolucion de problemas lingiiisticos, problemas no lingiiis-
ticos, problemas bien definidos y en problemas mal definidos. Los problemas de lingiiistica son
principalmente representados en lenguas escritas u orales, mientas que los no lingiiisticos son
principalmente representados y resueltos en dibujos, graficas, férmulas matematicas, simbolos
o acciones en situaciones reales. Los problemas bien definidos tienen un objetivo claramente
especificado, mientras que los mal definidos son aquellos en donde hay incertidumbre con res-
pecto a los procedimientos operacionales y los objetivos del problema. Los estudios indican que
comparado al aprendizaje individual, el cooperativo es mds eficaz en: la promocién de motiva-
cion intrinseca y la realizacion de la tarea, la generacion de habilidades de pensamiento de orden

superior y el mejoramiento de las actitudes hacia el tema.

Pégina 17 Facultad de Ingenieria Quimica



2.3. Aprendizaje Cooperativo

Estudios demuestran que la interdependencia positiva se promueve a través del aprendizaje
cooperativo (Cohen, 1994). Designando un rol a cada integrante dentro del grupo tiene el efecto
de asignar competencia, el cual aumenta el auto estima en los aprendices de bajo nivel. Tam-
bién aumenta la interdependencia positiva al tener un objetivo en donde cada integrante debe
contribuir (Johnson et al., 1990). También se puede aumentar al estructurar los materiales, por

ejemplo, un l4piz o una calculadora por equipo (Slavin, 1991).

2.3.3. Tipos de Aprendizaje Cooperativo

El aprendizaje cooperativo es un procedimiento versatil que puede ser utilizado para una gran
variedad de objetivos. Los grupos de aprendizaje cooperativo pueden ser utilizados para ense-
nar temas especificos (aprendizaje cooperativo formal) (Johnson et al., 2008). El aprendizaje

cooperativo formal puede durar una clase o unas semanas. Algunos roles del maestro incluyen:

1. Toma de decisiones pre-instruccion. El maestro selecciona los objetivos académicos y so-
ciales, decide el tamafio de los grupos, elije el método para la asignaciéon de alumnos al
grupo, decide cuales roles asignar a cada integrante del grupo, acomodan el aula, ordenan
los materiales requeridos para completar la tarea. Estas decisiones afectan la interdepen-

dencia y la responsabilidad de los integrantes.

2. Explicar la tarea y estructura cooperativa. El maestro explica la tarea académica a rea-
lizar a los alumnos y los criterios para el éxito, estructura interdependencia positiva y
responsabilidad individual, explica las habilidades sociales que los alumnos deben utilizar
y acentua la cooperacion intergrupal. Por ultimo, elimina la posibilidad de competencia

entre integrantes del equipo.

3. Monitorear el aprendizaje del alumno. Ademds proporcionan asistencia en la realizacion
de la tarea o con la utilizacién de habilidades sociales adecuadas. Cuando un maestro

observa un grupo, los integrantes tienden a sentirse obligados a ser constructivos.

4. Analizar el aprendizaje del alumno y les ayuda observar como funciona su grupo. El
maestro termina la tarea, analiza la calidad y cantidad del logro de los estudiantes, asegura
que los integrantes discutan y analicen la eficacia con la cual han trabajado, hace que los

estudiantes realicen un plan de mejoramiento.

El aprendizaje cooperativo informal consiste en que los alumnos trabajen juntos para realizar un

objetivo de aprendizaje en grupos ad hoc temporales que duran desde unos minutos a una clase
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(Johnson et al., 2008). Durante una clase, esta tactica puede ser utilizado para enfocar la aten-
cién de los alumnos al material que se debe aprender. Dos aspectos importantes del aprendizaje
cooperativo informal son hacer la tarea y las instrucciones explicitas y precisas, y requerir que

los grupos produzcan un resultado especifico. El procedimiento es el siguiente:

1. Discusion introductoria del tema. El maestro organiza los grupos y explica la tarea a
realizar. La discusion se enfoca en promover la organizacion avanzada de la informacién

actual de los alumnos y que se debe cubrir en la clase.

2. Discusion intermitente. La clase se divide en segmentos de 10 a 15 minutos. Después de
cada segmento los alumnos trabajan de manera cooperativa para responder la pregunta,
bajo el siguiente esquema:

a) Cada alumno formula su propia respuesta.

b) Los alumnos comparten su respuestas con sus compaifieros.

¢) Los alumnos escuchan cuidadosamente a las respuestas de sus compaiieros.

d) Los alumnos en equipo forman una nueva respuesta superior con respecto a la inicial
al integrar las dos.

La pregunta puede requerir que los alumnos:

a) Resuman el tema presentado.
b) Den una reaccion a la teoria, el concepto o la informacién presentada.
¢) Hagan una prediccion de cudl tema se presentard; plantear una hipétesis.
d) Resuelvan un problema.
e) Relacionen a otros temas y que los integren conceptualmente.
f) Resuelvan algin conflicto conceptual creado por la presentacion.
3. Discusion final. El maestro da una discusion final, la cual dura entre cuatro y cinco mi-

nutos, con el fin de resumir lo que se aprendié en la clase e integrarlo conceptualmente a

temas anteriores. Esto concluye la clase.

El aprendizaje cooperativo informal, asegura que los alumnos estén activamente involucrados
en el entendimiento del tema que se estd presentando. Ademads, proporciona tiempo para que el
maestro camine en el aula y escuche las respuestas de los alumnos. Al escuchar las discusiones
de los alumnos, el maestro recibe direccién y una idea del domino de los conceptos de los

alumnos.
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2.4. Semiotica

2.4.1. Enfoque Semiético Estructural y Funcional de Duval

Los procesos cognitivos matemdticos son procesos intrinsecamente semidticos que involucran
una red compleja de simbolos y sefiales (Duval, 2006). De acuerdo a Duval (2006), hay un sis-
tema de simbolos, el cual se conoce como sistema semiético. Lo anterior es caracterizado por
un conjunto de simbolos basicos, un conjunto de reglas para la produccién y transformacién de
simbolos y una estructura de significado derivado de la relacion entre los simbolos dentro del
sistema. Dentro de los sistemas semidticos, existen registros de representacion (Duval, 1995).
No todos los sistemas semidticos son registros, s6lo los que permiten una transformacién de

representaciones.

La caracteristica principal que describe el funcionamiento cognitivo y por lo tanto el desarrollo
del conocimiento en matemadticas, es que los sistemas semidticos permiten transformaciones y
comparaciones entre simbolos. El enfoque semidtico estructural y funcional de Duval, relaciona
el pensamiento y el aprendizaje matematico con la coordinacién de representaciones semidticas

seguidas por los siguientes procesos cognitivos (Duval, 1993, 1995, 2006):

» Representacion: en donde se describen las caracteristicas distintivas, por ejemplo una gra-

fica que representa una funcién.

= Tratamiento: consiste en la transformacion de una representacion a otra dentro del mismo

sistema semiodtico, por ejemplo la manipulacion de una expresion algebraica,

» Conversion: la cual consiste en la transformacién de una representacion a otra en otro
sistema semiGtico, por ejemplo el cambio de la representacién simbélica {(x,y) € R? :

x? +y? = 1} a su grifica Cartesiana.

El enfoque estructural y funcional, proporciona una herramienta ttil para entender los procesos
cognitivos involucrados en el pensamiento y aprendizaje matemético. Duval (2006), concluyé
que los procesos de pensamiento en matematicas son basados en dos diferentes tipos de trans-
formaciones de representaciones. Aun que un tipo de registro de representacion sea suficiente
desde el punto de vista matemaético, cognitivamente la actividad matematica involucra la movi-
lizacion simultdnea de por lo menos dos registros de representacion, o la posibilidad de cambiar
en cualquier momento de un registro a otro. Es decir, que la comprension conceptual en mate-
maticas requiere del manejo de por lo menos dos registros. Lo anterior es la razén por la cual
procesos matemadticamente sencillos para la construccién de conocimiento matematico pueden

ser complejos cognitivamente y requieren del entendimiento sobre la coordinacion de registros.
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2.4.2. Enfoque Semiotico Cultural y el Aprendizaje

La teoria de objetivacion de Radford (2008), considera el pensamiento como una reflexién me-
diada de acuerdo a la actividad del individuo. Dentro de una visién pragmdtica y siguiendo las
ideas de Vygotsky (1986), los simbolos son elementos del pensamiento debido a que median
la actividad social y unen la individual a una dimensién histérica y cultural. El Pensamiento no
es una actividad aislada en donde el individuo asimila conocimiento, es la reflexién por parte
del sujeto logrado en una actividad social. Dentro de la dimension reflexiva mediada, “objetos
matemadticos son patrones fijos de la actividad reflexiva colocados dentro de un mundo dindmico

de préctica social mediado por artefactos” (Radford, 2008, pg. 222).

El aprendizaje se considera una actividad reflexiva mediada que se dirige a objetos matema-
ticos que llevan una dimension histérica y cultural. Es el proceso de hacerse consciente de un
objeto que existe en la cultura, un proceso activo en la construccion de significados que permiten
encontrar el objeto cultural. Radford llama dicho proceso objetivacion, en donde se aprende a
objetivar algo (Radford, 2005).

El aprendizaje es un acto intencional en donde una persona se encuentra con un objeto ma-
temadtico y a través de actividad reflexiva mediada le da un significado al objeto. Considerando
el enfoque cultural, simbolos median culturalmente la actividad reflexiva dentro de la objetiva-
cion de objetos matematicos. La manera en que los alumnos proponen el objeto matematico a
través de sus actos intencionales, no es una relacion neutral (sujeto-objeto o sefial-objeto). La
relacion es intrinsecamente ?contaminada? por cultura, historia y estructuras sociales, a través
de un conjunto general de mediadores semidticos que dirigen la intencién, denominado como
fines semidticos de objetivacion (Radford, 2006). Lo anterior incluye objetos, artefactos, sefia-
les, gestos, ritmo, etc. En el proceso de objetivacion, se menciona mucho el objeto matematico.
Dentro de este proceso existe una relacion entre la dimension cultural y personal, y entre signi-
ficado cultural y personal. Por una parte, el alumno impulsa su aprendizaje a través de sus actos
intencionales de la construccién de significado; pero dichos actos intencionales son dirigidos por
aspectos sociales. Por lo tanto, la actividad de construccién de significado se puede ver como la

convergencia del significado cultural y el personal.

El proceso de objetivacion implica principalmente dos dificultades por parte del alumno (Santi,
2011):

1. El objeto matematico es un ente con niveles de generalidad. Cada nivel estd asociado con

una actividad reflexiva particular, determinada por las caracteristicas de los medios se-

Pégina 21 Facultad de Ingenieria Quimica



2.4. Semidtica

midticos de objetivacion que la median. La diversidad de actividades reflexivas afecta los
actos intencionales del alumno. Mientras €l se enfoca en los objetos que considera desco-
nocidos o diferentes, en un nivel interpersonal los mismos objetos son reconocidos como
pertenecientes al mismo ente cultural. Por lo tanto, el proceso de objetivacidon no requie-
re de la coordinacion de representaciones semidticas sélo la de las diferentes actividades

mediadas por dichas representaciones.

2. El significado tiene una naturaleza fuertemente encarnada (Radford, 2003; Lakoff y Nu-
nez, 2000) pero a niveles superiores de generalidad, el alumno debe emplear simbolos
formales y abstractos que rompan la relacién entre la experiencia espacial y temporal.
Los alumnos deben experimentar una liberacion de significado que a niveles superiores
de generalidad impide la objetivacion del objeto matemético como un ente general e in-

terpersonal.

2.4.3. Enfoque Onto-Semiotico

El enfoque onto-semidtico (Godino, 2002; D?Amore y Godino, 2006; Font et al., 2007) estd
basado en la teoria pragmadtica de objetos matematicos y generaliza la nocion de representacion
a través de la nocioén de funcidn semidtica, la cual relaciona un antecedente (significante) con un
consecuente (significado). Considere esta relacion con la palabra ?abierto? y como se interpreta
cuando alguien la encuentra en la puerta de una tienda, el antecedente es la palabra mientras
que el consecuente indica que la tienda esta en servicio (abierta). La representacion no sélo de-
pende del lenguaje, también es factor de cualquier objeto que resulta de practicas matematicas
que puede ser un antecedente de la funcién semidtica. Por lo tanto, el enfoque onto-semidtico es

fundamentalmente racional.

Esta generalizacion de representaciones proviene de una distincion en el desarrollo de la ac-
tividad matemadtica, entre una fase operacional y fase referencial (Ullmann, 1962). El enfoque
semidtico estructural y funcional, es efectivo en la descripcion de procesos cognitivos en el nivel
referencial. La coordinacion de sistemas semioticos, la cual caracteriza el pensamiento matema-
tico, es el resultado de la fase operacional. Lo anterior es el sistema de pricticas en donde surge

la representacidn y su uso.

Los objetos matematicos emergen de pricticas y sistemas de practicas; de acuerdo a las caracte-
risticas de los sistemas de praicticas, los objetos matematicos emergentes son concebidos como
los siguientes entes primarios: situaciones, procedimientos, definiciones, propiedades, argumen-

tos y lenguajes. Los entes primarios son interrelacionados a lo largo de la actividad matemética,
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formando una red de objetos denominada configuracién cognitiva, si relaciona actividad perso-
nal, o configuracion epistémica si relaciona las practicas institucionales (D?Amore y Godino,
2006).

Los entes primarios de acuerdo al ?juego de lenguaje? (Wittgenstien, 1953) que pertenecen, se
pueden caracterizar como las siguientes dualidades cognitivas: personal-institucional, unitario-
sistematico, expresion-contenido, ostensiva-no ostensiva, o extensivo-intensivo (D?Amore y
Godino, 2006). De la dualidad expresion-contenido, surge la funcién semiética. Hjemslev (1943)
introdujo la nocidn de funcién de simbolos, la cual Eco (1979) denomind funcién semidtica, que
representa la dependencia entre texto y sus componentes y entre los mismos componentes. Den-
tro del enfoque semidtico, se relaciona un antecedente con un consecuente. Los entes primarios
pueden ser antecedentes o consecuentes. La funcidn semidtica se establece de acuerdo a un c6-

digo o regla derivada del juego de lenguaje que apoya el sistema de practicas (Font et al., 2007).

En el enfoque onto-semidtico, el significado es el contenido de cualquier funcién semidtica
(Font et al., 2008). Este enfoque va més alla de la idea, de que el significado surge de la relacién
referencial entre un objeto independiente y una de sus representaciones posibles. El significado
es una relacion establecida a través de la funcién semidtica entre dos pares P(SP,CO) constituido
por un sistema de practicas (SP) y la configuracion de objetos (CO). Las transformaciones se-
midticas son los aspectos emergentes de una funcién semidtica que relaciona un representacion

R (antecedente) en un par, con una representacion S (consecuente) en otro par.

2.5. Tecnologia y La Educacion

2.5.1. Piaget

Piaget (1980) y su teoria del constructivismo, proponen un modelo psicolégico que genera teo-
rias educativas de aprendizaje. Las estructuras cognitivas y el conocimiento se forman cuando
seres humanos tienen contacto con su entorno. El conocimiento es la conciencia de propiedades
invariantes de las cosas (conocido por Piaget como abstraccion empirica) y de las propiedades
invariantes de accion (a través de la reflexion sobre la abstraccion). “Todo conocimiento con res-
pecto a la realidad, resulta de acciones y operaciones que actian sobre el cual lo hacen cambiar

y por lo tanto demuestran sus propiedades estables y variables” (Piaget, 1980, p. 222).

El crecimiento cognitivo puede ser representado como un proceso tipo espiral. La interaccion

con la realidad inicia un proceso de asimilacion, en donde estructuras existentes son aplicadas
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al objeto. Las estructuras son adaptadas y asimiladas, y si no fallan. Esto crea una situacion
de desequilibrio cognitivo que provoca acomodacion. A través de la acomodacion, las estruc-
turas cognitivas son modificadas para considerar los aspectos de resistencia de la realidad. El
crecimiento se convierte en un proceso que resulta de la desestabilizacion recurrente de las es-
tructuras existentes, debido a las caracteristicas nuevas e inesperadas del objeto en la realidad,
seguido por la generacion subsecuente de estructuras mds profundas en su alcance que resisten

la asimilacion.

Piaget se enfoca principalmente en epistemologia, en donde el desarrollo se debe a evolucion
bioldgica y la génesis histdrica del conocimiento cientifico. Inhelder y Cellerier (1992), propu-
sieron que se hicieran més investigaciones sobre pragmadtica, argumentaron que ya hay suficiente
investigacion sobre la transformacion epistémica (la alteracion del mundo con el fin de generar
conocimientos), lo cual no es el caso de la transformacién pragmatica (conocimiento puesto en
marcha con el fin de alterar el mundo). La transformacién pragmatica claramente incorpora un
aspecto de tecnologia, pero sale de interacciones bioldgicas en el sentido de que involucra he-
rramientas técnicas de mediacion y técnicas corporales. Piaget siempre supuso una continuidad
fundamental entre procesos bioldgico adaptivos y niveles avanzados de cognicién. Su modelo
de interaccion se reduce a relaciones entre el organismo y su entorno, y por lo tanto excluye la

mediacion.

2.5.2. Vygotsky

Vygotsky (1985) consideré que unas teorias de Piaget ilegitimamente “reducen procesos psi-
quicos superiores complejos a procesos naturales y desprecian las caracteristicas especificas del
desarrollo cultural del comportamiento” (p. 27). Acerté que “junto a los actos y procesos de
comportamiento natural, es necesario distinguir las funciones y formas de comportamiento arti-
ficial o instrumental” (p. 40). Argumenté que la introduccién y el uso de instrumentos provocan
cambios de gran alcance en la cognicion: “Activa una nueva serie de funciones ligadas al uso
y control del instrumento seleccionado; el trabajo desarrollado por el instrumento reemplaza y

hace inservible un nimero considerable de procesos naturales™ (p. 42).

Por lo tanto, el desarrollo se ve como resultado de procesos altamente artificiales en donde
la mediacion de instrumentos desempefia una funcion principal, de acuerdo a Vygotsky el te-
ma central de su psicologia es mediacion. A través de la mediacién (material y simbidtica) la
cognicion humana se involucra en relaciones con el ambiente material y social, las cuales son

fundamentalmente diferentes de relaciones no mediadas.
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2.5.3. Modelo Psicologico de Instrumentos

Un instrumento es cualquier objeto que un sujeto asocia con su accion, con el fin de llevar a ca-
bo una tarea. En una actividad instrumentada, el objeto es un artefacto (un objeto hecho, como
una herramienta o maquina, que ha sido disefiado para una tarea especifica) (Vérillon, 2000).
De acuerdo a Vérillon (2000), las acciones instrumentadas pueden ser de naturaleza pragma-
tica, epistémica o semidtica. Un uso pragmdtico de un instrumento, es en donde él mismo es
utilizado para transformar un objeto u otro aspecto del ambiente, por ejemplo utilizar una goma
para borrar marcas de 1dpiz. Un uso epistémico de un instrumento, es en donde él mismo es
utilizado para proporcionar informacion sobre el ambiente, por ejemplo un termémetro mide
la temperatura. Finalmente el uso semidtico o comunicativo, es un instrumento que es utilizado
para transformar informacién de una persona. Vérillon (2000, p.7)) indica que lo anterior requie-
re el conocimiento de cddigos verbales, gestuales y gréaficos. También reconoce que en ciertas
circunstancias puede ser una mezcla, “actividad instrumentada, ya sea material o semidtica, ge-

neralmente consiste de ambas fases pragmaticas y epistémicas” (Vérillon, 2000, p. 6).

Vérillon (2000), propone un modelo de actividad instrumentada situada (SIA) en donde sub-
raya las relaciones multiples dentro de una actividad instrumentada, las cuales incluyen el su-
jeto, el instrumento y el objeto hacia el cual se dirige la accién instrumentada. La Figura 2.1
ilustra este modelo. Muestra que en el andlisis de la actividad ademds de considerar las inter-
acciones directas sujeto-instrumento (s-1) y sujeto-objeto (s-0), debe considerar la interaccion
instrumento-objeto (i-0) y la interaccién indirecta a través de la mediacion del instrumento (s(i)-

0).

task
instrument

Figura 2.1: Modelo SIA
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El modelo SIA se puede ajustar para aplicarse a situaciones instrumentadas semidticamente. Vy-
gotsky (1985) se refiere a instrumentos semiéticos (simbolos, codigos, mapas, diagramas, etc.)
como instrumentos psiquicos. “El instrumento psiquico basicamente difiere de un instrumento
técnico en la direccion de su accidn. El instrumento psiquico no provoca un cambio en un objeto,
su fin es influenciar su propio comportamiento o el de otro” (Vygotsky, 1985, p. 43). Conside-
rando ese punto de vista el modelo debe representar la interaccion que se lleva a cabo entre dos
sujetos: un transmisor y un receptor. Ademas, debido a que los instrumentos semidticos tienen
el fin de modificar la informacidn del receptor o sus representaciones, se introduce un cuarto
elemento al modelo SIA: el referente (r), la informacion o representacion inicial (Figura 2.2). El

referente es el objeto al cual se actia la accion instrumentada del transmisor.

/' -lﬂ-\h

= \ e
:uh.lnl :| . .._..

Figura 2.2: Modelo SIA Modificado

En situaciones instrumentadas semidticamente, la mediacion se presenta en dos formas: media-
cién de la accién del transmisor sobre el receptor y la mediacién al objeto de referencia comiin

a ambos.
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2.6. Génesis Instrumental

2.6.1. Introduccion

En los primeros anos de ser introducido, la secuencia de caja-blanca/caja-negra dominaba la
discusion de dlgebra computacional. En un proceso de caja negra no se sabe el mecanismo de
resolucion y en un proceso de caja blanca se tiene la informacion sobre él. Buchberger (1989)
sugirié que los alumnos solo deben utilizar dlgebra computacional para tareas que pueden hacer
a mano. Dicha estrategia dice que hasta que el alumno domine un tema nuevo podra utilizar
algebra computacional. Bajo esta condicion al utilizar el dlgebra computacional (caja-negra),
el alumno es capaz de saber que hay dentro del proceso. Mientras que en la secuencia caja-
negra/caja-blanca se invierte el orden, primero se utiliza el dlgebra computacional. Proponentes
de este enfoque, utilizan el sistema de dlgebra computacion (CAS) como un generador de ejem-
plos y como una herramienta de exploracién para provocar curiosidad, y poder llevar a cabo

descubrimientos interesantes (Drijvers, 1995).

Heid (1988), demostr6 que CAS puede facilitar el desarrollo de conceptos matematicos. La
experimentacion se llevé a cabo con alumnos de primer afio de la Universidad inscritos en un
curso de cdlculo. El experimento consisti6 en el uso de CAS para la formulacién del concepto
de la derivada utilizando graficas y la combinacion de representaciones. Las técnicas de diferen-
ciacion fueron ensefadas hasta el final del curso. Los resultados del experimento de concepto
primero, indican que al desarrollo de conceptos puede preceder el aprendizaje de técnicas. Heid
sugirié que el uso de CAS puede provocar una re-secuencia de conceptos y habilidades en los

cursos de matematicas.

Cuando se introdujeron las calculadoras graficas en la educacidn, fue evidente que los alum-
nos tenian dificultades en la interpretacion de las representaciones graficas que aparecian en la
pantalla de la calculadora (Goldenberg, 1987; Hillel et al., 1992). Guin y Trouche (1999), obser-
varon que la confusién de los alumnos se debe al no poder distinguir entre el objeto matemético

y su representacion en la calculadora.

2.6.2. Génisis Instrumental

Dentro del campo de la ergonomia cognitiva, que tiene que ver con procesos mentales (percep-
cién, memoria, razonamiento y respuesta ideomotor) y en como afectan las interacciones entre
humanos y otros elementos de un sistema, el cual se apoyan en la idea de instrumentacién (Vé-

rillon y Rabardel, 1995). Los investigadores de la ergonomia cognitiva se enfocan en estudiar
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procesos de aprendizaje profesionales, que se llevan a cabo en ambientes tecnolégicamente com-
plejos. Por ejemplo para el entrenamiento de pilotos de avion o cirujanos, se han desarrollado

herramientas conceptuales adaptadas para el estudio de este tipo de procesos de aprendizaje.

Para entender el uso de dichas herramientas conceptuales, debemos enfocarnos en el concep-
to de instrumento (Artigue, 2002). El instrumento es diferente al objeto (material), el cual se
conoce como artefacto. Por lo tanto el instrumento es una entidad mixta, parte artefacto y parte
esquemas cognitivos que lo hacen un instrumento. Inicialmente, para un individuo el artefacto
no tiene valor instrumental. La transformacion de artefacto a instrumento se lleva a cabo por
un proceso conocido como Génisis instrumental, 1o cual involucra la apropiaciéon de esquemas

sociales pre-existentes.

La Génesis instrumental puede funcionar de dos formas. La primera forma es dirigida hacia
el instrumento. En donde progresivamente se carga con potencialidades y eventualmente tiene
un uso especifico; conocido como la Instrumentalizacion del artefacto. Por otra parte, la Génesis
instrumental esta dirigida hacia el sujeto, lo cual resulta en la apropiacion de esquemas de accion
instrumentado que se convierten en técnicas y permiten una respuesta eficaz a tareas dadas. Lo
anterior se conoce como Instrumentacion. Para entender y promover la Génesis para aprendices
es necesario identificar las restricciones inducidas por el instrumento, existen las restricciones
internas y de interface (Balacheff, 1994). Ademas, es necesario identificar el potencial ofrecido

por el trabajo con instrumentos.

Por lo tanto, la Génesis instrumental es el proceso de la construccidn de esquemas que consiste
en técnicas y concepciones, que le dan significado a las mismas. La teoria de instrumentacién
estd en linea con las opiniones sobre el rol de simbolos en la educaciéon matematica (Gravemeijer
et al., 2000). El valor de la teoria de la Instrumentacién es que proporciona una forma especifica
para ver la interaccién entre los alumnos y la herramienta tecnoldgica, en particular demuestra

como los obstaculos técnicos pueden ser relacionados a dificultades conceptuales.

La actividad humana puede ser descrita como técnicas, un conjunto de gestos construidos por el
sujeto para realizar una tarea (Lagrange, 2000). Un gesto es un bloque bésico de actividad que
tiene varias funciones (Trouche, 2000). Para estudiar la funcién de un gesto, se debe considerar
la actividad realizada por el alumno para lograr la tarea. Una técnica instrumentada se lleva a
cabo cuando el conjunto de gestos son instrumentados, es decir, que los gestos son articulados

hacia el instrumento.
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2.6.3. Complejidad de la Génisis Instrumental

En la década pasada, se llevé a cabo un extenso estudio sobre la tecnologia en la ensefianza de
las matemadticas (Legrange et al., 2001, 2002). El objetivo del estudio, fue estudiar los proble-
mas de la integracion de tecnologia en la ensefanza de las matematicas y como se entienden
mejor las dificultades de la integracion, examinando el potencial y las limitaciones de las inves-
tigaciones en dicho campo. Este estudio sugirié que la Instrumentacion puede ser un proceso
muy complejo y costoso. Estudios realizados por Trouche (1997) y Defouad (2000) ayudan en

la comprension de algunas de las complejidades de la Instrumentacion.

Investigaciones hechas por Trouche (1997), observaron la diversidad de relaciones instrumenta-
les que el alumno desarrolla. La tesis de Trouche (1997), se enfoc6 en la conceptualizacion de la
nocion del limite utilizando calculadoras gréficas y calculadoras simbdlicas. Debido a la diver-

2 13

sidad, Trouche introdujo cinco perfiles extremos, los cuales el llam6 “tedrico”, “racionalista”,
“académico”, “generalista” y “experimentalista”. Estos perfiles son caracterizados por el tipo de
recursos que favorece el alumno, el meta-conocimiento que tiende a activar y los modelos de
validacion utilizados (Trouche, 2000). Por ejemplo, el “generalista” estd caracterizado a través
de los ejes: calculadora, investigacion y acumulacién; mientas que el “racionalista’” estd caracte-
rizado por: l4piz y papel, inferencia y demostracion matemadtica; y el “tedrico” por: referencias,
interpretacion y analogia. Trouche (2000), demostré que las diferencias en los perfiles de los
estudiantes tienen efectos significativos en la Génesis instrumental de las calculadoras graficas

y simbdlicas.

Los andlisis mds precisos sobre el trabajo de alumnos con calculadoras simbdlicas, demuestran
una gran variedad en los métodos de trabajo (Drijvers, 2000). Guin y Trouche (2002), clasifica-
ron cinco comportamientos extremos, los cuales son muy similares a los perfiles observados por

Trouche (2000). Los cinco tipos de métodos de trabajo son:

» Método de trabajo teorico: caracterizado por el uso de referencias matematicas como un
recurso sistematico. El razonamiento estd esencialmente basado en analogias e interpreta-
ciones excesivas de hechos, con procesos de verificacion de los resultados de la calcula-

dora.

» Método de trabajo raciona: caracterizado por el uso reducido de la calculadora, gene-
ralmente trabajan en un ambiente tradicional (14piz y papel). El alumno tiene un manejo
fuerte de procesos como inferencia, razonamiento y su manipulacion para resolver pro-

blemas.
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= Método de trabajo mecdnico: en donde las fuentes de informacién mas o menos son res-
tringidas a las investigaciones de calculadora y manipulaciones sencillas. Sin embargo, el
razonamiento es debido a la acumulacion de los resultados de la calculadora. EI manejo

de procesos es relativamente débil, debido a que evita referencias matematicas.

» Método de trabajo ingenioso: caracterizado por la exploracién de todas las fuentes de
informacién disponibles (calculadora, 1apiz y papel, libros de texto, etc.). El razonamiento
estd fundamentado en la comparacion y confrontacion de dicha informacién con un grado

regular del manejo de procesos.

» Método de trabajo aleatorio: caracterizado por las dificultades con en manejo de la calcu-
ladora, con lapiz y papel. Las tareas se llevan a cabo por medios de estrategias de cortar
y pegar las soluciones previamente memorizadas. Por lo tanto, el manejo de procesos
débiles del alumno se revela al utilizar procesos de prueba y error con referencias muy li-
mitadas a las herramientas de entendimiento y sin estrategias de verificacion del resultado

de la calculadora

La tesis de Defouad (2000), se enfocé en la instrumentacion de la calculadora T1-92 y el estudio
de variaciones de funciones. La experimentacién se llevo a acabo con alumnos del grado 11
(pendltimo afio de preparatoria), ellos tuvieron la calculadora TI-92 por un afio académico. Este
estudio demostro la complejidad de los procesos de instrumentacion. La Génesis instrumental
se desarrolla con el tiempo, en formas que no refleja la ensefianza formal dedicada al tema de
variacion de funciones. Ademds, habia una tendencia entre los alumnos de darle mas importan-
cia a la busqueda de coherencia entre la informacién que proporcionaban las diferentes fuentes
(cédlculos simbdlicos, representaciones graficas y valores aproximados), en lugar de buscar un

argumento decisivo.

Con las entrevistas de algunos alumnos, Defouad (2000) identific varias fases en la instrumen-
tacion. En la primera fase, los alumnos seguian dependiendo de las representaciones graficas
para el estudio de funciones. En esta fase, el uso de cdlculo formal en la aplicaciéon “HOME” de
la calculadora simbdlica fue marginal, a pesar de su potencial. En la siguiente fase, denominada
la “fase intermedia”, la aplicacién grafica sigue siendo la més utilizada pero HOME empieza
a emerger como una herramienta de solucién y una conexién entre las diferentes aplicaciones
que se desarrollan. Finalmente, en la dltima fase conocida como la “fase de cdlculo”, se logra

desarrollar una conexion entre las aplicaciones.

Analizando las diferentes fases y la ensefianza formal, se llegé a las siguientes observaciones. En

el primer afio del experimento, los alumnos aplicaron HOME muy lentamente con diferencias
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claras debido a su perfil personal. El desarrollo del conocimiento matematico, fue importante
en la apropiacion progresiva. En la primera fase, a pesar de utilizar HOME para calcular de-
rivadas, regresaron a la aplicacién grafica en el momento de que la situacién o los resultados
proporcionados por la calculadora se hicieron mds complejos. No lograban emplear estrategias
economicas utiles en la TI-92, preferian estrategias de sobre verificacion. La conexion eficiente
entre las aplicaciones algebraicas y gréificas, requerian mas tiempo para desarrollarse de lo que

se esperaba.

La Génesis instrumental, involucra una evolucion de roles de diferentes aplicaciones de la calcu-
ladora. Durante la primera fase de la Génesis, la aplicacion grafica fue la herramienta principal
en exploracion y resolucion; la aplicacion de Table (tabla numérica de la gréfica), la cual tuvo
un rol central; la aplicacion simbdlica HOME tuvo un rol minimo. En la segunda fase, aun-
que la aplicacion gréfica sigue como la herramienta predominante, HOME es mas usado en el
calculo de valores exactos para la funcién y su derivada, para calcular limites, o para verificar
algunos resultados graficos. En la tercera fase ocurre una inversion; la aplicacion simbdlica se
convirti6 en la herramienta predominante en el proceso de resolucion, en conjunto con trabajo de
lapiz y papel, mientras que la aplicacién gréfica se convirtid principalmente en una herramienta

heuristica, para anticipacion y control.

2.6.4. Técnicas Instrumentadas

Artigue (2002) identificé dos fuentes complementarias, de las cuales el trabajo matematico ins-
trumentado por CAS puede ayudar en la conceptualizacién y en la progresion de conocimiento
matematico. La primera fuente tiene que ver con el dominio de técnicas instrumentadas. La otra
fuente, trata las nuevas posibilidades ofrecidas por el trabajo instrumentado, esta fuente es mds

facil de identificar y por lo tanto estd mas reconocida en la literatura sobre CAS.

2.7. Educacion Matematica Realistica y

Algebra Computacional

Las matematicas se consideran una actividad humana (Freudenthal, 1991). Van Reeuwijk (1995)
propone las siguientes caracteristicas para la educacién matemdtica realistica (RME): mundo
real, producciones y construcciones libres, matematizacion, interaccion y aprendizaje integra-
do. Una extensa discusion sobre la RME, se puede encontrar en Freudenthal (1991), Delange
(1987) y Trefters (1987).

Pégina 31 Facultad de Ingenieria Quimica



2.7. Educacion Matemdtica Realistica y
Algebra Computacional

Con respecto a la caracteristica de mundo real, se refiere a que el aprendizaje de las matemati-
cas empieza a partir de situaciones problema que los alumnos perciben como real o realistico.
Pueden ser contextos de la vida cotidiana, pero también pueden salir de situaciones matematicas

que son significativas y naturales para el alumno.

La caracteristica de producciones y construcciones libres en la teoria, es en donde los alumnos
tienen la oportunidad de desarrollar sus propias estrategias de resolucién de problemas infor-
males, que pueden llevar a la construccion de procedimientos de solucion. Los modelos que se
desarrollan gradualmente, se convierten en modelos genéricos para un tipo de situaciones. Este
proceso de reinvencion de abajo hacia arriba, es guiado por el maestro y los materiales de ins-

truccion. El concepto de reinvencion guiada es esencial en RME.

Organizar los fendmenos de acuerdo a la matematizacién, es importante en el aprendizaje de
matematicas. Generalmente se distinguen dos tipos de matematizacion, horizontal y vertical. La
matematizacion horizontal se refiere, a modelar la situacién problema en forma matemadtica y
viceversa. Mientras que la matematizacion vertical, se refiere al proceso de obtener un nivel su-

perior de abstraccién matematica.

Las interacciones entre alumnos, entre alumnos y el maestro, son importantes en la RME; debi-
do a que la discusion y cooperacién entre ellos, mejoran la reflexion que es esencia en el proceso

de matematizacion.

En Ia filosofia de la RME, se deben integrar a un plan de estudios diferentes temas matematicos.
El alumno debe desarrollar una visién integrada de las matemaéticas, ademds de la flexibilidad

de conectar los diferentes sub-dominios.

La idea de tecnologia como un catalizador para la realizacién de la RME, se ha estudiado pro-
fundamente. Drijvers y Doorman (1997), describen el uso potencial de la calculadora gréfica en
el proceso de matematizacion, exploracion, integracion y flexibilidad. Drijvers (2000), lleg6 a
las siguientes tres suposiciones sobre los posible beneficios de utilizar dlgebra computacional

para realizar los objetivos de la RME.

1. Matematizacion horizontal: Utilizando dispositivos de dlgebra computacional, se permite
que la atencion de los alumnos cambie de operaciones puramente algoritmicas a la tra-
duccidén de problemas realisticos, a la modelacién matematica y a la interpretacién de los
resultados con respecto al contexto. Liberando al alumno del trabajo técnico, que puede

ser la solucidn para la matematizacion horizontal.
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2. Exploracion: Debido a su retroalimentacion directa, la herramienta de algebra compu-
tacional ofrece diferentes oportunidades para las actividades de exploracién. Tareas de
descubrimiento y clasificacion, pueden facilitar que a través de la reflexion y la generali-
zacion se llegue a la reinvencién de propiedades o teoremas. CAS puede lograr la matema-
tizacion vertical similar a otros dispositivos tecnoldgicos que sirven como instrumentos de
investigacion, pero el dlgebra dentro del sistema proporciona nuevas oportunidades como

técnicas algebraicas.

3. Integracion flexible de diferentes representaciones: Utilizar CAS permite que el alumno
cambie ficilmente entre representaciones matemdticas, como graficas, tablas y férmu-
las. Lo anterior, significa un uso flexible e integrado de las representaciones que serdn
percibidas como diferente pero relacionadas. La forma sofisticada de representar y edi-
tar formulas no es exclusiva de CAS, solo que es el punto débil de otras herramientas

tecnoldgicas.

Drijvers (2000), también postul6 los siguientes tres conflictos posibles entre la teoria de la RME
y el uso de CAS:

1. Herramienta de arriba hacia abajo: Ya que CAS estd muy avanzada matemdaticamente,
existe el riesgo que los resultados sean obtenidos de una manera ?arriba hacia abajo?.
Debido a que todo ya estd inventado, estos puede frustrar la motivacion del alumno para

construir y reinventar, a menos que se tomen medidas didécticas adecuadas.

2. Caja Negra: Tipicamente CAS no da informacion sobre cdmo se obtuvieron los resulta-
dos, el software es una caja negra que no ensefia el método utilizado. Generalmente, los
métodos, aunque sean problemas sencillos, son mas sofisticados que los métodos que los

alumnos hubieran utilizado. Claramente el CAS no apoya estrategias bdsicas o informales.

3. Idiosincrasia: Como una herramienta para un usuario aprendiz, CAS no es muy flexible.
La introduccién de datos requiere una sintaxis estricta y el resultado puede ser presentado
en formas desconocidas. El lenguaje CAS es diferente de lenguaje matematico y natural, y
el sistema no permite lenguaje informal. Cada CAS tiene sus propias reglas, restricciones
y habitos. Por lo tanto, los alumnos pueden percibir a CAS como una herramienta idiosin-
crasica en lugar de un instrumento flexible y natural que puede adaptarse a sus notaciones
informales y estrategias. Lo cual hace, que la Génesis instrumental sea un proceso muy
dificil (Guin y Trouche, 1999).

Después de su experimentacion, Drijvers (2000) analizé las experiencias que los alumnos tuvie-

ron con élgebra computacional y concluyd los siguientes obstaculos:
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1. La diferencia entre las representaciones algebraicas proporcionadas por CAS y aquellas

que los alumnos esperan y conciben como ?sencillo?.

2. La diferencia entre cdlculos numéricos y algebraicos, y la forma implicita en la que CAS

maneja la diferencia.

3. Las limitaciones de CAS y la dificultad en proporcionar estrategias algebraicas para ayu-
dar a CAS a superar dichas limitaciones.

4. Lainhabilidad de decidir cudndo y cémo el dlgebra computacional puede ser util.
5. La concepcion flexible de variables y parametros que el uso de CAS requiere.

Los cinco obstaculos son relacionados entre si y tienen una doble naturaleza comun. Existe un
componente tecnoldgico y otro relacionado al dispositivo, pero para tratarlos adecuadamente
requieren de comprension matemadtica. Solo el quinto obstdculo puede ser considerado matema-

tico, aqui la falta de comprension se hace mds explicita al usar CAS.

2.8. Tarea - Técnica - Teoria

El enfoque instrumental, es una herramienta que ha sido reconocida para el andlisis de procesos
de ensefianza y aprendizaje en un ambiente CAS (Artigue, 2002; Lagrange, 2003). De acuerdo a
Monaghan (2007), este enfoque abarca elementos de ergonomia cognitiva (Vérillon y Rabardel,
1995) y la teoria antropoldgica didactica (Chevallard, 1999). En la teoria antropolédgica didacti-
ca, Chevallard (1999) observa que los objetos matematicos emergen en un sistema de practicas
que son caracterizadas por cuatro componentes: tarea, en donde el objeto se encuentra; técnica,
utilizada para resolver la tarea; tecnologia, el medio que explica y justifica la técnica; y teoria,

el discurso que proporciona la base estructural para la tecnologia.

Artigue (2002) redujo los cuatro componentes de Chevallard a tres: farea, tecnologia y teo-
ria. El componente de feoria de Artigue combina los componentes de tecnologia y teoria de
Chevallard. Dentro de este marco tedrico (Tarea - Técnica - Teoria), una técnica es el conjunto
complejo de razonamiento y trabajo de rutina, y tiene valores pragmaticos y epistémicos (Arti-
gue, 2002). Su rol pragmatico se debe a que se realiza una tarea (Lagrange, 2003). Con respecto

a su valor epistémico, Lagrange (2003) argumenta que:

La técnica tiene un rol epistémico al contribuir al entendimiento del objeto que trata, parti-

cularmente durante su elaboracion. También sirve como un objeto para la reflexion conceptual
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al ser comparado con otras técnicas 'y cuando se discute con respecto a su consistencia. (p.271)

De acuerdo a Lagrange (2005), la consistencia y efectividad de la técnica son discutidos en
el nivel tedrico. El valor epistémico de las técnicas es importante en el estudio de las reflexiones

conceptuales de los alumnos dentro del ambiente CAS.

Guzman, Kieran y Martinez (2011), demostraron el rol epistémico de la técnica CAS, en el
sentido de que el uso de CAS provoca una reflexién espontanea tedrica en los alumnos, que les
permitié pensar en nuevas técnicas para la simplificacion de expresiones racionales. Dicho rol
también fue evidente en el uso del lenguaje de los alumnos, por ejemplo el progreso de “cancelar

y dividir” a términos que involucran la division de polinomios.

2.8.1. Diseno de Actividades

Se pueden disefar actividades bajo el esquema de tarea - técnica - tecnologia (TTT), dentro de
un ambiente CAS para resolver una tarea. Es importante observar, que la tarea se refiere a una
pregunta dentro de una actividad. De acuerdo a Kieran y Saldanha (2008), la actividad es un
conjunto de preguntas relacionadas con una tarea central. Las actividades son disefiadas de tal
manera que las preguntas tedricas y técnicas son centrales, tal que, el alumno tiene la oportu-
nidad de reflexionar sobre los aspectos técnicos y tedricos en un ambiente tradicional (1apiz y

papel) y en un ambiente CAS.

Lagrange (2003), describi6 el caso en donde maestros franceses utilizaron el comando Derive
(derivar) en las clases de édlgebra con la intencion de que el software de manipulacién simbdlica
disminuyera la carga técnica y pudieran hacer hincapi€ a la actividad conceptual. Sin embargo,
el resultado fue que no hubo desarrollo técnico ni conceptual. Lagrange (2003), observé que
aunque el software proporciono un cdlculo més fécil, no mejoro el entendimiento o reflexion del

alumno.

En el disefio de actividades educativas, la pregunta clave es cudles problemas significativos
fomentan el desarrollo cognitivo de acuerdo a la trayectoria de aprendizaje hipotético. Tres prin-
cipios de disefio gufan el proceso: reinvencion guiada, fenomenologia didéactica y modelos de
mediacién (Drijvers, 2003). Drijvers también sugirié que se debe poner mds atencién al rol de

la parte tradicional (14piz y papel) y las discusiones de clase.
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2.8.2. Propuesta Alterna para la Enseianza del Concepto de Derivada

Andreu y Riestra (2005), proponen una alternativa para la ensefianza del concepto de derivada
desde una perspectiva historico-epistemologica. Se enfocaron en casos de maximizacion, ha-
ciendo la observacion que los ceros de la derivada pueden indicar maximos o minimos. Propo-
nen la funcién P(h) = f(x+h) — f(x), aplicando el teorema del factor se obtiene P(h) = hQ(h),
en donde Q(h) representa la derivada. Implicitamente se consideran tres conceptos importantes

en su enfoque:
1. Comportamiento cuando 4 tiende a cero
2. f(x+h)

3. f(x+h)— f(x)

2.9. Exposicion de la Propuesta

Se propone la conceptualizacion del célculo diferencial. Un punto de partida es la derivada como
funcidn y sus diferentes representaciones. Al observar la figura 3, en el centro se encuentra una
de las formas mds convencionales de representar una derivada, con la notacién f’(x). Siguiendo
las flechas se puede apreciar la relacion que existe entre las diferentes representaciones. De tal

manera, que se obtienen los siguientes siete temas principales:
1. Diferencias
2. Pendientes
3. Pendiente como funcién
4. Limites
5. Lineas secantes y tangentes
6. Funcion derivada
7. Aplicaciones

El dltimo tema no aparece dentro de la Figura 2.3, pero se considera crucial dentro de la ense-
nanza y aprendizaje del célculo diferencial. Los siete temas mencionados, son las actividades

que constituyen el trabajo de tesis.
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flx+Ax)- f(x)
Ax

lim

e N
T f(x)

Figura 2.3: Diferentes representaciones de la derivada

El contenido de las actividades en términos generales, es la aplicacion de las técnicas de la

educacion matematica realistica (RME). La estrategia general empleada es la siguiente:
1. Introduccién de un concepto dentro de la vida cotidiana o una situacion real.
2. Libertad de construir o llegar al concepto a través de observaciones (expresion creada).

3. Reinvencién del concepto o la expresion creada a través de discusiones con integrantes

del equipo, la clase y el profesor

La estrategia anterior, encapsula lo fundamental de la RME. Ademads de la mediacién por el
profesor en el paso tres, se lleva a cabo la mediacion por la calculadora simbodlica TI NSPIRE
CX CAS como apoyo para la construcciéon de conocimientos. Aprovechando la versatilidad de
la calculadora simbdlica, se presenta la oportunidad de manipular las diferentes representacio-
nes y ademads, observar el mismo fendmeno en diferentes perspectivas, con el fin de lograr la

matematizacion.

Ademas de las secciones del trabajo tradicional (lapiz y papel) y la tecnoldgica (con CAS),

en este trabajo de tesis se implementd una seccion de simbolizacion.
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En este trabajo de tesis, se van a disefiar actividades de aprendizaje para la conceptualizacion
del célculo diferencial. Las mismas tienen el soporte tedrico T-T-T (Artigue, 2002). Estan es-
tructuradas en tres partes: por una seccion de lapiz y papel, otra utilizando el sistema CAS y la

tercera es una parte de simbolizacion. Estas actividades, contienen los siguientes temas:
1. Diferencias
2. Pendientes
3. Pendiente como funcion
4. Limites
5. Lineas secantes y tangentes
6. Funcion derivada
7. Aplicaciones

Las experimentaciones llevadas a cabo fueron: una informal para el disefio de una primera ver-
sién, y otra formal para ver cuestiones conceptuales y didacticas. Y finalmente una experimen-

tacion piloto para obtener la propuesta final.

3.1. Propuesta y Experimentacion Informal

El primer borrador de éstas, se desarrollé con los temas de célculo diferencial de acuerdo al
programa del primer médulo de la carrera de Ingenieria Quimica; asi como, de libros de texto
como Anton et al. (2009), Tan (2011), Stewart (2008), Larson y Edwards (2010), y Hass et

al. (2009). Para el disefio de la primera version, fue importante la formulacion de preguntas
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asociadas con los conceptos. Se analizaron las diferentes técnicas de ensefianza de los autores
mencionados anteriormente, en conjunto con experiencias previas de los investigadores para

disenar las mismas. En términos generales, la primera version contiene lo siguiente:
Actividad 1 Diferencias

= Significado de una diferencia matematica

Secuencia de nimeros para plantear el operador A

Manejo de subindices (u;)

Significado del operador A

Introduccion basica de algunas idiosincrasias de la calculadora Ti-nspire CX CAS
Actividad 2 Pendientes

= Regla de tres y su relacién con la pendiente

= Introduccién de la ecuacion lineal, y = mx + b

= La ecuacion lineal a partir de dos puntos

= Manejo de datos y estadisticas, regresion lineal y exponencial, y grafica de datos

dentro de la calculadora Ti-nspire CX CAS

Actividad 3 Pendiente como funcion

» Desarrollo de la expresién m = W a partir de m = fﬁ
» Significado de la variable A
= Comportamiento de ]w cuando / se acerca a cero

Actividad 4 Limites

= Diferencia entre una velocidad promedio e instantdnea y su significado
= Introduccion a limites laterales

= Uso de la aplicacion “grafica” para funciones
Actividad 5 Lineas secantes y tangentes

= Lineas secantes y tangentes, y su relacion con cambios promedios e instantdneos
= Relacidn entre lineas secantes y tangentes

= Limites y su relacion con lineas secantes y tangentes
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Actividad 6 Funcion derivada

= Concepto de la derivada
= Relacion entre una derivada y su linea tangente

» Reglas de diferenciacion
Actividad 7 Aplicacion de derivada

= Funciones crecientes y decrecientes, y su relacion con la derivada
= Concavidad y su significado matemético

= Comprobacion grifica de crecimiento, decrecimiento y concavidad con la calcula-
dora Ti-nspire CX CAS

La primera version de las actividades se encuentra en el anexo A, las cuales fueron experimen-
tadas con varios alumnos de nivel medio superior. Cabe mencionar, que dichos alumnos no las
realizaron en su totalidad; por lo tanto, se considera una experimentacion informal. Dentro de
ésta, se llevaron a cabo discusiones extensivas entre el investigador y los estudiantes sobre los
cuestionamientos, su significado y cémo adaptar los mismos con respecto a su claridad. Este
proceso ocurri6 hasta que las actividades se consideraron adecuadas. Los cambios realizados se
explican en la seccion 3.4, mientras que las diferentes versiones de las actividades se encuentran

en el anexo A.

3.2. Experimentacion Formal

Se hizo la propuesta de siete actividades, las cuales se mencionan anteriormente. Dentro de esta
etapa se llevaron a cabo dos experimentaciones. En la primera, las actividades propuestas se
aplicaron a dos alumnos los cuales trabajaron en equipo y fueron elegidos porque se conside-
raron con conocimientos avanzados de calculo diferencial. Se les proporcion6 una calculadora
TI-nspire CX CAS, la actividad y un ldpiz, para trabajar sin limite de tiempo. Esta fase tuvo
como proposito, revisar la estructura conceptual de las actividades. Posteriormente, se hicieron

modificaciones considerando las discusiones y observaciones de los alumnos y el investigador.

Se llev6 a cabo una segunda fase, aplicando las actividades modificadas a los alumnos que
tenian nocidn de los conceptos involucrados, pero no lo dominan completamente. Lo anterior,
para revisar la estructura did4ctica de las mismas. Dichos alumnos acreditaron el curso de ma-
temadticas I y actualmente se encuentran cursando matematicas II. Bajo las mismas condiciones
de la primera fase, se les proporciond una calculadora, la actividad y lapiz. Posteriormente se

realizaron modificaciones con el mismo esquema que en la primera fase.
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3.3. Experimentacion Piloto

En esta etapa participaron nueve alumnos, inscritos en la materia de matematicas II de la ca-
rrera de Ingeniera Quimica. Trabajaron en equipos de tres personas, en donde cada integrante
tuvo un rol especifico (lider, majeo de calculadora y manejo de la actividad) que cambi6 en
cada actividad. Se proporcioné una calculadora TI-nspire CX CAS, la actividad respectiva, un
lapiz y hojas en blanco para cualquier anotacion. Las interacciones y discusiones entre ellos, y

los investigadores, fueron grabadas con una cdmara de video para ser analizadas posteriormente.

Con las evidencias de la experimentacion piloto, se prestd atencion especial en las discusiones
entre el investigador y los alumnos. De tal manera que, se introdujo una seccion de discusiones
grupales en las actividades y se formuld una guia para el maestro que las aplicard. Dentro de
esta, se consideran las discusiones grupales que se llevardn a cabo en cada actividad, ademas se

proporcionan los puntos claves de cada discusion y algunas sugerencias de como realizarlas.

3.4. Diseino y Rediseno de las Actividades

En ésta seccion se presentan los cambios realizados en las actividades. La primera versién de
las actividades fue disefiada de tal forma, que cumplieran los objetivos de las mismas. Estas se
cambiaron de acuerdo a las observaciones de la experimentacion informal e informal, la cual in-
cluye la parte conceptual y didactica. El redisefio se llevo a cabo en dos etapas, de forma similar

a las etapas de experimentacion.

En la primera etapa de redisefio se consideraron las actividades realizadas por Carolina, Os-
car, Anthony y Oscar, y Paty e Isaac. Las actividades realizadas por Carolina, Oscar, y Anthony
y Oscar se consideran parte de la experimentacién informal, ya que no hicieron las siete que
constituyen el trabajo completo. Mientras que las actividades realizadas por Paty e Isaac, fueron
la experimentacion formal de la parte conceptual. Ambas experimentaciones, fueron considera-
das para el redisefio. Es importante observar que la experimentacion informal se llevd a cabo

antes de la formal parte conceptual.

Para la segunda etapa de redisefio se consider$ el andlisis de la experimentaciéon formal par-
te didactica, la cual fue realizada por Ulises y Edgar. Se llevaron a cabo discusiones profundas
con los asesores, sobre el contenido y la estructura de las actividades. Cada inciso se analiz6 con
base en su claridad y en cémo contribuia a la actividad. Lo anterior es algo distinto a la primera

etapa, en donde sélo de analiz6 la claridad de las preguntas. Se puede considerar que segunda
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etapa de rediseflo, asegurdé que hubiera una fluidez dentro de las actividades. Las que resultaron
de la segunda etapa de redisefio, serdn aplicadas en la experimentacion piloto.
Los objetivos de cada actividad son los siguientes:

1. Diferencias

= Entender el concepto de una diferencia matematica

» Formular y aplicar los conceptos de Ax y Ay
2. Pendientes

= Formular el concepto de la pendiente
= Llegar a la derivacion de la ecuacion de una linea recta
» Formular y aplicar la expresion Ax/Ay
3. Pendiente como funcién
= Desarrollar la expresion w
= Llegar al significado de la variable h

4. Limites

= Comparar un cambio promedio y un cambio instantdneo
= Entender el concepto de limite matematico

= Comprobar grificamente y analiticamente el limite
5. Lineas secantes y tangentes

= Definir el concepto de una linea tangente y secante
= Entender la relacion que existe entre las lineas tangentes y secantes

= Definir la diferencia entre un cambio promedio y un cambio instantaneo
6. Funcion derivada

= Introducir el concepto fundamental de la derivada

= Formular la funcién derivada
7. Aplicaciones

= Entender el concepto de maximo, minimo y punto de inflexion
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» Formular el significado matemético del mdximo, minimo y punto de inflexién

= Entender como las derivadas influyen en la forma de la grafica de una funcién

3.4.1. Primer Etapa

En ésta seccion, se resumen los cambios hechos después de analizar las actividades realizadas,
los cuales se presentan en una tabla de tres columnas. La columna etiquetada “Dénde” indica la
ubicacion del cambio realizado, “Qué” representa cudl fue el cambio, mientras que “Por qué”
explica el motivo. Dentro de la tabla se abrevian los incisos, por ejemplo II-b indica el inciso b

de la parte 2.

Por ejemplo:
En la Tabla 3.1 contiene los cambios después de analizar la actividad 1, version 1, realizada por
Carolina en la fase de experimentacién informal. Los cambios fueron reflejados en la actividad

1 versién 2.

El resto de los cambios realizados dentro de la primera etapa de redisefio se encuentran en el

anexo B.1.

3.4.2. Segunda Etapa

En esta etapa se llevaron a cabo discusiones con los asesores, mientras que se analizaban las
actividades realizadas por Ulises y Edgar. La siguiente seccion resume los cambios hechos, una

descripcion detallada de las actividades se encuentra en la seccién 3.5.

De igual manera se presentan los cambios realizados de la segunda etapa en el anexo B.2.

3.5. Contenido Detallado de las Actividades

En esta seccidn se presenta el contendido detallado de las actividades, explicando en cada una
de ellas la 16gica utilizada en la estructura, la eleccion y formato de las preguntas involucradas
en las mismas. Se abrevian los incisos de la siguiente manera: parte-inciso, por ejemplo II-b co-
rresponde al inciso b de la parte II. Las actividades se encuentran en el anexo C del documento

de tesis.
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Doénde

Qué

Por qué

Péagina 1, texto
antes del inciso
I-a
Pé4gina 1, tabla de
I-a, primera
pregunta
Pé4gina 1, tabla
del I-a, pregunta
4

Pégina 1, I-b

Péagina 1, I-c

Pé4gina 2, texto
entre I-d y I-e

Péagina 3, I-g

Péagina 3, I-i

Cambio de texto

Eliminar

Agregar “a lo
largo de” a la
pregunta

Cambio de texto

Cambio de texto

Eliminar I-e

Agregar texto
Eliminar las
dltimas tres filas
de la tabla
(contienen v; 1)
Agregar una
columna de “Au

en la tabla

2

Para tener mayor claridad. Ademads explica la
definicion de una diferencia y como se utiliza.

No es una situacion real y no contribuye al
concepto de una diferencia aplicada a la vida
cotidiana.

Hace la pregunta mas clara y concisa, ademas
agrega otra dimension de lo que significa una
diferencia.

La pregunta era muy abierta y general, se cambi6
para que observen si hay algunas diferencias
negativas.

La pregunta era muy abierta y general, se cambid
para reflexionar acerca del significado de los
signos matematicos en una diferencia.

Se introdujo el termino v; sin ninguna explicacion.
Una explicacion sobre subindices, v;.

No es claro qué valor toma i, el concepto se
introducird después.

Nuevo acomodo de informacidén para ayudar en el
andlisis.

Tabla 3.1: Cambios realizados al analizar la actividad 1, version 1.
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3.5.1. Actividad 1: Diferencias

Objetivos:

i. Entender el concepto de una diferencia matematica

il. Formular y aplicar los conceptos de Ax y Ay

Para el cumplimiento del objetivo (i), se pretende introducir el concepto de una diferencia ma-
temadtica. En la parte I de la actividad, se hace una introduccion a la definicion de esta y como
se utiliza:
“La diferencia matematica es el resultado de restar, en donde se resta un sustraendo
de un minuendo. Por ejemplo, la diferencia entre 3 (sustraendo) y 8 (minuendo) es
5. En la vida cotidiana cuando se expresa una diferencia, tipicamente se refiere a la
diferencia entre un valor inicial (sustraendo) y un valor final (minuendo). Es decir,

la diferencia es igual al valor final menos el valor inicial’.

En el inciso I-a se presentan situaciones de la vida cotidiana y se debe encontrar la diferencia. La
idea general, es ver como son las diferencias en situaciones donde hay aumento o disminucién
de una cantidad. Por ejemplo dentro del inciso I-a se pregunta:
“Un automovil contiene un tanque de 90 litros. Se llena al comienzo de la semana,
al final de ella se observa que el tanque contiene 32.3 litros. ;Cudl es la diferencia

de litros en el tanque a lo largo de la semana?”

Aqui existe una diferencia negativa. El inciso I-b se enfoca en esta observacion y pregunta sobre
su significado. Para responder el inciso anterior, se debe analizar la tabla del inciso I-a. En el
caso del automovil del inciso I-a, deben observar que hay un consumo de gasolina y una dife-
rencia con un signo negativo. Se espera que asocien lo anterior, de tal manera que entiendan el

significado de cambios negativos, positivos y constantes.

Se introduce el concepto de secuencias, porque es otra forma de representar una diferencia.
En el inciso I-d, se presenta una lista de nimeros en los cuales se debe encontrar la tendencia
uniforme que existe. Lo anterior es importante, para introducir la idea de que algunos cambios

pueden ser constantes.

Otro bloque de incisos se enfoca en el manejo de subindices. El tema se introduce con el si-

guiente texto:
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“Considere el conjunto de datos, en donde i corresponde a una variable indepen-
diente; mientras tanto u corresponde a la variable dependiente. Por lo tanto, u; co-
rresponde a u evaluada en cualquier valor de i. Por ejemplo, u3 indica el valor de u

cuando i es 3 lo cual en la tabla corresponde a 14.”

En el inciso I-e se encuentra la diferencia entre un par de datos, por ejemplo us — uy. Dentro
de este, se escribe lo que representa el dato (us —uy4) y su resultado. Este inciso s6lo se podra

realizar, cuando se entienda lo que significa el simbolo u;.

Para los siguientes incisos se presenta el concepto de A y su significado. En la actividad se

introduce de la siguiente forma:

“En matematicas el operador delta (A) representa un cambio. Siendo un operador
matemadtico, puede aplicarse a cualquier variable. Por ejemplo, Ax representa un
cambio en x mientras que AT representa un cambio en T (muchas veces dicha va-

riable representa una temperatura).”

En el inciso I-f se pide encontrar el valor de Au y Ai para un conjunto de datos. Mientras que en
el inciso I-g se deben observar los resultados del inciso I-f y se buscan relaciones entre ellos. Lo

anterior es importante para formular una representacion algebraica en el inciso I-h.

Hasta este punto, se logré cumplir con los objetivos i y ii. En la parte II de la actividad, se
hace hincapié al significado de qué es una funcién y la relacion entre variables dependientes e
independientes. También se explica como se puede representar una funcion en un plano Carte-

siano.

El trabajo utilizando CAS empieza en el inciso II-a, en donde se presentan unas de las parti-
cularidades del sistema. El inciso dice lo siguiente:

e )
“a) Introduzca la expresion 5X6+*x+x

a la calculadora y presione enter, ;qué obser-
va? Presione el botén 1 en el touch pad y presione enter, ;qué sucede? ;para qué

puede ser ttil la observacién anterior?”

En este inciso se debe observar que CAS reduce expresiones algebraicas y que se puede selec-

cionar un objeto y copiarlo.

Otra particularidad de CAS, es el comando fal que. Se presenta en la actividad de la siguiente

manera:
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“Una herramienta util dentro del sistema CAS, es el comando “tal que” |. Dicho

“__9

comando se elije presionando el botén azul “CTRL” y el botén “=”, el cual se en-

‘6|’9

cuentra debajo de “CTRL” y después se selecciona “I”. La sintaxis para utilizar el

99 99

comando es el siguiente, “funcién | variable = valor”.

Para el inciso II-b se utiliza ese comando para completar la tabla.

3.5.2. Actividad 2: Pendientes

Objetivos:

i. Formular el concepto de la pendiente

ii. Legar a la derivacion de la ecuacion de una linea recta
iii. Formular y aplicar la expresién Ax/Ay

En el inciso I-a relaciona la razén de cambio con una pendiente. Para lograr lo anterior, se lleva
a cabo una regla de tres. Se presenta el siguiente caso y pregunta:
“a) Un carro recorre 245 kilémetros con 18 litros de gasolina.”

“1) Si el mismo carro gasta 30 litros de gasolina, ;qué distancia viaj6?”

La regla de tres es un concepto bdsico, que desde los primeros afios de la preparatoria se espera
que el alumno sea capaz de aplicarlo. El inciso I-a-2, pregunta sobre la 16gica utilizada para
resolver el inciso I-a-1. En el inciso I-a-3, se intenta formular la razén de cambio en kilémetros
por litro de gasolina. Puede ser que el concepto de razon de cambio sea ajeno al alumno en este
momento, pero al indicar las unidades que debe tener, se espera que puedan responder la pre-
gunta. Lo anterior simplifica la produccién de un valor, después de analizar lo anterior se puede

deducir su significado.

Los incisos [-a-4 y I-a-5 tienen el objetivo de deducir la relacién entre una razén de cambio
y la pendiente.
“4) Utilizando el dato original, 18 litros para 245 kilémetros y el dato del problema
1, grafique dichos puntos y trace la recta. Formule una expresion matematica para la
pendiente.”

“5) (Qué relacion hay entre una razén de cambio y una pendiente?”

En los incisos I-b, I-c y I-d se analizan las funciones y sus pendientes. Se hace una introduccién

sobre lo que es una funcién y qué representa. El inciso I-b dice lo siguiente:
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“b) Considere la ecuacion de la recta, y = 2x + 3. Identifique la variable indepen-
diente y la variable dependiente. Elija por lo menos 5 valores dependientes y haga

una tabla con los valores independientes correspondientes.”

Este inciso tiene dos propositos. El primero es observar que se puede definir “y” (dependiente)
y calcular “x” (independiente), algo critico en el aprendizaje de funciones. Otro propdsito, es
ver qué recuerdan de la explicacién de la actividad 1, en donde se explica qué es una variable
dependiente e independiente. El inciso I-d menciona:

“d) Considere los puntos (6, 9) y (0, 11). Sin hacer ningun célculo responda ¢la pen-

diente es positiva o negativa? Compruebe graficamente y después analiticamente.”

Con esta pregunta se trata la pendiente en forma grafica y analitica. Los incisos I-e y I-f se enfo-
can en la generacién de la ecuacién de la pendiente en términos de n [m = 5= o m = ==L;

n n n n—
mientras que en el inciso I-f se pide la pendiente en términos de A.

En la parte II de la actividad se presenta el caso de la dotacién por radiocarbono, lo cual es
una técnica de dotacion radiométrica que utiliza el isotopo carbono-14 para la determinacién de
la edad de materiales que contienen carbono. Se presenta una tabla con 18 datos de la antigiie-
dad del material en miles de afios y la cantidad de C-14 presente. En el inciso II-a se presenta la
Tabla 3.2:

Antigiiedad del Antigiiedad del
Material (miles  Cantidad de C-14 Material (miles  Cantidad de C-14
de afios) de afios)

0 15.30 9 5.15
1 13.56 10 4.56
2 12.01 11 4.04
3 10.64 12 3.58
4 9.43 13 3.17
5 8.35 14 2.81
6 7.40 15 2.49
7 6.56 16 2.21
8 5.81 17 1.95

Tabla 3.2: Inciso II-a de la actividad 2.

El objetivo de la tabla, es calcular la pendiente y ver la tendencia de la diferencia de afios y la
cantidad de C-14. Utilizando la pendiente para diferentes intervalos, se debe calcular la cantidad

de C-14 a 7 afios y comparar la cantidad real a 7 anos en el inciso II-b. Para realizar el inciso
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anterior, se parte de la ecuacion de la pendiente. Los incisos II-c y II-d, se enfocan en las obser-
vaciones de la tabla realizada en el inciso II-b. Se repite el procedimiento anterior en los incisos

II-e y II-f, ademas se calcula la cantidad de C-14 a 9.5 afios.

En el siguiente bloque de preguntas, se utiliza las técnicas de ajuste de datos utilizando CAS.
En el inciso II-g se hace un ajuste lineal y después una exponencial, de tal manera que debe

aparecer la Figura 3.1.

= 15.3024-(0.885978)*

T ] T 1 i ] T 1 T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
yrs

Figura 3.1: Respuesta del inciso 1I-g de la actividad 2

Como se observa en la figura, se ajusta mejor la funcion exponencial.

En el inciso II-g, el ajuste se hace sobre los datos graficados. En los incisos II-h y II-j, se hace
el ajuste con un andlisis lineal y exponencial respectivamente, dentro de la hoja de cdlculo en
donde se encuentran los datos. El objetivo de lo anterior, es ver otra forma de realizar un analisis
de datos, comprobar cudl se ajusta mejor en términos del factor de correlaciéon (R2) y obtener
una ecuacion de esa funcidn. La ecuacion del mejor ajuste se utiliza en el inciso 11-j para calcular
la cantidad de C-14 a 9.5 afios.

El inciso II-k tiene el propdsito de ilustrar la idea de que al utilizar una pendiente més cer-
cana al valor que se desea calcular, se produce un mejor ajuste. La pendiente del rango 9.3 - 9.6
calcula mejor la cantidad de C-14 a 9.5 afios que la pendiente del rango 9 - 10. Los incisos II-1,

II-m y II-n hacen hincapié sobre las observaciones mencionadas.

La tercer parte de la actividad, tiene el propodsito de desarrollar la representacion simbdlica de la
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pendiente. El inciso IlI-a, presenta la tabla de datos de la antigiiedad de un material y su canti-
dad de C-14 presente. La diferencia es que cada columna no tiene titulo, en el presente inciso se
debe introducir algin simbolo para representarlos. El inciso III-b, pide un calculo sencillo para
la pendiente entre los datos de 6 y 14. Para el inciso III-c se debe representar el calculo de III-b
simbodlicamente utilizando la representacion del III-a, mientras que en los incisos III-d y III-e se

generaliza la representacion simbdlica de la pendiente.

3.5.3. Actividad 3: Pendiente como Funcion

Objetivos:

; a0 SHAY)—f(x)
i. Desarrollar la expresion —————~

ii. Llegar al significado de la variable &

Para el cumplimiento del primer objetivo (i), se introduce la forma convencional de la pendiente

en la parte simbolica (parte I) de la presente actividad. El inciso I-a, pide comparar la ecuacion

de la pendiente m = % con la representacion simbdlica de la pendiente de la actividad anterior

(inciso III-e) y observar las diferencias. El inciso I-b dice lo siguiente:

J(x10)—f(x9)
X10—

P introduciendo la variable n.”

“b) Escriba la pendiente

Lo anterior es para introducir la variable n a la forma convencional, es importante observar que
n puede tomar el valor de 10 o 9. Para hacer hincapié en qué valor puede tomar n, el inciso I-c
dice:

M (qué valor le daria a n?”

c¢) Para la pendiente : p—

Finalmente, falta introducir el concepto de Ax a la forma convencional, lo cual se lleva a cabo

en el inciso I-d.

Mientras que el cumplimiento del objetivo ii, se logra en la parte con lapiz y papel (parte II). En

JAY)—f(x)
Ax

el inciso Il-a, se presenta otra forma de la pendiente. La forma introducida ,esla

ecuacion que se manejara en el resto de las actividades.

La introduccién del concepto 4 se lleva a cabo con una representacion gréfica en el inciso II-b,
Figura 3.2.
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ey L))

T T T
= o] s

Figura 3.2: Gréfica del inciso II-b de la actividad 3

Al saber el significado de h, el inciso II-c pide que se introduzca la variable en la ecuacién de

la pendiente. Después de lo anterior se obtienen dos formas de expresar la pendiente, utilizando

. fOAA)—f(x) | fth)—f(x)
Ax o h, por ejemplo, L= s Yoo LE h aly

En el inciso II-d la intencién es entender qué significan las funciones f(x+ Ax), f(x+h)yf(x),
para cumplirlo se presenta como sigue:
“d) Considere la funcién, f(x) = x*> 4 2x. ;Cémo se expresa f(x1), f(x; +Ax) y
flxr+m)?

Los proximos dos incisos, II-e y II-f, dicen lo siguiente:
“e) Considerando f(x) = x> +2x y Ax o h, {cudl es la ecuacién de la pendiente del

99 <<

inciso c? (No es necesario reducir algebraicamente)” “f) Si el primer punto es (1,
3), exprese la ecuacion del inciso anterior con estos punto. ;Qué observa de esta

ecuacion?”

Dentro del inciso II-e se sustituye la representacion de la funcién, de tal manera que se obtiene:

(x+Ax)> =2 (x+Ax) —x*—2x)
Ax

El inciso II-f introduce el primer punto (1, 3) y deben representar la pendiente como:
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(14+Ax)%—2(14+-Ax)—3)
Ax

Es importante observar que la expresion anterior puede estar en funcion de A.

La expresion anterior es el punto de partida para la derivada, pero antes de entrar al tema se
debe ver qué significado tiene la variacion de Ax o 4. En la seccién con CAS (parte I1I) se obser-
va dicha variacion utilizando la hoja de célculo. Se introducen diferente valores de Ax o 4 (0.1,
0.01, 0.001, 0, -0.001, -0.01, -0.1) mientras que en la otra columna se introduce la expresion del
inciso II-f. Los incisos III-b, III-c, IlI-d y III-e se enfocan en las observaciones de la hoja de
calculo. La parte de reflexion sobre lo anterior se presenta en los incisos III-f, III-g y III-h de la
siguiente forma:

“f) Cuando Ax o A tiende a cero, ja qué tiende la pendiente???

“g) Considere la observacion del inciso anterior, ;es igual al valor cuando Ax o h =

0?7’

“h) (Qué puede concluir de las observaciones de los incisos f'y g?7”

Con la secuencia de las preguntas anteriores se espera que puedan generar una de las ideas
fundamentales de limites, que el limite se analiza en valores muy cercanos y no necesariamente
en el punto. Por ejemplo, si el limite fuera evaluado en O para la presente ecuaciodn, el resultado
seria 4, aunque en O es un valor indeterminado. Finalmente, en el ultimo inciso (III-j) se hace la
siguiente pregunta:

“}) {Como puede definir este tipo de andlisis (analitico o grafico)? Explique su razo-

namiento.”

El propésito es que el alumno asocie este tipo de técnica por su representacion, ya que en las

proximas actividades se conoce de tal manera.

3.5.4. Actividad 4: Limites
Objetivos:

i. Comparar un cambio promedio y un cambio instantdneo
ii. Entender el concepto de limite matematico

iii. Comprobar graficamente y analiticamente el limite

Con el fin de facilitar el entendimiento del concepto del limite matemaético, se hace la intro-
duccién de cambios promedios e instantdneos. Por lo general, uno sabe calcular una velocidad

promedio. Para el inciso I-a y I-b se plantea la siguiente situacion:
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“Suponga que quiere calcular la velocidad promedio al viajar en una carretera recta.
Si pasa el kilometro 100 a las 12:00 y el kilometro 140 a las 12:30.”

El propdsito de estos incisos es formular la ecuacién de la velocidad promedio y se lleva a cabo
con los siguientes incisos:
“a) Escriba la operacion que realiza para obtener la cantidad que se viaj0 y para sa-
ber en cudnto tiempo se viajo”
“b) Utilizando las expresiones del inciso anterior, escriba la operacion para calcular

la velocidad promedio.”

Para poder relacionar la velocidad promedio y la pendiente, primero se debe recordar lo que es
una pendiente, lo cual se hace con el inciso I-c:

“c) Explique qué es una pendiente y escriba la expresion.”

Finalmente en el inciso I-d se identifican las relaciones que existen entre una pendiente y una

velocidad promedio.

En el siguiente bloque de preguntas se establece lo que significa una velocidad instantdnea y
como se calcula. Para introducir el tema, se explica con el texto:
“Por otra parte, ain que la velocidad promedio es una cantidad fija, es casi seguro
que la velocidad instantdnea (la velocidad indicada por el velocimetro), varia de un

momento a otro.”

El calculo de la velocidad instantdnea requiere de diferencias de tiempo muy pequeiias. por
lo tanto se introduce una situacion en donde la posicion se pueda calcula con una funcion. Se
presenta de la siguiente forma:
“Se lanza verticalmente una piedra del piso a una velocidad de 96 ft/s. Despreciando
la resistencia del aire, la posicion de la piedra después de t segundos estd dada por

la funcion:
s(t) = —16% + 96t

La posicién s es medida en pies con s = 0, corresponde al piso mientras que t repre-

senta el tiempo en segundos.”

Para el inciso I-e, se escribe la operacién para la velocidad promedio y se calcula para los
intervalos de tiempo: t=1yt=3,t=1yt=2,yt=1yt=1.5. Mientras que en el inciso I-f

deben considerar las velocidades calculadas y anotar las observaciones. El inciso I-g dice:
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“g) Escriba la ecuacion para la velocidad promedio de la piedra entre el intervalo

[to,1]”

El fin del ejercicio anterior, es expresar la velocidad promedio sobre cualquier rango de [fg,?]. Lo
anterior, es fundamental en el planteamiento del cdlculo de una velocidad instantdnea para casos
donde el intervalo [fy,7] es muy pequefio. Después se expresa la distincién matemadtica entre una
velocidad promedio e instantdnea:
“Al calcular la velocidad promedio, se utiliz6 la posicion del objeto en dos puntos
distintos. Para la velocidad instantdnea solamente se utiliza un punto. Como se vera
en la siguiente seccion, la velocidad instantdnea se calcula a partir de velocidades

promedios.”

Bajo dicha idea, en el inciso I-h:
“h) Si nos interesa calcular la velocidad instantdnea a ty = 1, se calcula la veloci-

dad promedio sobre el intervalo [1,7]. Escriba la ecuacién de la velocidad promedio.”

Con lo anterior se obtiene la expresion de la velocidad promedio necesaria para el calculo de la
velocidad instantdnea, la relacion entre ambas se expresa en la actividad como:
“La velocidad instantdnea en el punto ¢ = #y se determina al calcular la velocidad
promedio sobre el intervalo [fy,;]. Cuando #; se acerca a fo, la velocidad promedio
tipicamente se acera a un numero unico, el cual es la velocidad instantdnea. Lo
anterior significa, que es un instante en donde el intervalo es muy pequefio. Este

nimero se conoce como un limite, lo cual se puede expresar matematicamente como

. b2l
Vinstantanea = 11mt—>l() Vpromedio

Finalmente, dentro del inciso I-i se obtiene la expresion convencional:
“1) Sustituya la velocidad promedio en del inciso h de la expresion de la velocidad

instantanea. En donde 7p = 1.”

El inciso anterior tiene el objetivo de expresar el limite para un caso especifico, la velocidad ins-
tantdnea de la piedra para un (1) segundo. Después de obtener la expresion del limite, el inciso
I-j pide que resuelvan dicha expresion. Hasta este punto no se ha explicado como se resuelve un

limite. Esta pregunta tiene el propodsito de ver qué idea preconcebida trae el alumno.

Ya que se introdujo el termino /imite, se considera el concepto informal en la parte II. Se hace la

siguiente explicacion:
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“El limite 1im,_,, f(x) = L se refiere a un limite de dos-lados, porque f(x) se acerca
L cuando x se acerca a valores de X menores de a y para valores de x mayores de
a. Para algunas funciones, es conveniente analizar limites de un lado denominados

limites de mano izquierda y de mano derecha. La definicion se puede resumir como:

i. Limite de mano derecha: Suponga que f es definida para todos los valores de x
cercanos a a y x > a. Si f(x) es arbitrariamente cercana a L para todos valores

suficientemente cercanos a a con x > a, se escribe

lim, ,,+ f(x) =L

y se dice que el limite de f(x) cuando x se acerca a a por la derecha es igual a
L.

ii. Limite de mano izquierda: Suponga que f es definida para todos los valores
de x cercanos a a y x < a. Si f(x) es arbitrariamente cercana a L para todos

valores suficientemente cercanos a a con x < a, se escribe

lim,_,,- f(x) =L

y se dice que el limite de f(x) cuando x se acerca a a por la izquierda es igual
alL”

El inciso II-a les pide expresar graficamente la informacién presentada sobre limites.

En el siguiente bloque de preguntas, se les pide a los alumnos utilizar la grafica dentro de CAS y
xr—8

113 99 . - o . |X|
el comando de “trazar”. Dentro de este, se trabaja con las funciones f(x) = iy Y flx) =
o . 3_ . o -
En el inciso II-b se traza la funcién (x) = =8 se observa su grafica y la funcién para deducir
4(x=2)

qué valores de x no puede tomar. Graficamente, no se ve alguna anomalia a simple vista. Para
poder observar lo que pasa en x = 2, se utiliza el comando “trazar”, lo cual se lleva a cabo en el

inciso II-c. Utilizando dicho comando se completa la Tabla 3.3:

x| 195|196 | 197 | 198|199 |2 |201|202| 203|204 ]|205
y

Tabla 3.3: Inciso 1I-d de la actividad 4

Considerando la Tabla 3.3 y las expresiones i) lim, ., ;(i—:g) ii) 1fm, o+ ﬁ y i) limy_y» ;(i—:g)

se plantean las siguientes preguntas en los incisos Il-e, II-f, y II-g:
“e) De la tabla anterior, ;qué valores utilizaria para el caso 1?”
“f) De la tabla anterior, ;qué valores utilizaria para el caso ii?”

“g) De la tabla anterior, ;qué valores utilizaria para el caso 1ii?”
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Mientras que en el inciso II-h se debe representar cada caso graficamente. Se repite la metodolo-

gia aplicada para la funcion f(x) = M_ En el inciso 1I-1 se presenta una tabla con valores cerca-

A, y 1ii)
—8
4(x72)

y f(x) = | | y se anotan las observaciones. Finalmente, en los incisos II-1 y II-m se evaldan los

nos a cero mientras que en el inciso II-j se grafican los casos i) lim,_,o- | , 11) im0+ -

limy 0 5 ! En el inciso II-k se considera las gréficas de los limites de las func10nes flx)=

limites 11mx_>2 4( ) y limy 0 5 il respectivamente, utilizando los valores y graficas generadas.
El inciso II-n dice lo siguiente:

“n) {Qué relacidn existe entre el limite, limite de la derecha y limite de la izquierda?”

Lo anterior tiene el fin de condensar el significado de los limites de la derecha y la izquierda y

su relacion con el limite general.

3.5.5. Actividad 5: Lineas Secantes y Tangentes
Objetivos:

i. Definir el concepto de una linea tangente y secante

ii. Entender la relacion que existe entre las lineas tangentes y secantes

iii. Definir la diferencia entre un cambio promedio y un cambio instantdneo

Dentro del aprendizaje de limites y calculo diferencial es fundamental establecer la relacion
entre lineas secantes y tangentes. En esta actividad empleamos la observacién que una linea se-
cante se puede transformar en una linea tangente. Resaltando como se lleva a cabo lo anterior

es uno de los fundamentos principales en calculo diferencial.

Se considera los puntos x = 3 y x = 8 para la funcién y = (5 — 2)3, y se analiza el compor-
tamiento de las pendientes. Este bloque de preguntas se divide en dos partes, una en donde x =3

es fijo mientas que x = 8 en la otra. Para cada caso se presenta un conjunto de puntos y se llena

una tabla con las siguientes columnas: y; — y;, x3 — X, ch ; )yc L. Por ejemplo cuando x = 3, se

presenta los datos de la Tabla 3.4.

Se considera un conjunto semejante para x = 8. Después de completar las columnas de la tabla
mencionadas anteriormente, se traza la linea recta entre los puntos. El inciso I-e pide observar
las diferencias de x de tal manera que puedan relacionar valores muy cercanos de x a lineas
tangentes. Siguiendo el tema de diferencias de x pequeiias, los incisos I-g y I-g concretan el

significado de x, —x; — 0.
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Py P
(3, 0.875) (8,9)
(3, 0.875) (6,2)
(3, 0.875) (5,1.125)
(3, 0.875) 4,1)

(3,0.875)  (3.5,0.984375)
(3,0.875)  (3.1,0.908875)
(3,0.875) (3.05,0.892828)
(3,0.875) (3.01,0.878713)
(3,0.875) (3.005,0.876866)
(3,0.875) (3.001,0.875375)

Tabla 3.4: Puntos utilizados en la actividad 5

En el siguiente bloque de preguntas se introduce el termino de linea tangente. El inciso I-h
presenta cuatro graficas con una linea secante o una tangente, deben identificar qué tipo de linea
esta presente. Con lo anterior se visualiza el concepto graficamente antes de formular una defini-
cion, lo cual se hace en el inciso I-i. Teniendo claro el concepto de una linea secante y tangente,
el inciso I-j pide que relacionen lo anterior con una velocidad promedio e instantdnea:

“9) ¢ Qué entiende por velocidad promedio y velocidad instantanea?”
Se aplica el concepto de una linea tangente en el inciso I-k:

“k) Considere la funcién y = (5 — 2)3 41 y los incisos a y ¢, ¢cudl es la pendiente

de la tangente en x =3 y x = 877

Para este inciso se utiliza las graficas, tablas asi como la respuesta del inciso I-i.

Los siguientes incisos se enfocan en el trazado de lineas tangentes. Los incisos I-1 y I-m tie-
ne el fin de estimar la linea tangente para la grafica de una funcién. Lo anterior se hace de la
siguiente manera:

“l) Considere la funcién y = x> +0,5. En la siguiente grifica (Figura 3.3), trace la

linea tangente en x = —2, —1, 1,y 2.”

“m) Utilizando la gréfica con las lineas rectas (figura de la derecha, Figura 3.3),

aproxime el valor de la pendiente de las tangentes con apoyo de escuadras. (Tabla
3.5)”

Ya que se tiene la pendiente de la tangente estimada, en el inciso I-n se calculan las pendientes.
Con la pendiente de la tangente calculada se trazan las lineas de nuevo, esta vez apoyandose en
las rectas de referencia en el inciso [-o. Finalmente se comparan las lineas tangentes estimadas

del inciso I-j con las calculadas del inciso I-o y anotan sus observaciones en el inciso I-p. El
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Figura 3.3: Imagen para el inciso I-1 y I-m de la actividad 5

Tangente en x | Pendiente aproximada

Tabla 3.5: Tabla de resultados para el inciso I-m de la actividad 5

inciso I-p tiene el propdsito de corregir las técnicas de trazado para lineas tangentes. Dentro

2 X3 y €* en los puntos x = —2, 0,

del inciso I-q se presenta las graficas de las funciones —x
1, 2y 3 y se trazan las lineas tangentes en dichos puntos ademds se completa una tabla con las
pendientes correspondientes. Finalmente considerando las observaciones del inciso I-q, el inciso
[-r pregunta:
“r) Elija la mejor frase para completar la declaracion: Las pendientes en una grafica
de cualquier funcién son: siempre iguales, siempre diferentes, a veces iguales o a

veces diferentes.”

En la ultima parte de la seccion se describe la relacion entre una linea secante y una linea tangen-

te con un texto tedrico, partiendo de la definicién de una linea tangente en geometria euclidiana.

La parte II de la actividad tiene el objetivo de relacionar las lineas secantes y tangentes con
limites. En la actividad 4, se dio una introduccion a la definicién informal del limite, en esta

seccion se unifican los conocimientos formales e informales. Se plantea la ecuacién de la pen-

diente para la funcién f(x) = (3 —2)° + 1 (la misma que se trata en la parte I de la presente

X _n)\2
actividad) en el punto (3, 0.875) de tal manera que se obtiene m; = %. En el inciso
II-a se completa una hoja de cdlculo en donde se varia el valor de x en la pendiente de 2.9 a 3.1.

Considerando los resultados de la tabla, el inciso II-b pregunta:

(5-2)2+0,125 (5-2)240,125
T3

“b) (A qué es igual lim,_,3- ~*————y lim,_ 3+ - i
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Al tener los limites laterales, en el inciso II-c se pide el limite general y ademds deben explicar

su razonamiento.

En el inciso II-d, se compara el limite del inciso II-c y la pendiente de la tangente en x = 3
de la parte I de la presente actividad. La idea es que observen que son iguales, por lo tanto deben
concluir que la pendiente de la linea tangente representa el limite de la pendiente de la linea se-
cante cuando la diferencia de x tiende a cero. En los incisos II-e a II-i se repite el procedimiento
para el punto x = 8. Al llegar a la misma conclusion que el limite de la pendiente de la secante
es iguala a la pendiente de la linea tangente, se pregunta lo siguiente en los incisos II-j y II-k:

“5) { Qué entiende por velocidad promedio y velocidad instantdnea?”

“k) Considere la funcién y = (5 — 2)3 4+ 1y los incisos a y ¢, ;cudl es la pendiente

de la tangente en x =3 y x =877
Con estos incisos se debe llegar a la relacion que existe entre una linea secante y tangente.

Teniendo el concepto de un limite, en la parte III de la actividad se enfoca en la simboliza-
cién de la linea tangente. En el inciso IlI-a deben explicar en sus palabras que es la pendiente
de la tangente. Mientras que en el inciso III-b escriben una expresion algebraica que simboli-
za la explicacion dada en el inciso Ill-a. Con estos incisos el alumno intenta de expresar sus

observaciones de una forma matematica.

3.5.6. Actividad 6: Funcion Derivada

Objetivos:
i. Introducir el concepto fundamental de la derivada
ii. Formular la funcién derivada

La parte I de la actividad contiene la seccion de simbolizacién, en la cual, se enfoca en comparar
la expresion de la pendiente de la tangente elaborada en la actividad cinco con la forma conven-
cional. En el inciso I-a se observa diferencias entre las expresiones, mientras que en el inciso I-b

se analiza a que se deben.

Tipicamente, se hace la parte de 14piz y papel antes de la parte con CAS. En esta actividad se
realiza la parte con CAS primero, en donde se intenta plantear la derivada como una funcién de
las pendientes de la linea tangente. Para lograr lo anterior, se considera la funcién f(x) = x> +1;

dentro de la grafica de la funcién se agrega una linea pendiente almacenando los valores de la
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pendiente y el punto de la linea tangente, dentro de una hoja de célculo. Finalmente, se hace
un ajuste de datos de cuarto orden. En el inciso II-a se escriben los valores de los coeficientes
obtenidos para las variables x* x> x> x! y x’(constante). Algunos coeficientes son muy pequefios
(del orden de 10_“), por lo tanto se pueden considerar como 0, esta observacion se lleva acabo
en el inciso II-b. De tal manera, que se obtiene la expresién 3x> en el inciso II-c. Las preguntas
de los incisos I1-d y II-e se enfocan en el significado de la expresion obtenida, con lo anterior se
espera que deduzcan que la expresion representa la pendiente de la linea tangente en cualquier

punto de x o la funcién derivada, como se conoce formalmente.

noindent En la parte II de la presente actividad se obtiene la derivada de la funcién, en don-
de se maneja como una funcion de las pendientes de la tangente. La parte III se enfoca en el
concepto de la derivada, presentando la siguiente introduccidn:
“En los incisos anteriores, se calculd la pendiente de una linea tangente en un punto
fijo de la curva. Si este punto se mueve a través de la curva, la linea tangente también
cambia y por lo general, su pendiente cambia (vea figura 1). Por esta razén, la pen-
diente de la linea tangente para la funcion f también es una funcién de x, llamada la
derivada de f.

Dejamos que f (se lee como f prima) denote la funcién derivada para f, lo cual
significa que f’(a) cuando exista, es la pendiente de la linea tangente para la grafi-
cade f en (a, f(a)). Utilizando la definicién anterior para la pendiente de la linea

tangente, tenemos:

f'(a) = mygn = limy,_o f—(ﬁh;),if(a)

En términos mds generales, se puede reemplazar el a con x para llegar a la definicion

de la funcidn derivada. La derivada de f es la funcion:

f'(@) = limy_yo I

siempre que el limite exista. Si f’(a) existe, decimos que f es diferenciable en x. Si
f es diferenciable en cada punto del intervalo abierto /, decimos que f es diferen-

ciable sobre 1.
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Para encontrar la derivada de la funcién f(x) = x> + 1, hacemos:

/ — 1/
f'(a) lim -
_ i (x+h)3 —x
 h—0 h
O33R 43R 40— X
= lim
h—0 h
32 43R+ R
= lim
h—0 h
. h(3x? 4+ 3hx+h?)
= lim
h—0 h
— 1fm 3x% + 3hx + h?
h—0
— 3x?

Por lo tanto f'(a) = 3x%”

En el inciso IlI-a, se pide relacionar la ecuacién f(a) obtenida en la explicacién con la funcién
del inciso IlI-c. Al demostrar que ambas ecuaciones son idénticas es importante recordar que la
expresion obtenida en la parte I como una funcién de las pendientes de la tangente, por lo tanto,
se hace hincapié en la relacién que existe entre una derivada y la pendiente de la tangente de la

misma.

Con la observacion anterior, queda claro que la pendiente de la tangente representa la deri-
vada. El inciso III-b pregunta sobre la derivada de una constante, un concepto fundamental y
que muchas veces se ve simplemente como una regla de derivacién pero no se entiende por qué.
En los incisos IIl-c y II1-d, se dirigen al por qué de que la derivada de una constante es cero. Los

incisos III-c y III-d dicen lo siguiente:

“c) Considere la funcién, f(x) = 3. Grafique la funcién, ;qué representa?”’
“d) (Cuadl es la derivada de la funcién, f(x) = 3y por qué?”

Se hace un procedimiento semejante para la regla de la potencia. En el inciso III-e se les pide a

los alumnos deducir %x” de la siguiente manera:

2

“e) Derive las siguientes funciones: x , x°, Xt y x’. Observando las derivadas, ,como

. i no»
puede deducir -x"?
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Aqui se supone que ya se aprendid esta regla fundamental, aunque no entienda el por qué. Con
los incisos III-f al ITI-j se intenta dar la explicacion gréfica del por qué. En el inciso III-f se pide
graficar la funcién f(x) = x> +x*> +x y graficar su derivada f’(a). Este bloque de incisos, se
enfocan en el significado de la funcién derivada. En el inciso III-g se pide la pendiente de la
tangente de f(x) = x®> + x> +x en el punto x = 3. Mientras que en el inciso ITl-h, se pregunta
sobre qué informacion se utilizé para responder el inciso III-g. El objetivo de esta pregunta es
crear una discusion, ya que se puede responder utilizando la gréfica de f(x) o f’(a), la funcién

W). Debido a que en esta actividad

de f’(a) o la definicién del limite (f’(a) = lima,_0
se hace hincapié a la funcion derivada los incisos I1I-1 y III-j preguntan:
“i) Supongan que f(x) y f'(a) estdn dados, ;qué indica f’(3) con respecto a la fun-
cién f(x)?”
“}) Si f(x) esta definida, ;cémo calcularia la pendiente de la tangente en cualquier

punto de x? Explique su procedimiento.”

Con los ultimos dos incisos, se espera que quede claro el significado de la funcion derivada.

3.5.7. Actividad 7: Aplicacion

Objetivos:

i. Entender el concepto de mdximo, minimo y punto de inflexién

il. Formular el significado mateméatico del maximo, minimo y punto de inflexién
iii. Entender como las derivadas influyen en la forma de la grafica de una funcién

Esta actividad se enfoca, en el significado de los ceros de la primera derivada (puntos criticos) y
de la segunda derivada (puntos de inflexion). Para lograr los objetivos, en la parte I (con lapiz y
papel) se plantea el significado de un méximo, un minimo, un intervalo de crecimiento y decre-
cimiento, asi como la concavidad hacia arriba y abajo. Mientras que en la parte II (con CAS), se

hace una comprobacién gréfica de los conceptos mencionados.

Para deducir el significado de los puntos criticos y puntos de inflexidn, es conveniente em-
pezar con la introduccién de los términos creciente, decreciente y constante. Los términos se
presentan en el inciso I-a:
“Los términos creciente, decreciente y constante son utilizados para describir el
comportamiento de una funcion al moverse de la izquierda a la derecha. Su com-

portamiento depende de los valores de f(x).
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Gleaieas dicaa
+

Figura 3.4: Imagen para el inciso I-a de la actividad 7

a) Considere la figura 1 (Figura 3.5), completa la siguiente tabla (Tabla 3.6) con los

términos creciente, decreciente o constante.

Intervalos de x | Comportamiento de la funcion
a-b
b-c
c-d
d-oo

Tabla 3.6: Tabla de resultados para el inciso I-a de la actividad 7

Después, la actividad se enfoca en las pendientes de las lineas tangentes para funciones crecien-
tes, decrecientes y constantes. En el inciso I-b se traza la tangente en cuatro puntos para cada
caso, mientras que en el inciso I-c se pregunta sobre la relacion entre los valores de las tangentes
en funciones crecientes, decrecientes y constantes. En los incisos I-d y I-e, se analiza el compor-
tamiento de las pendientes de las tangentes en un mdximo y un minimo, para lograr lo anterior
se presentan dos figuras: un minimo y un maximo. Finalmente en el inciso I-f se pregunta lo
siguiente:

“f) Recordando que una derivada representa una tangente y analizando su respuestas

de los incisos d y e, ;qué es el valor de la derivada en un maximo o minimo? Este

punto se conoce como un punto critico.”
En este bloque de incisos, se enfocé en las pendientes de las lineas tangentes para funciones
crecientes, decrecientes y constantes, y como se comportan dichas lineas en un méaximo y un

minimo. Ademads se presenta el término “punto critico”.

Una forma convencional de representar y clasificar los maximos y minimos, es utilizando los

Guillermo Ibarra Reyes Pégina 64



Cdpitulo 3. Metodologia

valores de la derivada. Ya se menciond, que la derivada de una funcién equivale a la pendiente

de la linea tangente. Para este fin se presenta la Figura 3.5.

e

Figura 3.5: Imagen para el inciso I-g de la actividad 7

En el inciso I-g se pide identificar los puntos criticos de la grafica. Mientras que en el inciso I-h
se pide completar una tabla, en donde las columnas son “Intervalo”, “Comportamiento” y ‘“Valor
de f'(a)”. Los intervalos estan separados por los puntos criticos, la columna “Comportamiento”
se refiere a si la funcion es creciente, decreciente o constante, y la columna “Valor de f/(a)” se
refiere a si la derivada es positiva o negativa. Los incisos I-i y I-j son los siguientes:

“1) ({Qué relacion encuentra entre el comportamiento de la funcién y el valor de la

derivada?”’

“j) Observe la figura 4 y los incisos anteriores, si existe un punto critico, ;jcomo se

puede clasificar como méximo o minimo con respecto a la primera derivada?”

El inciso I-j es idéntico a los incisos I-d y I-e, solo que se clasifican por el signo de la primera

derivada.

Una aplicacion de las derivadas, es la optimizacion en donde se deben identificar valores ab-
solutos. En esta actividad no se tratan temas de optimizacion, pero es importante hacer la dis-
tincidn entre un maximo o minimo absoluto y un maximo o minimo relativo. En los incisos I-k
y I-1, se deben identificar los puntos absolutos asi como los puntos relativos para los maximos
y minimos, respectivamente. Finalmente en el inciso I-m, se pide explicar mateméticamente la

diferencia entre valores relativos y absolutos.

Otro concepto que se debe mencionar, es la concavidad. Como sélo nos interesa la formula-
cion matematica de la concavidad, se introduce el tema de la siguiente manera:

“Aunque el signo de la derivada de f indica en donde la grafica de f es creciente o
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decreciente, no indica la direccion de la curvatura. Por ejemplo, la funcién es cre-
ciente en ambos lados del punto en la figura 5 (Figura 3.6), pero en el lado izquierdo
tiene una curvatura hacia arriba (“retiene agua”) y en el lado derecho tiene una cur-
vatura hacia abajo (“derrama agua”). En intervalos donde la grafica de f tiene una
curvatura hacia arriba se dice que f es concava hacia arriba, y en intervalos donde
la gréfica de f tiene una curvatura hacia abajo se dice que f es concava hacia abajo.

La curvatura también se conoce como la concavidad.

Figura 3.6: Figura 5 de la actividad 7

Para la formulacion matemdtica se empieza con el inciso I-n:
“n) Para las figuras (Figura 3.7) en los puntos indicados, estime y trace la linea

tangente”

ol o M il

Figura 3.7: Figura para el inciso I-n de la actividad 7

Después se presentan los incisos [-o a I-1:
“0) Observe su respuesta del inciso n, ;qué observacion tiene con respecto a las

pendientes para curvas concava hacia arriba y concava hacia abajo (las pendientes
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aumentan o disminuyen)? ;A qué conclusiones llega con respecto al valor de la de-
rivada de la funcién f’(a) para curvas céncava hacia arriba y céncava hacia abajo?”
“p) Si la primera derivada f’(a) es creciente, ;como serd la segunda derivada f/(a)?”
“q) Si f’(a) es decreciente, ;cémo serd f(a)?”

“r)¢ Qué relacion existe entre el valor de la segunda derivada f’(a) con respecto a la

concavidad de la funcién f ?”

Con la secuencia y estructura anterior, se debe llegar a qué significa la segunda derivada con

respecto a la concavidad.

En la parte II de la actividad 7, se comprueba graficamente con CAS las formulaciones matema-
ticas del maximo, minimo y concavidad. En el inciso II-a, se grafica la funcion f(x) = X2 —4x+3
y se pregunta sobre la concavidad y la comprobacion con la segunda derivada de la funcién. En
este caso existe la misma concavidad para la funcién dada, ya que la segunda derivada es una
constante (f”(x) = 2). En el inciso II-b, se considera la funcién f(x) = x> y se pregunta sobre
la concavidad. Aqui si varia la concavidad, ya que f”(x) = 6x. Los incisos II-c y II-d dicen lo
siguiente:

“c) Considere los incisos a y b, en el punto donde cambia la concavidad, ;cudnto

vale la segunda derivada en dicho punto?”

“d) Elija dos (2) puntos de la funcién del inciso b, uno en donde hay concavidad

hacia arriba y otro en donde hay concavidad hacia abajo. ;Qué valores toma la se-

gunda derivada en dichos puntos?”

Estos incisos tienen el fin de establecer los intervalos de concavidad. Ademads, se introduce el
término punto de inflexion con el fin de manejar la nomenclatura convencional. Considerando
lo anterior, se pregunta sobre dichos intervalos en el inciso II-e. Para los incisos II-f y II-g, se
grafica la funcién f(x) = x> —3x*> + 1, f'(a)?, y f" en la misma grifica, en el inciso II-f se

enfoca en la primera derivada y en II-g en la segunda derivada.

Un comando 1til, es “zeros” para encontrar los ceros de una funcién. Se introduce este co-
mando y se encuentran los ceros de una funcién en el inciso II-h. Con el uso del comando zeros,
tal que, derivar, etc.; en la pantalla home (sin graficar) deben plantear el procedimiento para
encontrar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los mdximos y minimos en el inciso
II-i, los intervalos de concavidad y los puntos de inflexioén en el inciso II-j. En el inciso II-k,
se comprueban los resultados graficamente. Finalmente, el inciso 1I-1 es una reflexion sobre el

efecto que tienen las derivadas en la grafica de la funcion.
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Capitulo 4
Analisis de Resultados

En éste apartado de la tesis, se presentan las actividades que se disefiaron en su version final.
Se aplicaron a nueve alumnos de segundo afio de la licenciatura de Ingenieria Quimica, de la
Universidad Michoacana de San Nicolds de Hidalgo, estos alumnos trabajaron en equipos de
tres integrantes cada uno, realizando las actividades el 17 y 28 de marzo de 2014. Con respecto
al conocimiento matematico de los alumnos, se considera que tienen un nivel adecuado al curso
de matemadticas II. En el primer afio de la carrera, obtuvieron calificaciones entre 7 y 8. Los

equipos se formaron con los siguientes integrantes:
= En el equipo nimerol, trabajaron Efrain, Omar y Samuel
= Equipo nimero 2, trabajaron Edgar, Sandra y Ulises

= Equipo niimero 3, trabajaron Anthony, Humberto y Oscar

4.1. Analisis del Pre-Examen

Antes de realizar las actividades, se aplicé un pre-examen de cuatro preguntas con los concep-
tos basicos involucrados en las mismas. El examen lo realizaron de manera individual y se les
dieron aproximadamente cinco minutos para su elaboracién. Se eligieron preguntas abiertas que

abarcan temas globales de calculo diferencial. Las preguntas son las siguientes:
1. (Qué entiende por un limite matemdtico?
2. (Qué representa la derivada de una funcioén?
3. (Qué relacidn existe entre un limite y una derivada?
4. Explique lo anterior en una expresion matematica.
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Ademads de conocer los conocimientos previos de los alumnos, los resultados del pre-examen
justifica el presente trabajo de tesis. Con base en los resultados obtenidos, se puede decir que
los alumnos no aprender la parte conceptual del conocimiento, si no que solamente los procesos
operacionales. Es decir, que llegan a aprender como derivar una funcién pero no el significado
que tiene la operacion de derivar. Analizando las preguntas, se observa que son temas que se
ubican dentro del programa del curso de Matemdticas I, de primer afio de Ingenieria Quimica.

Los cuales, se explican antes de trabajar con los procesos operacionales.

Se calificaron las respuestas de los estudiantes, utilizando los siguientes rubros:
A: una idea fuerte y robusta acerca del trabajo y del concepto.

B: una idea general acerca del trabajo y del concepto.

C: una idea débil acerca del trabajo y del concepto.

D: ninguna idea del tema acerca del trabajo y del concepto.

Cabe mencionar que a pesar de decirles claramente que el pre-examen era individual, los equipos
2 y 3 lo realizaron de manera grupal. Los pre-exdmenes que se aplicaron a los participantes, se
encuentran en el anexo D. Con la primera pregunta planteada, se dio una idea del significado
que tienen los alumnos del concepto de Limite. La respuesta de Samuel integrante del equipo 1,
se calificé con la A, ya que respondié:

“Es la tendencia que forma una funcién al aproximarse a un determinado valor”

Con la respuesta se pude concluir lo siguiente:

1. Al mencionar “tendencia”, el alumno indica que el limite puede tomar valores como —oo

y oo, no solamente nimeros fijos.

2. El estudiante entiende que el limite, es cuando la funcién se “aproxima” a un valor y no

necesariamente que sea evaluada en dicho punto

Un ejemplo de una calificacion B fue la respuesta de Efrain, integrante del equipo 1:
“Es el cambio que va experimentando una funcién al acercarse a un valor determi-

nado”

Analizando la respuesta, se concluye que:

1. Entiende que en un limite una funcidn se “acerca” a un valor.
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2. Estaidea se clasifica como una idea general (B), debido a que ve el valor del limite como

un “cambio”

Una idea débil o calificada como C, fue dada por el equipo 3:

“Son los valores minimos 0 maximos a los que puede llegar una funcién”

Los limites matematicos no tienen relacion con maximos o minimos directamente, si se omite
minimos o0 mdximos seria una calificacién B. Pero con el hecho de mencionar que es un valor al

que puede llegar la funcidn, la respuesta se califica como una idea débil.

Finalmente, una respuesta de calificacion D fue dada por el equipo 2:

“Es el valor que limita la funcién”

Aqui se observa que la respuesta dada, no tiene nada que ver con cl concepto de un limite mate-

matico.

Las siguientes tablas muestra las respuestas dadas, su andlisis y la calificacién otorgada para
cada pregunta. Tabla 4.1 corresponde a la pregunta 1, la Tabla 4.2 a la pregunta 2, la Tabla 4.3 a
la pregunta 3 y la Tabla 4.4 a la pregunta 4.

Tabla 4.1: Pregunta 1: ;Qué entiende por un limite matematico?

Alumno Respuesta Andlisis Calificacion

Es el cambio que va
experimentando una funcién al

Efrain Mencionado anteriormente. B
acercarse a un valor
determinado.
1. El término “Tendencia”,
Es la tendencia de una funcién indica que puede incluir
Omar al acercarse a un determinado —00 0 oo, A
pardmetro o valor. 2. Entiende que la funcién
se acerca a un valor.
Es la tendencia que forma una
Samuel funcidn, al aproximarse a un Mencionado anteriormente. A
determinado valor.
Equipo 2 Es el valor que limita la funcién. Mencionado anteriormente. D
Son los valores minimos o
Equipo 3 maximos a los que puede llegar Mencionado anteriormente. C

una funcion.
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Tabla 4.2: Pregunta 2: ;Qué representa la derivada de una funcién?

Alumno Respuesta Andlisis Calificacion
Es la ecuacion de la recta Relaciona la derivada con una
Efrain tangente cuando se grafica en linea tangente, pero no dice el B
cualquier valor de una funcién. significado de una tangente.

Relaciona la linea tangente

Es la ecuacion de la recta .
con la derivada, pero no

Omar tangente graficando en cualquier . . B

. menciona el significado de la

valor de x de la funcién.
tangente.
El cambio de una funcién segin
el cambio de su variable 1. Menciona un cambio
independiente, su valor es la endiente) Ay/Ax.

Samuel p‘ . (P . ) y/ A

ecuacion de la recta tangente 2. Relaciona la linea tan-

graficando en cualquier valor de gente con la derivada.
x de la funcién.
1. Entienden la relacion
entre una linea tangente
. Es la recta tangente que pasa la derivada.

Equipo 2 & .,q P y'a . C

por la funcién. 2. No identifican a una de-

rivada como una “fun-

cion” de tangentes.
, . Entienden qué es una razén de
. Es una razén de cambio en la . .

Equipo 3 cambio, pero dicen que es de B

tangente de una funcion. .
la tangente y no de la funcion.
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Tabla 4.3: Pregunta 3: ;Qué relacion existe entre un limite y una derivada?

Alumno

Respuesta

Analisis

Calificacion

Efrain

Omar

Samuel

Que la definicién matematica de
una derivada es un limite.

Que en si la derivada de la
funcién es un limite.

La derivada de una funcion es el
limite de la misma cuando
Ax = 0.

. Menciona que el con-

cepto bésico de la de-
rivada y el limite es lo
mismo.

. No clarifica bajo qué

condiciones o en cual
funcion se evalda el li-
mite.

. Menciona que el con-

cepto bésico de la de-
rivada y el limite es lo
mismo.

. No menciona bajo qué

condiciones el limite es
igual a la derivada.

. Menciona que una deri-

vada es lo mismo que un
limite.

. La condicion debe ser

cuando Ax — 0.

. Falta decir qué expre-

sion va dentro del limi-
te.

Carece de un vocabulario
matematico para expresar sus
ideas, ademas no sabe las
definiciones.

La relacidn entre la derivada y
un limite es que
mateméaticamente es la derivada
de un limite.

Equipo 2

1. Menciona que el con-
cepto basico de la de-
rivada y el limite es lo
mismo. B
2. No menciona bajo qué
condiciones el limite es
igual a la derivada.

La definicion de una derivada es

R el un limite.
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Tabla 4.4: Pregunta 4: Explique lo anterior en una expresion matemadtica.

Alumno Respuesta Andlisis Calificacion

1. Dice que “lim” es igual

. ) _ a una funcion.
Efrain limax—o W 2. No menciona la deriva- C
da.
Omar lima,—0 W No menciona la derivada. B
Samuel limay_s0 £ (HAX));J[ (x) No menciona la derivada. B
1. Tiene parecido a la for-
ma convencional.
Equipo 2 limay_.0 W 2. No hay relacién con la C
respuesta dada en la pre-
gunta 3.
1. Tiene parecido a la for-
ma convencional.
Equipo 3 lima,—0 w 2. No hay relacion con la C
respuesta dada en la pre-
gunta 3.

Asignando valores numéricos a las calificaciones otorgadas (A =4,B=3,C=2yD =1), se

obtiene los promedios de la Tabla 4.5.

Analizando los promedios, se puede observar que la mayoria de los participantes tienen bases
débiles y muy generales sobre los conceptos fundamentales del cdlculo diferencial. Cabe men-
cionar, que en segundo afio la materia de Matematicas II se divide en cuatro unidades: cdlculo
diferencial de varias variables, calculo integral de varias variables, ecuaciones diferenciales de
primer orden y cdlculo vectorial. Sin duda, el cdlculo diferencial es un componente vital de cada

unidad mencionada.

(A qué se debe que un alumno pueda acreditar los primeros dos cursos de matemaéticas sin

saber el concepto de un limite y una derivada?
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Tabla 4.5: Calificaciones del pre-examen

Valor Numérico en la Pregunta
Calificacion Equivalente y

Alumno #1 #2 #3 #4 Promedio .. .
Significativo
Efrain 3 3 3 ) )75 C+, Idea gene?ral con algunas
deficiencias.
Omar 4 3 3 3 3.25 B, Idea general.
Samuel 4 4 4 3 3.75 B+, Conceptualmente domina el tema.
T2 | ) | ) 15 D+, Carece df: l'os fundamentos
bésicos.
Equipo 3 ) 3 3 ) )5 C+, Idea gene.:ral con algunas
deficiencias.

Lo anterior se atribuye al hecho, de que los alumnos memorizan la materia y no llegan a aprender
su significado conceptual. Un ejemplo claro de este fenémeno, es el limite:

lim,_,0 X

El alumno es capaz es identificar que su valor es igual a 1, pero la tnica explicaciéon dada por
ellos es que es por definicion. Esto subraya los modelos de aprendizaje del alumno, al carecer
del significado conceptual recurren a técnicas memoristicas como recetas de cocina. Un ejemplo

de lo dicho anteriormente, para la solucién de limites matemaéticos siguen los tres pasos:
1. Sustituyen el valor del limite.
2. Si es indefinido, factorizan las expresiones involucradas.
3. Racionalizan si la funcién contiene raices.

Esta receta o técnicas para resolver limites, se enfoca a procesos operacionales; los cuales pro-
vienen de estructuras conceptuales. Entonces, si algo no se acopla a las técnicas de solucion
conocidas por el estudiante, no es capaz de resolver el limite por la falta de entendimiento de los
conceptos. Un ejemplo de lo mencionado anteriormente es:

2 x—1
lim, , 5+ 2(x+2)

La técnica aprendida por los estudiantes no contempla el conocimiento de limites laterales, por
lo tanto no podra resolverlo. Esta observacion saca a la luz un problema muy grave dentro de
la ensefianza de las matemadticas, que los métodos de ensefianza son pasivos y por consiguien-
te no son eficientes. En las clases tradicionales (profesor activo-estudiante pasivo), la teoria se

presenta como una introduccion al tema y después se aplican ejercicios, poniendo mds énfasis
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en las técnicas operacionales que en los fundamentos teéricos. Por lo anterior, se puede decir
que la falta de las bases conceptuales impide que el alumno desarrolle técnicas de orden su-
perior, debido a que el aprendizaje de las matemaéticas es acumulativo. Por ejemplo, fallas en
la conceptualizacion del calculo diferencial implicard problemas con el aprendizaje del calculo

integral.

4.2. Analisis de la Experimentacion Piloto

Antes de aplicar las actividades disenadas, se dio una introduccion breve sobre el manejo de las
calculadoras simbdlicas TI-nspire CXCAS. Dentro de la literatura, se menciona lo intimidante

que puede ser la primera experiencia con una calculadora de ese tipo.

Se trabaj6 sobre diferentes aspectos, sobre como encender y apagar la calculadora. Fue impor-
tante mencionar que algunos botones tienen multiples funciones, algunas se pueden ver fisica-
mente en la calculadora, pero otras no. Por ejemplo, el mismo botén que enciende la calculadora
(el boton de HOME) la puede apagar al presionar CTRL (el botén azul) y después HOME. Las
funciones secundarias se representan en azul, por lo tanto es necesario presionar el botén CTRL

primero y después el boton correspondiente para obtener el comando deseado.

En la calculadora se trabaja con paginas o pestafias, por ejemplo al presionar HOME aparece la
Figura 4.1. Se pueden apreciar los iconos en la parte inferior de la pantalla, estos representan
las diferentes pestafias que tiene la calculadora. Mientras que en la izquierda superior aparecen
dos opciones “A Calculate” y “B Graph”, las cuales permiten realizar operaciones matematicas
y graficas respectivamente. Estas opciones se consideran para operaciones rapidas, ya que no
crean nuevas pestafias y por lo tanto para hacer gréificas o realizar operaciones matematicas se
sugiere utilizar los iconos. Si se desea seleccionar “A Graph” se puede hacer de tres formas: 1)
Presionando el botén “A”, 2) seleccionar la opcidn a través de las flechas (derecha, izquierda,
arriba o abajo) del touch pad y presionando ENTER, o bien 3) moviendo el cursor (dentro del

touch pad) y presionando el boton.

Cada vez que se abre un icono, se abre una nueva pestaiia, en la Figura 4.2 se observa que hay
cuatro pestafas abiertas (la actual es una hoja de célculo). Se les explica a los estudiantes como
cambiar entre pestafias y como borrarlas. El hecho de poder cambiar de una hoja de célculo a

una grafica, es muy valioso en el descubrimiento matemaético y vital para el aprendizaje.

Otros aspectos que se trabajaron fue el manejo de menus y submenus, como realizar una cuenta,
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1
2
3
4
5

Settings

Cteame®

Figura 4.1: Pantalla HOME dentro del sistema CAS

Iiu 13

A

Figura 4.2: Diferentes pestafias dentro del sistema CAS

la peculiaridad que hay con fracciones y nimeros racionales, y la diferencia entre el “-” de resta
y de numero negativo. Una de las diferencias entre las calculadoras convencionales y una sim-
bolica es como realizar un cdlculo, en este caso se utiliza ENTER ya que “=" tiene otra funcion.

Una introduccién breve se encuentra en el anexo F dentro de la guia del profesor.

4.2.1. Desarrollo de la experimentacion

En cada actividad, los integrantes tienen un rol especifico (lider, manejo de calculadora y manejo
de la actividad). El lider tiene la responsabilidad de mantener el orden en el trabajo, asegurar
que se responda la pregunta y fomenta las discusiones. El rol del que maneja la calculadora, es

el que se encarga de meter los datos, realizar las operaciones e interpreta los resultados. Mientas
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que el integrante que tiene la actividad, lee el contenido y las preguntas planteadas, redacta la

respuesta en una forma que sea lo mas explicita posible.

En la Tabla 4.6 se resumen los tiempos que requirieron los equipos, para realizar cada una

de las actividades (el tiempo estd en minutos).

Tabla 4.6: Tiempo para completar las actividades, en minutos

Numero de Actividad

#1 #2 #3 #4 #5 #6 #7
Equipo 1 30 120 35 60 150 40 70
Equipo 2 30 120 33 60 125 60 65
Equipo 3 15 75 32 45 80 35 75

Promedio 25 105 33 55 118 45 70

Es recomendable aplicar las actividades en cuatro sesiones de tres horas las primeras tres y la
ultima de hora y media, la estructura de trabajo en cada una de ellas es la siguiente: En la pri-
mera sesion, se integran los equipos de trabajo, se les da una breve introduccién del manejo de

la calculadora, ademads se realizan las actividades 1 y 2.

En la segunda sesion, se propone aplicar las actividades 3 y 4.
En la tercera sesion, se realizan las actividades 5y 6.
Finalmente en la cuarta sesion, se realiza la actividad 7.

Con base en el tiempo invertido en las experimentaciones, se observd que en la actividad 5
se requiere de mas tiempo del programado. Por otro lado, de acuerdo al tiempo que necesitan
los estudiantes para realizan las actividades se puede ampliar el nimero de sesiones; siempre y
cuando la actividad no sea interrumpida. La actividad de introduccién a la calculadora, se puede

llevar a cabo aproximadamente en 15 minutos.

4.2.2. Problemas Frecuentes

Las actividades realizadas por los estudiantes del equipo 3 en la prueba piloto, se encuentran en
el anexo E. A lo largo de la experimentacion, el trabajo de cada equipo se grabé por medio de

tres cdmaras de video. Apoyédndose en la evidencia que se tiene, los errores o fallas que tuvieron
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los estudiantes al responder las preguntas planteadas en las actividades, se deben a los siguientes

tres motivos:
1. No leyeron con cuidado las instrucciones o preguntas planteadas.
2. Les falt6 discutir mds a fondo dentro del grupo, los cuestionamientos de las actividades.
3. Tuvieron una respuesta incorrecta en el inciso anterior.

Las actividades 2, 5 y 6 contienen trabajo de calculadora con el sistema CAS, en donde los estu-
diantes deben seguir una serie de instrucciones. El tiempo para completar las mismas, es mayor
que el de las restantes. Lo anterior se puede atribuir a dos razones: el uso de la calculadora para
la mayoria de los alumnos es algo nuevo y requieren de mds tiempo para familiarizarse; y la
segunda, por no seguir las instrucciones al pie de la letra tienden a equivocarse en algin paso,
lo que implica repetir el procedimiento. Contratiempos de esta naturaleza son muy frecuentes al
solucionar las actividades, por lo que es importante recordarle a los participantes que lean con

cuidado las instrucciones.

Un ejemplo de lo mencionado anteriormente, se encuentra cuando el equipo 1 realizé la ac-
tividad 4, parte I inciso a, b, c y d:
a) Escriba la operacion que realiza para obtener la cantidad que se viajé y en cuanto
tiempo se viajo.
Sz XX 140100 _ km
Respuesta: x = =2~ 55 = 1,3335"
b) Utilizando las expresiones del inciso anterior, escriba la operacion para calcular
la velocidad promedio.
. 140-100 _ km
Respuesta: ——5— = 1,333%

c¢) Explique qué es una pendiente y escriba la expresion.

: 2 : b A
Respuesta: es un incremento de “y” respecto un incremento de “x” m = A—ﬁ

d) Relacione la velocidad promedio con la ecuacion de la pendiente. ;Qué obser-
va?
Respuesta: ¥ = **, Se relaciona en que el numerador es un incremento de veloci-
dades.

El objetivo de este bloque de preguntas, es observar que la pendiente y la velocidad promedio

son similares, la Unica diferencia es que la primera relaciona diferencias entre “y” y “x”, mien-

tras que la segunda involucra distancias y tiempos. Para llegar a esta conclusion es necesario
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que dejen los dos expresados, ya que en ningin momento se les pidi6 calcular la velocidad pro-
medio. Al realizar el célculo, se pierde el objetivo y no llegan al resultado esperado; lo cual es

evidente con la respuesta del inciso d.

Otro problema que se observo, fue la falta de una discusion significativa entre los integran-
tes del grupo. Ya que al revisar los videos, habia momentos en donde un miembro del equipo
respondia todas las preguntas sin aportes de los demds. La mayoria de respuestas incorrectas
que se tuvieron, se deben a lo anteriormente citado. Se puede decir que a través de una discusion
profunda, se afinan las respuestas de los cuestionamientos, dando como resultado una idea o

concepto mds claro.

4.3. Discusiones Propuestas

Las actividades disefiadas son de cardcter acumulativo y progresivo, es decir, un inciso esta re-
lacionado con el anterior y con el proximo. Cada bloque de preguntas trata un tema o concepto
basico, de tal manera que a través de ellos se lleva a cabo la conceptualizacién de un objeto
matemadtico. Lamentablemente el mal entendimiento de alguno de los cuestionamientos, puede

obstaculizar el aprendizaje deseado.

Una propuesta con el objetivo de mitigar lo anteriormente citado, es programar discusiones
al término de cada bloque; las cuales tendrdn dos objetivos: resumir los temas involucrados y
la formulacién de conceptos de orden superior. Al hacer un resumen, se evita avanzar con con-
ceptos equivocados. Las actividades estdn disefiadas de tal manera, que los participantes pueden
trabajar sin mucha ayuda del profesor. Algunos estudios como el de Meyer (2004), demuestran
que la instruccién guida o mediada es mds eficaz. Por lo anteriormente citado, el orden y es-
tructura de las actividades propuestas constituyen un grado de mediacion. En el disefio de las
actividades, se buscé el balance de un trabajo completo sin ser tedioso y largo. De la experimen-
tacion piloto surgieron algunos casos, en donde ameritaba una discusion entre el investigador y

el equipo para la mejor conceptualizacion de los temas.

En las siguientes tablas se presentan las discusiones realizadas para cada actividad, su ubica-
cién y su objetivo en forma resumida. La guia para el investigador se encuentra en el anexo F,
ahi la discusion se presenta en forma detallada. La Tabla 4.7 para la actividad 1, Tabla 4.8 para
la actividad 2, Tabla 4.9 para la actividad 3, Tabla 4.10 para la actividad 4, y la Tabla 4.11 para
la actividad 5.
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Tabla 4.7: Discusiones propuestas para la actividad 1

Doénde

Objetivo

Puntos Claves

Después de I-c

Después de I-h

Clarificar el significado de
signos en diferencias.

Llegar a la conclusién de que

AU/AiI es constante.

Ver casos con signos positivos, negativos
y valores de cero.
Enfatizar cémo obtener una diferencia y
qué es una relacion.

Tabla 4.8: Discusiones propuestas para la actividad 2

Doénde

Objetivo

Puntos Claves

Antes de II-b

Establecer la ecuacién para
calcular cantidad de C-14.

Ver casos con signos positivos, negativos
y valores de cero.

Tabla 4.9: Discusiones propuestas para la actividad 3

Doénde

Objetivo

Puntos Claves

Después de I-d

Después de II-f

Llegar a las expresiones y
significados de f(x),f(x] + Ax)

y f(x1+h).

Resumir y aclarar la seccién 2.

Iniciar la discusion del significado, con
ejemplos como f(5).

Establecer el significado de “tiende a”.

Tabla 4.10: Discusiones propuestas para la actividad 4

Doénde

Objetivo

Puntos Claves

Después de I-g

Llegar a la ecuacion de
velocidad promedio para el

intervalo [19,1].

Reforzar la ecuacion para una velocidad
promedio. Ver el significado del intervalo.

Tabla 4.11: Discusiones propuestas para la actividad 5

Doénde

Objetivo

Puntos Claves

Después de I-k

Antes de I-q

Responder y resumir el inciso

I-k.

Plantear una estrategia de
resolucion del inciso I-q

utilizando CAS.

Reforzar la diferencia entre una linea
secante y una tangente, y su relacion.
Ademads, explicar el uso de escuadras para
los préximos incisos.

Hacer referencias al inciso I-n y posibles
métodos de mecanizacion utilizando
CAS.
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En las actividades 6 y 7 de la experimentacion piloto, no se tuvieron discusiones significativas
entre el investigador y los alumnos. Después de hacer el andlisis, no se creyd conveniente que
se agregard una discusion. Sin embargo, existen temas y cuestiones para cada actividad que el
investigador que aplicard las actividades deben considerar, las cuales se exponen en la guia del

anexo F.

4.4. Evolucion de las Actividades

En la seccion 3.4 Diseiio y Rediseiio de las Actividades del presente trabajo, se presentan las
modificaciones realizadas en forma general. Cabe mencionar que lo anterior constituyo la parte
fuerte del trabajo de tesis, ademads de que fue en donde se invirtié mds tiempo. Las actividades se
sometieron a varias etapas de modificacion, unas de ellas se plane6 de manera formal mientras
que las otras fueron informales. El hecho de dejar de trabajar en las actividades y regresar a ellas

después de unos dias, cambio algunas perspectivas del disefio.

Al observar la primera version y la version final de las actividades, se puede apreciar que en
todas se realizaron modificaciones. Sin embargo la actividad 6 Funcion Derivada, experimento
mas cambios que las demds; ya que dentro de ésta el objetivo fue la conceptualizacién de la de-
rivada y como se formula su expresion. En las primeras versiones se cometi6 el error de seguir la
metodologia tradicional que se utiliza en el aula, es decir, la actividad se enfoc6 en los procesos
operaciones y se descuid6 la conceptualizacion de la derivada. Lo anterior se ve claramente en
la version 1 parte I, en donde se presenta primero la “teoria” y después se hacen “ejemplos”.
En la parte II se enfoc6 en las reglas de derivacion bdsicas, la idea fue utilizar en comando de

Derivada dentro de CAS para deducir dichas reglas.

La primera version no hace alusion a las preguntas esenciales que se presentan en la segun-
da version, como: ;qué representa una derivada? y ;qué significa la funcion derivada? Dentro de
las actividades se trabajo bajo el argumento de que una derivada es una razén de cambio, por lo
tanto es primordial definir la funcion derivada bajo la misma premisa. Se defini6 de la siguiente
manera: ?la funcién derivada representa las pendientes de las lineas tangentes?. Considerando
lo anterior, la actividad toma un nuevo enfoque y utilizando algunas técnicas dentro de CAS,
se grafica una funcién y se almacena la pendiente de la tangente y su valor de x. Después, se
grafican los dos datos y se ajustan de tal manera que se obtiene una expresion. En este momento
aun no se introduce el concepto de la derivada, el cual se hace hasta la siguiente seccién ademas
de su formulacién matemadtica. La idea fundamental en el esquema propuesto para todas las ac-

tividades, es la construccion del conocimiento; por lo cual, se realizan operaciones y después se
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aclara su significado a través de discusiones. En este caso se llega a una expresion ajustando los
datos de la pendiente de la tangente y su valor en X, para compdrala con la funcién derivada, de
tal manera que se llegue a la definicién de la funcién derivada, representada por las pendientes

de las lineas tangentes.

Las actividades se desarrollan con una parte de l14piz y papel, seguida por otra utilizando CAS;
algunas de ellas tiene una parte de simbolizacién. Para la actividad citada anteriormente, el or-
den que se presenta es primero una parte con CAS; lo anterior se hace con el fin de llegar a una
expresion, para las pendientes de las lineas tangentes de una funcién. Mientras que en la parte de
lapiz y papel, se compara la expresion obtenida con CAS de la derivada para la misma funcidn.
Por lo anterior, la actividad se enfoca mds en la relacion entre las pendientes de las lineas tan-
gentes y la derivada, en lugar de los procesos operaciones, la cual era el objetivo de la primera
version. Al enfocarse en la relacion de las pendientes de las lineas tangentes y la derivada, se

logra la conceptualizacion esperada.
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Capitulo 5

Conclusiones

5.1. Comprobacion de la Hipétesis

De acuerdo a la hipétesis planteada la seccion 1.3 y a los resultados obtenidos en el pre-examen
sobre los conceptos fundamentales del calculo diferencial, se llega a la conclusiéon que los alum-
nos tienen una idea superficial sobre los fundamentos tedricos involucrados. Considerando lo
anterior y los resultados obtenidos al resolver las actividades, se puede decir categéricamente
que hubo aprendizaje de los conceptos, ya que existen evidencias de las respuestas que dieron
los alumnos que demuestran un dominio del calculo diferencial, lo que no estaba presente antes

del pre-examen.

5.2. Conclusiones Generales

Tradicionalmente la ensefianza de las matemaéticas se lleva acabo utilizando métodos pasivos,
es decir, el alumno solamente recibe informacion sobre el tema; ademas, se presenta primero la
teoria y después se hacen algunos ejercicios de la misma. Por ejemplo en una clase para la cubrir

el tema de derivada, se puede ver de la siguiente manera:

1. Para encontrar la derivada de cualquier funcidn se utiliza la expresion:

. +h)—
F(e) = liimy_y L=
2. Entonces la derivada para x? serfa:
2_x2 2 2.2
F(x) = limy_sg w,% — 1y, o T2 iy, h(2);l+h) —
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5.2. Conclusiones Generales

Después de esa introduccion al tema, el profesor pone a trabajar a los estudiantes en la clase con

problemas similares, y probablemente también se deje una tarea.

Innumerables estudios han demostrados, que técnicas de ensefianza pasivas no son adecuadas
para un aprendizaje significativo. En este trabajo de tesis el alumno construye su propio conoci-
miento a través de métodos activos, es decir, que ellos estan involucrados y son responsables de
su aprendizaje por medio del “descubrimiento”. Diferentes investigaciones (Heid, 1988; Atkins,
Creegan y Soan, 1995; Pierce, 1999; Lagrange 2000) sugieren, que el descubrimiento guiado
o mediado es mds eficaz. La mediacion se lleva a cabo, por las actividades de aprendizaje di-
sefadas y el investigador que las aplica, a través de discusiones individuales y grupales. Las
actividades estdn diseiadas de tal manera, que el conocimiento lo construye el alumno cuando

une conceptos e ideas implicitos en las mismas.

Las actividades propuestas se sometieron a experimentaciones formales e informales, y de acuer-
do a las observaciones realizadas por el grupo de investigadores se modificaron hasta llegar a
las actividades finales que conceptualizaron el cdlculo diferencial. El esquema empleado, es que
a través de preguntas tales como: ;qué pasa bajo esas condiciones?, ;ja qué se debe?, ;cOmo
formularias lo antes dicho?, etc., se van construyendo los conocimientos, los cuales representan

la conceptualizacion del objeto matematico.

De la experimentacion piloto se observd, que la mayoria de los problemas encontrados se atri-
buyen a los integrantes de los equipos y no al disefio de las actividades. Por ejemplo, algunos
errores se deben a que no leen con cuidado los procedimientos, las preguntas, responden de for-
ma equivocada, o bien no discuten adecuadamente sobre los cuestionamientos. Con respecto al
diseno de las actividades, la tinica modificacion resultante después de la experimentacion piloto
fue la insercién de discusiones. Las cuales tienen el objetivo resumir lo mds importante de los
temas tratados y de reforzar la construccién de los conceptos involucrados. Debido a que las
actividades son acumulativas, es importante asegurar que los alumnos obtengan cada uno de los

conceptos involucrados en las mismas.

Aparte del disefio de las actividades propuestas, en este trabajo también generd una guia pa-
ra el profesor que aplicard las mismas, en donde se detallan las discusiones que se llevaran a
cabo y cudles son los principales errores que se cometen dentro de cada actividad. Con la guia
propuesta, cualquier profesor con acceso a las calculadoras simbdlicas las pueden implementar.
Las actividades no requieren de conocimiento previo del cdlculo diferencial, ya que parten de

conceptos numéricos y algebraicos; se pueden utilizar para que el estudiante construya los con-
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ceptos fundamentales antes de ver la teoria en clase o después para hacer un reforzamiento.

El presente trabajo de Tesis, muestra que es posible crear e implementar actividades de apren-
dizaje para la conceptualizacion del cdlculo diferencial. Como un trabajo futuro, se pueden di-
sefar actividades con las mismas técnicas empleadas en este trabajo para la conceptualizacion
de célculo integral y cdlculo multivariable. Lo dificil de disefiar actividades de aprendizaje que
involucren tépicos matemadticos, es su naturaleza acumulativa; pero con esfuerzo y trabajo, la
dificultad anterior se vio como una gran oportunidad. Aprovechandose del esquema progresivo
que se aplico en el disefio, se pueden implementar actividades para materias tales como fisica,

quimica y programacion.

Ademas de apoyarse en la tecnologia, las actividades emplean técnicas de ensefianza activa.
Bonwell y Eison (1991), sugieren que dichas estrategias tienen en comun el acto de la involu-
cracion de alumnos en hacer y pensar sobre lo que estdn haciendo. Este estudio como muchos
otros, muestra la importancia del aprendizaje activo con objetos matemaéticos. En las clases ?tra-
dicionales? no se utilizan dichos elementos, por lo tanto se sugiere que se incorporen este tipo
de actividades dentro de la ensefianza de todas las materias, ya que no son exclusivas para las

matematicas.

5.3. Recomendaciones y Sugerencias

Las actividades propuestas en este trabajo de tesis se pueden ser fiacilmente implementadas en
loas cursos normales de célculo diferencial y servirdn para que el estudiante construya los con-
ceptos fundamentales; existen dos posibilidades de uso de las actividades: a) como introductoras

antes de ver la teoria en clase; b) de reforzamiento después de ver la teoria en clase.

Es muy importante subrayar, que las actividades disefiadas contemplan lo fundamental del calcu-
lo diferencial. Existe la posibilidad de que el programa de Matemadticas incluya temas que no
estén contemplados en las actividades, pero el alcance del presente trabajo de investigacion es
conceptualizar los fundamentos del cdlculo diferencial. Los temas adicionales, pueden explicar-

se bajo el mismo esquema de las actividades disefiadas.
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A.l. Actividad 1:Diferencias

Actividad 1b
Diferencias
Versién 1,7/10/13
OBJETIVOS:

* Entender el concepto de una diferencia matematica
e Formulacién y aplicacién de Ax & Ay

A. Diferencia Matemdtica
Parte I (con ldpiz y papel): Concepto General

La diferencia matematica es el resultado de restas, en donde se resta un sustraendo de un
minuendo. Por ejemplo, la diferencia entre 8 (minuendo) y 3 (sustraendo) es 5.

a) Completa la siguiente tabla. Pase el texto de la columna 1 a una sintaxis matematico en la
columna 2 y escriba el resultado de la diferencia en la columna 3.

Texto Sintaxis Diferencia
La diferencia entre 93 y 34
Una cuenta de ahorros tiene $2383.87 al inicio del
mes y $2873.92 al final. ;Cual fue la diferencia a lo
largo del mes?
Se saca un pedazo de carne a descongelar, al sacarse
del congelador se encuentra a -3° C y después de 5
horas se encuentra a 24°C. ;Cudl es la diferencia de
temperatura después de las 5 horas?
Un automoévil contiene un tanque de 90 litros. Se
llena al comienzo de la semana y al fin de ella, se ve
que el tanque contiene 32.3 litros. ;Cual es la
diferencia de litros en el tanque?

b) Considere el tercer y cuarto caso del inciso a, ;qué observaciones nota al utilizar nimeros
negativos asi como los valores qué puede tomar una diferencias?

¢) ;Qué indica una diferencia negativa?
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d) Observe la siguiente en la primera columna se encuentra una secuencia de
cinco (5) numeros, observe la tendencia (si existe alguna) y anoétela en la

segunda columna.

Secuencia

Observaciones

2,4,6,8,10

45,38, 31, 24,17

-8.75,-3.5,1.75,7,12.25

1,9,17, 27,41

Considere el conjunto de datos, en donde i corresponde a una variable
independiente mientas tanto u corresponde a la variable dependiente.

i 1

2

3

4 5 6

Ui 8

11

14

17 20 23

e) Considerando el conjunto de datos previo, ;qué valor tiene u4? ;Qué

significado tiene u;

f) Utilizando el conjunto de datos mencionado, completa la siguiente tabla.

Sintaxis

Representacion Algebraica | Resultado

Us —uyg

Uz-Uj

us—uz

Us—us

U3z —Ues

Ug — Uz
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En matematicas el operador delta (A) representa un cambio. Siendo un operador
matematico puede aplicarse a cualquier variable. Por ejemplo, Ax representa un
cambio en x mientras que AT representa un cambio en T (muchas veces dicha

variable representa una temperatura.

g) Considerando el concepto de Ay utilizando el conjunto de datos, complete la

siguiente tabla.

Sintaxis Au Al
Us — Ug

Uz — Uz

uz—uz

Us— us

usz - us

Us — Uz

Ui+1 — Ui

Uij+2 — Ui

Uj+3 — Ui

h) Considere las ultimas filas de la tabla anterior (subindices que contienen la
variable i). ;Qué significan con respecto a las diferencias en i? ;Para cualquier i,

son los mismos valores de Au?

i) Compruebe su respuesta del inciso h utilizando 3 valores de i.

i Au
Ui+1 — Ui
Ui+1 — Ui
Ui+1 — Ui
Ui+2 — Ui
Ui+2 — Ui
Ui+2 — Ui
Ui+3 — Ui
Ui+3 — Ui
Ui+3 — Ui

Guillermo Ibarra Reyes
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j) ¢A qué conclusiones llega con respecto a los cambios en i asi como los cambios
en u?

Parte 2 (con CAS): Formulacién de Ax & Ay

Si una variable y depende de una variable x de tal manera que cada valor de x determina
exactamente un valor de y, entonces se dice que y es una funcion de x. Cuarto métodos comunes
para la representacién de funciones son: numéricamente por tablas, geométricamente por
graficas, algebraicamente por formulas y/o verbalmente. Una funcién f es una regla que asocia
una salida tnica con cada entrada. Si la entrada es denotada por x, entonces la salida es denotada
por f(x) (se lee como “fde x”). Para una entrada dada x, la salida de la funcién f se denomina el
valor de fen x. Algunas veces se denomina la salida por una sola letra, por ejemplo y, y escribir

Y=

Esta ecuacion expresa y como una funcién de x; la variable x se llama la variable independiente
de f, y la variable y se llama la variable dependiente de f.

Coordenadas cartesianas es un sistema de coordenadas de dos dimensiones, denominado como
el plano cartesiano, utilizada para la representacion grafica de una funcién. En el eje horizontal,

conocido como el eje “x”, se encuentran las variables independientes mientras que en el eje
wn»

vertical, conocido como el eje “y”, se encuentran las variables dependientes. Siendo un plano,
cada punto se puede expresar por sus coordenadas (X, y).

Una herramienta ttil dentro del sistema CAS, es el comando “tal que”, |. Dicho comando se elije

presionando el botdn azul “CTRL” y el botén “=", el cual se encuentra debajo de “CTRL” y después
seleccionar “|”. El sintaxis para utilizar el comando es el siguiente, funcién| variable = valor.

a) Considere la funcién 2x2 + 5x - 2, llene la siguiente tabla con los valores de x respectivos.

Valor de x Operacidn con lapiz Resultado de CAS
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Actividad 1b
Diferencias
Version 2,28/11/13
OBJETIVOS:

e Entender el concepto de una diferencia matematica
e Formulacidn y aplicacién de Ax & Ay

A. Diferencia Matemdtica

Parte I (con ldpiz y papel): Concepto General

La diferencia matematica es el resultado de restas, en donde se resta un sustraendo de un
minuendo. Por ejemplo, la diferencia entre 3 (sustraendo) y 8 (minuendo) es 5. En la vida
cotidiana cuando se expresa una diferencia, tipicamente se refiere a la diferencia entre un valor

inicial (sustraendo) y un valor final (minuendo).

a) Completa la siguiente tabla. Pase el texto de la columna 1 a una sintaxis matematico en la
columna 2 y escriba el resultado de la diferencia en la columna 3.

Texto Sintaxis Diferencia
Una cuenta de ahorros tiene $2383.87 al inicio del
mes y $2873.92 al final. ;Cual fue la diferencia a lo
largo del mes?
Se saca un pedazo de carne a descongelar, al sacarse
del congelador se encuentra a -3° C y después de 5
horas se encuentra a 24°C. ;Cudl es la diferencia de
temperatura después de las 5 horas?
Un automoévil contiene un tanque de 90 litros. Se
llena al comienzo de la semanay al fin de ella, se ve
que el tanque contiene 32.3 litros. ;Cual es la
diferencia de litros en el tanque a lo largo de la
semana?

b) Observe las diferencias de los tres (3) casos del inciso anterior, ;existe una diferencia con
signo negativo? En caso afirmativo, ;qué representa con respecto a la cantidad (aumenta o
disminuya)?

) (Qué concluyes a partir del inciso anterior con respecto al signo de la diferencia? Considere
signos positivos, negativos y valores de cero.
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d) Observe la siguiente en la primera columna se encuentra una secuencia de cinco (5) nimeros,
observe la tendencia (si existe alguna) y andtela en la segunda columna.

Secuencia Observaciones

2,4,6,8,10

45, 38,31, 24,17

-8.75,-3.5,1.75,7,12.25

1,9,17,27,41

Considere el conjunto de datos, en donde i corresponde a una variable independiente mientas
tanto u corresponde a la variable dependiente. Por lo tanto u; corresponde a u evaluado en
cualquier valor de i. Por ejemplo, u3z indica el valor de u cuando i es 3 lo cual es 14.

i 1 2 3 4 5 6
Ui 8 11 14 17 20 23

e) Utilizando el conjunto de datos mencionado, completa la siguiente tabla.

Sintaxis Representacién Algebraica Resultado
Us— Uy
Uz-ujz

us—uz
Us—us
Uz — Usg
Ug—usg

En matemadticas el operador delta (A) representa un cambio. Siendo un operador matematico
puede aplicarse a cualquier variable. Por ejemplo, Ax representa un cambio en x mientras que AT
representa un cambio en T (muchas veces dicha variable representa una temperatura.

f) Considerando el concepto de A y utilizando el conjunto de datos, complete la siguiente tabla.

Sintaxis Au Ai
Us— Uy
Uz - Uz
Uz —uz
Us—Uus
Uz — Us
Ug — Uz

g) Analice la tabla del inciso f, ;hay una relacién con respecto a Ai y Au? ;Qué puede concluir con
respecto a una diferencia, es constante?
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i) Compruebe su respuesta del inciso h utilizando 3 valores de i.

Ai Au

Ui+ — Uj
Uiz2 — Ui
Ui+3 — Ui
Uir1 — Ui
Ui+2 — Uj
Uj+3 — Uj
Uir1 — Ui
Uiz — Ui
Ui+3 — Ui

WWWINININ ||

j) ¢A qué conclusiones llega con respecto a los cambios en i asi como los cambios en u?

Parte 2 (con CAS): Formulacion de Ax y Ay

Si una variable y depende de una variable x de tal manera que cada valor de x determina
exactamente un valor de y, entonces se dice que y es una funciéon de x. Cuatro métodos comunes
para la representaciéon de funciones son: numéricamente por tablas, geométricamente por
graficas, algebraicamente por formulas y/o verbalmente. Una funcién f es una regla que asocia
una salida Uinica con cada entrada. Si la entrada es denotada por x, entonces la salida es denotada
por f(x) (se lee como “f de x”). Para una entrada dada x, la salida de la funcidn f se denomina el
valor de fen x. Algunas veces se denomina la salida por una sola letra, por ejemplo y, y escribir
y= ()

Esta ecuacién expresa y como una funcién de x; la variable x se llama la variable independiente
de f, y la variable y se llama la variable dependiente de f.

Coordenadas cartesianas es un sistema de coordenadas de dos dimensiones, denominado como
el plano cartesiano, utilizada para la representacion grafica de una funcién. En el eje horizontal,
conocido como el eje “x”, se encuentran las variables independientes mientras que en el eje

vertical, conocido como el eje “y”, se encuentran las variables dependientes. Siendo un plano,
cada punto se puede expresar por sus coordenadas (X, y).

Una herramienta ttil dentro del sistema CAS, es el comando “tal que”, |. Dicho comando se elije

presionando el botdn azul “CTRL” y el botén “=", el cual se encuentra debajo de “CTRL” y después
seleccionar “|”. El sintaxis para utilizar el comando es el siguiente, funcién| variable = valor.

a) Considere la funcién 2x2 + 5x - 2, llene la siguiente tabla con los valores de x respectivos.

Valor de x Operacion con lapiz Resultado de CAS
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Actividad 2b
Pendientes
Version 1,10/10/13
OBJETIVOS:

e Formulacion del concepto de pendiente
e Derivacion de la ecuacion de una linea recta
e Formulacién y aplicacién de Ay/Ax
A. Pendiente
Parte I (con ldpiz y papel): Concepto de Pendiente y Rectas

a) Un carro recorre 245 kilémetros con 18 litros de gasolina.

1) Si el mismo carro gasta 30 litros de gasolina, ;qué distancia viaj6?

2) Explique la légica utilizada en el problema anterior y las suposiciones hechas.

3) ¢Cudl es la raz6n de cambio en kilémetros por litros de gasolina y qué significa?

4) Utilizando el dato original, 18 litros para 245 litros y el dato del problema 1, grafique
dichos puntos y trace la recta. Formule una expresién matematica para la pendiente.

5) ¢(Qué similitudes hay entre un razén de cambio de cambio y una pendiente?
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El modelo matematico mas sencillo para relacionar dos variables es la ecuacion lineal de dos
variables y = mx + b. Esta ecuacion se llama lineal porque su grafica es una linea. Cuando x = 0, se
obtiene

y=m(0)+b

Por lo tanto, la linea cruza el eje y en y = b. En otras palabras, el intercepto y es (0, b). La
inclinacién o pendiente es m. La pendiente de una linea no vertical es el numero de unidades que
la recta sube (o cae) verticalmente por cada unidad de cambio horizontal de izquierda a derecha,
como se nota en la figura 1y 2.

TR

Figura 1. Linea recta con pendiente positivo Figura 2. Linea recta con pendiente
negativa

b) Considere la ecuacién de la recta, y = 2x + 3. Identifique la variable independiente y la variable
dependiente. Elija por lo menos 5 valores dependientes y haga una tabla con los valores
independientes correspondientes.

c) Grafique la linea recta expresada por la ecuacion, y = 2x + 3.

d) Considere los puntos (6, 9) y (0, 11). Sin hacer ningun calculo, ;la pendiente es positiva o
negativa? Compruebe graficamente y después analiticamente.
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e) Utilizando los puntos generales, (Xn, yu), donde n es n-ésimo punto. Calculo la pendiente entre

el punto 1y 2.

f) Exprese la ecuacion de la pendiente para puntos generales del inciso e utilizando el concepto

de A.

Parte II (con CAS): Aplicacion

La datacion por radiocarbono, es una técnica de datacion radiométrica que utiliza el is6topo
carbono-14 para la determinacién de la edad de materiales que contienen carbono. Los
siguientes datos obtenidos experimentalmente, demuestran la cantidad de C-14 para un material
alo largo del tiempo.

Antigiiedad Cantidad de C-14 Antigliedad Cantidad de C-14
del Material del Material
(miles de afios) (miles de afios)

0 15.30 9 5.15
1 13.56 10 4.56
2 12.01 11 4.04
3 10.64 12 3.58
4 9.43 13 3.17
5 8.35 14 2.81
6 7.40 15 2.49
7 6.56 16 2.21
8 5.81 17 1.95

a) Encuentre la pendiente entre los siguientes miles de afios: i) 6 a 14, ii) 6 a 12, iii) 6 a 10,

iv) 6a8.

b) {Qué observaciones tienes del ejercicio anterior?
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Dentro del sistema CAS, se pueden graficar datos. Utilizando la hoja de calculo ingrese los datos
experimentales del problema anterior dentro de esta seccién. En la columna A ingrese los afios y
Ilame dicha columna “afios” y en la columna B ingrese los datos de C-14 y llame dicha columna
“C14”. Dentro de Home, elija Datos y Estadisticas y presione Enter. Utilizando el Navegador,
mueva la flecha hacia abajo y elija que la variable x sea “afios”. Después, mueva la flecha hacia la
izquierda y elija que la variable y sea “C14”. Ahora deben aparecer los datos graficados.

Se puede hacer un ajuste de datos para los datos graficados. Dentro de la grafica, presione Menu,
4: Analizar, 6: Regresion. Dentro de estas opciones existen varios ajuste disponibles.

c) Haga un ajuste de datos utilizando Lineal (mx +b) y exponencial. ;Qué sucede? ;Cudl se
ajusta mejor?

Dentro de la hoja de célculo, también se pueden ver datos de ajuste de datos. En la hoja de calculo
donde estan los datos presione meni, 4: Estadistica, 1: Calculos estadisticos, 3: Regresion
lineal (mx + b). Para lista x ingrese A[], para la lista y ingrese B[] y en la primera columna de
resultado ingrese c[].

d) ;Qué informacién aparece?

e) Repita el procedimiento para una A: Regresion exponencial... ;Qué informacién aparece? ;Se
llega a la misma conclusién que en el inciso c?

f) Utilizando la ecuacién del mejor ajuste. Encuentre la velocidad promedio dentro los siguientes
miles de afios: i) 6 a 14, ii) 6 a 12,iii) 6 2 10, iv) 6 a 8.

g) (Qué observas de los resultados obtenidos en el inciso fy en el inciso a?
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h) Considerando las observaciones de esta actividad. ;Qué puede decir de la pendiente de una
funcién con respecto a la pendiente entre dos puntos? ;Seria el mismo caso si la funcién no es
una linea recta?
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Actividad 2b
Pendientes
Version 2,29/11/13
OBJETIVOS:

e Formulacion del concepto de pendiente
e Derivacion de la ecuacion de una linea recta
e Formulacién y aplicacién de Ay/Ax
A. Pendiente
Parte I (con ldpiz y papel): Concepto de Pendiente y Rectas

a) Un carro recorre 245 kilémetros con 18 litros de gasolina.

1) Si el mismo carro gasta 30 litros de gasolina, ;qué distancia viaj6?

2) Explique la légica utilizada en el problema anterior y las suposiciones hechas.

3) ¢Cudl es la raz6n de cambio en kilémetros por litros de gasolina y qué significa?

4) Utilizando el dato original, 18 litros para 245 litros y el dato del problema 1, grafique
dichos puntos y trace la recta. Formule una expresién matematica para la pendiente.

5) (Qué similitudes hay entre un razén de cambio y una pendiente?
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El modelo matematico mas sencillo para relacionar dos variables es la ecuacion lineal de dos
variables y = mx + b. Esta ecuacion se llama lineal porque su grafica es una linea. Cuando x = 0, se
obtiene

y=m(0)+b

Por lo tanto, la linea cruza el eje y en y = b. En otras palabras, el intercepto y es (0, b). La
inclinacién o pendiente es m. La pendiente de una linea no vertical es el numero de unidades que
la recta sube (o cae) verticalmente por cada unidad de cambio horizontal de izquierda a derecha,
como se nota en la figura 1y 2.

TR

Figura 1. Linea recta con pendiente positivo Figura 2. Linea recta con pendiente
negativa

b) Considere la ecuacién de la recta, y = 2x + 3. Identifique la variable independiente y la variable
dependiente. Elija por lo menos 5 valores dependientes y haga una tabla con los valores
independientes correspondientes.

c) Grafique la linea recta expresada por la ecuacion, y = 2x + 3.

d) Considere los puntos (6, 9) y (0, 11). Sin hacer ningun calculo, ;la pendiente es positiva o
negativa? Compruebe graficamente y después analiticamente.
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e) Utilizando los puntos generales, (Xn, yu), donde n es n-ésimo punto. Calculo la pendiente entre
el punto 1 (x1,y1) y 2 (X2, y2)-

f) Exprese la ecuacion de la pendiente para puntos generales del inciso e utilizando el concepto
de A.

Parte II (con CAS): Aplicacion

La datacion por radiocarbono, es una técnica de datacion radiométrica que utiliza el is6topo
carbono-14 para la determinacién de la edad de materiales que contienen carbono. Los
siguientes datos obtenidos experimentalmente, demuestran la cantidad de C-14 para un material
alo largo del tiempo.

Antigiiedad Cantidad de C-14 Antigliedad Cantidad de C-14
del Material del Material
(miles de afios) (miles de afios)

0 15.30 9 5.15
1 13.56 10 4.56
2 12.01 11 4.04
3 10.64 12 3.58
4 9.43 13 3.17
5 8.35 14 2.81
6 7.40 15 2.49
7 6.56 16 2.21
8 5.81 17 1.95

a) Encuentre la pendiente entre los siguientes miles de afios: i) 6 a 14, ii) 6 a 12, iii) 6 a 10,
iv) 6a8.

b) {Qué observaciones nota en el inciso anterior con respecto a la diferencia de afios y el valor de
las pendientes?
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Dentro del sistema CAS, se pueden graficar datos. Utilizando la hoja de calculo ingrese los datos
experimentales del problema anterior dentro de esta seccién. En la columna A ingrese los afios y
llame dicha columna “yrs” y en la columna B ingrese los datos de C-14 y llame dicha columna
“C14”. Dentro de Home, elija Datos y Estadisticas y presione Enter. Utilizando el Navegador,
mueva la flecha hacia abajo y elija que la variable x sea “yrs”. Después, mueva la flecha hacia la
izquierda y elija que la variable y sea “C14”. Ahora deben aparecer los datos graficados.

Se puede hacer un ajuste de datos para los datos graficados. Dentro de la grafica, presione Menu,
4: Analizar, 6: Regresion. Dentro de estas opciones existen varios ajuste disponibles.

c) Haga un ajuste de datos utilizando Lineal (mx +b). ;Qué sucede? Repita el ajuste utilizando
exponencial. ;Cudl se ajusta mejor?

Dentro de la hoja de célculo, también se pueden ver datos de ajuste de datos. En la hoja de calculo
donde estan los datos presione men, 4: Estadistica, 1: Calculos estadisticos, 3: Regresion
lineal (mx + b). Si no encuentra la hoja de calculo, puede presionar ctrl y los botones de derecha
o izquierda para cambiar entre las pantallas. Para lista x ingrese A[], para la lista y ingrese B[] y
en la primera columna de resultado ingrese c[].

d) ;Qué informacién aparece?

e) Repita el procedimiento para una A: Regresion exponencial... ;Qué informacion aparece? ;Se
llega a la misma conclusién que en el inciso c?

f) Utilizando la ecuaciéon y constantes del mejor ajuste (lineal o exponencial). Encuentre la
pendiente dentro los siguientes miles de afios: i) 6 a 14, ii) 6 a 12, iii) 6 a 10, iv) 6 a 8. Calcule
dichas pendientes dentro de la hoja de calculo. Si cambia el nombre de la columna a “yrs”y “c14”
va aparecer los datos utilizados en la otra hoja de calculo.

g) (Qué observas de los resultados obtenidos en el inciso fy en el inciso a?
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h) Considerando las observaciones de esta actividad. ;Qué puede decir de la pendiente de una
funcién con respecto a la pendiente entre dos puntos, son casi iguales? ;Seria el mismo caso si la
funcién no es una linea recta?
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Actividad 2b
Pendientes
Versiéon 3,9/12/13
OBJETIVOS:

e Formulacion del concepto de pendiente
e Derivacion de la ecuacion de una linea recta
e Formulacién y aplicacién de Ay/Ax
A. Pendiente
Parte I (con ldpiz y papel): Concepto de Pendiente y Rectas

a) Un carro recorre 245 kilémetros con 18 litros de gasolina.

1) Si el mismo carro gasta 30 litros de gasolina, ;qué distancia viaj6?

2) Explique la légica utilizada en el problema anterior y las suposiciones hechas.

3) ¢Cudl es la raz6n de cambio en kilémetros por litros de gasolina y qué significa?

4) Utilizando el dato original, 18 litros para 245 litros y el dato del problema 1, grafique
dichos puntos y trace la recta. Formule una expresién matematica para la pendiente.

5) (Qué similitudes hay entre un razén de cambio y una pendiente?
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El modelo matematico mas sencillo para relacionar dos variables es la ecuacion lineal de dos
variables y = mx + b. Esta ecuacion se llama lineal porque su grafica es una linea. Cuando x = 0, se
obtiene

y=m(0)+b

Por lo tanto, la linea cruza el eje y en y = b. En otras palabras, el intercepto y es (0, b). La
inclinacién o pendiente es m. La pendiente de una linea no vertical es el numero de unidades que
la recta sube (o cae) verticalmente por cada unidad de cambio horizontal de izquierda a derecha,
como se nota en la figura 1y 2.

TR

Figura 1. Linea recta con pendiente positivo Figura 2. Linea recta con pendiente
negativa

b) Considere la ecuacién de la recta, y = 2x + 3. Identifique la variable independiente y la variable
dependiente. Elija por lo menos 5 valores dependientes y haga una tabla con los valores
independientes correspondientes.

c) Grafique la linea recta expresada por la ecuacion, y = 2x + 3.

d) Considere los puntos (6, 9) y (0, 11). Sin hacer ningun calculo, ;la pendiente es positiva o
negativa? Compruebe graficamente y después analiticamente.
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e) Utilizando los puntos generales, (Xn, yu), donde n es n-ésimo punto. Calculo la pendiente entre
el punto 1 (x1,y1) y 2 (X2, y2)-

f) Exprese la ecuacion de la pendiente para puntos generales del inciso e utilizando el concepto
de A.

Parte II (con CAS): Aplicacion

La datacion por radiocarbono, es una técnica de datacion radiométrica que utiliza el is6topo
carbono-14 para la determinacién de la edad de materiales que contienen carbono. Los
siguientes datos obtenidos experimentalmente, demuestran la cantidad de C-14 para un material
alo largo del tiempo.

Antigiiedad Cantidad de C-14 Antigliedad Cantidad de C-14
del Material del Material
(miles de afios) (miles de afios)

0 15.30 9 5.15
1 13.56 10 4.56
2 12.01 11 4.04
3 10.64 12 3.58
4 9.43 13 3.17
5 8.35 14 2.81
6 7.40 15 2.49
7 6.56 16 2.21
8 5.81 17 1.95

a) Encuentre la pendiente entre los siguientes miles de afios: i) 6 a 14, ii) 6 a 12, iii) 6 a 10,
iv) 6a8.

b) {Qué observaciones nota en el inciso anterior con respecto a la diferencia de afios y el valor de
las pendientes?
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Dentro del sistema CAS, se pueden graficar datos. Utilizando la hoja de calculo ingrese los datos
experimentales del problema anterior dentro de esta seccién. En la celda que tiene la letra A
(celda superior) ingrese los afos y llame dicha columna “yrs” y en la celda que contiene la letra B
ingrese los datos de C-14 y llame dicha columna “C14”. Dentro de Home, elija Datos y
Estadisticas y presione Enter. Utilizando el Navegador, mueva la flecha hacia abajo y elija que la
variable x sea “yrs”. Después, mueva la flecha hacia la izquierda y elija que la variable y sea “C14”.
Ahora deben aparecer los datos graficados.

Se puede hacer un ajuste de datos para los datos graficados. Dentro de la grafica, presione Men,
4: Analizar, 6: Regresion. Dentro de estas opciones existen varios ajuste disponibles.

c) Haga un ajuste de datos utilizando Lineal (mx +b). ;Qué sucede? Repita el ajuste utilizando
exponencial. ;Cudl se ajusta mejor?

Dentro de la hoja de calculo, también se pueden ver datos de ajuste de datos. En la hoja de calculo
donde estan los datos presione meni, 4: Estadistica, 1: Calculos estadisticos, 3: Regresion
lineal (mx + b). Si no encuentra la hoja de calculo, puede presionar ctrl y los botones de derecha
o0 izquierda para cambiar entre las pantallas. Para lista x ingrese A[], para la lista y ingrese B[] y
en la primera columna de resultado ingrese c[].

d) ;Qué informacién aparece?

e) Repita el procedimiento para una A: Regresion exponencial... ;Qué informacion aparece? ;Se
llega a la misma conclusién que en el inciso c?

f) Utilizando la ecuacién y constantes del mejor ajuste (lineal o exponencial). Encuentre la
pendiente dentro los siguientes miles de afios: i) 6 a 14, ii) 6 a 12, iii) 6 a 10, iv) 6 a 8. Calcule
dichas pendientes dentro de la hoja de calculo. Si cambia el nombre de la columnaa “yrs”y “c14”
va aparecer los datos utilizados en la otra hoja de calculo.
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g) (Qué observas de los resultados obtenidos en el inciso fy en el inciso a? ;A qué se debe?
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A.3. Actividad 3: Pendiente como Funcion

A.3.1. Version 1
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Actividad 3b
Pendiente como Funcién
Versiéon 1,16/10/13
OBJETIVOS:

* Desarrollo de la expresion W

¢ Formulacién de la variable h

A. Desarrollo Matemadtico de f(erAzﬂ

X
Parte I (con ldpiz y papel): Concepto General
Y2—V1

X2—X1
a) Sila variable y es la variable dependiente, exprese la ecuacién para una pendiente con f(x,,).

De las actividades anteriores, se llego a la expresiéon m = para una pendiente.

b) Si Ax = x,,,1 — x,,, (@ que es igual xz en funcién de x; y Ax? Exprese la ecuacion del inciso a,
sustituyendo la expresion de x..

L . - . Ax)— . . .
¢) Compare la ecuacion obtenido en el inciso b, ;es diferente a ’W ? Si es diferente, ;ja qué
se debe dicha diferencia?

d) Observando la figura 1, ;qué representa h? Utilizando h, ;como queda la expresion del inciso c?
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(x5 flza))

ETF(E)]

7 — - - r!'

Figura 1. Introduccidén del concepto h
Parte II (con CAS): Variacién de h

a) Considere la funcién, f(x) = x? + 2x. ;Cudl es la ecuacién de la pendiente, m?

b) Si el primer punto es (1, 3), exprese la ecuaciéon de la pendiente m en funcién de h. (No es
necesario reducir algebraicamente) ;Graficamente qué significa esta expresion?

¢) Utilizando la hoja de calculo dentro de CAS, en la primera columna incluya los valores de h
mientras que en la segunda columna va la pendiente. Para representar la variable h (la cual esta
en la columna A), en la ecuacién de la pendiente en la columna B, utilice A. Complete la siguiente
tabla utilizando por lo menos 6 valores de h.

A B
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d) Si h se acercaa 0, ;qué significa?

e) Utilizando la misma tabla del inciso c, utilice las siguientes valores de h. ;Qué observa con
respecto al valor de 0, valores positivos y los valores negativos?
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Actividad 3b
Pendiente como Funcién
Version 2,29/11/13
OBJETIVOS:

* Desarrollo de la expresion W

¢ Formulacién de la variable h

A. Desarrollo Matemadtico de f(erAzﬂ

X
Parte I (con ldpiz y papel): Concepto General

Y2=01

X2—=X1
a) Si la variable “y” es la variable dependiente, es decir y, = f{(xn), exprese la ecuacion para la
pendiente con f(x,,).

De las actividades anteriores, se llego a la expresiéon m = para una pendiente.

b) Si Ax = x,,,1 — x,,, (@ que es igual xz considerando la ecuacién de Ax? Exprese la ecuacion del
inciso a, sustituyendo la expresion de xz.

L . - . Ax)— . . .
c) Compare la ecuacion obtenido en el inciso b, ;es diferente a W ? Si es diferente, ja qué
se debe dicha diferencia?

d) Observando la figura 1 en la siguiente pagina, ;qué representa y a que es igual h? Utilizando h,
;como queda la expresidn del inciso c?
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(2, flw2))

(@1, fl1))

7 T T T T T

Figura 1. Introduccién del concepto h
Parte II (con CAS): Variacién de h

a) Considere la funcién, f(x) = x2 + 2x. ;Cémo se expresa f(x1) y f(x1+Ax)? ;Cuél es la ecuacién
de la pendiente del inciso d?

b) Si el primer punto es (1, 3), exprese la ecuacion del inciso anterior con estos puntos. (No es
necesario reducir algebraicamente) ;Qué nota de esta ecuacién?

¢) Utilizando la hoja de calculo dentro de CAS, en la primera columna incluya los valores de h
mientras que en la segunda columna va la pendiente. Utilice la ecuacién de la pendiente del
inciso anterior. Como en cualquier hoja de calculo, en la parte gris de la columna gris se puede
expresar la funcion de la pendiente en donde h equivale a la variable “a”, ya que es el valor de la
columna A. Completa la tabla.

A B

0.1
0.01
0.001

-0.001
-0.01
-0.1
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d) ;Qué observa cuando h = 0?7 ;A qué se debe ese valor?

e) ¢A qué numero de acerca la pendiente cuando h se acerca a cero a partir de los niimeros
positivos?

f) ¢A qué numero de acerca la pendiente cuando h se acerca a cero a partir de los niimeros
negativos?

g) Observando la respuestas a los incisos e y f, ;llega a la misma conclusién?

f) Cuando h tiende a cero, ;a qué tiende la pendiente? ;Es igual al valor cuando h = 0?

g) (Cémo puede definir este tipo de analisis (analitico o grafico)? Explique su razonamiento.
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Actividad 3b
Pendiente como Funcién
Version 3,12/12/13
OBJETIVOS:

* Desarrollo de la expresion W

¢ Formulacién de la variable h

A. Desarrollo Matemadtico de f(erAzﬂ

X
Parte I (con ldpiz y papel): Concepto General

Y2=01

X2—=X1
a) Si la variable “y” es la variable dependiente, es decir y, = f{(xn), exprese la ecuacion para la
pendiente con f(x,,).

De las actividades anteriores, se llego a la expresiéon m = para una pendiente.

b) Si Ax = x,,,1 — x,,, (@ que es igual xz considerando la ecuacién de Ax? Exprese la ecuacion del
inciso a, sustituyendo la expresion de xz.

L . - . Ax)— . . .
c) Compare la ecuacion obtenido en el inciso b, ;es diferente a W ? Si es diferente, ja qué
se debe dicha diferencia?

d) Observando la figura 1 en la siguiente pagina, ;qué representa y a que es igual h? Utilizando h,
;como queda la expresidn del inciso c?
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(2, flw2))

(@1, fl1))

7 T T T T T

Figura 1. Introduccién del concepto h
Parte II (con CAS): Variacién de h

a) Considere la funcién, f(x) = x2 + 2x. ;Cémo se expresa f(x1) y f(x1+Ax)? ;Cuél es la ecuacién
de la pendiente del inciso d? (No es necesario reducir algebraicamente)

b) Si el primer punto es (1, 3), exprese la ecuacidn del inciso anterior con estos punto. ;Qué nota
de esta ecuacion?

¢) Utilizando la hoja de calculo dentro de CAS, en la primera columna incluya los valores de h
mientras que en la segunda columna va la pendiente. Utilice la ecuacién de la pendiente del
inciso anterior. Como en cualquier hoja de calculo, en la parte gris de la columna gris se puede
expresar la funcion de la pendiente en donde h equivale a la variable “a”, ya que es el valor de la
columna A. Completa la tabla.

A B

0.1
0.01
0.001

-0.001
-0.01
-0.1
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d) ;Qué observa cuando h = 0?7 ;A qué se debe ese valor?

e) ¢A qué numero de acerca la pendiente cuando h se acerca a cero a partir de los niimeros
positivos?

f) ¢A qué numero de acerca la pendiente cuando h se acerca a cero a partir de los niimeros
negativos?

g) Observando la respuestas a los incisos e y f, ;llega a la misma conclusién?

f) Cuando h tiende a cero, ;a qué tiende la pendiente? ;Es igual al valor cuando h = 0?

g) (Cémo puede definir este tipo de analisis (analitico o grafico)? Explique su razonamiento.
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Actividad 4b
Limites
Version 1,21/10/13
OBJETIVOS:

e Comparacién entre un cambio promedio y un cambio instantaneo
* Entender el concepto de limite matematico
*  Comprobacién grafico y analitico del limite

Parte I (con ldpiz y papel): Concepto Informal del Limite

Suponga que quiere calcular su velocidad promedio al viajar una carretera recta. Si pasas el
kilometro 100 a las 12:00 y el kilometro 140 a las 12:30, se viaja 40 kilémetros en media hora,
entonces la velocidad promedio sobre este intervalo de tiempo es (40 km)/(0.5 hr) = 80 km/hr.
Por otra parte, aun que la velocidad promedio sea 80 km/hr, es casi seguro que la velocidad
instantanea, la velocidad indicada por el velocimetro, varia de un momento a otro.

Se lanza verticalmente una piedra del piso a una velocidad de 96 ft/s. Despreciando resistencia
de aire, la posicion de la piedra después de t segundos esta dada por la funcién

s(t) = —16t% + 96t
La posicion s es medida en pies con s = 0 corresponde al piso.

a) Encuentre la velocidad promedia de la piedra entre el par de tiempos, i) t=1yt=3,ii)t=1y
t=2.

Al calcular la velocidad promedio, se utilizo la posicién del objeto a dos puntos distintos. Para la
velocidad instantdnea solamente se utiliza un punto distinto. Como se vera en la siguiente
seccion, la velocidad instantanea se calcula a partir de velocidades promedios.

b) Se menciono que la velocidad instantanea se calcula a partir de velocidades promedios. Por lo
tanto se requiere de dos puntos, ;estos puntos deben ser cercano o muy distintos? ;Qué significa
lo anterior con respecto a Ax o h? ;Hacia qué valor se acerca?

c) Si nos interesa calcular la velocidad instantanea a t = 1, se calcula la velocidad promedio sobre
el intervalo [1, t]. ;Como queda la formula de velocidad promedio sobre dicho intervalo?
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La velocidad instantanea en el punto t = ty se determina al calcular la velocidad promedio sobre el
intervalo [ty t1]. Cuando t; se acerca a ty, la velocidad promedio tipicamente se acera a un numero
Unico, el cual es la velocidad instantanea. Este numero se conoce como un limite. Lo cual se puede
expresar como

Vinstantanea = lim vpramedio
t-to

d) ;Cual es la expresion para la velocidad instantanea cuando t = 1?

e) Calcule la velocidad instantdnea en t = 1. Explique lo que significa.

f) Considerando lo anterior, ;qué significa lim,_,, f(x) = L? ;Incluye el valor a, nimeros menores
y/o nimeros mayores?

Parte II (con CAS): Concepto Informal del Limite

El limite lim,_,, f(x) = L se refiere a un limite de dos-lados porque f{x) se acerca L cuando x se
acerca a valores de x menores de a y para valores de x mayores de a. Para algunas funciones, es
conveniente analizar limites de un lado denominados limites de mano izquierda y de mano
derecha. La definicién se puede resumir como
1. Limite de mano derecha Suponga que fes definida para todos valores de x cercanos a a
y x > a. Si f{x) es arbitrariamente cercana a L para todos valores suficientemente
cercanos a a con x > a, se escribe
lim f(x) =1L
x-at
y se dice que el limite de f{x) cuando x se acerca a a por la derecha es igual a L.

2. Limite de mano izquierda Suponga que fes definida para todos valores de x cercanos a
ay x < a. Sif(x) es arbitrariamente cercana a L para todos valores suficientemente
cercanos a a con x < a, se escribe

lim f(x) =1L
xX—a
y se dice que el limite de f{x) cuando x se acerca a a por la izquierda es igual a L.

a) Grafique con flechas para indicar la direccién los siguientes limites, i) lim,_, f(x) = L, ii)
lim,_,+ f(x) = L, iii) lim,_ - f(x) = L
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Se puede graficar funciones dentro del sistema CAS. Presione el botén Home, B Grafico, Menu,
3: Tipo de grafico, 1: Funcion. De esta manera se puede definir una funcion.

x3-8
4(x-2)
funcién, ;existe algin valor de x que no puede tomar? En caso que si, ;porqué? Compruebe
utilizando el comando de trazado. (Dentro de la grafica, presione Menu, 5: Trazado, 1: Trazado
de grafico y elija el numero y presione Enter.

b) Grafique la funcion f(x) = en el sistema CAS. Observe la grafica y la ecuaciéon de la

c) El trazado, presionando los botones j 0 ¢ para mover de un punto a otro. Para la misma
funcién, el paso de trazado es de 0.3. Este incremento se puede cambiar utilizando Menu, 5:
Trazado, 3: Paso de trazado, y introduzca el incremento deseado. Utilizando un incremento de
trazo de 0.01, anote los valores de x de 1.85 hasta 2.15.

x3-8

3
s . sz . N 1: xX°=8 ..y .
d) Utilizando la informacién anterior, encuentre i) lim,_,,- ——, ii) lim,_,,+ ——,
X227 4(x-2) X227 4(x-2)

3_
iii) lim,._,, :zx—_z) . Ademas explique en sus palabras que significa.

e) Repita el procedimiento anterior para la funcién, f(x) = % (Para introducir el modulé de

valor absoluto, utilice abs(x)). Encuentre i) lim,_, - %, i) lim,,_ o+ Ll

X

. - L . |x| ; .
f) Utilizando los limites de inciso e, encuentre llmx_,o?. ;Qué observaciones nota? ;Si son

distintos los limites de mano derecha y mano izquierda, puede existir el limite?
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Actividad 4b
Limites
Versiéon 2,1/12/13
OBJETIVOS:

e Comparacién entre un cambio promedio y un cambio instantaneo
* Entender el concepto de limite matematico
*  Comprobacién grafico y analitico del limite

Parte I (con ldpiz y papel): Concepto Informal del Limite

Suponga que quiere calcular su velocidad promedio al viajar una carretera recta. Si pasas el
kilometro 100 a las 12:00 y el kilometro 140 a las 12:30, se viaja 40 kilémetros en media hora,
entonces la velocidad promedio sobre este intervalo de tiempo es (40 km)/(0.5 hr) = 80 km/hr.
Por otra parte, aun que la velocidad promedio sea 80 km/hr, es casi seguro que la velocidad
instantanea, la velocidad indicada por el velocimetro, varia de un momento a otro.

Se lanza verticalmente una piedra del piso a una velocidad de 96 ft/s. Despreciando resistencia
de aire, la posicion de la piedra después de t segundos esta dada por la funcién

s(t) = —16t% + 96t
La posicion s es medida en pies con s = 0 corresponde al piso.

a) Encuentre la velocidad promedia, utilizando la ecuacién de la actividad pasada, de la piedra
entre el par de tiempos,i)t=1yt=3,ii)t=1y t=2.

Al calcular la velocidad promedio, se utilizo la posicion del objeto a dos puntos distintos. Para la
velocidad instantdnea solamente se utiliza un punto distinto. Como se vera en la siguiente
seccion, la velocidad instantanea se calcula a partir de velocidades promedios.

b) Se menciono que la velocidad instantanea se calcula a partir de velocidades promedios. Por lo
tanto se requiere de dos puntos, ;estos puntos deben ser cercano o muy distintos? ;Qué significa
lo anterior con respecto a Ax o h (hacia qué valor se acerca)?

¢) Si nos interesa calcular la velocidad instantanea a t = 1, se calcula la velocidad promedio sobre
el intervalo [1, t]. ;Como queda la formula de velocidad promedio sobre dicho intervalo?
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La velocidad instantanea en el punto t = ty se determina al calcular la velocidad promedio sobre el
intervalo [ty t1]. Cuando t; se acerca a ty, la velocidad promedio tipicamente se acera a un numero
Unico, el cual es la velocidad instantinea. Este numero se conoce como un limite. Lo cual se puede
expresar como

Vinstantanea = lim vpramedio
t-to

d) ;Cual es la expresion para la velocidad instantidnea cuando tp = 1?

e) ;Cémo puede resolver analiticamente la expresion anterior? Calcule la velocidad instantanea
ent=1.

f) Considerando lo anterior, ;qué significa lim,_,, f(x) = L? ;Incluye el valor a, nimeros menores
y/o nimeros mayores?

Parte II (con CAS): Concepto Informal del Limite

El limite lim,_,, f(x) = L se refiere a un limite de dos-lados porque f{x) se acerca L cuando x se
acerca a valores de x menores de a y para valores de x mayores de a. Para algunas funciones, es
conveniente analizar limites de un lado denominados limites de mano izquierda y de mano
derecha. La definicién se puede resumir como
1. Limite de mano derecha Suponga que fes definida para todos valores de x cercanos a a
y X > a. Si f{x) es arbitrariamente cercana a L para todos valores suficientemente
cercanos a a con x > a, se escribe
lim f(x) =1L
x-at
y se dice que el limite de f{x) cuando x se acerca a a por la derecha es igual a L.

2. Limite de mano izquierda Suponga que fes definida para todos valores de x cercanos a
ay x < a. Sif(x) es arbitrariamente cercana a L para todos valores suficientemente
cercanos a a conx < a, se escribe

lim f(x) =L
X—=a
y se dice que el limite de f{x) cuando x se acerca a a por la izquierda es igual a L.

a) Grafique con flechas para indicar la direccion los siguientes limites, i) lim,_,, f(x) = L, ii)
lim,_, + f(x) = L, 1ii) lim,_ .- f(x) = L
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Se puede graficar funciones dentro del sistema CAS. Presione el botén Home, B Grafico, Menu,
3: Tipo de grafico, 1: Funcion. De esta manera se puede definir una funcion.

x3-8
4(x-2)
funcién, ;existe algin valor de x que no puede tomar? En caso que si, ;porqué? Compruebe
utilizando el comando de trazado. (Dentro de la grafica, presione Menu, 5: Trazado, 1: Trazado
de grafico y elija el numero y presione Enter.

b) Grafique la funcion f(x) = en el sistema CAS. Observe la grafica y la ecuaciéon de la

c) El trazado, presionando los botones i 0 ¢ para mover de un punto a otro. Para la misma
funcién, el paso de trazado es de 0.3. Este incremento se puede cambiar utilizando Menu, 5:
Trazado, 3: Paso de trazado, y introduzca el incremento deseado. Utilizando un incremento de
trazo de 0.01, anote los valores de x de 1.90 hasta 2.10.

x3-8

3
s . sz . N 1: xX°=8 ..y .
d) Utilizando la informacién anterior, encuentre i) lim,_,,- ——, ii) lim, _,,+ ——,
X227 4(x-2) X227 4(x-2)

3_
iii) lim,._,, :zx—_z) . Ademas explique en sus palabras que significa.

e) Repita el procedimiento anterior para la funcién, f(x) = % (Para introducir el modulé de

valor absoluto, utilice abs(x)). Encuentre i) lim,_, - %, i) lim,,_ o+ Ll

X

. - L . |x| ; .
f) Utilizando los limites de inciso e, encuentre llmx_,o?. ;Qué observaciones nota? ;Si son

distintos los limites de mano derecha y mano izquierda, puede existir el limite?
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Actividad 4b
Limites
Versioén 3,3/12/13
OBJETIVOS:

e Comparacién entre un cambio promedio y un cambio instantaneo
* Entender el concepto de limite matematico
*  Comprobacién grafico y analitico del limite

Parte I (con ldpiz y papel): Concepto Informal del Limite

Suponga que quiere calcular su velocidad promedio al viajar una carretera recta. Si pasas el
kilometro 100 a las 12:00 y el kilometro 140 a las 12:30,

a) ;/Qué cantidad se viajo? ;En cuanto tiempo?

b) Explique que es una pendiente. ;Co6mo la puede relacionar con la velocidad promedia?
Considere las unidades y encuentre la velocidad promedia.

Por otra parte, aun que la velocidad promedio es una cantidad fija, es casi seguro que la velocidad
instantanea, la velocidad indicada por el velocimetro, varia de un momento a otro.

Se lanza verticalmente una piedra del piso a una velocidad de 96 ft/s. Despreciando resistencia
de aire, la posicion de la piedra después de t segundos esta dada por la funcién

s(t) = —16t% + 96t
La posicion s es medida en pies con s = 0 corresponde al piso.

c) Encuentre la velocidad promedia, utilizando la ecuacién de la actividad pasada, de la piedra
entre el par de tiempos,i)t=1yt=3,ii)t=1y t=2.

Al calcular la velocidad promedio, se utilizo la posicion del objeto a dos puntos distintos. Para la
velocidad instantdnea solamente se utiliza un punto distinto. Como se vera en la siguiente
seccion, la velocidad instantanea se calcula a partir de velocidades promedios.

d) Si nos interesa calcular la velocidad instantanea a t = 1, se calcula la velocidad promedio sobre
el intervalo [1, t]. ;Cémo queda la formula de velocidad promedio sobre dicho intervalo?
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La velocidad instantanea en el punto t = ¢y se determina al calcular la velocidad promedio sobre el
intervalo [ty, t1]. Cuando t; se acerca a t,, la velocidad promedio tipicamente se acera a un numero
Unico, el cual es la velocidad instantanea. Este numero se conoce como un limite. Lo cual se puede
expresar como

Vinstantanea = lim vpramedio
t-ty

e) ;Cudl es la expresidon para la velocidad instantanea cuando tp = 1?

f) (Como puede resolver analiticamente la expresién anterior? Calcule la velocidad instantanea
ent=1.

Parte II (con CAS): Concepto Informal del Limite

El limite lim,,_,, f(x) = L se refiere a un limite de dos-lados porque f{(x) se acerca L cuando x se
acerca a valores de x menores de a y para valores de x mayores de a. Para algunas funciones, es
conveniente analizar limites de un lado denominados limites de mano izquierda y de mano
derecha. La definicién se puede resumir como
1. Limite de mano derecha Suponga que fes definida para todos valores de x cercanos a a
y x > a. Si f{x) es arbitrariamente cercana a L para todos valores suficientemente
cercanos a a con x > a, se escribe
lim f(x) =1L
x-at
y se dice que el limite de f{x) cuando x se acerca a a por la derecha es igual a L.

2. Limite de mano izquierda Suponga que fes definida para todos valores de x cercanos a
ay x < a. Si f{x) es arbitrariamente cercana a L para todos valores suficientemente
cercanos a a con x < a, se escribe

lim f(x) =L
xX—=a
y se dice que el limite de f{x) cuando x se acerca a a por la izquierda es igual a L.

a) Considere las siguientes graficas y junte la grafica con el limite que le corresponde, i)
lim,_, f(x) = L,ii) lim,_,+ f(x) = L, iii) lim,_,- f(x) =L
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Se puede graficar funciones dentro del sistema CAS. Presione el botén Home, B Grafico, Menu,
3: Tipo de grafico, 1: Funcidn. De esta manera se puede definir una funcién.

x3-8
4(x-2)
funcién, ;existe algin valor de x que no puede tomar? En caso que si, ;porqué? Compruebe
utilizando el comando de trazado. (Dentro de la grafica, presione Menu, 5: Trazado, 1: Trazado
de grafico y elija el numero y presione Enter.

b) Grafique la funcién f(x) = en el sistema CAS. Observe la grafica y la ecuacién de la

c) El trazado, presionando los botones j 0 ¢ para mover de un punto a otro. Para la misma
funcién, el paso de trazado es de 0.3. Este incremento se puede cambiar utilizando Menu, 5:
Trazado, 3: Paso de trazado, y introduzca el incremento deseado. Utilizando un incremento de
trazo de 0.01, utilice el comando de trazado y anote los valores de x de 1.90 hasta 2.10.

3 3
s : Py . N 1: X°—8 .. . x°—8
d) Utilizando la informacién anterior, encuentre i) lim,_,,- ——, ii) lim,,_,,+ ——,
4(x-2) 4(x-2)
3
Sy 1s x>—8 L. e . s
iii) llquzm . Encuentre el limite graficamente. Ademas explique en sus palabras que

significa.

Ix|

e) Repita el procedimiento anterior para la funcién, f(x) = (Para introducir el modulé de

x|

X

valor absoluto, utilice abs(x)). Encuentre i) lim,,_, - %, i) lim,, o+ -

- .. . . |x| , . .
f) Utilizando los limites de inciso e, encuentre lim,_,—. ;Qué observaciones nota? ;Si son
X

distintos los limites de mano derecha y mano izquierda, puede existir el limite?
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A.5. Actividad 5: Lineas Secantes y Tangentes

A.5.1. Version 1
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OBJETIVOS:

* Definir el concepto de linea tangente y linea secante.

Actividad 5b
Lineas Secantes y Tangentes
Version 1,30/10/13

* Entender la relacidn que existe entre las lineas tangentes y secantes.
e Definir la diferencia entre un cambio promedio y un cambio instantaneo.

Parte I (con ldpiz y papel): Concepto de Linea Secante y Tangente

3
a) Complete la siguiente tabla. Donde y = (E - 2) +1

Pi(xy) P2(xy) Pendiente, m
(3,0.875) (8,9)
(3,0.875) 7,)
(3,0.875) 6, )
(3,0.875) (5, )
(3,0.875) 4, )
(3,0.875) (35, )
(3,0.875) (3.25, )
(3,0.875) (3.1, )
(3,0.875) (3.01, )
(3,0.875) (3.001, )

b) Grafique las lineas de la tabla anterior en la siguiente grafica.

fix) = (%2 —2)¥ +1

=
®
o

En la actividad anterior se menciono el concepto de velocidad promedio (cambio promedio) y la
velocidad instantanea (cambio instantaneo). Si un cambio promedio es andlogo a una linea

secante y un cambio instantaneo es analogo a una linea tangente.
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c) Relacione los siguientes conceptos con su grafica correspondiente: linea secante, curva, linea
recta y linea tangente.

d) En sus palabras y utilizando como referencia el inciso c, defina el concepto de linea secante y
linea tangente.

e) Del inciso d y la actividad anterior, ;qué relaciéon hay entre una linea secante y una linea
tangente?

En geometria euclidiana, una linea es tangente a un circulo, si interseca a dicho circulo solamente
en un punto. Esta definicién es adecuada para circulos, pero no apropiada para curvas en general.
Observando la figura 1a, la linea tangente para el punto A toca la curva en otros puntos.
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Figura 1a Figura 1b

Observando lo anterior, debemos encontrar otra definicién para la aplicacién de lineas tangentes
para curvas. Para este fin, observe la figura 1b. Nos interesa la linea tangente en la curva en el
plano xy. La linea que pasa por Py Q es una linea secante. Si movemos el punto Q a lo largo de la
curva hacia el punto P, entonces la linea secante girara hacia una posicién limitante. Dicha
posicion limitante, es lo que se llama, linea tangente en el punto P.

f) Utilizando la légica de la posicion limitante, ;cudl es la pendiente de la linea recta en el punto
(3, 0.875) del problema anterior?

g) (Cémo llegas de las lineas secantes a la linea tangente? Explica.

h) ;Como afecta la forma de la curvas, a las lineas secantes y tangentes?

Parte II (con CAS): Relacion a Limites

En el problema anterior la pendiente de la linea tangente para el punto (3, 0.875), se calcul6
graficamente. Analiticamente la pendiente se puede expresar de la siguiente manera:

T (%—2)3 +1-0875 (%—2)3 +0.125
m12=x2_x1= x—3 - x—3
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a) ¢(De donde se obtuvieron los valores de y2 y x;, de la ecuacién anterior?

b) ;/Qué representa la variable x en la ecuacién anterior?

¢) Utilizando la hoja de calculo dentro de CAS, completa la siguiente tabla.

d) ;Qué observaciones tienes con respecto al valor de 3 y de los resultados anteriores?

e) Considerando los ejercicios realizados e informacién proporcionada, ;cémo puedes relacionar
las lineas secantes, linea tangente y limites?

(’2—‘—2)2+0.12

5
f) ¢Como resolverias el siguiente limite, lim,_,; ? Explique su razonamiento.
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A.5.2. Version 2
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Actividad 5b
Lineas Secantes y Tangentes
Version 2,1/12/13
OBJETIVOS:

* Definir el concepto de linea tangente y linea secante.
* Entender la relacidn que existe entre las lineas tangentes y secantes.
e Definir la diferencia entre un cambio promedio y un cambio instantaneo.

Parte I (con ldpiz y papel): Concepto de Linea Secante y Tangente

3
a) Complete la siguiente tabla. Donde y = (E - 2) +1

Pi(xy) P, (xy) Pendiente, m
(3,0.875) (8,9)

(3,0.875) 6, )

(3,0.875) 4, )

(3,0.875) (35, )

(3,0.875) (3.1, )

b) Grafique las lineas de la tabla anterior en la siguiente grafica.

filx) = (%2 —2)* + 1

En la actividad anterior se menciono el concepto de velocidad promedio (cambio promedio) y la
velocidad instantdnea (cambio instantaneo). Si un cambio promedio es andlogo a una linea
secante y un cambio instantdneo es analogo a una linea tangente.
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c) Relacione los siguientes conceptos con su grafica correspondiente: linea secante, curva, linea
recta y linea tangente.

d) En sus palabras y utilizando como referencia el inciso anterior, defina el concepto de linea
secante y linea tangente.

En geometria euclidiana, una linea es tangente a un circulo, si interseca a dicho circulo solamente
en un punto. Esta definicién es adecuada para circulos, pero no apropiada para curvas en general.
Observando la figura 1a, la linea tangente para el punto A toca la curva en otros puntos.

Figura 1a Figura 1b
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Observando lo anterior, debemos encontrar otra definicién para la aplicacién de lineas tangentes
para curvas. Para este fin, observe la figura 1b. Nos interesa la linea tangente en la curva en el
plano xy. La linea que pasa por P y Q es una linea secante. Si movemos el punto Q a lo largo de la
curva hacia el punto P, entonces la linea secante girara hacia una posicién limitante. Dicha
posicion limitante, es lo que se llama, linea tangente en el punto P.

f) Utilizando la légica de la posicién limitante, ;cudl es la pendiente de la linea recta en el punto
(3, 0.875) del problema anterior?

g) (Qué relacion hay entre una linea secante y una linea tangente?

h) Observe las siguientes dos figuras. ;Cémo seria linea tangente en x = 1? ;Qué puede concluir de
cémo influye la forma de la curva la linea tangente?

Figura 2. Figura 3.
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Parte II (con CAS): Relacion a Limites

En el problema anterior la pendiente de la linea tangente para el punto (3, 0.875), se calculd
graficamente. Analiticamente la pendiente se puede expresar de la siguiente manera:
3 3
va—y (3-2) +1-0875 (5-2) +0125

m = =
27y, —xy x—3 x—3

a) Utilizando la hoja de calculo dentro de CAS, completa la siguiente tabla.

b) ;/Qué observaciones tienes con respecto al valor de 3 y de los resultados anteriores?

(’2-‘—2)2+0.125

c) (Como resolverias el siguiente limite, lim,_,3 ? Explique su razonamiento.

d) Considerando los ejercicios realizados e informacion proporcionada, ;c6mo puedes relacionar
las lineas secantes, linea tangente y limites?

Pégina 157 Facultad de Ingenieria Quimica



A.6. Actividad 6: Funcion Derivada

A.6. Actividad 6: Funcion Derivada

A.6.1. Version 1
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Actividad 6b
Funcion Derivada
Version 1,30/10/13
OBJETIVOS:

e Introducir el concepto fundamental de la derivada
e Formulacion de la funcion derivada

Parte I (con lapiz y papel): Concepto de Derivada

La derivada de f es otra funcién, denotada f, lo cual va el cambio de pendiente de la curva y = f{x).
Equivalentemente, la derivada de f da el cambio instantdneo de f en puntos del dominio. Se
utilizan limites para definir limites.

Resumiendo de la actividad anterior:
El cambio promedio de fsobre el intervalo [a, X] es la pendiente de la linea secante:

00~ f@
sec — x—a
El cambio instantdneo en fax =a es
- f) - f(a)
Megn = lim ————

xsa x—a
el cual es la pendiente de la linea tangente a x = a, siempre que el limite exista. La linea tangente a

X = a es una linea Unica que pasa por (a, f{a)) con el pendiente m;q,. Su ecuacion es
y—f(a) =myp(x—a)

a) Encuentre la ecuacion de la linea de la tangente para la funcidn f{x) =x3 + 4xax = 1.

b) Grafique la linea recta del inciso a.

304

20+ Y= T + 4x

10+
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En los incisos anteriores, se calculo la pendiente de una linea tangente en un punto fijo de la
curva. Si este punto se mueve a traves de la curva, la linea del tangente tambien cambia, y por lo
general su pendiente cambia (vea figura 1). Por esta razon, la pendiente de la linea tangente para
la funcion f tambein es una funcion de x, llamada la derivada de f.

Mian = cambio instantaneo
= derivada en b
m casi 0

tan

m,, = cambio instantaneo m,,, = cambio instantaneo
= derivada en a = derivada en c
m =0
tan Meap <0
] a h s

Dejamos que f* (se lee como fprima) denote la funcion derivada para f, lo cual significa que f*(a),
cuando exista, es la pendiente de la linea tangente para la grafica de fen (q, f{a)). Utilizando la
definicion anterior para la pendiente de la linea tangente, tenemos

fla+h) —f(a@)
0

f'(a) = Mian = }ll_l')l’l A

En terminos mas generales, se puede remeplazar el a con x para llegar a la definicion de la
funcion derivada. La derivada de fes la funcion
fx+h) —fx)

h

fG) = lim

siempre que el limite exista. Si f ‘(x) existe, decimos que f es diferenciable en x. Si f es
diferenciable en cada punto del intervalo abiero I, decimos que fes diferenciable sobre I.

Para encontrar la derivada de la funcion f{x) = x3 + 4x
v o S+ h) = f(x)
f100 = Jim————

o (x4 h)P+4(x+h) — (23 +4x)
= lim

h
x3 + 3hx? + 3h%x + h® + 4x + 4h — x3 — 4x

h
3hx? + 3h%x + h3 + 4h

h
h(3x% +3hx + h? + 4)
m
h—-0 h
=}lir%3x2+3hx+h2+4=3x2+4

Por lo tanto f'(x) = 3x2 + 4
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c¢) Compare la derivada de la funcién f(x) = x3 + 4x con el resultado del inciso b. ;Qué
observaciones hay?

Otra notacion que se maneja son las siguentes,
fata)—f@) by _dy

fe = AlalcTo Ax Ax—0Ax  dx

. d o . .
Ademasde f'(x) y ﬁ otras formas comunes de escribir la derivada incluye

df d ,
a' af(x)’ Dxf(x)' & y (.X)

d) Sig(t) = 1/t? encuentre g'(t)

e) Considere la funcion, f{x) = 3. Grafique la funcion, ;qué representa?

“ »

f) Del inciso anterior, ;que es la derivada? Considere que “c” es cualquier constante, ;como puede
. d
representar la expresion ¢ =7

Parte II (con CAS): Reglas de Diferenciacién Bdsicas

Dentro de las multiples herramientas del sistema CAS, existe el comando derivar. Presione Menu
— 4. Calculo — 1. Derivada para elegir el comando derivar. Aparece una plantilla que contiene
dos (2) campos en la linea de entrada. El campo activado (indicado por el cursor parpadeante)
permite teclear la variable con la cual se va a derivar con respecto a. Teclea la variable y presione
tab o el botén de la derecha para mover al campo entre paréntesis. Aqui se teclea la expresion
que se quiere derivar.

a) Utilice el comando derivar para derivar las siguientes funciones: x, x%, x* y x”. Observando las
. . . d
derivadas, ;como puede deducir Ex"?
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b) Dentro del sistema CAS, se puede derivar la funcidon xn. Derive, ;qué observaciones nota?
¢Varia el resultado a su deduccidn del inciso anterior?

. . d . .

c) Derive las funciones: ex, e3x, e*, e’x, Deduzca d—ek" tomando como referencia las derivadas
X

anteriores.

d) Compruebe su deduccién utilizando la calculadora. ;Qué observa?

e) Derive las funciones: 2x, 3x3, 4ex, 7e?*. ;Qué observacion puede hacer? ;Cémo puede deducir

< of ()7

Para los siguientes incisos, considere f{x) = x? & g(x) = e

f) Encuentre las derivadas de: x2, e, x2 + e2 e2x - x2. ;Qué deduce sobre;—x[f(x) +g()]o

SIF () - g@).

g) Encuentre la derivada de x2*e?x. ;Qué puede deducir sobre%[f(x) * g(x)]? Compruebe su

resultado utilizando el sistema CAS, ;qué observaciones nota?
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4 [f@],

. x? ex . .
h) Encuentre las derivadas de: = & = (Qué puede deducir sobre el Presik

i) Compruebe el resultado del inciso anterior utilizando el sistema CAS. Utilice el comando
“condenom” para obtener el denominador comun y reducir la expresion. El sintaxis es
condenom(expresion).
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A.6.2. Version 2
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Actividad 6b
Funcion Derivada
Versién 2,3/12/13
OBJETIVOS:

e Introducir el concepto fundamental de la derivada
e Formulacion de la funcion derivada

Parte I (con lapiz y papel): Concepto de Derivada

La derivada de f es otra funcién, denotada f, lo cual corresponde al cambio de pendiente de la
curva y = f{x). Equivalentemente, la derivada de f da el cambio instantdneo de f en puntos del
dominio. Se utilizan limites para definir limites.

Resumiendo de la actividad anterior:
El cambio promedio de fsobre el intervalo [a, X] es la pendiente de la linea secante:

)~ f@
sec — x—a
El cambio instantdneo en fax =a es
- f) - f(a)
Megn = lim ————

xsa x—a
el cual es la pendiente de la linea tangente a x = a, siempre que el limite exista. La linea tangente a
X = a es una linea Unica que pasa por (a, f{a)) con el pendiente m;q,. Su ecuacion es

y = f(a) = Mygn(x — a)

a) Encuentre mu, parala funcién f(x) = x3 + 4x para a = 1. Resuelva el limite por método grafico o
método analitico.

b) Encuentre la ecuacién de la linea de la tangente para la funcidén f{x) =x3 + 4xax = 1.

Pégina 165 Facultad de Ingenieria Quimica



A.6. Actividad 6: Funcion Derivada

¢) Grafique la linea recta del inciso a.

30+
20+

Y= :1.3 +Ar

104

En los incisos anteriores, se calculo la pendiente de una linea tangente en un punto fijo de la
curva. Si este punto se mueve a traves de la curva, la linea del tangente tambien cambia, y por lo
general su pendiente cambia (vea figura 1). Por esta razon, la pendiente de la linea tangente para
la funcion f tambein es una funcion de x, llamada la derivada de f.

M., = cambio instantaneo
= derivada en b
m casi 0

tan

My = cambio instantaneo Myan = cambio instantaneo
= derivada en a = derivada en ¢
mg, >0 m <0

tan

Dejamos que f* (se lee como fprima) denote la funcion derivada para f, lo cual significa que f“(a),
cuando exista, es la pendiente de la linea tangente para la grafica de fen (aq, f{a)). Utilizando la
definicion anterior para la pendiente de la linea tangente, tenemos

F(@) = mygy = i DT

En terminos mas generales, se puede remeplazar el a con x para llegar a la definicion de la
funcion derivada. La derivada de fes la funcién

, _ fx+h)—f(x)
fe) =lim—————
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siempre que el limite exista. Si f ‘(x) existe, decimos que f es diferenciable en x. Si f es
diferenciable en cada punto del intervalo abiero /, decimos que fes diferenciable sobre I.

Para encontrar la derivada de la funcion f{x) = x3 + 4x

fx+h) —fx)
h

f(x) = lim

(x+h)®+4(x +h) — (x3 + 4x)

= lim
h—-0 h
x3 + 3hx? + 3h%x + h® + 4x + 4h — x3 — 4x

= h
: 3hx? + 3h%x + h3 + 4h

h-0

h
h(3x2 + 3hx + h? + 4)

h-0 h
=}[in(1)3x2+3hx+h2+4=3x2+4

Porlo tanto f(x) =3x2 + 4

d) Compare la derivada de la funcién f{x) = x3 + 4x evaluada en x = 1 con mn del inciso a, ;qué
nota? ;Qué puede concluir de la derivada y su relacion a limites?

Otra notacion que se maneja son las siguentes,
f'(x) = lim f—(x TAD ) lim A_y = d_y
T Ax—0 Ax T ax-0Ax  dx

. d i . .
Ademasde f'(x) y ﬁ otras formas comunes de escribir la derivada incluye

df d D & v
o af(x), of (), y'(x)

e) Considere la funcion, f{x) = 3. Grafique la funcion, ;qué representa?

« »

f) Del inciso anterior, ;que es la derivada? Considere que “c” es cualquier constante, ;como puede

. d
representar la expresion ——c =?
X
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Parte II (con CAS): Reglas de Diferenciacion Bdsicas

Dentro de las multiples herramientas del sistema CAS, existe el comando derivar. Presione Menu
— 4. Calculo — 1. Derivada para elegir el comando derivar. Aparece una plantilla que contiene
dos (2) campos en la linea de entrada. El campo activado (indicado por el cursor parpadeante)
permite teclear la variable con la cual se va a derivar con respecto a. Teclea la variable y presione
tab o el botén de la derecha para mover al campo entre paréntesis. Aqui se teclea la expresion
que se quiere derivar.

a) Utilice el comando derivar para derivar las siguientes funciones: x, x%, x* y X”. Observando las
. . . d
derivadas, ;como puede deducir Ex"?

b) Dentro del sistema CAS, se puede derivar la funcién x». Derive, ;qué observaciones nota?
¢;Varia el resultado a su deduccidon del inciso anterior?

. . d . .

c) Derive las funciones: ex, e3x, e*, e’x, Deduzca d—ek" tomando como referencia las derivadas
X

anteriores.

d) Compruebe su deduccién utilizando la calculadora. ;Qué observa?

e) Derive las funciones: 2x, 3x3, 4ex, 7e?*. ;Qué observacion puede hacer? ;Cé6mo puede deducir

< of (x)?
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Para los siguientes incisos, considere f{x) = x2 & g(x) = e?x

. . d
f) Encuentre las derivadas de: x2 e, x2 + e2x, e2x — x2. ;Qué deduce sobre;[f(x) +g(x)]o

~IF ) — g,

g) Encuentre la derivada de x2*e?x. ;Qué puede deducir sobre%[f(x) * g(x)]? Compruebe su
resultado utilizando el sistema CAS, ;qué observaciones nota?

@],

. x? ex . . d
h) Encuentre las derivadas de: = & = (Qué puede deducir sobre - [g(x) ?

i) Compruebe el resultado del inciso anterior utilizando el sistema CAS. Utilice el comando
“condenom” para obtener el denominador comun y reducir la expresion. El sintaxis es
condenom(expresion).
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A.7. Actividad 7: Aplicacion

A.7.1. Version 1
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Actividad 7b
Aplicacion
Version 1,25/11/13
OBJETIVOS:

*  Entender el concepto de maximo, minimo y punto de inflexiéon
*  Formulacion matematica del maximo, minimo y punto de inflexién
* Entender como las derivadas influyen en la forma de una funcién
A. Puntos Criticos y Su Significado
Parte I (con ldpiz y papel): Andlisis de Funciones: Creciente, Decreciente y Concavidad
Los términos creciente, decreciente y constante son utilizados para describir el comportamiento

de una funcién al moverse del la izquierda a la derecha. Su comportamiento depende en los
valores de f{x).

Figura 1.

a) Considere la figura 1, completa la siguiente tabla con los términos creciente, decreciente o
constante.

Valores de x Comportamiento de la funcién

b) En cada uno de las siguientes figuras se encuentran 4 puntos. Para cada punto trace la
tangente.
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c) Considere las tangentes del inciso anterior. ;Qué puede concluir de los valores de las tangentes
para una funcioén creciente, decreciente y constante?

Figura 2. Figura 3.

d) Observe la figura 2, ;qué representa el punto C (maximo o minimo)? ;Qué observa con
respecto a las tangentes de cada uno de los puntos de esa figura?

e) Observe la figura 2, ;qué representa el punto H (maximo o minimo)? ;Qué observa con
respecto a las tangentes de cada uno de los puntos de esa figura?

f) Recordando que una derivada representa una tangente y analizando su respuestas de los
incisos d y e, ;qué es el valor de la derivada en un maximo o minimo? ;Qué nota con respecto al
valor de las derivadas cerca del maximo o minimo?
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g) Si la derivada de una funcién vale cero (0), se conoce como un punto critico. Reflexione en la
respuesta del inciso anterior, si existe un punto critico, ;co6mo puede ver si dicho punto es un
maximo, minimo o ninguno?

Aun que el signo de la derivada de findica en donde la grafica de
fes creciente o decreciente, no indica la direccién de la curvatura.
Por ejemplo, la funcidn es creciente en ambos lados del punto en
la figura 4, pero en el lado izquierdo tiene una curvatura hacia
arriba (“retiene agua”) y en el lado derecho tiene una curvatura
hacia abajo (“derrama agua”). En intervalos donde la grafica de f
tiene una curvatura hacia arriba se dice que f'es céncava hacia
arriba, y en intervalos donde la grafica de ftiene una curvatura
hacia abajo se dice que fes céncava hacia abajo. La curvatura
también se conoce como la concavidad.

Figura 5.

h) Para las figuras 6 y 7 en los puntos indicados, estime y trace la linea tangente correspondiente.

e
/ /
1 Cincied Badiy aiiiby Concaa hatls abags
/ \
/ \

Figura 6. Figura 7.

i) Observe su respuesta del inciso h, ;qué observacién nota con respecto a las pendientes para
curvas concava hacia arriba y céncava hacia abajo (las pendientes aumentan o disminuyen)? ;A
qué conclusiones llega con respecto al valor de la derivada de la funcién f‘ para curvas céncava
hacia arriba y concava hacia abajo?

j) Sila primera derivada f* es creciente, ;cdmo serd la segunda derivada f“? Si f* es decreciente,
;cémo sera f“?;Qué relacidn existe entre el valor de la segunda derivada f“ con respecto a la
concavidad de la funcién f?
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Parte II (con CAS): Comprobacion Grafica

Dentro del sistema CAS, se puede graficar. Para graficar presién el botén “on” y después “B
Grafico” para llegar a la pantalla del plano x-y. Dentro de esta pantalla, presione “ment”, “3: Tipo
de grafico”, “1: Funcién” después aparece la linea donde se introduce la funcién a graficar.

a) Grafique la funcidn f{x) = x2 - 4x + 3. ;Qué tipo de concavidad nota? ;Cambia la concavidad en
algin intervalo? Compruebe su observacion con utilizando la segunda derivada de la funcién.

b) Grafique la funcién f{x) = x3. ;Qué nota de la concavidad? ;Cambia en algtin punto? ;Cudl es la
segunda derivada de la funcién?

c) Considere los inciso a y b, ;qué observacién puede hacer con respecto a la concavidad y la
segunda derivada para cada funcién? En el punto donde cambia la concavidad, ;cuanto vale la
segunda derivada?

En los incisos anteriores, se nota que hay un punto donde cambia la concavidad dicho punto se
conoce como el punto de inflexién.

Grafique las funciones f{x) = x3 - 3x? + 1, f ‘(x) y f “(x) en la misma pantalla. Utilice como referencia
las graficas para responder los siguientes incisos.

d) ;Qué importancia tiene cuando la primera derivada f* y la segunda derivada f“ toman valores
de 0?
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f) Si tuvieran que trazar un grafica, unos de los datos mas importantes serian los maximo,
minimos y la concavidad. Para obtener los datos anteriores se calcula la primera y segunda
derivada de dicha funcién, ;qué seria el siguiente paso?

g) Suponga que una funcién ftienen puntos criticos en a, b, c y puntos de inflexién en d y e. ;Qué
significa tener puntos criticos con respecto a f‘? ;Qué significa tener puntos de inflexién con
respecto a f“? ;Qué indican los puntos criticos y puntos de inflexién?

h) Tomando la misma suposiciéon del inciso anterior, ;cambiaria los valores de la primera
derivada y la segunda derivada entre los intervalos entre los puntos criticos y puntos de
inflexion, respectivamente?

En los incisos anteriores, se nota la importancia de encontrar los ceros de una ecuacién. En el
sistema CAS, existe el comando “zeros”. Dicho comando encuentra los ceros de la funcién. El
sintaxis es el siguiente, zeros(funcioén, variable). La palabra “zeros” se puede escribir utilizando el
teclado, se presiona el botén “()” para poner las paréntesis, se introduce la funcién (ecuacién) y

“n

finalmente “,” (coma) y la variable.

i) Introduzca zeros(x3+4x2+x-6,x) en la calculadora y presione enter, ;qué sucede y qué
representan esos valores? Compruebe esos valores.

Para los siguientes incisos utilice los comandos zeros, derivar, tal que, etc. pero sin utilizar la
grafica. Ademas considere que f{(x) = x* - 5x3 + 9x2.

j) ¢Qué procedimiento utilizaria para encontrar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y
los maximos y minimos? ;Cudles son los intervalos y los maximos y minimos?
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k) (Qué procedimiento utilizaria para encontrar los intervalos de concavidad y los puntos de
inflexion? ;Cudles con los intervalos de concavidad y los puntos de inflexién?

1) Compruebe los incisos j y k al graficar la funcién dentro del sistema CAS. ;Nota algunas
diferencias?

m) Reflexion sobre la actividad, ;como puede resumir el efecto que tienen las derivadas (primera
y segunda) sobre la grafica de la funcién?
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A.7.2. Version 2
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Actividad 7b
Aplicacion
Version 2,2/12/13
OBJETIVOS:

*  Entender el concepto de maximo, minimo y punto de inflexiéon
*  Formulacion matematica del maximo, minimo y punto de inflexién
*  Entender como las derivadas influyen en la forma de una funcién
A. Puntos Criticos y Su Significado
Parte I (con ldpiz y papel): Andlisis de Funciones: Creciente, Decreciente y Concavidad
Los términos creciente, decreciente y constante son utilizados para describir el comportamiento

de una funcién al moverse del la izquierda a la derecha. Su comportamiento depende en los
valores de f{x).

Figura 1.

a) Considere la figura 1, completa la siguiente tabla con los términos creciente, decreciente o
constante.

Intervalos de x Comportamiento de la funciéon

b) En cada uno de las siguientes figuras se encuentran 4 puntos. Para cada punto trace la
tangente.
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c) Considere las tangentes del inciso anterior. ;Qué puede concluir de los valores de las tangentes
para una funcioén creciente, decreciente y constante?

Figura 2. Figura 3.

d) Observe la figura 2, ;qué representa el punto C (maximo o minimo)? ;Qué observa con
respecto a las tangentes de cada uno de los puntos de esa figura?

e) Observe la figura 3, ;qué representa el punto H (mdximo o minimo)? ;Qué observa con
respecto a las tangentes de cada uno de los puntos de esa figura?

f) Recordando que una derivada representa una tangente y analizando su respuestas de los
incisos d y e, ;qué es el valor de la derivada en un maximo o minimo? Este punto se conoce como
un punto critico.

Pégina 179 Facultad de Ingenieria Quimica



A.7. Actividad 7: Aplicacion

=

Figura 4.

g) Observando la figura 4, ;cudles serian los puntos criticos de la primera derivada? ;Por qué?

h) Considere la figura 4, completa la siguete tabla. En la columna “Intervalo”, los intervalos estan
separados por los puntos criticos, la columna “Comportamiento” se refiere a su la funcién es
creciente o decreciente y la columna “Valor de f*” se refiere a si la derivada es positiva o negativa.

Intervalo Comportamiento Valor de f*

i) ;Qué relacidon encuentre entre el comportamiento de la funcién y el valor de la derivada?

j) Observe la figura 5 y los incisos anteriores, si existe un punto critico, ;como se puede clasificar
como maximo o minimo con respecto a la primera derivada?
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Aun que el signo de la derivada de findica en donde la grafica de
fes creciente o decreciente, no indica la direccién de la curvatura.
Por ejemplo, la funcién es creciente en ambos lados del punto en
la figura 5, pero en el lado izquierdo tiene una curvatura hacia
arriba (“retiene agua”) y en el lado derecho tiene una curvatura
hacia abajo (“derrama agua”). En intervalos donde la grafica de f
tiene una curvatura hacia arriba se dice que f es cdncava hacia
arriba, y en intervalos donde la grafica de f tiene una curvatura
hacia abajo se dice que f es concava hacia abajo. La curvatura
también se conoce como la concavidad. Figura 5.

k) Para las figuras 6 y 7 en los puntos indicados, estime y trace la linea tangente correspondiente.

oo
/
/ Cantaa hacls shaj
Cuncand Ratis aritty
/ \
.".I lll".

Figura 6. Figura 7.

1) Observe su respuesta del inciso h, ;qué observaciéon nota con respecto a las pendientes para
curvas concava hacia arriba y céncava hacia abajo (las pendientes aumentan o disminuyen)? ;A
qué conclusiones llega con respecto al valor de la derivada de la funcién f‘ para curvas céncava
hacia arriba y concava hacia abajo?

m) Si la primera derivada f* es creciente, ;como serd la segunda derivada f“? Si f* es decreciente,
;cémo sera f“?;Qué relacidn existe entre el valor de la segunda derivada f“ con respecto a la
concavidad de la funcién f?
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Parte II (con CAS): Comprobacion Grafica

Dentro del sistema CAS, se puede graficar. Para graficar presién el boton “on” y después “B
Grafico” para llegar a la pantalla del plano x-y. Dentro de esta pantalla, presione “ment”, “3: Tipo
de grafico”, “1: Funcién” después aparece la linea donde se introduce la funcién a graficar.

a) Grafique la funcidn f{x) = x2 - 4x + 3. ;Qué tipo de concavidad nota? ;Cambia la concavidad en
algin intervalo? Compruebe su observacion con utilizando la segunda derivada de la funcién.

b) Grafique la funcién f{x) = x3. ;Qué nota de la concavidad? ;Cambia en algin punto? ;Cudl es la
segunda derivada de la funcién?

c) Considere los inciso b, En el punto donde cambia la concavidad, ;cuanto vale la segunda
derivada en dicho punto?

d) Elija dos (2) puntos de la funcién del inciso b, uno en donde hay concavidad hacia arriba y otro
en donde hay concavidad hacia abajo. ;Qué valores toma la segunda derivada en dicho puntos?

En los incisos anteriores, se nota que hay un punto donde cambia la concavidad dicho punto se
conoce como el punto de inflexién.

e) Si en un punto de inflexién hay un cambio de concavidad y observando la respuesta del inciso
anterior, ;cuales serian los intervalos de concavidad?
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Grafique las funciones f(x) = x3 - 3x2 + 1, f (x) y f “(x) en la misma pantalla. Utilice como referencia
las graficas para responder los siguientes incisos.

f) ;Qué relacidon observa entre la primera derivada y la funcién? Considere los maximos y
minimos y los intervalos de creciente y decreciente en su respuesta.

g) ;Qué relacion nota entre la segunda derivada y la funciéon? Considere los maximos y minimos,
concavidad y los intervalos de concavidad.

En los incisos anteriores, se nota la importancia de encontrar los ceros de una ecuacién. En el
sistema CAS, existe el comando “zeros”. Dicho comando encuentra los ceros de la funcién. El
sintaxis es el siguiente, zeros(funcion, variable). La palabra “zeros” se puede escribir utilizando el
teclado, se presiona el botén “()” para poner las paréntesis, se introduce la funcién (ecuacién) y

«n

finalmente “,” (coma) y la variable.

h) Introduzca zeros(x3+4x2+x-6,x) en la calculadora y presione enter, ;qué sucede y qué
representan esos valores? Compruebe esos valores.

Para los siguientes incisos utilice los comandos zeros, derivar, tal que, etc. pero sin utilizar la
grafica. Ademas considere que f{(x) = x* - 5x3 + 9x2.

i) ;{Qué procedimiento utilizaria para encontrar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y
los maximos y minimos? ;Cudles son los intervalos y los maximos y minimos?

j) ¢Qué procedimiento utilizaria para encontrar los intervalos de concavidad y los puntos de
inflexion? ;Cuales con los intervalos de concavidad y los puntos de inflexién?
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k) Compruebe los incisos j y k al graficar la funcién dentro del sistema CAS. ;Nota algunas
diferencias?

1) Reflexion sobre la actividad, ;cémo puede resumir el efecto que tienen las derivadas (primera y
segunda) sobre la grafica de
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Cambios

B.1. Primera Etapa

La Tabla B.1 contiene los cambios después de analizar la actividad 1, version 2, realizada
por Paty e Isaac en la fase de experimentacion formal parte conceptual. Los cambios fueron

reflejados en la actividad 1, version 3.

Tabla B.1: Cambios al analizar la actividad 1, version 2

Dénde Qué Por qué

Pégina 1, texto antes de
I-a

P T @i Agrega clar1d2@ de que significa una
diferencia.
Agregar “tendencia

Pégina 2, I-d . ’
uniforme” a la pregunta

Para centralizar y clarificar la pregunta.

Pégina 2, I-g Eliminar “con respecto...” Para clarificar la pregunta.
Péagina 3, I-h y 1] Eliminar ambas preguntas Repetitivas.
Para observar la forma matematica de la
Agregar una pregunta oA
ecuacion.
Pégina 3, antes de II-a Agregar una pregunta Para introducir otros usos del sistema CAS.

La Tabla B.2 contiene los cambios después de analizar la la actividad 2, version 1, realizada
por Oscar en la fase de experimentacién informal. Los cambios fueron reflejados en la actividad

2, version 2.
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Tabla B.2: Cambios al analizar la actividad 2, version 1

Doénde Qué Por qué
. Para hacer la pregunta mas clara y
Pégina 3, II-b Reestructurar la pregunta .
especifica.
Pégina 4, II-c Reestructurar la pregunta Para hacer la preg/unta mds clara y
especifica.
Pégina 4, 1I-f Reestructurar la pregunta Para hacer la p regfunta mds clara y
especifica.

La Tabla B.3 contiene los cambios después de analizar la actividad 2, version 2, realizada

por Paty e Isaac en la fase de experimentacion formal parte conceptual. Los cambios fueron

reflejados en la actividad 2, version 3.

Tabla B.3: Cambios al analizar la actividad 2, version 2

Dénde Qué Por qué
Pégina 4, texto antes de Agregar “Celda que . . . .
. , Para hacer las instrucciones mds concisas.
II-c tiene...
Pégina 5, II-h Eliminar y cambiar No era clara la pregunta.

La Tabla B.4 contiene los cambios realizados después de analizar la actividad 3, versién 1,

realizada por Oscar y Anthony en la fase de experimentacién informal. Los cambios fueron

reflejados en la actividad 3, version 2.

Tabla B.4: Cambios al analizar la actividad 3, version 1

Doénde Qué Por qué
. A
Pagina 1, I-a gregar texto de Para hacer la pregunta mas clara.
Yn = f(xn)
. Para h 1 as cl
Péagina 1, I-b Reestructurar la pregunta ara hacet fa p reg}unta fhas clara y
especifica.
Reestructurar la pregunta ;
. s Para hacer la pregunta mas clara y
Pégina 2, II-a y agregar “Como se ,
, especifica.
expresa...
. Elimi 1
Pé4gina 2, 1I-b iminar unas partes de la La pregunta no es clara.
pregunta
P, Tie Agregar texto y modificar Para hacer la preg}unta mads clara 'y
la tabla especifica.
Pégina 3, después de Il-e Agregar Pregunta Para cumplir con los objetivos.

La Tabla B.5 contiene los cambios después de analizar la actividad 4, version 1, realizada por
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Oscar y Anthony en la fase de experimentacién informal. Los cambios fueron reflejados en la

actividad 4, version 2.

Tabla B.5: Cambios al analizar la actividad 4, version 1

Doénde Qué Por qué
.. . Cambiar texto y convertir Para establecer significado al hacer
Pégina 1, texto al inicio .
en pregunta €Jercic1os.

Pagina 2, I-f Eliminar No es relevante.

Pégina 2, II-a Agregar una grafica Para hacer la visualizacion mds clara.
Agregar el texto

Pé4gina 2, 1I-d “Encontrar el limite Para incorporar una representacion grafica.
graficamente...”

La Tabla B.6 contiene los cambios realizados después de analizar la actividad 4, versién 2,
realizada por Paty e Isaac en la fase de experimentacion formal parte conceptual. Los cambios

fueron reflejados en la actividad 4, version 3.

Tabla B.6: Cambios al analizar la actividad 4, version 2

Dénde Qué Por qué

Cambio de texto de “de la
Pégina 1, I-c actividad pasada?? a “de
la pendiente”

Para hacer la pregunta mas clara y
especifica.

La Tabla B.7 contiene los cambios hechos después de analizar la actividad 5, version 1. Estos
cambios fueron realizados después de discusiones con Oscar y Anthony sobre las preguntas de

la actividad. Los cambios fueron reflejados en la actividad 5, version 2.

Tabla B.7: Cambios al analizar la actividad 5, version 1

Dénde Qué Por qué
Pé4gina 2, I-e Eliminar El concepto serd formulado después.
. i f i jor 1
Pagina 3, I-h Agregar grificas Cambio de formato para explicar mejor la
pregunta.
Pégina 4, II-a y II-b Eliminar La simbolizacién ya se explico.

La Tabla B.8 contiene los cambios hechos después de analizar la actividad 6, version 1. Estos
cambios fueron realizados después de discutir con Carolina sobre las preguntas de la actividad.

Los cambios fueron reflejados en la actividad 6, version 2.
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Tabla B.8: Cambios al analizar la actividad 6, version 1

Doénde Qué Por qué

Separar la pregunta en

Pé4gina 1, I-a Para hacer més facil de entender y resolver.

dos
Péagina 3, I-c Cambiar el texto Agregar un elemento de reflexion.
Pégina 3, I-d Eliminar la pregunta No es relevante.

La Tabla B.9 contiene los cambios hechos después de analizar la actividad 7, versiéon 1. Estos
cambios fueron realizados después de discutir con Oscar y Anthony, sobre las preguntas de la

actividad. Los cambios fueron reflejados en la actividad 7, version 2.

Tabla B.9: Cambios al analizar la actividad 7, version 1

Doénde Qué Por qué

Péagina 2, I-fy I-g Eliminar y cambiar Muy general.
Agregar otras preguntas Agregar representacmn?s graﬁcas para un
mayor entendimiento.

Separar la pregunta en

Pédgina 4, II-c Necesario para analizar mejor el problema.

dos
Piagina 4, I1-d, II-f, II-h, Reestructurar las Para hacer la pregunta mds clara y
y 1I-h preguntas especifica.

Hacer las preguntas mas abiertas para

Eliminar algunas . .
generar discusion.

Para las actividades 5, 6 y 7; después de la fase de experimentacion formal parte conceptual

realizada por Paty e Isaac, no hubo cambios.

B.2. Segunda Etapa

No se realiz6 ningtin cambio en la actividad 1, version 3.

La Tabla B.10 contiene los cambios realizados después de analizar la actividad 2, version 3.

Los cambios fueron reflejados en la actividad 2, final.
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Tabla B.10: Cambios al analizar la actividad 2, version 3

Doénde Qué Por qué
Pégina 3, II-a y II-b Cambiar a una tabla Mas facil para analizar.
Agregar preguntas Mais enfocadas al tema principal.
P4gina 4, I1I-f y 1I-g Cambiar y reestructurar Cambio de enfoque y concepto.
Agregar Preguntas Mais enfocadas al tema principal.
Agregar una seccion de Necesaria para reforzar los conceptos y la

Después de la parte 11 . . L
simbolizacién semiotica.

LaTabla B.11 contiene los cambios realizados después de analizar la actividad 3, version 2.

Los cambios fueron reflejados en la actividad 3, final.

Tabla B.11: Cambios al analizar la actividad 3, version 2

Dénde Qué Por qué
.. Agregar una seccién de g .
Inicio . .. Para formular la semidtica requerida.
simbolizacion
Pégina 1, I-ay I-b Eliminar las preguntas Muy repetitivos.
. Para h 1 as cl
Péagina 1, I-d Separar en dos preguntas araflacerfa p reg,unta fas clara y
especifica.
. Para h 1 as cl
Péagina 3, II-f Separar en dos preguntas arahacerfa p reg}unta fnas clara y
especifica.

La Tabla B.12 contiene los cambios realizados después de analizar la actividad 4, versién 3.

Los cambios fueron reflejados en la actividad 4, final.

Tabla B.12: Cambios al analizar la actividad 4, versién 3

Dénde Qué Por qué

Para hacer la pregunta mas clara y
especifica.
Para hacer hincapié y enfocarse en la forma

Péagina 1, I-a y I-b Separar en dos preguntas

Péagina 1, I- A A .
agina 1, I-c gregar mds preguntas de la ccuacion.
Pégina 3, Il-c Agregar una tabla Mias fécil para analizar.
. Para h 1 is ¢l
Pé4gina 3, 1I-d Separar en tres preguntas ara hacer fa preg/unta fhas clara y
especifica.
. Para h 1 is cl
Pégina 3, Il-e Separar en mds preguntas araflacerfa p reg/unta fhas clara y
especifica.

La Tabla B.13 contiene los cambios realizados después de analizar la actividad 5, version 2.

Los cambios fueron reflejados en la actividad 5, final.
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Tabla B.13: Cambios al analizar la actividad 5, version 2

Doénde

Qué

Por qué

Pé4gina 1, I-a

Pégina 2, I-cy I-d

Pagina 3, I-f, I-g y I-h
Pagina 4, II-a
Pé4gina 4, 1I-b

Pégina 4, Il-c

Después de la parte 11

Agregar mds columnas y
filas a la tabla
Agregar el valor de (8,9)
Agregar pregunta que
trate la condicion cuando
Ax—0
Eliminar “curva? y
“recta” de la pregunta

Agregar preguntas

Agregar preguntas y
ejercicios para el trazado
de las lineas pendientes
Eliminar
Agregar valores menores
a3 alatabla
Eliminar

Separar en dos preguntas

Agregar una pregunta

Agregar un conjunto de
preguntas de la seccién II
para el punto (8,9)
Agregar una seccién de
simbolizacién

Para poder analizar las tendencias.

Para poder ver la variacién.

Es un concepto fundamental en limites.

No se considera importante.

Para relacionar una linea secante con una
tangente.

Prictica para estimar lineas pendientes.

Muy repetitivas.
Necesario para observa valores proximos a
3.
Muy repetitiva.
Para hacer la pregunta mds clara y
especifica.
Para relacionar la pendiente de la linea
tangente con el limite.

Para reforzar el concepto y observar las
posibles variaciones.

Para generar una férmula matematica del
limite.

La Tabla B.14 contiene los cambios realizados después de analizar la actividad 6, version 2.

Los cambios fueron reflejados en la actividad 6, final.
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Tabla B.14: Cambios al analizar la actividad 6, version 2

Doénde Qué Por qué
Al inicio Agregar una seccién de Para comparar la férmula generada con la
simbolizacién forma convencional.
Poner primero la parte Para desarrollar una funcién de pendientes
CAS de la linea tangente.

Pégina 4, parte 11

Pégina 1, texto antes de
I-a
Pégina 1, I-a, I-b, y I-c

Pagina 3, II-e y II-f

Reestructurar la pregunta

Eliminar la pregunta

Eliminar la pregunta
Cambiar el formato y el
orden
Agregar unas preguntas
con graficas

Cambiar el enfoque a una funcién de
pendientes en lugar de procedimientos
operacionales de limites.

Muy repetitivo.
Muy repetitivo.
Mis claro y facil de entender.

Para relacionar la pendiente de la linea
tangente con su funcion.

La Tabla B.15 contiene los cambios realizados después de analizar la actividad 7, versién 2.

Los cambios fueron reflejados en la actividad 7, final.

Tabla B.15: Cambios al analizar la actividad 7, version 2

Doénde

Qué

Por qué

Péagina 3, figura 4

Péagina 4, I-m

Cambiar la figura

Agregar preguntas

Separar en mds preguntas

Para incorporar valores relativos y
absolutos.
Para distinguir entre valores relativos y
absolutos.
Para hacer la pregunta més clara y
especifica.
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C.1. Actividad 1: Diferencias

Actividad 1

Diferencias
Lider:
Calculadora:
Hoja de Trabajo:
Numero de Equipo: Hora de Inicio: Hora de Terminacién:

A. Diferencia Matemadtica
Parte I (con ldpiz y papel): Concepto General

La diferencia matematica es el resultado de restar, en donde se resta un sustraendo de un
minuendo. Por ejemplo, la diferencia entre 3 (sustraendo) y 8 (minuendo) es 5.

En la vida cotidiana cuando se expresa una diferencia, tipicamente se refiere a la diferencia entre
un valor inicial (sustraendo) y un valor final (minuendo). Es decir, la diferencia es igual al valor
final menos el valor inicial.

a) Completa la siguiente tabla. Pase el texto de la columna 1 a una sintaxis matematica en la
columna 2 y escriba el resultado de la diferencia en la columna 3.

Texto Sintaxis Diferencia
Una cuenta de ahorros tiene $2383.87 al inicio del
mes y $2873.92 al final. ;Cudl fue la diferencia a lo
largo del mes?
Se saca un pedazo de carne a descongelar, al sacarse
del congelador se encuentra a -3° C y después de 5
horas se encuentra a 24°C. ;Cudl es la diferencia de
temperatura después de las 5 horas?
Un automovil contiene un tanque de 90 litros. Se
llena al comienzo de la semana, al final de ella se
observa que el tanque contiene 32.3 litros. ;Cudl es la
diferencia de litros en el tanque a lo largo de la
semana?

b) Observe las diferencias de los tres (3) casos del inciso anterior, ;existe una diferencia con
signo negativo? En caso afirmativo, ;qué representa con respecto a la cantidad (aumenta o
disminuye)?

c) ;Qué concluyes a partir del inciso anterior con respecto al signo de la diferencia? Considere
signos positivos, negativos y valores de cero.
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d) En la siguiente tabla en la primera columna se encuentra una secuencia de cinco (5) numeros,
observe la tendencia uniforme (si existe alguna) y anétela en la segunda columna.

Secuencia Observaciones

2,4,6,8,10

45, 38,31, 24,17

-8.75,-3.5,1.75,7,12.25

1,9,17,27,41

Considere el conjunto de datos, en donde i corresponde a una variable independiente mientras
tanto u corresponde a la variable dependiente. Por lo tanto u; corresponde a u evaluada en
cualquier valor de i. Por ejemplo, u3 indica el valor de u cuando i es 3 lo cual es 14.

i 1 2 3 4 5 6
Ui 8 11 14 17 20 23

e) Utilizando el conjunto de datos mencionado, complete la siguiente tabla.

Sintaxis Representacidn Algebraica Resultado
Us— Uy
Uz-ujz

us—uz
Us—us
Uz — Usg
Ug—usg

En matematicas el operador delta (A) representa un cambio. Siendo un operador matematico,
puede aplicarse a cualquier variable. Por ejemplo, Ax representa un cambio en x mientras que AT
representa un cambio en T (muchas veces dicha variable representa una temperatura).

f) Considerando el concepto de A y utilizando el conjunto de datos, complete la siguiente tabla.

Sintaxis Au Ai
Us— Uy
Uz - Uz
Uz —uz
Us—Uus
Uz — Us
Ug — Uz

g) Analice la tabla del inciso f, ;hay una relacién con respecto a Ai y Au? ;qué puede concluir?
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h) Exprese su observacion del inciso g en forma matematica (férmula). ;Se cumple en cada caso
de la tabla?

Parte 2 (con CAS): Introduccion a CAS

Si una variable y depende de una variable x, de tal manera que cada valor de x determina
exactamente un valor de y, entonces se dice que y es una funcién de x. Cuatro métodos comunes
para la representaciéon de funciones son: numéricamente por tablas, geométricamente por
graficas, algebraicamente por formulas y/o verbalmente. Una funcién f es una regla que asocia
una salida Unica con cada entrada. Si la entrada es denotada por x, entonces la salida es denotada
por f(x) (se lee como “f de x”). Para una entrada dada x, la salida de la funcidn f se denomina el
valor de fen x. Algunas veces se denomina la salida por una sola letra, por ejemplo y, y se escribe
como y= f(x). Esta ecuacién expresa y como una funcién de x; la variable x se llama la variable
independiente de f, y la variable y se llama la variable dependiente de f.

Las coordenadas cartesianas son un sistema de coordenadas de dos dimensiones, denominado
como el plano cartesiano, utilizado para la representacion grafica de una funcién. En el eje
horizontal, conocido como el eje “X”, se encuentran las variables independientes mientras que en

el eje vertical, conocido como el eje “y”, se encuentran las variables dependientes. Siendo un
plano, cada punto se puede expresar por sus coordenadas (X, y).

., 5x—6x*x+x? . . .
a) Introduzca la expresion — A la calculadora y presione enter, ;qué observa? Presione el

botdén T en el touch pad y presione enter, ;qué sucede? ;Para qué puede ser 1til la observacion
anterior?

Una herramienta util dentro del sistema CAS, es el comando “tal que”, |. Dicho comando se elije
presionando el botén azul “CTRL” y el botdn “=”, el cual se encuentra debajo de “CTRL” y después
se selecciona “|”. La sintaxis para utilizar el comando es el siguiente, “funcion/ variable = valor”.

b) Considere la funcién 2x2 + 5x - 2. Llene la siguiente tabla con los valores de x respectivos.

Valor de x Operacidn con lapiz Resultado de CAS

Guillermo Ibarra Reyes Pégina 196



Apéndice C. Versiones Finales

C.2. Actividad 2: Pendientes
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Actividad 2
Pendientes
Lider:
Calculadora:
Hoja de Trabajo:
Numero de Equipo: Hora de Inicio: Hora de Terminacién:

A. Pendiente
Parte I (con ldpiz y papel): Concepto de Pendiente y Rectas
a) Un carro recorre 245 kilémetros con 18 litros de gasolina.

1) Siel mismo carro gasta 30 litros de gasolina, ;qué distancia viaj6?

2) Explique la l6gica utilizada en el problema anterior y las suposiciones hechas.

3) ¢Cudl es la razén de cambio en kildmetros por litros de gasolina y qué significa?

4) Utilizando el dato original, 18 litros para 245 kilometros y el dato del problema 1,
grafique dichos puntos y trace la recta. Formule una expresién matematica para la pendiente.

5) (Qué relacion hay entre una razén de cambio y una pendiente?
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El modelo matematico mas sencillo para relacionar dos variables es la ecuacion lineal y = mx + b.
Esta ecuacidn se llama lineal porque su grafica es una linea. Cuando x = 0, se obtiene:

y=m(0)+b =b
Por lo tanto, la linea cruza el eje y en y = b. En otras palabras, el intercepto y es (0, b). La
inclinacién o pendiente es m. La pendiente de una linea no vertical es el numero de unidades que
la recta sube (o cae) verticalmente por cada unidad de cambio horizontal de izquierda a derecha,
como se observa en la figura 1y 2.

' -
- — ety

TR

Figura 1. Linea recta con pendiente positiva Figura 2. Linea recta con pendiente negativa

b) Considere la ecuacion de la recta, y = 2x + 3. Identifique la variable independiente y la variable
dependiente. Elija por lo menos 5 valores dependientes y haga una tabla con los valores
independientes correspondientes.

c) Grafique la linea recta expresada por la ecuacion y = 2x + 3.

d) Considere los puntos (6, 9) y (0, 11). Sin hacer ningin célculo responda ;la pendiente es
positiva o negativa? Compruebe graficamente y después analiticamente.

e) Utilizando los puntos generales, (xs, yn), donde n es n-ésimo punto. Calcule la pendiente entre
el punto 1 (x1,y1) y 2 (X2, y2)-
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f) Exprese la ecuacién de la pendiente para los puntos generales del inciso e utilizando el
concepto de A.

Parte II (con CAS): Aplicacion

La datacion por radiocarbono, es una técnica de datacion radiométrica que utiliza el is6topo
carbono-14 para la determinacién de la edad de materiales que contienen carbono. Los
siguientes datos obtenidos experimentalmente, demuestran la cantidad de C-14 para un material
alo largo del tiempo.

Antigliedad Cantidad de C-14
del Material
(miles de afios)
0 15.30
1 13.56
2 12.01
3 10.64
4 9.43
5 8.35
6 7.40
7 6.56
8 5.81
9 5.15
10 4.56
11 4.04
12 3.58
13 3.17
14 2.81
15 2.49
16 2.21
17 1.95
a) Complete la siguiente tabla considerando el rango de afios dado.
Rango Diferencia de Afios Diferencia de C-14 Pendiente
6-14
6-12
6-10
6-8

b) Utilizando la pendiente y su intervalo respectivo, calcule la cantidad de C-14 a 7 afios (7¢c) y
compdrelo con la cantidad a 7 afios real (7r).

Rango 7c 7c-T7r
6-14
6-12
6-10
6-8

C) ¢Qué observaciones tiene? ;qué pendientes calculan mejor el valor de 7c?
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d) ;A qué se debe la observacion del inciso anterior?

e) Para calcular la cantidad de C -14 a 9.5 afios, ;cudl pendiente del los siguientes rangos
utilizaria? (6 - 10,7 - 10,8 - 10,9 - 10) ;Por qué?

f) Calcule la cantidad de C-14 a 9.5 afios.

Dentro del sistema CAS, se pueden graficar datos. Utilizando la hoja de calculo ingrese los datos
experimentales del problema anterior dentro de esta seccién. Para elegir la hoja de calculo
seleccione Home, y después Hoja de Calculo. En la celda que tiene la letra A (celda superior)
llame dicha columna “yrs” y ingrese los datos empezando en la columna con el numero “1”y en la
celda que contiene la letra B dicha columna “C14” y ingrese los datos de la misma manera. Dentro
de Home, elija Datos y Estadisticas y presione Enter. Utilizando el Navegador, mueva la flecha
hacia abajo y elija que la variable x sea “yrs”. Después, mueva la flecha hacia la izquierda y elija
que la variable y sea “C14”. Ahora deben aparecer los datos graficados.

Se puede hacer un ajuste de datos para los datos graficados. Dentro de la grafica, presione Mend,
4: Analizar, 6: Regresion. Dentro de estas opciones existen varios ajuste disponibles.

g) Haga un ajuste de datos utilizando Lineal (mx +b). ;Qué sucede? Repita el ajuste utilizando
exponencial. ;Cudl se ajusta mejor?

Dentro de la hoja de célculo, también se pueden ver datos de ajuste de datos. En la hoja de calculo
donde estan los datos presione meni, 4: Estadistica, 1: Calculos estadisticos, 3: Regresion
lineal (mx + b). Si no encuentra la hoja de célculo, puede presionar ctrl y los botones de derecha
o izquierda para cambiar entre las pantallas. Para lista x ingrese A[], para la lista y ingrese B[] y
en la primera columna de resultado ingrese c[].

h) ;Qué informacién aparece?
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i) Repita el procedimiento para una A: Regresién exponencial... pero en la primero columna de
resultado ingrese e[] ;Qué informacién aparece? ;Se llega a la misma conclusién que en el inciso
g?

j) Utilizando la ecuacidon de mejor ajuste, calcule la cantidad de C-14 a 9.5 afios.

k) Utilice la pendiente del rango 9 - 10 afios para calcular la cantidad de C-14 a 9.3 y 9.6 afios.
Utilizando como rango 9.3 - 9.6 afios, calcule la cantidad de C-14 a 9.5 afios.

j) Considere la cantidad de C-14 calculada a 9.5 afos del inciso f), k), y j). ;(Cudl es la mejor
aproximacién? ;Por qué?

1) Con sus palabras explique la observacion anterior.

m) Exprese por medio de una expresion algebraica lo que acaba de decir.
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Parte III (Simbolizacion): Desarrollo simbdlica de la Pendiente

a) En el OJ introduzca un simbolo que represente los datos.

[] []
0 15.30
1 13.56
2 12.01
3 10.64
4 9.43
5 8.35
6 7.40
7 6.56
8 5.81
9 5.15
10 4.56
11 4.04
12 3.58
13 3.17
14 2.81
15 2.49
16 2.21
17 1.95

b) Escriba la operacién necesaria para calcular la pendiente entre 6 y 14.

¢) ;Como llama o expresa simbolicamente la ecuacién anterior?

d) ;Cémo se queda la expresion simbélica anterior cuando se evalda en 9.5 afios?

e) ;Coémo se expresa lo anterior para cualquier valor?
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C.3. Actividad 3: Pendiente como Funcion

Guillermo Ibarra Reyes Pégina 204



Apéndice C. Versiones Finales

Actividad 3
Pendiente como Funcién

Lider:

Calculadora:

Hoja de Trabajo:

Numero de Equipo: Hora de Inicio: Hora de Terminacién:

fx+Ax)—f(x)
A

X

A. Desarrollo Matemadtico de

Parte I (Simboldgica): Desarrollo Preliminar

Y2=Y1
X2=X1
convencional y la suya de la actividad pasada, ;Cual prefiere usar? ;Por qué?

a) Una forma convencional de describir una pendiente es m = . Observe la forma

La pendiente también se puede escribir como 2222 o %478 o 24701  InTIm qopde m y n son

X3=X2 X4—X3 X4=X1 Xn—Xm

subindices. Si y, = f(x,,) y n = 10, se puede escribir como y;q = f(x1()-

f(x10)—f (x9)

X10~X9

b) Escriba la pendiente introduciendo la variable n.

c) Para la pendiente Gx15)~f (xo)
8

, (qué valor le daria a n?
X157~

d) SiAx = x,.q — X, ¢a qué es igual x,.;? Exprese la pendiente del inciso b, utilizando los
términos Ax y x,,.
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Parte II (con lapiz y papel): Introduccion de h

a) Compare la ecuacién obtenida en el inciso d de la parte [, ;es diferente a%? Si es
diferente, ;a qué se debe dicha diferencia?

b) Observando la figura 1, ;qué representa y a qué es igual h?

Figura 1. Introduccidn del concepto h

¢) Utilizando h, ;como queda la expresion de la pendiente?

d) Considere la funcién, f(x) = x? + 2x. ;Cémo se expresa f{x1), f(x1+Ax) y f{x1+h)?

e) Considerando f(x) = x? + 2x y Ax o h, ;cudl es la ecuacidn de la pendiente del inciso c? (No es
necesario reducir algebraicamente)
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f) Si el primer punto es (1, 3), exprese la ecuacién del inciso anterior con estos punto. ;Qué
observa de esta ecuacion?

Parte III (con CAS): Variacion de h

a) Utilizando la hoja de calculo dentro de CAS, en la primera columna incluya los valores de Ax o
h mientras que en la segunda columna va la pendiente. Utilice la ecuacidon de la pendiente del
inciso f de la parte II. Como en cualquier hoja de calculo, en la parte gris de la columna gris se

puede expresar la funcién de la pendiente en donde Ax o h equivale a la variable “a”, ya que es el
valor de la columna A. Complete la tabla.

A B

0.1
0.01
0.001
0
-0.001
-0.01
-0.1

b) ;/Qué observa cuando Ax o h = 0? ;A qué se debe ese valor?

c) ¢A qué niimero se acerca la pendiente cuando Ax o h se acerca a cero a partir de los nimeros
positivos?

d) ¢A qué ntimero se acerca la pendiente cuando Ax o h se acerca a cero a partir de los nimeros
negativos?
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e) Observando la respuestas a los incisos c y d, ;llega a la misma conclusién?

f) Cuando Ax o h tiende a cero, ;a qué tiende la pendiente?

g) Considere la observacién del inciso anterior, ;es igual al valor cuando Ax o h = 0?

h) ;/Qué puede concluir de las observaciones de los incisos fy g?

i) ;Como puede definir este tipo de analisis (analitico o grafico)? Explique su razonamiento.
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C.4. Actividad 4: Limites
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Actividad 4
Limites
Lider:
Calculadora:
Hoja de Trabajo:
Numero de Equipo: Hora de Inicio: Hora de Terminacién:

Parte I (con ldpiz y papel): Concepto Informal del Limite

Suponga que quiere calcular la velocidad promedio al viajar en una carretera recta. Si pasa el
kilometro 100 a las 12:00 y el kilometro 140 a las 12:30:

a) Escriba la operacion que realiza para obtener la cantidad que se viajé y para saber en cuanto
tiempo de viajé.

b) Utilizando las expresiones del inciso anterior, escriba la operacién para calcular la velocidad
promedio.

c) Explique qué es una pendiente y escriba la expresion.

d) Relacione la velocidad promedio con la ecuacidn de la pendiente. ;Qué observa?

Por otra parte, aun que la velocidad promedio es una cantidad fija, es casi seguro que la velocidad
instantanea (la velocidad indicada por el velocimetro), varia de un momento a otro.

Se lanza verticalmente una piedra del piso a una velocidad de 96 ft/s. Despreciando la resistencia
del aire, la posicién de la piedra después de t segundos estd dada por la funcion:

s(t) = —16t% + 96t
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La posicion s es medida en pies con s = 0, corresponde al piso mientras que t representa el tiempo
en segundos.

e) Escriba las operaciones para calcular la velocidad promedio y calcule la velocidad promedio
entre el intervalo de tiempo,i) t=1yt=3,ii)t=1y t=2,iii)) t=1y t=1.5.

f) Observe los resultados de i, ii, y iii. ;Qué diferencia observa?

g) Escriba la ecuacion para la velocidad promedio de la piedra entre el intervalo [t, t].

Al calcular la velocidad promedio, se utilizé la posicion del objeto a dos puntos distintos. Para la
velocidad instantdnea solamente se utiliza un punto distinto. Como se verd en la siguiente
seccion, la velocidad instantanea se calcula a partir de velocidades promedios.

h) Si nos interesa calcular la velocidad instantdnea a t; = 1, se calcula la velocidad promedio
sobre el intervalo [1, t]. Escriba la ecuacién de la velocidad promedio.

La velocidad instantdnea en el punto t = ty se determina al calcular la velocidad promedio sobre el
intervalo [ty t1]. Cuando t; se acerca a ty, la velocidad promedio tipicamente se acera a un nimero
Unico, el cual es la velocidad instantanea. Lo anterior significa, que es un instante en donde el
intervalo es muy pequefio. Este nimero se conoce como un limite. Lo cual se puede expresar
matematicamente como

Vinstantanea = lim vpramedio
t-to

i) Sustituya la velocidad promedio en del inciso h de la expresion de la velocidad instantanea. En
donde tp = 1.
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j) Calcule la velocidad instantanea utilizando la expresion anterior.

Parte II (con CAS): Concepto Informal del Limite

El limite lim,_,, f(x) = L se refiere a un limite de dos-lados, porque f{x) se acerca L cuando x se
acerca a valores de x menores de a y para valores de x mayores de a. Para algunas funciones, es
conveniente analizar limites de un lado denominados limites de mano izquierda y de mano
derecha. La definicién se puede resumir como:

1. Limite de mano derecha: Suponga que f es definida para todos los valores de x
cercanos a a y x > a. Si f{x) es arbitrariamente cercana a L para todos valores
suficientemente cercanos a a con x > a, se escribe

lim f(x) =1L
x-at
y se dice que el limite de f{x) cuando x se acerca a a por la derecha es igual a L.

2. Limite de mano izquierda: Suponga que f es definida para todos los valores de x
cercanos a a y x < a. Si f{x) es arbitrariamente cercana a L para todos valores
suficientemente cercanos a a con x < a, se escribe

lim f(x) =1L
x-a~
y se dice que el limite de f{x) cuando x se acerca a a por la izquierda es igual a L.

a) Considere las siguientes graficas y relacione la grafica con el limite que le corresponde:
) lim,_, f(x) =1L, i) lim, .+ f(x) =L, iii) lim, - f(x) = L

Se pueden graficar funciones dentro del sistema CAS. Presione el boton Home, B Grafico, Menu,
3: Tipo de grafico, 1: Funcidn. De esta manera se puede definir una funcién.

x3-8
4(x—-2)
funcién, ;existe algiin valor de x que no puede tomar? ;Cudl es y por qué?

b) Grafique la funcion f(x) =

en el sistema CAS. Observe la grafica y la ecuacién de la
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¢) Compruebe utilizando el comando de trazado. (Dentro de la gréfica, presione Menu, 5:
Trazado, 1: Trazado de grafico y elija el nimero y presione Enter). ;Qué sucede?

d) El trazado se hace, presionando los botones | 0 ¢ para mover de un punto a otro. Para la
misma funcidn, el paso de trazado es de 0.3. Este incremento se puede cambiar utilizando Menu,
5: Trazado, 3: Paso de trazado, introduzca el incremento deseado. Utilizando un incremento de
trazo de 0.01, complete la siguiente tabla.

X 1.95 1.96 1.97 1.98 1.99 2 2.01 2.02 2.03 2.04 | 2.05
y

C id 1 . T x3-8 i i x3-8 i Ti x3-8
onsidere las expresiones: i) lim,_,,- et ii) lim,_,+ Rk iii) lim, _,, proms

e) De la tabla anterior, ;qué valores utilizaria para el caso i?

f) De la tabla anterior, ;qué valores utilizaria para el caso ii?

g) De la tabla anterior, ;qué valores utilizaria para el caso iii?

h) Represente graficamente los casos i, ii, y iii.
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i) Repita el inciso d para la funcidn, f(x) = I (Para introducir el modulo de valor absoluto,

—-
utilice abs(x)).

X -0.05 | -0.04 | -0.03 | -0.02 | -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
y

. Lps R x| sy 1s x| oy 1s |x|
j) Represente graficamente: i) lim,_, - - ii) lim,_, o+ - iii) lim,_, —

k) Relacione el inciso hyj, ;qué observa?

3_
1) Encuentre el valor de lim,._,, % utilizando las repuestas de los incisos d hasta el h.

m) Encuentre el valor de lim,_,, % utilizando las respuestas de los incisos iy j.

n) ;Qué relacion existe entre el limite, limite de la derecha y limite de la izquierda?
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C.5. Actividad 5: Lineas Secantes y Tangentes
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Lider:

Calculadora:

Hoja de Trabajo:
Numero de Equipo:

Parte I (con ldpiz y papel): Concepto de Linea Secante y Tangente

Hora de Inicio:

Actividad 5
Lineas Secantes y Tangentes

3
a) Complete la siguiente tabla. Donde y = (g - 2) +1

Hora de Terminacion:

Py P2 y2-Yy1 X2 - X1 Y2= 01
Xy — X1
(3,0.875) (8,9)
(3,0.875) (6,2)
(3,0.875) (5, 1.125)
(3,0.875) (4,1)
(3,0.875) (3.5,0.984375)
(3,0.875) (3.1,0.908875)
(3,0.875) (3.05, 0.892828)
(3,0.875) (3.01,0.878713)
(3,0.875) (3.005, 0.876866)
(3,0.875) (3.001, 0.875375)

b) Grafique las lineas rectas de la tabla anterior, en la siguiente grafica.

fix) = (%2 —2)* + 1

Guillermo Ibarra Reyes
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3
c) Complete la siguiente tabla, donde y = (% - 2) +1

Py P y2-Yy1 X2 - X1 Y2= 01
X2 — Xq

(3,0.875) (8,9)

(5,1.125) (8,9)

(6,2) (8,9)

(7,4.375) (8,9)

(7.5, 6.35938) (8,9)

(7.9, 8.41488) (8,9)

(7.95,8.70375) | (8,9)

(7.99,8.94015) | (8,9)

(7.995,8.97004) | (8,9)

(7.999, 8.994) (8,9)

d) Grafique las lineas rectas de la tabla anterior en la siguiente grafica.

10

fix) = (=2 —2)* 4+ 1

e) Observe las tablas del inciso a y ¢, ;qué observa de las diferencias de x?

f) ;Qué significa “x, - x1 > 07?
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g) ;Cudles de los siguientes casos, representan que la diferencia de x tiende a cero?
i1
ii) 0.4
iii) X2 — X1 9 0
iv) 0.00001
1
v)

10000

h) Relacione los siguientes conceptos, con su correspondiente grafica: linea secante y linea
tangente.

i) Con sus palabras y utilizando como referencia el inciso anterior, explique el concepto de linea
secante y linea tangente.

Guillermo Ibarra Reyes
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j) ¢Qué entiende por velocidad promedio y velocidad instantanea?

3
k) Considere la funciény = (E - 2) + 1y los incisos a y ¢, ;cudl es la pendiente de la tangente

en x=3 y x=87

1) Considere la funcién y = x? + 0.5. En la siguiente gréafica, trace la linea tangente en x= -2, -1, 1,
y 2.

N

m) Utilizando la gréfica con las lineas rectas (figura de la derecha), aproxime el valor de la
pendiente de las tangentes con apoyo de escuadras.

Tangente en (x) Pendiente aproximada

-2
-1
1
2

n) Calcule las pendientes de las lineas tangentes en los puntos indicados y muestre la operaciéon
realizada.

Tangente en (x) Operacion Pendiente

-2

-1
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o) Utilizando las pendientes de la tabla anterior, trace la linea tangente en el punto

correspondiente, apoyandose en las rectas de referencia.

k1

\ B : 1

g

54 i Ill

| y=éx -

'r*'f‘\.'.._.h! v ¥
|

i |

p) Compare las lineas tangentes trazadas en los incisos “1” y

“w

, (qué observa?

q) Considere las funciones —x2, x3 y ex. Trace las curvas correspondientes y las tangentes en los
puntos: x =-2,0, 1, 2 y 3. Complete la tabla indicando la pendiente de la tangente.

ex

WIN (RO

r) Elija la mejor frase para completar la declaracion:

Las pendientes en una grafica de cualquier funcién son: siempre iguales, siempre diferentes, a

veces iguales o a veces diferentes.
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En geometria euclidiana, una linea es tangente a un circulo si intersecta a dicho circulo solamente
en un punto. Esta definicién es adecuada para circulos, pero no apropiada para curvas en general.
Observando la figura 1a, la linea tangente para el punto A toca la curva en otros puntos.

-_IH-——H.‘_K iragr

Figura 1a Figura 1b

Observando lo anterior, debemos encontrar otra definicién para la aplicacién de lineas tangentes
para curvas. Para este fin, observe la figura 1b. Nos interesa la linea tangente en la curva en el
plano xy. La linea que pasa por P y Q, es una linea secante. Si movemos el punto Q a lo largo de la
curva hacia el punto P, entonces la linea secante girara hacia una posicién limitante. Dicha
posicion limitante, es lo que se llama, linea tangente en el punto p.

Parte II (con CAS): Relacion a Limites

En el problema anterior, la pendiente de la linea tangente para el punto (3, 0.875) se calcul
graficamente. Analiticamente la pendiente se puede expresar de la siguiente manera:

o (%— 2)3 +1-0875 (’7‘— 2)3 +0.125

my; =
Xy — X1 x—3 x—3

a) Utilizando la hoja de calculo dentro de CAS, complete la siguiente tabla.

2.9
2.95
2.99
2.995
2.999
3
3.001
3.005
3.01
3.05
3.1

@—2)2+0.125
xX—3

(§—2)2+0.125?

b) (A qué es igual lim,,_,5- o

y limx—»3+
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(’2—‘—2)2+0.125

c) Con base en los calculos anteriores, ;a qué es igual lim,_; o

? Explique su
razonamiento.

d) Compare el limite del inciso c y la pendiente de la tangente en x = 3, ;qué observa?

3
e) ;Cémo seria la pendiente para la funcién y = (g - 2) + 1 en el punto (8, 9)?

f) Utilizando la hoja de calculo dentro de CAS, complete la siguiente tabla. La columna B contiene la
ecuacion de la pendiente obtenida del inciso anterior.

g) (A qué esigual lim,_g- m y lim,_g+ m?
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h) Con base en los célculos anteriores, ;a qué es igual lim,_,g m? Explique su razonamiento.

i) Compare el limite del inciso c y la pendiente de la tangente en x = 8, ;qué observa?

j) ¢Qué relacién observas entre la pendiente de la tangente en un punto para una funcién y el
limite de la misma en el mismo punto?

k) ;A qué se debe lo anterior?

Parte Il (Simbolizacion): Ecuacion de la Pendiente de la Linea Tangente
La pendiente de una linea secante se puede expresar de las siguiente manera:
Ay _ya—»

ST A x, —xg

a) Explique en sus palabras, qué es la pendiente de la tangente.

b) Escriba una expresidén algebraica que simbolice lo que acaba de decir en el inciso anterior.
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Actividad 6
Funciéon Derivada

Lider:

Calculadora:

Hoja de Trabajo:

Numero de Equipo: Hora de Inicio: Hora de Terminacién:

Parte I (Simbolizacion): Ecuacién Convencional de la pendiente de la Tangente

Una forma convencional de expresar la pendiente de la linea tangente es la siguiente:
Megn = lim m
tan Ax—0 sec
a) Compare la ecuacién convencional anterior, con la que usted escribié en la actividad pasada
(inciso b de la parte III). ;Observa diferencias? Si es un si, ;jcuales son?

b) Si hay diferencias, ;es porque falté considerar algo? En caso afirmativo, ;qué fue?

Parte II (con CAS): Funcién de las Pendientes de la Linea Tangente

Presione el boton Home y seleccione el icono de grafica en el menu, es importante que utilice la
grafica indicada por el icono. Grafique la funcidon x3+1. Dentro de la gréfica, presione menu, 7:
Puntos y Lineas, 7: Tangente. El comando anterior coloca una linea tangente, mueva el cursor
sobre la funcién y presione Enter o el botén del touch pad para indicar, que la linea tangente va
sobre la funcién graficada. Después se selecciona el punto sobre la grafica, al presionar Enter o el
botdn del touch pad. No importa en qué punto esta la linea tangente, ya que se puede mover. Para
seleccionar y mover cualquier objeto, presione ctrl y mueva el cursor sobre el objeto y presione
el botdn del touch pad.

Dentro de la grafica, presione menu, 7: Puntos y Lineas, 2: Punto En. Después seleccione el
punto de la tangente en la grafica. Lo anterior produce un conjunto de coordenadas x-y,
seleccione la coordenada x presionando el botén del touch pad. Si se hace el paso anterior
correctamente, la coordenada x queda subrayada. Al estar subrayada, presione var, 1:
Almacenar variable, llame la variable “xt” y enter.

Dentro de la grafica, presione menu, 8: Medicion, 3. Pendiente. Después seleccione la linea de
la tangente. Lo anterior debe producir un valor. Seleccién ese valor (que queda subrayado),
presione var, 1: Almacenar variable, llame la variable “mt” y enter.

Abra una hoja de calculo, llame la columna A “x” y la columna B “m”. Seleccién la celda A ¢ (la
celdagris) y presion ctrl, menu, 8: Captura de datos, 1: Automéatico, escriba“xt”, y enter. Repitalo
anterior paralaceldaB ¢, pero escriba“mt”. Regrese ala hoja que contiene la gréfica, puede presionar
ctrl y < 0 > del touch pad para cambiar entre pestafias. Mueva la linea de la tangente para que la
coordenada x valga -2. Seleccione el punto de la linea tangente y presione ctrl, menu, 3: Atributos,
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seleccién la cagja con 0, escriba “17, y enter. Presione esc hasta que la coordenada de x llegue a un
valor de 8.

Presione home, datos y estadisticas para graficar los datos, mueva el cursor hacia abajo y llame
ese eje “x” y después mueva el cursor hacia la izquierda y llame el eje “m”. Presione menn, 4:

Analizar, 6: Regresion, 6: Mostrar cuartica.

a) De los pasos anteriores, se obtuvo una ecuacién de cuarto orden. Escriba los coeficientes de la

ecuacion.
x4 x1:
x3: x0;
X2

b) Observe los valores de los coeficientes, ;se pueden reducir o eliminar unos? ;Por qué?

c) Considerando lo anterior, ;como queda la ecuaciéon?

d) Se obtuvo una grafica de xt contra mt. ;Qué representa mt?

e) Considerando su respuesta del inciso anterior, ;qué representa la funciéon obtenida en el inciso
a?
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Parte III (con ldpiz y papel): Concepto de Derivada

En los incisos anteriores, se calculd la pendiente de una linea tangente en un punto fijo de la
curva. Si este punto se mueve a través de la curva, la linea tangente también cambia y por lo
general, su pendiente cambia (vea figura 1). Por esta razén, la pendiente de la linea tangente para
la funcidn f también es una funcién de x, llamada la derivada de f.

Mian = cambio instantaneo
= derivada en b
m casi 0

tan

M, = cambio instantaneo

= derivada en a
=0

Mean = cambio instantaneo
= derivada en ¢

<0

T

m
tan mmn

=]
[~}
>
o

Dejamos que f* (se lee como fprima) denote la funcién derivada para £, lo cual significa que f‘(a)
cuando exista, es la pendiente de la linea tangente para la grafica de fen (a, f{a)). Utilizando la
definicion anterior para la pendiente de la linea tangente, tenemos:

, _fla+h)—f(a)

f (a) = Mygn = 1111% h
En términos mas generales, se puede reemplazar el a con x para llegar a la definicién de la
funcion derivada. La derivada de fes la funcién:

fx+h)—f(x)
h

fG) = lim

siempre que el limite exista. Si f ‘(x) existe, decimos que f es diferenciable en x. Si f es
diferenciable en cada punto del intervalo abierto /, decimos que fes diferenciable sobre I.

Para encontrar la derivada de la funcién f{x) = x3 + 1, hacemos:
, _ flx+h) - f(x)
f1e) =iy —————
G+ h)? - (%)
= lim ————

h-0 h
x3 + 3hx? + 3h%x + h® — x3

= lim
h-0 h

3 3hx? + 3h%x + b3

- h—-0

h
h(3x? + 3hx + h?)

= lim
h—0 h
= }lin(l) 3x?% + 3hx + h? = 3x?

Por lo tanto f*(x) = 3x2
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a) Relacione la ecuacién f(x) obtenida con su funcién de la parte II, ;qué observa?

Otras notaciones que se manejan son las siguientes:
f'(x) = lim f—(x TAY) ~f ) = lim A_y = d_y
Ax—0 Ax Ax—0 Ax dx
Ademéasde f'(x) y %, otras formas comunes de escribir la derivada incluyen:
af d .
al af(x)r Dxf(x)' Yy (x)

b) ;Cudl es la derivada de una constante?

c) Considere la funcidn, f{x) = 3. Grafique la funcidn, ;qué representa?

d) ;Cudl es la derivada de la funcién, f{x) =3 y por qué?

e) Derive las siguientes funciones: x, x2, x* y x”. Observando las derivadas, ;cdmo puede deducir
L xny
dx
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f) Considere la funcién f{x) = x3 + x2 + x. Grafique la funcién f{x) en el eje de la izquierda y f(x) en
la derecha. Ademas escriba la ecuacién de f(x) debajo de la grafica.

fX)=x3+x2+x fx)=

g) Utilizando la informacidn anterior, calcule la pendiente de la tangente de f{x) en el punto x = 3.

h) ;/Qué informacidn utilizé para responder el inciso anterior? ;Por qué?

i) Supongan que f(x) y f(x) estan dados, ;qué indica f(3) con respecto a la funcién f{x)?

j) Si f(x) esta definida, ;como calcularia la pendiente de la tangente en cualquier punto de x?
Explique su procedimiento.
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Actividad 7
Aplicaciones
Lider:
Calculadora:
Hoja de Trabajo:
Numero de Equipo: Hora de Inicio: Hora de Terminacién:

A. Puntos Criticos y Su Significado
Parte I (con ldpiz y papel): Andlisis de Funciones: Creciente, Decreciente y Concavidad
Los términos creciente, decreciente y constante son utilizados para describir el comportamiento

de una funcién al moverse de la izquierda a la derecha. Su comportamiento depende de los
valores de f{x).

Figura 1.

a) Considere la figura 1, completa la siguiente tabla con los términos creciente, decreciente o
constante.

Intervalos de x Comportamiento de la funcién

b) En cada una de las siguientes figuras se encuentran 4 puntos. Para cada punto trace la
tangente.
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c) Considere las tangentes del inciso anterior. ;Qué puede concluir de los valores de las tangentes
para una funcioén creciente, decreciente y constante?

Figura 2. Figura 3.

d) Observe la figura 2, ;qué representa el punto C (maximo o minimo)? ;Qué observa con
respecto a las tangentes de cada uno de los puntos de esa figura?

e) Observe la figura 3, ;qué representa el punto H (maximo o minimo)? ;Qué observa con
respecto a las tangentes de cada uno de los puntos de esa figura?

f) Recordando que una derivada representa una tangente y analizando su respuestas de los
incisos d y e, ;qué es el valor de la derivada en un maximo o minimo? Este punto se conoce como
un punto critico.
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Figura 4.

g) Observando la figura 4, ;cudles serian los puntos criticos de la primera derivada? ;Por qué?

h) Considere la figura 4, completa la siguiente tabla. En la columna “Intervalo”, escriba los
intervalos que estan separados por los puntos criticos. La columna “Comportamiento” se refiere a
si la funcién es creciente o decreciente y la columna “Valor de f se refiere a si la derivada es
positiva o negativa.

Intervalo Comportamiento Valor de f*

i) ;Qué relaciéon encuentra entre el comportamiento de la funcién y el valor de la derivada?

j) Observe la figura 4 y los incisos anteriores, si existe un punto critico, ;cdmo se puede clasificar
como maximo o minimo con respecto a la primera derivada?
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k) Regrese a la figura 4, ;en qué valores de x existen minimos? ;En qué punto se encuentra el
minimo absoluto?

1) De la figura 4, ;en qué valores de x existen maximos? ;En qué punto se encuentra el maximo
absoluto?

m) ;Qué entiende como un maximo/minimo absoluto y un maximos/minimo relativo?
Matematicamente ;co6mo se expresa su observacion?

Aunque el signo de la derivada de f indica en dénde la
grafica de f es creciente o decreciente, no indica la
direcciéon de la curvatura. Por ejemplo, la funcién es
creciente en ambos lados del punto en la figura 5, pero en
el lado izquierdo tiene una curvatura hacia arriba (“retiene
agua”) y en el lado derecho tiene una curvatura hacia abajo
(“derrama agua”). En intervalos donde la grafica de ftiene
una curvatura hacia arriba se dice que f es cdncava hacia
arriba, y en intervalos donde la grafica de f tiene una
curvatura hacia abajo se dice que fes concava hacia abajo.
La curvatura también se conoce como la concavidad. Figura 5.

n) Para las figuras en los puntos indicados, estime y trace la linea tangente correspondiente.

[ <
y
| __f'r Corcan Mc:\\

/ \
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0) Observe su respuesta del inciso n, ;qué observacion tiene con respecto a las pendientes para
curvas concava hacia arriba y céncava hacia abajo (las pendientes aumentan o disminuyen)? ;A
qué conclusiones llega con respecto al valor de la derivada de la funcién f* para curvas coéncava
hacia arriba y cdncava hacia abajo?

p) Sila primera derivada f* es creciente, ;coémo sera la segunda derivada f“?

q) Sif*“es decreciente, ;como sera f*“?

r);Qué relacion existe entre el valor de la segunda derivada f con respecto a la concavidad de la
funcién f?

Parte II (con CAS): Comprobacién Grafica

Dentro del sistema CAS, también se puede graficar. Para graficar, presione el botén “on” y
después “B Grafico” para llegar a la pantalla del plano x-y. Dentro de esta pantalla, presione

“menu”, “3: Tipo de grafico”, “1: Funciéon” después aparece la linea donde se introduce la funcién
a graficar.

a) Grafique la funcioén f{x) = x2 - 4x + 3. ;Qué tipo de concavidad observa? ;Cambia la concavidad
en algun intervalo? Compruebe su observacién utilizando la segunda derivada de la funcidn.
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b) Grafique la funcioén f{x) = x3. ;Qué observa de la concavidad? ;Cambia en algtin punto? ;Cual es
la segunda derivada de la funcién?

c) Considere los incisos a y b, en el punto donde cambia la concavidad, ;cudnto vale la segunda
derivada en dicho punto?

d) Elija dos (2) puntos de la funcién del inciso b, uno en donde hay concavidad hacia arriba y otro
en donde hay concavidad hacia abajo. ;Qué valores toma la segunda derivada en dichos puntos?

flx) =

Coéncava hacia arriba: x

Céncava hacia abajo: X = fl(x) =

En los incisos anteriores, se observa que hay un punto donde cambia la concavidad, dicho punto
se conoce como el punto de inflexién.

e) Si en un punto de inflexién hay un cambio de concavidad y observando la respuesta del inciso
anterior, ;cuales serian los intervalos de concavidad?

Grafique las funciones f{x) =x3 - 3x2 + 1, f'(x) y f “(x) en la misma pantalla. Utilice como referencia
las gréficas para responder los siguientes incisos.

f) ¢(Qué relacion observa entre la primera derivada y la funciéon? Considere los maximos y
minimos y los intervalos crecientes y decrecientes en su respuesta.

g) ¢Qué relacién observa entre la segunda derivada y la funcién? Considere los maximos y
minimos, concavidad y los intervalos de concavidad.
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En los incisos anteriores, se observa la importancia de encontrar los ceros de una ecuacion. En el
sistema CAS, existe el comando “zeros”. Dicho comando encuentra los ceros de la funcién. La
sintaxis es la siguiente, zeros(funcioén, variable). La palabra “zeros” se puede escribir utilizando el
teclado, se presiona el botén “()” para poner los paréntesis, se introduce la funcién (ecuacion) y

“n

finalmente “,” (coma) y la variable.

h) Introduzca zeros(x3+4x2+x-6,x) en la calculadora y presione enter, ;qué sucede y qué
representan esos valores? Compruebe esos valores.

Para los siguientes incisos utilice los comandos zeros, derivar, tal que, etc. pero sin utilizar la
grafica. Ademads considere que f{x) = x* - 5x3 + 9x2

i) ¢Qué procedimiento utilizaria para encontrar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y
los maximos y minimos? ;Cudles son los intervalos y, los maximos y minimos?

j) ¢Qué procedimiento utilizaria para encontrar los intervalos de concavidad y los puntos de
inflexion? ;Cudles con los intervalos de concavidad y los puntos de inflexién?

k) Compruebe los incisos j y k al graficar la funcidon dentro del sistema CAS. ;Observa algunas
diferencias?

1) Reflexione sobre la actividad y resuma el efecto que tienen las derivadas (primera y segunda)
sobre la grafica de la funcion.
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Apéndice D

Pre-examenes

D.1. Equipo 1

Ncrr 7
Nombre 2oy n G(GF\G* Os o ne Fecha =2 7 ﬂﬁi’vo 2019

1) :Qué entiende por un limiite matematico?

== el
Camb o e von  eepen ronbaAd o Ctrde fonsy i

al decerracse o e velor ac—-vﬁarm,ﬂc,,,c_‘
2) ¢Qué representa la derivada de una funcién?
& [ &
= w CLLgar, e Na e *I‘/\j‘_ﬂk BEndS 1 gﬂhp'lrﬁ
s
Ly O A v i wealon de una foncion
3) ;Qué relacién existe entre un limite y una derivada?

G}.Aﬂ-fa

e

P P RN el d e S et AD i i re Aoy
vin Jimmike

4) Expliqué lo anterior en una expresion matematica.
D _ fext+2x) = Fexy

a x S A
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D.1. Equipo 1

Loty IS Fecha 07 —iterzo- 2oy

Nombre = Duas C hamonice

1) ;Qué entiende por un limite matematico?
x|l acércorse

Es [z Veadeicin de vua Pomeion
vedle 7 .

ey e fFers= a(...—gz"("

Pevame lve ©
2) ¢(Qué representa la derivada de una funcién? B
o ol et seeta }uﬂyew!’e o v Frcade ex ceal gorer valo.

Ko o g5
de x de le pun‘(‘:z‘n.

3) ;Qué relacion existe entre un limite y una derivada?
la derivada o8 lo Evwmcicn =5 1 [oem Fe .

7-—«1 eEa 5

4) Expliqué lo anterior en una expresion matematica.

Lo Pextdx) = Cexo
dn 20 Ax

Nombre (i snede v e (iowrwz Sareoed Fecha Z7% /@fa~zn/ z2/e7
1) ;Qué entiende por un limite matemadtico?
o ek El'y\fld" al n{.'iaa."-u\’_\w a s Je.l«.c-—-—n‘nndf)

'?e— € -{ Crrr A

Z—j la Cendunmera
Ve Mo,

2) ;Qué representa la derivada de una funcion?
&r carmbio de so. Varstbe

Jt o)z F""'“"nln '-S-I'-Juv‘!

L Cearrp i O e Vel o r
len fecher Eangeale 3¢ﬂﬁ lem do

Indesendiende, s sovaw s
de x Je lee fowneran,

B ercerca ca i .J;_

€A Cetelgericy vedar
3) (Qué relacién existe entre un limite ¥ una derivada?
S ‘Jw,'._,c,,_!n Jde TR f‘_rne;nn g5 /s of Vo e de Ve A s S o e e S0
Ax =o
4) Expliqué lo anterior en una expresion matematica.
:.fr'-" .» 3 ) 3
Lx—-pO A x
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D.2. Equipo 2

Nombre ﬂll‘b‘fb 65\‘“’“" ZG N VACY¥ Fecha =7 /,ﬁ,",:;_, E'/C,'?Ci‘/ 4

1) ;Qué entiende por un limite matematico?
Cs UN Yo loY gue ALim;lo £ Fenc;o,

2) ;Qué representa la derivada de una funciéon?
YVec (= :’w:gr‘w le Foe pfAasa g on  FHco

3) ;Qué relacién existe entre un limite y una derivada?
A ffi{('ﬂ*c‘rff CG €7 € es La d"/:’ oI L-Jf" LT 700 ¢ ~

4) Expliqué lo anterior en una expresion matematica.

Lir oot —>& (¢~ e f

Nombre €due, Homberke Combrcrwms More. Fecha 2 F-Mavo /204

1) ;Qué entiende por un limite matematico?

(;—'_5 el iell O St 'l\w-ql—h = la C_uu-\(\cy-.

2) ;Qué representa la derivada de una funcién?

Rec e t‘:«hqjk‘htt Cue PY9S pPor “n fentg

3) ;Qué relacion existe entre un limite y una derivada?

Meake—abicavenke cS \e dervvada de vw l\-—-«.%r_

4) Expliqué lo anterior en una expresion matematica.

Viwn LR s Sy =Fn

As O i
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D.3. Equipo 3

Nombreﬂ,uwﬂ (eoclin (bockec FHere=s Fecha . ;rn-"”d « 11

1) ¢Qué entiende por un limite matematico?

2) ;Qué representa la derivada de una funcion?

S Lo reote /afl.?cn&-r JH€ proce gov M ﬂmx.fir\ :

3) {Qué relaciéon existe entre un limite v una derivada?
,é-’; mufou_.cio:rt, w ﬁ:. -'b(zr-r-‘ucﬂd‘-'t ? e f_im.u te_
= tafeinen /o convr e =8 Go Aerjuonol oo Ao

LAt »ﬂl’ -rlv‘U '!e_

4) Expliqué lo anterior en una expresién matemadtica.

L, ¥cxr +» Ax— Fx
o
AX—* A’K

D.3. Equipo 3

Desencd

Nombre Sosé Qerncesy (nsaee Fecha 27 /oZ /i1y

1) ;Qué entiende por un limite matematico?
TOMN LBS OAORES rArhAleS O AMaximos | A (0s AOE TOLDE LIEGAR OraA TORX K.

2) ;Qué representa la derivada de una funcién?
s wrun 2ATer BE CAMTRIS , &r) (A TANIGERTIE (BT Leal & Uy

3) ;Qué relacion existe entre un limite y una derivada?
Ca QEFMIIGN) DF CrsB BERIVA QO £S5 rd LianiTE

4) Expliqué lo anterior en una expresiéon matematica.

/,M Cosey 4 Ax - €cny
Ax ~an A
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s {_‘_.,5;‘--"""‘ Wy ot (_,_ T Fecha 27 i/r.;;/ 4
1) ;Qué entiende por un limite matematico?

Sow WS USuale, Mooy Vo M D Putoe o UM Tt S

2) ;Qué representa la derivada de una funcién?
Upo faapiw D¢ ComBio o K Fued g

3) (Qué relacién existe entre un limite y una derivada?

Lo gepipl\Cies e uep CEd AWy Ly b uitiie

4) Expliqué lo anterior en una expresiéon matematica.

Qom ) 4ax —F()
Doy —20 Daoe

Nombre ~caf \&UN‘LJ:-(L-_‘ (Goweg\er ?c&tcm Fecha 2% de mazo AR 2014

1) ;/Qué entiende por un limite matematico?
o P, Y
T Gy  Yaloves POCMORAOS 0 ™THGx, O Qo c o0 \:d(_ '& Ovna E
} ' - SN toncian

2) (Qué representa la derivada de una funcién?
e g a s AR
L= o \(\N:.;cm\ L < A e\ (X oo D C.\:: T -{U-«c tan

3) ¢Qué relacién existe entre un limite y una derivada?
e !
O Yoo Amrwada HMOW Ll e

=0 cAgArvncifna

4) Expliqué lo anterior en una expresién matematica.

_x (TE Y {( {"‘\ X ‘}n‘f} t l'.._ - 3
b =0 - b -
L8
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E.1. Actividad 1: Diferencias
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E.l1. Actividad 1: Diferencias

Actividad 1
Diferenclas

Lider: Sqm e 60nza’lf > (‘)O;‘qu

Calculadora: Gy n
Hoja de Trabajo: £ &r emdnia  Zocas gy

i 1 [#]
Nimero de Fquipo: j: " Omﬁg‘ra 4 RS, 9493 Hora de Terminacion: (G2 {f

A. Diferencia Matemdtica
Parte [ {con ldpiz y papel): Concepio General

la diferencia matemdtica es el resultado de restar. en donde se resta un sustraende de un
minuendo. Por gjemplo, la diferencia entre 3 [sustraendo) v 8 (minuendo) es 5.

En la vida cotidiana cuando se expresa una diferencia, tipicamente se refiere a la diferencia entre
un valor inicial {sustraende) ¥ un valor final {minuendo). £s decir, fo diferencia es igual al valor
final menos el valor infcial.

a) Completa la siguiente tabla. Pase el texto de la columna 1 a una sintaxis matematica en la
wolumna 2 v escriba €] resultada de la diferencia en la columna 3.

Texto | Sintaxis Diferencia
Una cuenta de ahorros tiene $2383.87 al inicio del .
. - n a -‘—
mes v $2873.92 al final. ;Cudl fue la diferencia a In _3% %,'é'q?‘? 4010.. as,
largo del mes? 239,81
Se saca un pedazo de carne a descongelar, al sacarse a4 = (-3] -
del congelador se encuentra a -39 Cy despoués de 5 .1 3

horas se enouentra a 249 ;Cudl esia diferencia de
temperatura después de las 5 horas?

Un automévil contiene un tangue de 90 litros. Se
llena al comienzo de la semana, al final de ella se B3~ 98- 5.7
ohserva que el tanque contiene 32.3 litros. ;Cudl es la
diferencia de litros en el tangue a lo largo de la
semana’?

b} Observe las diferencias de los tres (3] casos del inciso anterior, jexiste una diferencia con
signo negalivo? En caso afirmativo, ;qué representa con respecto a la cantidad (aumenta o
disminuye)?

Sioetiate , repsestato aul dismingye la @nlded inical

¢] ;Qué concluyes a partir del inciso anlerior con respecto al signo de la diferencia? Considere
signas positivos, negativos y valores de cero.

Que hay whor pecdiden de cetdu
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Apéndice E. Actividades de la Experimentacion Piloto del Equipo #1

d) En la siguiente tabla en la primera columna se encuentra una secuencia de cinco (5) nimeros,
observe la tendencia uniforme (si existe alguna) y anétela en la segunda columna.

Secuencia Observaciones
&S Onp Sene  CON U
2,4,6,8,10 2
mwemento de does en dos
s gneh S2ne  Cen un  ACCTfmenb

45,38,31,24,17
et T en 3

h};u Yoy sere N ew L
8.75,-3'5,1.75,7, 1225 e L i

1,9,17,27,41 No hoy secvencia alguna

Considere el conjunto de datos, en donde i corresponde a una variable independiente mientras
tanto u corresponde a la variable dependiente. Por lo tanto w corresponde a u evaluada en
cualquier valor de i. Por ejemplo, uz indica el valor de u cuando i es 3 lo cual es 14.

i 1 2 3 4 5 6

u 8 11 14 17 20 23

7 3 = = T
e) Utilizando el conjunto de datos mencionado, complete la siguiente tabla.

Sintaxis Representacion Algebraica Resultado
Us = Ug o W IS 2
Uz-Us A " 3
U= Uz 14 - ¢ | 3
Us= U3 o 1 I )
Uz—Us 14 - 23 =5

U s 13 - B il

En matematicas el operador delta (A) representa un cambio. Siendo un operador matematico,
puede aplicarse a cualquier variable, Por ejemplo, Ax representa un cambio en x mientras que AT
representa un cambio en T (muchas veces dicha variable representa una temperatura),

f) Considerando el concepto de A y utilizando el conjunto de datos, complete la siguiente tabla.

Sintaxis Au Ai

Us = Uy 20 = \} = 2 £<4 = 4
uz = Uy W - 8 =3 =] |
U= Uy b -8 = e e 3
us - Uz o = iHq =g S
us - Us o IS At Fo bl e ok
e = U =g =g 2 R T

£) Analice la tabla del inciso f, ;hay una relacién con respecto a Ai y Au? ;qué puede concluir?

1

Que los incvtrmgn lee oo DU Fronta ol misime g Ne L

los de ai
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E.l1. Actividad 1: Diferencias

h) Exprese su obhservacion del inciso g en forma matematica [formula). ;Se cumple en cada caso

de la tabla?

a0t} &S

Parte 2 {con CAS}: Formulacidn de Ax p Ay

Si una variable y dependc de una variable x, de tal mancra que cada valer de x determina
exartamente un valor de v, entonces se dice que ¥ es una funcion de & Cuatro métodos comunes
para la representacion de funciones son: puméricamente por tablas, geométricamente por
grificas, algebraicamente por farmulas v/o verbalmente. lIna funcién f cs una regla que asocia
una salida inica con cada entrada. Sila entrada es denotada por ¥, entances la salida es denotada
por ffx] [se lee como “f de ¥7). Para una entrada dada x, la salida de la funcion fse denoming el
valor de fen x Algunas veces se denomina la salida por una sola letra, por ejemplo p, y se escribe
como y- f{x). Fsta ccuarion expresa y como una funcion de x la varisble x sc llama la varigble
independiente de f, v la variable y se llama la variable dependiente de £

Las coordenadas cartesianas son un sistema de courdenadas de dos dimensiones, denominado
come ¢l plano cartesiano, utilizado para la representacidn grafica de una funcion. En el efe

horizontal, conocide como el eje “x”, se encuentran las variables independientes misntras que en

et gje vertical, conocido como el ejc "y
planu, cada punto se puede expresar por sus covrdenadas [x, y).

a) Introduzca la cxpresion

n e

Ba—Grex+x®
x

, se gncuentran las variables dependientes. Siendo un

ata calculadora y presione enter, ;qué observa? Presionc cl

botén T en el touch pad y presiune enter, ;qué sucede? ;Para qué puede ser Gtil la abservacion

anterior?

Do

-5x '("(_’1 ) s S Svpaplibag ta Y’w_\fj‘fmo:\

Una herramienta atil dentro del sistema CAS, ¢s ol comande "tal que”, |- Diche comando se alije
presionando ¢l hotén azul "CTRL" y el botdn “=", el cual se encuentra debajo de "CTRL" ¥ despuds
sc selecciona “|*. La sintaxis para utilizar cl comando es el siguiente, “funcidn{ variable = valor”.

b) Considere la funcién 2x¢ + Sx. 2. Llene Ia siguiente tabla cun los valores de x respectivos.

| Valor de x [ Operacion cun lapiz Resultado de CAS

-3 237 b 5q-3) 72 1 _
-2 J(-2IEPr g2 -2 -4

-1.25 2 (-nzsYr v g o 18 - 2 ol ¥ i
-0.5 2 702 4 6 (0.8} -3 - 4

0 210\ ¥ & oy = 2 -2 —
0.25 2 (018 ¥ S (0.318Y =D - Da.62% _
0.89 2 (Gt + & 0@y -2 Yooz 42

Guillermo Ibarra Reyes
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E.2. Actividad 2: Pendientes
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E.2. Actividad 2: Pendientes

Actividad 2
Pendientes

Lider: Efvaiin Oy Tsornio :

Calculadora: Sameel Eénzaley Gome€

Hoja de Trabajo: @wmar Chawe Acce Tacaesiall

Nimero de Equipo: 7 Horade Inicio: jg. (4 Hora de Terminacion: 7 . , 4
A. Pendiente

Parte I (con ldpiz y papel): Concepto de Pendiente y Rectas

a) Un carro recorre 245 kilometros con 18 litros de gasolina.

1) Si el mismo carro gasta 30 litros de gasolina, ;que distancia viaj6?

215 _ 3.6l x30 = 408.33 kwm
1B

2) Explique la I6gica utilizada en el problema anterior y las suposiciones hechas.

B g fE 2
'z ‘;--]-?"

3) ;Cual es la razdn de cambio en kilometros por litros de gasolina y qué significa?

13,61l ¥, y significa que pot Cada *it/o

43 ' e sl '
| " ar L / ae Aq f:"'l-- e S
L, rsolima vecorve Coia -.u:i.rfft [

S Ty
o

4) Utilizando el dato original, 18 litros para 245 kilémetros y el dato del problema 1,
grafique .'gichcs puntos y tr}qe la recta, Formule una expresion matemdtica para la pendiente.
i
o

6o ///' o cdi=Ji) Ly s = “f"l =356
Y esiy) Do
fo | 4 Y--13.6%
- MM P i T2 7 ] -
rr

5) ¢Qué relacién hay entre una razén de cambio y una pendiente?

Que la Pend:'t‘:n'“t: e’ wuva v& Ton de ceambio

Guillermo Ibarra Reyes
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Apéndice E. Actividades de la Experimentacion Piloto del Equipo #1

El modelo matemativo may sencille para relacionar dos variables es la ecoacion lineal y = mx + b,
Esta ecuacian se llama ffreaf porgue su gradica es una linca. Cuando x = 0, se obtiene:

yEmfd)+h -b
Por 1o tanty, la linea cruza el eje y en p = b En olras palabras, el intercepto v es {0, ). La
inclinacidn o pendiente es m. La pendicnte de una linea no vertical s el numero de unidades que
la recta sube (o cac) verticalmente por cada unidad de cambio horizontal de izquicrda a derecha,
comuo se observa en la figura 1y 2,

RN

Figura 1. Linea recta con pendiente positiva Figura 2. Linea recta con pendiente negativa

b) Considere la ecuaciin de fa recta, y = 2x + 3, Identifigue la variable independiente y la variable
dependiente. Elija por lo menos 5 valures dependicntes v haga una tabla con los valores
independicntes correspondientes.

™

W -y T

—_— ]

o) Grafique la inea recta expresada por la ecuacion y = 2x + 3,

A s o
d] Considere los puntos (6, 9 y (0, 11} Sin hacer ningin cdlculo responda ;la pendiente es
positiva o negativa®? Comprucbe graficamente y después analiticamente,

Y X T\\“‘u_

Wy _rd_'.—? . L |
C-e J |

S

e} Utilizando los puntos generales, (x., ya}, donde n es n-ésimo punto. Caleule la pendiente entre
clpunto U{xg, vy 2 (%o y:).

w LAy
X X,
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—
f) Exprese la ecuacion de la pendiente para los puntos generales del inciso e utilizando el
concepto de A.
/ m=- A
Ax

Parte Il (con CAS): Aplicacidén

La datacién por radiocarbono, es una técnica de datacién radiométrica que utiliza el isétopo
carbono-14 para la determinacion de la edad de materiales que contienen carbono. Los
siguientes datos obtenidos experimentalmente, demuestran la cantidad de C-14 para un material
alo largo del tiempo.

Antigiiedad Cantidad de C-14
del Material
[miles de afos)
0 15.30
1 1356 J- mxte
2 12.01
3 10.64
4 9.43 wi= de=9
5 8.35 S
6 7.40 X2- Xy
7 6.56 .
8 581 WMy - mix, -
9 515 -
10 456 V'flx‘l‘x.‘) - Y‘L‘J’ﬂ
11 4.04 o
12 358 ,
13 3.17 m (6=xR= 7.99- J
14 281 & -wm = T.4o -4
15 2.49
16 2.21 R s
17 1.95 s Z_Lfa-f".t‘?_-i’_:(_ﬂ]
a) Complete la siguiente tabla considerando el rango de anos dado.
Rango Diferencia de Afios Diferencia de C-14 Pendiente
6-14 g =H 9 -T.9%o - -6,51335
6-12 0 SN 2B - -0.43L86
6-10 of -7.8¢ T8 - —o. ¢l
6-8 1 =159 -3y - -8.1495

b) Utilizando la pendiente y su intervalo respectivo, calcule la cantidad de C-14 a 7 afios (7¢) y
compdrelo con la cantidad a 7 afios real (7r).

Rango 7c 7c-T7r

6-14 6, BLELS L Behlo-6.56 0, 266 T
6-12 b-1637 G P3G 56 ©.203%
6-10 L. L? 6.9 ~6.56= @13

6-8 b.4605 b.d08-4 ., $b= 6095

C) ;Qué observaciones tiene? ;qué pendientes calculan mejor el valor de 7¢?

Lq ‘Pcndl'e"’[l((f C{&{ 18190 6-8 2
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Apéndice E. Actividades de la Experimentacion Piloto del Equipo #1

d) ¢A qué se debe la observacion del inciso anterior?

4 Que [l‘ue la wmeénor df'fefevr(.'q enhe el IJ;:(!{'JD’ vea |

e) Para calcular la cantidad de C -14 a 9.5 afios, ;cudl pendiente del los siguientes rangos
utilizaria? (6 - 10,7 - 10,8 - 10,9 - 10) ;Por qué?

De q-lo peorgoe el |_|Al'e1!\/a|f0 es wmeuor.

f) Calcule la cantidad de C-14 a 9.5 anos.

Ax=- 1 i = -0, 5¢ < _p_:'\?‘ l'v{ti:"';‘,‘xi) :,‘/L’yr
dy - -0.59 1 m(q-%) : s.15-41¢
wi(9-7.5) = S5 =%

—_': (-0-5¢) = 5.15 - 4

Y= £4.8557

Dentro del sistema CAS, se pueden graficar datos. Utilizando la hoja de calculo ingrese los datos
experimentales del problema anterior dentro de esta seccidn. Para elegir la hoja de calculo
seleccione Home, y después Hoja de Calculo. En la celda que tiene la letra A (celda superior)
ingrese los anos y llame dicha columna “yrs” y en la celda que contiene la letra B ingrese los datos
de C-14 y llame dicha columna "C14". Dentro de Home, elija Datos y Estadisticas y presione
Enter. Utilizando el Navegador, mueva la flecha hacia abajo y elija que la variable x sea “yrs".
Después, mueva la flecha hacia la izquierda y elija que la variable y sea “C14", Ahora deben
aparecer los datos graficados.

Se puede hacer un ajuste de datos para los datos graficados. Dentro de la gréfica, presione Menij,
4: Analizar, 6: Regresion. Dentro de estas opciones existen varios ajuste disponibles.

g) Haga un ajuste de datos utilizando Lineal (mx +b). ;Qué sucede? Repita el ajuste utilizando
exponencial. ;Cudl se ajusta mejor?

MX b hace vna linéa .vemlc7 Cuga ccoation g
Y=<0.314350I13 F1T-91 1L
f'xporér;c"q{

cxpresa la vafc cfe [ofmcx ez(ponﬁf(aa(yfoma fc"’ momesd
pPuntes qul ?q

,;ﬁa mes0v la €xponeuc af

2

Dentro de la hoja de cdlculo, también se pueden ver datos de ajuste de datos. En la hoja de célculo
donde estdn los datos presione meni, 4: Estadistica, 1: Clculos estadisticos, 3: Regresion
lineal (mx + b). 5i no encuentra la hoja de calculo, puede presionar ctrl y los botones de derecha
o izquierda para cambiar entre las pantallas. Para lista x ingrese A[], para la lista y ingrese B[] y
en la primera columna de resultado ingrese c[].

h) ;Qué informacion aparece?

Que fipo &3 lu ecuation y los valpres dJe las cles,
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i) Repita el procedimiento para una A: Regresion exponencial... ;Qué informacion aparece? ;Se
llega a la misma conclusion que en el inciso g?

muestra B ccoacion en forma expoudncial y les Valeres de

y (e s (,'rl{:‘.;,

j) Utilizando la ecuacién de mejor ajuste, calcule la cantidad de C-14 a 9.5 afios.

v akb” €%.5 g
g s.1503%0.666026 - 7.83

k) Utilice la pendiente del rango 9 - 10 anos para calcular la cantidad de C-14 a 9.3 y 9.6 anos.
Utilizando como rango 9.3 - 9.6 afios, calcule la cantidad de C-14 a 9.5 aiios.

Ax: £ wi- - 2.59 w( Xo-X) = b’;w’.- Fél"jt q.6
dy:.0.5 w(qg-9.3) =9:15-) = 116 5
73:2:99 -c.sZ&mn) TS5 -¥I mM(9.>-7.5)=1-TF3 - I,

N, 1¥3 y= *"f,ﬁ___s_ﬁg—"

j) Considere la cantidad de C-14 calculada a 9.5 afios del inciso f), k), v j). ;Cudl es la mejor
aproximacion? ;Por qué?

La del iveise K yf porque  6¢ feFr'J'GMA

1) Con sus palabras explique la observacion anterior.

{'\7 { - ((.'; vu!'o/(’s l-[ut:' sE€ AP IO xrimman MAS y & ?Ve
C(A'“Cl(fé’b}

m) Exprese por medio de una expresion algebraica lo que acaba de decir.

MKy~ X ) = 2~
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Parte Ilf (Simbolizacién): Desarrollo simbilica de la Perdiente

a)Enel [ introduzea un simbolo que represente los datos.

(x] [¥]
0 15.30
1 1356
2 12.01
3 10.6¢
4 9.43
5 8.35
6 7.40
7 6.56
8 5.81
9 5.15
10 4.56
11 4.04
iz 3.58
13 3.17
14 2.81
15 2.49
16 2.21
17 195

b} Escriba fa operacion necesaria para caleular 1a pendiente entre 6y 14,

i - M0 43 . 4 ot
6- 4

¢) ;Cémo llama o expresa simbélicamente la ecuacion anterior?

wl ’.r_"(?.")(;}: _‘/?’—y,

d] ;Cémo se queda la expresion simbélica anterior cuando se evalia en 9.5 aios?
W (Xg-%) = V-
lots {625y 1.y =1

yl = 3_:_8_,7__/,

) ;Céme se expresa lo anterior para cualquier valor?

w (X% ) = S Yy
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E.3. Actividad 3: Pendiente como Funcion

E.3. Actividad 3: Pendiente como Funcion
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Actividad 3
Pendiente como Funcién
Pz CHRATATC A Jagarias
fPraon Ocqiiot OF0110
Saew el fntales Gt
Hora de Inicie: |7 J ;3

Lider:
Calculadora:
Hoja de Trabajo:
Nimero de Equipo: £

A

dtice de

A, Desarrolio Mot i ("ﬂ:i-f (x)

Parte I (Simbolégica}: Desarrollo Preliminar

a) Una forma convencional de describir una pendiente es m—y"" y‘
Xz

convencional y a suya de la actividad pasada, ;Cudl prefierc usar? ;For quﬂ

Hora de Terminacion:

12 Se

Observe la forma

i lrramos

la n s nag

La pendiente también se puede escribir como - -
a

Fa~¥;
o 3 3
Kg—%y

5]

Ya—¥
4 1 o
Xy—¥y

¥n~¥m
n=%m

donde m y n son

subindices. Si ¥,

= f{x,} y = 10, se puede escribir come 35 = f(x50).

b} Escriba la pendiente -introducienda la variable n,

i{)‘\nl {,EX&__L)_.

n — Xe.j

n:q

§()‘4H) - p(?’\rl)_
- An

)=
)$m:

squé valor le daria a n?

¢) Para la pendiente M

N= 135

d) SiAx = X, — X, (2 Qué es igual x,.;7 Exprese la pendiente del inciso b, utilizando los
términos Ax ¥ x,,.

Xn].| = Ill')‘% xﬂ
e mz= b (draXn)- f(An) - {
X oo g — XK
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E.3. Actividad 3: Pendiente como Funcion

Parte Il {con ldpiz y papel}: Introduccidn de h

a) Compare la ecuacién obtenida en el incise d de la parte ], jes diferente a W? Si es
diferente, ja qué se debe dicha diferencia?

- . - ‘J
€l fernaimay de td @ ey e X

b) Observande la figura 1, ;qué represcnta y a que es igual 4?7

\’); FLp4

Figura 1. [ntroduccion del concepla h

c) Utilizando b, jcdmo queda la expresion de la pendiente?

ma £Lh v An)-f (xa)

h

d} Considere la funcién, f{x) = x¥ + Zx. ;Como se expresa {x}, f{x+Ax) y fx; +h)7?
‘F(»‘fu] = A-z e

ffx;-l&)() = (XI+$XJ? +‘2(X|.}Ax’)

flom)® (X7 52 (xy)

) Considerando f(x) = x? + 2x y Ax o h, ;jcudl es la ecuacion de ta pendiente del inciso ¢? (No es
necesario reducir algebraicamente]

m - (xan)t e Corw)= (e tea)

h
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{7

f] 5i el primer punto es (1, 3), exprese la ecuacién del inciso anterior con estos punte. ;Qué
observa de esta ecuacién?

Afm&-'mh veda
™Mz (("”h')z* [ (”‘h))" 3. en fondnn 5((

h Prerermmend o de X
h= bx

Parte HI {con CAS): Variocién de h

a) Utilizando la hoja de cilculo dentre de CAS, en la primera columna incluya los valores de Ax o
i mientras que en la segunda columna va la pendiente. Utilice 1a ecuacién de la pendiente del
inciso f de la parte [[. Como en cualquier hoja de célcule, en la parte gris de la columna gris se
puede expresar la funcin de Ia pendiente en donde Ax 0 h equivale a la variable "a”, ya que es &l
valor de 1a columna A, Complete la tabla, T v '

2.9
b) ;Qué cbserva cuando Ax o h = 07 ;A qué se debe ese valor?

Es inditintds poy sex Avidldn enYre ceso

c) ¢A qué nimero se acerca la pendiente cnando Ax o h se acerca a cero a partir de los nimeros
positdvas?

*« dy

d) ¢4 qué nimero se acerca la pendiente cuanda Ax o k se acerca a cero a partir de los nimeras
negativos?

N

e] Observando la respuestas a los incisos ¢ ¥ d, zllega a la misma conclusién?

213
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E.3. Actividad 3: Pendiente como Funcion

f) Cuando Ax o A ticnde a cero, ja qué tiende la pendienie?

(o] _j__’y

g} Considere la observacion del inciso anterior, ;es igual al valor ruando Ax o = 07

s distindo Por seor 1nd e € onn 80

h) ;Qué puede concluir de las obhservaciones de los incisos fy g7

GU( Ha penlinic gy ‘301:-4 N M A ket WwWZag

i] .Como puede definir este tipo de analisis (analitico o grifice]? Explique su razonamiento.

Qredtee por e bictnnns € peracidie | PaYo

Eorpio b o
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E.4. Actividad 4: Limites
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E.4. Actividad 4: Limites

Actividad 4
Limites

Lider: Zavau f""; G 3(.':‘ £ ('-;)O:V\( 2

Calculadora: Omay Camicn o Zeice cias

Hoja de Trabajo: E{cci .y Oramn Ozoini0

Nimero de Equipo: 7 Hora de Inicio: [7 . » = Hora de Terminacion: 1+ S3%

Parte I (con ldpiz y papel): Concepto Informal del Limite

Suponga que quiere calcular la velocidad promedio al viajar en una carretera recta, Si pasa el
kilometro 100 a las 12:00 y el kilémetro 140 a las 12:30:

a) Escriba la operacion que realiza para obtener la cantidad que se viajo y para saber en cuanto
tiempo de viajd.

X = B(/ L ) .‘ i (&
i: Lo e

b) Utilizando las expresiones del inciso anterior, escriba la operacién para calcular la velocidad
promedio.

% U\ yrcYomealo ¢ res e Ie

2N
L

d) Relacione la velocidad promedio con la ecuacion de la pendiente. ;Qué observa?

— > ve \arie e § (¢

X = Yz =N ey
e~ S [ WeAnve oo (1Y TS W W eaneke
t‘ -":‘J v l.r'l. | A A=

Por otra parte, aun que la velocidad promedio es una cantidad fija, es casi seguro que la velocidad
instantanea (la velocidad indicada por el velocimetro), varfa de un momento a otro.

Se lanza verticalmente una piedra del piso a una velocidad de 96 ft/s. Despreciando la resistencia
del aire, la posicion de la piedra después de ¢ segundos esta dada por la funcién:

s(t) = —16t% + 96t
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La posicidn s es medida en pies con § = & corresponde al piso mientras que ¢ representa el Lempo
on segundos.

¢) Escriba las aperaciones para caleular 1a velocidad promedin y calcule la velocidad promedia
entre el intervalo de tiempo, i) ¢ =1y t=3,0i)t=1y ¢=2,5ijt~ 1yt=1.5

1
Lo e v S Ly oo
Sa S0 144 _ Sz % S"""-"" 3
D . . cov e c o s
vitd w K o Ty . AR Loy TRIME
\ES _,‘..L“!_;,:_?.,.‘:m RE Y o [ss <

) Observe lus resullados de i, ii, y iil. (Qué diferencia ohserva?

g) Escriba la ccuacion para la velocidad promedio de la picdra entre el intervala |, ¢].

vV o= X, ~ Xu
4.

Al caleular la velocidad prumedio, se utilizo la posicion del objeto a dos puntos distintos. Para la
velocidad instantinea solamente se utiliza un punto distinto. Como sc vera en la siguiente
seccion, 1a velocidad instantinea se calcula a partir de velocidades promedios,

h} 5i nos interesa calcular la velocidad instantanca a f; = 1, se caleula la velocidad promedio
sobre el intervalo [1, £, Escriba la ecuacion de la velocidad promedio.

€ -1

La velocidad instantdanes en el punto ¢ = ¢y se determina al calcular 1a velocidad prumedio sobre el
intervalo [t t]. Cuando & se acerca a ty, la velocidad promedio tipicamente se scera a un numero
anico, el cual es la velocidad instantanea. Lo anlerior significa, que es un instante en donde el
intervale es muy pequeno, Este namero se conoce cumo un limite. Lo cual se puede expresar
matematicamente como

Vinstantanea = fimvnramedfa

t) Sustituya la velacidad promedio en del inciso h de fa expresion de la velocidad instantinea. En
donde tg = 1.

£ X

671 ‘ —
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E.4. Actividad 4: Limites

i1 Calcute 12 velocidad instantdnea utilizando la expresién anterior,

.:’r’f."_.n Xz - X% .gmn Xz ~ )(r

y €t € - 1 ¢ =7 [l

Parte Il {von CAS): Concepto fufarmal def Limite

El lirite lim,_,, f{x) = L sc refiece a un limite de dos-fados, porque f{x} se acerca Locuande x se
acerca 2 valores de x menores de o v para valores de x mayores de @ Para algunas funciones, os
conveniente analizar limites de wn fode denominados limites de mano izquierda y de mano
derecha, La definicidn se pucde resumir como:

1. Limite de mano derecha: Suponga que f es definida para todos los valores de x
corcands a g ¥ ¥ > o Si f{x) es arbitrariamente cercana a L para todos valores
suficientemente cercanns a @ con X = a, se escribe

lim_ f{x)y - L
x ot
y se dice yue el limite de ffx) cuanda x se acerca o o por la derecha es igual o L,

2. Limile de manu izquierda: Suponga que fes definida para todos los valores de X
corcangs a 8 ¥ x < oo SUf{x) es arbitrariamente cercana a f. para todos valores
suficicatements Cercanos a @ CoR x < @, s¢ escribe

fim f{x)=1L
A=+l
y se dice que el limite de fix] cuanda x se acerea 2 g porla iquierda csipuala L

a) Considece las siguientes graticas y relacione a grafica con ¢l limite que le corvesponde:
i lim,_, f{x} = L iy lim,_,« flx) =1, iy limy_y- flx) =L

Se pucden praficar funcianes denlro del sistema CAS. Presione ¢l botén Home, B Grafico, Meni,
3: Tipo de grifico, 1: Funcion. Dr esta manera se puede definie una funcidn

El
b) Grafique la funcidn f{x) = :;x_zjen of sistema CAS. Observe la grafica y L ecuacion de la

funcidn, jexiste algin valor de ¥ que no puede tomar? ;Cudl egy por qué?

7_6';({(5) ':-"I*‘.(-'(-I) .(( s r,v' _
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¢) Compruebe utilizando el comando de trazado. (Dentro de la grifica, presione Menu, 5:
Trazado, 1: Trazado de grifico y elija el nimero y presione Enter). ;Qué sucede?

Nes  marca indedinide

d) El trazado se hace, presionando los botones ¢ © p para mover de un punto a otro. Para la
misma funci6n, el paso de trazado es de 0.3. Este incremento se puede cambiar utilizando Menu,
5: Trazado, 3: Paso de trazado, introduzca el incremento deseado. Utilizando un incremento de
trazo de 0.01, complete la siguiente tabla.

X 195 |'1.96 | 197 198 |199 |2 201 2,020 .1.203° 204 |-2.05
249z 2.9412.9€ | 293 |- 19 | indek | 2.02| 303 | 208 |366 |3.08
, : g x1-8 e x-8 e xI-8
Considere las expresiones: i) lim, - it i) limy, 5+ ) iif) lim,_,, ]

e) De la tabla anterior, ;qué valores utilizaria para el caso i?

/ #2
1!'0‘;!-:7-‘-_ los ver lovfs PO ren, ol

A, (96, 0%, Ly, 99

f) De la tabla anterior, ;qué valores utilizaria para el caso ii?

1 o fe s o Y FpEr g 2 < le7 ;‘7'((.1‘/ 2

2ol 2z 2,05} 2.0, a2.Cx

g) De la tabla anterior, jqué valores utilizaria para el caso iii?

h) Represente graficamente los casos i, ii, y iii.

/ I
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i) Repita el inciso d para la funcion, f(x) = '—’:»' (Para introducir el modulo de valor absoluto,
utilice abs(x)).

X -0.05 | -0.04 | -0.03 | -0.02 | -D.01 0 0.01 | 002 | 0.03 | 0.04 | 005

y I Ol [ I I I S
i) Represente graficamente: i) lim,_ - l';—l i) lim, g+ % iii) ]imx_‘oli-l,
k) Relacione el inciso h y j, ;qué observa?
1 g lis das wn el (#%e ¢ eslet @ raliccode o
lede negeltre ) S ,) del lade posifive y en
L) amtos Lo dex

x¥-8
4(x-2)

1) Encuentre el valor de lim,._.» utilizando las repuestas de los incisos d hasta el h.

Dre ocvenlo o Id g ra hea aﬁzf Meise h
el :"{rw,’ F  UVale =

: F3 ot o
m) Encuentre el valor de lim,_, 7' utilizando las respuestas de los incisos i v j.

D( acpevde al Intlsio j 7 fn‘( /Hn: b PS'

Inde binide  yo  gut s acteta o 2

-'ﬂf/'r-v--;

n) ;Qué relacion existe entre el limite, limite de la derecha y limite de la izquierda?

q,M-P “tt{’nhﬂ-"; lee  des Viem e s W &’*‘(r’r(;-f\f,’ al

M Iswio vl 5 osle ex1 5 hea
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E.5. Actividad 5: Lineas Secantes y Tangentes
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E.5. Actividad 5: Lineas Secantes y Tangentes

Actividad 5
Lineas Secantes y Tangentes

Lider: £l pain Ocstng Oparmid

Calculadora: Fastvel GrpnTals Comec.

Hoja de Trabajo: Cwer  (hamgmitn Zafasind .
Nimero de Equipo: £ Hora de Inicke: 9 1 & Hora de Terminacion: (1. 3 1

Parte | feon Mpiz y papel): Concepto de Linea Secante y Tangente
a
a] Complete la sigufente tabla. Donde y = (£ -2 41

P [ ¥i-¥i Xp- Xy ¥r—h

s Iy 1 S sak— Xz — X3
(3.0875) [5,9) F.LT3 4 hi¥
(3.0.875) [6.2) KR 3 033135

(3, 0.875) {5.1.125) il i fiLd

(3, 0875) (4.1) B 11 E R B pATS

(3, 0B75] (3.5, 0904375 DL 0T ES [ s L1gl s
(3,0.875) (3.1, L.908ATS) e0%3RFS | 0.4 2, AR935 |
(3, 0.875) [3.05, 0.892628) ool ELE 25 | 6.35656 |
(3, 0.875) [3.01,0.878713) 2003715 ool £ B3

(3, 0.875) (3,005, 0.876B66) o.poiflis | n.p0s o 33AL

(3, 0.875) [2.001, .B75375) TArE] papgd - 31

b) Grafique las Ineas rectas de 1a tabla anterior, en L siguiente grific.

e
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r -
7 —
X 3
¢) Complete la siguiente tabla, donde y = (;—- 2) +1
\
F_/‘—[ P y2- 1 X2 - X1 g2
I X3 — Xy
(3,0875) (8.9) 2,115 [ L35 Me |
(5,1.125) (8,9) 1,815 3 7. 625
6,2 (8.9) P 1 3.8
7,4.375 (8.9) H.o10 i 4,615 |
(7.5,6.35938) (8,9) 2.6406L| 0.5 5, L8114
(7.9,8.41488) (8.9) 0.583511T 0,1 Lgslt
(7.95,8.70375) | (8,9) 0.19615 | 0-05 o 428
(7.99,8.94015) (8.9) 0. 05985 2. 0l 5. 988
(7.995,8.97004) | (8, 9) 0.61996 0,005 5.999
(7.999,8.994) 8,9 o.o00b p.o0l 6
d) Grafique las lineas rectas de la tabla anterior en la siguiente grafica.
|e-,-|
&
7
&
2y 3+ 1
34
1-
o e
o] .3 9
|
¢) Observe las tablas del inciso a y ¢, ;qué observa de las diferencias de x?
Que en las T tablas X va degreciendo
f) ;Qué significa "xz2 - X1 =2 002
Aue 4dx—0
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E.5. Actividad 5: Lineas Secantes y Tangentes

g) (Cudles de los siguientes casos, representan que la diferencia de x tiende a cero?

. i1
4 ii) 0.4
i) x:-x: > 0 €— esta
iv) 0.00001

1
v)

10000

h) Relacione los siguientes conceptos, con su correspondiente gréfica: linea secante y linea
tangente.

f\lﬂ,qc " "6 Tﬂ;-rg;em*é
o -
-
secante Secamfe

i) Con sus palabras y utilizando como referencia el inciso anterior, explique el concepto de linea
secante y linea tangente.

La '::>£C¢1,nltf.’ tocax. L FUMf‘{_’75 G’C’— la puﬂCr'va’

ha taungente solo teca wn punte d€ la Foncion
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i) ¢Qué entiende por velocidad promedio y velocidad instantanea?

Fe (-,}Ffﬂwledl_o enlre vavies ivikevvales de velocidio.

b vebewdad |'.15fan}auta €s Una Ve/ﬂczrfnte! evy oo
Cf&f—év‘m-'rraafa wigmérlre.

3
k) Considere la funcién y = Gu ?_) + 1y los incisos a y ¢, ;cudl es la pendiente de la tangente
en x=3 y x=87

Xizd BEE
mzb M= o0,3%F5

1) Considere la funcion y = %% + 0.5. En la siguiente gréfica, trace la linea tangente en x=-2, -1, 1,
y2

\ : p
L -y
A \ / =2
\y—-u"" ! ‘“"‘."! o L
N :

m) Utilizando la grafica con las lineas rectas (figura de la derecha), aproxime el valor de la
pendiente de las tangentes con apoyo de escuadras,

Tangente en (x) Pendiente aproximada
=2 - t.r
=] =
1 %
2 1
n) Calcule las pendientes de las lineas tangentes en los.puntos indicados y muestre la operacion
realizada.
Tangente en (x) Operacién Pendiente
-2 » -__Z_goi 4, 504 - WA ~d a
L -2 o0l ¥ 2 I(» L 51
-1 ) tof0d-1.5
Asryos’ .00l t1 -Z.00!
1 1, 504 = 1-35
- Ay — {
Xz l.oof T T. 08
2 3 o, 501 - 1.5¢
~ L. eol e bt e e
X L 20 = ] ‘f‘ ool

Pégina 271 Facultad de Ingenieria Quimica
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o) Utilizando las pendientes de la tabla anterior, trace la
correspondiente, apoydndose en las rectas de referencia.

linea tangente en el punto

p) Compare las lineas tangentes trazadas en los incisos “I" y "0”, ;qué observa?

20n

a Peoxi madsyrlen g ”‘3 Jah

q) Considere las funciones —x?, x* y e, Trace las curvas correspondientes y las tangentes en los
puntos: x=-2,0, 1, 2 y 3. Complete la tabla indicando la pendiente de ]a tangente.

X A x? X3 g
-2-2.00, DAy, —11.9979 1 o0.13549D3
A | ~-0.09| 0. 0coon [ l.0005

1 ool -2 _09] =500 2. %1969
2 1.001 ~¢.gol -It.e6 *-39¢%15
3 .00 - 4.00] -1%.09 20.0956

r) Elija la mejor frase para completar la declaracion:
Las pendientes en una grafica de cualquier funcion son: siempre iguales, siempre diferentes, a
veces iguales o a veces diferentes.

srempie  d ferentes.

4
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En geometria euclidiana, una linea es tangente a un circulo si intersecta a dicho circulo solamente
en un punto. Esta definicion es adecuada para circulos, pero no apropiada para curvas en general.
Observando la figura 1a, la linea tangente para el punto A toca la curva en otros puntos.

Lnea
—— Tumaptrorn

Figura 1a Figura 1b

Observando lo anterior, debemos encontrar otra definicién para la aplicacion de lineas tangentes
para curvas. Para este fin, observe la figura 1b. Nos interesa la linea tangente en la curva en el
plano xy. La linea que pasa por Py Q, es una linea secante. Si movemos el punto Q alo largo de la
curva hacia el punto P, entonces la linea secante girard hacia una posicién limitante. Dicha
posicién limitante, es lo que se llama, linea tangente en el punto p,

Parte II (con CAS): Relacidn a Limites

En el problema anterior, la pendiente de la linea tangente para el punto (3, 0.875) se calculd
graficamente, Analiticamente la pendiente se puede expresar de la siguiente manera:

G- 2)3 +1-0875 (z- 2)3 +0.125

my = =

Xy — X1 %==3 =3

0-39Y0625

H.3
- 316818125
O.375235(15
& 1ndef.
o-3496251¢5
0-3FAILBITS
0. 3E(2625
©-3565E7

0-358¢5
A2 x y® g
b) ;A qué es igual lim ﬂizjuﬁylimx_ +M?
q gu x 3

x-3 x-3
Lm (%=12) to.ns Lim (X -2)bo-125
e '-_-_.0_37 g _L___——___
b e = :é:" A=23 ae A-_S i
Lim —=HO.3F.
X2, —m—
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' 2
) ' Z-2) +0125 :
c) Con base en los célculos anteriores, ;a qué es igual lim, 5 L—%? Explique su
razonamiento,

Ja que [ puwioa se aceva al mismo valer pe 7 (o3
2 lados el lmite es o©.3%

d) Compare el limite del inciso c y la pendiente de la tangente en x = 3, ;qué observa?

el lmite €5 igoal a la pendievte de la tavgente.

3
e) ;Como seria la pendiente para la funcion y = G - 2) + 1 en el punto (8, 9)?

m= 6

f) Utilizando la hoja de calculo dentro de CAS, complete la siguiente tabla. La columna B contiene la
ecuacion de la pendiente obtenida del inciso anterior.

B
& -*-xs)
5.85125

g) ;A qué es igual lim,_g- my lim,_g+ m?

.é“.'y; — M b Lim +m 2= é
X8 X g
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h) Con base en los calculos anteriores, ja qué es igual lim,_g m? Explique su razonamiento.

es fﬁuad aq la pendicnte. por que el vese | Fads
@s  similar

i) Compare el limite del inciso c y la pendiente de la tangente en x = 8, ;qué observa?

el limike €5 1500{/ a la Fc‘.‘*n'cfn'éw.l'e

j) ¢{Qué relacion observas entre la pendiente de la tangente en un punto para una funcién y el
limite de la misma en el mismo punto?

Sou  aploxrwmada wmente | g ol

k) ¢A qué se debe lo anterior?
& que ambes 5€ acevCanm & gu IS e veler

Parte 11l (Simbolizacién): Ecuacién de la Pendiente de la Linea Tangente

La pendiente de una linea secante se puede expresar de las siguiente manera:
A g _Y2—Nh
e Ax Xz —xy

a) Explique en sus palabras, qué es la pendiente de la tangente.

Is la »asma que la peudiente de Ja secante
FEVE con jMcveme fes oy pegrenos en X,

b) Escriba una expresion algebraica que simbolice lo que acaba de decir en el inciso anterior.

m -~ ‘F.C'SJM.‘__CCA).... y 4Ax—po
Ax
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Actividad 6
Funcidn Derivada

Lider: Prsar Chomonsca  Zowowrio

Calculadera: Efwmiin Otaae Osrmd
Hoja de Trabajo: S ma o)  Cron enter 02767
Ndmere de Equipo: i Hora de Inicio: fj: vy Hora de Terminacidn: | 23 &

Parte t {(Simbolizacidn): Ecuacitn Convencional de la pendiente de ln Tangente

Una forma canvencional de expresar la pendiente de la linea tangente ¢s la siguiente:
Mian = J0, M

a] Compare la ecuacidn convencional anterior, con la que usted escribid con la actividad pasada
(inciso b de la parte ). ;Observa diferencias? Si es un si joudles son?

&5 lgoed pero escvives e Bltcremde foreia

b} 5i hay diferencias, jes porgue falth considerar algo? En caso afirmativo, jqué fue?

o oo I«aa)/

Parte 1l fcan CAS): Funcién de las Pendientes de ln Linea Tangente,

Presione el botdn Home y seleccione el icona de gratica en ¢l mend, &5 importante gue utilice la
grafica indicada por el icono. Grafique la funcién x*+1. Dentro de Ja grifica, prestone mend, 7:
Puntos y Lineas, 7: Tangente. Fl comando anterior coloca una linea tangente, mueva el cursor
sobre la funcidn y presione Enter o €] butdn de! touch pad para indicar, que la linea tangente va
sobre la funcidn graficada. Después se selecciona el punto sobre la grafica, al presionar Enter o ¢l
botén del touch pad. No importa en qué punta esta la linea tangenle, ya yue se puede mover, Para
seleccionar y mover cualquier abjelo, presione ctrl ¥ mucva el cursor svbre el objeto y presione
el botdn del touch pad.

Dentro de la grafica, presione menu, 7: Puntos y Lineas, 2: Punto En. Después seleccivne el
punto de la tangente ea la grifica. Lo anterior produce un conjurta de coordenadas x-y,
seleccione la coordenada x presivnande el boton del touch pad. Si se hace el paso anterior
correctamente, Ja coordenada x gueda subrayada. Al estar subrayada, presione war, 1;
Almacenar variablc, llame ia variable "xt" y enter.

Dentro de la grafica, presione menu, 8§: Medicion, 3. Pendiente. Después seleccione la linca de
la tangente. Lo anterior debe producir un valor. Seleccidn ese valor (que gueda subrayado),
presione var, 1: Almacenar variable, llame la variable "m¢" y enter.

Abra una hoja de calcuio, llame Ja columna A “x" y la columna B "m”. Seleecion la celda A ¢ (la
celda gris) ¥ presion etrl, menu, 8: Captura de datos, I Automatico, escritva “x1”. y enter. Repita o
anterior para a celda B+ pero escriba “ml”. Regrese a la hoja gue contiene Ja grdlfica, puede presionar
cerl y <o > del Wwuch pad para cambiar entre pestafias. Mucva Lo linea de la tangente para que la
coordenada x valga 2. Seleecione ¢l punto de 1a liney tanpente ¥ presione ctel. mena, 3: Atributos,
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seleccion la caja con 0, escriba “17, y enter. Presione esc hasta que la coordenada de x llegue a un
valor de 8.

Presione home, datos y estadisticas para graficar los datos, mueva el cursor hacia abajo y llame
ese eje “x” y después mueva el cursor hacia la izquierda y llame el eje “m". Presione mend, 4:
Analizar, 6: Regresion, 6: Mostrar cudrtica,

a) De los pasos anteriores, se obtuvo una ecuacién de cuarto orden. Escriba los coeficientes de la
ecuacion.

X% 9.339% %52 L Loy s

1)
X3 ).81603 X190 '3

x0: 2 x1e

x5 3

b) Observe los valores de los coeficientes, ;se pueden reducir o eliminar unos? ; Por qué?

]

S per Sev f”,q(,l,'ruwluv\k oc-\l’i‘tl].—.;'\,\tl

¢) Considerando lo anterior, ;como queda la ecuacion?

2R

==

d) Se obtuvo una grafica de xt contra mt. ;Qué representa mt?

Me =
At =

P«;-wé:({"llq_ ]a rja
X

éu wijen o
Ve\oved e 2

e) Considerando su respuesta del inciso anterior, ;qué representa la funcion obtenida en el inciso.
a?

/:7,.‘,;0;,' e be e/t
Je X

A

[onto

[ L:-mge.-n”‘) @ n (.:/a;/___,,r{. v

§ i i

f}r.?\ Yo \la funuoq
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Parte I (con ldpiz y papel}: Concepto de Derivada

En las incisos anteriores, se calculd la pendiente de una linea tangente en un punto fijo de la
curva. 5i este punto se mueve a través de la curva, [a linea tangente también cambia y pur lo
general, su pendiente cambia {vea figura 1]. Por esta razdn, la peruliente de la linea tangente para
la funcién f también es una funcidn de x, llamada la derivada def.

My = €ambio instankanen
= derrvada en b
m casl

Myon = campm instantaneo H“ . S My, = Cambie instantanes
= derivada en a - T ~ derwvada en ¢
m = 0 ! :
tan My < 0

Dejamos que f* (se lee como fprima) dencte ta funcién derivada para £ In cual significa que f'fa}
cuando exista, es la pendicnte de la linea tangente para la grafica de fen {a, e} Utilizando la
definicidn anterior para la pendicnic de la linea tangente, tenemos:
. . fla+ h)- fla)
£(@) = Mgy = lim —————
En términos mas generales, se puede reemplazar el o con x para llegar a la definicion de la
funcién derivada. La derivada de fes la funcién:
. . flr+hY = fix)
ro =y

siempre que el llmite exista. S0 f '(x} existe, decimos que f es diferengiable en x. Si f es
diferenciable en cada punte delintervalo abierto f, decimos que £ os diferenciable sobre 7,

Para encontrar la derivada de la funcidn f{x) = x* + 1, hacemos:

rn o fxHB) = fx)
feo=g=—3— —
(x + ) — (x¥)
= lim ———
R f

24 3hat + 3R + 0T = 47

= lim

h
3hx? + 3hix + A7
= lim —
h~0 h
 R{3x% 4+ 3Rx +RY)
= I|m—
R ]
= lim 3x? + 3ax + B = 3x*

Porla tanto f'fx) = 3x¢
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a) Relacione la ecuacion f(x) obtenida con su funcion de la parte 11, ;qué observa?

ClJtJC Sow \‘ju’r}fq ‘jq ?z,( fa JQ P oL laldiea la 'F.:,'o\.'-g-_
Nie Je lo (;O\ﬂﬂc,\n“? en Un gon }o de X
Otras notaciones que se manejan son las siguientes:
Fry =ty L SN =L O 0
= a0 Ax T ar-0Ax  dx
Ademds de f'(x) ¥ % , otras formas comunes de escribir la derivada incluyen:
df d >
Pl /) D),y yi(x)
b) ¢Cudl es la derivada de una constante?
CexD
c) Considere la funcién, f{x] = 3. Grafique la funcién, ;qué representa?
Una dinea Yo zonde)
d) ;Cudl es la derivada de la funcién, f{x) =3 y por qué?
F £a ’
< f;d / a (c,foj Voffyc rno @ xislewn Aad \‘i‘f\ca)

{ﬂ“‘jt’”m 2n W'nwe) Yeded Coaslanie)

e) Derive las siguientes funciones: x, x?, x* y x7. Observando las derivadas, ;como puede deducir

Loyny
dx

) . 2 ﬂa' y

$X=15 gtz ey fixls art 2 xT e 3y

4l v -1

Guillermo Ibarra Reyes
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f) Considere la funcion f{x) = x* + x2 + x. Grafique la funcién f{x) en el eje de la izquierda y f{x) en
la derecha. Ademds escriba la ecuacion de f(x) debajo de la grafica.

flx)=x+x% +x f)= 3x% 4+ 2x 4+ )

g) Utilizando la informacion anterior, calcule la pendiente de la tangente de f{x) en el punto x = 3,

(%) = R 1
Filx)= 3¢a2)"+2(3) g/?_//

h) ;Qué informacion utilizo para responder el inciso anterior? ;Por qué?

1
La detivada Je la fonadn . la  Pemdiente Jo la

lavgente en @) mismo pounto,

i) Supongan que f{x) y f(x) estdn dados, ;qué indica f(3) con respecto a la funcion f{x)?

F’(S) = da Pcm(J:LHL\‘.‘ e lex l_rh\l\ﬁt)ﬂ\! an A==

i) 5i f{x) esta definida, ;como calcularfa la pendiente de la tangente en cualquier punto de x?
Explique su procedimiento.

Uew'\van do £ (x) Y LUoNdandn €n (uouf7¢,u'cv Ponio '."c/
X
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Actividad 7
Aplicaciones

Lider: Soegyl Comealrr Eomet

Calculadora; Covme (Wapmenice Z6teiias

Hoja de Trabajo: Efren  fiynn Ouprnie

Namero de Equipo: 1 Hora de Inicio: y2: 24

Hora de Terminacion: 1 = 2 ]
A. Puntos Criticos y Su Signiffcado
Parte I {con ldpie y papel): Andlisis de Funciones: Creclente, Decreciente y Concavidad

Los términos creclente, decreclente v constante son utilizados para describir ¢ comportamiento
de una funcién al moverse de la izquierda a la derecha. Su comportamiento depende de los
valores de fTx).

Figura 1.

a) Considere la figura 1, completa la siguiente tabla con los térmings crechente, decrecionte o
comsfunte,

Intervalos de x Comportamignto de la funcidn
i i i = elegey b

b=t decdEe it anie

c-d Crfrripnis

d ~cb ffradnnke

b) En cada una de las sigulentes figuras se encuentran 4 puntos. Para cada punto trece la

tangente

i
i

N A

A 7
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¢) Considere las tangentes del inciso anterior. ;Qué puede concluir de los valores de las tangentes
para una funcién creciente, decreciente y constante?

Pavar |l cons btin e ne hﬂ-\f F’ﬂ-.rlf-:,‘»ﬂ.f-\

Paca lag crepienits Son PCS'\"VLI\

Parn  \ue decvecienics  <on nweaa i, us
| \ / - "l--. £

.\ A l. , .

-} '8 4 .,
| / »

\
| “_ .ﬁ. o N
| N
et _‘t‘
i N
Figura 2. Figura 3.

d) Observe la figura 2, jqué representa el punto C (maximo o minimo)? ;Qué observa con
respecto a las tangentes de cada uno de los puntos de esa figura?

m:ﬁ\.l'\r\o “ f]l‘-f O.r'ﬂ-(‘:. dl: i}h\" g({" ir]f:F‘gin,. 'u'.\'\.‘

*,(-‘1“(_'1 enes, =g ey o Vv, y dlos pes.  Son Fz:x; hus

e) Observe la figura 3, ;jqué representa el punto H (méximo o minimo)? ;Qué observa con
respecto a las tangentes de cada uno de los puntos de esa figura?

. P . = i
W\A‘K" o | a w an't s OF \ Plmte olif I\'\f P Y
P(’ndu aee. son posihiyns y despuds ScA Wegahuas

f) Recordando que una derivada representa una tangente y analizando su respuestas de los
incisos d y e, ;qué es el valor de la derivada en un miximo o minimo? Este punto se conoce como
un punto critico.

€= A valeg W ine o W0 yepeclo o Y

g e (uror Yowwr uwaa dnuen
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0.5 e e
e TP,
- 2.9 =3 =-2.5 s 1.5 1 l-!.:5 O C k l'/ 2.5 L] 5 el 4.5 ’.\ﬁ_.';\(:‘-\_-h’n I-"“/}i
a4
Figura 4.
g) Observando la figura 4, ;cudles serfan los puntos criticos de la primera derivada? ;Por qué?
G, o)) Ehs o) (0 ,2) 10, 2)
(-5 Ega) - (Ros ) 03) (g, - 0.5 )

h) Considere la figura 4, completa la siguiente tabla. En la columna “Intervalo”, escriba los
intervalos que estan separados por los puntos criticos. La columna “Comportamiento” se refiere a
si la funcion es creciente o decreciente y la columna "Valor de ™ se refiere a si la derivada es
positiva o negativa.

Intervalo Comportamiento Valor de f*
s Pl clegient Pt ua
-0, 6 = -l§ decv riwale ALet b uga
L (I e ~0.3 L1e rirnle poﬂ,,“vm
S A e, L ) £ Qe vanle ®
(&) - A& Air vrcitnle Nepd Lo
Vo Yale = A cxecirale Oo=1Fun
el decre cirule }\1"\) v bve

i) {Qué relacidn encuentra entre el comportamiento de la funcidn y el valor de la derivada?

g S

\e r:sk'fwud,.‘

compor Yeun

‘Sflc:

el

f,m'\" Tl |

enFo ¢4 affv(‘{imk

Wienhn <

\n de nu(j(fr_.

Compati@miento €< pielienle

|

Qisre sl

<0 ;__!\'. s A

i) Observe la figura 4 y los incisos anteriores, si existe un punto critico, ;como se puede clasificar
como maximo o minimo con respecto a la primera derivada?

Un maivwg Cuande e ] o‘ﬂa»m’.a("(’ f = 2Av] oc’ Poss o <
ﬂfgah\,‘\
wn omin Imo cdande ’a '_,,"_.., Y ere /= 2o S r/‘ﬂ /'f':}'(l f)‘;..-ﬂ'
a4 posilhive
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k) Regrese a la figura 4, jen qué valores de x existen minimos? ;En qué punto se encuentra el
minimo absolute?

en -lg 15, &.e 1

/ i

S evluvv  on 6.6

1) De la figura 4, ;en qué valores de x existen maximos? ;En qué punto se encuentra el maximo
absoluto?

-Z2.6 XFL?."? 1 3%

¥ endephrw en ©.9

m) ;Qué entiende como un méximo/minimo absoluto y un mdximos/minimo relativo?
Matematicamente ;jcdmo se expresa su observacién?

Un maxime /minime abselvle es el wmer o R Yo Vet ley
e purede  lowear el wewime Jihmime wythH e el carso
\J lex celehuoe =mea lor demas vdlbeen cfendy cambig
L pf\"\ﬁhfﬁk ole Let (e den ir'nqrnif_

Aunque el signo de la derivada de f indica en dénde la

grafica de f es creciente o decreciente, no indica la

direccion de la curvatura. Por ejemplo, la funcion es Caneave nacia
creciente en ambos lados del punto en la figura 5, pero en Sne oo
el lado izquierdo tiene una curvatura hacia arriba ("retiene
agua") y en el lado derecho tiene una curvatura hacia abajo
(“derrama agua”). En intervalos donde la grafica de ftiene
una curvatura hacia arriba se dice que f es cdncava hacia
arriba, y en intervalos donde la grafica de f tiene una
curvatura hacia abajo se dice que fes cdncava hacia abajo.
La curvatura también se conoce como la concavidad. Figura 5.

Ctuneavs nacas
ablo
“dwrrams s

n) Para las figuras en los puntos indicados, estime y trace la linea tangente correspondiente,

W

Concava hacis abaje
Concava hacia arribe ‘
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o) Observe su respuesta del inciso n. zqué gbservacion thene con respecto a las pendientes para
curvas cincava hacla arriba ¥ concava hacia abajo (las pendicrtes aumentan o disminuyen)? (A
qué conclusiones llega con respecto al valor de kb derivaca de la funcion (- para rurvas cancava
hacia arriba y concava hacia abajo?

Coa : : .
Loande  @s @ncave Kaerd  arden  fo jeadent wy ﬁ:m':;'.':-l,-,i

I wprdylo puc feF e Givr ian

& Desr 1005 i Fi Ciltindp  rs clace e by

Has i EIT , PRn % 4w s

é*r? P:"j;"—’:rl.

=
Bain lo " ronlesiid

pl 5 la primera decivada £ es creciente, jodmo serd la segunda derivada 7

{.:"r 1 r'f."‘ il Lafd

q) 51 f* es decreciente, jobmao serd 7

Sevl(@  Argetim

)¢ Qud relacién exlste entre el valor de la segunda dervada [ con respecto a b concavidad de La
funclén 7

oL '\-1"",.' =5 j-’ﬁ-.".- 1T A rgvi ba flerie Q0 n'gy

Elatmsla =

Parte Il {con CAS): Camprobacion Grafica

Dentre del sistema CAS, tambitn se puede graficar. Para praficar, presione ¢l botén “on” ¥
después "B Grafico™ para legar a la pantalla del plano x-y. Dentro de esta pantalia, presione
“menn”, 3 Tipo de geilico®, “1: Fadclin® despuds aparece la linea donde e introduce 13 funcian
a gruficar.

) Grafigue la funcion ffe) = = 45 + 3. jQué tipo de concavidad ohserval jCambia la concavidad
en algin intervalo? Comproebe su ohservackin atilizando la segunda derivada de la funcidn.

.:"Cf"l.-ll”“! LA r-\“-'l.l-"f.‘l, +{'v} = .56[ -"‘rlt f’%
{lewy s 2% —4

} Grafique la funcidn fix) =& (Qué observa de ln concavided? jCambia cn algan punto?  Cudl es
(:1 segunda derivada de Ia funclén?

g
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¢) Considere los incisos a y b, en el punto donde cambia la concavidad, ;cuanto vale la segunda
derivada en dicho punto?

Fiaye R2=Ax 43

Plleys 2 () = 6x

(-001, 0.001)

d) Elija dos (2) puntos de la funcién del inciso b, uno en donde hay concavidad hacia arriba y otro
en donde hay concavidad hacia abajo. ;Qué valores toma la segunda derivada en dichos puntos?

En los incisos anteriores, se observa que hay un punto donde cambia la concavidad, dicho punto

se conoce como el punto de inflexidn.
e) Si en un punto de inflexion hay un cambio de concavidad y observando la respuesta del inciso
anterior, ;cudles serfan los intervalos de concavidad?

f';(' TEIAVL \H i 1 \ - . |

Grafique las funciones f{x) = x* - 3x? + 1, f (x) y f “(x) en la misma pantalla. Utilice como referencia
las gréficas para responder los siguientes incisos.

f) ;Qué relacién observa entre la primera derivada y la funcion? Considere los méaximos y
minimos y los intervalos crecientes y decrecientes en su respuesta.

J’&,\\_f!t" o

g) ¢Qué relacion observa entre la segunda derivada y la funcion? Considere los maximos y
minimos, concavidad y los intervalos de concavidad.

ase o \p  micona

En los incisos anteriores, se observa la importancia de encontrar los ceros de una ecuacion. En el
sistema CAS, existe el comando “"zeros”. Dicho comando encuentra los ceros de la funcidn. La
sintaxis es la siguiente, zeros(funcidn, variable). La palabra "zeros” se puede escribir utilizando el
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teclado, se presiona el botén “( )" para poner los paréntesis, se introduce la funcién (ecuacion) y

o

finalmente "," (coma) y la variable.

h) Introduzca zeros(x3+4x%+x-6,x) en la calculadora y presione enter, ;qué sucede y qué
representan esos valores? Compruebe esos valores.

- 7 | ;'.")'--(.- erye le - .’J'. E 2 4

=, / f
' 4 /¢ e valke ceve

Para los siguientes incisos utilice los comandos zeros, derivar, tal que, etc. pero sin utilizar la
grafica. Ademas considere que f{x) = x* - 5x% + 9x2

i) ¢{Qué procedimiento utilizaria para encontrar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y
los maximos y minimos? ;Cuales son los intervalos y, los maximos y minimos?

4) Urnwwieliri s SOOI S1 £S5 hiAINn Sy B ATmd

j) ¢Qué procedimiento utilizarfa para encontrar los intervalos de concavidad y los puntos de
inflexién? ;Cudles con los intervalos de concavidad y los puntos de inflexion?

N OB e s« % S - T . fa

k) Compruebe los incisos j y k al graficar la funcién dentro del sistema CAS. ;Observa algunas
diferencias?

N C

1) Reflexione sobre la actividad y resuma el efecto que tienen las derivadas (primera y segunda)
sobre la grafica de la funcién.

¢ | A y
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E.7. Actividad 7: Aplicacion
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La siguiente seccion proporciona informacion adicional sobre la aplicacion de las actividades
propuestas, las cuales se encuentran en el anexo B del presente trabajo de tesis. Antes de iniciar,

es importante tomar las siguientes medidas:
1. Organizar a los participantes en equipos de tres.

2. A cada equipo se le asigna una calculadora TI ? nspire CX CAS, las actividades, hojas en

blanco, pluma, lapiz, regla y escuadra.
3. Se deben explicar los roles de cada integrante con el trabajo de las actividades, en donde:
a) El lider: Tiene la responsabilidad de mantener el orden y dindmica, fomentar las

discusiones y asegurar que los otros integrantes estén cumpliendo con su trabajo.

b) El que maneja la calculadora: Hace el trabajo relacionado con la calculadora, lo cual
puede incluir la introduccidén de datos, comandos y/o célculos y la interpretacién de

los resultados.
¢) El que maneja la actividad en papel: Lee la informacion y hace preguntas sobre las

actividades, ademas de escribir las respuestas de los cuestionamientos planteados.

El cambio de roles entre los estudiantes se lleva a cabo al cambiar de actividad, con el orden de
la Figura F.1.

Es muy importante que los integrantes de los equipos, lean con cuidado las instrucciones y
preguntas plasmadas en la actividad, y que las respuestas que den, deben ser un consenso del

equipo.
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F.1. Introduccion a la Calculadora

Calculadora

Lider % Hoja de trabajo

Figura F.1: Roles en las actividades

F.1. Introduccion a la Calculadora

En ésta actividad, se presenta una introduccién bésica sobre el uso y manejo de la calculadora TI
nspire CX CAS. Debido a su naturaleza, la manipulacién de la calculadora es muy complicada
y compleja; esta introduccién no es exhaustiva pero contiene los elementos basicos requeridos
para llevar a cabo las actividades. Cabe mencionar que a lo largo de la misma, se llegan a utilizar
técnicas mds avanzadas, las cuales son presentadas en su momento dentro de las actividades. Se
recomienda que la explicacion sea breve y concisa y que incluya los siguientes temas mencio-

nados en la Figura F.2.

* La diferencia entre “Scratchpad™ v las aplicaciones dentro de la pantalla *“Home™.
Dichas aplicaciones representadas por un icono, tienen la ventaja de estar en una
pestafia dentro del documento de trabajo.

* El manejo de las aplicaciones: cdmo crear nuevas, cdmo abrir las anteriores, cémo
borrar y la vista general de todas; se encuentra al presionar [ed]+ T

* Explicar cdmo realizar cdlculos debido a que [wiwr] realiza la operaciones y no el
simbolo [=], ademds explicar el significado de (=] dentro del sistema CAS.

* Hablar sobre los nimeros racionales e irracionales. Por ejemplo, al hacer la

operacidn: [B][(z][0][€]ms] da el resultado ¥, mientras que [B]F][O)[E[=][=w] o
[B[F [ [E] =] muestra el resultado 0.5.

* El uso del botén [=] , por ejemplo para apagar la calculadora se utiliza [ ea]

Figura F.2: Sugerencias para la Introduccién a la Calculadora

F.2. Actividad 1

Dentro de esta actividad se proponen dos discusiones:

1. Después de la parte I inciso c, se debe asegurar de que el inciso I.c esté resuelto correcta-

mente, si no se deben revisar las respuestas del inciso L.a.
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2. Antes del inciso h de la parte I, se debe establecer el significado de una forma matemaética o
férmula. Se pueden presentar los siguientes casos: ?Por cada tres manzanas que compran,

le regalan una naranja.?
a) (Coémo se expresa, cudntas naranjas hay sabiendo la cantidad de manzanas? (N =
M)
b) (Como se expresa, cudntas manzanas hay sabiendo la cantidad de naranjas? (M =
3 X N)
c) (Qué representa el “1/3” y “3” en las expresiones anteriores?

Sabiendo expresar relaciones con la discusion anterior, se debe llegar a la respuesta del

inciso Lh.

F.3. Actividad 2

Se propone la siguiente discusion para esta actividad:

1. Antes del inciso b de la segunda parte, en donde se plantea la expresion para resolverlo.
Partiendo de las ecuaciones de la pendiente, se despeja el valor de y,. De tal manera que:
m= 2= m(x2 —X1) = y2 = y1; y2 =m(xp —x1) +y

a) (Qué representan los puntos de x y y?

b) (Es importante, cudles valores utilizan? Por ejemplo, para el rango de 6 - 14, se

puede utilizar 6 o 14.

c¢) (Cudl valor conviene utilizar?

Con el razonamiento anterior se debe llegar a la expresién: y, = m(x, — 6) + 7,40 de tal manera

que m corresponda a la pendiente de cada rango.

F.4. Actividad 3

Dentro de la actividad 3, se proponen las siguientes tres discusiones:

1. Antes del inciso d de la parte I. En esta discusion se verd el desarrollo matematico de la
expresion de la pendiente en términos de Ax y x. Para lograr lo anterior se pueden hacer

las siguientes preguntas claves:

a) (A qué equivale x,,11? (Del despeje de la expresion Ax = x,, 11 —x,
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b) Observe su expresion del inciso L.b, ;contiene la variable x,,1? Si no, ;a qué se

debe? (Si utilizaron n = 10, no tiene dicha variable.)

c) Resuelva el inciso 1.d.

2. Antes del inciso d de la parte II, se debe ensefar como se expresan las funciones. Por

ejemplo, si f(x) = x*:

a) (Qué significa f(5)y f(a)?

b) (Qué ocurrid? (se sustituye 5 y a en cada valor de x dentro de la funcion f)
Con lo anterior se puede resolver el inciso 11.d

3. Discusion después del inciso f de la parte II. Aqui se deben asegurar de que tengan la
expresion correcta, ya que se necesitard para realizar la parte III de la actividad. En caso
de que este incorrecta, se revisan las respuestas dadas en los incisos I.d y L.e. Si se observa
que tienen dificultades en el inciso Ill.a, se puede llevar a cabo otra discusion para realizar

el mismo.

F.5. Actividad 4

Se propone una discusion para el inciso g de la parte I. Se debe poner mucha atencién, en llegar
a una expresion que esté en funcién de las variables 7 y #y. Si tienen dificultades, revise las
respuestas dadas para el inciso lL.e. Esta parte es crucial, ya que en el inciso L.i se sustituyen
valores de #y para llegar a una expresidon que esté solamente en funcién de la variable . Lo

anterior, expresa la pendiente de la secante (la cual contiene dos puntos) con una variable.

F.6. Actividad 5

En esta actividad, se manejan tres discusiones:

1. Antes del inciso k de la parte 1. Al responder la pregunta en grupo, se puede reforzar la
idea de que la pendiente de la tangente, equivale a la pendiente de la secante cuando la

diferencia de x es muy pequeiia.

2. Antes de iniciar el inciso 1 de la parte I, se debe explicar el uso de escuadras para realizar

el mismo.

3. Antes de iniciar el inciso q de la parte I, se debe plantear una expresion general para

utilizar el sistema CAS para ahorrar tiempo. Se puede utilizar el siguiente argumento:
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m = L)=fe) _ Sl =t

Cuando Ax es pequeio la pendiente de la secante equivale a la de la tangente, entonces
para Ax = 0,001 y cuando f(x) = —x:

—(x+0,001)%—(—x2)
0,001

Con la expresion anterior se puede utilizar el comando tal que y las operaciones de copiar y
pegar realizadas en la actividad 1 para agilizar los calculos. Se debe observar, que al cambiar la

expresion de f(x), también cambiara la expresion para la pendiente.

F.7. Notas finales

No hay discusiones propuestas para las actividades 6 y 7. Es importante observar que ademaés
de conducir las discusiones mencionadas, el profesor debe supervisar a los participantes para
darse una mejor idea de otros problemas que puedan existir. En la mayoria de los casos, las
dificultades o respuestas equivocadas surgen del mal entendimiento (lectura) de las preguntas o

de las instrucciones (texto).

Pégina 295 Facultad de Ingenieria Quimica



