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RESUMEN

En la ensefianza tradicional del calculo diferencial se pone énfasis en la parte operacional,
lo cual no es suficiente para el entendimiento de los conceptos involucrados. Entonces es
necesario implementar métodos para lograr que el estudiante tenga un mejor acercamiento a
lo conceptual.

Este trabajo de tesis presenta los resultados obtenidos de una investigacion, donde se
evidencia como los estudiantes aprenden el concepto de limite al trabajar con actividades
de aprendizaje apoyados de la calculadora simbdlica Ti-Nspire CX CAS, aprovechando su
poderosa combinacion de computacion simbdlica y visualizacion gréfica en la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas.

Es asi que en esta investigacion se hizo presente el uso de las TIC (Tecnologias de la
Informacion y la Comunicacion), a través de la calculadora Ti-Nspire CX CAS, la cual
fortalece un ambiente didactico e influye en el aprendizaje de los estudiantes. Se inicia con
una etapa exploratoria denominada experimentacién piloto, seguida de una
experimentacion formal; ambas experimentaciones se llevaron a cabo con alumnos de
primer grado de la Facultad de Ingenieria Quimica. Comienzan con una actividad disefiada
para el primer uso de la calculadora que requiere la interaccion entre el alumno y las
herramientas dentro de CAS, siguiendo con actividades que fueron elaboradas para facilitar
el desarrollo de razonamientos que lleven al estudiante a lograr aprendizajes significativos.

A partir de las experiencias recogidas por los alumnos durante la exploracion; la
experiencia concreta comienza con la observacion y el analisis de las actividades de
aprendizaje, continda con la conceptualizacion y luego con la generalizacion. Se trabajé en
grupos conformados por tres personas, durante el desarrollo de las actividades los
estudiantes tuvieron algunas dificultades que se convirtieron en retos, dando pauta a la
posibilidad de que construyan sus conocimientos en un ambiente de intercambio de ideas,
puntos de vista y convencimiento, brindando asi la oportunidad de que se dé un aprendizaje
significativo.

Considerando los resultados obtenidos en la experimentacion formal, se puede decir
categoricamente que hubo aprendizaje del concepto de Limite, ya que las evidencias
demuestran que los estudiantes tienen un dominio del concepto después de realizar las
actividades.

Palabras Clave: Actividades, calculadora simbolica, TI-Nspire CX CAS, Limite,
aprendizaje.
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ABSTRACT

In a traditional teaching environment differential calculus clases tends to emphaise the
operational aspect, which isn’t sufficient for understanding the conceptos involved.

This thesis presents the results of an investigation, where it is evident how students learn
the concept of limit when working with learning activities supported the symbolic TI-
Nspire CX CAS, using its powerful combination of symbolic computation and graphical
display in teaching and learning mathematics.

Thus in this research it was present the use of ICT (information and communications
technology), through the Ti-Nspire CX CAS calculator which strengthens an educational
environment and influences student learning. It starts with an exploratory stage called pilot
experimentation, followed by a formal experimentation; Both experiments were conducted
with first grade students of the Faculty of Chemical Engineering. They start with an activity
designed for first use of the calculator that requires interaction between the student and
tools within CAS, following activities were developed to facilitate the development of
reasoning with the student to achieve significant learning.

From the experience gained by the students during exploration; the concrete experience
begins with the observation and analysis of the learning activities, continues with
conceptualizing and then generalization. They worked in groups made up of three people
during development of the activities the students had some difficulties became challenges,
giving pattern to the possibility that build their knowledge in an atmosphere of exchange of
ideas, views and conviction, thus providing the opportunity for meaningful learning to
occur.

Considering the results obtained in formal experimentation, one can say categorically that
there was learning the concept of limit, since the evidence shows that students have a
mastery of the concept after making activities.

Paulina Calder6n Vargas Pagina 7
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CAPITULO |
INTRODUCCION

Las matematicas sin contexto son abstractas y por ende, necesitan una completa atencion y
dedicacion para poder apropiarse de sus conceptos, por este motivo la ensefianza de las
matematicas parte del uso de material concreto permitiendo que el mismo estudiante
experimente el concepto desde la estimulacion de sus sentidos, logrando llegar a
interiorizar los conceptos que se quieren ensefiar a partir de la manipulacion de los objetos
en su entorno. Los nifios necesitan aprender a través de experiencias concretas, en
concordancia a su estadio de desarrollo cognitivo (Piaget, 1958), esto se refiere al material
en el que participa el sentido del tacto asi como el visual. Dificilmente se puede utilizar este
método en los niveles medio superior y superior, basandose principalmente en la ensefianza
tradicional, misma que no garantiza la comprension del alumno frente al tema estudiado
debido a que se ha limitado a estrategias memoristicas y perceptuales que no crean ningun
interés en el estudiante, y por lo tanto, ningun aprendizaje significativo.

Es asi, que interesados por el conocimiento que se deriva de la tecnologia, observamos que
las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (TIC) tienen un impacto muy grande,
pues en ocasiones sirven para comprobar resultados, para reforzar conceptos o para que el
estudiante construya autbnomamente su propio conocimiento. Su integracién dentro del
curriculo sirve como puente para la apropiacion de conceptos matematicos.

El uso de la tecnologia en el proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas, permite
crear instrumentos atractivos con alto grado de interactividad que facilitan la exploracion,
el descubrimiento y la investigacion de conceptos y relaciones. Es por ello, que se
considera altamente apropiado la integracion de sistemas de algebra computacional (CAS),
reconocidos por su combinacion poderosa de computacién simbdlica y visualizacion
gréfica en la ensefianza de matematicas, ya que desde su introduccion, CAS se ha visto
como una herramienta altamente valiosa para hacer mateméticas y potencialmente viable
para la ensefianza y aprendizaje de las mismas.

Este trabajo de tesis presenta los resultados obtenidos de una investigacion, donde se
evidencia como los estudiantes aprenden el concepto de limite al trabajar con actividades
de aprendizaje apoyados de la calculadora simbdlica Ti-Nspire CX CAS, aprovechando su
poderosa combinacion de computacion simbdlica y visualizacion grafica en la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas.

Es asi que esta investigacion inicia con una etapa exploratoria denominada experimentacion
piloto, seqguida de una experimentacion formal; ambas experimentaciones comienzan con
una actividad disefiada para el primer uso de la calculadora que requiere la interaccion entre
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el alumno y las herramientas dentro de CAS, siguiendo con actividades que facilitan el
desarrollo conceptual del Limite mediante el apoyo de la calculadora simbdlica Ti-Nspire
CX CAS. A partir de las experiencias recogidas por los alumnos durante la exploracion; la
experiencia concreta comienza con la observacion y el analisis de las actividades de
aprendizaje, continta con la conceptualizacion y luego con la generalizacion. Se trabajé en
grupos conformados por tres personas, sin embargo, en el desarrollo de las actividades los
estudiantes tuvieron algunas dificultades que se convirtieron en retos, dando pauta a la
posibilidad de que construyan sus conocimientos en un ambiente de intercambio de ideas,
puntos de vista y convencimiento, brindando asi la oportunidad de que se dé un aprendizaje
significativo.

En el capitulo I1lI, se hace una revision de la literatura relacionada con el uso de
instrumentos para el conocimiento matematico, las distintas representaciones semidticas
para la construccion de un concepto, asi como la integracion de la tecnologia en el proceso
ensefianza- aprendizaje.

En el capitulo Ill, se presenta la metodologia que se utilizd para llevar a cabo la
implementacion de la experimentacion; comenzando por la seleccion de los artefactos
(video camaras, hojas, lapiceros, etc) y aplicacion de las actividades.

En el capitulo 1V, se presenta el analisis de los datos que permitieron dar respuestas a las
preguntas de investigacion planteadas, se proporcionan las observaciones por actividad, de
acuerdo a la evidencia generada por los estudiantes, asi como sugerencias que se deben
considerar en algunos aspectos relacionados con las actividades.

En el capitulo V, se proporcionan las conclusiones de éste trabajo de investigacion asi
como algunos comentarios generales para la ensefianza en matematicas.

1.1. Antecedentes

Estudios implementados en clases de matematicas en el nivel medio superior y superior
(Heid, 1988; Atkins, Creegan y Soan, 1995; Pierce, 1999; Lagrange 2000) han apoyado el
argumento de que la manipulacion simbdlica dentro del CAS puede evitar los errores de
manipulacion de los alumnos y por lo tanto, permitirles generar resultados exactos y
aproximados de manera rapida. De acuerdo a Kutlzer (1994), la habilidad de construir
bases conceptuales en CAS permite que los alumnos puedan manejar problemas maés
complicados que la mayoria de alumnos que trabajan de maneras tradicionales (lapiz y
papel). Ademaés, teniendo las facilidades de manipulacion simbdlica, capacidades
numéricas y representaciones graficas puede promover el habito de utilizar las tres
representaciones para aumentar su conocimiento (Pierce, 1999).

Cuando se introdujeron las calculadoras graficas en la educacién, fue evidente que los
alumnos tenian dificultades en la interpretacion de las representaciones graficas que
aparecian en la pantalla de la calculadora (Goldenberg, 1987; Hillel et. al., 1992). Guin y
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Trouche (1999), notaron que la confusion de los alumnos se debe al no poder distinguir
entre el objeto matematico y su representacion en la calculadora.

Para entender el uso de dichas herramientas conceptuales, debemos enfocarnos en el
concepto de instrumento. Siempre que un artefacto se ofrece a un usuario, con el fin de
lograr una determinada tarea donde intervienen algunos esquemas de utilizacion, permite
que se convierta en un instrumento; este término sigue la génesis instrumental.

La génesis instrumental es el proceso de transformacion de artefacto a instrumento; puede
funcionar de dos maneras:

1. La primera es dirigida hacia el instrumento, en donde progresivamente se carga con
potencialidades y eventualmente tiene un uso especifico; conocido como la
instrumentalizacion del artefacto.

2. La segunda estd dirigida hacia el sujeto, lo cual resulta en la apropiacion de
esquemas de accion instrumentada que se convierten en técnicas que permiten una
respuesta eficaz a tareas dadas. Lo anterior se conoce como instrumentacion.

Para entender y promover la Génisis en los aprendices, es necesario identificar las
restricciones inducidas por el instrumento, existen las restricciones internas y de interface
(Balacheff, 1994). Ademas, es necesario identificar el potencial ofrecido por el trabajo con
instrumentos.

Por otro lado, la investigacion de Defouad (2000), se refiere al estudio de la génesis
instrumental de la calculadora TI-92 y el estudio de variaciones de funciones. La
experimentacion se realizd con alumnos del grado 11 (penultimo afio de preparatoria), ellos
tuvieron la calculadora T1-92 por un afio académico. Este estudio demostr6 la complejidad
de los procesos de instrumentacion. La Génesis instrumental obedece a una organizacion
temporal, en formas que no refleja la ensefianza formal dedicada al tema de variacion de
funciones. Ademas, favorecid una diversa relacion con la demostracion matemética, donde
los estudiantes daban mas importancia a la basqueda de coherencia entre la informacién
que proporcionaban las diferentes aplicaciones (calculos simbdlicos, representaciones
gréficas y valores aproximados), en lugar de buscar un argumento decisivo.

Con las entrevistas de algunos alumnos, Defouad (2000) identifico varias fases en la
instrumentacién. En la primera fase, los alumnos seguian dependiendo de las
representaciones graficas para el estudio de funciones. En esta fase, el uso de célculo
formal en la aplicacion “HOME” de la calculadora simbolica fue marginal, a pesar de su
potencial. En la siguiente fase, denominada la “fase intermedia”, la aplicacion gréfica sigue
siendo la mas utilizada pero HOME empieza a emerger como una herramienta de solucién
y una conexion entre las diferentes aplicaciones que se desarrollan. Finalmente, en la Gltima
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fase conocida como la “fase de calculo”, se logra desarrollar una conexion entre las
aplicaciones.

Analizando las diferentes fases y la ensefianza formal, se llegd a las siguientes
observaciones. En el primer afio del experimento, los alumnos aplicaron HOME muy
lentamente con diferencias claras debido a su perfil personal. El desarrollo del
conocimiento matematico, fue importante en la apropiacion progresiva. En la primera fase,
a pesar de utilizar HOME para calcular derivadas, regresaron a la aplicacion grafica en el
momento de que la situacion o los resultados proporcionados por la calculadora se hicieron
méas complejos. No lograban emplear estrategias economicas Utiles en la TI1-92, preferian
estrategias de sobre verificacion. La conexion eficiente entre las aplicaciones algebraicas y
gréficas, requerian mas tiempo para desarrollarse de lo que se esperaba.

La Génesis instrumental, conduce a una evolucion de los papeles respectivos de las
diferentes aplicaciones de la calculadora. Durante la primera fase de la Génesis, la
aplicacion gréafica fue un papel predominante en exploracion y resolucion; la aplicacion de
Table (tabla numérica de la gréfica), la cual tuvo un rol central; la aplicacién simbdlica
HOME tuvo un rol minimo. En la segunda fase, aunque la aplicacion grafica sigue como la
herramienta predominante, HOME es mas usado en el calculo de valores exactos para la
funcién y su derivada, para calcular limites, o para verificar algunos resultados graficos. En
la tercera fase ocurre una inversion; la aplicacion simbdlica se convirtié en la herramienta
predominante en el proceso de resolucion, en conjunto con trabajo de lapiz y papel,
mientras que la aplicacion grafica se convirtio principalmente en una herramienta
heuristica, para anticipacion y control.

El enfoque instrumental, es una herramienta que ha sido reconocida para el anélisis de
procesos de ensefianza y aprendizaje en un ambiente CAS (Artigue, 2002; Lagrange, 2003).
De acuerdo a Monaghan (2007), éste enfoque abarca elementos de ergonomia cognitiva
(Vérillon y Rabardel, 1995) y la teoria antropoldgica Didactica (Chevallard, 1999). En la
teoria antropoldgica didactica, Chevallard (1999), se observa qué objetos matematicos
emergen en un sistema de practicas que son caracterizadas por cuatro componentes: Tarea,
en donde el objeto se encuentra; Técnica, utilizado para resolver la tarea; Tecnologia, el
discurso que explica y justifica la técnica; y Teoria, el discurso que proporciona la base
estructural para la tecnologia. Artigue (2002), redujo los cuatro componentes de Chevallard
a tres: tarea, tecnologia y teoria. EI componente de teoria de Artigue combina los
componentes de tecnologia y teoria de Chevallard. Dentro de este marco tedrico (Tarea -
Técnica - Teoria) una técnica es el conjunto complejo de razonamiento y trabajo de rutina,
tiene valores pragmaticos y epistémicos (Artigue, 2002). Su rol pragmatico de debe a que
realiza una tarea, con respecto a su valor epistémico, Lagrange argumenta que:
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“La Técnica tiene un rol epistémico al contribuir al entendimiento del objeto
que trata, particularmente durante su elaboracion. También sirve como un
objeto para la reflexion conceptual al ser comparado con otras técnicas y
cuando se discute con respecto a su consistencia” (Lagrange, 2003).

De acuerdo a Lagrange (2005), la consistencia y efectividad de la técnica son discutidas en
el nivel tedrico. El valor epistémico de la técnica, es importante en el estudio de las
reflexiones conceptuales de los alumnos dentro del ambiente CAS.

De acuerdo a lo anterior, Ibarra (2015) en su investigacion para la conceptualizacion del
Calculo Diferencial, disefia siete Actividades de aprendizaje con una estructura didactica
basadas en el esquema de tarea-técnica-tecnologia (TTT). Asi mismo, parte de la derivada
como funcién y sus diferentes representaciones, de manera que plasma dicha relacion en la
figura 1 y con ello obtiene siete temas principales:

Diferencias

Pendientes

Pendiente como funcion
Limites

Lineas secantes y tangentes
Funcién derivada
Aplicaciones

NoakowdE

En la figura 1, lbarra (2015) muestra la relacion existente entre las diferentes
representaciones de la derivada, poniendo en el centro la forma méas convencional.

m, =limm__

A\. Ax—=0

X X l flx+Ax)— f(x)
d}' ) \ln.] Ax

AS

Figura 1: Representaciones de la derivada
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En el disefio de actividades educativas la pregunta clave es, ¢;cuales problemas
significativos fomentan el desarrollo cognitivo de acuerdo a la trayectoria de aprendizaje
hipotético? Tres principios de disefio guian el proceso: reinvencion guiada, fenomenologia
didactica y modelos de mediacion (Drijvers, 2003); también sugirio que se debe poner mas
atencion al rol de la parte tradicional (lapiz y papel) y las discusiones de clase.

Es asi que Ibarra (2015), disefia las actividades de tal manera que las preguntas teoricas y
técnicas son centrales, tal que, el alumno tiene la oportunidad de reflexionar sobre los
aspectos técnicos y teoricos en un ambiente tradicional (lapiz y papel), un ambiente CAS y
ademas una seccion de simbolizacion.

Basandonos en todo lo antes mencionado, en este trabajo de tesis se tiene como propdsito
demostrar la funcionalidad de las primeras cuatro actividades de aprendizaje disefiadas por
Ibarra (2015), las cuales involucran el desarrollo del concepto de Limite con mediacion de
la calculadora Ti-Nspire CX CAS y una metodologia de trabajo cooperativo y colaborativo.

1.1.1. Concepto de Limite

Han sido tres siglos necesarios para llegar a la definicién de Limite desde que John Wallis
formulara la que es aceptada como la primera en el siglo XVII. Habria que esperar hasta el
afio 1821 cuando aparecid el texto Cours D analyse Algébrique, escrito por Louis Cauchy;
en su obra definia el limite de una funcion de la siguiente forma:

“Cuando los valores atribuidos sucesivamente a una variable se aproximan
indefinidamente a un valor fijo para llegar por ultimo a diferir de este valor
en una cantidad tan pequefia como se desee, entonces dicho valor fijo recibe
el nombre de limite de todos los demas valores” (Cauchy, 1821).

Después de varios afios de investigacion, fue hasta 1851 cuando el aleman Karl
Weierstrass haciendo un estudio riguroso llega a la definicion formal de Limite. En
matematicas, el limite es un concepto que describe la tendencia de una sucesion o una
funcién, a medida que los parametros de esa sucesion o funcién se acercan a determinado
valor. En célculo este concepto se utiliza para definir los conceptos fundamentales de
convergencia, continuidad, derivacion, integracion, entre otros.

Para esta investigacion es importante abordar el concepto formal de Limite, por lo cual a
continuacion se presenta. Cabe mencionar que ésta también es conocida como definicion e-
0 (épsilon-delta):

El lim,._, f(x) = L, si para todo ¢ > 0 existe un & > 0, tal que si 0 < |x — a| < 8, entonces

|f() - Ll <e
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Figura 2: Grafica de la definicion formal de Limite

Dicho de otra forma lim,_,, f(x) = L, si para cualquier nimero positivo elegido &, por
pequeio que sea, existe un nimero positivo & tal que, siempre 0 < |x — a| < 8, entonces

|f(x) —L| <e.

La definicion propone que para lim,_, f(x) =L existe un nimero & > 0 lo
suficientemente pequefio para un nimero ¢ > 0 dado, tal que, todo x en el intervalo
(a—46,a+ &) con excepcion posiblemente del mismo a, tendrd su imagen f(x) en el
intervalo (L — €, L + €). Se observa que para un §; < & para el mismo ¢, la imagen de un
valor x en el intervalo (a — 8;,a + &,) estara dentro del intervalo (L —¢,L + €) lo cual
s6lo cambia si se toma un valor de épsilon distinto.

1.2. Justificacion

Matemaéticas se considera una ciencia fundamental para la vida diaria y es una disciplina
cumulativa, es decir, la informacion funciona como bloques de construccion. No se pueden
“crear” nuevos conceptos o conocimientos sin tener los “cimientos” (Ibarra, 2015). Tal que,
los cimientos basicos se establecen en la primaria al ver los conceptos de sumas, restas,
multiplicacién y division. Los siguientes bloques tipicamente involucran férmulas vy
operaciones, se deben dominar estos temas antes de seguir a los siguientes. En los niveles
de secundaria y bachillerato comienzan los problemas ya que los alumnos avanzan en los
cursos sin tener bien definidos los conceptos y construyen su conocimiento sobre un
cimiento débil.

En la Facultad de Ingenieria Quimica de la Universidad Michoacana de San Nicolas de
Hidalgo, se introducen los temas de Calculo Diferencial e Integral en el primer afio de la
carrera como parte del programa de licenciatura ingenieril, tales temas son precedidos por
el concepto de Limite, el cual es parte fundamental en el concepto del Calculo Diferencial.
En la mayoria de los casos, el alumno no tiene los conocimientos y fundamentos
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algebraicos para iniciar el trabajo con el concepto de Limite y por consecuencia con el
Célculo Diferencial, es decir, no logra adquirir los conceptos fundamentales de derivacion e
integracion y por ende, no tiene un aprendizaje adecuado de los conceptos. Al carecer de
estos fundamentos, el alumno se va rezagando en los nuevos conocimientos y debe recurrir
al aprendizaje con “métodos cortos”; que algunas veces no tienen una base conceptual y se
apoyan en la repeticion de procedimientos.

Es decir, si el alumno no aprende el concepto de Limite tampoco entendera el de Calculo
Diferencial y a su vez el Integral, al encontrarse en este dilema, el alumno no construye el
aprendizaje de los conceptos del Calculo con lo que no avanza en su conocimiento
matematico y por consecuencia tampoco en el aprendizaje de las diferentes materias de la
carrera de Ingenieria Quimica.

Tomando en cuenta lo anterior, es de gran importancia el aprendizaje del Limite por parte
de los estudiantes que quieren hacer una carrera en Ingenieria Quimica. Las actividades de
aprendizaje que se aplicaron en este Proyecto de Investigacion, tienen el objetivo de llegar
a la conceptualizacion del Limite por medio de la interaccion con la calculadora Ti-Nspire
CX CAS.

En el siguiente subtema se describen algunas de las dificultades de aprendizaje més
comunes en el desarrollo del concepto de Limite, las cuales estan analizadas por expertos
en la ensefianza de las matematicas.

1.2.1. Dificultades de aprendizaje del concepto de Limite

En la construccion del concepto de limite nos enfrentamos a dificultades de aprendizaje
que tienen que ver con la complejidad del concepto en si y su relacion con la forma como
se ensefia.

De acuerdo a Hitt y Cortés (2005), algunas de las dificultades que tienen los estudiantes se
relacionan directamente con la manera como se ensefia el tema de Limites. Ello podria
hacer pensar, que el problema quedaria resuelto escribiendo unas buenas notas e
instruyendo al profesor de matematicas adecuadamente. Sin embargo, la historia de las
matematicas muestra que el concepto es muy complejo y que probablemente los obstaculos
que tuvieron algunos matematicos para entenderlo y formalizarlo, apareceran en el aula de
clases. Es asi que el estudio hecho por Hitt y Cortés (2005), se basa en entrevistar a varios
alumnos de ingenieria que fueron seleccionados por su alto desempefio académico y que
les aplicaron ejercicios que relacionan el concepto de Limite. En su estudio estos autores
observan, que los estudiantes tienen ideas intuitivas sobre el infinito y que de alguna
manera obstaculizan la adquisicion de dicho concepto. Con base en lo anterior ellos
concluyen:
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“Podemos observar que se tiene un doble problema, uno tiene que ver
directamente con la complejidad del concepto, y el otro tiene que ver con los
obstaculos que el mismo profesor de matematicas promueve en sus
estudiantes” (Hitt y Cortés, 2005).

Dicho de otra manera, ellos argumentan que algunos profesores generan ideas intuitivas
que a su vez, éstas provocan un conflicto cognitivo y como resultado, impiden la
construccion del concepto.

1.3. Planteamiento del problema

En la ensefianza tradicional de la asignatura de calculo diferencial se pone més énfasis en la
parte operacional, lo cual no es suficiente para el entendimiento de los conceptos
involucrados. Este método de ensefianza se lleva a cabo bajo el siguiente esquema:

Se presenta el concepto tedrico
Se hacen unos ejemplos en clase
Se deja tarea sobre el tema

Se evalUa el tema con un examen

Howbde

Estudios han demostrado que por cuestiones de tiempo, el modelo de ensefianza anterior se
considera el mas practico, pero dichos modelos resultan pasivos y no cumplen con el
objetivo de la ensefianza de las Matematicas, es decir, no existe el tiempo suficiente para
asegurar el domino del tema de cada alumno.

Es por ello, que Ibarra (2015) disefia actividades de aprendizaje para que a través de su
aplicacion, se logre que el estudiante tenga un mejor acercamiento a lo conceptual.

Por lo anteriormente citado el problema de investigacion que se aborda en este trabajo de
investigacion es:

Evidenciar los razonamientos de los estudiantes cuando se aplican actividades de
Aprendizaje, disefiadas bajo el esquema de Tarea—Técnica—Tecnologia (TTT), para la
conceptualizacion del Limite con la ayuda de la calculadora Ti- Nspire CX CAS.

Asi, el trabajo de investigacion se enfoca en el razonamiento que hacen los estudiantes al ir
resolviendo las actividades de aprendizaje. A su vez, se analizan las evidencias generadas
en las hojas de trabajo y las videograbaciones realizadas, para emitir conclusiones relativas
a la construccién del concepto de Limite y verificar el impacto que presentan éstas en los
estudiantes.
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1.4.0bjetivos

1.4.1. Objetivo General

El Objetivo General que se propone en este trabajo de tesis, es que por medio de la
aplicacion de actividades de Aprendizaje las cuales tienen una estructura didactica, los
estudiantes aprendan de manera significativa el concepto de Limite e identifiquen su
representacion teorica y gréfica, apoyados de la calculadora Ti- Nspire CX CAS.

1.4.2. Objetivos Especificos

1. Aplicar actividades de aprendizaje que involucran el concepto de Limite a
estudiantes de primer afio de la carrera de Ingenieria Quimica, en una
experimentacion piloto y otra formal.

2. Revisar las evidencias generadas en las experimentaciones, desde un enfoque de
viabilidad del entendimiento conceptual del Limite por parte de los estudiantes.

3. Reestructurar las actividades de aprendizaje con base en la evidencia obtenida en la
experimentacion piloto, para posteriormente aplicarlas en una experimentacion
formal.

4. Analizar los resultados obtenidos de la experimentacion formal, para hacer una
propuesta final de las Actividades de Aprendizaje que involucran el concepto de
Limite.

5. Evidenciar por medio de los resultados obtenidos el aprendizaje del concepto de
Limite por los estudiantes.

1.5. Hipotesis

“La aplicacion de actividades de aprendizaje en un ambiente CAS, guian a los alumnos en
la construccidn de conocimientos, y a través del descubrimiento, y entendimiento de otros
fendmenos llegan a la conceptualizacion del Limite”
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1.6. Preguntas de Investigacion

Con la finalidad de abordar el problema de investigacion y alcanzar los objetivos antes
mencionados, se plantean las siguientes preguntas de investigacion:

1. ¢Como llega el estudiante a través de sus razonamientos y la manipulacién de la
calculadora Ti-Nspire CX CAS, a construir el concepto de Limite?

2. ¢Qué habilidades se promueven en el estudiante durante la aplicacién de las
actividades utilizando la calculadora Ti-Nspire CX CAS?

3. ¢Qué estrategias aplican los estudiantes para dar respuesta a las actividades?

4. ¢A qué dificultades se enfrentan los estudiantes al trabajar por primera vez con la
calculadora?
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CAPITULO I
MARCO TEORICO

El aprendizaje de las matematicas con herramientas, desde un nivel basico hasta un nivel
avanzado, es mas sencillo que de una manera abstracta; es una forma perceptivo-motor del
aprendizaje, ya que se basa en las acciones, percepciones y reacciones recibidas debido a la
retroalimentacion en el uso de herramientas (Antinucci, 2001).

2.1 Teoria de registros de representacion semidtica

2.1.1 Registro de Representaciones como recurso de aprendizaje

El aprendizaje de las matematicas es hoy en dia un campo de estudio primordial, ya que es
indispensable el andlisis de actividades cognitivas fundamentales como lo son la
conceptualizacion, el razonamiento, resolucion de problemas y la comprension de textos.
Es por ello, que es necesaria la utilizacion de varios sistemas de expresion y de
representacion distinta a los del lenguaje natural o de las imagenes.

De acuerdo a Duval (1995), existen dos tipos de representaciones:

e Representaciones mentales: son el conjunto de imagenes y concepciones que un individuo
tiene sobre un objeto, una situacion etc.

e Representaciones semidticas: el medio del cual dispone una persona para exteriorizar sus
representaciones mentales; es decir, para hacerlas visibles para otros. En matematicas, las
representaciones semiéticas son indispensables para fines de comunicacion y para el
desarrollo de una actividad matematica. Este tipo de representacién presupone la
consideracion de sistemas semidticos diferentes y una operacion cognitiva de conversion de
las representaciones de un sistema semiético a otro.

2.1.2 La semidtica y la noética

En un marco mas amplio del pensamiento, en el uso de artefactos matematicos se da la
semidtica que se deriva de la raiz griega semeion (signo) y sema (sefial), se dice que ésta se
ocupa del estudio de los signos. Duval (1999), habla de la relacion de ésta con las
representaciones, escribiendo que:

“Las representaciones semioticas, es decir, aquellas producciones
constituidas por el empleo de signos (enunciado en lenguaje natural,
férmula algebraica, gréafico, figura geométrica...) no parecen ser mas que el
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medio del cual dispone un individuo para exteriorizar sus representaciones
mentales; es decir, para hacerlas visibles o accesibles a los otros. Las
representaciones semioéticas estarian, pues, subordinadas por entero a las
representaciones mentales y no cumplirian mas que funciones de
comunicacion”

La especificidad de las representaciones semioticas consiste en que son relativas a un
sistema particular de signos: el lenguaje, la escritura algebraica o los graficos cartesianos; y
en que pueden ser convertidas en representaciones ‘“‘equivalentes” en otro sistema
semidtico, pero pudiendo tomar significados diferentes para el sujeto que las utiliza.

Por lo anterior, el trabajo de Duval (1988) nos explica que la dificultad del paso de la
representacion gréfica a una ecuacion, tiene que ver con el desarrollo de habilidades para
distinguir las variables visuales que entran en juego en la resolucion de un ejercicio como el
de pasar de la grafica de una recta a la ecuacion.

Sin embargo, este autor también menciona que las representaciones mentales cubren al
conjunto de iméagenes globales, a las concepciones que un individuo puede tener sobre un
objeto, sobre una situacion y sobre lo que estd asociado (Duval, 1995). De este modo se
afirma que las representaciones son esenciales para la actividad cognitiva del pensamiento.

Por otra parte, la noética es considerada como la aprehensién conceptual de un objeto, es
decir el entendimiento de los distintos conceptos. Tendremos que pensar en “algo” que
ayude a interiorizar el objeto; esta operacidn descansara en una representacion que, parece
ser ese “algo” que facilite la interiorizacion de tal objeto.

La adquisicion conceptual de un objeto matematico se basa en dos de sus caracteristicas
“fuertes” (Duval, 1993):

1. El uso de mas registros de representacion semidtica.
2. La creacion y el desarrollo de sistemas semi6ticos nuevos, simbolo de progreso del
conocimiento.

Estas consideraciones muestran la interdependencia estrecha entre noética y semiotica,
cémo se pasa de una a otra: por lo que no s6lo no existe noética sin semidtica, sino que la
semidtica se adopta como caracteristica necesaria para garantizar el primer paso hacia la
noética. Con lo anterior, se concluye que no puede haber una sin la otra; es decir, no puede
haber aprension conceptual de un objeto sin algun representante de éste.

Es asi, que uno de los objetivos de este trabajo, consiste precisamente en probar que es
posible a través del uso de la calculadora simbdlica Ti-Nspire CX CAS y de las
representaciones graficas generadas por ella, iniciar la comprension conceptual de los
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objetos matematicos involucrados en las actividades, interactuando con los diferentes tipos
de representaciones.

Las nociones de esquema y de representaciones internas y externas, no son de reciente
creacion, sin embargo, posiblemente por el desarrollo tecnolégico aumentd el uso de
representaciones graficas y de figuras, esas nociones se empezaron nuevamente a analizar y
a relacionar con aspectos tedricos actuales.

Desde una perspectiva tedrica, donde la tecnologia no queda excluida pero tampoco es
central, Duval (1995) sefala que:

“. .. estamos entonces en presencia de lo que se podria llamar la paradoja
cognitiva del pensamiento matematico: por un lado, la aprehension de los
objetos matematicos no puede ser otra cosa que una aprehension conceptual
y, por otro lado, solamente por medio de las representaciones semidticas es
posible una actividad sobre los objetos matematicos”

Duval (1995) establece que cada representacion es parcial con respecto a lo que representa,
debemos considerar como absolutamente necesario la interaccion entre diferentes
representaciones del objeto matematico para la construccién del concepto, no bastando con
trabajar las actividades dentro de un so6lo sistema de representacion, sino también realizar
las tareas de conversion de una representacion a otra.

Las investigaciones en educacion matematica sefialan que en general el sistema algebraico
es el preferido por los profesores de matematicas en su practica docente. Entonces, de
acuerdo a la teoria sobre la importancia del uso de diferentes representaciones en la
ensefianza de las matematicas, lo que debemos hacer es introducir los conceptos
matematicos a través de actividades que propicien el trabajo con diferentes
representaciones. Cuando el estudiante manipula la calculadora Ti-Nspire CX CAS, éste
realizard una representacion grafica; la comprension de las relaciones existentes entre la
representacion mental (al manipular la calculadora) y la representacion gréfica (externa)
como resultado de esta manipulacion, juega un papel en la cognicion.

2.1.3 Representaciones semidticas, transformaciones intencionales y aprendizaje

A pesar del parentesco, las representaciones computacionales y las representaciones
semidticas no tienen la misma naturaleza. Esta diferencia se basa en la existencia de dos
tipos de transformaciones:
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e Transformaciones cuasi-instantdneas: son las que se efecttan incluso antes de haber sido
observados y producen las informaciones y las significaciones de las cuales un sujeto toma
inmediatamente conciencia.

e Transformaciones intencionales: son aquellas que para ser efectuadas toman al menos el
tiempo de un control consiente y que se dirigen exclusivamente a los datos previamente
observados.

Toda actividad cognitiva se basa en la complementariedad de estos dos tipos de
transformaciones. La funcion de las transformaciones instantaneas es suministrar a la
“percepcion inmediata” de la conciencia unidades informacionales mas y mas ricas, para
poder aspirar a objetos mas complejos 0 mas generales.

2.1.4 Formacion de representaciones semioticas

Los actos méas importantes de formacion son, segun los registros, la designacion nominal de
objetos, la reproduccion de su contorno percibido, la codificacion de relaciones o de
algunas propiedades de un movimiento. Esta articulacion, depende de las posibilidades de
estructuracion propia a cada sistema semiotico, por tanto, es importante que la formacién
de representaciones respete las reglas propias al sistema empleado.

Las reglas de conformidad son las que definen un sistema de representacion y, en
consecuencia los tipos de unidades constitutivas de todas las representaciones posibles en
un registro. Se refieren esencialmente a:

e Ladeterminacion de unidades elementales: simbolos, vocabulario, etc.

e Las combinaciones admisibles de unidades elementales para formar unidades de nivel
superior: reglas de formacion de un sistema formal, gramatica de las lenguas naturales, etc.

e Las condiciones para que una representaciéon de orden superior sea una produccién
pertinente y completa: reglas canonicas propias de un género literario 0 a un tipo de
produccion de registro.

2.2 Aprendizaje Cooperativo y Colaborativo

Se denomina aprendizaje al proceso de adquisicion de conocimientos, habilidades, valores
y actitudes, posibilitado mediante el estudio, la ensefianza o la experiencia. Dicho proceso
puede ser entendido a partir de diversas posturas, lo que implica que existen diferentes
teorias vinculadas al hecho de aprender. La psicologia constructivista, por ejemplo,
describe el aprendizaje de acuerdo a los cambios que pueden observarse en la conducta de
un sujeto.

Los Constructivistas tienen diferentes opiniones sobre cémo influye el aprendizaje
cooperativo en la adquisicion de conocimiento. Sin embargo, en general se cree que la
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negociacion social y las interacciones entre alumnos son elementos cruciales en la
adquisicion de conocimientos (Greeno, 1996).

El aprendizaje cooperativo y colaborativo buscan que el alumno interactle con los pares y a
partir de esa interaccion aumente su aprendizaje, es fundamental mencionar que para que
esto se logre, los profesores juegan un rol imprescindible ya que se debe llevar a los
alumnos a ser responsables de su propio aprendizaje, en otras palabras, las actividades que
se planean para que la interaccion ocurra deben ser muy bien disefiadas ya que los alumnos
por el hecho de ser jovenes podrian intentar zafarse de un rol o de su parte del trabajo. Las
actividades que buscan el aprendizaje cooperativo y colaborativo deben ser planificadas de
forma rigurosa y anticipada.

El aprendizaje cooperativo es el corazon del aprendizaje basado en problemas. Se relaciona
con el aprendizaje colaborativo, que hace hincapié en el "aprendizaje natural” que se
produce como un efecto de la comunidad en la que los estudiantes trabajan juntos en grupos
no estructurados y crean su propia situacion de aprendizaje Johnson (1998).

De acuerdo a Panitz (1997) se proponen las siguientes definiciones basicas para los
términos de aprendizaje cooperativo y colaborativo.

e La colaboracién es una filosofia de interaccién y estilo de vida personal donde
individuos son responsables por sus acciones, incluyendo el aprendizaje, y deben
ser conscientes de las habilidades y contribuciones de sus compafieros.

e La cooperacion es una estructura de interaccion disefiada para facilitar la
realizacion de un fin especifico, producto o meta, a través de personas que trabajan
juntos en grupos.

Panitz (1996), también describe la diferencia entre estos paradigmas en términos del
comportamiento que se observa en una clase. Para el modelo cooperativo, el maestro
mantiene el control de la clase, aunque los alumnos trabajan en grupos para realizar una
meta; al contrario del modelo colaborativo, en donde el grupo asume casi toda la
responsabilidad para responder una pregunta. La colaboracion es una filosofia de
interaccion y estilo de vida personal, considerando que la cooperacion es una estructura de
interaccion disefiada para facilitar la realizacion de un producto final o meta.

El modelo cooperativo se caracteriza por actividades donde se establecen objetivos del
grupo, cada individuo es responsable por su trabajo, todos los miembros tienen la misma
oportunidad para tener éxito, hay competencia entre los equipos, cada miembro tiene una
tarea a realizar, y la instruccion se adapta a la necesidad del individuo (Brody, 1995). El
aprendizaje cooperativo ha sido descrito como trabajo en grupo altamente estructurado
(Davidson y Worsham, 1992), el cual proporciona métodos de instruccion que apoya el

Paulina Calder6n Vargas Pagina 23



Conceptualizacion del Limite a través de la Aplicacién de Actividades con la Calculadora Ti-
Nspire CX CAS

desarrollo de habilidades sociales y el logro de objetivos (Presseisen, 1992) que dependen
de influencias contextuales y como la gente responde a dichas influencias (Jacobs, 1997).

En el modelo colaborativo los grupos asumiran la responsabilidad casi total para lograr la
meta, los estudiantes determinan si tienen suficiente informacion para llegar a ella. Si no, se
identifican otras fuentes y el trabajo de obtener informacion extra se distribuye entre los
miembros del grupo. Ellos son responsables del alcance y los resultados de su proceso de
aprendizaje, definen sus propias necesidades y en cambio se hacen responsables para
identificar lo que creen que deben aprender y como lo van a aprender.

2.2.1 Teoria del aprendizaje Cooperativo

En contraste con el aprendizaje competitivo e individualista, los estudiantes pueden trabajar
juntos en forma cooperativa para lograr objetivos de aprendizaje compartido. Cada
estudiante logra su meta si y solo si los otros miembros del grupo logran la suya. Los
estudiantes trabajan en grupos pequefios para asegurarse de que todos los miembros del
grupo logren un criterio prefijado.

Es asi que el poder del aprendizaje cooperativo se encuentra en la interrelacion entre su
teoria, investigacion y préactica. La teoria es practicar, es decir, si la teoria es valida y se
identifican las condiciones para la aplicacion efectiva, se desarrollan procedimientos
précticos y una mejora continua. Sin una teoria adecuada la practica se estanca.

La teoria de la interdependencia social considera la cooperacion como el resultado de la
interdependencia positiva entre un objetivo en comin (Cohen, 1994). Designando un rol a
cada integrante dentro del grupo lo cual genera un efecto de asignar competencia, aumenta
el autoestima en los aprendices de bajo nivel y donde cada integrante debe contribuir
(Johnson et al., 1990). También se puede aumentar al estructurar los materiales, por
ejemplo, un lapiz o una calculadora por equipo (Slavin, 1991).

Johnson, Johnson y Holubec (1991), establecieron una definicion de aprendizaje
cooperativo en donde identificaron cinco elementos principales necesarios para considerar
una actividad como cooperativa. Las cuales son:

1. Interdependencia Positiva: Disponibilidad de ayudar en el grupo, es decir, estar
entrelazados para conseguir un objetivo, que consiste en que cada miembro del grupo
cumpla con sus tareas.

2. Responsabilidad Individual: Cada miembro se considera individualmente responsable de
alcanzar la meta del colectivo, la participacion debe ser equivalente entre todos para que asi
no exista el individualismo.

3. Interaccién simultanea: Los grupos trabajan “cara a cara” con una relacion estrecha y a
corta distancia. Por eso y a fin de garantizar una buena interaccion comunicativa en el
grupo, intercambio de retroalimentacion, estimulos creativos y control autorregulador del

Paulina Calder6n Vargas Pagina 24



Conceptualizacion del Limite a través de la Aplicacién de Actividades con la Calculadora Ti-
Nspire CX CAS

comportamiento, es fundamental que el grupo trabaje en un ambiente psicol6gico de
disponibilidad y mutuo apoyo.

4. Habilidades Interpersonales: Los grupos no pueden funcionar eficazmente si los alumnos
no tienen o usan las habilidades sociales necesarias. Dichas pueden ser pero no limitadas a
liderazgo, toma de decisiones, comunicacién y el manejo de conflictos.

5. Procesamiento del Grupo: Los grupos necesitan el tiempo suficiente para discutir como van
a lograr sus objetivos y como mantener relaciones de trabajo eficaces entre los integrantes.

2.2.2 Aprendizaje Colaborativo

El aprendizaje colaborativo generalmente se considera menos estructurado y los alumnos
tienen més libertad en el alcance y los resultados del proceso de aprendizaje. Ellos definen
sus propias necesidades de aprendizaje y en cambio se hacen responsables para identificar
lo que creen que deben aprender y como lo van a aprender, al contrario del aprendizaje
cooperativo en donde el maestro tiene la responsabilidad de determinar lo que se aprendera
(Caplow y Kardash, 1995).

Como ya se ha mencionado, se considera que la tecnologia juega un papel fundamental en
la configuracion del proceso de aprendizaje individual y, por supuesto, en la manera en que
se genera el conocimiento colectivo. Aprender utilizando métodos colaborativos nos parece
un aspecto muy importante y necesario para el desarrollo de las competencias requeridas en
la sociedad del conocimiento. (Mercer; 2001).

Para que se produzca un aprendizaje colaborativo, Mercer (2001) considera que los
participantes tienen que intentar establecer las bases de un conocimiento comdn y
contextualizado en el entorno fisico, es decir, se hace aprovechando cualquier fuente de
informacion que se considere pertinente. Estos recursos contextuales se pueden encontrar
en el entorno fisico, en la experiencia y la relacion que los interlocutores ya comparten, en
las tareas u objetivos que comparten los participantes y en la experiencia que tienen las
particulares conversaciones similares (Mercer, 2001). Para que haya un intercambio debe
haber experiencias previas compartidas, estrategias para obtener informacion, maneras de
argumentar las ideas y propuestas, formas de evaluar las aportaciones de los demas, repetir
y reformular lo que dicen los otros.

De acuerdo a Orr (1998) el aprendizaje colaborativo estd basado en los siguientes
principios:

1. Trabajando juntos resulta en un mejor entendimiento a comparacion de haber trabajado
independientemente.

2. Las interacciones habladas y escritas contribuyen a una mejor comprension.

3. Existe la oportunidad de ser consciente a través de experiencias del aula, de las relaciones
entre interacciones sociales y de una mejor comprension.

Paulina Calder6n Vargas Pagina 25



Conceptualizacion del Limite a través de la Aplicacién de Actividades con la Calculadora Ti-
Nspire CX CAS

4. Algunos elementos de dicha comprension son idiosincrésicos e impredecibles.
5. La participacion es voluntaria.

2.2.3 Diferencias y similitudes entre aprendizaje cooperativo y colaborativo

De acuerdo a Brufee (1995), se destacan tres puntos fundamentales en que el aprendizaje
cooperativo y colaborativo se diferencian.

e EIl primero es que el aprendizaje cooperativo tiene como fin la construccion de
nuevas ideas con la contribucion de pares, lo cual favorece especialmente a los
estudiantes que tienen mas dificultades y enriquece a aquellos mas aventajados. Por
su lado, el aprendizaje colaborativo tiene como objetivo que cada estudiante
desarrolle nuevas ideas y cree en conjunto con los pares de trabajo, este tipo
de metodologia busca que cada alumno haga su mejor aporte a un fin comun, lo
gue no necesariamente abarcara a aquellos estudiantes con dificultades de
aprendizaje.

e EI segundo es la responsabilidad que tiene el profesor, en el aprendizaje
cooperativo es el profesor quien propone un problema y determina el rol de cada
estudiante para la solucion de este, por lo que cada alumno se responsabiliza de una
parte de la solucion de la tarea. En el aprendizaje colaborativo el profesor propone
la actividad y se transforma en un guia, es decir acompafa a los alumnos en su
trabajo, pero son ellos mismos los responsables de su resultado. El no se encarga de
determinar los roles o de predeterminar los pasos del proceso.

e Como tercero, tenemos el enfoque colaborativo el cual requiere de una preparacion
mas avanzada para trabajar con grupos de estudiantes, mientras el aprendizaje
cooperativo es una metodologia que se podria utilizar en grupos de alumnos
heterogéneo en sus capacidades.

2.3 Aprendizaje Mediado

“Mediacion es el uso del lenguaje u otro signo o instrumento, que intercede entre un
estimulo y una respuesta asociativa tales como un simbolo, una formula, un nudo en el
dedo, o una palabra, entre otros” (Waece, 2003).

El aprendizaje mediado representa la interaccién, marcada por una serie de necesidades
culturales, entre el alumno y su medio ambiente. Tiene como objetivo ofrecer al alumno las
herramientas adecuadas para enriquecerse de los estimulos; que el alumno sea consciente
de su desarrollo; la formacion de una concepcion del mundo propia en la solucién de
problemas relacionados con la vida préactica; desarrollar una actitud autonoma, activa y
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autodidacta, la cual garantice a los alumnos la adquisicion de conocimientos y habitos que
pueda aplicar no sélo en un contexto escolar, sino también en su vida diaria.

La mediacion también hace hincapié en el entendimiento comunal del conocimiento, no
solo en el intercambio colaborativo de ideas, si no en el acomodo y la categorizacion de las
mismas. El mediador ayuda al aprendiz a “eStructurar, filtrar y programar” estimulos y
basicamente influye el potencial de transferencia de conocimientos que ocurre en el
pensamiento del alumno (Perkins y Salomon, 1988). La mediacion supone que la
instruccion esta méas enfocada en ir més alla de la informacion dada, al hacer la conexion
con el pasado y la anticipacion del futuro que con el dominio de los datos del presente.

El aprendizaje mediado es considerado como una concepcidn cognitiva de la inteligencia
humana y el aprendizaje (Gardner 1985). Feuerstein (1980) y Vygotsky (1986),
desarrollaron sus teorias bajo la influencia de Jean Piaget, uno de los grandes dentro de la
psicologia del desarrollo cognitivo. Sin embargo, ambos estaban insatisfechos con ciertos
aspectos del enfoque de Piaget. Para Vygotsky hubo una inquietud sobre el individualismo
epistemoldgico en la teoria de Piaget y el descuido de la mediacion social. Para Feuerstein,
el desacuerdo fue con los mecanismos concretos del aprendizaje por la mediacién de otro
humano.

El enfoque del aprendizaje mediado sugiere un nuevo paradigma para la educacion, en
donde la inteligencia es redefinida y formulada. De acuerdo a Feuerstein (1986), la
mediacion se produce cuando una persona con conocimientos e intenciones, media entre el
mundo Yy otro ser humano, creando en el individuo la propensién al cambio.

Es asi como el proceso de mediacion, centrado en la modificacion cognitiva afecta la
estructura mental del estudiante permitiéndole adquirir nuevos comportamientos, vistos
estos como estrategias de aprendizaje, habilidades y actitudes Roman y Diez (1999).

Tedricamente, y en términos de su aplicacion en clase, las investigaciones de Vygotsky
(1986) y Feuerstein (1980), subrayan la importancia de la socializacion de la inteligencia y
su desarrollo. Estos autores han influido de manera significativa en los medios de
ensefianza alrededor del mundo.

En los siguientes subtemas abordaremos por separado la relacion de Vygotsky (1986) y
Feuerstein (1980) con el aprendizaje mediado.

2.3.1 Vygotsky y el Aprendizaje Mediado
“La ensenianza es buena solo cuando es previa al desarrollo”, Lev Vigotsky.

El concepto de mediador y de aprendizaje mediado tiene su origen en la Teoria
Sociocultural de Vygotsky (1986), la cual realiza a través de la llamada Zona de Desarrollo
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Proximo (ZDP). La ZDP se define como la diferencia entre el nivel de desarrollo real del
nifio a partir de la resolucion independiente de problemas y el nivel méas elevado que puede
obtener cuando se le proporciona apoyo de un adulto o en colaboracion con iguales mas
avanzados (desarrollo potencial). El concepto fue introducido por Vygotsky (1978) para
atender dos problemas de psicologia educativa y del desarrollo:

1. Como evaluar correctamente las habilidades intelectuales del nifio.
2. Como evaluar la eficacia de las préacticas de ensefianza.

Un nifio con una ZDP mas amplia tiene una mejor oportunidad de éxito en el aprendizaje en
la escuela. El aprendizaje dentro de la ZDP es asociado con una interaccion entre conceptos
espontaneos del nifio y los conceptos sistematicos y cientificos introducidos por el maestro.

Vygotsky (1986), también propuso que los procesos mentales superiores pueden ser
considerados como funciones de actividades mediadas. El sugirio tres clases principales de
mediadores:

1. Herramientas fisicas (mediadores simples, como los recursos materiales).

2. Herramientas psicologicas (mediadores mas sofisticados, siendo el lenguaje el signo
principal).

3. El sujeto humano, éste actla sobre la realidad para adaptarse a ella transformandola y
transformandose a si mismo a través de unos instrumentos psicologicos.

Desde esta teoria, Vygostky (1978) sugiere dos posibilidades para la mediacion a traves de
otro individuo. La primera se refiere a la acciéon conjunta (interaccion) del estudiante y de
los que le rodean, que sera el factor que hara posible que el mediador externo llegue a
convertirse en procesos internos. En otras palabras, toda funcién psicol6gica aparecera dos
veces: primero entre las persona, interpsicolégica, y después en el interior propio del
estudiante, intrapsicoldgica. Esta doble formacion supone que el aprendizaje se logra por la
internalizacion de los instrumentos externos, los cuales se trasforman en procesos de
desarrollo que hacen posible la reestructuracion mental, Vygostky (1978).

La segunda se enfoca en el rol del otro individuo como un mediador de significado, es
decir, el adulto (profesor) actia como mediador de los aprendizajes del estudiante
optimizando la evolucion de sus capacidades. El significado de la actividad para una
persona es formulado por la mediacion a través de otro individuo. Esto, ya que el
aprendizaje se realiza por medio de la socializacion, sobre todo entre iguales. Esta
socializacion contribuye de manera decisiva a la incorporacion de valores, actitudes,
competencias y formas de percibir el mundo.
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2.3.2 Feuerstein y el Aprendizaje Mediado

“La humanidad solo existe porque hubo un proceso de mediacion a lo largo de su
historia”’, Reuven Feuerstein.

El Modelo del Aprendizaje Mediado, surge afios més tarde, el cual se sustenta en la Teoria
de la Modificabilidad Cognitiva Estructural de Feurstein (1980); es un planteamiento
altamente practico con caracteristicas similares a la teoria Vigotskyana, aun cuando
Feurstein no declare esta cercania, pero si acepta influencias de Piaget.

La Modificabilidad Cognitiva del nifio o adolescente implica la capacidad de mejorar su
inteligencia por medio de la mediacion oportuna de un adulto. Feurstein (1980) define el
aprendizaje mediado como la forma en que los estimulos emitidos por el ambiente son
transformados por un agente mediador (padre, madre, hermano, profesor u otro). El aspecto
central de mediacion es el cambio que cuantitativamente influye en el aprendiz y le permite
desarrollar prerrequisitos cognitivos para el aprendizaje por su cuenta a partir de estimulos
directos (Kozzulin, 1991). El papel del mediador haciendo uso de sus intenciones, cultura y
emociones, consiste en seleccionar y organizar los estimulos méas apropiados para el
estudiante, de manera que en futuras situaciones éste mismo logre identificar, clasificar y
organizar los estimulos méas relevantes que debe aprender; de acuerdo a este proceso se
deduce la vital importancia que adquiere la figura del mediador.

Feurstein (1980) afirma que el rendimiento bajo en la escolaridad es producto del uso
ineficaz de aquellas funciones que son los prerrequisitos para un funcionamiento cognitivo
adecuado. Feurstein parte de la base de que el desarrollo cognitivo no es solamente el
resultado del proceso de maduracién del organismo ni de su proceso de interaccion
independiente autonoma, con el mundo de los objetos, mas bien es el resultado combinado
de la exposicion directa al mundo y lo que Ilamamos experiencia de aprendizaje mediado.

El modelo de mediacion del aprendizaje transforma el paradigma conductista en donde los
comportamientos se producen independientemente del contexto a traves de la confrontacion
directa con un estimulo (tres elementos: estimulo-organismo-respuesta). Feuerstein elabora
su propio esquema de aprendizaje en el que introduce un nuevo elemento, donde el nuevo
conocimiento se logra a través de un mediador (estimulo-mediador humano-organismo-
mediador humano-respuesta). ElI mediador humano se interpone entre el estudiante
(organismo) filtrando los estimulos que recibe y tratando de interpretarlos y valorarlos con
él.

La experiencia de aprendizaje mediado (MLE) representa, desde la perspectiva educacional
la interaccion alumno-medio. Para que la mediacion en esta interaccion sea posible debe
cubrir doce criterios principales (Feuerstein, 1990):

1. Intencionalidad y reciprocidad.
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Trascendencia.

Significado.

Competencia.

Regulacion y control de comportamiento.

Comportamiento compartido.

Diferenciacion individual y psicolégica.

Mediacion de bdsqueda de metas, planificacion y logro de la meta.
. Mediacion para el desafio

10. Mediacidn del cambio: busqueda por novedad y complejidad.

11. Mediacién de la conciencia de un humano como una entidad que cambia.
12. Mediacién del sentimiento de pertenencia.

© N Tg kWD

Los primeros tres criterios se deben cubrir en cada aprendizaje que constituye la MLE, son
universales y se encuentran en todas razas, grupos étnicos, y clases socio-econémicas.
Estos pueden resumirse en los siguientes conceptos:

1. Intencionalidad y reciprocidad: se refiere a los esfuerzos deliberados del mediador para
cambiar la conciencia, la percepcién, el procesamiento o la reaccion del nifio. La
intencionalidad es inadecuada sin la reciprocidad, definida como la respuesta vocal, verbal,
0 no verbal al comportamiento del mediador. Por ejemplo, la intencionalidad y la
reciprocidad son observadas cuando un adulto intencionalmente le ofrece un articulo a un
nifio o verbalmente enfoca la atencién del nifio y sin duda el nifio responde. Este criterio es
considerado crucial para el desarrollo de sentimientos de competencia y
autodeterminacion.

2. Mediacién de Significado: se refiere a la respuesta del mediador que transmite el
significado afectivo, motivacional, y orientado al valor poseido por el estimulo presentado.
Esto puede ser expresado verbalmente al explicar el contexto presente, relacionandolo con
otros eventos, haciendo hincapié a su importancia y valor, o no verbalmente por
expresiones faciales, tono de voz, acciones repetitivas o rituales. De acuerdo a la teoria de
la MLE, los nifios que experimentan mediacion de sentido van a conectar agilmente
significados futuros a nueva informacion en lugar de esperar pasivamente que el
significado aparezca.

3. Mediacion de Transcendencia: se refiere a las interacciones en donde el mediador
proporciona las necesidades inmediatas y concretas de los nifios e intenta llegar a metas
adicionales que estdn més alla de la situacion o actividad. En las interacciones de madre-
hijo, la madre puede ir méas all& de la experiencia especifica al ensefiar estrategias, reglas y
principios, con el fin de generalizar otras situaciones. Por ejemplo, en una situacion de
juego, la madre podré mediar las reglas y principios que dirigen un juego, y generalizarlas
a otras situaciones. La mediacién de transcendencia depende de los primeros dos criterios,
intencionalidad y reciprocidad, y significado, a través de la combinacion de los tres
criterios se mejora el desarrollo de la modificabilidad cognitiva y aumenta el sistema de
necesidad del individuo.
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Los otros nueve no se deben considerar exhaustivos, pero se ven como la primera seleccion
de cualidades que en una interaccién pueden, pero no es necesario, aparecer en cada
interaccion para convertirla en una experiencia mediada.

De esta manera, en una asignatura determinada la mediacion permitird que un aprendiz
desarrolle y ponga en practica destrezas cognitivas como el representar, inducir, comparar o
elaborar. A su vez, gestionara la evaluacion de los aprendizajes logrados y de las formas
que se siguieron para conseguirlos. Finalmente, modelara la administracion de las propias
emociones como herramientas para obtener un mayor exito académico.

2.4 Aprendizaje Mediado con Tecnologia

La teoria constructivista se enfoca en la construccion del conocimiento a través de
actividades basadas en experiencias ricas en contexto. El constructivismo ofrece un nuevo
paradigma para esta nueva era de informacion motivado por las nuevas tecnologias que han
surgido en los ultimos afios. Con la llegada de estas tecnologias, los estudiantes no sélo
tienen a su alcance el acceso a un mundo de informacion ilimitada de manera instantanea,
sino que también se les ofrece la posibilidad de controlar ellos mismos la direccion de su
propio aprendizaje. Cambiar el esquema tradicional del aula, donde el papel y el lapiz
tienen el protagonismo principal, y establecer un nuevo estilo en el que se encuentren
presentes las mismas herramientas pero afiadiéndoles las aplicaciones de las nuevas
tecnologias, aporta una nueva manera de aprender, que crea en los estudiantes una
experiencia Unica para la construccion de su conocimiento.

2.4.1 Piaget y la educacion mediada con tecnologia

Piaget (1980), propone un modelo psicoldgico que genera teorias educativas de
aprendizaje. Es a través de la interaccion de los seres humanos con su entorno que los
mismos son capaces de generar una estructura cognitiva y de conocimiento. El
conocimiento es la conciencia de propiedades invariantes de las cosas (conocido por Piaget
como abstraccién empirica) y de las propiedades invariantes de accion (a través de la
reflexion sobre la abstraccion). “Todo conocimiento con respecto a la realidad, resulta de
acciones y operaciones que acttan sobre el cual lo hacen cambiar y por lo tanto demuestran
sus propiedades estables y variables” (Piaget, 1980).

El crecimiento cognitivo puede ser representado como un proceso en espiral: La interaccion
con la realidad inicia un proceso de asimilacion, en donde estructuras existentes son
aplicadas al objeto. Las estructuras son adaptadas y asimiladas, y si no fallan, esto crea una
situacion de desequilibrio cognitivo que provoca acomodacion. A través de la
acomodacion, las estructuras cognitivas son modificadas para considerar los aspectos de
resistencia de la realidad. El crecimiento se convierte en un proceso que resulta de la
desestabilizacion recurrente de las estructuras existentes, debido a las caracteristicas nuevas
e inesperadas del objeto en la realidad, seguido por la generacion subsecuente de
estructuras mas profundas en su alcance que resisten la asimilacion.
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Piaget se enfoca principalmente en epistemologia, en donde el desarrollo se debe a
evolucion bioldgica y la génesis historica del conocimiento cientifico. Concibe la
inteligencia humana como una construccion con una funcion adaptativa. Para Piaget su
teoria psicoldgica trata de describir y explicar las diferentes formas o estructuras del
pensamiento, como evolucionan y como cada una de ellas contribuye a la adaptacion a la
realidad del ser humano. Inhelder y Cellerier (1992), propusieron que se hicieran mas
investigaciones sobre pragmaética, argumentaron que ya hay suficiente investigacion sobre
la transformacion epistémica (la alteracion del mundo con el fin de generar conocimientos),
lo cual no es el caso de la transformacion pragmatica (conocimiento puesto en marcha con
el fin de alterar el mundo). La transformacion pragmatica claramente incorpora un aspecto
de tecnologia, pero sale de interacciones biologicas en el sentido de que involucra
herramientas técnicas de mediacion y técnicas corporales. Piaget siempre supuso una
continuidad fundamental entre procesos bioldgico adaptivos y niveles avanzados de
cognicion. Su modelo de interaccion se reduce a relaciones entre el organismo y su entorno,
y por lo tanto excluye la mediacion.

2.4.2 V/ygotsky

Vygotsky (1986) consideré que unas teorias de Piaget ilegitimamente “reducen procesos
psiquicos superiores complejos a procesos naturales y desprecian las caracteristicas
especificas del desarrollo cultural del comportamiento” (p. 27). Acertd que “junto a los
actos y procesos de comportamiento natural, es necesario distinguir las funciones y formas
de comportamiento artificial o instrumental” (p. 40). Argument6 que la introduccion y el
uso de instrumentos provocan cambios de gran alcance en la cognicion: “Activa una nueva
serie de funciones ligadas al uso y control del instrumento seleccionado; el trabajo
desarrollado por el instrumento reemplaza y hace inservible un nimero considerable de
procesos naturales” (p. 42).

Vygotsky asegura que el hombre no se limita a responder a los estimulos sino que actda
sobre ellos, transformandolos. Esto es posible gracias a la mediacion de instrumentos que
se interponen entre el estimulo y la repuesta. Por lo tanto, el desarrollo se ve como
resultado de procesos altamente artificiales en donde la mediacion de instrumentos
desempefia una funcién principal, de acuerdo a Vygotsky el tema central de su psicologia
es mediacion. A traves de la mediacion (material y simbiotica) la cognicion humana se
involucra en relaciones con el ambiente material y social, las cuales son fundamentalmente
diferentes de relaciones no mediadas.

2.4.3 Modelo psicoldgico de Instrumentos y Actividad Instrumentada

Un instrumento es cualquier objeto que un sujeto asocia con su accion, con el fin de llevar a
cabo una tarea. En una actividad “instrumentada”, el objeto es un artefacto (un objeto
hecho, como una herramienta 0 maquina, que ha sido disefiado para una tarea especifica), y
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puede distinguirse en funcion de su objetivo dependiendo si es para producir
transformaciones o proporcionar conocimientos (Vérillon, 2000). Este autor afirma que las
acciones instrumentadas pueden ser de naturaleza pragmatica, epistémica o semidtica. Es
pragmatico ya que un instrumento puede ser utilizado para transformar un objeto u otro
aspecto del ambiente, por ejemplo utilizar una goma para borrar marcas de lapiz; es
epistémico ya que el mismo instrumento es utilizado para proporcionar informacion sobre
el ambiente, por ejemplo un termémetro mide la temperatura y finalmente el uso semiético
0 comunicativo, es un instrumento que es utilizado para transformar informacién de una
persona. Vérillon (2000) indica que lo anterior requiere el conocimiento de codigos
verbales, gestuales y graficos. También reconoce que en ciertas circunstancias puede ser
una mezcla, “actividad instrumentada, ya sea material o semidtica, generalmente consiste
de ambas fases pragmaticas y epistémicas” (Vérillon, 2000).

Vérillon (2000), propone un modelo de actividad instrumentada situada (SIA) en donde
subraya las relaciones multiples dentro de una actividad instrumentada, las cuales incluyen
el sujeto, el instrumento y el objeto hacia el cual se dirige la accién instrumentada. La
figura 1 ilustra este modelo. Muestra que en el analisis de la actividad ademas de considerar
las interacciones directas sujeto-instrumento (s-i) y sujeto-objeto (s-0), debe considerar la
interaccion instrumento-objeto (i-0) y la interaccion indirecta a través de la mediacién del
instrumento (s(i)-0).

task

Figura 3: Modelo SIA

El modelo SIA se puede ajustar para aplicarse a situaciones instrumentadas
semidticamente. Vygotsky (1985) se refiere a instrumentos semioticos (simbolos, cddigos,
mapas, diagramas, etc.) como instrumentos “psiquicos”. “El instrumento psiquico
basicamente difiere de un instrumento técnico en la direccion de su accion. El instrumento
psiquico no provoca un cambio en un objeto, su fin es influenciar su propio
comportamiento o el de otro” (Vygotsky, 1985). Considerando ese punto de vista el modelo
debe representar la interaccion que se lleva a cabo entre dos sujetos: un “transmisor” y un
“receptor”. Ademas, debido a que los instrumentos semidticos tienen el fin de modificar la
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informacion del receptor o sus representaciones, se introduce un cuarto elemento al modelo
SIA: el referente (r), la informacion o representacion inicial (figura 2). El referente es el
objeto al cual se actla la accion instrumentada del transmisor.
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Figura 4: Modelo SIA modificado

En situaciones instrumentadas semidticamente, la mediacion se presenta en dos formas:
mediacion de la accién del transmisor sobre el receptor y la mediacion al objeto de
referencia comun a ambos.

2.5 Génesis Instrumental
2.5.1 Antecedentes

La investigacion en educacién matematica con el uso de tecnologias digitales ha mostrado
que, por la via de dichas tecnologias, los estudiantes pueden tener un acceso temprano a
trabajar con ideas matematicas complejas y poderosas. Lageneralizacién,
la elaboracién y verificacién de conjeturas, asi como conceptualizacion son algunas de
esas ideas matematicas, y el camino para acceder a ellas tiene como punto de partida la
posibilidad que ofrecen ciertos ambientes computacionales de explorarlas y de abordarlas
desde niveles intuitivos de pensamiento. Sin embargo, buena parte de las investigaciones se
han dedicado a mostrar sélo estas potencialidades de la tecnologia, dejando de lado el paso
a la institucionalizacion y formalizacién del conocimiento matematico no-formal generado
a partir del trabajo con la tecnologia sustentada del uso de las tecnologias digitales a la
ensefianza ordinaria y cotidiana de las matematicas (Lagrange, Artigue, Trouche, 2003).

Desde finales de los afios 1970, en que se empez0 a incursionar en la incorporacion del uso
de las tecnologias informaticas a la ensefianza, la investigacion educativa se ha enfocado,
sobre todo, a mostrar las virtudes de una gran variedad de entornos tecnologicos como
ambientes de aprendizaje. De manera especifica, se ha podido mostrar que para las
matematicas la posibilidad de manipular directamente representaciones ejecutables de
conceptos y fendmenos influye en la posibilidad de acceder a otras formas de apropiacién
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de conocimiento, diferentes de aquellas que surgen cuando se trabaja de manera tradicional
(papel y lapiz).

En pocas palabras, se ha podido constatar que el impacto de aprender en ciertos entornos
tecnoldgicos se da a nivel no s6lo cognitivo sino también epistemoldgico (Balacheff y
Kaput,1996). Sin embargo, a partir de muchas de las investigaciones realizadas en este
campo se ha llegado a la conclusion de que el disefio de la actividad o tarea que se realice
con el uso de tecnologia es determinante para que dicho uso tenga un efecto significativo en
el aprendizaje (Healy, 1994).

2.5.2 Génesis Instrumental

Dentro del campo de la ergonomia cognitiva, que tiene que ver con procesos mentales
(percepcion, memoria, razonamiento y respuesta ideomotor) y en como afectan las
interacciones entre humanos y otros elementos de un sistema, el cual se apoya en la idea de
instrumentacién (Vérillon y Rabardel, 1995). Los investigadores de la ergonomia cognitiva
se enfocan en estudiar procesos de aprendizaje profesionales, que se llevan a cabo en
ambientes tecnoldgicamente complejos.

Para entender el uso de dichas herramientas conceptuales, debemos enfocarnos en los
procesos de apropiacion de herramientas de tecnologia digital para el aprendizaje y la
ensefianza de las matematicas, en situaciones en las que el disefio de una actividad o tarea
prevé momentos didacticos clave para la construccion de conceptos o el desarrollo de
habilidades especificos. Tales procesos son interpretados a través de la Génesis
Instrumental, la cual estudia como un artefacto se convierte en un instrumento de tal
manera que se integra al humano para construir conocimiento matematico (Artigue, 2002).

Si bien la ubicacion de su problematica tiene que ver con una relacion dialéctica técnica-
conceptual, es decir, para que exista la construccion del artefacto al instrumento, la génesis
instrumental se debe de apropiar de la dualidad, producto del artefacto. Tal que la Génesis
instrumental puede funcionar de dos formas. La primera es dirigida hacia el instrumento.
En donde progresivamente se carga con potencialidades y eventualmente tiene un uso
especifico; conocido como la Instrumentalizacion del artefacto. La segunda esta dirigida
hacia el sujeto, lo cual resulta en la apropiacion de esquemas de accion instrumentada que
se convierten en técnicas y permiten una respuesta efectiva a actividades matematicas. Lo
anterior se conoce como Instrumentacion (Trouche, 2000). Para entender y promover la
Génesis para aprendices es necesario identificar las restricciones inducidas por el
instrumento, existen las restricciones internas y de interface (Balacheff, 1994). Ademas, es
necesario identificar el potencial ofrecido por el trabajo con instrumentos.
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Por lo tanto, la Génesis instrumental es el proceso de la construccién de esquemas que
consiste en técnicas y concepciones, que le dan significado a las mismas. En otras palabras
estudia como un artefacto se convierte en un instrumento de tal manera que se integra al
humano para construir conocimiento matematico. La teoria de instrumentacion esta en linea
con las opiniones sobre el rol de simbolos en la educacién matematica (Gravemeijer, 2000).
El valor de la teoria de la Instrumentacion es que proporciona una forma especifica para ver
la interaccion entre los alumnos y la herramienta tecnoldgica, en particular demuestra como
los obstaculos técnicos pueden ser relacionados a dificultades conceptuales.

2.5.3 Complejidad de la Génesis Instrumental

En la década pasada, se llevd a cabo una extensa investigacion que tenia por objetivo
identificar los potenciales y limitaciones del trabajo innovador existente sobe la integracion
de la tecnologia en la ensefianza de las matematicas y comprender mejor las dificultades de
dicha integracion (Legrange et al., 2001, 2002). Este estudio sugirié que la Instrumentacion
puede ser un proceso muy complejo y costoso. Estudios realizados por Trouche (1997) y
Defouad (2000) ayudan en la comprension de algunas de las complejidades de la
Instrumentacion.

En su investigacion, Trouche (1997) refirid a la conceptualizacion de la nocion de limite, en
dos ambientes distintos: calculadoras gréaficas y calculadoras simbdlicas. Trouche (1997)
evidencia la diversidad de las relaciones instrumentales que los estudiantes desarrollan.
Esta diversidad conduce al autor a introducir cinco perfiles extremos, que él llama
respectivamente: “teorico”, “racionalista”, “escolastico”, “artesano’”’ y
“experimentador”. Estos perfiles se caracterizan por la clase de recursos que favorece el
estudiante, el meta-conocimiento que tiende a activar y los modos de validacién utilizados
(Trouche, 2000). El “artesano”, por ejemplo, es caracterizado por tres ejes: calculadora,
investigacion y acumulacion; el “racionalista” por la triada de papel/lapiz, inferencia y
prueba, mientras que el “tedrico” por la terna de referencias, interpretacion y analogia. De
acuerdo con su perfil, los estudiantes desarrollan diversas relaciones con sus calculadoras
gréficas y simbdlicas, es decir, las diferencias de los perfiles tienen efectos significativos en

la Génesis instrumental de las calculadoras (Trouche, 2000).
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CAPITULO 111
METODOLOGIA

En este capitulo se describen la Metodologia de la Investigacion, y la Metodologia de la
Experimentacion.

3.1. Metodologia de la Investigacion

En esta metodologia se hizo una extensa blsqueda de informacion bibliogréfica basada en
la literatura utilizada en el disefio original de las actividades (Ibarra, 2015), el cual
involucra los temas de céalculo diferencial de acuerdo al programa del primer mddulo de la
carrera de Ingenieria Quimica. Ademas, de articulos de investigadores como Duval (1993)
que aborda la Teoria de las Representaciones semioticas, Hitt y Cortés (2005) que
mencionan algunas de las dificultades para el aprendizaje del concepto de limite, Panitz
(1997) que propone una definicion para los aprendizajes cooperativo y colaborativo,
Mercer (2001) que nos habla del aprendizaje colaborativo, Vygotsky (1986) quien propone
que los procesos mentales superiores pueden ser considerados como funciones de
actividades mediadas, y sugiere tres clases principales de mediadores: herramientas fisicas,
herramientas psicoldgicas y otros humanos, Ibarra (2015) que propone el disefio original de
las actividades, Artigue (2002) que nos enfoca al concepto de instrumento y nos menciona
el esquema T-T-T (Tarea-Técnica-Tecnologia). Heid (1988), demostré que CAS puede
facilitar el desarrollo de conceptos matematicos.

Por otro lado, en este trabajo de tesis se aplicaron cuatro actividades de aprendizaje para la
conceptualizacién del Limite. Mismas que fueron disefiadas bajo el esquema Tarea-
Técnica-Tecnologia (Artigue, 2002). Estan estructuradas en tres partes: por una seccion de
lapiz y papel, otra utilizando el sistema CAS vy la tercera es una parte de simbolizacion
(Ibarra 2015).

En general estas actividades, contienen los siguientes temas:

1. Diferencias
e Significado de una diferencia matematica.
e Secuencia de numeros para plantear el operador A asi como su significado.
e Manejo de subindices.
e Introduccion bésica a la calculadora Ti-Nspire CX CAS.
2. Pendientes
e Reglade tres y su relacion con la pendiente.
e Introduccion a la ecuacion lineal y = mx + b.
e Ecuacion lineal a partir de dos puntos.
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e Manejo de datos estadisticos como regresion lineal y exponencial, asi como
gréafica de datos dentro de la calculadora.
3. Pendientes como funcion

flx+Ax)—f(x) a partir dem = 3’2—3/1.
Ax X2—X1

e Desarrollo de la expresion m =

e Significado de la variable h.

flx+x)—f(x)
Ax

e Comportamiento de cuando h se acerca a cero.

4. Limites
e Diferencia entre una velocidad promedio e instantanea y su significado.
e Introduccién a limites laterales.
e Uso de la aplicacion grafica para funciones.

Las actividades antes descritas fueron resueltas por el investigador, para conocer su
estructura didactica y conceptual.

Basandose en la aplicacion de las actividades que realizo Ibarra (2015), se disefio un plan
de trabajo que permitiera planificar de manera general las experimentaciones que se
llevarian a cabo para esta investigacion. Para considerar el nimero de estudiantes que
participarian, la formacion de los equipos con integrantes de diferentes niveles académicos,
de qué manera se distribuirian los equipos en el salon de clases, el tiempo necesario para
resolver cada actividad, el lugar en donde se colocaria la cdmara fija, el desplazamiento de
la camara movil, el papel que tomaria cada estudiante de acuerdo al rol establecido en el
disefio de las actividades de aprendizaje, el empleo de lapiceros de diferentes colores para
no borrar razonamientos erréneos, el disefio de una actividad para el uso y manejo de la
calculadora Ti-Nspire CX CAS en donde se explicaran los principales comandos a utilizar
y por ultimo la intervencién del investigador en puntos especificos durante el desarrollo de
la experimentacion.

De acuerdo a los resultados obtenidos en la investigacion de Ibarra (2015), es necesario
especificar los puntos clave donde debe intervenir el investigador; esto debido a que se
observd que en ciertos incisos de las actividades, los alumnos mostraron bastante confusion
en el momento de resolverlos. Basandonos en esta observacion se plantea una “Guia del
profesor” (ver anexo 1), en la cual se indican los puntos especificos en la actividad, donde
los alumnos presentan mayor confusién y es necesaria la intervencion del investigador. Esta
interaccidén se llevd a cabo mediante interrogantes que el investigador planteé a los
alumnos, con el fin de que ellos mismos razonen sus dudas a través de preguntas clave.

Como parte de la metodologia se encuentra analizar los datos obtenidos de las evidencias
recabadas, como son: los videos, las actividades de aprendizaje y las hojas en donde los
estudiantes escribieron razonamientos extras. Al finalizar la ultima sesion de cada
experimentacion se recabd la informacion obtenida y se analizé de la siguiente manera:
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1. Revisar todas las actividades contestadas por los alumnos, partiendo de la actividad
1, y asi sucesivamente hasta llegar a la actividad 4.

2. Una vez revisadas cada una de las actividades se procedio a realizar el analisis de
las bitacoras, que se hicieron en cada una de las sesiones.

3. Con base en lo descrito en la bitacora, se hizo el analisis de cada uno de los videos
para relacionar los eventos.

3.2. Metodologia de la Experimentacion

La parte experimental de esta investigacion se realizo en dos etapas, la primera fue una
“Experimentacion Piloto” y la segunda wuna “Experimentaciéon Formal”. La
experimentacion piloto se hizo con el fin de:

1. Observar la estructura didactica de las actividades.

2. Revisar los conceptos involucrados en las actividades, que se les dificultaron a los
estudiantes al contestarlas.

3. Observar razonamientos erroneos de los alumnos, para que el investigador
intervenga en la experimentacion formal y por medio de cuestionamientos el
estudiante pueda rectificar su razonamiento.

4. De acuerdo con lo observado en las evidencias de la experimentacion piloto, hacer
las modificaciones necesarias para aplicar la experimentacién formal.

3.2.1. Experimentacion Piloto

Antes de aplicar las actividades disefiadas se dio una breve introduccion sobre los
principales comandos de la calculadora simbdlica Ti-Nspire CX CAS. Se hizo hincapié, en
que algunos botones tienen maltiples funciones, por ejemplo, el mismo botén que enciende
la calculadora (boton de HOME) la puede apagar al presionar CTRL (boton azul) y después
HOME. Las funciones secundarias se presentan en azul, por lo tanto es necesario presionar
el botén CTRL primero y después el boton correspondiente para obtener el comando
deseado. En la calculadora se trabaja con paginas o pestafias. En la figura 5 se presenta la
pantalla de inicio al presionar HOME.
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A Calculate
B Graph
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Figura 5: Pantalla “HOME”

En esta figura se aprecian las diferentes herramientas que tiene la calculadora Ti-Nspire CX
CAS, tales como:

Calculadora

Graficos

Geometria

Lista y hojas de calculo
Datos y estadisticas
Regresion

Experimento

No akowdE

Al término de la explicacion y con el objetivo de que se comprendieran las funciones de
cada una de las herramientas, se aplico la actividad de “Primer uso de la calculadora Ti-
Nspire CX CAS”, la cual se disefi6 con la finalidad de que el estudiante se familiaricé con
los principales comandos de la calculadora simbdlica Ti-Nspire CX CAS. Esta actividad de
primer uso se encuentra en el anexo |.

Por otro lado, se trabaj6 con 27 alumnos del primer afio de la Facultad de Ingenieria
Quimica de la Universidad Michoacana de San Nicolé&s de Hidalgo. Se organizaron nueve
equipos de tres personas cada uno. De acuerdo a Ibarra (2015), cada integrante del equipo
debia cumplir un rol especifico que cambiaba de una actividad a otra: un estudiante
trabajaba con la calculadora, otro como coordinador dentro del trabajo en equipo y el
tercero haciendo las anotaciones en la actividad de aprendizaje; esto con la finalidad de que
cada integrante del equipo tuviera la misma oportunidad de aprendizaje. Se entreg6é por
equipo la actividad respectiva, una calculadora Ti-Nspire CX CAS, hojas en blanco para
anotaciones extras y tres lapiceros de diferentes colores (negro, azul y rojo), con la
finalidad de que los alumnos no borraran ninguna respuesta en caso de considerarla erronea
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y para tener evidencias acerca del razonamiento inicial que utilizaban para llegar a la
respuesta final

Esta experimentacion se llevo a cabo en cinco sesiones de dos horas cada una, las cuales se
describen a continuacion:

En la primera sesion se trabajo con una actividad que tiene por objetivo, que el estudiante
maneje la calculadora Ti-Nspire CX CAS con sus principales comandos como son: Enter,
Factor, Expand y Solve. La actividad antes citada se implemento para que los alumnos
practicaran con la calculadora antes de realizar las actividades de aprendizaje, (ver anexo
IV). Al terminar esta actividad se inicid con el trabajo de la Actividad 1 de Diferencias, en
donde se les indicé el cambio de rol por equipo y se les proporciond el siguiente material:
la actividad a resolver, lapiceros de colores, hojas en blanco y una calculadora simbolica
Ti-Nspire CX CAS.

La segunda sesion de trabajo fue la aplicacion de la Actividad 2 de Pendientes, en donde
se les indicé el cambio de rol por equipo y se les proporciono el mismo material que en la
primera sesion, Unicamente cambiando la actividad correspondiente. En esta sesién hubo
mayor interaccion entre el investigador y los alumnos debido al contenido de la actividad.

En la tercera sesion se aplico la Actividad 3 de Pendientes como funcion, cambiando el rol
de trabajo de los estudiantes como lo establece el disefio de las actividades, se entrego la
actividad correspondiente, lapiceros de colores, hojas en blanco y una calculadora
simbolica Ti-Nspire CX CAS y se continué con la experimentacion. De acuerdo a la
metodologia de la investigacion se plantearon puntos especificos en donde intervendria el
investigador.

En la cuarta y quinta sesion se trabajé con la Actividad 4 de Limites, debido a que su
contenido se consideraba el més extenso. Se procedié de la misma manera que en las
actividades anteriores, cuidando que los alumnos respetaran el rol correspondiente en las
dos sesiones. Al finalizar estas sesiones se les pidié a los estudiantes dar una opinion
general del contenido y estructura de las cuatro actividades asi como las dificultades y
beneficios didacticos de la aplicacion de las mismas.

Las interacciones y discusiones entre los equipos y el investigador fueron grabadas con tres
camaras de video: dos camaras moviles para tener un mayor acercamiento al trabajo de
cada equipo y una camara fija que permanecié en un lugar estratégico del aula, de tal
manera que enfocara todo el grupo para tener la evidencia de la interaccion del grupo en
general.

Cuando se termin0 la Experimentacién Piloto, se dio inicio a la revision y analisis de todas
las evidencias obtenidas en el desarrollo de la solucion de las actividades de aprendizaje,
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como son: las hojas con anotaciones extras, las actividades y los videos; con el fin de
observar las discusiones entre los integrantes de los equipos y la interaccion de los
alumnos con el investigador. Tomando en cuenta todas las evidencias mencionadas
anteriormente, se hicieron modificaciones a las actividades y a la estrategia de aplicacion,
para que posteriormente se realizara la experimentacion formal.

En el anexo Il se presentan las bitacoras elaboradas en el desarrollo de la experimentacion
piloto. Las cuales describen detalladamente todo lo sucedido en cada sesion, estas se
realizaron con la finalidad de tener evidencia de los momentos clave para mejorar la
experimentacion formal.

3.2.2. Experimentacion Formal

Esta experimentacion se llevé a cabo tomando en cuenta todas las observaciones realizadas
de la experimentacion piloto y se trabajo de la misma manera, cinco sesiones de dos horas
cada una y con 21 alumnos de primer afio de la Facultad de Ingenieria Quimica, con los
cuales se formaron siete equipos de tres personas cada uno. El rol de los estudiantes se
cambio en cada una de las sesiones, un estudiante trabajaba con la calculadora, otro como
coordinador del trabajo en equipo y el tercero, haciendo las anotaciones en la actividad de
aprendizaje.

Se instalaron tres camaras de video, dos moviles para tener un mayor acercamiento al
trabajo de los equipos y poder seguir de cerca sus razonamientos, y una fija que se coloco
de manera estratégica para videograbar a todo el grupo. Esta disposicion de las cdmaras se
utilizé en todas la sesiones de trabajo.

Al inicio de la primera sesion se entreg6 por equipo: un folder que contenia las actividades
para el Uso y manejo de la calculadora Ti-Nspire CX CAS, la Actividad 1 de Diferencias y
ademas hojas en blanco para hacer cualquier anotacion extra; la calculadora Ti-Nspire CX
CAS; tres lapiceros de diferentes colores (rojo, azul y negro), con la finalidad de que los
alumnos no borraran ninguna respuesta que consideraran errdnea, para tener evidencias
acerca del razonamiento inicial que utilizaban para llegar a la respuesta final. Esta
estrategia se aplicé en todas las sesiones de trabajo.

En la segunda sesidn, se trabajé con la Actividad 2 de Pendientes, siguiendo la misma
estrategia que en la primera sesion y respetando el cambio de rol antes mencionado.

En la tercera sesidn, se aplicé la Actividad 3 cuyo titulo es Pendientes como funcién.

En las dos ultimas sesiones de trabajo se aplicd la actividad 4 de Limites, debido a la
extension de la misma. Ademas, se les solicit6 a los estudiantes que en una hoja en blanco y
por equipo expresaran su opinion acerca del contenido y estructura de las actividades. Se
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les agradeci6 a los alumnos por su valiosa participacion y apoyo, para realizar esta
investigacion.

Concluida la experimentacion formal, se revisaron todas las evidencias generadas para dar
inicio a la etapa de analisis de resultados.
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CAPITULO IV
ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS

En éste capitulo se presenta el analisis de los resultados de las actividades de aprendizaje
realizadas en la experimentacion formal. Se aplicaron a veintisiete alumnos de primer afio
de la licenciatura en Ingenieria Quimica de la Universidad Michoacana de San Nicolas de
Hidalgo, estos alumnos trabajaron en equipos de tres integrantes cada uno. Con respecto al
conocimiento matematico de los alumnos, se considera que tienen un nivel béasico de
Célculo de preparatoria.

4.1 Anélisis de Actividades

En este punto se presentan los resultados obtenidos en la experimentacion formal, los
cuales se obtienen con base en la revision de las actividades resueltas y a las
videograbaciones generadas durante el desarrollo de la aplicacion de las mismas.

4.1.1 Actividad 1. Diferencias

En esta actividad se tienen los siguientes objetivos didacticos, los cuales permitiran
empezar a construir el concepto inicial de diferencias:

e Entender el significado de una diferencia matematica.
e Formulary aplicar el concepto de los incrementos Ai y Au.

Para el primer objetivo, se pretende que el estudiante comprenda el significado de una
diferencia matematica, para lo cual al inicio de la actividad Ibarra (2015), hace una breve
introduccion de ésta y como se utiliza:

“La diferencia matematica es el resultado de restar, en donde se resta un
sustraendo de un minuendo. Por ejemplo, la diferencia entre 3 (sustraendo)
valor final (minuendo). Es decir, la diferencia es igual al valor final menos
el valor inicial.”

Las situaciones que se presentan en el inciso I-a son casos de la vida cotidiana en los
cuales se debe encontrar la diferencia. La idea general, es ver como son las diferencias en
situaciones donde hay aumento o disminucién de una cantidad.

Por ejemplo dentro del inciso I-a se pregunta:

“Un automovil contiene un tanque de 90 litros. Se llena al comienzo de la
semana, al final de ella se observa que el tanque contiene 32.3 litros. ¢Cuél
es la diferencia de litros en el tanque a lo largo de la semana?”
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Para este cuestionamiento los alumnos deben darse cuenta que hay una disminucion en la
cantidad inicial de gasolina, ya que cuando hacen la diferencia se obtiene un resultado con
signo negativo. Al hacer el andlisis de todas las situaciones planteadas dentro del inciso I-a
se espera que los estudiantes asocien cada signo con su diferencia y determinen si es un
consumo, un aumento o es constante. Posteriormente deben dar respuesta al inciso I-c, que
plantea la siguiente interrogante:

“¢Qué concluyes a partir del inciso anterior con respecto al signo de la
diferencia? Considere signos positivos, negativos y valores de cero”.

Al responder correctamente esta pregunta los alumnos estarian cumpliendo con el primer
objetivo de la actividad. En la figura 6 se puede observar el analisis que hacen los
estudiantes, con lo cual se demuestra que comprenden el significado de una diferencia
matematica.

c) ¢Qué concluyes a partir del inciso anterior con respecto al signo de la diferencia? Considéere
signos positivos, negativos y valores de cero.

CUO.V\()O C\ 5\3“0 SQ\Q_ L’\e‘gq‘k|\lo \Q CQV\_(F‘C!('(() J«S""\'"“'{Q

C'U ‘\Vldc

é\ ‘3(3\;\0 Sq\e \{)OS;"|U° \C\ CQP\+I(SCA Q(_'M@Pli\o

Figura 6: Evidencia del significado de una diferencia
matematica.

El siguiente didlogo muestra la discusion que hacen los estudiantes para llegar al
significado del signo negativo en una diferencia:

Integrante 1: (Lee la pregunta del inciso 1-b) Observe las diferencias de los tres casos del
inciso anterior, ¢existe una diferencia con signo negativo? En caso afirmativo,
¢qué representa con respecto a la cantidad (aumenta o disminuye)?

Integrante 2: Si, disminuye porque todos los deméas aumentan (sefialando los dos primeros
casos), pero el que disminuye es éste (sefialando el tercer caso).

Integrante 1: (Lee la pregunta del inciso I-c) ¢ Qué concluyes a partir del inciso anterior con
respecto al signo de la diferencia? Considere signos positivos, negativos y
valores de cero.

Integrante 2: Que cuando te sale negativo es la diferencia que hay de una cantidad a otra,
pero porque disminuye, o sea cuando tu por ejemplo tienes esto (sefialando la
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cantidad final en el primer caso) y le restas esto (cantidad inicial en el primer
caso) te esta dando la diferencia pero porque aumentd, pero aqui (haciendo
referencia al tercer caso) te estd dando la diferencia pero de lo que disminuyé
por eso te sale negativo.

Integrante 1: ;Entonces como le pongo? (pregunta a sus compafieros). Concluimos del
inciso anterior...

Integrante 2: Que el signo cuando te sale negativo significa que la cantidad disminuye, y al
salirte positivo es que la cantidad aumento.

Observaciones

Analizando el dialogo anterior, se observa que los estudiantes hacen un razonamiento
correcto sobre el significado del signo negativo en una diferencia. Para llegar a esta
conclusién hacen un andlisis de todos los casos propuestos en el inciso I-a, observando que
los dos primeros representan un aumento por ser la diferencia positiva, ya que la cantidad
final es mayor a la inicial. Al llegar al tercer caso observan que la diferencia es negativa,
hacen una comparacion con los dos anteriores y concluyen que ésta Gltima representa un
consumo, al percatarse que la cantidad final es menor gue la inicial.

Una vez entendido el significado de una diferencia, el siguiente objetivo de la actividad es
que los alumnos identifiquen el concepto de delta (A) y su significado. Dentro de la
actividad, Ibarra (2015) hace una breve introduccion sobre este concepto de la siguiente
manera:

“En matematicas el operador delta (A) representa un cambio. Siendo un
operador matematico, puede aplicarse a cualquier variable. Por ejemplo, Ax
representa un cambio en x mientras que AT representa un cambio en T
(muchas veces dicha variable representa una temperatura).”

Para cumplir con el segundo objetivo es necesario que los alumnos contesten correctamente
el inciso I-f, donde se les pide encontrar el valor de Aiy Au para un conjunto de datos.
Posteriormente daran respuesta al inciso I-g y deberan encontrar una relacion entre estos
dos incisos. Esto es importante para que los estudiantes puedan formular una expresion
algebraica y asi dar respuesta al inciso I-h, el cual plantea lo siguiente:

“Exprese su observacion del inciso g en forma matematica (férmula). ;Se
cumple en cada caso de la tabla?”
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Como respuesta al inciso I-h los alumnos llegan a lo siguiente:

h) Exprese su observacion del inciso g en forma matematica (férmula). ;Se cumple en cada caso
de la tabla?

2 \
Auv = 3y p 2 3¢ umple -

Figura 7: Evidencia de aplicacion del operador Ai y Au.

Para llegar a esta conclusion, los alumnos hacen el siguiente analisis:

Integrante 1: (Lee la pregunta del inciso 1-g) Analice la tabla del inciso f, ;hay una relacién
con respecto a Ai y Au? ;Qué puede concluir?

Integrante 2: Que todos son maltiplos de 3, porque es uno por tres, tres; dos por tres, seis;
tres por tres, nueve; es lo Unico que concluyo.

Integrante 3: Pues si, jtodos son maltiplos de tres!

Integrante 1: jNo!, es que seria mas bien que los valores de Au son multiplos de Ai porque
Ai lo multiplicas por tres.

Investigador: ¢ COmo se veria eso que acabas de decir, en una expresion matematica?
Integrante 1: ;O sea como?

Investigador: O sea, tu ahi dices que los valores de Au son multiplos de Ai pero multiplos
¢como?, es decir, ¢Por qué los estas multiplicando para que sean igual?

Integrante 1: jAh!, le entendemos que porque son multiplos de tres...

Investigador: Si, ¢Pero como lo expresarias en una formula matematica? ;Au es igual a
qué? 0 ¢(Ai a qué es igual?

Integrante 1: jAh!, Au es igual a tres por Ai.

Observaciones

Como se muestra en el dialogo anterior los estudiantes identifican que hay una
correspondencia entre los valores de Au y Ai, ellos sefialan que Au va a estar determinado
por los valores que tome Ai multiplicado por tres; es importante mencionar que
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identificaban la relacion pero no la podian expresar como una funcion matematica, por lo
que fue necesaria la intervencion del investigador y por medio de cuestionamientos
orientarles para que ellos pudieran identificar la necesidad de utilizar dicho operador dentro
de una diferencia matematica.

Con éstas evidencias se demuestra que se cumplen los objetivos planteados para esta
actividad, ya que los alumnos comprenden el significado de una diferencia matemaética,
ademas formulan y aplican los conceptos de Ax y Ay.

4.1.2 Actividad 2. Pendientes
Los objetivos didacticos que se plantean para esta actividad son los siguientes:

e  Formular el concepto de la pendiente.
e Llegar a la derivacion de la ecuacion de una linea recta.

. L Ax
o Formulary aplicar la expresion iy

Dentro de la actividad el inciso I-a relaciona la razén de cambio con una pendiente. Para
lograr lo anterior se presenta el siguiente caso:

“a) Un carro recorre 245 kilémetros con 18 litros de gasolina.”
“I) Si el mismo carro gasta 30 litros de gasolina, ;qué distancia viaj6?”

Para poder dar respuesta a este cuestionamiento es necesario utilizar una regla de tres, la
cual, es un concepto basico que se introduce desde los primeros afios de preparatoria y se
espera que el estudiante sea capaz de aplicar en este inciso. El inciso I-a-1, I-a-2 y 1-a-3
estan ligados con el objetivo de que el alumno identifique qué es una razén de cambio y su
significado. Puede ser que éste concepto sea ajeno al alumno en este momento, pero al
indicar las unidades que debe tener (kilometro/litro), se espera que puedan responder la
pregunta. Lo anterior simplifica la produccién de un valor y al analizarlo se puede deducir
su significado.

Los incisos I-a-4 y 1-a-5 tienen el objetivo de deducir la relacion entre una razon de cambio
y la pendiente, mediante los siguientes cuestionamientos:

“4) Utilizando el dato original, 18 litros para 245 kilometros y el dato del
problema 1, grafique dichos puntos y trace la recta. Formule una expresion
matematica para la pendiente.

“5) ¢ Qué relacion hay entre una razon de cambio y una pendiente?”
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Con respecto al cumplimiento del primer objetivo, los alumnos llegan al siguiente
razonamiento:

5) ¢Qué relacién hzy entre una razén de cambio y una pendient2?

la oy de umba ‘y\&d‘( lovwvey e s\:»%‘\\({((\‘l,(

Figura 8: Evidencia de relacion de pendiente y razon de cambio.

Observaciones

En la evidencia anterior, se puede observar que los estudiantes comprenden la relacion
entre una razén de cambio y la pendiente. Ellos afirman que las dos cosas se pueden
considerar como una misma, ya que ambas representan una diferencia. Al darse cuenta de
esta relacion se cumple el objetivo propuesto.

Para lograr el segundo objetivo, en los incisos I-b, I-c y I-d se analizan las funciones y sus
pendientes. Dentro de la actividad Ibarra (2015), hace una introduccion sobre lo que es una
funcion y qué representa.

“El modelo mateméatico mas sencillo para relacionar dos variables es la
ecuacion lineal y = mx + b. Esta ecuacion se llama lineal porque su gréafica
es una linea. Cuando x = 0, se obtiene:y =m(0) + b =b.

Por lo tanto, la linea cruza el eje y en 'y = b. En otras palabras, el intercepto y
es (0, b). La inclinacién o pendiente es m. La pendiente de una linea no
vertical es el nimero de unidades que la recta sube (o cae) verticalmente por
cada unidad de cambio horizontal de izquierda a derecha, como se observa
en la figura 1 y 2”
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Figura 1. Linea recta con pendiente positiva Figura 2. Linea recta con pendiente negativa

Como parte de este analisis es necesario dar respuesta al inciso I-b, el cual dice lo siguiente:

“b) Considere la ecuacion de la recta, y = 2x + 3. Identifique la variable
independiente y la variable dependiente. Elija por lo menos 5 valores
dependientes y haga una tabla con los valores independientes
correspondientes.”

Ibarra (2015), propone dos propdsitos para este inciso. El primero es observar que se puede
definir “y” (dependiente) y calcular “x” (independiente), y el segundo es ver qué recuerdan
de la explicacion de la actividad 1, en donde se explica qué es una variable dependiente e
independiente.

Posteriormente el inciso 1-d menciona:

“d) Considere los puntos (6, 9) y (0, 11). Sin hacer ningun célculo responda
¢la pendiente es positiva 0 negativa? Compruebe graficamente y después
analiticamente.”

Este inciso trata la pendiente en forma gréfica y analitica. Los incisos I-e y I-f se enfocan en
la generacion de la ecuacion de la pendiente; el inciso I-e en términos de n, mientras que el
I-f en términos de A.

Las siguientes figuras muestran la evidencia obtenida para la comprobacion del segundo
objetivo:

e) Utilizando los puntos generales, (X, y»). donde n es n-ésimo punto. Calcule la pendiente entre
el punto 1 (x1, y1) ¥ 2 (x2 y2).

'\\\ —— 7Y
xr_’ - ¥ ¢

Figura 9: Evidencia de la ecuacion de la pendiente en términos de n.
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f) Exprese la ecuacién de la pendiente para los puntos generales del inciso e utilizando el
concepto de A.

Ay
Ax

m =

Figura 10: Evidencia de la ecuacion de la pendiente en términos de A.

Para el tercer objetivo de esta actividad es necesaria la aplicacion de la ecuacién de la
pendiente en términos de n dentro del inciso ll-a, en el cual, Ibarra (2015) presenta el caso
de la dotacion por radiocarbono. Se presenta una tabla con 18 datos de la antigliedad del
material en miles de afios y la cantidad de C-14 presente.

El objetivo de la tabla, es calcular la pendiente en diferentes intervalos para obtener la
cantidad de C-14 a 7 afios y compararla con la cantidad real a 7 afios en el inciso Il-b. Para
lograr lo anterior, se parte de la ecuacién de la pendiente obtenida en el inciso I-e y dentro
de ésta hacer el despeje para y,, de tal manera que se obtenga la siguiente expresion:

V2—WM1

m=="—"—m(x; — %) =y, =y, Y2 =m(x; —x1) +

X — x1
Después de obtener la expresion anterior el alumno debe dar respuesta al inciso ll-a
mediante la siguiente indicacion:

“a) Complete la siguiente tabla considerando el rango de afios dado”

Al completar la tabla de manera correcta, el estudiante podra dar respuesta al inciso Il-b, y
asi llegar al tercer objetivo. Es muy importante que el alumno identifique que valores va a
utilizar para cada una de las variables ya que de eso dependera que se dé el razonamiento
esperado. El inciso 11-b hace el siguiente sefialamiento:

“b) Utilizando la pendiente y su intervalo respectivo, calcule la cantidad de
C-14 a 7 afios (7¢) y comparelo con la cantidad a 7 afios real (7r). En tanto
que el inciso c) de la Parte Il pide al alumno que por medio de un enfoque
analitico de respuesta a la siguiente indicacion: ;Qué observaciones tiene?
¢ Qué pendientes calculan mejor el valor de 7¢?”

Basandonos en la respuesta dada al inciso I1-b observamos que los alumnos llegan a la
ecuacion de y, =m(x, —x;) +y;, Yy la aplican de manera correcta obteniendo los
siguientes resultados:
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b) Observando la tabla anterior y con base en la ecuacidn del inciso e) parte I. Calcule la cantidad
de C-14 a 7 anos (7c) y compérelo con la cantidad a 7 anos real (7r). Utilizando la pendiente y su
intervalo respectivo.

Rango 7c ) 7c=7r |
6-14 L6 Ms 2643

6-12 _ A392Y B .163 |- 0 111770.203
6-10 | S:-Y6q 6. 4q — (O .ol G113

6-8 | 95274 g ¢on [-.-2%4 0.QUS |

Figura 11: Evidencia de aplicacion de la ecuacion y, = m(x, — x1) + y1

Como consecuencia de esta respuesta los estudiantes llegan a la observacion siguiente:

C) ;Qué observaciones tiene? ;qué pendientes calculan mejor el valor de 7¢?

) ng\ﬂ{i(v\\‘z qvc }104{ PUV\"G) may Cemonss (i,
(JCl OtYC) (\\ \{) ) s C\ Toll%) < Wwog MUU"-YO
Magy (R Sarth -

Figura 12: Evidencia del andlisis de pendiente.

Para dar respuesta a los incisos Il-b y Il-c, cuyas evidencias se muestran en las figuras 11y
12 respectivamente, se hace el siguiente analisis:

Cabe sefialar que los estudiantes empezaron a trabajar utilizando la ecuacion de la linea
recta y = mx + b para calcular el valor de C-14 a 7 afios, mientras hacian el llenado de la
tabla del inciso Il-b; al observar esto, el investigador interviene para saber por qué
utilizaban dicha expresion.

Investigador: Disculpen muchachos, ¢;me podrian explicar qué es lo que estan haciendo en
ese paso?

Integrante 1: ; Aqui? (Sefialando la tabla del inciso II-b).
Investigador: Si, en el llenado de esa tabla.
Integrante 1: ; Aqui? (Sefialando los valores que ya tenian calculados para 7¢)

Investigador: Si, primero explicame esa parte y después me explicas qué expresion
utilizaste para calcular esos valores.

Integrante 1: jAh!, Es que nos dice que observando la tabla anterior y con base en la
ecuacion del inciso e), que es la de calcular la pendiente (sefiala ecuacion de
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la pendiente del inciso I-e: m = % ), dice que calcule la cantidad de C-14
para siete afios, entonces con la de y = mx + b despejamos b, y b nos da que
es 10.839 y utilizando la pendiente de este rango (sefiala de 6 a 14) es 0.5735
y con esa pendiente estamos calculando a siete afios la cantidad de carbono
que es esta (sefiala valores para 7c en la tabla del inciso I1-c) y después
tenemos que restar la cantidad de carbono que nos dio menos la cantidad de
carbono de siete afios real de aqui (sefiala valores de la tabla dada), y ya nos

sale este resultado (sefiala valores calculados en el inciso Il-b para 7c-7r).

Investigador: ¢No se te hace méas facil en lugar de sustituir la expresion de la rectay =

mx + b, utilizar la expresion que tienes aqui tal cual? (Sefiala ecuacion de la

pendiente m = % que deducen en el inciso I-e).

27X1
Integrante 1: Pero es para b ;no?
Investigador: ¢ Qué es lo que te pide que calcules?
Integrante 1: “y”
Investigador: Correcto. ¢Y ahi utilizas b? (sefialando ecuacién de la pendiente).
Integrante 1: No, pero esto es nada mas la pendiente.

Investigador: Si, vas a utilizar la pendiente y los valores de carbono, también los afios y vas
a calcular la cantidad de carbono. Entonces, ¢Qué valores tienes que puedas
sustituir en la formula? ;Qué es lo que te falta?

Integrante 1: Si sustituyo los valores seria catorce, después seis.
Investigador: ¢Por qué seis?

Integrante 1: Para la y, serfa y, — y;, (rectifica) seria més bien 2.81- 7.40 (sefialando y, y
y1 respectivamente).

Investigador: Si, esos datos son para calcular la cantidad de C-14 a siete afios.

Integrante 1. De eso me sale la pendiente que es igual a -0.5735 y despues eso lo voy a
multiplicar por siete para ver cuantos afios me da, pero ocupo saber el valor de
b.

Investigador: No lo ocupas, ocupas solo estos valores (sefialando la ecuacion de la
pendiente)
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Integrante 1: ¢ Esto sirve para la pura pendiente, no?, aqui me esta indicando que calcule el
valor de una “y”.

Investigador: Si, y te estd dando el valor de la pendiente, porque te estd diciendo que
utilices el valor de la pendiente correspondiente a cada intervalo de afos.

Integrante 1: jAh! Entonces solo se despejaria y,, pero es que se me hace més facil asi
(sefiala y = mx + b). Asi me confundo menos.

Investigador: Intenta hacer el despeje.

Integrante 1: Tengo que despejar la y, (se dice a si mismo, mientras hace el despeje).
Investigador: Si, primero haz el despeje y después sustituye los valores.

Integrante 1: (Del despeje llega a la expresion y, = m(x, — x1) + y4).

Investigador: ¢Esa expresion que tienes, es similar a la que estabas utilizando
anteriormente?

Integrante 1: Si, porque tengo “m” multiplicado por algo y le estoy sumando algo.

Investigador: Entonces ahora con los valores que tienes haz la sustitucion y compara los
resultados.

Integrante 1: (Hace las operaciones correspondiente y llena la tabla del inciso Il-b,
Ilegando a la evidencia de la figura 10).

Investigador: Comparando los resultados que obtuviste con cada una de las formulas ¢Qué
observas?

Integrante 1: Estaban mal los resultados que obtuve con la ecuacién de la recta, porque
utilizaba valores constantes mientras que en la ecuacién de la pendiente
ningdn valor es constante porque es un rango y una pendiente diferente para
cada calculo que hago, o sea no puedo utilizar ningln valor constante.

Investigador: Entonces ahora si con los valores que tienes has la sustitucion y llena tu tabla.

Después de terminar con el llenado de la tabla, los alumnos proceden a analizar los
resultados obtenidos para dar respuesta al inciso ¢) mediante el siguiente dialogo:

Integrante 2: ;Qué pendientes calculan mejor el valor de 7¢? (Lee la indicacion del inciso

C)).

Integrante 1: Las pendientes de los puntos mas cercanos, por ejemplo, el seis y el ocho son
puntos mas cercanos y te calculan mejor el valor de 7c. Es que como la gréfica
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es logaritmica, 0 sea es una curva, te va a calcular mejor de seis a ocho que de
seis a catorce por la curva porque es una linea recta. Si pones una linea entre
cada punto, si lo pones de seis a ocho estan mas cercanos estos dos a la linea
que seis y catorce, y si pones una linea recta entre cada uno (sefialando los
pares de seis y ocho, seis y catorce), estos dos (sefiala seis y ocho) siempre
van a estar mas cerca de la curva y este con este no (sefiala seis y catorce) por
eso te calculan mejor los puntos que estén méas cercanos uno al otro.

Integrante 2: ¢ Entonces te calculan mejor los puntos que estén mas cercanos?

Integrante 1: Si, porque el rango de seis a ocho calculdé mejor la pendiente el valor de “y”
que cualquier otra pendiente mas lejana.

Integrante 3: Mientras el rango sea méas chico mas preciso va a ser.

Observaciones

En la resolucion de estos incisos es evidente que los alumnos presentaron confusion
respecto a qué ecuacion utilizar, porque ellos querian calcular los valores de y, por medio
de la ecuacion de la recta de ordenada pendiente (y = mx + b), basdndose en su intuicion.
Ellos aseguraban que era el método mas facil, porque Unicamente cambiarian el valor de la
pendiente mientras b y x eran constantes. Al observar ésta confusion, fue necesaria la
intervencion del investigador para que por medio de cuestionamientos llegaran al
razonamiento correcto y entendieran la aplicacién de la ecuacion de la pendiente que ellos
mismos dedujeron anteriormente.

Con las evidencias anteriores se muestra que gracias a la intervencion oportuna del
investigador, los estudiantes logran entender el significado y aplicacion de la ecuacion de la
pendiente, con lo cual se concluye que se cumplen los objetivos planteados para esta
actividad.

Dentro de la parte Il de esta actividad también se incluye una parte con CAS, con el
objetivo de ver otra forma de realizar un analisis de datos y comprobarlo mediante un ajuste
en términos del factor de correlacién (R?). Para esta parte Ibarra (2015), introduce lo
siguiente:

“Dentro del sistema CAS, se pueden graficar datos. Utilizando la hoja de
calculo ingrese los datos experimentales del problema anterior dentro de
esta seccion. Para elegir la hoja de calculo seleccione Home, y después
Hoja de Calculo. En la celda que tiene la letra A (celda superior) ingrese
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los afios y llame dicha columna “yrs” y en la celda que contiene la letra B
ingrese los datos de C-14 y llame dicha columna “C14”. Dentro de Home,
elija Datos y Estadisticas y presione Enter. Utilizando el Navegador,
mueva la flecha hacia abajo y elija que la variable x sea “yrs”. Después,
mueva la flecha hacia la izquierda y elija que la variable y sea “C14”. Ahora
deben aparecer los datos graficados.

Se puede hacer un ajuste de datos para los datos graficados. Dentro de la
grafica, presione Menud, 4: Analizar, 6: Regresion. Dentro de estas
opciones existen varios ajuste disponibles.”

En el inciso I1-g se pide al alumno hacer un ajuste lineal y después un exponencial con base
en los datos del inciso 1l-a, de tal manera que pueda hacer un analisis comparativo y asi
pueda determinar cual se ajusta mejor.

En la figura 13 se observa lo que aparece dentro de CAS al hacer ambos ajustes.
. 1.2 i *Unsaved < o] <

s 10

¢

Figura 13: Evidencia de ajuste lineal y exponencial dentro de CAS

Como se muestra en la figura, se ajusta mejor la funcién exponencial. Para comprobar lo
anterior el alumno responde el inciso I1-g, obteniendo lo siguiente:

g) Haga un ajuste de datos utilizando Lineal (mx +b). ;Qué sucede? Repita el ajuste utilizando
exponencial. ;Cudl se ajusta mejor?

Se 10w W Imeo (On J0S A0St wods

Se 1o Mol Lan o exponenuial

Figura 14: Evidencia del analisis comparativo entre ajuste lineal y exponencial
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Observaciones

De acuerdo a Duval (1995), es necesario que el estudiante viaje a través de registros de
representacion semidtica para poder exteriorizar sus representaciones mentales, con lo cual
dentro de esta actividad queda demostrado que los estudiantes han pasado de un registro a
otro utilizando las representaciones graficas generadas en un sistema CAS.

4.1.3 Actividad 3. Pendientes como Funcién

En esta actividad se tienen los siguientes objetivos didacticos:

fle+Ax)—f(x)
Ax '
o Identificar el significado de la variable h.

e Desarrollar la expresion

. +A%)—
Para lograr que el alumno desarrolle la expresion W

, se introduce la forma
convencional de la pendiente en la parte simbolica (parte I) de esta actividad. El inciso I-a,
pide comparar la ecuacion de la pendiente m = 2221 con la representacién simbdlica de la

X2—Xq

pendiente de la actividad anterior y observar las diferencias. El inciso I-b dice lo siguiente:

f(x10)—f(x9)

X10—X9

“b) Escriba la pendiente introduciendo la variable n.”
Lo anterior es para introducir la variable n a la forma convencional. Es importante tomar
en cuenta qué valores tendra n para dar respuesta al inciso I-c que dice:

“c) Para la pendiente W ¢qué valor le dariaa n?”
1548
Finalmente, falta introducir el concepto de Ax a la forma convencional, lo cual se lleva a

cabo en el inciso I-d, mediante la siguiente indicacion:

“d) Si Ax = x,,41 — X5, ¢ queé es igual Xn+1? Exprese la pendiente del inciso
b, utilizando los términos Ax y x,,.”

Es necesario que en este inciso el alumno tenga comprendido el concepto de pendiente y asi
pueda representarlo como una funcion; en la figura 15, se observa el razonamiento que
hacen los estudiantes.
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d) SilAx = x,,4 — X, ;a qué es igual x,.? Exprese la pendiente del inciso b, utilizando los
términos Ax y x,,.

AV FX e (=K =2 ¥nptl F i 'O\’*Xv\n\ =¥

A

T = 10 Sl

\ —=

N Sw No = FDyx v Xa) - ()

(\tn l'/\y\— \{1/\ Oy

Figura 15: Evidencia de la pendiente como funcion.

Para llegar a la evidencia presentada en la figura 15, los alumnos hacen el siguiente
analisis:

Integrante 1: Aqui no le entendemos, porque dice que la pendiente también se puede

escribir como 13_” 0 L27Y3 o Y470 o InTIm gonde m y n son subindices. Si

37X2 X4—X3 X4—X1 Xn=Xm
Yo =f(x,) y n = 10, se puede escribir como y;, = f(x;0). Escriba la
£ (x10)=f(%9)

X10~X9

pendiente introduciendo la variable n. ;entonces, aqui seria myg y

m g?

Investigador: Si te dice que la variable n va a ser igual a 10, tienes que f(x;9) — f(xg), Si
lo que va s a introducir es una variable, ¢a cuél variable le darias algin valor?,
¢0 qué valor le darias a esa variable?, de esos que tienes en esa formula.

Integrante 1: El diez (10).

Investigador: ¢Entonces nueve a qué seria igual?

Integrante 1: Am

Investigador: Puede ser, ¢pero si te lo pide en términos de n?
Integrante 1: A “n” menos 1.

Investigador: Entonces como quedaria la formula, si le das el valor de 10 a n, cémo
guedaria 9, si n es igual a 10 como quedaria 9?

Integrante 1: “n”” menos 1.

Investigador: Entonces ¢como lo expresarias en la formula?
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Integrante 1: Serfa L= n-1)
Xn—Xn—-1
. . . Flx1s)—f(xg) . . .
Integrante 2: (Lee la pregunta del inciso I-c) Para la pendiente ————, ;qué valor le

X15—Xg
darfa an?

fGn)—f (Xn—7)

Xn—Xn-7

Integrante 1: Entonces aqui para la pendiente seria n=15y

Integrante 2: (Lee la pregunta del inciso I-d) Si Ax = x,,,1 — X, ¢@ qué es igual Xp+1?
Exprese la pendiente del inciso b, utilizando los términos Ax y x,,.

Integrante 1: Seria igual a uno ¢no? Si Ax = x,,,1; — X5, €S UNo porque le estaria restando -
n an+1.

Investigador: Si te estd dando la igualdad de Ax = x,,.; — x,,, ¢a qué es igual ¢x,.1?
Integrante 1: Yo diria que a uno porque a n+1 le estas restando uno.

Investigador: Si tienes una correspondencia, qué es lo que te estd dando, ¢Qué harias ti
para obtener el valor de x,,,, partiendo de la formula?

Integrante 1: Le daria valores a la n.
Investigador: ¢Y eso para qué?

Integrante 1: Por ejemplo si la n vale nueve mas uno, entonces x;o menos Xg, que seria diez
menos nueve igual a x;.

Investigador: Si, pero no sabes a qué es igual x, o sea estos solo son subindices, los cuales
solo te sirven para que los ubiques en la recta, pero no sabes a cuanto es igual
X, ya que es una variable. Entonces como harias tu para encontrar el valor de
esta, si tienes una correspondencia nada mas.

Integrante 1: Se hace un despeje.
Investigador: ¢ Qué despejarias?
Integrante 2: Hay que despejar x,,,1.

Después de concluir el despeje los alumnos hacen la sustitucion en la ecuacion de la
pendiente, de tal manera que les quedo en términos de Ax y de x,,. Obteniendo la evidencia
de la figura 15.
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Observaciones

Partiendo del didlogo anterior y de las respuestas dadas por los alumnos a los diferentes
incisos, como se menciond anteriormente, era necesario que los estudiantes contestaran de
manera correcta los incisos I-b y I-c para poder hacer el andlisis correspondiente y dar
respuesta a la indicacion del inciso I-d.

Es evidente que los estudiantes mostraron un poco de confusién con respecto a la
indicacion del inciso I-d, debido a que no podian comprender a qué era igual x,,q
partiendo de la correspondencia Ax = x,,.; — X5, por lo cual fue necesaria la intervencion
del investigador, de manera que para orientarlos les planted cuestionamientos que
permitieron al alumno ir construyendo un razonamiento correcto con fundamento en sus
propias deducciones y asi lograr el objetivo propuesto.

Para alcanzar el segundo objetivo, es indispensable que el alumno identifique la forma

(x+Ax)—f(x)

introducida para la pendiente, la cual se encuentra en el inciso Il-a (f o ), ya que es

la ecuacidn gue se manejara en el resto de las actividades.

Para la introduccion del concepto h, Ibarra (2015) introduce la siguiente figura:

:-.i-m,“/-/ '

/ ‘

.

Figura 16: Introduccion del concepto h.

Con base en el razonamiento que haga el estudiante sobre el significado de h de acuerdo a
la grafica, podra dar respuesta al inciso 11-b que plantea lo siguiente:

“b) Observando la figura 1, ;qué representa y a qué es igual h?”

La importancia de esta pregunta radica en que de ella dependerd dar respuesta al
cuestionamiento que se presenta en el inciso Il-c, el cual pide que se introduzca la variable
h en la ecuacion de la pendiente, obteniendo dos formas de expresar la pendiente,
utilizando Ax o h. La indicacidn que hace el inciso I1-c es la siguiente:
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“c) Utilizando h, ¢cdmo queda la expresion de la pendiente?”

La respuesta dada por los estudiantes respecto al inciso 11-b es la siguiente:

b) Observando la figura 1, ;qué representa y a qué es igual h?

W cepesenia @\ Ax

Figura 17: Significado de la variable h.

Siguiendo el razonamiento de la variable h, los alumnos llegan al inciso Il-c con la
siguiente respuesta:

¢) De la expresién dada en el inciso a). Sustituyendo Ax por h, ;cémo queda la expresién de la
pendiente?

£ x4 Xa-x0) - fex) LOodh)- € (x)

= X \ R

Figura 18: Evidencia de aplicacién de la variable h.
Para dar respuesta a estos incisos, a continuacion se presenta el dialogo generado entre los
estudiantes:
Integrante 1: Tu h representa la Ax, el cambio de x entre x (Observando la figura 16).
Integrante 2: Entonces h es nuestra Ax.

Integrante 1: (Lee la indicacion del inciso 11-c) (De la expresion dada en el inciso a).
Sustituyendo Ax por h, ;cédmo queda la expresién de la pendiente?

Los estudiantes llegan a la evidencia de la figura 18 sustituyendo correctamente h en la
ecuacion de la pendiente.

Observaciones

Con respecto a las evidencias generadas y al didlogo presentado se puede observar que los
alumnos han logrado un avance significativo, ya que con ver unicamente la grafica ellos
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afirman que h representa la diferencia que hay entre X y X», y que esta diferencia es igual a
Ax, con este razonamiento concluimos que logran comprender la relacion entre Ax y h. Por
consecuente, al comprender el significado de h los alumnos logran introducir esta variable
en la ecuacion de la pendiente, logrando asi el objetivo propuesto.

Tomando en cuenta el andlisis que se hizo para llegar a ambos objetivos, se concluye que
los estudiantes razonan y comprenden el significado de la pendiente asi como su aplicacion
al llegar a conceptualizarla como Funcion.

Es importante que el estudiante comprenda qué significado tiene la variacion de Ax o h
dentro de la funcion de la pendiente obtenida en el inciso 1l-c, para lo cual en la actividad el
inciso II-f pide representar la funcion obtenida en el inciso ll-e en un punto especifico,
obteniendo la ecuacion mostrada en la figura 19.

f) Si el primer punto es (1, 3), exprese la ecuacién del inciso anterior con estos punto. ;Qué
observa de esta ecuacion?

_Ei}% v((3) + 2 - F (3% + 213)

g R 2 (
AN - 2008y - (W ,«\?m
W

Figura 19: Representacién de la pendiente como funcion.

Es importante mencionar que la expresion anterior también puede estar en términos de Ax.
Esta expresion es el punto de partida para la introduccion del limite, pero antes se debe ver
qué significado tiene la variacion de Ax o h. En la seccién con CAS (parte I11) se observa
dicha variacion utilizando la hoja de céalculo. Se introducen diferentes valores (0.1, 0.01,
0.001, 0, -0.001, -0.01, -0.1) mientras que en la otra columna se introduce la expresion del
inciso II-f. Los incisos I11-b, 111-c, I11-d y Il1-e se enfocan en las observaciones de la hoja de
calculo. La parte de reflexion sobre lo anterior se presenta en los incisos IlI-f, 11l-g y IlI-h
de la siguiente forma:

“f) Cuando Ax 0 h tiende a cero, ;a qué tiende la pendiente?”’

“g) Considere la observacion del inciso anterior, ¢es igual al valor cuando Ax o h =0?”

“h) (Qué puede concluir de las observaciones de los incisos fy g?”
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Para los incisos anteriores los alumnos obtienen las siguientes respuestas:

f) Cuando Ax o h tiende a cero, ;a qué tiende la pendiente?

CL)U‘-AO Feade o Cevo P P‘Vd\cwk, Mewde o Y g
(G\(\o \72(“""“" v lado devedho

Figura 20: Evidencia del andlisis de la variacion de Ax cuando tiende a 0.

g) Considere la observacién del inciso anterior, ;es igual al valor cuando Ax o h = 0?

no poraL Cumclo "\ 8 avo &5 wclc‘kvmmc\clo porqe

¢\ e dempmnadoy  de O

Figura 21: Evidencia del andlisis de la variacion de Ax cuando es igual a 0.

Observaciones

El propésito de estos incisos es que el alumno pueda generar una de las ideas
fundamentales del limite, como se observa en las figuras 20 y 21 los estudiantes logran lo
propuesto con la medicion de las herramientas de la calculadora Ti-Nspire CX CAS.

Cuando los alumnos comprenden y aplican el concepto de Ax queda demostrada la teoria
de Duval (1995), al pasar de un registro a otro. Por otra parte como menciona Vygotsky
(1986), el nivel de abstraccion de los estudiantes para esta actividad se debe a la mediacion
de instrumentos, ya que desempefia una funcion importante al brindar a los alumnos un
estimulo para obtener una respuesta.

4.1.4 Actividad 4. Limites
Los objetivos didacticos de ésta actividad son:

¢ Relacion de la velocidad promedio con la velocidad instantanea.
e Entender el concepto de Limite matematico.
e Comprobar graficamente y analiticamente el limite.
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Con la finalidad de facilitar el entendimiento del concepto de limite matemaético Ibarra
(2015), hace la introduccion de cambios promedios e instantaneos. Por lo que para el inciso
I-ay I-b se plantea lo siguiente:

“Suponga que quiere calcular la velocidad promedio al viajar en una carretera
recta. Si pasa el kilometro 100 a las 12:00 y el kilometro 140 a las 12:30:”

Para lograr el primer objetivo, se requiere que el alumno tenga claro el significado de la
ecuacion de la pendiente para relacionarlo con la velocidad promedio y posteriormente con
la velocidad instantanea. Es por ello que el proposito de los incisos I-a y I-b es formular la
ecuacion de la velocidad promedio mediante las siguientes indicaciones:

“a) Escriba la operacion que realiza para obtener la cantidad que se viajo y
para saber en cuanto tiempo se viajo”

“b) Utilizando las expresiones del inciso anterior, escriba la operacion para
calcular la velocidad promedio.”

Finalmente el inciso I-d identifica la relacion que existe entre la velocidad promedio y la
pendiente. Al dar respuesta a este inciso los estudiantes llegan a la evidencia que se muestra
en la figura 22:

d) Relacicne la velocidad promedio con la ecuacién de la pendiente. ;Qué observa?

10 perdign ¢ 3 pucde Yomar oo ouclocidod pomeci o

BETERL lo yorueble x = Liempo
™o

X7~ ¥,

lovesoble y 7 dislone’s

Figura 22: Evidencia de la relacion entre velocidad promedio y Pendiente.

Al obtener la evidencia anterior, los estudiantes generan el siguiente analisis:

Integrante 1: (Lee la indicacion del inciso I-d) Relacione la velocidad promedio con la
ecuacion de la pendiente. ¢ Qué observa?

Integrante 2: Es la misma, nada mas que la variable “y” representa la distancia y la “x”
representa el tiempo. Pero es la misma ecuacion.

En el siguiente bloque de preguntas se establece lo que significa una velocidad instantanea
y como se calcula. Para introducir el tema se explica con el texto:
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“Por otra parte, aun que la velocidad promedio es una cantidad fija, es casi
seguro que la velocidad instantanea (la velocidad indicada por el velocimetro),
varia de un momento a otro.”

El calculo de la velocidad instantanea, requiere de diferencias de tiempo muy pequefias. Por
lo tanto, Ibarra (2015) introduce en la Parte | después del incido I-d, una situacion en donde
la posicién (una piedra) se pueda calcular con una funcién, la cual se presenta de la
siguiente forma:

“Se lanza verticalmente una piedra del piso a una velocidad de 96 ft/s.
Despreciando la resistencia del aire, la posicion de la piedra después de t
segundos esta dada por la funcién:

s(t) = —16t? + 96t

La posicion s es medida en pies, con s = 0 corresponde al piso mientras que t
representa el tiempo en segundos.”

En el inciso I-h, se le solicita al alumno que escriba la ecuacion de la velocidad promedio
de acuerdo a lo descrito anteriormente, por medio de la siguiente indicacion:

“h) Si nos interesa calcular la velocidad instantanea a to = 1, se calcula la
velocidad promedio sobre el intervalo [1, t]. Escriba la ecuacion de la
velocidad promedio.”

Para dar respuesta al inciso I-h, los estudiantes llegan a la evidencia que se muestra en la
figura 23:

h) Si nos interesa calcular la velocidad instantdnea a t) = 1, se calcula la velocidad promedio
sobre el intervalo [1, t]. Escriba la ecuacién de la velocidad promedio.
¢ A 4 ) \
SPPWILg . & ) - s o Hleet 146 £) -\ -\6( \) Lioa6(y ))
4 -\ I e e SR e
% : ,
= (et rage )+ o=+ 90 = et 1Ak - 30
€ -4 { A

Figura 23: Evidencia de velocidad promedio.

Al resolver el inciso I-h los alumnos tuvieron el siguiente dialogo:

Integrante 1: (Lee el inciso I-h) Si nos interesa calcular la velocidad instantanea a ty = 1, se
calcula la velocidad promedio sobre el intervalo [1, t]. Escriba la ecuacion de
la velocidad promedio.
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s(t)—s(1)

Integrante 2: La velocidad instantanea en ese punto (tp = 1) es igual a Vm —

Investigador: A ver muchachos, alli como se veria esa ecuacion (sefialando ecuacion de
Vm) si utilizan la expresion del desplazamiento en términos de ty to,

Integrante 1: ;El desplazamiento es la que nos esta dando aca? (sefiala la ecuacion para la
posicion de la piedra S(t) = —16t% + 96t).

Investigador: Efectivamente, ahora ¢como se veria la velocidad promedio utilizando la
expresion del desplazamiento cuando to = 1?

Integrante 1: Entonces seria poner toda la expresion.
Investigador: ;Como quedaria la ecuacion si utilizas toda la expresion como tu dices?
Integrante 1: (Escribe la ecuacion expresada en la figura 23).

Habiendo contestado el inciso I-h y siguiendo el primer objetivo, es necesario que los
alumnos den respuesta al inciso I-i, el cual establece la relacion entre la velocidad promedio
y la velocidad instantanea. Ibarra (2015), expresa dicha relacion dentro de la actividad
como:

“La velocidad instantanea en el punto t = t; se determina al calcular la
velocidad promedio sobre el intervalo [to, t;]. Cuando t; se acerca a to, la
velocidad promedio tipicamente se acera a un ndmero unico, el cual es la
velocidad instantanea. Lo anterior significa, que es un instante en donde el
intervalo es muy pequefio. Este nimero se conoce como un limite, lo cual se
puede expresar matematicamente como:

— . EE)
Vinstantanea = hmt—>t0 vpromedio

Asi mismo, el inciso I-i cumple con el segundo objetivo, ya que es necesario expresar el
limite para un caso en particular, es decir, la velocidad instantdnea de la piedra en un
tiempo especifico. Dicho inciso indica lo siguiente:

“i) Sustituya la velocidad promedio en del inciso h de la expresion de la
velocidad instantanea. En donde to = 1.”

Dando respuesta a este inciso, los alumnos generan la evidencia siguiente:
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i) Sustituya la velocidad promedio en del inciso h de la expresién de la velocidad instantdnea. En
donde to = 1.

( - 16 G & gcy - w0

V ,-1'-‘,1\“\6
’ t»d s

Figura 24: Evidencia de la relacion entre velocidad promedio y velocidad
instantanea, asi como concepto de limite matematico.

Observaciones

Las evidencias obtenidas anteriormente, nos demuestran que los alumnos entienden la
ecuacion de la pendiente ya que logran relacionarla con la ecuacion de la velocidad
promedio. Al comprender dicha relacién, el inciso I-h requiere del empleo de la ecuacion
de la velocidad promedio con la ecuacion dada en la actividad para la posicion de la piedra.
Para poder dar respuesta a este inciso los alumnos deben entender la aplicacion de la
ecuacion de la velocidad promedio, pero no les queda claro que la expresion que deben
utilizar es la ecuacion de la posicion de la piedra para los tiempos (1o, t) cuando t, = 1, por
lo cual, fue necesaria la intervencion del investigador para que por medio de
cuestionamientos los estudiantes razonaran sobre la ecuacién que estaban empleando, y si
cumplia con lo que se les indicaba en el inciso I-h. En su intervencién, el investigador les
sugiere utilizar la ecuacion del desplazamiento tal cual esta plasmada en la actividad, ya
que ellos solo la expresaban como s(t) y s (1), pero no la ponian en forma desarrollada y era
necesario la expresion completa para poder seguir al inciso I-i.

Cuando los estudiantes llegan al inciso I-i observan la importancia de hacer el desarrollo de
la ecuacidn de la velocidad promedio en términos de la posicion de la piedra, para asi poder
relacionarla con la ecuacion de la velocidad instantanea; obteniendo la ecuacion mostrada
en la figura 24.

De acuerdo con lo anterior se puede concluir que los alumnos hacen un razonamiento
correcto acerca de la relacion entre la velocidad promedio y la velocidad instantanea. Se
concluye que los estudiantes no muestran confusion al dar respuesta al inciso I-h,
unicamente no estaban poniendo atencion en la indicacion, porque no utilizaban la ecuacion
del desplazamiento desarrollada. Al llegar al inciso I-i los estudiantes contestan
rapidamente sin necesidad de la intervencién del investigador, ya que del inciso anterior
logran comprender la importancia del uso de la expresion del desplazamiento en la
velocidad promedio. Como contestan correctamente los incisos antes mencionados, se
cumplen los dos primeros objetivos para esta actividad.
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Siguiendo el desarrollo de la actividad 4, el tercer objetivo plantea que es necesario que el
alumno deduzca y comprenda el significado del concepto de Limite a través de un analisis

gréfico y otro analitico, utilizando las herramientas de la calculadora y las gréficas
generadas en ella.

En la parte 11 de la actividad, Ibarra (2015) introduce una explicacion acerca del concepto
informal del limite de acuerdo al siguiente texto:

“El limite lim,,_,, f(x) = L se refiere a un limite de dos-lados, porque f(x) se acerca a L
cuando x se acerca a valores de x menores de a y también para valores de x mayores de
a. Para algunas funciones, es conveniente analizar limites de un lado denominados
limites de mano izquierda y de mano derecha. La definicion se puede resumir como:

i. Limite de mano derecha: Suponga que f estd definida para todos los valores de x
cercanos a a y x > a. Si f(x) es arbitrariamente cercana a L para todos los valores
suficientemente cercanos a a con x > a, se escribe: lim,_,,+ f(x) = L.

Y se dice que el limite de f(x) cuando x se acerca a a por la derecha es igual a L.

ii. Limite de mano izquierda: Suponga que f estd definida para todos los valores de x
cercanos a a y x < a. Si f(x) es arbitrariamente cercana a L para todos valores
suficientemente cercanos a a con x < a, se escribe: lim,_,,- f(x) = L.

Y se dice que el limite de f(x) cuando x se acerca a a por la izquierda es igual a L.”

Para comprender la explicacion anterior, es necesario que los estudiantes den respuesta al
I1-a con la siguiente indicacion:

“a) Considere las siguientes graficas y relacione la grafica con el limite que le
corresponde: 1. i) lim,,, f(x) =L, 2. i) lim,_ ,+ f(x) =L, 3. iii)
limyq- f(x) =L

El andlisis grafico y analitico que los alumnos deben llevar a cabo para entender el limite,
comprende de los incisos Il-b, Il-c, 1I-h y 1l-j, donde los alumnos deben de utilizar la
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grafica dentro de CAS y el comando de “trazar”. Para poder dar respuesta a estos incisos se

yf( ) = U El inciso 1lI-b pide trazar la funcion

trabaja con las funciones f(x) =

x3—
@) = 5=
se ve ninguna anomalia dentro de ella, por lo que en el inciso Il-c se hace uso del comando

“trazar”, y asi poder observar lo que pasa cuando x=2 por medio del cuestionamiento
siguiente:

4(x 2)

8 . . , . .
2 para analizarla y deducir qué valores de x no puede tomar. A simple vista no

“ ¢) Compruebe utilizando el comando de trazado. (Dentro de la grafica,
presione Menu, 5: Trazado, 1: Trazado de gréfico y elija el nimero y
presione Enter). ¢Qué sucede?”

Por otro lado, el inciso Il-h plantea la representacion grafica de los siguientes casos:

x3-8

, i) limx_)2+ prom y iii) lim,_,, —— pYomy

I 1i x3-8
D limyp- 77—

Mientras que el inciso I1-j pide graficar los diferentes casos para la funcion f(x) = ';C—|
mediante lo siguiente:

“j) Represente graficamente: i) lim,,_,o- l 1) lim, o+ li , i) hmx_,o 1=

Posterior al andlisis de los incisos Il-c, II-h y I1-j, los alumnos deben dar respuesta a los

incisos 11-1 y 11-m, donde se evaltan los limites lim,_,, —— respectivamente,

prom y hmx_,o

utilizando los valores y graficas generadas para posterlormente responder el inciso 1l-n el
cual plantea lo siguiente:

“n) ¢Qué relacion existe entre el limite, limite de la derecha y limite de la
izquierda?”

Haciendo un razonamiento correcto de todos los incisos, finalmente el alumno llegara a la
conceptualizacién del limite.

Dando respuesta a los incisos anteriores, los alumnos deducen lo siguiente:
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a) Considere las siguientes graficas y relacione la grafica con el limite que le corresponde:
i) limy., f(x) =L, i) lim,_ g+ f(x) = L, i) limy .- f(x) = L
1 f

J
x

L : I

h o \ o
Se pueden graficar funciones dentro del sistema CAS. Presione el botén Home, B Grafico, Menu,
3: Tipo de grafico, 1: Funcion. De esta manera se puede definir una funcién.

Figura 25: Evidencia de representacion grafica del Limite.

Con respecto al inciso ll-c, se tiene la siguiente evidencia:

¢) Compruebe utilizando el comando de trazado. (Dentro de la grafica, presione Mend, 5:
Trazado, 1: Trazado de grafico y elija el nimero y presione Enter). ;Qué sucede?

Aoo\recf v a X YD‘ (ﬁbf_’(u"‘ oy e uu\g‘ Q)e |v\clz‘4(’r M\—na,d__g,

Figura 26: Evidencia del anélisis de la herramienta de CAS

Para dar respuesta al inciso II-h y I1-j los alumnos llegan a las siguientes respuestas:

h) Represente graficamente los casos i, ii, y iii.

Figura 27: Evidencia del andlisis grafico de Limite continto.
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; . - LT B  asw Jx]
j) Represente graficamente: 1]]1m,_,0-—z-, n)hm,_,o+—x-, m)lnmx_.oT.

Figura 28: Evidencia del analisis grafico de Limite discontinuo.

Para dar respuesta al inciso I1-n, es necesario que los alumnos hagan un analisis grafico y
otro analitico de los incisos Il-c, 1I-h y 1I-j; ya que a través de ellos el alumno podré llegar
al concepto de limite y responder la siguiente interrogante: ;Qué relacion existe entre el
limite, limite de la derecha y limite de la izquierda?

La respuesta correcta que dan los alumnos se presenta a continuacion:

n) ;Qué relacién existe entre el limite, limite de la derecha y limite de la izquierda?

Qe faxe aqu ambos MAan ser un \Mwite dbe dender
Al WS MMe NoMIX G o \ew | tC\U\.Q\C\Q v o (e dieche

Fiaura 29: Evidencia de la concentualizacion de Limite.

Para llegar a la evidencia anterior los alumnos hacen el siguiente analisis:

Integrante 2: (Lee la pregunta del inciso I1-n). ¢ Qué relacion existe entre el limite, limite de
la derecha y limite de la izquierda?

Integrante 1: Que cuando es limite llegan a un mismo punto.
Integrante 2: O sea a un punto especifico.

Integrante 1: Y el limite derecho seria como en este caso ¢no? (Sefialando la gréafica del
inciso 11-j para los valores del limite por la derecha).

Paulina Calder6n Vargas Pagina 71




Conceptualizacion del Limite a través de la Aplicacién de Actividades con la Calculadora Ti-
Nspire CX CAS

Investigador: Observen las gréaficas de los incisos I1-h y II-j y diganme qué comportamiento
hay en cada una de ellas.

Integrante 1: Que en este (sefiala gréaficas del inciso 11-h)) se llega a un mismo punto por
los dos lados, y aqui (sefiala graficas del inciso Il-j) se llega a un valor
paralelo en diferentes direcciones.

Investigador: Observen detalladamente sus graficas, ¢Qué pasa en las graficas del inciso I1-
h?

Integrante 1: No llegan a converger como tal pero si tienden a un mismo valor.
Investigador: Ahora en la grafica del inciso Il-j, ¢qué pasa?
Integrante 1: No llegan al mismo valor.

Investigador: Entonces ¢Cudl es la relacion entre el limite por la derecha y el limite por la
izquierda?

Integrante 1: Que el limite como tal tiene que llegar a un mismo valor tanto por la izquierda
como por la derecha para que pueda existir, y si no llega no va a ser un limite,
0 Sea no existe.

Observaciones

Analizando las evidencias generadas, es decir, gréficas, tablas y las respuestas dadas por los
alumnos se concluye que logran conceptualizar el limite por medio de dos tipos de analisis,
uno analitico y otro gréfico; ya que ambos les permiten construir el concepto de manera
gradual con ayuda de la calculadora TI-Nspire CX CAS. Con base en lo anteriormente
mencionado, se cumple el tercer objetivo de esta actividad.
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CAPITULO V
CONCLUSIONES

De acuerdo a lo establecido en la literatura observamos que innumerables estudios han
demostrado que técnicas de ensefianza pasivas no son adecuadas para un aprendizaje
significativo. En este trabajo de tesis, la mediacion se lleva a cabo, con la calculadora TI-
Nspire CX CAS, ya que es el instrumento mediador entre el alumno y los objetos
matematicos contenidos en las actividades, y es asi que a través de las diferentes
representaciones semidticas generadas, las discusiones individuales y grupales, el alumno
logra construir gradualmente el concepto de limite.

El uso de las tecnologias de la informacion y la comunicacion (TIC’s) en los diferentes
niveles y sistemas educativos tienen un impacto significativo en el desarrollo del
aprendizaje, ya que han mostrado que pueden ser un gran apoyo para los docentes al verse
como una herramienta que permite a los estudiantes tener méas elementos (visuales y
auditivos) para enriquecer el proceso de ensefianza-aprendizaje.

Las TIC pueden apoyar las investigaciones sobre el aprendizaje de los alumnos en varias
areas de las matematicas; pues se espera que cuando dispongan de ellas logren concentrarse
en tomar decisiones, razonar y resolver problemas, méas que en el apoyo operacional de las
calculadoras. La existencia, versatilidad y poder de las TIC, hacen posible y necesario
reexaminar qué matematicas deben aprender los alumnos, asi como la mejor forma en que
puedan aprenderlas.

5.1 Conclusiones como respuestas a las preguntas de Investigacion
Conclusion No.1

Al ir contestando las actividades los estudiantes van relacionando los conceptos e ideas
implicitos en las mismas, tal que al manipular la calculadora, deben hacer el anlisis de los
diferentes registros de representacion y asi transitar de un registro a otro, con lo cual van
construyendo un razonamiento propio que les permite conceptualizar el limite.

Conclusion No.2

Cuando los estudiantes dan respuesta a las actividades con apoyo de la calculadora TI-
Nspire CX CAS, logran desarrollar habilidades como el analisis, el razonamiento, la
observacion y la reflexion, ya que por la estructura didactica de las actividades interactian
con diferentes tipos de representacion y asi van construyendo de manera gradual el
concepto.

Conclusion No. 3
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Los alumnos utilizan como estrategia de solucién las discusiones generadas dentro de los
equipos, derivadas de las respuestas que dan a las interrogantes que se plantean durante el
desarrollo de la actividad, dichas discusiones permiten que vayan construyendo el concepto
de manera gradual.

Conclusion No. 4

Un factor importante que permitio que los alumnos no mostraran dificultades con el uso de
la calculadora, es la estructura didactica de las actividades que los llevan paso a paso a
resolverla.

5.2 Conclusion General

El uso de la calculadora TI-Nspire CX CAS es parte fundamental de éste proyecto, ademas
de las actividades de aprendizaje, ya que gracias a su estructura didactica los estudiantes
lograron aprender el concepto de limite. Asimismo, se fortalecid el trabajo en equipo por
medio del aprendizaje colaborativo y cooperativo.

Partiendo de las respuestas dadas por los alumnos a los diferentes incisos y desde el punto
de vista de la aprehension del objeto matematico, se puede decir que los alumnos
interacttan con diferentes tipos de representacion, por lo que podemos concluir que han
alcanzado un buen nivel de abstraccion en el tema abordado logrando asi un aprendizaje
integral del concepto.

Por otra parte, debemos ser conscientes de que la preparacion que los estudiantes poseen es
insuficiente en este tipo de tareas y que la habilidad para interactuar entre diferentes
registros de representacion no surge como una accion espontanea del sujeto, se requiere de
aprendizaje; el cual se logra enfrentando a los alumnos a situaciones problematicas que
necesiten del transito entre las distintas representaciones semidticas (Duval, 2006), que
requiere la nocion matematica que es objeto del aprendizaje.

Sin embargo, este trabajo de investigacion nos permite ver que es necesario seguir
investigando acerca de nuevas teorias y trabajar arduamente en el aula para ponerlas en
préactica, analizando y tratando de mejorar no solo una labor docente en pos del buen
desempefio de los estudiantes, sino también cuidar de que el alumno pueda construir
conceptos matematicos.

BIBLIOGRAFIA

Paulina Calder6n Vargas Pagina 74



Conceptualizacion del Limite a través de la Aplicacién de Actividades con la Calculadora Ti-
Nspire CX CAS

= Artigue, M. (2002). Learning mathematics in a CAS environment: The genesis of a
reflection about instrumentation and the dialectics between technical and conceptual
work. International Journal of Computers for Mathematical Learning 7(3), 275-291.

= Antinucci, F. (2001). Computer per un figlio-giocare, apprendere, creare. Editori
Laterza, Roma.

= Antinucci, F. (2001). La scuola si é rotta-perché cambiano i modi di apprendere.
Editori Laterza, Roma.

= Atkins, N., Creegan, A. y Soan, P. (1995). You can lead students to DERIVE, but
can you make them think? International DERIVE Journal, 2(1), 63-82.

= Balacheff, N. (1994). La transposition informatique. Note sur un nouveau probléeme
pour la didactique. En M. Artigue et al. (eds.), Vingt ans de Didactique des
Mathématiques en France (pp. 364-370). Grenoble: La Pensée Sauvage.

= Balacheff, N. (1994). La transposition informatique. Note sur un nouveau probleme
pour la didactique. En M. Artigue et al. (eds.), Vingt ans de Didactique des
Mathématiques en France (pp. 364-370). Grenoble: La Pensée Sauvage

= Balacheff, N. (1994). La transposition informatique. Note sur un nouveau probléeme
pour la didactique. En M. Artigue et al. (eds.), Vingt ans de Didactique des
Mathématiques en France (pp. 364-370). Grenoble: La Pensée Sauvage.

= Brody, C. (1995). Collaborative or cooperative learning? Complimentary practices
of instructional reform. The Journal of Staff, Program, & Organization
Development, 12(3), , 133-142.

= Bruffee, K. (1995). Sharing our toys - Cooperative learning versus collaborative
learning. Revista Change, 27(1), 12-18.

= Bruffee, K. A. (1994). Collaborative Learning: Higher Education, Interdependence
and the Authority of Knowledge. Baltimore: Johns Hopkins Press

= Caplow, J. A. H. y Kardash, C. A. M. (1995). Collaborative learning activities in
gradate courses. Innovative Higher Education, 19(8), 207-220.

= Chevallard, Y. (1999). L'analyse des pratiques enseignantes en théorie
anthropologique du didactiqu. Recherches en Didactique des Mathématiques, 19,
221-266.

= Cohen, J. (1994). The earth is round (p < .05). American Psychologist, 49, 997-
1003.

= Cohen, S. & Ledford, G. (1994) "The Effectiveness of Self-Managing Teams : A
Quasi - Experiment"”. Human Relations; VVol.47 (1), pp. 13 - 43.

= Davidson, N. y Worsham, T. (1992). Enhancing thinking through cooperative
learning. New York: Teacher's College Press.

Paulina Calder6n Vargas Pagina 75



Conceptualizacion del Limite a través de la Aplicacién de Actividades con la Calculadora Ti-
Nspire CX CAS

= Defouad, B. (2000). Etude de geneses instrumentales liées a I'utilisation d'une
calculatrice symbolique en classe de premiére S. Thésede doctorat, Université Paris
7

= Drijvers, P. (1995). White-box/black-box revisited. The International Derive
Journal, 14(4), 3-14.

= Drijvers, P. (2000). Students encountering obstacles using a CAS. International
Journal for Mathematical Learning, 5, 189-209

= Drijvers, P. H. M. (2003). Learning algebra in a computer alegbra enviroment
(doctorial dissertation). Utrecht, The Netherlands: Freudenthal Institute.

= Drijvers, P. y Doorman, M. (1997). The graphics calculator in mathematics
education. The Journal of Mathematical Behaviour, 14(4), 425-440.

= Duval R. (1988) Graphiques et equations: I'Articulation de deux registres. Anales de
Didactique et de Sciences Cognitives 1(1988) 235-253. Traduccion: Graficas y
ecuaciones: la articulacion de dos registros. En Antologia en Educacion Matemaética
(Editor E. Sanchez). Departamento de Matematica Educativa del Cinvestav-IPN,
Mexico.

= Duval, R. (1993). Registres de Représentation semiotique et fonctionnement
cognitif de la pensée, Annales de Didactique et de Sciences Cognitives, 5, 37-65.

= Duval, R. (1995). Sémiosis et Pensée Humaine. Berne: Peter Lang.

= Duval, R. (2006). A Cognitive Analysis of Problems of Comprehension in a
Learning of Mathematics. Educational Studies in Mathematics, 61, 103-131.

= Feuerstein, R. (1980). Instrumental enrichment: An intervention program for
cognitive modifiability. Baltimore, MD: University Park Press.

= Feuerstein, R. (1986). The foster home group experiment. En Y. Kashti y M.Arieli
(Eds.), Residential settings and the community. Tel Aviv: Freund.

= Feuerstein, R. (1990). The theory of structural cognitive modifiability. En B. Z.
Presseisen, R. J. Sternberg, K. W. Fischer, C. G. Knight, R. Feuerstein, Learning
and thinking in styles: Classroom interaction. Washington DC: National Education
Association

= Feuerstein, R., Feuerstein, S. (1991). Mediated learning experience: A theoretical
review. En R. Feuerstein, P. S. Klein, A. J. Tannenbaum. Mediated learning
experience (MLE): Theoretical, psychological and learning implications. London:
Freund Publishing House.

» Feuerstein, R., Hoffman, M., Rand, Y. Jensen, M., Tzuriel, D. y Hoffman, D.
(1986). Learning to learn: Mediated learning experience and Instrumental
Enrichment. Special Services in the Schools, 3, 49-82.

= Gardner, H. (1985). The mind's new science: A history of the cognitive revolution.
New York: Basic Books.

Paulina Calder6n Vargas Pagina 76



Conceptualizacion del Limite a través de la Aplicacién de Actividades con la Calculadora Ti-
Nspire CX CAS

= Goldenberg, E. (1987). Believing is seeing: How preconceptions influence the
preceptions of graphs. Proceedings of the 11th Conference of the International
Group for the Psychology of Mathematics, Vol 1. Montreal, pp. 197-204

= Gravemeijer, K. P. E., Cobb, P., Bowers, J., y Whitenack, J. (2000). Symbolizing,
Modeling, and Instructional Design. En P. Cobb, E. Yackel, K. McClain (eds.),
Symbolizing and communicating in mathematics classrooms: Perspectives on
discourse, tools, and instructional design, p. 225-273. Mahwah, NJ: Lawrence
Erlbaum Associates.

= Greeno, J. G. (1997). On claims that answer the wrong questions. Educational
Researcher, 26(1), 5-17.

= Greeno, J. G., Collins, A. M., y Resnick, L. B. (1996). Cognition and learning. En
D. C. Berliner y R. C. Calfee (eds.), Handbook of educational psychology (pp. 15-
46). New York: Simon & Schuster Macmillan.

= Guin, D., y Trouche, L. (1999). The complex process of converting tools into
mathematical instruments: the case of calculators. International Journal of
Computers for Mathematical Learning, 3, 195-227.

= Guin, D., y Trouche, L. (2002). Mastering by the teacher of the instrumental genesis
in Cas envorioments: necessity of intrumental orchestrations. Zentralblatt fir
Didaltik der Mathematik, 34(5), 204-211.

= Healy, A.F. (1994). Letter detection: A window to unitization and other cognitive
processes. Psychonomic Bulletin & Review, 1, 333-344.

= Heid, M. K. (1988). Resequencing skills and concepts in applied calculus using the
computer as a tool. Journal for Research in Mathematics Education, 19(1), 3-25.

= Hillel, J., Lee, L., Laborde, C. y Linchevski, L. (1992). Base functions through the
lens of computer alegbra systems. Journal of Mathematical Behaviour, 11, 119-158.

= Hit, F., y Cortés, J. C. (2005). Reflexiones sobre el Aprendizaje del Célculo y su
Ensefianza. Morelia, Mich., México: Morevallado Editores.

= |barra, G. (2015). Conceptualizacién del calculo diferencial a través de actividades
con la calculadora TI-Nsipire CX CAS. (Licenciatura, no publicada). UMSNH.
Morelia, Mich

= Inhelder, B., y Cellerier, G. (1992). Le cheminement des découvertes de I'enfant.
Neuchéatel: Delachaux et Niestleé.

= Jacobs, G. M. (1997). Cooperative learning or just grooming students: The
difference makes a difference. Singapore: RELC Seminar.

= Jacobs, G. M. (1999). Experience-dependent integration of texture and motion cues
to depth. San Diego, MA: University of California

= Johnson, D. W., Johnson, R. & Smith, K.A. (1998). Active Learning: Cooperation
in the College Classroom (2nd Edition). Edina, MN: Interaction Book Company.

= Johnson, D. W., Johnson, R. T., y Holubec, E. J. (1991). Cooperation in the
Classroom. Edina, MN: Interaction Book Company.

Paulina Calder6n Vargas Pagina 77



Conceptualizacion del Limite a través de la Aplicacién de Actividades con la Calculadora Ti-
Nspire CX CAS

= Johnson, D. W., Johnson, R. T., y Holubec, E. J. (2008). Cooperation in the
Classroom (8e). Edina, MN: Interaction Book Company.

= Johnson, D. W., Johnson, R., Stanne, M. B., y Garibaldi, A. (1990). Impact of group
processing on achievement in cooperative groups. Journal of Social Psychology,
130(4, 507-516.

= Kaput, J. (1996). Algebra and technology: New semiotic continuities and referential
connectivity. In F. Hitt, T. Rojano, & M. Santos (Eds.), Proceedings of the PME-
NA XXI Annual Meeting, Cuernavaca, Mexico.

= Kozulin, A. (1990). Vygotsky's psychology: A biography of ideas. Cambridge, MA:
Harvard University Press.

=  Kozulin, A. (1991). Mediated learning and education: Vygotsky and Feuerstein.
Philadelphia, PA: Research for better Schools.

= Kutzler, B. (1994). DERIVE - the future of teaching mathematics. International
DERIVE Journal, 1(1), 37-48.

= Lagrange, J. B. (1999). Complex calculators in the classroom: Theoretical and
practical reflections on teaching pre-calculus. International Journal of Computers
for Mathematical Learning, 4, 51-81.

= Lagrange, J. B. (2000). L'Intégration d'Instruments Informatiques dans
I'Enseignement: une Approche par les Techniques. Educational Studies in
Mathematics, 43(1), 1-30.

= Lagrange, J. B. (2003). Learning techniques and concepts using CAS: A practical
and theoretical reflection. En J. T. Fey (ed.), Computer Algebra Systems in
secondary school mathematics education (pp. 269-283). Reston, VA: Nationa
Council of Teachers of Mathematics.

= Lagrange, J. B. (2005). Using symbolic calculators to study mathematics. En D.
Guin, K. Ruthven, y L. Trouche (eds.), The didactical challenge of symbolic
calculators (pp. 113-135). New York: Springer.

= Lagrange, J. B. et al. (2000). De l'analyse de travaux concernant les TICE a la
définition d'une problématique de leur intégration a l'enseignement, Rapport de
recherche. IREM Paris 7.

= Lagrange, J. B. et al. (2001). A meta study on IC technologies in education. En M.
van den Heuvel-Panhuizen. Proceedings of the 25th Conference of the International
Group for the Psychology of Mathematical Eduacation, vol 1 (pp. 111-122).
Utrecht: Freudenthal Institue.

= Lagrange, J.-B., Artigue, M., Laborde, C. and Trouche, L. (2003). Technology and
mathematics education: a multidimensional study of the evolution of research and
innovation, In, A.J. Bishop, M.A. Clements, C. Keitel, J. Kilpatrick and F.K.S.
Leung (Eds.), Second International Handbook of Mathematics Education, Kluwer
Academic Publishers, pp. 239-271

Paulina Calder6n Vargas Pagina 78



Conceptualizacion del Limite a través de la Aplicacién de Actividades con la Calculadora Ti-
Nspire CX CAS

= Mercer, N. (2001) Language as a medium for teaching-and-learning. In C.N.
Candlin & N. Mercer (eds)English Language Teaching in its Social
Context. London: Routledge.

= Mercer, N. (2001) Spoken Language in the classroom. In R. Mesthrie (ed.) The
Concise Encyclopedia of Sociolinguistics.(Amsterdam: Pergamon).

= Monaghan, J. (2007). Computer algebra, instrumentation and the anthropological
approach. The International Journal for Technology in Mathematics Education,
14(2), 63-72.

= Orr, M. T., (1998). Opportunities and chances: lessons learned from a community
youth services effort. New York: Peter Lang.

= Panitz, T. (1997). Collaborative versus Cooperative Learning: Comparing the Two
Defintions Helps Understand the Nature on Interactive Learning. Cooperative
Learning and College Teaching, 8(2).

= Perkins, D. N., Salomon, G. (1988). Teaching for transfer. Educational Leadership,
46(1), 22-32

» Piaget, J. (1958). The growth of logical thinking from childhood to
adolescence. AMC, 10, 12.

» Piaget, J. (1980). Cahier de la foundation archives. Genéve: CIEG.

= Pierce, R. (1999). Using CAS as a scaffolding for calculus: Some observations. En
W. Spunde, P. Cretchley y R. Hubbard (eds.), The Challenge of Diversity:
Proceedings of the Delta-99 Symposium on Undergraduate Mathematics (pp. 172-
176). Brisbane: Delta 99 Committee.

= Presseisen, B. Z. (1985). Thinking skills: Meaning, models, materials. En A. Costa
(ed.), Developing minds. Alexandria, VA: ASCD.

» Presseisen, B. Z. (1992, February). Implementing thinking in the school's
curriculum. Paper presented at the third annual meeting of the International
Association for Cognitive Education, University of California, Riverside.

= Roman Pérez, M. y Diez Lopez, E. (1988): Inteligencia y potencial de aprendizaje:
Evaluacién y desarrollo. Madrid. Cincel (Ediciones Pedagdgicas)

= Slavin, R. E. (1996). Research on cooperative learning and achievement: What we
know, what we need to know. Contemporay Educational Psychology, 21, 43-69.

= Slavin, R. E: (1991). Synthesis of reseach on cooperative learning. Educational
Leadership, 48(5), 71-82.

= Trouche, L. (1997). A propos de Iapprentissage de functions dans un
environnement de calculatrices, étude des rapports entre processus de
conceptualisation et processus d'instrumentation. Thése de doctorat, Univerité de
Montpellier.

= Trouche, L. (2000). La parabole du gaucher et de la casserole a bec verseur: étude
des processus d'apprentissage dans un environnement de calcularices symboliques.
Educational Studies in Mathematics, 41, 239-264.

Paulina Calder6n Vargas Pagina 79



Conceptualizacion del Limite a través de la Aplicacién de Actividades con la Calculadora Ti-
Nspire CX CAS

= Trouche, L. (2004). From Artifact to Instrument: Mathematics Teaching Mediated
by Symbolic Calculators. In P. Rabardel and Y. Waern (Eds.), special issue of
Interacting with Computers, VVol. 15(6) (in press).

=  Verillon, P & Rabardel, P. (1995). Cognitions and artifacts: a contribution to the
study ofthought in relation to instrument activity. European Journal of Psychology
of Education, 10 (1), 77-101.

= Veérillon, P. (2000). Instruments and cognition: Piaget and Vygotsky revisited in
search of learning model for technology education. The Journal of technology
Studies, 26(1), 3-10.

= Verillon, P. y Rabardel, P. (1995). Cognition and artifacts: A contribution to the
study of thought in relation to instrumented activity. European Journal of
Psychology of Education, 10(1), 77-101

= Vygotsky, L. S. (1978). Mind in society: The development of higher psychological
processes. Cambridge, MA: Harvard University Press

=  Vygotsky, L. S. (1986). Thought and language. Cambridge, MA: MIT-Press

= Waece, A. (2003). Diccionario Pedagdgico de la Asociacion Mundial de
Educadores Infantiles.

Paulina Calder6n Vargas Pagina 80



Conceptualizacion del Limite a través de la Aplicacién de Actividades con la Calculadora Ti-
Nspire CX CAS

ANEXO |

El anexo | contiene los formatos de las actividades de aprendizaje originales, asi como la
actividad de primer uso de la calculadora, que se aplicaron a los estudiantes de primer afio
de la carrera de Ingenieria Quimica de la Universidad Michoacana de San Nicolas de
Hidalgo, para realizar el presente proyecto de tesis.

e ACTIVIDAD 1 DIFERENCIAS

e ACTIVIDAD 2 PENDIENTES

e ACTIVIDAD 3 PENDIENTE COMO FUNCION

e ACTIVIDAD 4 LIMITES.

e ACTIVIDAD DE PRIMER USO DE LA CALCULADORA
e GUIA DEL PROFESOR
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Actividad 1

Diferencias
Lider:
Calculadora:
Hoja de Trabajo:
Nudmero de Equipo: Hora de Inicio: Hora de Terminacién:

A. Diferencia Matemadtica
Parte I (con lapiz y papel): Concepto General

La diferencia matematica es el resultado de restar, en donde se resta un sustraendo de un minuendo.
Por ejemplo, la diferencia entre 3 (sustraendo) y 8 (minuendo) es 5.

En la vida cotidiana cuando se expresa una diferencia, tipicamente se refiere a la diferencia entre un
valor inicial (sustraendo) y un valor final (minuendo). Es decir, la diferencia es igual al valor final menos
el valor inicial.

a) Completa la siguiente tabla. Pase el texto de la columna 1 a una sintaxis matematica en la columna 2
y escriba el resultado de la diferencia en la columna 3.

Texto Sintaxis Diferencia

Una cuenta de ahorros tiene $2383.87 al inicio del
mes y $2873.92 al final. ;Cudl fue la diferencia a lo
largo del mes?

Se saca un pedazo de carne a descongelar, al sacarse
del congelador se encuentra a -3° C y después de 5
horas se encuentra a 24°C. ;Cudl es la diferencia de
temperatura después de las 5 horas?

Un automdvil contiene un tanque de 90 litros. Se
llena al comienzo de la semana, al final de ella se
observa que el tanque contiene 32.3 litros. ;Cudl es la
diferencia de litros en el tanque a lo largo de la
semana?

b) Observe las diferencias de los tres (3) casos del inciso anterior, ;existe una diferencia con signo
negativo? En caso afirmativo, ;qué representa con respecto a la cantidad (aumenta o disminuye)?

c) ¢Qué concluyes a partir del inciso anterior con respecto al signo de la diferencia? Considere signos
positivos, negativos y valores de cero.
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d) En la siguiente tabla en la primera columna se encuentra una secuencia de cinco (5) niimeros,
observe la tendencia uniforme (si existe alguna) y andtela en la segunda columna.

Secuencia Observaciones

2,4,6,8,10

45,38, 31, 24,17

-8.75,-3.5,1.75,7,12.25

1,9,17,27,41

Considere el conjunto de datos, en donde i corresponde a una variable independiente mientras tanto u
corresponde a la variable dependiente. Por lo tanto u; corresponde a u evaluada en cualquier valor de i.
Por ejemplo, uz indica el valor de u cuando i es 3 lo cual es 14.

i 1 2 3 4 5 6

Ui 8 11 14 17 20 23

e) Utilizando el conjunto de datos mencionado, complete la siguiente tabla.

Sintaxis Representacidn Algebraica Resultado
Us —uq

Uz_uiz

Uz —uz

Us — us

Uz — Ug

Ug —Ug

En matematicas el operador delta (A) representa un cambio. Siendo un operador matematico, puede
aplicarse a cualquier variable. Por ejemplo, Ax representa un cambio en x mientras que AT representa
un cambio en T (muchas veces dicha variable representa una temperatura).

f) Considerando el concepto de A y utilizando el conjunto de datos, complete la siguiente tabla.

Sintaxis Au Ai

Us — Uy

Uz — Uj
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Us—usz
Us — us
Uz — Ug
Ug— Uz

g) Analice la tabla del inciso f, ;hay una relacién con respecto a Ai y Au? ;qué puede concluir?

h) Exprese su observacion del inciso g en forma matematica (férmula). ;Se cumple en cada caso de la
tabla?

Parte 2 (con CAS): Introduccion a CAS

Si una variable y depende de una variable x, de tal manera que cada valor de x determina exactamente
un valor de y, entonces se dice que y es una funcién de x. Cuatro métodos comunes para la
representacién de funciones son: numéricamente por tablas, geométricamente por graficas,
algebraicamente por férmulas y/o verbalmente. Una funcidn f es una regla que asocia una salida tinica
con cada entrada. Si la entrada es denotada por x, entonces la salida es denotada por f(x) (se lee como “f
de x”). Para una entrada dada x, la salida de la funcién f'se denomina el valor de fen x. Algunas veces se
denomina la salida por una sola letra, por ejemplo y, y se escribe como y= f{x). Esta ecuacidn expresa y
como una funcién de x; la variable x se llama la variable independiente de f, y la variable y se llama la
variable dependiente de f.

Las coordenadas cartesianas son un sistema de coordenadas de dos dimensiones, denominado como el
plano cartesiano, utilizado para la representacion grafica de una funcién. En el eje horizontal, conocido

como el eje “X”, se encuentran las variables independientes mientras que en el eje vertical, conocido

“«_n

como el eje “y”, se encuentran las variables dependientes. Siendo un plano, cada punto se puede
expresar por sus coordenadas (x, y).

., 5x—6x*x+x? . p . p
a) Introduzca la expresion —, A la calculadora y presione enter, ;qué observa? Presione el botén

T en el touch pad y presione enter, ;qué sucede? ;Para qué puede ser util la observacion anterior?
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Una herramienta ttil dentro del sistema CAS, es el comando “tal que”, |. Dicho comando se elije
presionando el botén azul “CTRL” y el botén “=”", el cual se encuentra debajo de “CTRL” y después se

selecciona “|”. La sintaxis para utilizar el comando es el siguiente, “funcién/ variable = valor”.
b) Considere la funcidn 2x2 + 5x - 2. Llene la siguiente tabla con los valores de x respectivos.

ulu

Valor de x Operacién con lapiz Resultado de CAS
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Actividad 2
Pendientes
Lider:
Calculadora:
Hoja de Trabajo:
Numero de Equipo: Hora de Inicio: Hora de Terminacidn:

A. Pendiente
Parte I (con ldpiz y papel): Concepto de Pendiente y Rectas
a) Un carro recorre 245 kildmetros con 18 litros de gasolina.

1) Si el mismo carro gasta 30 litros de gasolina, ;qué distancia viaj6?

2) Explique la légica utilizada en el problema anterior y las suposiciones hechas.

3) ;Cual es la razén de cambio en kilémetros por litros de gasolina y qué significa?

4) Utilizando el dato original, 18 litros para 245 kildmetros y el dato del problema 1, grafique dichos
puntos y trace la recta. Formule una expresion matematica para la pendiente.
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5) ;Qué relacién hay entre una razén de cambio y una pendiente?

El modelo matematico mas sencillo para relacionar dos variables es la ecuacion lineal y = mx + b. Esta
ecuacion se llama lineal porque su grafica es una linea. Cuando x = 0, se obtiene:

y=m(0)+b =b
por lo tanto, la linea cruza el eje y en y = b. en otras palabras, el intercepto y es (0, b). la
inclinacién o pendiente es m. la pendiente de una linea no vertical es el nimero de unidades
que la recta sube (o cae) verticalmente por cada unidad de cambio horizontal de izquierda a

derecha, como se observa en la figura 1 y 2.

e IALEFSECTO Y
p=mz+b
intersecto Y

Figura 1. Linea recta con pendiente positiva Figura 2. Linea recta con pendiente negativa

b) Considere la ecuacion de la recta, y = 2x + 3. Identifique la variable independiente y la variable
dependiente. Elija por lo menos 5 valores dependientes y haga una tabla con los valores independientes
correspondientes.

c) Grafique la linea recta expresada por la ecuacién y = 2x + 3.
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d) Considere los puntos (6, 9) y (0, 11). Sin hacer ningtn calculo responda ;la pendiente es positiva o
negativa? Compruebe graficamente y después analiticamente.

e) Utilizando los puntos generales, (xn, yn), donde n es n-ésimo punto. Calcule la pendiente entre el
punto 1 (x1,y1) ¥ 2 (X2, y2)-

f) Exprese la ecuacidn de la pendiente para los puntos generales del inciso e utilizando el concepto de A.

Parte Il (con CAS): Aplicacion

La datacién por radiocarbono, es una técnica de datacién radiométrica que utiliza el is6topo carbono-
14 para la determinacién de la edad de materiales que contienen carbono. Los siguientes datos
obtenidos experimentalmente, demuestran la cantidad de C-14 para un material a lo largo del tiempo.

Antigiiedad Cantidad de C-14
del Material
(miles de afios)

0 15.30
1 13.56
2 12.01
3 10.64
4 9.43
5 8.35
6 7.40
7 6.56
8 5.81
9 5.15
10 4.56
11 4.04
12 3.58
13 3.17
14 2.81
15 2.49
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16

2.21

17

1.95

a) Complete la siguiente tabla considerando el rango de afios dado.

Rango Diferencia de Afios Diferencia de C-14 Pendiente
6-14

6-12

6-10

6-8

b) Observando la tabla anterior y con base en la ecuacidon del inciso €) parte I. Calcule la cantidad de C-
14 a 7 anos (7c) y comparelo con la cantidad a 7 afos real (7r). Utilizando la pendiente y su intervalo

respectivo.

Rango 7c 7c-T7r
6-14

6-12

6-10

6-8

C) ;Qué observaciones tiene? ;qué pendientes calculan mejor el valor de 7¢?

d) ;A qué se debe la observacion del inciso anterior?

e) Para calcular la cantidad de C -14 a 9.5 afios, ;cual pendiente del los siguientes rangos utilizaria? (6 -
10,7-10,8-10,9 - 10) ;Por qué?
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f) Calcule la cantidad de C-14 a 9.5 afios.

Dentro del sistema CAS, se pueden graficar datos. Utilizando la hoja de calculo ingrese los datos
experimentales del problema anterior dentro de esta seccidn. Para elegir la hoja de calculo seleccione
Home, y después Hoja de Calculo. En la celda que tiene la letra A (celda superior) ingrese los afios y
llame dicha columna “yrs” y en la celda que contiene la letra B ingrese los datos de C-14 y llame dicha
columna “C14”. Dentro de Home, elija Datos y Estadisticas y presione Enter. Utilizando el Navegador,
mueva la flecha hacia abajo y elija que la variable x sea “yrs”. Después, mueva la flecha hacia la
izquierda y elija que la variable y sea “C14”. Ahora deben aparecer los datos graficados.

Se puede hacer un ajuste de datos para los datos graficados. Dentro de la grafica, presione Menu, 4:
Analizar, 6: Regresion. Dentro de estas opciones existen varios ajuste disponibles.

g) Haga un ajuste de datos utilizando Lineal (mx +b). ;Qué sucede? Repita el ajuste utilizando
exponencial. ;Cudl se ajusta mejor?

Dentro de la hoja de calculo, también se pueden ver datos de ajuste de datos. En la hoja de calculo
donde estan los datos presione menu, 4: Estadistica, 1: Calculos estadisticos, 3: Regresion lineal
(mx + b). Si no encuentra la hoja de calculo, puede presionar ctrl y los botones de derecha o izquierda
para cambiar entre las pantallas. Para lista x ingrese A[], para la lista y ingrese B[] y en la primera
columna de resultado ingrese c[].

h) ;Qué informacion aparece?

i) Repita el procedimiento para una A: Regresion exponencial... ;Qué informacién aparece? ;Se llega a
la misma conclusién que en el inciso g?

j) Utilizando la ecuacién de mejor ajuste, calcule la cantidad de C-14 a 9.5 afios.
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k) Utilice la pendiente del rango 9 - 10 afios para calcular la cantidad de C-14 a 9.3 y 9.6 afos.
Utilizando como rango 9.3 - 9.6 afos, calcule la cantidad de C-14 a 9.5 afios.

j) Considere la cantidad de C-14 calculada a 9.5 afios del inciso f), k), y j). (Cudl es la mejor
aproximacion? ;Por qué?

1) Con sus palabras explique la observacién anterior.

m) Exprese por medio de una expresion algebraica lo que acaba de decir.

Parte Il (Simbolizacion): Desarrollo simbélica de la Pendiente

a) En el [ introduzca un simbolo que represente los datos.

O O

0 15.30
1 13.56
2 12.01
3 10.64
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4 9.43
5 8.35
6 7.40
7 6.56
8 5.81
9 5.15
10 4.56
11 4.04
12 3.58
13 3.17
14 2.81
15 2.49
16 2.21
17 1.95

b) Escriba la operacién necesaria para calcular la pendiente entre 6 y 14.

c) ;Como llama o expresa simbdlicamente la ecuacién anterior?

d) ;Como se queda la expresion simbolica anterior cuando se evalta en 9.5 afios?

e) ;Como se expresa lo anterior para cualquier valor?
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Actividad 3
Pendiente como Funcion

Lider:

Calculadora:

Hoja de Trabajo:

Nudmero de Equipo: Hora de Inicio: Hora de Terminacidn:

fa+Ax)—f(x)

A. Desarrollo Matemdtico de "

Parte I (Simbolégica): Desarrollo Preliminar

a) Una forma convencional de describir una pendiente es m = 2277 (Opserve la forma convencional yla
X2—X1

suya de la actividad pasada, ;Cual prefiere usar? ;Por qué?

Ys7Vz o %a7Vs o Ya7N o InTIm jonde m y n son subindices.
X3—X2 Xg4—X3  X4—=X1 Xpn~Xm

Siy, = f(x,) yn =10, se puede escribir como y;, = f(x10)-

La pendiente también se puede escribir como

f(x10)=f(x9)

X10~X9

b) Escriba la pendiente introduciendo la variable n.

f(x15)—f(xs)

c) Para la pendiente " ;qué valor le daria a n?
15748
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d) Si Ax = x4 — Xy, ¢a qué es igual xn.1? Exprese la pendiente del inciso b, utilizando los términos Ax y

Parte II (con Idpiz y papel): Introduccién de h

Ly . o . Ax)— . )
a) Compare la ecuacién obtenida en el inciso d de la parte ], ;es diferente a flct x))c 1™ 7 i es diferente,
;a qué se debe dicha diferencia?

b) Observando la figura 1, ;qué representa y a qué es igual h?

Figura 1. Introduccién del concepto h
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c) Utilizando h, ;co6mo queda la expresion de la pendiente?

d) Considere la funcion, f(x) = x% + 2x. ;Como se expresa f{(x1), f(x1+Ax) y f(x1+h)?

e) Considerando f(x) = x% + 2x y Ax o h, ;cuél es la ecuacion de la pendiente del inciso c? (No es
necesario reducir algebraicamente)

f) Si el primer punto es (1, 3), exprese la ecuacion del inciso anterior con estos punto. ;Qué observa de
esta ecuacion?

Parte III (con CAS): Variacion de h

a) Utilizando la hoja de calculo dentro de CAS, en la primera columna incluya los valores de Ax o h
mientras que en la segunda columna va la pendiente. Utilice la ecuacién de la pendiente del inciso f de
la parte II. Como en cualquier hoja de calculo, en la parte gris de la columna gris se puede expresar la

funcién de la pendiente en donde Ax o h equivale a la variable “a”, ya que es el valor de la columna A.
Complete la tabla.

=

0.1

0.01

0.001

-0.001

-0.01

N0 U W (N
(@)

-0.1
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b) ;Qué observa cuando Ax o h = 0? ;A qué se debe ese valor?

c) (/A qué nimero se acerca la pendiente cuando Ax o h se acerca a cero a partir de los niimeros
positivos?

d) /A qué numero se acerca la pendiente cuando Ax o h se acerca a cero a partir de los nimeros
negativos?

e) Observando las respuestas a los incisos cy d, ;llega a la misma conclusién?

f) Cuando Ax o h tiende a cero, ;a qué tiende la pendiente?
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g) Considere la observacion del inciso anterior, ;es igual al valor cuando Ax o h = 0?

h) ;Qué puede concluir de las observaciones de los incisos fy g?

i) ;Como puede definir este tipo de analisis (analitico o grafico)? Explique su razonamiento
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Actividad 4
Limites
Lider:
Calculadora:
Hoja de Trabajo:
Numero de Equipo: Hora de Inicio: Hora de Terminacidn:

Parte I (con lapiz y papel): Concepto Informal del Limite

Suponga que quiere calcular la velocidad promedio al viajar en una carretera recta. Si pasa el kildémetro
100 alas 12:00 y el kilbmetro 140 a las 12:30:

a) Escriba la operacion que realiza para obtener la cantidad que se viajé y para saber en cuanto tiempo
de viajé.

b) Utilizando las expresiones del inciso anterior, escriba la operacién para calcular la velocidad
promedio.

c) Explique qué es una pendiente y escriba la expresion.

d) Relacione la velocidad promedio con la ecuacién de la pendiente. ;Qué observa?

Por otra parte, aun que la velocidad promedio es una cantidad fija, es casi seguro que la velocidad
instantanea (la velocidad indicada por el velocimetro), varia de un momento a otro.
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Se lanza verticalmente una piedra del piso a una velocidad de 96 ft/s. Despreciando la resistencia del
aire, la posicion de la piedra después de t segundos esta dada por la funcidn:

s(t) = —16t? + 96t

La posiciéon s es medida en pies con s = 0, corresponde al piso mientras que t representa el tiempo en
segundos.

e) Escriba las operaciones para calcular la velocidad promedio y calcule la velocidad promedio entre el
intervalo de tiempo,i) t=1yt=3,ii))t=1y t=2,iii))t=1yt=1.5.

f) Observe los resultados de i, ii, y iii. ;Qué diferencia observa?

g) Escriba la ecuacion para la velocidad promedio de la piedra entre el intervalo [t,, t].

Al calcular la velocidad promedio, se utilizé la posicion del objeto a dos puntos distintos. Para la
velocidad instantdnea solamente se utiliza un punto distinto. Como se vera en la siguiente seccién, la
velocidad instantdnea se calcula a partir de velocidades promedios.

h) Si nos interesa calcular la velocidad instantanea a ty = 1, se calcula la velocidad promedio sobre el
intervalo [1, t]. Escriba la ecuacién de la velocidad promedio.

La velocidad instantanea en el punto t = ¢y se determina al calcular la velocidad promedio sobre el
intervalo [ty t;]. Cuando t; se acerca a ¢y, la velocidad promedio tipicamente se acerca a un nimero
Unico, el cual es la velocidad instantdnea. Lo anterior significa, que es un instante en donde el intervalo
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es muy pequefio. Este nimero se conoce como un limite. Lo cual se puede expresar matematicamente
como

Vinstantanea = lim vpromedio
t—tog
i) Sustituya la velocidad promedio del inciso h de la expresion de la velocidad instantanea. En donde to

=1

j) Calcule la velocidad instantanea utilizando la expresion anterior.

Parte II (con CAS): Concepto Informal del Limite

El limite lim,,_,, f(x) = L se refiere a un limite de dos-lados, porque f{x) se acerca L cuando x se acerca a
valores de x menores de a y para valores de x mayores de a. Para algunas funciones, es conveniente
analizar limites de un lado denominados limites de mano izquierda y de mano derecha. La definicion se
puede resumir como:
i. Limite de mano derecha: Suponga que fes definida para todos los valores de x cercanos a
ay x> a.Si f{x) es arbitrariamente cercana a L para todos valores suficientemente cercanos
a a con X > a, se escribe

1im+f(x) =1L
x—a
y se dice que el limite de f{x) cuando x se acerca a a por la derecha es igual a L.

ii. Limite de mano izquierda: Suponga que f es definida para todos los valores de x cercanos a a
y x < a. Si f{x) es arbitrariamente cercana a L para todos valores suficientemente cercanos a a
con x < a, se escribe

lim f(x) =1L
x—-a
y se dice que el limite de f{x) cuando x se acerca a a por la izquierda es igual a L.

a) Considere las siguientes graficas y relacione la grafica con el limite que le corresponde:
Li)lim,,, f(x) =L, 2.ii) lim,_+ f(x) =L, 3.iii) lim,_ - f(x) =L
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Se pueden graficar funciones dentro del sistema CAS. Presione el boton Home, B Grafico, Menu, 3:
Tipo de grafico, 1: Funcion. De esta manera se puede definir una funcién.

x3-8
4(x-2)
(existe algtin valor de x que no puede tomar? ;Cual es y por qué?

b) Grafique la funcién f(x) =

en el sistema CAS. Observe la grafica y la ecuacion de la funcidn,

c) Compruebe utilizando el comando de trazado. (Dentro de la grafica, presione Menu, 5: Trazado, 1:
Trazado de grafico y elija el numero y presione Enter). ;Qué sucede?

d) El trazado se hace, presionando los botones j o ¢ para mover de un punto a otro. Para la misma
funcion, el paso de trazado es de 0.3. Este incremento se puede cambiar utilizando Menu, 5: Trazado,
3: Paso de trazado, introduzca el incremento deseado. Utilizando un incremento de trazo de 0.01,
complete la siguiente tabla.

X 1.95 1.96 1.97 1.98 1.99 2 2.01 2.02 2.03 2.04 2.05
Y

C id 1 . ST x3-8 i i x3-8 i i x3-8
onsidere las expresiones: i) lim,_,,- prowest if) lim,,_,,+ prowest iii) lim,_,, proom

e) De la tabla anterior, ;qué valores utilizaria para el caso i?

f) De la tabla anterior, ;qué valores utilizaria para el caso ii?
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g) De la tabla anterior, ;qué valores utilizaria para el caso iii?

h) Represente graficamente los casos i, ii, y iii.

i) Repita el inciso d para la funcién, f(x) = Ll

abs(x)).

- (Para introducir el modulo de valor absoluto, utilice

X -0.05 | -0.04 | -0.03 | -0.02 | -0.01 0 0.01 | 0.02 | 0.03 | 0.04 | 0.05

y

||

T
X

. o N oqe cey s |x| ceen s |x|
j) Represente graficamente: i) lim,_ - ii) lim,, o+ o iii) lim,_,

x .

k) Relacione el inciso h y j, ;qué observa?
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x3

1) Encuentre el valor de lim,._,, 4(}(—:;

utilizando las repuestas de los incisos d hasta el h.

m) Encuentre el valor de lim,_,, Iz_l utilizando las respuestas de los incisos i y j.

n) ;Qué relacion existe entre el limite, limite de la derecha y limite de la izquierda?
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Actividad de Primer Uso de la Calculadora Ti-Nspire CX CAS

La Calculadora Ti-Nspire CX CAS es una herramienta muy poderosa para el aprendizaje
y la comprension de las matematicas. Ya que por medio de la experimentacion a través de
sus multiples aplicaciones se nos hace mas facil entenderlas.

A continuacion se describen las teclas mas importantes, o que se usan con mas frecuencia.

Touchpad: el area central funciona de la misma manera que el Touchpad de una laptop. Las
flechas de las orillas se usan de la misma manera que las flechas derecha, izquierda, arriba
y abajo.

Clic: el centro del Touchpad se usa para seleccionar, desmarcar o tomar un objeto, segun la
aplicacion.

El boton de Inicio o Encendido permite acceder a:

e Bloc de notas para hacer calculos y graficos rapidos.
e Controles de documentos.
e Aplicaciones

Doc: Abre el mend de Documentos que incluye Archivo, Editar, Ver e Insertar, Disefio de
pagina, Configuracion y Estado e Inicio de Sesion.

MenU: muestra los elementos de mend disponibles dentro de una aplicacion en particular.
Del: elimina el caracter anterior.

Var: muestra variables guardadas.

Shift: convierte el caracter en mayuscula.

Ctrl: brinda acceso a comandos sobre ciertas teclas.

Tab: alterna entre posibles campos de introduccién de datos.

Esc: elimina menus o cuadros de dialogo y también detiene calculos en progreso.

Ctrl esc: deshace una operacién anterior.

Algunas de las aplicaciones con que cuenta esta calculadora son las siguientes:

Bloc de notas: se usa para hacer célculos y graficos rapidos (es la tecla con icono de
calculadora que se encuentra debajo de la tecla esc)
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Algunas operaciones que se pueden hacer con la tecla bloc de notas (icono de calculadora
debajo de la tecla esc)

e Presione la tecla Bloc de notas y realice un calculo rapido.

e Presione la tecla Bloc de notas nuevamente y realice un grafico rapido.

e Para guardar, presione la tecla Doc, seleccione Archivo, luego guardar como... para
guardar con un nombre se su eleccion.

e Para cerrar el bloc de notas, haga clic en la X que se encuentra en la esquina
superior derecha de la pantalla.

Calculadora

Brinda acceso a los célculos. Esta aplicacion es muy importante. Ya que nos ayuda con los
calculos, desde los méas sencillos hasta los complicados como una derivada o una integral.

Siga las instrucciones siguientes para conocer algunas de las operaciones que la aplicacion
Calculadora nos permite hacer.

e 5ctrl var (sto) a enter.
e Presione a*° enter.
e Presione a-7=7-a enter.

Graficos.

Esta aplicacion nos permite realizar gréficos, asi como analizar sus diferentes propiedades y
manipularlos.

Para acceder a esta aplicacién, presione la tecla Inicio/encendido y seleccione el icono
Gréficos. Ingrese 3x para definir f1(x)=3x en la linea de ingreso de datos. Presione enter
para graficar. (Recuerda que para acceder rapidamente a Graficos, puedes usar la tecla Bloc
de notas).

Geometria.
Esta aplicacion nos permite trazar formas, y descubrir sus propiedades.

Para afiadir una pagina de Geometria, presiones la tecla Inicio/encendido y seleccione el
icono Geometria. Explore el mena para ver las opciones que nos ofrece la calculadora e
intente dibujar algunas formas.

Por ejemplo, si trazamos un triangulo rectangulo, y queremos hallar la longitud de CA:
presione mend/medicion/longitud y sefiale CA. Cuando aparezca la medicion, presione
enter.
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Listas y Hojas de céalculo.

Esta aplicacion funciona de la misma manera que una hoja de calculo de Excel. Presione la
tecla Inicio para insertar una pégina de Listas y Hojas de calculo.

Ingrese estos datos en la pagina de Listas y Hojas de calculo comenzando por el 0 en la
celda Al

Tiempo Distancia
0 5

1 10

2 15

3 20

En esta actividad se muestra el tiempo en el extremo superior de la columna A y en el
Extremo superior de la columna B ingrese la distancia y presione enter.

Datos y Estadisticas.
Nos permite hacer y analizar gréficos.

Valla al menu Inicio y seleccione la opcion Datos y Estadisticas. En la pantalla que aparece
dirijase a la parte inferior, haga clic sobre “Haga clic para aiiadir una variable” para ver
una lista de variables. Seleccione tiempo.

Apareceran 4 puntos en el eje inferior.

Con el Touchpad dirijase hacia arriba, en el extremo izquierdo de la pantalla. Aparecera un
rectangulo. Haga clic dentro del rectdngulo para ver una lista de variables. Ahora
seleccione distancia. (Ahora aparecera un grafico con 4 puntos).

Se puede crear una linea desplazable en el gréfico.

En el diagrama de dispersidon presione men0. Seleccione Analizar y elija Afiadir linea
desplazable.

Tome y mueva la linea de manera que se ajuste al conjunto de datos. Para tomar la linea,
presione ctrl/clic (dentro del Touchpad). Para soltar la linea, presione esc.

Calculo de una ecuacion de regresion
En la pagina de Datos y Estadisticas,

e Presione menu
e Seleccione Analizar
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e Seleccione Regresion
e Elija Mostrar lineal

Notas

La aplicacion de Notas es utilizada para bridar instrucciones o informacion de las distintas
actividades.

Use un cuadro matemaético para el contenido matematico

Haga clic dentro de una expresion del cuadro matematico y evalGela presionando enter.

ny , . . 3 2
Desplace el mouse sobre la expresion que aparece mas abajo. Haga clic en il Luego,
presione enter.

Para crear un cuadro matematico, presione: menu/Insertar/Cuadro matematico

S - 4 .
En el cuadro matematico, ingrese - — V9 y presione enter.
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Guia del Profesor

La siguiente seccion proporciona informacion adicional sobre la aplicacion de las
actividades propuestas, las cuales se encuentran en el anexo B del presente trabajo de tesis.
Antes de iniciar, es importante tomar las siguientes medidas:

1. Organizar a los participantes en equipos de tres.

2. A cada equipo se le asigna una calculadora Ti-Nspire CX CAS, las actividades,
hojas en blanco, pluma, lapiz, regla y escuadra.

3. Se deben explicar los roles de cada integrante con el trabajo de las actividades, en
donde:

a. El lider: Tiene la responsabilidad de mantener el orden y dindmica, fomentar
las discusiones y asegurar gue los otros integrantes estén cumpliendo con su
trabajo.

b. EI que maneja la calculadora: Hace el trabajo relacionado con la calculadora,
lo cual puede incluir la introduccion de datos, comandos y/o célculos y la
interpretacion de los resultados.

c. El que maneja la actividad en papel: Lee la informacion y hace preguntas
sobre las actividades, ademas de escribir las respuestas de los
cuestionamientos planteados.

El cambio de roles entre los estudiantes se lleva a cabo al cambiar de actividad, con el

siguiente orden:

CalCLilaljﬂ ra
4 \
/ \
/ 4

Lider * Hoja de trabajo

Es muy importante que los integrantes de los equipos, lean con cuidado las instrucciones y
preguntas plasmadas en la actividad, y que las respuestas que den, deben ser un consenso
del equipo.

Introduccion a la calculadora

En ésta actividad, se presenta una introduccién basica sobre el uso y manejo de la
calculadora TInspire CX CAS. Debido a su naturaleza, la manipulacion de la calculadora es
muy complicada y compleja; esta introduccion no es exhaustiva pero contiene los
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elementos basicos requeridos para llevar a cabo las actividades. Cabe mencionar que a lo
largo de la misma, se llegan a utilizar técnicas mas avanzadas, las cuales son presentadas en
su momento dentro de las actividades. Se recomienda que la explicacion sea breve y
concisa y que incluya los siguientes temas:

e La diferencia entre “Scratchpad” y las aplicaciones dentro de la pantalla “Home”.
Dichas aplicaciones representadas por un icono, tienen la ventaja de estar en una
pestafia dentro del documento de trabajo.

e El manejo de las aplicaciones: como crear nuevas, como abrir las anteriores, como
borrar y la vista general de todas; se encuentra al presionar /+ T

e Explicar que - realiza la operaciones y no el simbolo =, ademas de explicar el
significativo de = dentro del sistema CAS.

e Hablar sobre los nimeros racionales e irracionales. Por ejemplo, al hacer la
operacion: 8pl6- da el resultado Y%, mientras que 8pl6/- o 8pl6”- muestra el
resultado 0.5.

e El uso del boton /, por ejemplo para apagar la calculadora se utiliza /c

Actividad 1
Dentro de esta actividad se proponen dos discusiones:

1. Después de la parte I inciso c, se debe asegurar de que el inciso I.c esté resuelto
correctamente, si no se deben revisar las respuestas del inciso |.a.
2. Antes del inciso h de la parte I, se debe establecer el significado de una forma
matematica o formula. Se pueden presentar los siguientes casos:
“Por cada tres manzanas que compran, le regalan una naranja.”

a) ¢CoOmo se expresa, cuantas naranjas hay sabiendo la cantidad de manzanas?

(N =:M)
b) ¢Como se expresa, cuantas manzanas hay sabiendo la cantidad de naranjas?
(M =3-N)

c) ¢Qué representa el “1/3”y “3” en las expresiones anteriores?
Sabiendo expresar relaciones con la discusion anterior, se debe llegar a la respuesta
del inciso I.h.

Actividad 2
Se propone la siguiente discusion para esta actividad:
1. Antes del inciso b de la segunda parte, en donde se plantea la expresion para

resolverlo. Partiendo de las ecuaciones de la pendiente, se despeja el valor de y,. De
tal manera que:
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m = u; m(x, —x) =y, =y Y2 =m(x; —x) +y;
X2 —Xq
a) ¢Qué representan los puntos de x y y?
b) ¢Es importante, cuéles valores utilizan? Por ejemplo, para el rango de 6 —
14, se puede utilizar 6 o 14.

c) ¢Cudl valor conviene utilizar?

Con el razonamiento anterior se debe llegar a la expresion: y, = m(x, — 6) + 7.40 de tal
manera que m corresponda a la pendiente de cada rango.

Actividad 3
Dentro de la actividad 3, se proponen las siguientes tres discusiones:

1. Antes del inciso d de la parte 1. Para lograr lo anterior se pueden hacer las siguientes
preguntas claves:
a. (A qué equivale xn+1? (Del despeje de la expresion Ax = x,41 — Xp)
b. Observe su expresion del inciso L.b, ¢contiene la variable x,.,? Si no, ;a
qué se debe? (Si utilizaron n = 10, no tiene dicha variable.)
c. Resuelba el inciso I.d.
2. Antes del inciso d de la parte 11, se debe ensefiar como se expresan las funciones.
Por ejemplo, si f(x) = x?:
a. ¢(Quésignifica f(5)y f(a)?
b. ¢Qué ocurrid? (se sustituye 5y a en cada valor de x dentro de la funcion f)
Con lo anterior se puede resolver el inciso Il.d

3. Discusion después del inciso f de la parte Il. Aqui se deben asegurar de que tengan
la expresion correcta, ya que se necesitara para realizar la parte 111 de la actividad.
En caso de que este incorrecta, se revisan las respuestas dadas en los incisos 1.d y
l.e. Si se observa que tienen dificultades en el inciso Ill.a, se puede llevar a cabo
otra discusion para realizar el mismo.

Actividad 4

Se propone una discusion antes del inciso g de la parte 1. Se debe poner mucha atencion, en
llegar a una expresion que esté en funcion de las variables t y to. Si tienen dificultades,
revise las respuestas dadas para el inciso l.e. Esta parte es crucial, ya que en el inciso L.i se
sustituyen valores de tp para llegar a una expresion que esté solamente en funcion de la
variable t. Lo anterior, expresa la pendiente de la secante (la cual contiene dos puntos) con
una variable.
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ANEXO I

En este anexo se presentan las bitacoras realizadas en la experimentacion Piloto.

BITACORAS EXPERIMENTACION PILOTO.
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PRIMERA SESION EXPERIMENTACION PILOTO

Se trabajo con alumnos del primer grado de la Facultad de Ingenieria Quimica. Se llegé a
las 7:50 am, se empez6 a acomodar el equipo de grabacion y se entregd el material
necesario a los alumnos para la resolucion de las actividades. A las 8:00 am se empezo0 la
primera sesion de la experimentacion piloto con una breve explicacion a los alumnos
acerca del objetivo de este proyecto de investigacion, posteriormente se les dié una pequefia
introduccion acerca del manejo de la calculadora Ti-Nspire CX AS para la resolucion de las
actividades, se les explicd la mecanica de trabajo iniciando la Actividad 1 alrededor de las
8:40 am.

1. Se formaron 9 equipos, 8 de tres personas y uno de cuatro. Posterior al inicio de la
actividad, no se permitio la incorporacion de los alumnos que llegaron tarde a la
clase.

2. Las discusiones en los equipos se dieron de manera rapida, se observé que el equipo
No. 1 era el que més discutia cuando realiz6 la actividad 1.

3. El equipo No. 5 fue el que presenté mayor dificultad para entender el significado
del signo negativo en la diferencia (especificamente en los incisos b y ¢). Ya que
argumentan que las diferencias siempre deben ser positivas.

4. Hubo confusion en la parte 1 (especificamente en los incisos e y f) al momento de
identificar los subindices, debido a que no sabian qué valores darle a i.

5. Se observo que la gran mayoria de los alumnos sinti6 curiosidad acerca del uso de
la calculadora y por momentos hacian operaciones fuera del contenido de la
actividad.

6. Soélo un alumno de los 28 participantes conocia la calculadora TI-Nspire CX CAS.

7. En general hubo pocas dudas en cuestion al uso de la calculadora.

8. EIl equipo No. 6 no discutia y mostraban bastante indiferencia al contestar la
actividad 1, debido a la carga académica que tenian programada para ese dia.

9. EIl equipo No. 5 tuvo problemas en el momento de definir los valores del subindice
i.

10. EIl equipo No. 4 no discutié en comparacion de los demas equipos, pero aun asi
trabajaron correctamente.

11. Solamente dos equipos comenzaron con la Actividad 2.

12. También se dio la discusion entre equipos acerca de los resultados obtenidos en
diversos incisos de la actividad 1.

En general se trabajo de manera ordenada y tranquila, todos los alumnos mostraron respeto
al momento de esta primera sesion.
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SEGUNDA SESION EXPERIMENTACION PILOTO

Alrededor de las 7:55 am se lleg6 a la Facultad de Ingenieria Quimica para comenzar con la
segunda sesion de experimentacion formal. A las 8:05 am se instal6 el equipo de video.
La actividad No. 2 dio inicio a las 8:20 am; esto debido a la impuntualidad de los alumnos.
Esta segunda sesion dio inicio con la Actividad No. 2, ya que solo dos equipos pudieron
iniciar la actividad 2 en la sesion 1.

1.

10.

Se trabajo con los 9 equipos que la primera sesion, incorporandose 2 nuevos
alumnos a esta sesion por lo que se les acomodo en dos equipos; para que quedaran
6 equipos de tres personas y tres de cuatro personas.

Nuevamente el equipo 6 no mostro interés en la actividad, incluso se les Ilamé
varias veces la atencion, ya que estaban trabajando con material ajeno a las
actividades. También accidentalmente tiraron la calculadora que se les asigno.

Se observo que todos los equipos tuvieron dudas en el inciso I1-b, ya que algunos no
pudieron contestar esta parte y los que lo hicieron, no llegaron a la ecuacion
correcta que es y, = m(Xo-X1)+y; .

Se presentaron mas comentarios entre los equipos debido a la confusién en el inciso
b) de la parte 11 para comparar resultados.

Algunos equipos presentaron polémica respecto a la ecuacion de la pendiente en el
inciso e) de la Parte I.

Solo el equipo 9 comenzd a contestar la actividad 3 en esta segunda sesion.

Ningun equipo tuvo dudas en el uso de la calculadora para la resolucion de la
actividad 2.

Se observo que el equipo 3 en el inciso I-b queria condicionar los valores de la
variable X para que la variable Y tomara Unicamente valores positivos.

Los equipos con cuatro personas no trabajan la mecanica sugerida, puesto que solo
dos integrantes son los que hacen todo el trabajo.

Por el avance obtenido hasta ahora se considera necesario aumentar el nimero de
sesiones para la experimentacion piloto.

En general se puede deducir que la actividad 2 genera bastante confusion en los alumnos y
también se hace notar que dos horas no son suficientes para contestarla, por lo cual se
sugiere modificar la indicacion del inciso b para hacerla mas clara.
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TERCERA SESION EXPERIMENTACION PILOTO

Alrededor de las 7:50 am se lleg6 a la Facultad de Ingenieria Quimica para comenzar con la
tercera sesion de experimentacion piloto. Se entro al salon de clase alrededor de las 8:10
am, debido a que los alumnos tenian una clase antes y el profesor no salia. En esta tercera
sesion se comenzo con la actividad 2, ya que solo un equipo pudo comenzar la actividad 3
en la sesion 2.

1. Se trabajo con los mismos 9 equipos que en las sesion 2.

Los alumnos ya no mostraron dudas acerca del uso de la calculadora.

3. Todos los equipos tuvieron confusion con el inciso 11-c, argumentan que el inciso es
poco entendible y no especifica lo que se requiere.

4. La maestra del grupo comentd que es necesario se tome en cuenta al profesor para
que los alumnos muestren mas interés sobre las actividades, de manera que sugirio
que se le debi6 comentar la posibilidad de que estas actividades de trabajo tuvieran
cierto porcentaje en su calificacion para motivarlos.

5. Ningun equipo concluyd la actividad 3, se observo que todos los equipos mostraron
duda en toda la parte 11, y esta parte es esencial para poder continuar con la parte I11.

6. Solo un equipo llegd a la parte 111, pero no pudieron seguir debido a que no lograron
comprender cémo insertar la ecuacion requerida en la calculadora, ellos argumentan
que no se explica como debe hacerse exactamente.

7. El equipo 3 discutid6 mucho acerca de los valores de “a” y “b” en la regresion
exponencial del inciso Il-j en la actividad 2, ya que no se daban cuenta que la
calculadora ya daba esos valores.

8. Los alumnos presentaban mucha distraccion al hacer el cambio de rol de una
actividad a otra.

N

En general se puede deducir que la actividad 3 genera bastante confusion en los alumnos,
por lo cual se sugiere modificar algunas indicaciones para hacerlas mas claras.
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CUARTA SESION EXPERIMENTACION PILOTO

Alrededor de las 7:45 am se llegd a la Facultad de Ingenieria Quimica para comenzar con la
cuarta sesion de experimentacion piloto. Se entr6 al salon de clase alrededor de las 8:00
am. En esta cuarta sesion se termind con la actividad 3 y se comenz6 con la 4, ya que solo
un equipo pudo comenzar la actividad 4 en la sesion 3.

1. Se trabajo con los mismos 9 equipos que en las sesiones anteriores.

2. Los alumnos mostraron mayor destreza al usar la calculadora.

3. Ningun equipo concluyo la actividad 4, ya que debian terminar primero la actividad
3.

4. Nuevamente los alumnos presentaron distraccion al hacer el cambio de rol de una
actividad a otra.

5. Todos los equipos tuvieron confusion en la actividad 4, en la parte continua a la
introduccion de la ecuacién de posicion.

6. Solo dos equipos lograron avanzar a la mitad de la actividad 4.

En general se puede deducir que la actividad 4 genera confusion en los alumnos en la parte
donde Ibarra (2015), introduce la ecuacion para la posicion.
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QUINTA SESION EXPERIMENTACION PILOTO

Alrededor de las 7:45 am se llegd a la Facultad de Ingenieria Quimica para comenzar con la
quinta sesion de experimentacion piloto. Se entro6 al salon de clase alrededor de las 8:00
am. En esta quinta sesion se terminé con la actividad 4.

Se trabaj6 con los mismos 9 equipos que en las sesiones anteriores.

Los alumnos ya no mostraron dudas al usar la calculadora.

Todos los equipos terminaron la actividad 4.

Por ser la ultima sesion los alumnos mostraron mejor disciplina y disposicion.

Se observo que a la mayoria de los equipos se les dificultd hacer una analisis de lo
que representaban las graficas en la parte I1.

a s wdNE

Casi por terminar esta Gltima sesion; exactamente a las 9:40 am; se les pidio a los equipos,
en una hoja aparte expresaran su opinion acerca de las actividades. A continuacion se citan
las opiniones de algunos equipos:

e Equipo 1: “Se complico en algunos enunciados, ya que no entendiamos bien el
conocimiento de algunas cosas, pero sirvié para aprender un poco sobre la
calculadora CAS, tiene muchas funciones y facilita todo si la sabes usar”.

e Equipo 4: “El uso de la calculadora promovi6 el abastecimiento del conocimiento
racional, el equipo 4 agradece la oportunidad de poder interactuar con este tipo de
tecnologia y en general las condiciones de trabajo fueron precisas y el margen de
error fue nulo”.

e Equipo 7: “En la mayoria de los problemas no especifica de manera clara lo que se
requiere”.

e Equipo 9: “Fue una actividad interesante solo que muy confusa y con falta de
experiencia para manejar la calculadora, ademas de falta de explicacion para
comprender los problemas que se planteaban”.

Se concluye que en esta experimentacion piloto la mayoria de los alumnos no mostraron el
interés necesario, esto debido a que no lograban entender el contenido de las actividades
por lo que se cansaban y dejaban de trabajar. Se plantea tratar de adecuar las partes donde
hubo mayor confusion y proponer cambios para que queden mas explicitas las indicaciones.
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Este anexo contiene las evidencias de cada una de las actividades que se aplicaron a los
estudiantes durante el desarrollo de la experimentacion formal.

e ACTIVIDAD 1 DIFERENCIAS, EXPERIMENTACION FORMAL.

e ACTIVIDAD 2 PENDIENTES, EXPERIMENTACION FORMAL.

e ACTIVIDAD 3 PENDIENTES COMO FUNCION,
EXPERIMENTACION FORMAL.

e ACTIVIDAD 4 LIMITES, EXPERIMENTACION FORMAL.
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Actividad 1
Diferencias
Lider:
Calculadora:
Hoja de Trabajo:
Nimero de Equipo: Hora de Inicio:

A. Diferencia Matemdtica

Parte I {eon Idpiz y papel): Concepto General

La diferencia matematica es €l resultado de restar, en donde se resta un sustraendo de un

Hora de Terminacién:

minuendo. Por ejemplo, la diferencia entre 3 (sustraendo) y 8 (minuendo) es S.

En la vida cotidiana cuando se expresa una diferencia, tfpicamente se refiere a la diferencia entre
un valor inicial (sustraendo} ¥ un valor final (minuende). Es decir, la diferencia es igual of valor

final menos el valer inicial,

a) Completa la siguiente tabla. Pase el texto de la columna 1 a una sintaxis matemética en la

columna 2 ¥ escriba el resultado de la diferencia en la columna 3.

Texto Sintaxis Diferencia
Una cuenta de ahorros tiene $2383.87 alinicio del )
mes y $2873.92 al final. ;Cudl fue la diferenciaa o $2813.92 ~ $ 990.05
largo del mes? 12383-8%
Se saca un pedazo de carne a descongelar, a} sacarse )
del congelador se encuentra a -39 € y después de 5 24¢C 03X} 2 1°C
horas se encuentra a 249C. ;Cudl es ia diferencia de
temperatura después de las 5 horas?
Un automévil contiene un tanque de 90 litros. Se
llena al comienzo de Ja semana, al final de ella se
observa gue el tanque contiene 32.3 Jitros. ;Cudl es la 3230 =(s'} - 51 L

diferencia de litros en el tanque a Jo Jargo de la

semana?

b) Observe las diferencias de los tres (3) casos del inciso anterior, sexiste una diferencia con
signo negativo? En caso afirmativo, ;qué representa con respecto a la cantidad {aumenta o

disminuye)?

Si. iepféentc que d-‘sw'.wdo o wmtidad:

signos positivos, negativos y valores de cero.

¢) ;Qué concluyes a partir del incisa anterior con respecto al signo de la diferencia? Considere

d<$m .‘Y‘Uﬂe'

Loy sgnos repesentan s la canhdad comenta 0
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§ ,
d) En la siguiente tabla en Ja primera columna se emicuentra una secuencia de cinca (5] ndmeros, \
observe la tendencia uniforme (si existe alguna) y andtela en Ja segunda columna.
Secuencia QObservaciones
fte Bcveni o preSenic G itndeng
2,4,6,8,10
unfome e 3.

Qresevxio ona lendencic wntorme
decigcients dE Tend

Preremtc, ono fendeoncia G forme
e 538 | i

45,38,31,24,17

-8.75.-3.5,1.75,7,12.25

1,9,17,27,41 No aresenta tendendio vmifame. ;

Considere e] conjunto de datos, en dendc i corresponde a una variable independiente mientvas
tanta u corresponde a la variable dependiente. Por lo tanto w corresponde a u evaluada en
cualquier valor de i. Por ejemplo, u; indica el valor de v cuando ies 3o cual es 14

i

1

3

4

5

2]

8

2
11

14

17

20

23

&) Utilizando el conjunto de datos mencionado, complete Ja siguiente tabla.

Sintaxis Representacién Algebraica Resultado
Us — Uy 20- 11 3
| u2-u 11- A 3
iy~ Uz A4~ 11 3
us- ity 20 74 &
U3-Us 14 - 23 -]
Uy - Us 1¥ - & -9

En matemdticas el operador delta {A) representa un cambio. Siende un operador matematico,
puede aplicarse a cualquier variable. Por ejemplo, Ax representa un cambio en x mientras que 4T
representa un cambio en T (muchas veces dicha variable representa una temperatura).

f} Considerando el concepto de 4 y utilizando el conjunte de datos, complete Ia siguiente tabla.

Sintaxis Au Af

us -~y 3 1
Uz - Uz 3 1
U3 - Uz A l
Us — U [ 2

Us=Up -4 -3
Uq— Uy A 3

g) Analice la tabla del inciso {, ¢hay una relacién con respecto a & y Au? ;qué puede concluir?

fov cado

A A

- MO aomenta &

Dwoido o U Bu Septnde de N

Paulina Calder6n Vargas

Pagina 119



Conceptualizacion del Limite a través de la Aplicacién de Actividades con la Calculadora Ti-

g
h) Exprese su observacién del inciso g en forma matemética (férmula). ;Se cumple en cada caso
dela tabla?
Ao = (A3)
V S se Wmple cada cose  de la bassla

Parte 2 (con CAS): Introduccion a CAS

Si una variable v depende de una variable x, de tal manera que cada valor de x determina
exactamente un valor de y, entonces se dice que y es una funcién de x. Cuatro métodos comunes
para la representacién de funciones son: numéricamente por tablas, geométricamente por
graficas, algebraicamente por férmulas y/o verbalmente. Una funcién f es una regla gue asocia
una salida Gnica ¢on cada entrada. Si la entrada es denotada por x, entonces Ja salida es denotada
por f{x) (se lee como 7fde x"). Para una entrada dada x, la salida de la funcién f se denomina €l
valor de fen x. Algunas veces se denomina la salida por una sofa letra, por ejemplo y, y se escribe
como y= f{x). Esta ecuacién expresa y como una funcién de x; la variable x se llama la variable
independiente de f, y la variable y se llama la varfable dependiente de f

Las coordenadas cartesianas son un sistema de coordenadas de dos dimensiones, denominado
como el plano cartesiano, utilizado para Ja representacién prifica de una funcién. En el gje
horizontal, conocido comea el eje "x”, se encuentran las variables independientes mientras que cn
el eje vertical, conocido como el eje “y*, se encuentran las variables dependientes. Siendo un
plano, cada punto se puede expresar por sus coordenadas (x, ¥).

a) Introduzca la expresién 5 a la calculadora y presione enter, ;qué observa? Presione el

botén T en el touch pad y presione enter, ;qué sucede? ;Para qué puede ser util Ja obscrvacién
anterior?

~6xez+x?
x

La calcvladera eolize wna fackantacdn

Hooetdn fen ¢l touth pac v oenter eobiton la cecion g
Gpvar Ptcdon-

Una herramienta atil dentro del sistema CAS, es el comando "tal que”, |. Dicho comando se elije
presionande el-botén azul *CTRL" y el hotén “=", el cual se encuentra debajo de “CTRL" y después
se selecciona “|™- La sintaxis para utilizar el comando es el siguiente, “funcién{ variable = valor”,

b) Considere la funcién 2x2 + 5x - 2, Llene la siguiente tabla con los valores de x respectivas.

| Valor de x Operacién con 1dpiz Resultado de CAS
-3 (3 8(-3}-4
-2 A{-27 52y~ -4
-1.25 23S 5 G5 - 1338 ~95. 138
0.5 J{0P4 (09} -4
0 20012 45( A -2 -1
0.25 2 {0253 S(0.a%)-3 -0 . @as
0.89 {24+ HOEA) -2 O 0392
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Actlvidad 2
Pendientes

Lider:

Calculadora:

Hoja de Trabajo:

Numero de Equipo: Hora de Inicio: Hora de Terminacién:

A. Pendiente

Parte I {can I6piz y papel): Concepto de Pendiente y Rectas
a) Un carro recorre 245 kilomeatros con 18 litros de gasolina.

1) Si el mismo carro gasta 30 litros de gasolina, ;qué distancia viajé?

(o $istancio que vicjo el ovtomout con 0L ey de 6[?‘8‘;\333

2) Explique la légica utilizada en el problema anterior y las suposiciones hechas.

Ortonces s con IBL recocsio 2495 ¥m %< Nide waa
velaation donde s deb(?vw\lnc‘ 2¥S5 km » 30 / &

3) ¢ Cuatk es la razén de cambio en kildmetros por litros de gasolina y qué significa?

A amenta les Vhos de gascling  avmeate @
ainlancla  receydc.

4) Utilizando el dato original, 18 litros para 245 kildémetros y el dato dcl problema 1,
grafique dichos puntos y trace fa recta. Formule una expresion matematica para la pendiente.

0
304
200

“ﬁ Em1 = Ky
(YT M= 3~

&

5) ;Qué relacién hay entre una ra26n de cambio y una pendiente?

La. fedn  de tambkia puede {formen wia Pendiev&e.
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| El modelo matemitico mas sencillo para refacionar dos variables es la ecuaclém linealy = mx + b.
Esta ecuacion se llama lineal porque su grifica es una lfnea. Cuando x = 0, se obtiene:

y=mi{0}+b =b
Por lo tanto, la linea cruza el eje y en y = b. En otras palabras, el Intercepte y &5 (0, 5). La
inclinacién o pendiente es m. La pendiente de una linea ne vertical es el numero de unidades que
la recta sube {0 cae} verticalmente por cada unidad de cambio horizontal de izquierdaa derecha,

como se observaenla figura 1y 2.
/ e TeATRY
- (oA -

Figura 1. L{nea recta con pendiente positiva Figura 2. Linea recta con pendiente negativa

b) Considere la ecuacién de la recta, y = 2x + 3. Identifique la variable independiente y la variable
dependiente. Elija por lo menos 5 valores dependientes y haga una tabla con los valores
independientes correspondientes.

LIRS ]

IR - 55
I S G |3
3 G-y

5 1 o] S
¢) Grafique Ja linea recta expresada por la ecuacién y = 2x+ 3.
F)

6

sJ/

Y
;

g

p—r—r
“8a % 0SS

P E SRR Rl

d) Considere los puntos {6, 9) y (0, 11). Sin hacer ningin célculo responda ;la pendiente es
positiva o negativa? Compruebe graficamente y después analiticamente.

W Pendie

= "Qﬁdi\n. E\
i
fxeecsvase il

e) Utilizando los puntos generzles, {xn, ¥x), donde n es n-ésimo punto. Calcule 1a pendiente entre
elpunto 1 (%1, 1) ¥ 2 {xz, ¥2)-

X, -1
s 03 mz 6.5 - (-1) T
g, ! T - M TT - med
4,22 -1 1
™ 53N Mz 5% m= 2
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f) Exprese la ecuacién de la pendlente para los puntos generales del Inciso e utilizando el

~TTTT T

concepto de 4.
"= Ay
A

Puarte if (con CAS); ApHcadiin

La datacién por radlocarbono, es una técnica de datacion radiométrica que utiliza el isétopo
carbone-14 para la determinacién de la edad de materiales que contienen carhono. Los

g datos obtenidos exper Tan la cantidad de C-14 para un material
alo largo del tiempo.
Antigiiedad | Cantidad de C-14
del Material
{mBes de afias)
0 15.30
1 13.56
2 12.01
3 10.64
4 9.43
5 8.35
6 7AQ
7 6.56
8 541 -
9 5.15
10 4.56°
11 4.04
12 3.58
13 3.17
14 - 2.81.
15 249
16 221
17 195

&) Complete a siguiente tabla considerando ef rango de ahos dado.

| Rango Diferencia de Afios Diferencia de C-14 Pendiente

6-14 - 5.8 dsA CEFERY
65-12 - & 240 %.87 1. RA333- & EB6H
6-10 - 4 A, 43 3 - B 1'&5]_13_ﬂfr 1|
6-8 —~ 2 L0 159 6.00%-0"1

1s) Observando la tabla anterior y con base en Ja ecuacién det inciso ) parte 1. Calcule la cantidad
de £-14 a 7 afios (7¢) y compérela con la cantidad a 7 aiias real (7c}. Utilizando Ja pendiente y su

intervalo respectivo.

Rango 7c 7¢=7r

&-14 e 5239 \-26 3
6-12 6.6 2 O- 233
6-10 G- 64 O-B33
6-8 i R\ o g

C} (Qué observaciones tiene? ;qué pendientes calculan mejor e valar de 7¢?

La pendiente de! “ango

6-10
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d) ¢A qué se debe Ja observacion del inciso anterior?

Que el ruede e mas Gpiox finago n\ vo loe v'ea}

€} Para ralcular )3 cantidad de C -14 a 9.5 afos, ;cudl penciente del los siguientes rangos
unitzarfa? (6 - 10,7 - 10,8 - 10,9 - 10) ;Por qué?

b el 1ovge d GHC po qe eide qe vomgo ¥ enpentin la
tandidod  de anes

I} Calcule la cantidad de C-14 a 9.5 afios.

%2: —C’-_Hl.\q'ﬁ‘h(‘») + ‘ISG = H_ql&

Dentra del sisterna CAS, se pneden graficar datas. Utilizando 1a hoja de cdleulo ingrese los datos
experimentales del problema anterior dentro de esta seceion. Pari elegir la hoja de cdleulo
seleccione Home, y después Hoja de Calculo, En la celda que tiene la letra A (celda superior)
ingrese los atios v llame dicha columna “yrs” y en ia celda que contlenc la letra B ingrese los datos
de C-14 y llame dicha columna “C14™. Dentro de Home, €lifa Datos y Estad(sticas y presione
Enter. Utilizandv ¢l Navegador, mueva lu flecha hacia abaje y elifa que la variable x sea “yrs",
Después, mueva la flecha hacia la izquierda y elija que Ja variable y sea “C14", Ahera deben
aparecer]os datos graficados.

Se puede hacer un ajuste de datos para los datos graficados. Dentro de la grifica, presione Mend,
4: Analizar, 6: Regresion. Dentra de estas opciones existen varios ajuste disponibles.

g) Haga un ajuste de datos utilizando Lineal {mx +b). ;Qué sucede? Repita el ajuste utilizando
exponencial ;Cuél se ajusta mejor?

lov  pontas etk dispeises e la tnea.

W ponencigl e 03U3*Ca-

Dentra de Ja hoja de caleulo, también se pueden ver datos de ajuste de dates. En 1a heja de célculo
donde estén los datos presiouc meni, 4: Estadéstica, 1: Cilculos estadisticos, 3: Regresidn
lineal {mx + b). Si no encuentra la hoja de clculo, puede presionar ctrd y los botones de derecha
n izquierda para cambiar entre las pantallas. Para lista x ingrese A[], para la lista v ingrese B[] y
en la primera columna de resultado ingrese cfj.

h) ;Qué informacidn aparece?

Cuoe de dwendion. no hay  Sofcenter, clomenics €n o
Yista.

b perdiente y 16 combunte b
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IV i} Repita el procedimiento para una A: Regvesién exponencial... pero en la primero colomna de
/.’ r;sultado ingrese e[] ;Qué informacién aparece? ;Se Hega a Ja misma conclusién gue en el inciso
4 g

V ey las valoes de ayb

) Utilizando 1a ecuacion de mejor ajuste, calcule la cantidad de C-14 a 9.5 arios.
da S48 axy”
bq.s
a3
13302 x 08GIE = 4.3949)

k) Utilice [a pendfente del rango 9 - 10 afios para calcular la cantidad de C-14 a 9.3 y 9.6 afios,
Utilizando como rango 9.3 - 9.6 afios, calcule 1a cantidad de C-14 2 9.5 afios.

843 y de aweide a Pludes = 496
Ma Y2~8  q6-G3. 3 Abadss: 438
%z -¥. oG

J) Constdere la cantidad de C-14 calculada a 9.5 afios del inciso f), k), ¥ ). ;Cudl es la mejor
aproximacion? ;Por qué?

Lo mep AP 6 25 la del J oo que fo expoaenciod
S adapta wep « avesho Gafica de dedoy.

1) Con sus palabras expligque 1a ohservacitn anterior.

& wee  wor s aroficos Semeatey  a la otiginol
4ee  wsar olay que we concwesdesn.

m) Exprese por medio de una expresién algebraica lo que acaba de decir.

w2 (Jl‘gi
Xz =%

Paulina Calder6n Vargas Pagina 125



Conceptualizacion del Limite a través de la Aplicacién de Actividades con la Calculadora Ti-

Nspire CX CAS
1
Parte {1l (Simboltzacién): Desarrolto simbolica de la Pendiente
) En ¢1 O _introduzca un sfmbolo que represente los datas. -
] &
0 15.30 '
1 13.56
2 12.01
3 10.64
4 9.43
5 8.35
6 7.40
7 656
8 5.81
9 5.15
10 456
11 4.04
12 358
13 317
14 281
15 2.49
16 2.21
17 195

b) Escriba 1a operacién necesarfa para caleular la pendiente entre 6 ¥ 14.

A8l-e.5¢ o333
4 - 6

¢) (C6mo Jlama o expresa simbélicamente la ecuacién anterfor?

Pe"l'.' i-en’\ﬁ
m= Yz th
¥z =Xt

dj ;Cémo se queda !a expresién simbdlica anterior cuando se evalda en 9.5 afios?

U436 ~g.S

~ 089
lo - q

¢) ;C6mo se expresa Jo anterlor para cualquier valor?

™ = <j; "ng
X2 - %,
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Actividad 3
Pendientc como Funcién

Lider Pedio Qencia Wk

Caleuladora: Toune Saisomento Qanguine (CYRR

Hoja de Trabajo: Qorn e Mof\d.g?n

Nimero de Equipo: e 6 Horade Iniclo: 8. 2o Hora de Terminacién:

ixRA¥) =
A. Desarrolle Gtico de L= :: 1

Parte 1 {Simbolbgica): Desarvolio Preliminor

. e : -V .
a) Una lorma convenclonal de describir una pendiente es m=::2 z‘. Observe ta lorma
=

convencional y 1a suya de la actividad pasada, ;Codl prefiere usac? ;Por qué?

Es v wemmg foesilan Que e ohdien @ L
Athwdod easada.

vi v - - -
e 2a¥s (Jehi o 3oV gonde m oy u son
¥3-¥z Ny=X3 X¢=Xyq Ap=Xem

La pendiente también se puede escribir como

subindices. 81 3, = f(x,) yn =10, s¢ pucde escribir como v, , = f(x5,).

b) Escribzi la pendiente inroducienda [a variable n.

§(xn) = §(xm) £ (xa) - $(xna)
X o~ X K - K-y

JAETII(ETY]
Sip=Xy

e cie f
) Parala pendiente M, cqué valor le daria a u?
X15=CR

A Fxan) - {n-1)

K ~ Xe-3

d) ST&x = x,4; — Xp. 2 qué es igual x..,? Exprese la pendiente del inciso b, utilizando los
terminos &x y x,.

Xalr = Xa Xnty = Ax § Xn
AY
Ax

™\
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Conceptualizacion del Limite a través de la Aplicacién de Actividades con la Calculadora Ti-
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Parte {1 (con IGpiz y papel): Introduccidn de &

= . " . ik LS (S
a) Compare la ecuarién obtenida en el inuisu d de Ja parte 1. ;es diferente a1 Sies

diferente, ;ja qué se debe dicha diferencia?

T dk&ét&f\\? por Que UL\\\ZOW‘OQ e\ Ax, AX
e nAos e\ \r\(nemfr\kO-

b) Observando la figura 1, ;qué representa y a qué es igual A?

W oxepesenta @ Ax

Nt X4 - Xy

¥igura 1. Introduccién del concepto 7

) De ta expresion dada en e} inciso a). Sustituyendo Ax por h, ;céma queda Ja expresién de ia
pendiente?

P cd e x) - P Loxth)- )

Xt Y A2

d) Consitere la funclén, £ (x) = x? + Zx. (COmo se expresa fixs), fixitdx) y fTxes1)?
T
$ex) = % L 2

PUx baAx) » (% 14t 2 R 4AR)
L) = (x bty 2 0% b)Y

&) Considerando f{x) = x” 4+ 2x y &x o h, ;cud] es la ecuacidn de la pendiente del incisa ¢7 (No es
necesario reducir alpebraicamenta)

fOxd Ax-x) - fox) Cxlh-x)- 0

wKz - Ky

n
{x b1 z(x:r) ~ (ytix) e
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f) Si el primer punto es (1, 3), exprese la ecuacién del inciso anterior con estos punto. ;Qué
observa de esta ecuacién?

(b -1 )- £cd) € (Lbe-0) - fn)
\ - X ) \
fx ) - £(x) (1ih) Ltk
|7 ST
o -

Parte Ill (con CAS): Variacién de h

a) Como en cualquier hoja de calculo, en la siguiente imagen se puede observar que la columna A
representa los valores que tomara Ax o h, mientras que en la columna B irén los valores que
tomara la pendiente (m). Utilizando la expresién obtenida en el inciso f), calcula le pendiente y

Conceptualizacidn del Limite a través de la Aplicacién de Actividades con la Calculadora Ti-

Nspire CX CAS

completa la tabla.

A B
e e T

0.1 1 .

0.01 4.0l

0.001 4.00\

0 (@]

-0.001 ~4.001 3.9

-0.01 -4.0L 3

-0.1 -4.\ 3.9

b) ;Qué observa cuando Ax o h = 07 ;A qué se debe ese valor?

Que > ndefinido,

euede et nuaca

Que un denominoda No
Q6O -

positivos?

€) ¢A qué niimero se acerca la pendiente cuando Ax o hse acerca a cero a partir de los niimeros

a 4

De  aceca

negativos?

d) (A qué nimero se acerca la pendiente cuando Ax o h se acerca a cero a partir de los nimeros

a 4

Je  acen

e) Observando la respuestas a los incisos ¢ y d, ;llega a la misma conclusién?

D Que ‘c\'\\o (sle}!

Zquiada e

Lo Qeveche
QLo XtmMmQAan A

Y poc

cvalr O
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Conceptualizacion del Limite a través de la Aplicacién de Actividades con la Calculadora Ti-

f) Cuando Ax o h tiendc a cern, za qué tiende la pendients?

Tiende o Quu\\o.

g) Considere la observacién del inciso anterior, jes igual al valor cuando Ax o k = 0?

No o Q\ue e valor Cuo.v\(SQ \x 0O es
\ﬂét‘.\h\_é(}_

h) ; Qué puede concluir de las observaciones de fos incises fy g?

‘Que Ewe oo no esla delnda.

i) ¢C6mo puede definir este lipo de andlisis (analitico 0 gréfico)? Expligue su razonamiento.

“Q“O.Q\Co“ . Come UNG Wawon  fondiaua,

\\km\‘\\\(g\. lomé e\ i\ de lo (bﬂClC}'l’\.
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Conceptualizacion del Limite a través de la Aplicacién de Actividades con la Calculadora Ti-

Nspire CX CAS

Actividad 4
Limites
Lider:
Calculadera:
Hoja de Trabajo:
Nimero de Equipo: Hora de Inicio: Hora de Terminacién:

Parte i (con lipiz y papei): Concepto Informal del Limite

Suponga que quiere calcular Ja velocidad promedio al viajar en una carretera recta. Si pasa el
kilémetro 100 a Jas 12:00 y el kilémetro 140 a Jas 12:30:

a) Escriba la operacién gue realiza para obtener la cantidad que se viajé y para saber en cuinto
tiempo de viajd.

- 20 wuiq 5
Q- ds Henwee 40 gy, e 2omebe o s
6ot ws-e TS
3

b) Utilizando las expresiones del inciso anterior, escriba la operacidn para calcular Ja velocidad
promedio.

¢) Explique qué es una pendiente y escriba la expresién.

{6 pendenie se-purde lorut comy loucloaided pomecti o

A A
¥ - Xy

d) Reiacione 12 velocidad promedio con la ecuacion de la pendiente. }Qué observa?

¢y to mymg ecgacion o voroble x = hiempo

leyorioble g7 distoaca

Por otra parte, aun que la velocidad promedio es una cantidad fija, s casi seguro gue la velocidad
instantdnea (1 velocidad indicada por el velocimetro), varia de un momento a otro.

Se lanza verticalmente una piedra del piso a una velocidad de 96 ft/s. Despreciando la resistencia
del aire, la posicidn de ]a piedra después de £ segundos estd dada por la funcién:

s(t) = —16t% + 96¢

SN gy ag
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Conceptualizacion del Limite a través de la Aplicacién de Actividades con la Calculadora Ti-

Nspire CX CAS

La posicién s &s medida en pies con s = 0, corresponde al piso mientras que £ representa el tiempo
en segundos. '\
] Escriba las operaciones para calcular Ja velocidad promedio y calcule Ja velocidad promedio \
entre el intervalo de tiempo, ) t=1yt=3,li}t=1y £=2,1ii)t=1yt=15.

315:/6!1 v fat V:L"'ﬂ - M:i’;‘

)= 3t t % tr -t e V=32 4 '

erzs YL 160 428 .3y qETIIT oo

= 1L f66 " ray 2 -1 1.§-1 .

f) Observe los resultados de i, ii, y iii. ;Qué diferencia observa?

No cwnate dbeova  por e e on var o prosecho

g) Escriba la ecuacidn para Ja velocidad promedio de )a piedra entre el intervalo [tg, ).

S cribie Tl e b sk - gt + 260
Sy -HEt - 96t h t - to T

Al caicular la velocidad promedio, se utllizé ta posicién del objeto a dos puntos distintos. Para la
velocidad instantdnea solamente se utiliza un punto distinto. Como se verd en la siguiente X
seccidn, la velocidad instantinea se calcula a partir de velocidades promedios, |

h) Si nos interesa calcular la velocidad instantinea a to = 1, se calcula fa velecidad promedio
sobre el intervaio [1, ¢). Escriba la ecuaclén de la velocidad promedio.

f . _
Voo oot wif - (rean {3600 L e L cgn
b - s L.

Lz velocidad instantinea en el punto ¢ = to se determina al calcular Ja velocidad promedio sobre el
intervalo [t t). Cuando t; se acerca a &, la velocidad promedio tipicamente se acera a un nlimero
Onico, el cual es la velocidad instantdnea. Lo anterior significa, que es un instante en donde el
intervalo es muy pequeiio. Este nbmero se conoce como un limite. Lo cual se puede expresar
matemiticamente como

Vinstantanea — l’::l Vpromeaio

i) Sustituya la velocidad promedie en det Inciso h de 1a expresién de la velocidad instantdnea. En

donde & = 1.
Vimbehone = lm 16t 4+ qos - -9)
Gy ~lbk 96k - (-160) r QLY b b-1

LI §
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i) Calcule la velocidad instantdnea utilizando )a expresién anterior.

) A (i) 16 (116) =

t/\

Parte I (con CAS): Concepto Informal del Limite

E! limite lim,._,, f{x} = L se refiere a un limite de dos-lados, porque f{x} se acerca L cuando x se
acerca a valores de x menores de 2 y para valores de x mayores de a. Para algunas funciones, es
conveniente analizar limites de un /ado denominados mites de mano izquierda y de mano
derecha. La definicidn se prede resumir como:
1. Limite de manuo derecha: Suponga que f es definida para todos los valores de x
cercanos a ¢4 y x > a. Si f{x} es arbitrariamente cercana a L para todos valores
suficientemente cercanos a @ con X > g, se escribe
Jim, fG) = L

y se dice que el Wmite de f{x) cuando x se acerca a a por la derecha es ignala L.

2. Limite de mano izquierda: Suponga que f es definida para todos los valores de x
cercancs a @ y x < a. Si f{x} es arbitrariamente cercana a L para tedos valores
suficientemente cercanos a a con x < g, $¢ escribe

Jim 10 = ¢

y se dice que el limite de f{x) cuando x se acerca a a por laizguierda es igual a L.

a) Considere las siguientes grificas y relacione la grafica con el lfmite que le corresponde:

D lim ., flx) =L

.
L

i} lim,_ g+ £G) = L,

n

i) Hmyeg- FX) = L

Se pueden graficar funciones dentro del sistema CAS. Presione el baton Home, B Grafice, Meni,
3: Tipo de grafico, 1: Funclén De esta manera se puede definir una funcion.

b) Grafique la funcién f{x) =

%en el sistema CAS. Observe la grifica y la ecuacién de la

funcién, ;existe algin valor de x que no puede tomar? ;Cudl es y por qué?

st el yvaler

2 povqve

9-1=z€

¥ oXas ¥ ANU # 3eyenyim g fa
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Nspire CX CAS
c) Compruebe utilizando el comando de trazado. (Dentro de la grifica, presione Mend, 5:
Trazado, 1; Trarado de grafico y-elija el mimero y presione Enter). ;Qué sucede?
pr‘f vaa X yo que(ov\ eyt ULIlU( C)(’ H‘\clt"‘é’vmm.d.m
d) El trazado se hace, presionando los botones ¢ © ) para mover de un punto a otro. Para la
misma funcién, el paso de trazado es de 0.3, Este incremento se puede cambiar vtilizando Meni,
S: Trazada, 3: Paso de trazado, Introduzca cl incrementa deseado, Utilizando un incremento de
trazo de 0.01, complete la siguiente tabla.
[x 195 196 197 [198 [199 |2 201 [2.02 }203 [204 ]205
[y~ loocz 10-005 8.3 [epot lzmxp'] 0 13.0%@loon lopy laces [com]
p~OoPray G.e80 s
. . x'-8 . r3-g U x?-8
Considere las expresiones: [} lim,.;- ==, i) Nty 2t o= s i) Wmzaz 3o
¢) De la tabla anterior, ;qué valores ulilizarfa para el caso i7
Las ~waluves PrOARON o A PO [N ra.q.,.e-xﬁ- Pre ks cas STRIOW
VA8, 1.9¢ 41492 198 1. 49
f) De Ja tabla antevior, ;qué valores utllizarfa para el caso i?
l:") vaulorey deypocs dr f a enmbe fayg
2.0V, T.0L,2.0% 0.6, 25
g) De la tabla anterior, ;jqué valores utilizarfa para el caso iii?
U ’lt'l’Luuu t'" Q
h} Represente graflcamente los casos i, ii, ¥ {ii.
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i) Repita el Inciso d para la funcién, f(x) = % (Para introducir &l modulo de valor absotuto,

utilice abs(x}}.
,( X -0.05 | -0.04 | -0.03 | -0.02 | 0.01 0 001 | 602 | 0.03 | 0.04 | 0.05
y [-4 -\ -4 -3 -\ ] 1 4 1 A 4

1-

4

)) Represente graficamente: i) lim,_4- % , i) lim, + % ili} lim,_p %

|
|
|
i
-
|

k) Relacione e inciso hy j, ;qué observa?
Qe en g ‘AQ asSeiolos Eeto e LUNe ey \-Outorﬁalg
e~ oo geckicol

B_
1) Encuentre el valor de limy., “:;—_:J utilizando las repuestas de los incisos d hastael h.

i
€5 onc. omindolo el numets 2

__Qﬁi&.:m: O < ndd.
4-1)  Ad

m) Encuentre el valor de lim,_, !; utilizando las respuestas de los incisos iy j.

£ wno aginkole enel O

_,_\_2.\-=°:W\:LLQ

[ ©

n) ¢Qué relacién existe entre el limite, limite de la derecha y limite de la izquierda?

Qdﬁ. F:Q‘G L Qenbos M&ﬂﬂ BAC un \E\b‘\‘(‘l'f e Aender
o\ s ﬂbﬁ\k‘& Cor o \ tqd\QVO\& Y e Aa ALP(C"\.@,
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