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Resumen

Resumen: Se hace una revisión teórica y exposición de ejemplos sobre deformacio-
nes infinitesimales y de primer orden, haciendo enfásis en su relación con las variedades
algebraicas denominadas intersecciones completas, además de una caracterización me-
diante el denominado primer módulo cotangente TB0 , donde B0 es la k-álgebra asociada
a la intersección completa.

Palabras clave: Kodaira, Spencer, Artin, Schlessinger, deformación infinitesimal,
deformación de primer orden, esquema algebraico, intersección completa, primer mó-
dulo cotangente

Abstract: It makes a theoretical review and exposition of examples on infinitesimal
and first order deformations, making emphases in their relation to algebraic varieties
called complete intersections, in addition to a characterization by the so-called first
cotangent module TB0 , where B0 is the k-algebra associated with the complete inter-
section.
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Introducción

En algún sentido, la teoría de deformaciones en un contexto de Geometría Algebrai-
ca es tan antiguo como la disciplina misma debido a que los objetos algebro-geométricos
pueden “deformarse” variando adecuadamente los coeficientes de las ecuaciones que los
determinan. Sin embargo, “deformar” en un sentido formal conduce a lenguaje técnico
moderno basado en la teoría de esquemas y en los métodos cohomológicos. El punto
de vista moderno tiene su origen en los trabajos de K. Kodaira y C. Spencer sobre las
deformaciones de variedades analíticas complejas y de su formalización y traducción
al lenguaje de esquemas propuesto por A. Grothendieck. La teoría para esquemas fue
construida por M. Artin [1] y M. Schlessinger [12].

La idea general de deformar un esquema es encajarlo en una familia de esquemas
que guardan una “fuerte” relación con él. Uno de los principales problemas que existen
es, dado un esquema X0 sobre un campo algebraicamente cerrado k, S un esquema y
s0 ∈ S un punto k-racional, ¿existe un S-esquema X plano cuya fibra en el punto s0
sea isomorfa a X0? En caso afirmativo, tal esquema X se denomina deformación del
esquema X0 sobre S.

En el Capítulo 1 se presenta la teoría básica de deformaciones infinitesimales y de
primer orden, desarrollando dos ejemplos no triviales, uno para la cuádrica Qt := xy−t
y otro para P1 mediante las superficies de Hirzebruch. En el Capítulo 2 se desarrolla
de manera tanto algebraica como geométrica los conceptos de “intersección completa”
e “intersección local completa” y además de esto, se presentan diversos ejemplos que
clarifican su comprensión. Por último, en el Capítulo 3 se presentan a las deformaciones
de esquemas a través de las deformaciones de las k-álgebras que los definen. Con lo
anterior se lográ relacionar las deformaciones de primer orden de un esquema dado con
el primer módulo cotangente de su k-álgebra asociada. El resultado principal de este
último capítulo es el que afirma que un esquema afín X = Spec(B0) donde B0 es una
k-álgebra, no tiene deformaciones de primer orden no triviales si y sólo si el primer
módulo cotangente T 1

B0 = 0. De manera particular, se centra la atención en el caso de
hipersuperficies, las cuáles son un ejemplo de intersecciones completas.
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Capítulo 1

Deformaciones

1.1. Deformaciones infinitesimales y de primer or-
den

El concepto de deformación necesita la noción de planitud. D. Mumford escribe:
“The concept of flatness is a riddle that comes out algebra, but which is technically the
answer to many prayers”. La noción de planitud fue formulada por primera vez por
J.P. Serre y rápidamente se convirtió en una de las herramientas básicas tanto de la
Geometría Algebraica como del Álgebra Conmutativa. Posteriormente a su formulación
en 1950, la noción de planitud fue desarrollada y explotada sistemáticamente por A.
Grothendieck. Recordar que un módulo M sobre un anillo A es plano si el funtor
− ⊗A M : Mod(A) −→ Mod(A) es exacto. En particular, un morfismo de anillos
A −→ B se denomina plano si B es plano como A-módulo. Para el caso de esquemas
tenemos lo siguiente:

Definición 1.1. Sea f : X −→ Y un morfismo de esquemas. Decimos que f es plano
en un punto x ∈ X si el homomorfismo f#

x : OY,f(x) −→ OX,x es plano; es decir, si el
anillo local OX,x es plano como OY,f(x)-módulo. El morfismo f se denomina morfismo
plano si es plano en todo punto de X.

Particularmente, si A −→ B es un homomorfismo de anillos, entonces Spec(B) −→
Spec(A) es plano si y sólo si A −→ B es plano.

Definición 1.2. Un morfismo f : X −→ Y de esquemas es localmente de tipo finito si
existe una cubierta de Y por conjuntos abiertos afines Vi = Spec(Bi), tales que para
cada i, f−1(Vi) puede ser cubierto por subconjuntos abiertos afines Uij = Spec(Aij),
donde cada Aij es una Bi-álgebra finitamente generada. El morfismo f es de tipo finito
si además cada f−1(Vi) puede ser cubierto por un número finito de Uij.

Si tenemos un morfismo de tipo finito X −→ Y , entonces para cualquier y ∈ Y , la
fibra X(y) es una variedad algebraica sobre k(y). Por lo tanto, podemos considerar a X
como una familia de variedades algebraicas (posiblemente sobre diferentes campos) que

1



CAPÍTULO 1. DEFORMACIONES 2

está parametrizada por los punto de Y . Esta idea será fundamental para la comprensión
del concepto de “deformación”.

Definición 1.3. Sea k un campo. Un k-esquema algebraico es un esquema X sobre k tal
que el morfismo estructural X −→ Spec(k) es de tipo finito. Un k-esquema localmente
algebraico es un esquema sobre k tal que el morfismo estructural X −→ Spec(k) es
localmente de tipo finito.

Definición 1.4. Sea X un k-esquema algebraico. Un diagrama cartesiano conmutativo
de morfismos de esquemas

η :
X //

��

X
π

��
Spec(k) s

// S

donde el morfismo X −→ X denota a la inclusión, el morfismo π es plano y sobreyectivo,
y S es conexo, se denomina familia de deformaciones, o simplemente deformación, de
X parametrizada por S o sobre S. Denominamos a S y X el esquema de parámetros
y el esquema total de la deformación, respectivamente.

Definición 1.5. Sean X un esquema y S un k-esquema algebraico.
1. Un punto x ∈ X se denomina racional sobre k (o punto k-racional) si k(x) = k,

donde k(x) = Ox/mx es el campo residual de x.

2. Para cada punto k-racional t ∈ S, la fibra teórica del esquema X (t) es también
denominada una deformación de X.

Sea k un campo algebraicamente cerrado. Consideremos las siguientes categorías
de k-álgebras:

A = Categoría de k-álgebras localmente artinianas con campo residual k.

Â = Categoría de k-álgebras noetherianas localmente completas con campo resi-
dual k.

A∗ = Categoría de k-álgebras localmente noetherianas con campo residual k.
Notar que A es una subcategoría completa de A∗.

Por ejemplo, sea k un campo algebraicamente cerrado y considere el anillo de poli-
nomios k[x]. Se tiene que k[x] es una k-álgebra noetheriana y por lo tanto, también es
localmente noetheriana. Finalmente, como ⟨x⟩ es el ideal maximal de k[x] asociado a
0k, entonces su campo residual es

k(x) = k[x]⟨x⟩

⟨x⟩ k[x]⟨x⟩
∼= k,

y por lo tanto, k[x] ∈ Ob(A∗). De manera más general, se tiene que el anillo de
polinomios k[x1, ..., xn] ∈ Ob(A∗).
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Definición 1.6. Sea η una deformación de X sobre S. Si S = Spec(A) con A ∈ Ob(A∗)
y s ∈ S es un punto cerrado, la deformación obtenida se denomina familia local de
deformaciones o deformación local de X sobre A.

Una deformación η también se denota por (S, η) o (A, η) si S = Spec(A), donde A
es un anillo.

Definición 1.7. Sea (A, η) una deformación local.

La deformación (A, η) se denomina infinitesimal si A ∈ Ob(A).

La deformación (A, η) se denomina de de primer orden si A = k[ε] = k[x]
⟨x2⟩ .

De manera particular, toda deformación de primer orden es infinitesimal dado que k[ε]
es artiniano, y toda deformación infinitesimal es local porque A es subcategoría de A∗.
Así, al tener ejemplos de deformaciones de primer orden, también se tienen ejemplos
de deformaciones infinitesimales y locales.

Una pregunta central al tener objetos geométricos es: ¿Qué tan distintos son entre
ellos? Dicha pregunta tiene particular relevancia al hablar de deformaciones la cual se
debe abordar. Dada otra deformación

ξ :
X //

��

Y

��
Spec(k) // S

de X sobre S, un isomorfismo de deformaciones de ξ con η es un S-isomorfismo φ :
X −→ Y que induce la identidad sobre X; es decir, tal que el siguiente diagrama
conmuta:

X

~~ ��
X φ //

  

Y

��
S

Definición 1.8. Un esquema punteado es una pareja (S, s) donde S es un esquema
y s ∈ S. Si K es un campo, denominamos a (S, s) como un esquema K-punteado si
K ∼= k(s)

Notar que para todo esquema X y todo esquema k-punteado (S, s) existe al menos
una familia de deformaciones de X sobre S, denominada familia producto:

X //

��

X ×k S

p2
��

Spec(k) s
// S
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donde p2 representa a la proyección en la segunda coordenada y X ×k S formalmente
es X ×Spec(k) S, pero debido a que Spec(k) consta de un único punto, entonces X ×k S

es igual al producto cartesiano usual X × S.

Definición 1.9. Una deformación de X sobre el esquema S se denomina trivial si es
isomorfa a la familia producto. También se denomina familia trivial con fibra X.

Todas las fibras sobre puntos k-racionales de una deformación trivial de X parame-
trizado por un esquema algebraico son isomorfas a X. El recíproco es, falso en general.
Existen deformaciones que son no triviales pero tienen fibras isomorfas sobre todos los
puntos k-racionales.

Definición 1.10. Un esquema X se denomina rígido si toda deformación infinitesimal
de X sobre A es trivial para todo A ∈ Ob(A).

A las variedades no singulares, podemos caracterizarlas por medio de la rigidez. Si
TX = Hom(Ω1

X , OX) = Derk(OX , OX) es la gavilla tangente de X, entonces:

Corolario 1.11. [13, Corolario 1.2.15] Una variedad no singular X es rígida si y sólo
si

H1(X, TX) = 0.

Dada una deformación η de X sobre S como arriba y un morfismo de esquemas
k-punteados (S ′, s′) −→ (S, s) se induce un diagrama conmutativo mediante cambio
de base

X //

��

X ×S S ′

��
Spec(k) // S ′

donde si η′ tiene correspondencia diagrama anterior, entonces η′ es una deformación
de X sobre S ′.

Definición 1.12. Una deformación infinitesimal η, de un esquema X se denomina
localmente trivial si todo punto x ∈ X tiene una vecindad abierta Ux ⊆ X tal que

Ux
//

��

X |Ux

π

��
Spec(k) // S

es una deformación trivial de Ux.
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1.2. Ejemplos de deformaciones
Se debe tener presente que el siguiente corolario para probar la planitud del mor-

fismo “π” que se utilizará en el Ejemplo 1.14.

Corolario 1.13. [4, Corolario 6.3] Sean A un dominio de ideales principales y M un
A-módulo. Entonces, M es plano sobre A, si y sólo si, es libre de torsión.

Ejemplo 1.14. La cuádrica Qt ⊆ A3 con ecuación xy − t = 0 define, vía la proyección

π : A3 −→ A1

(x, y, t) 7−→ t.

una familia plana Qt −→ A1 cuyas fibras son hipérbolas afines. Se tiene el siguiente
diagrama de esquemas:

η :
Qt

//

��

A3

π
��

Spec(k) // A1

Al ser π sobreyectivo y A1 conexo, sólo resta verificar que π es un morfismo plano para
que η sea una deformación.

Se tiene que π como morfismo de esquemas está dado como sigue:

π : Spec(k[a, b, c]) −→ Spec(k[d])

Sea p ∈ Spec(k[a, b, c]). Notar que, como k es campo, entonces k[d] es dominio de
ideales principales, por lo cual su localización k[d]π(p) ∼= Oπ(p) lo es también. Ahora,
como k[a, b, c]p ∼= Op es un k[d]π(p)-módulo libre de torsión, entonces por el Corolario
1.13, k[a, b, c]p es plano sobre k[d]π(p). Así, η es una deformación local.

Notar que la fibra Qt(0) = xy es singular, mientras que si s ̸= 0, la fibra Qt(s) no lo
es, y por lo tanto, Qt(0) ̸∼= Qt(s) siempre que s ̸= 0. Así, consideremos la deformación
trivial de Qt dada por el diagrama

ζ :
Qt

//

��

Qt × A1

p2
��

Spec(k) // A1

Si s ∈ A1 es distinto de cero, en la deformación ζ, una de sus fibras es Qt(0)×{s} la cual
es singular, mientras que respecto a la deformación η, tiene fibra igual a Qt(s) la cual es
no singular. A partir de lo anterior no puede existir un isomorfismo φ : A3 −→ Qt ×A1;
es decir, la defomación η no es trivial.
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(a) Fibra en t < 0 (b) Fibra en t = 0 (c) Fibra en t > 0

Figura 1.1: Algunas fibras de la deformación de la cuádrica

Definición 1.15. Sea C una curva suave. Una superficie S es reglada si es birracio-
nalmente equivalente a C × P1. Si C = P1, la superficie S se denomina racional. Una
superficie reglada geométricamente sobre C es una superficie S, junto con un morfismo
suave1 π : S −→ C cuyas fibras son isomorfas a P1.

En particular, toda superficie reglada es reglada geométricamente. Una clase parti-
cular de superficies regladas son las denominadas Superficies de Hirzebruch, las cuales
son superficies regladas sobre P1 y fueron introducidas en 1951 por F. Hirzebruch en
su tesis doctoral. Son superficies algebraicas sobre los números complejos y el interés
en ellas proviene del resultado de Hirzebruch de que, como variedades complejas, son
distintas por pares [ver Teorema 1.16], en tanto que únicamente hay dos tipos salvo
difeomorfismo.

Para n ≥ 0 un entero dado, la n-ésima superficie de Hirzebruch es la superficie:

Σn := PP1(OP1 ⊕ OP1(n)).

Aunque otra descripción menos técnica de las superficies de Hirzebruch es la siguiente:

Σn = (C2 \ {0}) × (C2 \ {0})
∼

,

donde la relación ∼ está dada por la acción de (C \ {0})2 sobre (C2 \ {0}) × (C2 \ {0})
definida como sigue:

(λ, µ)(s0, s1, t0, t1) 7−→ (λs0, λs1, λnµt0, µt1),

donde (λ, µ) ∈ (C \ {0})2, y además la proyección

π : Σn −→ P1

[s0 : s1 : t0 : t1] 7−→ [s0 : s1]

está bien definida y es un haz sobre P1.

1Sea Y un esquema localmente Noetheriano, y sea f : X −→ Y un morfismo de tipo finito. Decimos
que f es suave en un punto x ∈ X si f es plano en x, y si X(y) −→ Spec(k(y)) con y = f(x) es suave
en x, donde X(y) representa la fibra del morfismo f sobre el punto y. Decimos que f es suave si es
suave en todo punto de X.
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Teorema 1.16. [3, Proposición 4.1(3)] Las superficies de Hirzebruch Σn y Σm no son
isomorfas, a menos que n = m.

El hecho de que las superficies regladas geométricamente tengan asociado un mor-
fismo suave resulta de una gran utilidad debido a que todo morfismo suave es autó-
maticamente plano. Lo anterior lo hacemos constatar en el siguiente ejemplo de una
deformación a través de superficies de Hirzebruch.

Ejemplo 1.17. Para un entero n ≥ 0, considere la superficie de Hirzebruch Σn. Se
tiene así, por la descripción de las superficies de Hirzebruch, el siguiente diagrama de
esquemas:

η :
P1 //

��

Σn

π
��

Spec(k) // P1

Se tiene que P1 es conexo, además, notar que por la descripción de Σn mediante la
acción de (C\{0})2 sobre (C2 \{0})× (C2 \{0}), el morfismo π es sobreyectivo. Luego,
como Σn es isomorfa a una superficie reglada geométricamente, entonces el morfismo
π : Σn −→ P1 es un morfismo suave y por lo tanto, plano. Así, el morfismo estructural
π : Σn −→ P1 define una familia plana, cuyas fibras son todas isomorfas a P1, y por lo
tanto, η en efecto es una deformación local.

Finalmente, probemos que η no es una deformación trivial. Sea ζ la deformación
trivial de P1 mediante la familia producto P1 × P1, la cual es justamente la superficie
de Hirzebruch Σ0. Así, tenemos el diagrama siguiente:

ζ :
P1 //

��

P1 × P1

p2
��

Spec(k) // P1

Observar que si la deformación η es trivial, entonces Σn
∼= Σ0, pero si n > 0 entonces

por el Teorema 1.16, Σn y Σ0 no son isomorfas, y por lo tanto, η es una deformación
no trivial.



Capítulo 2

Intersecciones Completas

2.1. Intersecciones Completas
Definición 2.1. Sean A un anillo conmutativo y M un A-módulo. Una M-sucesión
regular es una sucesión r1, r2, ..., rn ∈ A tal que:

1. El elemento r1 no es un divisor de cero de M ,

2. Para todo i > 1, el elemento ri no es un divisor de cero de M/ ⟨r1, ..., ri−1⟩ M ,

3. M ̸= ⟨r1, ..., rn⟩ M .

Si tomamos a A como un A-módulo y A es un anillo local Noetheriano, entonces
la regularidad de la sucesión es independiente del orden. En lo posterior, a menos que
se indique lo contrario, sin pérdida de generalidad, nos referiremos a las M -sucesiones
regulares simplemente como sucesiones regulares.

Definición 2.2. Una inmensión cerrada es un morfismo f : X −→ Y de esquemas tal
que f induce un homeomorfismo de sp(X)1 sobre un subconjunto cerrado de sp(Y ), y
además, el mapeo inducido f# : OY −→ f∗OX de gavillas sobre Y es sobreyectivo.

Un ejemplo de lo anterior es el morfismo inclusión Spec(A/J) −→ Spec(A) inducido
por el morfismo canónico A −→ A/J , donde A es un anillo y J es un ideal de A.

Definición 2.3. Una inmersión cerrada j : X ↪→ Y de esquemas es un encaje regular
de codimensión n ∈ N ∪ {0} en el punto x ∈ X si j(x) tiene una vecindad abierta
afín Spec(R) en Y tal que el ideal de j(X) ∩ Spec(R) en R puede ser generado por
una sucesión regular de longitud n. Si j es un encaje que es regular en todo punto del
esquema X, se dice que j es un encaje regular de codimensión n.

Por ejemplo, si tenemos esquemas X e Y , entonces:

Un encaje abierto es un encaje regular de codimensión cero.
1sp(X) representa a X simplemente como espacio topológico.

8
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Si X e Y son ambos no singulares, entonces X ↪→ Y es un encaje regular.

El conjunto de puntos de X donde un encaje X ↪→ Y es regular, es abierto.

Definición 2.4. Sea A un anillo conmutativo Noetheriano.

1. El anillo A se denomina anillo local regular si es un anillo local tal que el número
mínimo de generadores de su ideal máximal m es igual a la dimensión de Krull
de A.

2. El anillo A se denomina anillo regular si su localización en todo ideal primo es
un anillo local regular.

La propiedad de ser anillo regular es una propiedad local sobre los anillos locales.

Teorema 2.5. [10, Teorema 19.3] Si A es un anillo local regular, entonces Ap es un
anillo regular para todo p ∈ Spec(A).

Algunos ejemplos de anillos locales regulares son los siguientes:

Todo campo k es un anillo local regular y también regular.

Si A es un anillo regular, entonces A[x] y A[[x]] también lo son [10, Teorema 19.4].
De manera particular, si k es un campo y n ∈ N, entonces el anillo de polinomios
k[x1, ..., xn] es un anillo regular y por lo tanto, localmente regular.

Cualquier anillo de valuación discreta es un anillo local regular de dimensión uno
y los anillos locales regulares de dimensión uno son exactamente los anillos de
valuación discreta.

Definición 2.6. Un anillo A se denomina anillo de intersección completa si Spec(A)
admite un encaje regular en Spec(R), donde R es un anillo regular. Si X es un es-
quema tal que X = Spec(A) con A un anillo de intersección completa, entonces X es
denominado una intersección completa.

Para una mejor compresión de este concepto de anillo de intersección completa, se
tiene el siguiente ejemplo básico a partir de los números duales:

Ejemplo 2.7. Sean R = k[x] y A = k[x]/ ⟨x2⟩. Notar que un ideal primo p ∈ Spec(A)
corresponde a un ideal primo p ∈ Spec(R) que contiene a ⟨x2⟩. El único ideal primo de
Spec(R) que cumple lo descrito anteriormente es justamente el ideal p = ⟨x⟩, y por lo
tanto, Spec(A) = {⟨x⟩}.

El morfismo canónico k[x] −→ k[x]/ ⟨x2⟩ nos induce la inmersión cerrada siguiente:

j : Spec
(

k[x]
⟨x2⟩

)
↪→ Spec(k[x])
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tal que p = ⟨x⟩ 7−→ ⟨x⟩. Para p ∈ Spec(k[x]/ ⟨x2⟩) el único ideal primo de A, tomemos
la vecindad abierta afín V = Spec(k[x]) de j(p). Entonces

j

(
Spec

(
k[x]
⟨x2⟩

))
∩ Spec(k[x]) = {p}

Ahora, como {x} nos da una sucesión regular de longitud uno en k[x] y además genera
al ideal ⟨x⟩, entonces j es un encaje regular de codimensión uno, y por lo tanto, el anillo
A = k[x]/ ⟨x2⟩ es un anillo de intersección completa.

Una manera menos general de concebir a los anillos de intersección completa en
concordancia con el Teorema 2.8 es la siguiente: Se dice que un anillo A es un anillo de
intersección completa si existe un anillo regular S y una S-sucesión regular x1, ..., xn

tal que A ∼= S/ ⟨x1, ..., xn⟩. Además, se dirá que A es una intersección local completa
si lo anterior se satisface para Am, donde m es un ideal maximal de A.

Teorema 2.8. [10, Teorema 21.2] Sea A un anillo local Noetheriano. Si A es un anillo
de intersección completa y R es un anillo local regular tal que A ∼= R/a con a un ideal
de R, entonces a está generado por una R-sucesión regular. Recíprocamente, si a es un
ideal generado por una R-sucesión regular, entonces R/a es un anillo de intersección
completa.

Se debe tener un particular cuidado al usar la definición y el teorema previos en las
frases “si existe un anillo regular S y una S-sucesión regular” y “el ideal a está generado
por una R-sucesión regular”, respectivamente. Se puede tener un anillo cociente de
polinomios A = R/I donde I tenga demasiados generadores y esto lleve a pensar que
A claramente no sea una intersección completa. A continuación un ejemplo que muestra
que esto no es siempre cierto.

Ejemplo 2.9. Considere los anillos R = k[x, y, z] y A = k[x, y, z]/ ⟨x2, y2, xz, yz, z2 − xy⟩.
Si p ∈ Spec(A), entonces tiene correspondencia por un ideal primo p ∈ Spec(R) tal que
p ⊇ ⟨x2, y2, xz, yz, z2 − xy⟩. Al tomar radicales se tiene que

⟨x, y, z⟩ =
√

⟨x2, y2, xz, yz, z2 − xy⟩ ⊆
√
p = p.

Ahora, como el ideal ⟨x, y, z⟩ es maximal, entonces p = ⟨x, y, z⟩ y por lo tanto,
Spec(A) = {p}. Considere la inmersión cerrada

j : Spec (A) ↪→ Spec(R)

tal que p 7−→ p. Si se considera a V = Spec(R) como vecindad de j(p), entonces

j(Spec(A)) ∩ Spec(R) = {p},

y como {x, y, z} claramente es una sucesión regular de longitud 3, entonces j es un
encaje regular de codimensión 3. Así, el anillo A es de intersección completa, a pesar
de que por el número de generadores del ideal ⟨x2, y2, xz, yz, z2 − xy⟩ se llegara a pensar
que no es así.
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El concepto de “intersección completa” puede traducirse de un sentido puramente
algebraico a uno geométrico, el cual es el siguiente:

Definición 2.10. Una variedad X de dimensión m en Pn es una intersección completa
si su ideal homogéneo I(X) es generado por n − m elementos.

En este sentido, si X ⊆ Pn es una variedad de dimensión m, entonces existen
n − m polinomios homogéneos fi con 1 ≤ i ≤ n − m que generan a todos los demás
polinomios homogéneos que se anulan en X. Geométricamente, cada polinomio fi define
una hipersuperficie y la intersección de estas hipersuperficies debe ser exactamente X.
La intersección de n − m hipersuperficies siempre tiene dimensión mayor o igual a
m en campos algebraicamente cerrados. La pregunta esencial es: ¿Podemos reducir la
dimensión a m, sin puntos adicionales en la intersección?

Esta condición es bastante difícil de verificar si la codimensión n − m ≥ 2. Si
n − m = 1, entonces X es una hipersuperficie y no hay nada más que probar. Para
motivar la definición anterior, tenemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.11. Consideremos la curva cuártica C0 ⊆ P3 con un punto doble en [1 : 0 :
0 : 0]. Para ser específicos, sea C0 la imagen del mapeo

f : P1 −→ P3

[s : t] 7−→ [s4 − t4 : s3t : s2t2 : st3],

y definimos [x : y : z : w] := [s4 − t4 : s3t : s2t2 : st3].

Sea p = ⟨z2 − yw, y2 − xz − w2⟩, de donde se obtiene que C0 = V (p). Además,
como P1 es ireducible y f es polinómica, entonces C0 es irreducible, por lo cual, p ∈
Proj(k[x, y, z, w]). Así, por la versión proyectiva del Teorema de los ceros de Hilbert,
se tiene que p = I(C0). Más aún, como C0 es una curva, entonces codim(C0) = 2. Por
lo tanto, como I(C0) es generado por dos elementos, entonces, en efecto, C0 es una
intersección completa en el sentido definido anteriormente.

Si bien la Definición 2.10 de “intersección completa” esta dada para variedades en
un espacio proyectivo, esta se traduce de manera completamente análoga al centrarse
en variedades en un espacio afín.

Por otro lado, tal como en el caso de los anillos regulares, el ser intersección completa
es una propiedad local si se trabaja con anillos locales Noetherianos.

Teorema 2.12. [7, Teorema 4.3.9] Sean (A,m) un anillo local Noetheriano y p ∈
Spec(A). Si A es un anillo de intersección completa, entonces Ap es un anillo de in-
tersección completa.
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2.2. Intersecciones Localmente Completas
Definición 2.13. Un esquema X es una intersección local completa si todo anillo
local OX,x es un anillo de intersección completa. Si X = Spec(A), donde A es un
anillo, entonces A se denomina anillo de intersección local completa.

Como implicación del Teorema 2.12 se tiene que todo anillo local Noetheriano que es
un anillo de intersección completa es también un anillo de intersección local completa.

De lo anterior, el anillo

A = k[x]
⟨x2⟩

es un anillo de intersección local completa, dado que A es un anillo local Noetheriano
y es de intersección completa. Lo mismo se tiene para el anillo A del Ejemplo 2.9.

Ejemplo 2.14. Sean A = k[x, y]/ ⟨y − x2, x3⟩ y X = Spec(A). Veamos que X es una
intersección local completa.

Sea p ∈ X y tomemos el anillo local

Op
∼=
(

k[x, y]
⟨y − x2, x3⟩

)
p

Como p ∈ X, entonces tiene correspondencia con un ideal p ∈ Spec(k[x, y]), el cual
satisface que ⟨y − x2, x3⟩ ⊆ p. Al tomar radicales se tiene que

⟨y, x⟩ =
√

⟨y − x2, x3⟩ ⊆
√
p = p.

Ahora, como ⟨x, y⟩ es un ideal maximal, entonces p = ⟨x, y⟩, de donde se obtiene que
p = ⟨x, y⟩. Lo anterior implica también que Spec(A) = {p}, y por lo tanto, Spec(Ap) =
{pp} = {p̂}.

Tomemos la inmersión cerrada

j : Spec (Ap) ↪→ Spec(k[x, y]),

tal que p̂ 7−→ p. Elegimos V = Spec(k[x, y]) vecindad abierta afín del punto j(p̂).
Entonces

j(Spec(Ap)) ∩ Spec(k[x, y]) = {p}.

Claramente {x, y} genera al ideal p = ⟨x, y⟩ y además, x no es divisor de cero en k[x, y]
e y no es divisor de cero en k[x, y]/ ⟨x⟩ ∼= k[y]; es decir, {x, y} es una sucesión regular
de longitud dos en k[x, y], y por lo tanto, j es un encaje regular de codimensión dos.
Además, como k[x, y] es un anillo regular por ser un anillo local regular, entonces el
anillo local Op es un anillo de intersección completa, lo que a su vez implica que X es
una intersección local completa.
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Lema 2.15. Sea A un anillo Noetheriano. Entonces A es un anillo de intersección
local completa si y sólo si Am es un anillo de intersección completa para todo ideal
maximal m de A.

La dimensión local de una variedad X en un punto p ∈ X, denotado por dimp(X),
es el máximo de las dimensiones de las componentes irreducibles de X que contienen
a p, o equivalentemente, es la dimensión de anillo cociente del anillo local OX,p. Parti-
cularmente, si X es una variedad irreducible, entonces dimp(X) = dim(X) para todo
p ∈ X.

De manera similar al concepto de anillo de intersección local completa, teniendo
presente la noción de dimensión local de una variedad, podemos definir el concepto de
intersección local completa en variedades, el cual guarda gran similitud con el concepto
algebraico.

Definición 2.16. Una variedad cuasi proyectiva X ⊆ Pn que tiene dimensión local m
en un punto p ∈ X es una intersección local completa en p si existe una vecindad afín
U de p en Pn tal que el ideal de U ∩ X en A(U) es generado por n − m elementos. Una
variedad X es una intersección local completa si lo es en todo punto de p ∈ X.

Ejemplo 2.17. Veamos que la curva cuártica C0 definida en el Ejemplo 2.11 es una
intersección local completa.

Sea p ∈ C0. Notar que, como C0 es irreducible, entonces dimp(C0) = dim(C0) = 1.
Ahora, recordar que P3 tiene una cubierta por abiertos afines; esto es:

P3 = Ux ∪ Uy ∪ Uz ∪ Uw.

Así, tenemos los siguientes casos:

Si p ∈ Ux, entonces el ideal Ux ∩ C0 en A(Ux) es igual a ⟨z2 − yw, y2 − z − w2⟩.

Si p ∈ Uy, entonces el ideal Uy ∩ C0 en A(Uy) es igual a ⟨z2 − w, 1 − xz + w2⟩.

Si p ∈ Uz, entonces el ideal Uz ∩ C0 en A(Uz) es igual a ⟨1 − yw, y2 − x − w2⟩.

Si p ∈ Uw, entonces el ideal Uw ∩ C0 en A(Uw) es igual a ⟨z2 − y, y2 − xz − 1⟩.

En cualquier caso, el ideal respectivo está generado por dos elementos, y por lo tanto,
C0 es una intersección local completa en el sentido anterior definido.

Ejemplo 2.18. De manera más general se tiene lo siguiente:

Un esquema no singular X; es decir, un esquema tal que todos sus anillos locales
son regulares, es una intersección local completa.

Si X ↪→ Y es un encaje regular e Y es una intersección local completa, entonces
X es también una intersección local completa.



Capítulo 3

Deformaciones de Intersecciones
Completas

3.1. Deformaciones de k-álgebras
Sea B0 una k-álgebra, y sea X0 = Spec(B0). Considere una deformación infinite-

simal de X0 parametrizada por Spec(A) con A ∈ Ob(A). Por definición, tenemos un
diagrama cartesiano conmutativo:

X0 //

��

X

��
Spec(k) // Spec(A)

donde X −→ Spec(A) es un morfismo plano. Por [13, Lema 1.2.3], X debe ser necesa-
riamente afín. Por lo tanto, de manera equivalente, se puede hablar de deformaciones
infinitesimales de la k-álgebra B0 sobre A como un diagrama cartesiano de k-álgebras:

B0 Boo

k

OO

Aoo

OO

donde el morfismo A −→ B es plano. Notar que el diagrama anterior es equivalente
a dar un morfismo A −→ B plano y un k-isomorfismo B ⊗ k −→ B0. Por lo tanto,
abreviaremos llamando a A −→ B a la deformación.

Dada otra deformación de A −→ B′ de B0 sobre A, un isomorfismo de deformaciones
entre A −→ B y A −→ B′ es un isomorfismo de A-álgebras φ : B −→ B′ que induce
un diagrama conmutativo:

14
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B0

B
φ //

>>

B′

``

A

`` ==

Además, análogamente al caso de esquemas, una deformación infinitesimal de B0 sobre
A se dice trivial si es isomorfa a la deformación producto:

B0 B0 ⊗k Aoo

k

OO

Aoo

OO

Y como es de esperar, la cuestión de que una deformación de k-álgebras sea rígida
depende directamente de la rígidez a nivel de esquemas.

Definición 3.1. La k-álgebra B0 se denomina rígida si Spec(B0) es rígido.

En este aspecto, podemos caracterizar a las k-álgebras rígidaz por medio de la
cuestión de las singularidades que se tiene al subir al nivel de esquemas considerando
Spec(B0) tal como con el Corolario 1.11.

Teorema 3.2. [13, Teorema 1.2.4] Toda k-álgebra suave es rígida. En particular, toda
variedad algebraica afín no singular es rígida.

Ejemplo 3.3. Considere la parábola con ecuación f = cy − x2, donde c ∈ k \ {0}. En
este caso se tiene la k-álgebra

B0 = k[x, y]
⟨cy − x2⟩

.

Entonces ∇f = (−2x, c) el cual siempre es distinto de cero, y por lo tanto, la k-álgebra
B0 es suave, y por lo tanto, no tiene deformaciones no triviales. Sin embargo, si se
considera a la k-álgebra

B0 = k[x, y, t]
⟨ty − x2⟩

,

donde g = ty − x2, entonces ∇g = (−2x, t, y). Luego, debido a que ∇g(p) = 0 si y sólo
si p = (0, 0, 0), el cual satisface la ecuación g, entonces p es una singularidad. Así, B0
no es suave y por lo tanto, tiene deformaciones no triviales.
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Si X es un esquema algebraico, entonces para todo A ∈ Ob(A), definimos

DefX(A) := {deformaciones de X sobre A}/isomorfismo

Si X = Spec(B0) es afín, usualmente se escribe DefB0 en lugar de DefX .

Proposición 3.4. [13, Proposición 3.1.1] Existe un isomorfismo natural

DefB0(k[ε]) ∼= T 1
B0 ,

donde la clase de las deformaciones triviales tienen correspondencia con 0 ∈ T 1
B0, con

T 1
B0 el primer módulo cotangente de B0.

De manera particular, lo anterior implica que T 1
B0 = 0 si y sólo si B0 es rígida. Así,

si T 1
B0 ̸= 0, entonces existen deformaciones de primer orden no triviales de B0. En [13,

Sección 3.1] se describe de forma explícita cómo calcular en la práctica T 1
B0 si B0 es

esencialmente de tipo finito1. En resumen, si B0 = P/J , donde P es una k-álgebra
suave de la forma

P = S−1k[x1, ...xd]

para algún sistema multiplicativo S ⊆ k[x1, ..., xd] y J ⊆ P un ideal, entonces si
J = ⟨f1, ..., fn⟩ es generado por una sucesión regular, se tiene que

T 1
B0

∼=
P n

〈
∂f1
∂x1...
∂fn

∂x1

 , ...,


∂f1
∂xd...
∂fn

∂xd


〉 ⊗P B0

En particular, para hipersuperficies, si B0 = P/ ⟨f⟩, entonces

T 1
B0

∼=
P〈

f, ∂f
∂x1

, ..., ∂f
∂xd

〉
Notar que en la descripción del caso de hipersuperficies, si S = {1}, entonces P =
k[x1, ..., xd], y por lo tanto,

T 1
B0

∼=
k[x1, ..., xd]〈

f, ∂f
∂x1

, ..., ∂f
∂xd

〉
Así, de la descripción previa se tiene que la hipersuperficie V (f) es rígida si y sólo si
V (f) es no singular. En efecto, si V (f) es rígida, entonces T 1

B0 = 0, donde V (f) =
Spec(B0). Por lo anterior, existen g, g1, ..., gd ∈ R = k[x1, ..., xd] tales que

1R =
d∑

i=1
gi

∂f

∂xi

+ gf.

1Un morfismo de anillos A −→ B se denomina “esencialmente de tipo finito” si B es una localización
de una A-álgebra de tipo finito. También se dice que B es un anillo esencialmente de tipo finito sobre
A. Por ejemplo, todo anillo de polinomios en d variables con coeficientes sobre un campo k es un anillo
esencialmente de tipo finito sobre él mismo al localizar por el elemento 1 ∈ k.
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Ahora, si V (f) fuera singular, existiría x ∈ V (f) tal que ∂f
∂xi

(x) = 0 para toda i ∈
{1, ..., d}, y por lo tanto,

1 = 1R(x) =
d∑

i=1
gi(x) ∂f

∂xi

(x) + g(x)f(x) = 0

lo cual no es posible y entonces se tiene que V (f) es no singular.
Recíprocamente, veamos que si V (f) es no singular, entonces V (f) es rígida. De

manera equivalente supongamos que V (f) no es rígida y probemos que V (f) es singular.
Como V (f) es rígida, entonces T 1

B0 ̸= 0, y por lo tanto,
〈
f, ∂f

∂x1
, ..., ∂f

∂xd

〉
⊊ k[x1, ..., xd].

Así, debe existir un ideal maximal m ⊆ k[x1, ..., xd] tal que
〈
f, ∂f

∂x1
, ..., ∂f

∂xd

〉
⊆ m. Luego,

por el Teorema de los ceros de Hilbert, al ideal maximal m le corresponde un único
punto p ∈ Ad, lo cual implica que para todo i ∈ {1, ..., d} se tiene que ∂f

∂xi
(p) = 0. Es

decir, p es un punto singular en V (f), y por lo tanto, la hipersuperficie es singular.

Ejemplo 3.5. Considerar el cono 3-dimensional C0 con ecuación f = z2 − xy. En este
caso se tiene la k-álgebra

B0 = k[x, y, z]
⟨z2 − xy⟩

la cual es de intersección completa por ser C0 una hipersuperficie. Si además, se supone
que char(k) ̸= 2, entonces el primer módulo cotangente de B0 está dado por:

T 1
B0

∼=
k[x, y, z]

⟨z2 − xy, −y, −x, 2z⟩
∼=

k[z]
⟨z2, 2z⟩

∼=
k[z]
⟨z⟩

∼= k.

debido a que ⟨z2⟩ ⊆ ⟨2z⟩ = ⟨z⟩. Entonces, como T 1
B0 ̸= 0, por la Proposición 3.4, el

cono C0 tiene deformaciones de primer orden no triviales. Por ejemplo, una deformación
de primer orden del cono está determinada en A4 por la familia: Ct := z2 − xy + t = 0.

(a) Fibra en t < 0 (b) Fibra en t = 0 (c) Fibra en t > 0

Figura 3.1: Algunas fibras de la deformación del cono 3-dimensional
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Ejemplo 3.6. Retomando el Ejemplo 3.3, se tiene que si B0 = k[x, y]/ ⟨cy − x2⟩ con
c ∈ k \ {0}, entonces

T 1
B0

∼=
k[x, y]

⟨cy − x2, −2x, c⟩
∼= 0,

dado que c ∈ ⟨cy − x2, −2x, c⟩ es una unidad. En este caso se tiene que, como T 1
B0 = 0,

entonces B0 es rígida.
Por otro lado, si B0 = k[x, y, t]/ ⟨ty − x2⟩, entonces

T 1
B0

∼=
k[x, y, t]

⟨ty − x2, −2x, t, y⟩
∼=

k[x]
⟨x2, 2x⟩

∼=
k[x]
⟨x⟩

∼= k,

debido a que ⟨2x⟩ = ⟨x⟩ y ⟨x2⟩ ⊆ ⟨x⟩. En este caso, como T 1
B0

∼= k, entonces B0 no es
rígida.

Tal como en la observación de que una hipersuperficie es rígida si y sólo si es no
singular, tenemos el siguiente resultado similar para el caso de intersecciones completas:

Proposición 3.7. [13, Proposición 3.1.3] Un anillo B0 de intersección completa esen-
cialmente de tipo finito tal que Spec(B0) es singular, no es rígido.

Ejemplo 3.8. Considerar la curva nodal N0 definida por la ecuación f = y2 − x3 − x2.
Se tiene la k-álgebra

B0 = k[x, y]
y2 − x3 − x2

el cual es un anillo de intersección completa (por ser hipersuperficie) esencialmente de
tipo finito. Entonces si char(k) ̸= 2,

T 1
B0

∼=
k[x, y]

⟨y2 − x3 − x2, −3x2 − 2x, 2y⟩
∼=

k[x]
⟨x3 + x2, 3x2 + 2x⟩

.

Luego, como x2 = 3(x3 + x2) − x(3x2 + 2x), entonces x2 ∈ ⟨x3 + x2, 3x2 + 2x⟩, y por
lo tanto,

T 1
B0

∼=
k[x]

⟨x3 + x2, 3x2 + 2x⟩
∼=

k[x]
⟨2x⟩

∼=
k[x]
⟨x⟩

∼= k.

Por lo tanto, la curva nodal N0 tiene deformaciones de primer orden no triviales. Una
deformación de primer orden de la curva nodal está determinada en A3 por la familia:

Nt := y2 − x3 − x2 + t = 0.
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(a) Fibra en t < 0 (b) Fibra en t = 0 (c) Fibra en t > 0

Figura 3.2: Algunas fibras de la deformación de la curva nodal
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