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Introduccion

Los problemas aditivos, acaso por su sencilla naturaleza, aparecen en
muchas ramas de la mateméatica. Para la teoria analitica de los numeros
el proceso de resolver problemas aditivos ha sido eje en el desarrollo de im-
portantes técnicas en la materia. Dos ejemplos clasicos son:

El problema de Goldbach.

Hacia 1772, en sus misivas con Leonhard Euler, Christian Goldbach con-
jeturd que todo entero par, mayor o igual que 2, es una suma de dos nimeros
primos y que todo entero mayor que 2 es la suma de tres nimeros primos.
Goldbach consider6 a 1 como un primo, por esta razén hoy en dia los proble-
mas de Goldbach corresponden a las afirmaciones: todo entero par, mayor o
igual que 4 se escribe como suma de dos primos (problema binario de Gold-
bach) y todo entero impar, mayor o igual que 7 es una suma de tres nimeros
primos (problema ternario de Goldbach).

En los afios 1922, 1923, Hardy y Littewood [3], [4], utilizando el méto-
do circular (Hardy-Littlewood-Ramanujan) y asumiendo la hipdtesis de Rie-
mann !, probaron que todo impar suficientemente grande es, efectivamente, la
suma de tres nimeros primos y que “casi todos” los pares se escriben como la
suma de dos primos. En 1937, Vinogradov [12] utilizé esencialmente el méto-
do circular bajo sus técnicas de sumas trigonométricas para demostrar los
mismos resultados incondicionalmente, es decir, sin depender de la hipotesis
de Riemann.

La hipétesis de Riemann afirma que; para la prolongacién analftica de la funcién (s) =
>, - al plano complejo agujereado C\{1}, todos los ceros no triviales se encuentran
1

en la linea RN(s) = 5.
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El problema de Waring.

En su libro titulado Meditationes Algebraicae (1770) Edward Waring
afirmé, sin demostracién, que todo entero positivo es suma de cuatro cuadra-
dos, nueve cubos, diecinueve potencias de cuatro y asi sucesivamente. En
suma, el problema de Waring consiste en probar que dado n > 2 existe un
entero k = k(n) tal que cualquier entero positivo se puede escribir a lo mas
como la suma de k potencias enésimas no negativas. Es natural preguntarse
que tan pequeno puede ser k = k(n). Denotemos por g(n) al minimo & que
satisface las condiciones del problema de Waring.

El problema de Waring quizéd tiene su origen en la cuestion acerca de
la representabilidad de cualquier entero como suma de cuadrados. Fué en
1770 cuando Lagrange probd que, ciertamente, todo entero positivo se puede
escribir como suma de cuatro cuadrados. También prueba, en el mismo ano,
que, salvo los enteros de la forma 4™ (8t + 7), todo entero se escribe como la
suma de 3 cuadrados y asi probé que g(2) = 4.

Junto con el resultado de Lagrange, hasta antes del uso del método circu-
lar, se tuvieron avances en el problema de Waring sélo para valores pequenos
de n. En 1909, Wieferich y Kempner probaron que ¢(3) = 9. Hacia 1859, Li-
ouville probé que g(4) < 53. Paran = 5, Meillet en 1896 demostré g(5) < 192
y posteriormente en 1909 Wieferich establecié que g(5) < 59.

Finalmente en 1909, mediante un complicado argumento de combinatoria
basado en identidades algebraicas, Hilbert [5] demuestra la existencia de g(n)
y con ello una solucién general para el problema de Waring. Poco después, a
principios de 1920, Hardy y Littlewood [2], haciendo uso del método circular,
probaron que dado n todo entero positivo suficientemente grande se puede
escribir a lo mas como la suma de 72" ! 4+ 1 potencias enésimas, ademas de
exhibir una férmula asintotica para el nimero de soluciones de ésta expresion.

[.M. Vinogradov, en 1928 [11], retomando el método circular, y utilizando
sus técnicas, las sumas trigonométricas, demostro con elegancia y brevedad la
solubilidad del problema de Waring al exhibir una expresién asintotica para
el numero de representaciones de N > Ny como suma de potencias enésimas.

De manera similar a g(n) nos podemos preguntar por el minimo k, di-
gamos G(n), tal que todo entero suficientemente grande se escriba, exacta-
mente, como la suma de k potencias de n. El resultado de Lagrange para la
suma de cuadrados establece que G(2) = 4. Para n = 3, Linnik en 1943 [9]
prob6 que G(3) < 7y un argumento en congruencias médulo 9 prueba que
existe una cantidad infinita de enteros positivos que no son suma de 3 cubos,
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asi 4 < G(3) < 7. En 1939 Davenport probé que G(4) = 16 [1]. Para el
caso general, Vinogradov en 1937 ([7], Cap. XI §3.), obtuvo una estimacién
superior, hasta hoy no mejorada, para el orden de G(n)

G(n) < nlogn.

De hecho, los trabajos de Vinogradov [13] muestran estimaciones més pre-
cisas. Sera hasta el segundo capitulo cuando demos mayores detalles referen-
tes al estudio de G(n).

Antes de hacer una descripcién a grandes razgos del método circular, es
preciso notar que una cantidad considerable de problemas aditivos pueden
ser escritos de la manera siguiente.

Sea k un entero positivo, N un subconjunto de los enteros positivos y
sean AX7p,..., X subconjuntos de los enteros no negativos. El problema es
demostrar que cualquier N € N se puede escribir en la forma

(1) x1 + -+ 2 = N,

con
r1 €X, ..., a1 € A},

De aqui, con la notacién establecida, los ejemplos mencionados pueden
escribirse como:

a) El problema binario de Goldbach.

Tomemos k = 2, N el conjunto de los pares mayores o igual a 4, X; =
Xo =P, P={2,3,57,...} el conjunto de los niimeros primos. El problema
es probar que para todo N € N, ecuacién

p1 + p2 = N,

tiene solucion en los primos py, ps.

b) El problema ternario de Goldbach.
Hagamos k = 3, N el conjunto de los impares mayores o igual que 7,
X; = Xy, = A3 = P. Ahora el problema es probar que la ecuacion

p1 + p2 + p3g = N,



es soluble para todo N € N, en los primos pi, ps, ps.

c) El problema de Waring.

Dado n > 2, deseamos probar la existencia de un nimero k = k(n) tal
que al tomar N el conjunto de los enteros positivos y Xy = -+ = X =
{0™,1™,2" 3" ...} entonces la ecuacién

(2) 20+ - 4+ 2 = N,
es soluble en los enteros no negativos z,..., 2, para cada N € N.

En la teoria analitica de los nimeros el método circular sirve para dar
solucion a una cantidad considerable de este tipo de problemas.

Para describir basicamente el método circular, bajo el punto de vista
de las sumas trigonométricas de Vinogradov, retomemos (1) y denotemos
por J(k, N) al nimero de soluciones de esta expresién. Bajo las condiciones
establecidas tiene lugar la igualdad:

1
T N) = 3 - ) / Pt tnei) g,

r1EX] TREXL |
1 <N <N

Puesto que N es un parametro positivo y fijo, la eleccion para cada uno de
los enteros positivos z1, ..., x; se toma sobre un conjunto finito. Luego

1
J(k, N) = / Si(a) -+ Su(0) e N da; Sy(a) = 3 eBen (1< < k).
0

El objeto fundamental del método circular consiste en hallar una expre-
sién asintética para J(k, N); primero se divide el intervalo [0,1) en dos
conjuntos ajenos F,, Ey; posteriormente, tomando la integral .J; sobre el
conjunto E; se encuentra el término principal de J(k, N) y finalmente se
verifica que la integral, Js, sobre Fy es un término despreciable respecto de
la parte principal conforme N — oo. La eleccion de los conjuntos Ei, Fs
estd determinada por las propiedades aritméticas de aproximacién mediante
racionales para cualquier a € [0,1).



VI

Este trabajo esta enfocado en el estudio del problema de Waring en la
siguiente forma: Para cada n > 2, todo entero suficientemente grande se
puede escribir como la suma de 2" 41 potencias enésimas mayores que cero.

Usando el método circular, en la forma de las sumas trigonométricas,
serd exhibida una expresion asintética para el niimero de soluciones J(n, k, N)
de (2) tal que J(n,k,N) > 0 para todo N > Ny, donde N, depende sélo de
n.



CAPITULO 1

Preliminares

Este capitulo tiene por objeto presentar una serie de resultados que seran
utilizados en el segundo capitulo, la mayoria de ellos demostrados con técnicas
de sumas trigonométricas.t

1.1. Notaciéon

A lo largo del trabajo se indicara el sentido de las letras diversamente
empleadas, ya sean constantes o variables (digamos a,b, ¢, z,y, w, o, 3, ... ).
Sin embargo, es importante mencionar que todo el tiempo tomaremos a p
como un numero primo; también aparecerd con frecuencia Ny, que entende-
mos por un numero fijo suficientemente grande y por otra parte e siempre
denotara a un nimero mayor que cero tan pequeno como sea preciso, € no
representara necesariamente la misma cantidad en esta tesis.

La notacién f(x) = O(g(z)), al igual que f(x) < g(z) (<K es conoci-
do como el simbolo de Vinogradov), se entiende como la existencia de una
constante c, tal que

|[f(2)] < cg(x),

Para su estudio basico y muy serio pueden consultarse [14] y ([6] Cap. 7)
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cuando z — oo y g(z) > 0.

Dado un ntimero primo p, daremos por hecho la existencia de alguna raiz
primitiva moédulo p. Es decir, la existencia de un nimero g tal que la minima
potencia positiva d que satisface

9" =1 (mod p),

es precisamente 6 = p — 1.
Para un entero positivo n, la funcién 7(n) representa el nimero de divi-
sores positivos de n. Es decir
T(n) = E L.

dn

Daremos por hecho que para cualquier ¢ se cumple la estimacién 7(n) < nc.

1.2. Resultados basicos

Es preciso mencionar que los siguientes lemas, en su mayoria, son inde-
pendientes entre si. Serd hasta el segundo capitulo donde, al ser invocados,
veremos su importancia.

Lema 1.2.1. Sean m > 2 y a enteros. Entonces
m—1

p2ritT _ 1 si a=0 (modm),
— 1 0 si a0 (modm).

1
mx

Demostracion. Si a = 0 (mod m) la igualdad es evidente. En caso

contrario se tiene
m—1 2mi 2 M
. e“™m -1
Z 627rzmx _ { _ =0
2w~
emm — 1
=0

de donde obtenemos el resultado. O

Lema 1.2.2. Sean n > 2y

q

S(a,q) = Z e (a,q) = 1.

r=1

Entonces, es vdlida la desigualdad

1S(a, )| < esOron® g1-1/n,
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Demostracion. Sean ¢, qo enteros positivos primos relativos tales que
q1q2 = q > 1. Entonces la expresion s;gs + S3q recorre el sistema comple-
to de residuos moédulo ¢ cuando s; recorre el sistema completo de residuos
modulo ¢, y sy el sistema completo de residuos modulo ¢;. Luego

q1 q2
§ § 2mi—4—(s1q1+52q2)"
S(CL,Q) - S(a,(h%) - € 1492
s1=1 so=1
i i 27riaqg_ls? 27riaq?_1s£‘
= e a1 e a2
s1=1 so=1
q1 n—1 q2 n—1
Z 27 292 S?Z 2mi X n
= e a1 e q2
s1=1 so=1
. n—1 n—1 .
(1-1) = S(an >CI1)S(WI1 7612) = S<a17QI)S(aJ27Q2)

En consecuencia, si ¢ = pi" -+ - pi"* es la descomposicién canoénica de ¢ como
producto de primos se tiene:

(12) S(CL7Q) = S(a‘bp?l) S(arvpaT)a
donde (ai,p1) =--- = (a,,p,) = 1. Por esta razon investigaremos qué sucede
con S(a,p®).

Supongamos n > 3y a = 1. Entonces

—_

p—1
S(a,p) _ 2627”%95" _ 627ri%(:cy)n7 1< Y < b 1
=0

bS]

8
Il
o

Sumando sobre y, desde 1 a p — 1 y utilizando la desigualdad de Cauchy-
Schwartz
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p=lp=l ) p—1p—1 ‘
(= DIS(@p)] = 323 = 133 vpls)e ™
y=12=0 1=1 s=0
p—1 1/2 p—1 |p—1 2\ 1/2
< < ‘l/(l)|2> I/(S)e2mals
=1 I=1 |s=0

=0 0<s1,52<p—1 =0
p—1 1/2 p—1 1/2
=D <Z !V(l)\2> (Z v ~ p) ,
=0 =0

donde v(t) es el nimero de soluciones de

n

" =t (mod p); 0<z<p-1,

para t fijo. Por tanto v(0) =1 y v(l) <nsil# 0. Con esto y el hecho de
que

p—1
> P,
1=0
es el nimero de soluciones de la congruencia
" =y" (mod p); 0<z,y<p-1,
deducimos
p—1
v <1+n(p-1).
1=0

De esta forma se tiene

p—1 p—1 1/2
(p—1)|S(a.p)| < \/]3( ( > (Z\y )
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Por tanto obtenemos

1S(a, p)| < ny/p.

Supongamos ahoran > 3, 1 < a <n y ademés (n,p) = 1. Entonces

a—1

p—1 p® 1 p—=1p 1 1
S(a pa> _ 627T’LCL e (e~ 49" o eZma(nzPQ ; +u7)

z=0 y=1 z=0 y=1

-1 a—1
p p—1 p

27ria% 271'z'am“11“’n_1 27Tia%
= g e P E e P =p E e P
y=0 (mod p)
pa—Q

_ 2miay"p" T __ ,a—1
= D E € =p
=1

Siocurre n > « y 7 satisface n =p'n; con (n,ny) =1 resulta
T+1_1pa (74+1)

S(a,p") = Z Z o't

+1_ +1
pT 1p*™ (r+1) (t+1), n—1,

g p

a7(7+1)+y)n
PR

a (t+1) p7+1_1
_ e27rza e27rian1my
y:l x=0
a7(7+1) 1
p —1
QE . nlxy”
— p 2 : 627rza & €2ma7p
=0
pa7(7+1) . pa4{7+2) "
il 271
— p'r+1 § : eQTrmpa — pTJrl E e T o=
y=1 y=1
y=0 (mod p)
a—n
_ 741, n—(7+2) 2mia ﬁi .
=D P e P
y=1

— pnfls(CL?pafn).
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Introduzcamos la funcién
T(a,q) = ¢ " S(a,q)

y, en base a los calculos anteriores, tendremos algunas estimaciones para
T(a,p®).

Si 1<a<ny (n,p) =p, tomando una estimacion trivial tenemos:
T(a,p®) = p """ S(a,p*) < p*" < p < n.
Para o = 1y (n,p) = 1, obtenemos
T(a,p) =p """ S(a,p) < np™ /2" < mp= /S,
En el caso 1 < a <n con (n,p) =1,
T(a,p*) =p *'""S(a,p*) = p~ U Vmpe—t = po/n=t < 1.
Asi, cuando 1 < a < n resulta

N n, sip<nd
<
T(a,p )—{ 1, sip>nS.

Si a > n se tiene

T(a,po‘) _ p_a(l_l/n)S(a,pa) _ p—a(l—l/n)pn—ls(a7pa—n)
p(afn)(lfl/n)s(C%pafn) — T(a,pa*”).

Luego, escribamos o = nl + s para ciertos enteros [ y s con 1 < s < n.
Aplicando [ veces el argumento anterior tenemos

T(a,p*) = T(a,p’),

reduciendo el problema al caso antes estudiado.
Finalmente, si ¢ = p{™* ---p%, segun (1.2) y la estimacién para T'(a, p®),
tenemos

S(a,q)g” ™ = S(alhp?q)p;al(lfl/n)_‘_S(ar’pr>p—ar(l—1/n)

r

= T(ay,pS) - T(ay, pot) < n™™),

El lema ha sido probado para n > 3.
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Si n = 2, comencemos estimando S(a,p®) suponiendo p # 2. En este
caso

p*—1p~— p*—1p*—
‘S(G,pa)F _ Z eQm 4 (y Z Z eQm -4 (2xt+t?)
z=0 y=0 z=0 t=0
pr—1
N Z e?wip%?xt
t=1 =0
P p-1
_ Z e27ri a2 Z 627rip%2xt.
t=0 t(Tnlod D) v=0
Luego, si t = p7t; con (t,t;) =1 se tiene
p*—1 pe—1
Z eQmjp%th _ Z 627r7,p =2ty -0
=0

x=0
s6lo si 7 < «. Entonces

(o1

p p*—1
a\ |2 27r7, a2 271 —% 2xt o
|S(a,p )| = E E e Bl )
t=1 =0
t=0 (mod p)
y obtenemos
2
[S(a,p™)| = p*/
En el caso p = 2 es claro que S(a,2%) = 0 para o = 1. Tomemos
entonces « > 1. En este caso se sigue que
—120— 201291
‘S(Cl 2a E /‘ E :6271'1 2—g?) _ 627ri2%(2xt+t2)
z=0 y=0 z=0 t=0
20 291
E eZﬂiZ%tQ E :6271'1'20‘%111‘,
= =0
20 90— 1_
= 9 E QmQa E /‘ 6 2a 1xt
t=1

t=0 (mod 2)
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donde, nuevamente, si t = 27¢; con (£1,2) =1y 7 > 0, se tiene

20711 20711

2 : e27ri2(;%1:vt: 2 : 627”'204—%‘”1:0
x=0 =0

cuando 7 < o — 1. En los dos casos restantes dicha suma es igual con 2%7!
por lo que

2a all

p R
|S(CL, 204)|2 -9 Z 627rip%t2 Z 627rzpaja:t _ 2(2a—1 + 2a—1> _ 2a+1‘
t=0 t(?nlod D) v=0

De esta manera, se tiene

S(a,2%) = V2 2°/2

(623

Finalmente, en virtud de (1.2), para ¢ = 2*p{"* - - - p§

S(a,q) < V2 207232 p? = /2112,

concluimos

cumpliendo lo establecido por el lema. O

Lema 1.2.3. Para z € R se tiene

1

/62’”2’”” dz < min {1, |z|_1/”}
0

Demostracion. Supongamos que z > 1. Al hacer el cambio v = zz" y
observando que

1 1

/u—1+1/n627riu du| < /u—l-i-l/n du = n,

tenemos
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1
_Z—l/n
n

u—1+1/n€27r7,u du

\
Q]
[\]
2
g
3
o
&
I
O\N

z

—1/n/u—1+1/nd€2mu

1

_Z—l/n u—l—l—l/n 2miu du+
2min
0

—1/n

—Z X

—1/n/u—1+1/n627riu du +
2min
0

z
% u—1+1/n627rzu |Z:1 +(1-= u—2+1/n€2mu du
n
1

< lm

Para |z| <1, tomemos la estimacién trivial para finalmete obtener:

1
/627””” dz < min {1, |z|71/"} .a

0

Lema 1.2.4. Para a« >0, k€ Z y P > 1 fijo, se tiene:
2miakx ? 1
Z e < min P, —k' s
S et
siendo ||z|]| = min({z},1 — {x}), el entero mds cercano a = > 0.

Demostracion. Supongamos que ak no es un entero, entonces

P

E 627Tiak:p

r=1

|eZmiekl 1| |senTak P

|e2miak — 1| - | sen Tark|
1

| sen k|’
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Por otra parte, sabemos que |senmz| > ||z||. De esta forma concluimos

d 1
Ze%iakx < min {P, —} .0
ezl

r=1

Teorema 1.2.1. (Dirichlet) .

Sean o > 0 y 7 > 1 fijos. Entonces existen enteros primos relativos a,q
con 1 < q <7 tales que

0

+ —, con [0 <1.

a
o = —
q qT

Demostracion. Sin perder generalidad podemos suponer que o < 1. De
esta manera consideremos al conjunto {am}, para m = 0,...,[r] y divi-

damos al intervalo [0,1] en [r] + 1 secciones uniformes de longitud ﬁ
[7]

Supongamos que {am} > Th7 bara algin m , asi

(1.3) lam — ([am] +1)| < EE

en este caso tomemos ¢ = m y a; = [am|+ 1. Por el contrario, si los [7]+1
nimeros, {am}, sélo estan distribuidos en los intervalos

opren) [ m)

existen enteros my y my con 0 < my < mo < [7] que satisfacen

(1.4) [{maa} — {miaj| = [a(my —mi) = ([ams] — [ami])] < A1

llamemos q; = (ma —my), a1 = [ams] — [amy].
Notemos que en ambos casos ¢; < 7. Asi, dividiendo las desigualdades
(1.3) y (1.4) por ¢1 y tomando la fraccién reducida ¢ = ¢ obtenemos

a——=—, (a,9)=1,¢<7, |0 <1.0
q
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Observe que, en particular, para cada o € R existen enteros a y ¢ con
(a,q) =1, ¢ > 1 tales que
a 0
a——=—, 0] < 1.
q q

Lema 1.2.5. Sean «, 3, numeros reales. Entonces es vdlida la siguente esti-

macion
1 M
minqg P, —— > <5 ——|—1> P+qlogq),
> win P ) )

N<k<N+M

donde 0
a
a=—-+—, (a,q9)=1, |0] <1
P (a,q) 0]

Demostracion. Podemos suponer que 0 < o < 1. Escribiendo k = qt +r
con 1 <t< M/q+1,1<r <qtenemos

, 1 i 1
2 mm{P’ !Iak+ﬂ\\} = ZZ“““{P’ na<qt+r+N>+ﬁu}

N<k<N+M

IN

(% 1) it 20 {7 e
- ma,X ml
q 1<t<M/g+1 4 gt + 7+ N) + 3|

(1.5) < (——+1)§:mm{ mriﬁﬂ}

Por otra parte, escribiendo (3, = w tenemos

ar + [q51] n Or + q{qb1}
> '

ar + 3 =

Puesto que (a,q) = 1 la expresién y = ar + [¢f31] recorre el sistema de
residuos médulo ¢ a la vez que r. También es posible escribir 0r + ¢{q051}
en términos de y, pues a pertenece al sistema reducido de residuos moédulo



1.2. Resultados basicos 12

q; Or + q{qbr} = Oa=(y — [¢41]) + q{qBi} = €'(y), donde |6'(y)| < 2¢. De

esta forma:
me{ } S mimlp
\WT+5M !V |

lyl<q/2

< 2. Supongamos que 2 < |y| < ¢/2, entonces

con |0"| = ‘@

_ 2 + 0// 1 0//
N e I A

< s+ <1,
q q 2 q
1" . ly|+6" __ || y+6” .
pues 6”/q < 1/2. De ésta forma “-— = || =|| y asf
_ 2 0//
_ <Hy+ 7
q q
luego
, 1 3 1 1
2 m{P Hﬂ’u} > m{P B } t 2
ly|<q/2 q ly|<2 q 2<|y|<q/2 q
1
< HhP+2 _—
< 5P+ ),
2<y<q/2
< 5P +4qlogq
< 5(P+qlogq).

Por tltimo, de (1.5), se obtiene:

1 M
ming P,—— 3% <5 —+1) P+qlogq). O
S i P <o (G0 ) )

N<k<N+M

Teorema 1.2.2. (Van der Corput).
Si f(x) es una funcion real, continuamente diferenciable en el intervalo
la,b], cuya derivada es mondtona y ademds

\f’(a:)] <4§ <.
Entonces

b
. . 1
2 e27rzf(n) _ /627”]“(:1:) dx + 19) ( — 5) )

a<n<b
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Demostracion. Para n fijo tomemos
F,(z) = e¥rif(nta), 0<x<l.
Definamos a F,(z) en los puntos 0 y 1 como

eZm'f(n) + 627rif(n+1)

2 Y

Fn(o) = Fn<1) =

y extendamos el dominio de la funcién a todos los reales de manera que F),(x)
tenga periodo 1. Para cada x € R, x = [z] + {z} tomemos

Utilizemos el siguiente resultado, que pertenece a la teoria de series de
Fourier:

Sea f(x) es una funcién con periodo 1 definida en los reales con, a lo mds,
un ndmero finito de discontinuidades de primera especie en [0,1] y, salvo
discontinuidades, admite derivada continua en [0,1]. Entonces la serie de
Fourier converge y es igual a f(x) para todos los puntos donde sea continua;
para los puntos xq de discontinuidad:

f(xo):1< lim f(z)+ lfm f(m)).D

2 r—xg—0 x—x0+0

Asi, nuestra funcién admite una expansion en serie de Fourier

)
Fn(l'): Z Cm€27mmac’

m=—00
con
1

1
0 0

I
o
S
=
I



1.2. Resultados basicos 14

Luego, si m # 0

1
1 A .
cm(n) = — /627”f(n+u)de—2mmu
0

2mm

627rif(n+u)

1

_ —2mimu |1 / 27 ( f (n+u)—mu)

= ———e€ o+t — n-+u)e du.

o ot [ Fusw
0

1
= #(627&]“(”) _ 627rif(n+1)) + l/f’(n + u)627ri(f(n+u)—mu) du.
2mm m

0

Al evaluar en 1 se obtiene

e2mif(n) 4 o2mif(nt1)

Fn(l) = 9

1
/627rz'f(n+u) du + Zcm(n)
0 m##0

1
0/

1
627mf(n+u) du + Z —/f’(n + u)€2m(f(n+u)fmu) du
m
0

m#0
n+1 n+1
_ /e%z‘f(u)du n Zl/f/(u)e%ri(f(u)—mu)du'
m
n m#0 n

Sumando sobre aquellos enteros n que cumplan a < n < b, se tiene

627rif([a]+1) + 627”'f([b})
2

Z i) — ™) qy 4 Z %Um +

a<n<b [a]+1 m##0

donde
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(0]
N~ 1 f(u) () —
_ / 2mi(f(u)—mu) du = d 2mi(f (u)—mu)
Unm / fiwe YT o / f(u) —m ‘

[a]+1 [a]+1
(0]

_ / ) @ sen2m(f(w) — mu)

a]+1

—z— / o) —m dcosQw(f(u)—mu).

[a J+1

Tenemos el siguiente teorema de la media:
Si g(z), h(zx) son integrables por Riemman con g(x) mondtona en |a, b,
entonces existe & € [a,b] tal que

/g(:);)f(x) dx:g(a)/ )dx + g(b /bh dz. O
3

Aplicando este resultado a la parte real, siendo f,{;()u_)m mondtona, obtenemos

L S sen 27 (f(u) — mu _F)
zmazl Filw) —m 4 sen2rlflu) =mu) < f’([b])—m'
1
<K |m|—5'

Con un argumento similar, obtenemos la misma cota para la parte imaginaria
de U,,. Por lo tanto,
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Z e2mif(n)

a<n<b

b
[ o 0< i.L)

S
o (=l

. 1
Jermans o1

donde la constante de O es absoluta. O

| 1
i gy + o34 L
m
>0



CAPITULO 2

El problema de Waring

El problema de Waring es la cuestion acerca de la representabilidad de
cualquier natural N como suma de un nimero fijo de enteros de la misma

potencia. En términos analiticos, es la soluciéon en enteros zy,...,x, de la
expresion

n n o __ .
(2.1) zy + -+ 2y = N;

con n>2k=kn), 0< xy,...,1, <NV

En 1770 Waring afirma, sin demostracién, que el problema es soluble
para cierto numero de sumandos k que sélo depende de la potencia dada.
Fué hasta 1909 cuando Hilbert da la primer prueba para dicha afirmacion
[5].

En este capitulo, parte medular del trabajo, se demostrara la solubilidad
del problema de Waring, al mostrar una expresién asintética para J(n, k, N) ,
el nimero de soluciones de (2.1), para 2" + 1 sumandos mayores que cero
y cualquier N > Nj.

Para describir el método circular en el problema de Waring consideremos
la igualdad

1
(2.2) J(n,k,N) = /Sk(a)e_zmdN da, S(a) = Z o’

0 J,‘SNI/"
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Ahora bien; el método consiste en dividir una traslacién del intervalo
[0, 1] en dos conjuntos ajenos Fy, Es, elegidos segin criterios de aproximacion
por numeros racionales, a fin de hallar la parte principal de J(n,k, N) al
integrar sobre el conjunto E; y posteriormente verificar que la integral sobre
E), es despreciable respecto de la parte principal conforme N tiende a infinito.

Demos paso a los detalles formales.

Dados n > 2, k = k(n) = 2" + 1 y el pardmetro N > Ny con Ny =
No(n), tomemos P = N'/" Q(N) = P2y recordemos que por J(n,k, N)
entendemos el nimero de soluciones de (2.1).

Considere puntos racionales en el intervalo [0,1) de la forma

(2.3) 2 (aq=1, 0<a<gq con q<Q(N),
q

las fracciones de Farey junto con el cero que se obtiene al elegir ¢ = 1. Para
cada punto de este estilo tomemos al intervalo

a QW) a Q)
Ela,q) =%~ a |
(a,q) (q N TN
Deseamos que (—Q(N)/N,Q(N)/N) esté contenido en el intervalo de
integracién de (2.2). Para ello necesitamos desplazar [0,1) al intervalo

(—Q(N)/N,1—Q(N)/N) y debido a que el periodo del integrando en (2.2)
es uno, se tiene

1- 2
(24)  J(n,k,N) = SHa)e ™ Nda,  S(a) =) "
_aw) esh
N

Por otra parte, la eleccién de Q(N) garantiza que los intervalos E(aq,q1),
E(as,q2) son ajenos si % =+ Z—;, pues de existir z € FE(a1,q) N E(az,q2)
es facil verificar que tendrfamos N < 2Q(N)3, hecho que no puede ocurrir.
Consideremos entonces

(2.5) E, = U U E(a,q).
9<Q(N) (a,q)=1
0<a<gq

Denotaremos por E, = [—%, 11— %) \ E1 y asu vez

(2.6) Ji(N) = Sk(ooeme'aN da, Jo(N) = Sk(a)ef%rmN dav.

Ey Ey
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Note ademas que:
w(E) < Q(N)*/N < Nei b 50 si N — oo

Casi increible, pero probaremos que el término principal de J(n,k, N) se
determina precisamente por Ji(N); hecho que serd, en parte, el punto de
discusion en las siguientes secciones.

2.1. Acerca de J;

Teorema 2.1.1. Para J, es vdlida la siguiente expresion asintotica

J(N) = Ni (o(N)y + O(N52) )|

S(CL, q) _ Z 627ri%5"

2
2
I
()¢
|
-]
VRS
“n
\.Q
-
N————
ol
|
o
3
Qe
e
)

=1 (a,q)= s=1
0<a<q
0o 1 k
R o
v = / /6271'27;17 dZL’ e 2miz dZ
—o0 0

Demostracion. En virtud de la representacion de E; dada en (2.5), ten-
emos

Estudiemos a S(a/q + z). Haciendo x = ¢t + s con 1 < s < ¢ se obtiene

P—s

q q
g (g n z) _ Z 627ri(%+z)x” _ Z p2mis" Z p2miz(gt+s)"
q s=1

z<P

= 1-—s
q
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Apliquemos el Teorema de Van der Corput (Teorema 1.2.2) a la suma

P—s
q

§ : 627riz(qt+s)”‘

t:1—s
q

Para ello es preciso que se cumpla

'—z gt +s)"| <

La eleccién de Q(N) garantiza la desigualdad, para satisfacer esta condicién
se ha elegido Q(N) = L P12,
Asi, aplicando el Teorema de Van der Corput resulta

P—s
q

q
IS <E+Z) _ ZSQM%S" /62mz(qt+s dt + O( )
q s=1

1—s
q

1

q
- a .n P - n
_ § :627”58 _/627”sz dzx 4 O(].)
q

s=1

_ _Z€2m s™ / QWiZandx 4 O(q)

1
— PS(aaQ)/e%risz” d[L’—i—O(C])
q
0

Ahora elevemos a la k-ésima potencia para obtener
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Sustituyendo esta expresién en (2.7) y haciendo el cambio 2z’ = Nz obtene-

mos
k .
Jl _ Pk’ Z Z ( ) 6727r1EN X
a<Q(N) (a,q)=
O<a<q
9 b
% / /eQTI‘iZan dz 6727riNz dz + R1,7
_QWN) 0
N
k
— Pk—n Z (S(CLaCI)) 6—271'1%N «
b « q
q<Q(N) (a,9)=1
0<a<q
QIN) (1 k
% / /627rzzx dl’ e 27r'deZ + le
-Q(v) \0
con
pe1 O (1 e
R1<<Pknlz Z( > q/ /27rzzmd dz
<Q(N) (a, 1
=Q) (O<L{1)<q 0 0
N k+3
L QU
Pn

El Lema 1.2.3 establece que

1
/627””" dz < min(1, |z| /™)
0

y ademds |z|7Y/" <1 si |z| > 1. Por esta razén:

1
1 sifz] <1
2miza™ )
dz _
/ <<{ |2/ si ]z > 1.
0

De esta manera, junto con la estimacién del Lema 1.2.2; S(a,q) < ¢~/
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Se tiene
ey N k+3
R, <« Pkl Z g1+ /zknldz +%
g<Q(N) 1
—1 —1 N k+3
< PFrIQN) T (1 + Q(N)—’“T“) + —Q(PZ :

Hasta este punto no hemos usado de la hipétesis k = 2" + 1. Siendo éste el
caso obtenemos

k—1 2" ,
+1=——4+1<0, si n>2
n

n

luego Q(N)_%Jrl < 1 para cualquier n > 2. De esta manera

k-1 N)k+3
Rl < Pk—n—lQ(N)—T+3 + Q(PZ
< Pkfnpf#Jr% 4 Pkfn7(2“_171)

(2.8) < PRt
Por otra parte,

QN) (1 k
/627rizz" dz 6—27riz dz = v + Rwa
0

-Q(N)
con o
R, < / 2Hr Ay <« QIN)THM « pralk/nol)
QN)
Ademas,

> (@)ke—%” = o(N) + R,,

g<Q(N) (a,g)=1
0<a<gq

R, < Z qfk/nJrl < Q(N)fk/nJrQ < Pfé(k/n72).
>Q(N)
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Asi, al retomar (2.8), la estimaciéon de R; y nuestras dos tltimas igualdades
concluimos:

JN) = P (0(N) 4+ O(P306/m2) ) (5 4 O(P30/n) ) o
+0 (Pk n— l/n)

k

= N1 <a(N)7 v O(N*1/2"2)) O

Hemos probado nuestro teorema, pero ain falta saber si o(/N) o v acaso
se anulan. Anticipamos que no, para ello los siguentes dos lemas.

Lema 2.1.1. Para

(2.9) o(N) = Z d(q), o(q) = Z (S(a,Q)) o2mieN

p (aa=1 ~ 1
0<a<q

eziste una constante Cy tal que o(N) > Cy > 0. La serie o(N) es conocida
como la serie singular del problema de Waring.

Demostracion. Primero probemos que ®(¢) es una funcién multiplicati-
va. Por (2.3) sabemos que, para la fraccién g, tenemos a =0 sélosi ¢ = 1.
De esta forma ®(1) = 1.

Sean qp,qo enteros positivos primos relativos tales que ¢1qo = ¢ > 1,
entonces la expresion s;qo + Soq recorre el sistema completo de residuos
modulo ¢ a la vez que s; recorre el sistema completo de residuos segin ¢
y s el sistema completo de residuos modulo ¢,. Luego, utilizando el mismo

argumento para obtener (1.1) en el Lema 1.2.2, tenemos

S(CL, Q) - S(aqg_la (11) S(CLQ?_la q2)

De forma similar, el término a = ay ¢ + as q; recorre el sistema reducido
de residuos médulo ¢ a la vez que a; recorre el sistema reducido de residuos
segin q; y as el sistema reducido de residuos modulo go. Asi obtenemos:
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k
S((a1g2 + azq1)gy ™, q1) S((a1qe + a2q1)q? ™, g
sap) = Y Y (( : )45 q1) S(( : ) a) )
(a1,91)=1 (az2,q2)=1 ! 2
1<a1<q1 1<a2<q2

(aygz taga1)

—271
X e 49192
k n k
ai1qy _9omgidl Qa _ 9,92
_ Z (S( 1q2,q1)> S2mN Z (S( 2€J1,Q2)> o 2TEN
1 2
(a1,q1)=1 a (az,g2)=1 1
1<ai<q 1<a2<q2
1 k
a1 _ Saq
_ Z — < Z 627T’Lq1 $192) ) e 27rzq1N 5
(a1,q1)=1 gl s1=1
1<a1<q1
a2 n _9mrid2
Z ( Z 627rz (s2q1) ) 27 - N
(a2,q2)= q2 s2=1
1Sa2<Q2

= @(q1) ®(q2)-
Ahora, utilizando esta propiedad y recordando que ®(q) < ¢~*/"*! tenemos
[T (1+ @) +20*) =) (g
p<X g<X

donde
R < Zq—kz/n-i-l < X k/nt2
>X

Tomando el limite cuando X — oo concluimos
=> o) = [J(1+2p) +20*) + - ).
g=1 P

También sucede

- m - —(k/n—1)m 2c
Sagr| < Yyt < 2
m=1 m=

En nuestro caso, k = 2"+ 1, podemos afirmar que k/n —1 > 3/2 y de esto

2c < 2c
ph/n—1 = p3/2°
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Luego, para aquellos primos p > (2¢)* se tiene

oo™ < ph
m=1
Asi: |
1+ ®(p)+ () + -+ > 1 — i 0,
obteniendo
oN) = ][] (1+2m) +2@*)+ ) x
p>(2c)%
X H (1+2(p)+P(P°)+ - )
p<(2c)*
1
> ] (1 - W) I (1+2(p) +20*) + )
p>(2c) p<(2c)4
(2.10) > o [ (1+2@+2@)+ ),
p<(20)*

donde c; es alguna constante absoluta mayor que cero.

Para concluir con la prueba de este lema es suficiente probar que para
cada primo p, el término (1 + ®(p) + ®(p*) + --- ) es mayor que cero. Para
ello denotemos por Ti(p™) al numero de soluciones de la congruencia

z} +---+ zp =N (mod p™),

y observemos que

p’l‘ p’f‘ k
1 - a .n _ - a
Tk(pr) _ — § :627”;7’“5 e 2mprN

p a=1 s=1
1 k 1 d 271 % g™ ' —27i-% N
= Pt Y T e
b @1 P U=
k

prfl p'rfl
+ pkj : 6271'1 L™ 2mi 21 N

a=1 s=1
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Este hecho implica
o(p) = p*EITL(p) — pm DD (L),
y no es dificil verificar que
o(p) = p*ITi(p) - 1.
Por lo tanto
(2.11) L4 ®p) + - + (™) = p "I T").

Ahora bien, el problema lo hemos reducido al estudio de Tj(p™).
Comenzaremos analizando Ty (p°) siendo

5 { T+2, sip=2, n=pn, (nn)=1,
T+1, sip>2, n=pn, (@nmn)=1
Deseamos probar que la congruencia
(2.12) 27 4 - + a2l =N (mod p?)
admite alguna solucién xi, ...,z con (x1,p) = 1. Para ello podemos supo-

ner que (N,p)=1.

Si p = 2 paralos casos n = 2, 3 se verifica directamente que 75(8), To(4) >
0. Cuando n > 3, entonces 4n < k = 2"+1. Porello p° < 4n < k y podemos
tomar
LEl:1,...,.75]\7:1,xN+1:O,...,$k:O,

para obtener la solucién de (2.12) requerida.
Si p > 2 sean ¢ una rafz primitiva médulo p°,

¢® =N (modp’), ¢° =N, (modp’) y a=p (modn).
Entonces, en caso de existir, la congruencia
(2.13) a7 + - 4 2f =N (mod p°),
admite tantas soluciones como

(2.14) 0+ -+ 2P = N; (mod p°).



2.1. Acerca de J; 27

Efectivamente, sea 1, ...,z solucién de (2.13). Como [ = a + nt multi-
pliquemos (2.13) por g™ para obtener

(216" + -+ + (29")" = ¢° (mod p).
Es decir, una solucién de (2.14).

Llamemos k(N) al menor entero con la propiedad de que (2.12) admita
alguna solucién zy,...,z, con (x1,p) = 1. Suponiendo que existen exacta-
mente m k(N)’s distintos, lo probado anteriormente muestra que m < n.
Dividamos a todos los N’s en m clases; diremos que N; y N, pertenecen a
la misma clase si k(N7) = k(N3). De esta forma, tomemos a los represen-
tantes mas pequenos de cada clase Ny, ..., N,, dispuestos en orden creciente
Ny < -+ < N,,.

Probemos que k(NV;) <2t — 1. Si t =1 resulta N; =1y se cumple 1 =
k(1) <2-1—1. Ahora supongamos cierto el resultado para todos los enteros
menores o iguales a t y notemos que, de entre los nimeros Ny —1, Ny —2,
alguno no es divisible por p y éste, por ser menor que N, 1, pertenece a una
de las clases ya estudiadas. Luego k(Nyy1) < 2t+1=2(t+1)—1 y con esto
obtenemos k(N,,) < 2m +1 < 2n+ 1 < k. Es decir, (2.12) admite alguna
solucién zy,...,x, con (x1,p) = 1.

Ahora deseamos investigar acerca de la extensién de soluciones para cier-
tas congruencias. De manera mas precisa:

Si yo, con (yo,p) = 1, es solucion de

n

Y =a (mod pf),
entonces para cada m > § la congruencia
(2.15) 2" =a (mod p™)

admite una solucién zy donde (xg,p) = 1. En efecto note primero que la
condicién (yo,p) = 1 garantiza que (a,p) = 1. Por otra parte, sea g una
raiz primitiva médulo p™ cuando p > 2. Para p =2 tome g =5sim > 3
y g =3 cuando m = 2. En cualquier caso elijase # de tal manera que

B

Yo 9 = a (mod p™).
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Sin perder generlidad, para p = 2 y m > 3 hemos tomado el signo positivo.
De esta forma

¢’=1 (modp’) y B=tp"(p—1).
Para un natural arbitrario r estudiemos la expresion

B+rp™ N p—1)=p (p—1)(t+rp™"7).

Puesto que n = p™ny con (ni,p) = 1 es posible elegir r de tal manera que
nih=t+rp™ 17 Asi B+ rp™ ! (p—1) =nh(p—1) y obtenemos

QD g8 (mod ), ypg™ ) = a (mod p).
Luego, g"®~Y es solucién de (2.15).

Para cada vs,...,ys con 1 < yo,...,yx < p™ % sabemos que la con-
gruencia

a4 (w9 4+ pPy)" A+ - A (2 4+ pPyr) = N (mod p°)

admite alguna solucién mgo), . ,xggo) con (x§°>,p) =1 siendo k =2" 4 1.
O bien, para cada ys,...,yr es soluble la congruencia

2} =N — (22 +p’y2)" — -+ — (zx + pP’yr)" (mod p°)
y cada solucién puede ser extendida, en z, a una solucién de
2" = N — (x5 + pPys)" — -+ — (zp + pPyp)” (mod p™).

Es decir
Tk(pm) 2 p(kfl)(mf(S).

Retomando (2.11) obtenemos

L+ ®(p) + -+ (™) 2 p 2,

donde la cota de la derecha no depende de m. Tomando limite

14+ ®(p) + ---> p * 0>
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En virtud de (2.10)

oN) = [ (1+2@+2@*)+ ) (1+@(p) + @)+ )
p>(2c) p<(20)t
> ¢ H (1+@(p) +P(p°) + -+ )
p<(2c)4
> [ (%) =a >0
p<(2c)*

probando de esta manera que la serie singular no se anula. O
Con el siguiente lema concluimos el estudio de J; .

Lema 2.1.2. Para k> n+1 es valida la igualdad

00 1 k

Tizx" —2miz (F %
(2.16) v(k,n) = / /62 dr | e **dz = o5

—00 0

En particular v > 0.

Demostracion. Consideremos la siguiente funcién de variable real

k

o) 1
. m o
g(l’) :/ /627rzzu du e 2mixrz dZ,
—00 0

note que ¢(1) = vy(k,n). Por el Lema 1.2.3 tenemos

1
o 1
/627”2“ du < min<1, —— ¢,
|Z|1/n
0

por lo que la integral converge absolutamente cuando &k > n + 1. Para
0 < c <1, tomemos
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c [e%e) 1 k

F(c) = / (x)dx = / / G2z q 1— e 2mies o
) ’ - 2miz

0

0 —00
1 1 oo . .
esz(u{L-l—m—i-ug) _ 627TZZ(U?+"'+UZ—C)
2miz
0 0 —oo

1 1 o
1 2 — 2 —
_ _// /sen mzA —sen2mz(A — ¢) dzduy - - dug,
T z
0 0 0

siendo A = u} + --- + u. Por otra parte, usando el hecho:

o
sen zav T .
dz = —signa,
z 2
0

para « = 2w\ obtenemos

o0

/ sen 2wz A — sen 2wz (A — ¢)
z

dz =

(signA —sign(A —¢) ).

N[N

0
De esta manera se tiene

Foo= [ [ duedu

—
0<uf+-+up<c

Ahora bien, al hacer el cambio u; = £1/"c/™, ... uy = ti/ncl/", obtenemos

1 _ ne
F(C):_kck/n // t}/” 1---t,1€/ 1dt1---dtk,
n
———

0<t1 -4t <1

donde 0 < tq,...,t; < 1.



2.2. Acerca de J, 31

Usemos el siguiente resultado de Dirichlet.

Sean a1 > 0,... 0, > 0, y f(u) una funcion continua. Entonces, para

I = // f(t1—|—---—&-tk)t‘fl_l---tzk*ldtl---dtk,
———

0<t1 4+, <1

donde 0 < ty,...,tx <1, se cumple la igualdad:

P(a) - --Tlew)

1
J = a1+---+ak71d o
F(Ozl +-+ Oék> /f(U)u “

0

Asi, por el resultado de Dirichlet, obtenemos

F(c) = %ck/”—l; ((;)) /u’“/"_ldu = %ck/”—( E11:<< ))) :

Derivando respecto de ¢ y usando la identidad I'(1 + s) = sT'(s), sucede

S |3 =

I'(1+

_ k/n—1
C)=~¢

Finalmente, al tomar ¢ = 1, obtenemos

g(1) = ~(k,n) = )

2.2. Acerca de .J,

Hemos concluido el estudio de .J;. Para el estudio de J, serda de gran
importancia que el nimero de sumandos, en el problema de Waring, sea
precisamente 2" 4+ 1. Son el Lema de Hua y una estimacién no trivial para
S(a) los resultados principales de esta seccién.

Ahora deseamos verificar que efectivamente .J; es un término que pondera
sobre Js, o bien Jy = o(N%_l). Para justificar esto, el esquema a seguir es:
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hallar una estimacién no trivial para S(a), digamos S(a) < P!7%; para
algin § = d6(n) > 0. Posteriormente, para hacer uso de la desigualdad

I < / S(a)e> N da| < sup {|S()]} / 1S(a)?" da,

a€Fo
1Eo

nos daremos a la tarea de probar que para € > 0 tenemos:

1
/ 1S(a)”" da < P

0

y asi obtener
J2 < P2"+1—n—6+a’

o bien . .
J2 < Nﬁflfé/n+€ — O(N;fl).

Comenzemos con la estimacién de S(a). Si n = 2 tomemos |S(a)|?. Al
hacer el cambio y = x + h se obtiene

S = | >0 eme
1<y, <P
< Z Z 627ri2ha:
|h|<P—1|A,<z<Bj
1
< P+ min (P, _— ) ,
h; , lach]

con A, =méx{1,1 —h}, B, =min{P, P — h}.
Bajo la misma idea, para n = 3 resulta
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2

St =

E e?wia(yS—a:S)

1<z,y<P

§ § 627ria3z(:c2+zz)

[h1|<P-11A1<z<B;

< P Z Z e27ri013z(902 +xz)

[h1|<P-1|A1<z<B:
§ 627ria62wz

< P
Z Z A2<z<B2
Z e27rio¢62wa:

IN

[\

[h1|<P—1|h2|<Bi1—A;

< PP+ P Z Z

1<h1<P-11<ho<B1—A; [A2<2<B3
p? P
< P3 + P1+s§ E eZﬂ'zahz
h=1 |z=1
P2 1
< P4+ PN min| P,— |,
2 o]

donde A; = max{1,1—hy}, By = min{P, P — hy}, Ay = max{A;, A; — hy},
Bg = min{Bl, Bl — hg}

Antes de hacer el mismo analisis para el caso n > 3 estudiaremos un
poco mas la idea planteada. Sea f(x) un polinomio de grado n > 1 con
coeficientes enteros y término lider a,. Entonces para z dado, haciendo el
cambio y = = + h, obtenemos

Z 627riaf(x)

z<P

2

Z Z 627ria((x+h)"—x")

<P 1—x<h<P—x

< Z Z eZﬂ'ioahfh (z)

|h|<P—1|A,<z< By,

Y

donde f;(x) es un polinomio con coeficientes polinomiales en h, de grado
n — 1 en la variable z, término principal na, y ademds A, = méax(1,1—h),
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Bj, = min(P, P — h) . Suponiendo que n > 2, para 2 < j < n, tiene lugar la
siguiente desigualdad

Z 627rio¢f(a:)

z<P

2i—1 27—2

<@P-1¥7 7ty

1-P<h <P—1

Z 627rio¢h1f1 (z)

A1<z< B

Bajo el mismo razonamiento obtenemos:

Z 627riozf(ac)

<P

21—1

< PPTUOIpYTL o«

273

SDIEEDY

[h1|<P—1|ho|<Bi1—A;

Z 627rz'ah1 ha f2(x)

Az<z< By

Si n > 3 apliquemos el mismo argumento, un total de 7 — 2 veces para
obtener:

271
Z e2miaf(x) < P(zj—271)+---+(271) x
<P
E e Z Z e2miahy - hj_af;—2(x)
|h1|<P—1 [hj—2|<Bj 3—A; 3 |Aj—2<z< Bj_2
donde f;_2(z) es un polinomio con coeficientes polinomiales en hy,-- -, hj_s

de grado n—(j—2) en la variable z y término lider n(n—1)---(n—(j—3))a,.
En resumen, tiene lugar el siguiente lema.

Lema 2.2.1. Sea f(x) un polinomio de grado n > 2 con coeficientes enteros
y término lider a,. Entonces si j < n es vdlida la siguiente estimacion.:

Jj—1

2
Ze2m'af(:v) < P2j*1—j >
<P

Z . Z Z e27riah1---h]~,2fj,2(:p)

[R1|<P—1  |hj—2|<Bj—3—A;j_3|Aj—2<z< Bj_»
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con fij_a(x) un polinomio con coeficientes polinomiales en hy, ..., hj_o de
grado n— (j —2) en x, término lider n(n—1)---(n—(j—3))a, y 1 < A <
By, <P para k=1,...,5 —2. O

Ahora bien, utilizando este lema para el caso j = n con n > 3, el poli-
nomio f, o serd cuadratico en la variable x. Entonces, haciendo un ultimo
cambio, y = x + h;_1, obtenemos

2
Z eQ?T’iOéhlmhn_gfn_Q(l‘) — Z 627Tiah1"‘hn—Q(fn—Q(y)_fn—2(I))

Ap—2<z< Bp2 Ap—2<z,y< Bp—2

< Z Z p2miahi o1 foo1(@)|

|hn71|SBn72*An—2 An—1<2< Bp-1

Resulta que f,_1(x) es de grado uno en la varible x con coeficiente principal
n!. Luego, usando la estimacién del Lema 1.2.4

271.71
l n—1__
E e27rzaf(z) < P2 noy
<P
E e E E e27rian!h1---hn_1x
|h1|<P-1 |hn-1|<Bn-2—An_2 |An—1<2< Bp_1
P P n!P
2n—1_1 n—1l_p 2 : 2 : 2 : 2miahy - hp_12
<< P + _P PN e 1 n—1
h1=1 hn_1 |z=1
pn=l| p
< PQ"*1—1 + P2nfl—n+€ Z ZGQWiahx
h=1 |z=1
Pn—l
n—1__ n—1__ , ].
(2.17) < PPt prroonde E minq P, —-— 7.
P [echl

De esta forma, incluyendo los casos n = 2,3 ya estudiados, podemos
concluir
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Lema 2.2.2. Sea f(x) es un polinimio ménico de grado mayor o igual a dos.
Entonces para € > 0 se tiene la siguiente estimacion

Z 627riaf(x)

z<P

2n—1

pn—1
n— n— 1
< PP priome jmin{P, Tl h\l}'
(67
h=1

Mds atun, en el caso n =2 podemos tomar € = 0. O

Ahora bien, recordando el Teorema de Dirichlet (Teorema 1.2.1), para
o € By y = P"3/* dados, existen enteros a, ¢ tales que

con (a,q)=1,[0] <1, ¢<7.
Bajo esta representacién de « y usando el Lema 1.2.5, tenemos

prt 1 pr-1
Z min{P,—} < (—+1> (P+qlogq).
[lovh] q

h=1

Puesto que a € F5, debemos notar
QIN)<qg<T.

Ademds, la eleccién Q(N) = LP'/? garantiza

! < P12,
q

Finalmente, utilizando el Lema 2.2.2 resulta:

2n—1

n— n—1 Pn
|S ()| « p¥YTioly piionte (— + P llogq + P + qlogq)

q
< P2"—171 +P2n_lfn+spn71/2
< P2"*1—1/2+5_

Para concluir

(2.18) S(a) < P - te,
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que es efectivamente una estimacién no trivial de S(a). O

Siguiendo la idea trazada, ahora necesitamos estimar

1
I :/ ]S(a)]2j da, con S(a)= Zezmmn_
0

z<P

Para ello, utilizaremos el hecho que I; representa al nimero de soluciones de
la ecuacion

oy 4wy =yl Y, 1<a,y;, <P, 2<j<n.
Probaremos:

Lema 2.2.3. (Lema de Hua) Para j > 2 dado y cualquier n > j es efectiva

la formula _
I < p¥Y-i +€’

para todo € > 0.

Demostracion. Procedamos por induccién.
Supongamos que j = 2 y recuerde que por [, entendemos al nimero de
soluciones de

$?+xg:y?+yg 1§$17$2>y1792§P-
Entonces, reescribiendo la expresiéon como
(2 —y) (@ -y = (- ) (g 4 )

observemos que esta expresion se anula si, y sélo si  x; = y; a la vez que
ys = T2; lo anterior sucede en total P? veces. Por otra parte, la ecuacién an-
terior no tiene mas que P?*¢ soluciones no nulas. Por lo tanto, I, < P**<.

Con j = 3 se exhibira la idea a extender para resolver el caso general.
Siendo asi, usando el Lema 2.2.1, bajo el supuesto j = 3, se afirma

2
Z e27ricwc" < P Z Z 62m’ahlf1 (w)

<P [h1|<P-1 A1 <w< By

2 2
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De esta forma

1 23 1 22 92
IS — / E 627rza:c dO{ — / E 6271'10@ E 627rza:c dO{
0 z<P 0 z<P z<P
1 22
. _ -~
< P E E /€2mah1(f1(w2) f1(w1)) E p2miaw dov
[h1|<P—1 A1<w2,w1<Bi1 <P

-ry Y Y s

[h1|<P—1 Ar1<wi,we<B1 1<z1,x2,y1,y2<P
1

" / p2mia(h(fu(wa)—fi(w) ~aT =3 +u7493)

0
(2.19) < P.J,

donde J’ es el niimero de soluciones de

ha(fi(wz) = fi(wi)) =27 + 25 — yi' — vy,

para hy,wi,wy K P, 1 < 2y, 29,91,y < P. Haciendo el cambio wy = ho+wy,
notamos que J' ahora representa al nimero de soluciones de

(2.20) hiha fo(wi) = 2y + 3 — yi — s,

con hy, ho,wy < P, 1 < x,29,91,y2 < Py fa(wy) un polinomio con
coeficientes en hy, ho de grado n — 2 en la variable w;.
Para estimar .J/, es preciso conocer el nimero de soluciones, digamos J”, de

Ty + 1y =y + oy,

el cual es el problema ya estudiado para el caso j = 2, por lo que J” < P?*¢.
Retomamos la expresién (2.20), si hy = 0 0 hy = 0, no hay mas que P
soluciones. De manera similar si fo(ws) se anula, recordando que no tiene
mas que n — 2 raices, las soluciones no son mas que P*¢. Por ultimo, si
la expresién (2.20) es distinta de cero no hay mas que P**¢ soluciones. De
esta forma se obtiene J' < P**¢ y al sustituir en la estimacién (2.19)
concluimos que I; <« P ~—3+e,

Supongamos ahora que j > 3 y para cada 2 <[ < j se cumple [} <
P2l -1 +e



2.2. Acerca de J, 39

Siendo asi, el Lema 2.2.1 garantiza:

2i—1

L i1 -
E 627rzoc:c < PQJ Jox

z<P

% Z Z Z e2miahy-hj_ofjo(z)

|h1|<P-1 |hj—2|<Bj_3—Aj_3 |Aj—2<z< Bj_2
De esta forma:
1 1 2i—1 22—-1
23 o™ ; n
]j — / |S(Oé)| dOé :/ E e27rzaz E 6271'20(:0 dOé
0 0 <P z<P
Jj—1_;
<« P¥ E E E X
|h1|§P—1 \hj_2|§Bj_3—Aj_3 Ajfggwl,’wQSijg
X/627r7:ah1"'hj—2(fj—2(w2)_fj—2(w1)) E 6271’7;3[?” dOé
0 <P
Jj—1_;
- p¥ i E E : E : %
|h1|<P-1 |hj—2|<Bj_3—Aj_3 Aj—2<wi,w2<B;_3

r1<P-1 Tyj—2<P  y1<P-1 Ygj—2 <P

1
“ / g2ty a2 (w2)—fj—a(w)~(@T —3)—+— (o —u% ) 4

0
_ 29=1 5 qn
- p J"

con J” el niimero de soluciones de
i hjoa(fia(wz) = fij—2(wr)) = () —yi) + -+ + (2552 — Y3i-2)

para hy -« hj_o,wi,we < P, 1 < x,y; < P (i = 1,...,277%). Haciendo el
cambio wy = hj_1 + wy, obtenemos que J” es el nimero de soluciones para

hy - hjoifima(wi) = (27 —yp) + -+ + (@52 — yoi—2),
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donde hy -+ hj_j,uwy < P, 1 <uaz;,y; <P (i=1,...,27%) . Si alguno de los
h's o el polinimio f;_; se anula, entonces

(7 —yf) + -+ (252 — Yp2) = 0

y la hipétesis de induccion garantiza que esta expresién no admite mas solu-
ciones que P? ' ~~D+e  Luego, nuestra ecuacién admite P2~ '+¢ soluciones
nulas. Por otra, parte tenemos P?7F¢ goluciones no nulas.

Asi J" < P¥7'*¢ vy con esto podemos concluir que

I < PYH g « PYTitE O

Podemos concluir respecto a .J5, el siguiente resultado:

Teorema 2.2.1. Para Jy es vdlida la estimacion
Jo <& Nu—lmmmte,

Demostracion. De la expresion

1

5 < sup {IS(@))} / S da,

a€Fo
0
el resultado es inmediato retomando las estimaciones para S(«a) e I, de
(2.18) y el Lema 2.2.3, respectivamente. O
Por otra parte, es facil verificar que la estimacion obtenida para I, en el
Lema 2.2.3 es muy fina, es decir
I, > 27"p¥

Efectivamente, dado A, considere a I,(\) como el nimero de soluciones de
la ecuaciéon
n no__
J]1+ R _CCQTL —A,

para 1 < xqy,...,29» < P. Es claro que

1
[n(/\) _ / Z 627ria:s"
0

<P

on

6—2ma>\ dOé,
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luego
(2.21) I,(\) <1,

Por otra parte, [A| < 2"7'P" y ademds
> L) = P
A

Tomando la sumatoria en (2.21) sobre A tenemos

I, > 27 "p¥,

2.3. Conclusion

Finalmente, en virtud de los Teoremas 2.1.1 y 2.2.1 podemos deducir una
formula asintética para el problema de Waring y en base a los Lemas 2.1.1
y 2.1.2, afirmar que el término principal de dicha férmula no es cero.

Teorema 2.3.1. Sean n > 2 y k = 2"+ 1. Si J(n,k,N) representa el
numero de soluciones de la igualdad

entonces la expresion asintotica
J(n,k,N) = Nl (’}/U(N) + O(N—l/n2"+a))

se cumple, donde o(N) es la serie singular del problema de Waring

- S(%Q) g —2mie N < 2mi "
=3 Y N, S(aq) = Y
a=1 (a,q)=1 1 s=1

0<a<gq
para la cual existe una constante absoluta Cy > 0 tal que o(N) > Cy.
Ademas,
(F(1+y))

r(s)
y existe una constante absoluta Cy; > 1 con v > Cy > 0. o

V(kvn)::
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2.4. OQObservaciones finales

Diferentes métodos se han empleado para mejorar la cota G(n) < 2" + 1.
Para n = 3 el resultado de Linnik [9] muestra que G(n) < 7, no obstante
dicho resultado carece de una formula asintética para el ntimero de repre-
sentaciones de N > Ny como suma de siete cubos. Vaughan logré hayar una
expresién asintética para la suma de ocho cubos [10]. Para el caso general los
resultados de Vinogradov (puede consultarse [7], Cap. XI Sec. §3) muestran
que

n < G(n) < cnlogn.

De manera més precisa, Vinogradov [13] probé que para n > 170000 se tiene
G(n) < n(2logn + 4loglogn + 2logloglogn + 13).

Posteriormente, en 1985 [8], Karatsuba introdujo nuevas ideas basadas en su
método p-adico para lograr en particular la estimacion

G(n) < n(2logn + 2loglogn + 12),

cuando n > 4000. Fué hasta 1992 cuando Wooley [15] mejoré dicha esti-
macién. Su resultado

G(n) < n(logn + loglogn + O(1)).
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