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INTRODUCCION. En los métodos asintéticos para resolver ecuaciones dife-
renciales parciales en los que interviene un parametro, ya sea pequeno o grande,
existen aproximaciones de soluciones que se asemejan entre si, como es el caso del
Método WKB junto con todas sus modificaciones (WKB Semiclasico, Acustica
geométrica, ()ptica geométrica) y otras aproximaciones que difieren de las ante-
riores como son las de la capa en la frontera y la teoria regular de perturbaciones.

En el presente trabajo tenemos como principal objetivo el exponer como se
construyen las soluciones del tipo WKB hasta llegar a su generalizaciéon mediante
el método de Maslov, en el que describiremos al Operador Canénio de Maslov
considerando la construcciéon de una solucion especial del problema de Cauchy.
Para lograr esto, presentamos tanto la teoria analitica asociada a dicha construc-
cion como la teoria de los objetos geométricos involucrados en tales soluciones
(Sistemas hamiltonianos, variedades lagrangianas, ecuacién de Hamilton-Jacobi,
la ecuacién de Transporte), y todo lo anterior en coneccién con un problema de
ondas de agua.

Como un recurso didéctico para comprender las variedades lagranianas y su
comportamiento diagramamos un programa “sencillo” en MATLAB7 que nos
permite visualizar las variedades que intervienen en el problema 2 de la seccion
3.5. Dicho programa puede repetirse para calquiera de los otros ejemplos. Lo
ponemos como un anexo al trabajo.

Otro resultado didactico estd en los dos ejemplos de la tltima seccién del
trabajo, en ellos no solo damos las soluciones en términos del operador candénico
sino que también explicamos el comportamiento de una solucién en una vecindad
de un punto focal a través de expresar esta soluciéon en términos de funciones
especiales como son las funciones de Airy y de Pearcey.

Es importante resaltar que este trabajo es preliminar para la consecucién de
un resultado original: el de explicar el comportamiento de las ondas al llegar al
borde (playa) del recipiente.

En esta presentacion nos restringimos al minimo de nociones y construcciones
necesarias para una realizacion practica, por lo que omitimos pruebas complica-
das que pueden encontrarse en la bibliografia referida y en la mayor parte solo
utilizamos los resultados.



1. ECUACION DE ONDAS DE SUPERFICIE.
SOLUCIONES ASINTOTICAS FORMALES.

1.1. Ecuacion de ondas de superficie y parametros.

Consideremos un fluido incompresible, ideal e irrotacional en el campo gra-
vitacional, despreciando la temperatura, difusion molecular y efectos disipativos
junto con los efectos capilares. Por simplicidad, excluiremos de nuestras conside-
raciones los efectos relacionados con la refleccién de ondas en los bordes. Para este
fin, restringiremos nuestro estudio a un dominio €2 el cual es pequeno comparado
con el recipiente del agua, es decir, asumiremos que | < L, donde [ es el diame-
tro de Q2 y L es el didmetro del recipiente. En el dominio €2 introduciremos las
coordenadas horizontales (z = (z1,x2)) y la vertical (y), asumiendo que cuando
la superficie del fluido no esta perturbada, esta definida por la ecuacién y = 0,
mas aun, supondremos que la superficie del fluido esta definida por la ecuacion
y=mn(x,t), y que y = —H(x), es la ecuacién que describe el fondo del recipiente.

y=0

En este caso, en la aproximacién lineal (la aproximacién de ondas de pequena
amplitud), tenemos el siguiente sistema para el potencial de velocidades ®(z, y, t):
[8-16]

¢, +AP =0 para — H(x)<y<0, (1.1)
®, + (VH, v®>|y:—H(m) =0, (1.2a)
D+ gnl,.o =0, n—Pyl,_, =0, (1.2b)

donde V = (9/0x1,0/0z5), A = V2, g es la gravedad y (-, ) el producto escalar.
Algunas veces, denotaremos el gradiente por (0/0z).

Introducimos el pardmetro h = A/l, donde \ es la longitud tipica de onda. Es-
tudiaremos ondas cortas, es decir, vamos a suponer que h es pequeno (h — +0).
El pardmetro asi introducido incluye dos situaciones frecuentemente considera-
das, particularmente, las ondas de agua de pequena profundidad (en este caso,
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tenemos A > Hy donde Hy es la profundidad tipica del recipiente) y las ondas de
agua de profundidad grande (A < Hj). En ambos casos, la desigunaldad A < [ se
encuentra en problemas interesantes. Asumiremos que H(x) es una funcién que
varfa suavemente, esto es, 0H/0x; ~ h, j = 1,2 lo cual frecuentemente corres-
ponde a la forma real del fondo del océano. Supongamos que H(z) > 0 (porque
no tenemos en cuenta la influencia de la frontera de la costa).

Pasemos de las variables (z,y,t) a las variables adimensionales ' = /I,
Yy = y/\ t' = t\/Ag/l y escribamos ®'(z/,y/,t") = ®(la', \y/, lt' /\/Ag)/(a/Ag),
n' (2, ) =n(lz', lt'/\/Ag)/ay H (z') = H(lz') /), donde a es la amplitud de onda.
Entonces el sistema (1.1)-(1.2) se transforma (omitiendo las primas en las nuevas
variables) en:

®,, + AP =0 para— H(z) <y <0 (1.3)
O, +h* (VH,V®)| __ i,y =0 (1.4a)
h@t —+ nly:O = 0, hnt — @y‘yzo =0. (14b)

1.2. Soluciones asintdéticas y terminologia.

Buscaremos una solucién aproximada (asintética cuando h — +0) de este
sistema.

Recordemos que: Una solucién asintética formal mod O(hY) de un sistema
de ecuaciones se entiende como una funcién (en nuestro caso, funciones ®V y nV)
que satisface este sistema en O(hY).

Por una solucién rigurosa mod O(hY) se entiende una funcién la cual difiere
de una cierta solucién exacta por una funcién O(h").

Por los términos principales de una solucion asintética formal (o una rigurosa)
®N N entendemos funciones ®°, 70 tales que ®V = &% +o(1) y n¥ =1’ +o(1).

Casi siempre es posible probar que una solucién asintética formal del problema
de Cauchy (Cauchy-Poisson aqui) es la solucion rigurosa y muy a menudo este no
es el caso para las funciones de ondas en problemas espectrales (ver [1,3]). Este
tema se sale del alcance de este trabajo.

Como una regla tenemos que la construccién de una solucién asintética formal
precede a la prueba de que una solucion asintotica formal es la solucion rigurosa.
En lo que sigue consideraremos las soluciones asintdticas formales y omitiremos
el término “formal”.

1.3. Ecuaciones pseudodiferenciales para ondas superfi-
ciales en dimension dos.

En la seccién 2, siguiendo las ideas de Hadamard (ver [11]) para reducir el
sistema a una sola ecuacion en el caso de profundidad variable, mostraremos que
el sistema (1.3)-(1.4) puede ser reducido a una sola ecuaciéon pseudodiferencial
para la funcién ¢ (z,t) = ®(z,y,t)|,_,. La prueba es llevada a cabo usando la
técnica de operadores ordenados. Las ganancias que dicha reduccion produce



son: primero, el nimero de variables independientes en el problema se reducen y
segundo, la ecuacion resultante pertenece a la clase de ecuaciones cuyas soluciones
asintoticas pueden ser encontradas usando el operador canénico de Maslov.

Las ecuaciones pseudodiferenciales no se presentan en los cursos tradicionales
de mecanica y en una primera ojeada, los métodos de solucion de estas ecuacio-
nes pueden verse mas complicadas que los conocidos métodos de resolucion de
ecuaciones diferenciales. Sin embargo, este punto de vista es erréneo y se puede
afirmar que las ecuaciones pseudodiferenciales “no son peores” que las diferencia-
les; para ejemplificar este caso, presentaremos el método de Maslov para encontrar
soluciones asintéticas y mostraremos que su método puede ser aplicado tanto a
las ecuaciones pseudodiferenciales como a las diferenciales con igual éxito. En la
seccién 2.1 explicaremos esta idea mediante las férmulas (2.5) y (2.6). La obten-
cion de la ecuacion pseudodiferencial para ondas de agua esta dada en la seccion
2. Luego de esto, se puede aplicar el método asintotico de Maslov para encontrar
soluciones especificas de interés fisico.

Muchas monografias y articulos se dedican al estudio de ecuaciones pseudodi-
ferenciales, a la técnica de operadores ordenados y a la teoria asintética de Maslov
(ver [2,3,5,38] y la bibliografia adentro), en dichas referencias se pueden encontrar
las pruebas correspondientes a las estimaciones y féormulas necesarias que en las
secciones 2-6 del presente trabajo utilizamos. Nosotros prestaremos atencién a las
principales ideas y en algunos casos omitiremos las pruebas correspondientes.

Para concluir esta seccién, presentamos la ecuacién pseudodiferencial para la
funcién ¢ = &(x,y, t)|y:0 , el dato de Dirichlet para ® en la superficie libre. Esta
ecuacion tiene la forma:

W2y + Ly = 0, (1.5)
donde L = L(:%:, —iha%, h) es un operador pseudodiferencial cuyo simbolo es de la
forma

L(z,p,h) = L’ + O(h), L° = |p|tanh(H (x))[pl), |p|=+/Pi+p3. (1.6)

Note que la ecuacién (1.5) describe ondas cortas en un recipiente cuyo fondo
puede ser finito o infinito, incluyendo dominios intermedios. Si H = cte (en
particular, si H = 00), entonces las ondas planas,

(k,x) — wt

(x,t) = Acos h

donde A es la amplitud, w es la frecuencia y k satisface la relacién de dispersion
w? = |k| tanh(H|k|), son soluciones de la ecuacién (1.5). La solucién asintética
de la ecuacién (1.5) la obtendremos en el caso de un fondo arbitrario. En algunos
dominios del plano (x,z5) esta puede ser representada en la forma de solucio-
nes WKB ¢(z,t) cos @ [1-24] las cuales son ondas planas que se encuentran
“distorsionadas”.



En otros dominos (los cuales contienen catisticas y puntos focales), las solu-
ciones asi obtenidas, pueden ser representadas como integrales de funciones de
rapida oscilacion y pueden, algunas veces, ser expresadas en términos de fun-
ciones especiales. El operador canénico de Maslov da asintéticas globales en el
espacio completo, incluyendo los puntos focales y las causticas, dichas asintoticas
pueden ser expresadas en términos de soluciones de un sistema de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias (sistemas hamiltonianos), y estas soluciones forman objetos
geométricos, llamados variedades lagrangianas en el espacio fase con coordena-
das (x1,xs, p1, p2) como lo veremos en la seccién 4 y en especial en la subseccién
4.3. Las variedades lagrangianas sustancialmente dependen de la funcién H(zx) y
estan determinadas por la geometria del fondo del recipiente. En algunos casos,
por ejemplo, si las variables en (1.5) pueden ser separadas y tanto los puntos
focales como las causticas no aparecen, el método asintético de Maslov permite
llegar a soluciones conocidas en la literatura matematica, ver el ejemplo 1 de la
subseccion 3.3.



2. OPERADORES h-DIFERENCIALES Y h-
PSEUDODIFERENCIALES. REDUCCION
DEL SISTEMA A UNA UNICA ECUACION.

En esta seccién introduciremos la nocién de operadores h-pseudodiferenciales
y con su ayuda reduciremos el sistema inicial con parametro h a una ecuacion
h-pseudo diferencial sobre la superficie libre.

2.1. Operadores h-diferenciales y h-pseudodiferenciales.

La ecuacién (1.5) es bidimensional, x € R% En lo que sigue de esta seccién,
para la generalidad de nuestra exposicion, consideraremos operadores actuando
sobre funciones de n variables. También en (1.5) algunas veces asumiremos que
x € R™, pero para resultados especificos tomaremos n = 2.

Consideremos una funcién suave L(z,p,h), donde = = (x1,29,....,2,), D =
(p1,p2, ..., pn) € introduzcamos el operador #; = xz; de multiplicacién por z; y
el operador p; = —iha%j de diferenciacién respecto a x;. Sea L(x,p,h) un po-
linomio en p , esto es L(z,p,h) = > qu(x, h)p™, donde m es un multiindice,
m = (my, ..., my), [m| =my +ma + ... +my, p™ = pi" - pp, My, - my, son
ntimeros naturales y ¢,,(x, h) son fuciones suaves. El operador L = L(Z,p, h) se
define por la férmula

oMl

. 0
b — (s —in 3 iy SC

El operador asi definido es referido como un operador h-diferencial y la funcién
L(z,p,h) es llamada el simbolo. La manera como el operador L es reconstruido
desde su simbolo no esta definida de una manera tinica, por esto se debe declarar
el orden en el cual los operadores —ih% y & actian. De hecho, uno puede pensar
que L(z, —ih%, h) es el operador

mi
L(fc,—z’h%,h)@ - Z(—z’h)max,fz P, (2.2)

que difiere de la ecuacién (2.1) porque los operadores p y & no conmutan y el orden
en los cuales estos actiian sobre las funciones ¢,,(x, h) influye en el resultado final.

Para lograr la reconstruccion del operador L es conveniente seguir a Feyn-
man, ordenando la accién de los operadores al escribir los indices sobre las letras
correspondientes. Por ejemplo, el operador (2.1) puede ser representado en la

1
2. .
forma L(z, —zha%,h) donde el indice sobre un argumento muestra el orden de
aplicacion del operador correspondiente, en este caso, primero diferenciamos y

2
luego multiplicamos. La notacién L(%, —ih2, h) es la que corresponde a (2.2).
Queremos definir operadores h-pseudodiferenciales, para esto, ntroduciremos
la h-transformada de Fourier de una funcién ¢(z, h) asi:
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Blp. 1) = Pl b)) = (2mi) ™2 [ 0o by o, i = (23)

T

y la transformada inversa

o(w,h) = F, " h[p(p, h)] = (—ZWih)_"/Z/n el /h e (p, h)dp, —i= e /2

(2.4)
De acuerdo con las propiedades de la transformada de Fourier, la actuacién
de los operadores diferenciales puede estar también definida por las féormulas:

D, ~ih s W) = et (Lo WEL o o, h)] (25)
Db —ih 2 g = B (FL L p Do )] (260

Ahora, podemos definir operadores h-pseudodiferenciales L(%, ]15, h)y L(%, ]23, h)
cuyos simbolos no son polinomiales, mediante las férmulas (2.5), (2.6). Note que
tal operador no puede ser definido para una funcién arbitraria L(z,p, h) en gene-
ral, porque uno tiene que asegurarse de que las integrales de Fourier converjan.
Por ejemplo, si la estimacion

UL (2, p, h)
ox™opt

< Co(1+ [ (1 + [p])™ (4)

es valida, para algin entero M y para multiindices arbitrarios m y [, entonces
los operadores (2.5) y (2.6) estan bien definidos sobre el espacio de Schwartz S
(funciones C* que decaen en el oo mas réapido que cualquier potencia) [3]. En la si-
guiente parte del texto, siempre consideraremos operadores para los cuales la esti-
macion (A) estd satisfecha. Entonces la actuacién del operador L est4 definida por
las férmulas (2.5), (2.6) donde L(z,p, h) es alguna funcién, la cual no necesaria-
mente es polinomial. Uno puede definir el operador h-pseudodiferencial de k argu-

3 1
mentos en una via similar. Por ejemplo, al operador L(%, —ihd /0, 32:, —ihd/0z, h)
lo definimos por la siguiente relacion:

T h h ;o
Lo=F, way B Lz, p 2l p, h)F, _,pgp(x, h).

De ahora en adelante necesitaremos operadores que puedan depender de al-
gunas variables adicionales como de parametros, su actuacion sobre las funciones
también esta dada por las férmulas (2.5) y (2.6) donde el simbolo de un operador
puede ser de la forma L(x,p,a, h), donde a es un parametro.



Observacion. La correspondencia del operador L con el simbolo L es conocida
como cuantizacion (ver. e.g.,[2,5,38]). Note que, ninguno de los operadores
(2.5) y (2.6) son adjuntos entre si y como son distintos, en general,

no son autoadjuntos y ni siquiera son simétricos.

2.2. Ejemplo de como se trabaja con un operador pseu-
dodiferencial: Reduccion del sistema original a una
ecuacién en la superficie.

Pasemos a la obtencién de la ecuacién (1.5). Buscamos una solucién de las
ecuaciones (1.3)-(1.4) en la forma

=Ry, v=20| (2.7)

donde R = R(azc, —ih(}?/ Odx,y, h) es algin operador h-pseudodiferencial, encon-
trar este operador es lo mismo que encontrar su simbolo y esta es una de las
principales razones para introducir operadores pseudodiferenciales, porque asi, el
trabajo con operadores se reemplaza por el trabajo con funciones (sus simbolos).
Sustituyendo ® en la forma (2.7) en la ecuacién (1.3), obtenemos

02/ — (—ihV IR (3, —ihd/0w, y, h)ib = O (2.8)

de esta forma (2.8) proporciona la ecuacién para el operador

020y — (—ihd/0x)2 | R(3, —ihd/Ox, y, h) — 0. (2.8)

Es claro que el operador R cuyo simbolo es cero satisface la condicién (2.8'), sin
embargo, este operador no es interesante porque no satisface (2.7).
Queremos expresar el operador (2.8') unicamente en términos de los opera-

dores de —zhé/ or'y Z. Si el stmbolo del operador asi obtenido es cero, entonces
la condicién (2.8") estd satisfecha y por lo tanto, la condicién (2.8) también se
satisface.

Encontraremos el simbolo en cuestién. Para este fin, debemos “llevar”el ope-
rador —ihd/0x a través de R. Explicaremos esta operacién. (Para una prueba
rigurosa, ver, e.g.,[2,5,38]). Consideremos la actuacién de (—ihd/dz) sobre R,

P 1 0 . _
—th— - = (_sh)— i(p,x)/
< Zhal’) [RQ/J] o (—27rih)"/2 ( Zh) ox /R € hR($’p7 Y, h)@/J(p, h) dp

n
P

Diferenciando bajo el signo de la integral, obtenemos

O \if 1 - OR _
—ih— _ | iwayn|p, i O
( maxﬁ&ﬂ (—2mih)"/? /Rge [Rp th (. p,y, h) |$(p, ) dp.



3 1
Asi, por la férmula (2.5) el simbolo del operador (—ih@/@x)R(%, —thd/0x,y, h)

[SS]

- OR
Rp — Zh%(x,p, y, h). (2.9)

“Llevando” (—ihd/8z) en (2.8') a través de R dos veces, notamos que el sfmbo-
lo del operador (2.8') es

—p*R+ 2ih{p, V)R + h*AR + R,,, (p,V) = p10/0x1 + p20/0xs.

La condicién de que el simbolo desaparezca en (2.8") junto con el simbolo del
operador en el lado izquierdo de la ecuacién (1.4a) y la condicién R| y—0 = 1, da
un problema de valor en la frontera para R,

Ry, — PR+ 2ih{p, V)R +hAR =0, —H(x)<y<0;
R, +ihR(p,VYH + *'VHVR =0, y=—H(7); (2.10)
R=1, y=0
Representando R en (2.10) en la forma de una serie regular R = R°+hR'+... e
igualando los coeficientes de potencias iguales de h a cero, obtenemos una cadena
de ecuaciones diferenciales ordinarias para R’ respecto a y (cf.[8-12,15-17,22-24]).

Las variables (x, p) entran a esas ecuaciones como parametros. En particular para
R° y R! tenemos

0 2 10 . 0_ _ . 0 _ _ 0
R, —pR'=0, —-H(x)<y<0; R, =0, y=-H(x); R =1, y=0;

(2.11)
R;y —p*R' = =2i(p, V)R®, —H <y <0; (2.12)
R, =—ih(p,V)H, y=—-H; R'=0, y=0 '
Solucionando (2.11) y (2.12), obtenemos
R” = cosh[(y + H())|p[]/ cosh(H ()|p|);
' H 2.13
R' = 1(}),3—V)(H sinh y|p| sinh H |p| — y cosh y|p| cosh H |p|). (2.13)
cosh” H|p|

Para eliminar a n de (1.4b) realizamos los siguientes calculos: En (1.4b) te-
nemos las condiciones en la superficie libre hdy +nf,_, = 0, hy — @[ _, = 0,
derivemos la primera condicién respecto a la variable t y de la segunda despejemos
el término 7, entonces obtenemos la ecuacién h?®;; + <I>y|y:0 = 0; y sustituyendo
® en la forma (2.7), obtenemos la ecuacién deseada (1.5), donde L = L+ h L'+
y donde todo término L7 es construido desde R’ usando las relaciones.

ORI

=== j=0,1,.. (2.14)
Y |,—o
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Asi, hemos obtenido una ecuacién pseudodiferencial para la funcién ¢ (z,t)
de (1.5). Si una solucién de la ecuacién (1.5) es conocida, entonces enseguida se
puede encontrar la funcién ® en toda la capa {—H < y < 0}, por la férmula

(2.7).
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3. METODO WKB.

En esta seccion presentaremos el método clésico de construccion de soluciones
que describen la propagacion de paquetes de ondas cortas, esto incluye la solucion
de las ecauciones de Hamilton-Jacobi y de Transporte. Daremos varios ejemplos de
aplicacion de este método a la ecuacién de ondas de agua y también conseguiremos
las férmulas del método de la fase estacionaria usando la ecuacién de Schrodinger.
Este ultimo método nos sirve para construir las asintéticas en los puntos focales.

3.1. Relacion de conmutacién para un operador pseudo-
diferencial y una funcion exponencial.

De acuerdo con el método WKB (o de rayo)(ver[1-10,15-24]), una solucién
asintética de la ecuacion original se busca en la forma de ondas planas distor-
sionadas, ¥(x,t) = @(z,t)exp{iS(z,t)/h}, donde la fase S(x,t) y la amplitud
©(x,t) son nuevas funciones desconocidas.

Esta representacion es una generalizacion de soluciones del tipo de onda plana
para la cual tenemos ¢ = cte, S = (k,z) — wt.

Localmente, las soluciones WKB son ondas planas perturbadas. Las funciones
S(z,t) y ¢(z,t) (que son real valuadas) estdn determinadas al substituir una
solucion WKB dentro de la ecuaciéon original con la subsecuente conmutacién de
la funcién exponencial de rapida oscilacién con el operador h-pseudodiferencial y
al igualar los coeficientes en h° y h! a cero. El punto central en la consecucién
de las ecuaciones para S(z,t) y ¢(x,t) es la siguiente formula de conmutacion
para un operador pseudodiferencial y una funcion exponencial de rdapida oscilacion
[1-5, 38],

L(3, —ihd0x)[p exp(iS/h)] = exp(iS/h)x
{L(x, VS)p —ih [(g—i, g—ﬁ(x, VS)) + %@Tr (%, %(m, VS))} } + O(h?)

(3.1)

que se tiene para un operador h-pseudodiferencial con simbolo arbitrario L(x, p)
satisfaciendo la condicién (A) introducida en la seccion (2); en particular, la
férmula (3.1) se tiene para el operador de la ecuacién (1.5). La obtencién rigurosa
de esta féormula estd basada en la definicién (2.5) y en el método de la fase
estacionaria.

A manera de ejemplo, mostraremos que la férmula (3.1) se tiene para el ope-
rador L. Para esto, supongamos que H(z) es C® y H(z) = Hy donde || > rg
para algin rg,
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por lo tanto |L°| < |p|. Se puede demostrar que la condicién (A) estéd satisfecha
con M =1, calculando las derivadas y aplicando induccion.
En (3.1), el simbolo Tr se entiende como la traza del producto de dos matrices

(028/0?) y(0°L/0p?),

20 92 n 2 2
w (I3
0x? Op? O0x;0x; Gpﬁp]

Existen diferentes pruebas de la féormula (3.1), las omitimos y nos restrin-
giremos a demostrar la férmula (3.1) por medio de un ejemplo unidimensional,
asumiendo que L(z,p) es polinomial en p. Para esto asumamos que L(z,p) = p™
y asi (—ihd/0x)exp(iS/h)p = exp(iS/h)(S, — ihd/dx)p para cuando m = 1;
procediendo por induccion, vemos que

(—ih%) eIty = ¢i5/h (Sx - zh%) ®. (3.2)

La actuacién del operador (S, —ihd/0x)™ se reduce a la aplicacién consecutiva
de m operadores S, —ihd/0x. Si la férmula es aplicada a las funciones ¢ que no
dependen del pardmetro h (o dependen regularmente de este pardmetro) entonces
el operador puede ser representado en la forma:

. 0 " _ om . m—1 9, m(m - ]‘) m—2 N/ 1.2
(Sx - Zh@cc) =S —ih (mSI pe + 5 SeaSy +O(h%), (3.3)

donde O(h?) se entiende como un operador que manda una funcién de O(1) en una
funcién de O(h?). Sustituyendo (3.2) y usando (3.3) dentro de la férmula explicita
para el operador L introducido en (2.1), obtenemos la férmula de conmutacién
(3.1). En el caso de simbolos no polinomiales, la férmula es “desarrollada” al hacer
tender el grado del polinomio a infinito, porque si la dependencia de L(z,p) en p
es analitica, entonces el operador puede ser representado en la forma de la serie de
Taylor en potencias de p lo que implica la misma demostraciéon para el operador
polinomial. En el caso general la formula (3.1) se demuestra mediante el método
de la fase estacionaria.

3.2. Ecuacién de Hamilton Jacobi y la Ecuacién de Trans-
porte.

Sustituyendo una solucién WKB en (1.5) y usando la férmula (3.1) obtenemos:

12



eiS/h{ [—Sf + L%(x, VS)] v+

. ) 3L08g0 1 92L° 928
ih [2%& @Sy — il (2, VS)p — 52— ST ﬁ}}

+0(h?) =0

Igualando los coeficientes de potencias iguales de h a cero, obtenemos las
ecuaciones:

—S52 4+ 1%2,VS) = 0; (3.4)

. 0L 0 1 0*L° 9%S
2SOtSt + SOStt — ZL1§0 — _p_SO — _SOT

=0 (3.5)

donde L°, L' son de la forma (1.6) y (2.14) y donde iL* = 1 Tv <%§;) . Después

de extraer la raiz, la ecuacién (3.4) se descompone en dos ecuaciones,
S, +HE(2,VS) =0, (3.6)

donde H*(z, p) = £{L°(x,p)}*/2. De (3.6) Sy = —HEVS,. Usando estas relacio-
nes y expresando V.S; mediante (3.6), obtenemos la siguiente ecuacién proveniente
de (3.5):

0

N 8Hi8_90+1 o (0% L1 M
ot Jp Ox 27 op? Ox? 27 oxdp
PHE K~ OPHE
0xdp - — Op;0x;

(3.7)

Tr

Las ecuaciones (3.6) y (3.7) son conocidas en anélisis, la primera es la llamada
Ecuacion de Hamilton-Jacobi o la Ecuacion Iconica y la segunda se conoce como
la Ecuacion de Transporte. Si H(z) = cte y si S = wt — (k,z) en (3.6), entonces
(3.6) se convierte en la llamada relacion de dispersion.

Las ecuaciones (3.6) y (3.7) requieren algunos datos iniciales, para encon-
trarlos, consideraremos el problema de Cauchy para la ecuacién (1.5) con datos
iniciales que oscilan rapidamente:

W(x,0) = ¢y exp(iSo/h), hiy(x,0) =ipsexp(iSy/h), VSy#D0. (3.8)

La condicién V.S # 0 se especifica porque los hamiltonianos considerados no
son funciones suaves en p = 0. Tengamos en cuenta que el hamiltoniano para nues-
tro ejemplo de ondas de agua, estd dado por H = £vV/L0 = ++/|p| tanh [p|H (z),
asi cuando p es pequeiio tenemos que ++/[p[tanh [p|H (z) ~ +|p|vVH + O(|p|?)
y por lo tanto la funcién en p = 0 no es lisa, por lo que la condicién V.Sy # 0
impuesta nos evita estas singularidades.
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El método WKB nos permite encontrar una soluciéon asintética para ¢ su-
ficientemente pequeno. En (3.8) asumiremos que Sy y 12 son funciones sua-
ves y la presencia de un parametro pequeno en el denominador del exponente
describe rapidas oscilaciones espaciales de la forma inicial de la superficie del
fluido. El factor en la mano izquierda de la segunda condicién en (3.8) descri-
be oscilaciones répidas temporales. Observemos que ¢ = ¢(x,t) exp(iS(x,t)/h)
v ¥ = ((iS¢/h)e + @) exp(iS(z,t)/h) donde |p(z,t)] < cte y por lo tanto
Wy ~ 1/h, el factor i al lado derecho es introducido por conveniencia. Asumi-
mos que las funciones ¢; 2 son de soporte compacto.

Para expresar una solucion WKB se puede tomar una superposiciéon de fun-
ciones ¢*(x,t) exp(iS*(z,t)/h) donde S* y ¢* satisfacen (3.6) y (3.7), y ademds

§¥(w,0) = Sola). @*(2.0) = Lle1 F o/ VI & V)] = @ (@), (39)

En efecto, para encontrar los datos iniciales de (3.6) y (3.7) consideramos los
datos iniciales para (1.5) dados por (3.8). Escogemos S=|,_, = Sp. Para satisfacer
la primera condicién de (3.8) necesitamos que ¢ + ¢~ = ;. Para la derivada
tenemos hy|,_o = iS; @S0/t 408y el /h 4 O(h) = ipqeo/". Teniendo en
cuenta que ST = —H* se tiene s = —H* " +H . Escogiendo como en (3.9)
S*(z,0), p*(x,0) satisfacemos las condiciones para (3.6), (3.7) salvo O(h).

3.3. Sistema hamiltoniano, bicaracteristicas y caracteristi-
cas.

De la mecanica clésica (ver[39, 1,3]) sabemos que, hasta algin momento del
iem u m momento critico (ver j ucion uacion
tiempo que es llamado t t er abajo), la solucién de la ecuacién de
amilton-Jacobi, es decir la accion, con datos iniciales (3.9) es construida como
Hamilton-Jacobi, es d [ ) dat les (3.9 truid
sigue:
Se considera el sistema Hamiltoniano correspondiente a H (omitimos los su-
Z. : 14 7 13 "
perindices “+7 y “—"),

p=—0H/0x, &= IH/Op. (3.10)

Consideramos las soluciones p = P(a,t), © = X(a,t) de este sistema que
satisfacen las condiciones iniciales

p|t:0 - vso(a)7 x|t:0 = Q. (3]‘1)

Aqui o = (a, ...ai;) es un pardmetro real n dimensional. En el caso cuando
el jacobiano J(a,t) = det(0X/0«) difiere de cero en el intervalo ¢t € [0, %], la
solucién del problema (3.6),(3.9) existe, es tnica y tiene la forma:

S(x,t) = {So(a) —i—/o [(P(a,7), X (a, 7)) — H(P(, 7), X (a, 7)) d7] e

(3.12)
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donde o = a(x,t) es la solucién de la ecuacién X(«,t) = x. El momento t
en el cual J(a,t) = 0 se denomina critico. Para estos valores de ¢, la ecuacién
X(a,t) = z puede no tener una tunica solucién y por lo tanto la funcion S(z,1)
tampoco esta definida de una manera tnica.

Las funciones P(«,t) y X(«,t) definen trayectorias en el espacio fase 2n- di-
mensional; dichas trayectorias son llamadas bicaracteristicas. Las proyecciones de
estas trayectorias en el espacio de configuracion R} estan dadas por las funciones
X(a, t) y estas proyecciones son llamadas caracteristicas. Se sigue de las propie-
dades de los sistemas hamiltonianos que dos bicaracteristicas coinciden o siempre
son diferentes, en cambio las caracteristicas pueden intersectarse entre si. En los
puntos en los que las caracteristicas se intersectan, el jacobiano J se anula, y por
lo tanto el sistema de ecuaciones x = X («, t) no tiene solucién unica.

3.4. Reduccién de la ecuacion de transporte.

Deseamos reducir la ecuacién de transporte, para esto, usaremos la férmula
de Liouville. Sea & = A(t)x, la férmula de Liouville nos dice que el determinante
W de la matriz fundamental (matriz cuyas columnas son soluciones linealmente
independientes del sistema) satisface W = (TrA)W.

Para reducir la ecuacién (3.7) (ver[3]), tengamos en cuenta que & = H,(z,p),
P(a,t) = Sp(X(a,t),t) luego OP/0a = S,,0X/0a, J = detdX/0a - obviamos
los indices de sumacion, y teniendo en mente que X, a y p estan en R"- obtenemos

e L
g_ij - (pr + prsm) %
1 0 0
tenemos que %_ix(|t:0 = 0 1 0 , por que r = a|t:0 y por lo tanto
o 0o --- 1

0X/0a es una matriz fundamental ya que satisface el sistema y en el momento
del tiempo inicial es la matriz identidad, por esto, al anterior sistema podemos
aplicarle la férmula de Liouville, obteniendo J = Tr(H,, + H,,Ss2)J, ahora bien,
en la ecuacién de transporte, los dos primeros sumandos son dp/dt y asi

d 1 J

41l o)« v,

(dtso T3%7 )
1J
Vit eil o
RNV

obteniendo:

E< |J]) = 0.
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Aqui d/dt se entiende como la derivada a lo largo de las trayectorias (3.10)
donde J es el jacobiano introducido anteriormente. Para ¢ = 0 se tiene J = 1y
por la férmula anterior junto con las condiciones iniciales (3.9) sabemos que oV'J
es constante por lo que vale lo mismo que vale en ¢t = 0, es decir gm/j =wo- 1,y
por lo tanto

o(x,t) = _wola) a = az,t). (3.13)

VI (1)

Nuevamente omitimos los superindices “+” y “—” como en (3.10).

Las féormulas (3.12) y (3.13) determinan completamente la solucién WKB del
problema de Cauchy para la ecuacién (1.5) con condiciones iniciales (3.8) en el
intervalo 0 <t <t en el que el jacobiano J es diferente de cero.

Los puntos en los cuales J se anula se dicen focales, estos puntos son singu-
lares (en particular son puntos de ramificacion) de la funciéon S(x,t) y en una
vecindad de tales puntos, la representacién de una solucién asintética en la forma
pexp(iS/h) no es vélida.

7

(En la grafica mostramos los puntos en los cuales el jacobiano se anula, es decir
los puntos focales.)

Esto no significa que la solucién v en si misma sea insensible en una vecindad
de los puntos focales, sino que las asintoticas WKB no puedan ser aplicadas en
este caso y se debe buscar una solucion aproximada en otra forma.

Notemos que las soluciones de un sistema hamiltoniano permanecen suaves
en los puntos focales y la presencia de puntos focales no es una obstruccién en la
construccién de dichas soluciones para los momentos “después del critico”.

Es conveniente, interpretar geométricamente las soluciones del sistema ha-
miltoniano (las bicaracteristicas), particularmente, mirarlas como funciones que
definen superficies en el espacio fase del sistema (3.10). Estas superficies se dicen
que son lagrangianas' y juegan un papel significativo, no solo en la teoria de Mas-
lov, sino también en otras areas de la mateméatica contemporanea. La préxima
seccion esta dedicada a objetos relacionados con el método WKB, y completamos
esta seccion con varios ejemplos.

Observacion. Recordemos que el soporte suppy de una funcién ¢ se entiende
como la clausura del conjunto de puntos en los cuales ¢ es distinto

!Estos objetos quien los introdujo por primera vez fue Maslov.
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de cero. Si los puntos focales no estan contenidos en el soporte de
la funcién ¢ entonces las asintéticas WKB son aplicables para los momentos
de ‘‘después del critico’’.

3.5. Ejemplos.

Consideremos ondas en un recipiente con profundidad infinita, lo que corres-
ponde a las relaciones H = oo y H* = 4+/|p|. Asumamos que Sy(z) depende
de x; Unicamente, asi nuestro problema se reduce a una ecuacion unidimensional
pudiéndose menospreciar ps y o y escribir x = 1 y p = p;. Consideramos el
hamiltoniano con el indice “4+” y escribamos H = H* = /[p|.

EJEMPLO 1. Sea Sy = kx, k > 0 (Onda plana). El sistema hamiltoniano
esta dado por las ecuaciones:

y las condiciones iniciales son
Plico =k
.’L’|t:0 =

Q

Resolviendo el sistema hamiltoniano, obtenemos
P=k

t .
X=a+——

2k

Graficaremos la curva definida por las ecuaciones x = X (o, t), p = P(a,t)
que estan parametrizadas por « para distintos valores de ¢.

=0, k=1 =1, k=2

- N W &=

[ = R G B S O}

LO

- M W =

Le
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En la seccién 4 veremos que estas curvas son “variedades lagrangianas”que
corresponden a las soluciones WKB que estamos considerando. De la ecuacién y
de la grafica vemos que el jacobiano J = 0X/da = 1 es distinto de cero para
todo t.

Para hallar la acciéon tenemos en cuenta la ecuacion de Hamilton-Jacobi dada
por la férmula (3.6), asi:

S+ |VS| =0,

en el caso unidimensional tenemos
St -+ ’Sx’ - 0,

resolviendo esta tltima ecuacién por la férmula (3.12) obtenemos la accién S =
kx —/kt. Para una amplitud arbitraria inicial ¢ (x), despejando « de la solucién

del sistema hamiltoniano y reemplazando en la férmula (3.13) hallamos la solucién
WKB

t i(kz—V/kt)
(1) = o (x - —) .

que es un tren de ondas planas con la frecuencia w = v'k/h.

Ahora bien, si queremos ver el comportamiento de las bicaracteristicas aso-
ciadas al sistema hamiltoniano dado para un « fijo y ¢ variando, graficaremos el
comportamiento de z = X (a,t), p = P(a,t).

EJEMPLO 2. Sea Sy = kx + ﬁ%, k> 0y (> 0. El sistema hamiltoniano es
justamente como en el primer ejemplo y las condiciones iniciales son:

Plig = k + B’
{ Tl,_g =«
La solucién del sistema hamiltoniano es:
P =k + pa?
X = %t(k: + Ba®)7V? 4 o !

la accién es este caso es S(z,t) = |ka + ﬁ% — % k+ ﬁoﬁt] -
a=oa(x,t

La variedad lagrangiana se ve de la siguiente forma:
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t=0 t=3

14 15
10 10
o o
] ]
0 L ! 0
3 2 1 0 1 2 3 4 3 2 1 0 1 2 3
X X
t=5 t=0
15 15
10 10
o o
5 5
0 L ! 0
3 2 1 0 1 2 3 4 3 2 1 0 1 2 3
X X

El hecho de que en algunos puntos la tangente a estas curvas sea vertical,
significa que J = 0X/0a = 0 y por lo tanto la asintética WKB en estos puntos
no es valida.

La ecuacién J = 0X/da = 0 para encontrar los puntos focales se reduce a:

B tBa
— 2(k 4 Ba2)3/?’
Para encontrar las soluciones de esta ecuacion aplicaremos un método grafico.

[gualamos la grafica de la funcién fi(a) = tw‘%. a fo=1

18

1
B L
o

0.8

Derivamos la funcién f;(«) y hallamos sus maximos y minimos, obtenemos o =
Vk/203, en este caso, para k = 2, § = 3, tenemos a = \/1/_3 Reemplazamos
dicho valor en la ecuacion para el jacobiano y obtenemos el primer momento
to = 6 en el que se anula y en el que no es posible hallar una solucion WKB. En
t >ty = 3kv/3/y/F la ecuacién de anulacién del jacobiano poseé dos soluciones.
Se entiende que dos puntos focales ocurren para t > .

La evolucion de la variedad lagrangiana en el tiempo se ve en la siguiente
figura:
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b

A

=25

=2

=15

EJEMPLO 3. Sea
So(z) = kx —/ exp(—¢&2/2)d¢, k> 1.
0

El hamiltoniano va como en el primer ejemplo.
Las condiciones iniciales (3.11) son

{ Plico = k= exp(—a®/2).

Zlyg =
La solucién del sistema (3.10) estd dada por

P =k —exp(—a?/2)
t .
(2(k — exp(—a?/2))1/?)
La evolucion de la variedad lagrangiana se ve en la siguiente figura:

X=ao+
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s

=15

w=0.8

. 1 . . ; o0 )
o 18 -10 5 a ] 1a 18 il

La ecuacién que define los momentos criticos es:

exp(—a?/2)

P10 exp(—a2/2)7)

que tiene dos raices para t > to, donde to = 4(k — exp(—a2/2)%? exp(a2/2)) /v,
v ap es la rafz positiva de la ecuacion kexp(a?/2)(1 — a?) = (1 + a?/2).

EJEMPLO 4. La velocidad fase y la velocidad grupo. La siguiente represen-
tacion de las velocidades fase y de la velocidad grupo esta relacionada con las
soluciones asintéticas WKB.

Si p(z,t) es una funcién de soporte compacto entonces la solucion WKB
describe un tren de ondas (o paquete de ondas ), donde p(z,t) es la “envolvente”
del paquete y la funcién exp(iS(x,t)/h) define sus oscilaciones.

Por la velocidad fase se entiende la velocidad de propagacion de la superficie
de la fase constante S(z,1).
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Como S(z,t) = cte se tiene que S(zg,t) = cte, S(zg + Az, t + At) = cte
desarrollando en su serie de Taylor esta ultima expresion, tenemos que

AS = S(xg + Az, tg + At) — S(xo,t0) = SiAt+ VSAz + ... =0

- De aqui se desprende que |Az| ~ —S;At/|VS| — . De la grafica vemos que
Ax = %|Az|, ya que Ax es paralelo a VS.
Esta ecuacion, salvo términos de mayor orden nos proporciona una férmula

para la velocidad fase,

Ax |§§\ |Az|
cp= lim —— = lim 2 —— = —S,VS|VS| 2 = H(z, VS)VS|VS| 2
At—0 At S—cte At—0 At

Por la velocidad del grupo se entiende la velocidad de desplazamiento de un
paquete estrecho de ondas, es decir, la velocidad de desplazamiento del sopor-
te de ¢(x,t) bajo la hipdtesis de que el didmetro del suppy es suficientemente
pequeno. Se sigue de la formula (3.13) que la velocidad del desplazamiento del
soporte suppy coincide con la velocidad de desplazamiento de los puntos en donde
a(z,t) = cte, esto es, con el vector velocidad de un punto bajo su desplazamiento
a lo largo de la trayectoria del sistema hamiltoniano (3.10). Asi, la velocidad del
grupo esta dada por la relacién ¢, = X = H,y(z, V.S).
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w=lolz, b)) w=lelw ta))

En efecto, la velocidad del soporte suppyp, cuando es muy estrecho esta dada
por

To — 1
Cop = ———
g t

)
2 tl to—sty

las envolventes son ¢o(a(xz,t)), donde a(x,t) es la solucién de X(a,t) = z. Su-
pongamos que po(a(x,t)) alcanza su maximo en o = vy, esto es a(xy,11) = g y
a(xs,ty) = ap, lo que a su vez indica que z7 = X (ap, t1), o = X (v, t2) v asi

To — X1 _ X(Oéo,tz) — X(Oéo,tl)
lo — 1 lo — 1t

— X si tz — tl,
entonces
g =X =H,

Finalmente, consideramos un ejemplo que nos habilita para conseguir, en lo
que sigue, algunas férmulas asintoticas en una vecindad de un punto focal.

EJEMPLO 5. Método de la fase estacionaria en el caso unidimensional. En este
ejemplo comenzaremos por estudiar la siguiente integral:

iS(z)
[—/gp(:r;)eh de; @ eCi; Sec™.

Mas adelante veremos que estas integrales nos permiten encontrar soluciones
asintoticas alrededor de puntos focales.
Consideremos los siguientes casos:
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1) S, # 0; integrando por partes tenemos que

s d [ @
J = — iS/h = [ ¥ _ )
= h/e I (st) dx = O(h)

Repitiendo este procedimiento N veces vemos que I = O(hY), donde N es cual-
quier nimero natural.

2) S, = 0 para x = xg, este punto se llama el punto de la fase estacionaria.

En el presente ejemplo queremos calcular la asintética de I cuando solo hay
un punto de la fase estacionaria y este punto es no degenerado (S,.(xg) # 0), para
este fin, consideremos el problema de Cauchy con condiciones iniciales de rapida
oscilacién para la ecuacién de Schrodinger que describe un oscilador mecanico
cuantico,

0x?
Vo = Yo = po(x) exp(iSo(x)/h).
El método WKB puede ser aplicado a este problema, practicamente sin mo-
dificaciones. Asumiendo que ¢ = ¢(x,t)exp(iS(x,t)/h) y llevando a cabo ma-
nipulaciones simples, uno puede obtener la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi y la

ecuaciéon de transporte como en el principio de esta seccién. El hamiltoniano es
H = (p* + 2%)/2 y el sistema hamiltoniano correspondiente es

p=—2
T=0p ’

0So(x)
Pliep = ao—a

iy — L (20 2)
zhwt—2< h + ) 1, (3.14)

con condiciones iniciales

Tlo=a
y asi

P(a,t) = 6_0? cost — asent,

05
X(a,t) = a—osint+o¢cost
a
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Yaredad Lagrangiana t=0 f"'
/

El jacobiano es J = (92Sp/da?) sint + cost. Se sigue de esta férmula que, si
92Sy/0a* > 0, entonces el jacobiano es distinto de cero para cualquier ¢ en el
intervalo 0 < t < 7/2 y si 028y/0a® < 0 entonces J es distinto de cero para
cualquier ¢ en el intervalo —7/2 < ¢ < 0. De esta forma una solucién WKB del
problema (3.14) existe para cada t en el intervalo 0 <t < 7/20en —7/2 <t <0
si 9%28y/0a? # 0, dicha solucién asintética es de la forma:

2 -1/2
Y(x,t) = pla) (cost + 88820 sin t)
a

: 2
X exp {% (So(@) - %(1 — COos 275)04% + % [(%) - 042] sin 2t> }

donde a = «a(x,t) es una solucién de la ecuacién (0Sp/0a)sint + acost = z.
Resulta que, (ver, e.g.,[2], Russian p.70 e Inglés p.75) para el problema dado, las
asintoticas WKB no solo dan la solucién asintotica formal sino que también dan
la asintotica rigurosa de la solucién del problema, es decir, la solucion que difiere
de la solucién exacta por una cantidad de O(h).

Por otra parte,(ver, e.g.,[2]), la solucién exacta de (3.14) es:

1 S - -
V= Crhlsmi)? /_oo bolt) exp {thlint(xz cost — 2w + & cost) — %S%nt} dé.
(3.15)

Para hallar esta solucion debemos calcular G' de tal manera que

L[
Glig =0(z — &) = ﬂ/_meh( ® dp.
Esta GG se denomina la funciéon de Green para la ecuaciéon de Schrodinger. Para
encontrar dicha (G solucionamos el problema auxiliar G|,_, = poetS0@/h - donde
wo = 1/2mh, Sy(z) = p(x—§), donde G, satisface la ecuacion de Schrédinger para
t > 0. Obviamente G = [ G, dp. Para encontrar la G, usaremos el método
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WKB; en este caso las férmulas WKB proporcionan la solucion exacta. Entonces
buscaremos G, en la forma G, = pe**/". Por la ecuacién de transporte reducida
tenemos que ¢(x,t) = 1/2why/|cost|. Por la férmula (3.12) tenemos que S(z,t) =
— 5o [a?sint + p?sint + 2p(€ cost — x)] .

Asi G, = (1/4/|cost|) exp (—i[z?sint + p?sint + 2p(Ecost — )] /h) y G =

ffooo G dp. Para calcular esta iltima integral debemos hacer el cambio de variable

q = sqrt |sin?| (p + ECOSt_””) para poder aplicar la formula para la integrales de

2h cost sint
Fresnel: -
/ exp +(iq®) dg = j:ei”/“/?%.
0

Aplicdndolaala [%°_(1/2why/| cost]) exp (—i[z? sint 4 p?sint + 2p(€ cost — x)] /h) dp
obtenemos la funcién de Green y después, la férmula exacta (3.15) para la solu-

cién del problema de Cauchy, que es igual a la integral de la funciéon de Green

con los datos iniciales: ¢ = [o(§)G(z,&,t) dE.

Se puede comprobar que esta solucién poseé las siguientes propiedades:

1) Parat = % y x = p la funcién ¥ (z,t) es la h transformada de Fourier de la
funcién 1g(x).

2)Parat = 5% y # = —p la funcién ¢ (z,t) es la h transformada de Fourier de
la funcion 1o (z)multiplicada por e™/2,

De esta forma la soluciéon WKB en los puntos (p,7/2) y (—p,—7/2) es la
asintdtica de la transformada de Fourier de la funcién vg(x) salvo O(h) (despre-
ciando un factor constante de médulo unitario). El flujo clésico del oscilador son
rotaciones y en los momentos t = +7/2, el flujo coincide con rotaciones por el
angulo recto, es decir, cambia la coordenada x por p, y visceversa. Por otra parte,
la solucién en estos puntos estd dada por la transformada de Fourier. Podemos
entonces decir que la transformada de Fourier y las rotaciones del plano fase por
el dngulo +7/2, son lo mismo cuando h — 0.

\\\ wanaded Lagranmang F————
& .
\'\ S
. o
.
H \\_
SRS
a8 \\}:u/)'lufz =1 e
-2 \<\
:\. ’ /
4 \\ s
\\
% “anadad Lagangiana r=pn*2—i~»\
.,
L " N L L L L ¥
%5 & 4 ] B ] 3 ]

La accién en ambos puntos es S = So(a(p)) — a(p)(0Sy/0a)(a(p)), donde a(p)

es la solucién de la ecuacion (0Sy/0a)(«) = p. Considerando la tltima relacion
y denotando (a(p)) por z(p), finalmente obtenemos
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. 928, |1 it i
F} Lo exp(iSo/h)] = @o(x) 3x20 exp {_TN + E<SO($) — :cp)} + O(h)
(3.16)
donde z = z(p) es la solucién de la ecuaciéon 0Sy(z)/0x = p, p = 1 si

02S0/02% < 0y =0 en el caso contrario. Para p = 0, la férmula (3.15) coincide
con la féormula del método de la fase estacionaria.

Usando las asintéticas WKB de una solucion de la ecuacién de Schrodinger
para un oscilador multidimensional, uno puede similarmente obtener las asintéti-
cas de la transformada de Fourier. La forma de las asintéticas se repite como en
(3.15), con la tinica diferencia de que 9%S,/dz? es reemplazada por det(9%Sy/0x?)
y i se transforma en Inerdex(9?Sy/dz?%), donde el simbolo InerdexA se entiende
como el indice de inercia negativa de la matriz cuadrada A, es decir, el niimero
de eigenvalores negativos de A [1-5].
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4. VARIEDADES LAGRANGIANASY SUS PRO-
PIEDADES.

En esta seccién presentaremos una breve descripcion de los objetos geométri-
cos relacionados con la ecuacién de Hamilton-Jacobi. Son importantes porque
adems de proveer la dicha interpretacion geométrica nos ayudan en la construc-
cién de la solucion en puntos focales, como veremos a continuacion.

4.1. Variedades Lagrangianas.

El sistema hamiltoniano (3.10) con las condiciones iniciales (3.11) define una
variedad lagrangiana en el espacio fase R?E’fp. Para informacién detallada concer-
niente a variedades lagrangianas, ver e.g.,[1-7, 39,40,42]. En esta seccién solamente
presentamos los hechos necesarios para la siguiente exposicion.

Por una wvariedad suave de dimension m en el espacio ]Rif;,, se entiende un
conjunto que puede ser cubierto por subdominios de dimensién m, que son los
llamados mapas, cada uno de los cuales admite una proyecciéon uno a uno y suave
sobre algiin plano coordenado de dimension m definido por 2n — m ecuaciones
de la forma z; = 0, p; = 0, donde ¢ y j son enteros a lo largo del conjunto
(1,...,n). Mas atn, todo punto de la variedad debe pertenecer al interior de uno
de los mapas. En contraste con las propiedades de ser superficie (aqui entendemos
superficies como objetos que admiten una proyeccion suave sobre el espacio de
configuracién), la propiedad de ser una variedad es preservada bajo traslados a lo
largo de trayectorias del sistema hamiltoniano (3.10) porque las trayectorias del
sistema hamiltoniano son disjuntas en el espacio fase.

Veamos el ejemplo 2 de la seccion previa, las condiciones iniciales en una curva
A} en el espacio fase Rgf}, estan dadas por p=k + B3a?y 2 = a, —0o < o < o0.
Obviamente, la curva es una “superficie” porque admite una proyecciéon suave
sobre el eje x, y su proyeccién es uno a uno. Como un resultado de evoluciéon de
esta curva respecto al sistema hamiltoniano, obtenemos una curva A} la cual no
es una “superficie” para t > t, pero es una variedad, porque puede ser cubierta
por dos mapas, uno de las cuales admite una proyeccién uno a uno y suave sobre
el eje x y el otro sobre el eje p.

Es natural definir paramétricamente curvas en el espacio fase, en la forma
Ay ={(p,x) eR2,: p=Pla), == X(a),-00 < a < oo} donde P(a),
X (a) son funciones suaves. El pardmetro o € R es una coordenada en la curva.
Algunas veces la curva A} puede ser cerrada; en este caso asumimos que las
funciones P(a), X («) son periddicas respecto a «.

Podriamos similarmente definir variedades n dimensionales en el espacio fa-
se R2" 'y escribiriamos en este caso A" = {p,x € RZ" : p = P(a),z = X(a),
a € R"}. Entonces, a = (o, ..., ) es un parametro n dimensional y P(«) y
X (a) son funciones vectoriales n dimensionales. Para simplificar la exposicién,
asumiremos que el parametro « varia sobre el espacio R"; asumiendo que las fun-
ciones P(«) y X(a) son periddicas respecto a algin «; si es necesario. Denotemos
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los puntos sobre la variedad por o; asi, 0 = (P(«a), X(«)), y a 0 uno le puede
asignar la coleccién de coordenadas ayq, ..., .

Si tenemos una familia de variedades dependiendo de un pardametro, diga-
mos el tiempo t, entonces dotamos los puntos ¢ con el subindice t e inscri-
bimos a t en la lista de argumentos de las funciones P, X, esto es, escribimos
o = (P(a,t), X (a,t)). Escribimos los indices j de puntos con superindices ¢7.

Las funciones vectoriales P(a) y X («) generan matrices n x n dadas por las
férmulas

oP 0X
B — a_a, C — a_O{. (4.1)

El hecho de que la dimension de la variedad A™ es igual a n se entiende como

que el rango de la matriz es igual a n.

B

C

Por una Variedad Lagrangiana entendemos una variedad suave de dimensién

n en ]Rif; que poseé las propiedades siguientes que son equivalentes:
a) Los corchetes lagrangianos

or 09X, 0P 0X,
80@’ 8aj 80@»’ 8042' ’
= 0.

[p, x]i,j = < Z,j = 1, ...n

se anulan en la variedad, es decir [p, z]
b) La integral

i’j

/(P, dX)

estd localmente definida, esto es $(P,dX) = 0 en la variedad.

La equivalencia de estas propiedades se logra a partir de utilizar la Férmula
de Green.

El ejemplo mas simple de una variedad lagrangiana es la variedad definida
por las condiciones (3.11). Otros ejemplos son presentados después.

Un hecho importante es que la propiedad de ser una variedad lagrangiana es
inmvariante respecto a las transformaciones canonicas, es decir, los traslados a lo
largo de trayectorias del sistema hamiltoniano [1-4,39]. Denotamos por g4, al flujo
fase correspondiente al sistema hamiltoniano (3.10), esto es, sea g4, es la aplicacién
que manda las condiciones iniciales a p|,_, = po, |,_, = %o en la solucién del
sistema (3.10), con estas condiciones iniciales en el momento ¢, (p, x) = ¢, (po, xo)-
El flujo fase “transporta” objetos a lo largo de trayectorias del sistema (3.10) y uno
puede tomar una familia n paramétrica como condiciones iniciales. La propiedad
mencionada anteriormente dice que las variedades A} = gt Ay obtenidas al usar
los traslados de una variedad lagrangiana a lo largo de trayectorias del sistema
(3.10) siguen siendo variedades lagrangianas para cualquier ¢.

La definiciéon de variedad lagrangiana sustenta la existencia de la integral
J{P,dX). De aqui se sigue que uno puede definir (localmente en general) a una
funcién s, sobre A?, como la llamada accién?, que satisface la condicién

ds = (P,dX). (4.2)

2Esta accién es diferente a la introducida anteriormente.
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La funcién S(«,t) definida por (3.12) cumple la condicién (4.2) y la funcién
S(a,t) puede ser representada como:

S = So(a”) + / (P.X) ~ 1)

. dr + /(P, dX) (4.3)
a=a ¥

donde a® designa algiin valor elegido del parametro « definiendo un punto o) =
(P(a®,0), X(a’0)) en la variedad lagrangiana A y v para un camino sobre A7
que une los puntos of = (P(a® t), X (a%t)) y o1 = (P(a,t), X (a, 1)).

Como la solucién de la ecuacién (4.2) no es unica (por ejemplo, s = s + f(t)
es también una solucién) las formulas (3.12) y (4.3) definen de manera tunica la
accion sobre A}. En lo que sigue, asumiremos que la accién sobre A} esta definida
por dichas férmulas.

La variedad lagrangiana Aj define una accién en si misma y de esta forma las
condiciones iniciales para la ecuacién de Hamilton-Jacobi pueden ser tomadas en
términos de variedades lagrangianas. Una variedad lagrangiana puede estar dada
en la forma A} = {p = Py(a),z = Xo(«a)}. Eligiendo un punto para esta variedad,
correspondiente al valor o = o la accién puede ser definida por la férmula

so(a) :/<P07dX0>+50(0‘0)

donde 7y es el camino sobre A} que une los puntos o) = (Py(a), Xo(a?))
y 0 = (Py(a), Xo(e)). Asi, al dar una variedad A} se definen las condiciones
iniciales para la ecuacién de Hamilton-Jacobi salvo una constante aditiva.

4.2. Puntos focales y causticas.

Usaremos la notacién (4.1). Por Puntos focales sobre una variedad lagrangiana
entendemos los puntos en los cuales J = detC(«) = 0. Las proyecciones de estos
puntos sobre el espacio de configuracion R son también llamados puntos focales.
En 6ptica geométrica, las curvas o las superficies en el espacio de configuraciéon R?
que consisten de puntos focales se dice que son cdusticas o superficies cdusticas.
La amplitud de las soluciones WKB en estos puntos va al infinito. Desde el
punto de vista de la geometria de las variedades lagrangianas, los puntos focales
son singulares respecto a la proyeccion de la variedad A} sobre el espacio de
configuracion, es decir, sobre el plano n dimensional R? que estd dado por las n
ecuaciones p; =0, 1=1,....n.

Los puntos focales (y sus colecciones) son también llamados Singularidades
Lagrangianas. La investigacion de estas singularidades es una de las direcciones
de la teoria de las catéstrofes (ver, e.g.,[39,41-44,46,47]). En los puntos focales,
la amplitud de las soluciones asintéticas se incrementa indefinidamente cuando
h — 0 y el orden del crecimiento respecto al pardmetro h depende del tipo de
singularidad, la cual a su vez, estd determinda por la geometria de la variedad
lagrangiana en una vecindad del punto focal. Una clasificacién de singularidades
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lagrangianas es lograda en [39, 42, 44]. En la seccién 6 daremos un ejemplo en el
que veremos como se interpreta este tipo de situacion.

4.3. Coordenadas focales y el atlas canénico

Otra importante propiedad de las variedades lagrangianas es que en una ve-
cindad de un punto focal admiten una proyeccién suave, uno a uno, sobre algin
plano coordenado n dimensional que no sea el espacio de configuraciéon. Obvia-
mente, una variedad de dimensién n siempre se proyecta bien localmente sobre
un plano n-dimensional. La propiedad especifica de dicho plano para variedades
lagrangianas consiste en lo siguiente: existen dos conjuntos de indices disjuntos,
I e I que se complementan el uno con el otro de (1,...,n) y tales que en una
vecindad de cualquier punto, A™ admite una proyeccién local suave, uno a uno,
sobre algin plano coordenado n dimensional szpf dado por las ecuaciones de la

formaxi:(),z'efypj:(),je[.

Las colecciones ® I e I de indices y las coordenadas generadas por esas colec-
ciones, juegan un importante papel en las siguientes construcciones. Los conjuntos
de indices I e I consisten de una cantidad variable de elementos: es conveniente
mirar a I e I como vectores n-dimensionales llenando los lugares vacios con cero.
Por ejemplo, para n = 2 tenemos los siguientes pares de colecciones: I = (1,2)
I =1(0,0); I =(1,0) T = (0,2);] = (0,2) I = (1,0);I = (0,0) I = (1,2). Es-
cribiremos ¢ € [ si ¢ se mueve sobre todo elemento distinto de cero del vector
I.

En la teoria de los sistemas hamiltonianos y de variedades lagrangianas, la
matriz J de tamafio 2n x 2n juega un importante papel. Esta matriz se define
como sigue: Sea F, la matriz identidad n x n, y sea O la matriz cero del tamano

. A 0O -E,
necesario. Entonces J = < 2, O >

Junto con la matriz J , introduciremos otras matrices J!. Consideremos la
matriz identidad Fy,; denotemos los vectores filas de s, por [; y los vectores
fila de la matriz J por f;,7 =1,2,...,2n. Entonces, denotaremos por J! la matriz
compuesta por las filas [; y lj4,, si j € I y lasfilas f; y fj+n si j € I. Escribiremos
las matrices J! para n = 2:

3La notacién usada de ahora en adelante, no es tradicional en los libros de la teoria de
los operadores canénicos. Esperamos que esta nueva notacién sea mas conveniente para los
problemas aplicados. Esta notacion es igual que en la descripcién del indice de Maslov, el
operador canonico, etc.
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1000 100 O

5 01 00 5 000 -1
(1,2) _ (1,0) _

ST =k 00 10|’ S = 001 0

0001 010 O

00 -1 0 00 -1 O

j(072) o O ]. O 0 j(ojo) _ 0 0 O —].

10 0 O 10 0 0

00 0 1 01 0 O

Usaremos las matrices J! para construir los vectores

() =) ()= (ee) e
() > ()

La matriz J' actia sobre los vectores columna (y las matrices) como sigue:
se preservan las componentes de los vectores columna (o de los vectores filas de
una matriz) cuyos lugares poseen los indices j y j+n si j € I y transpone esas
componentes cambiando el signo de la componente de el vector columna con el

indice j4n (o de los vectores fila de la matriz) si j € I. En particular, para n = 2
tenemos

de los vectores

P Y4 —I1 —I
pEON oo | (PPN [ =z | (2PN | po PO\ |~
212 ) T g [ \z0 ) T g, g2 ) T op [\ ) T

T P2 1) b2

También necesitaremos los vectores “truncados” #! y p’ que contienen solo las
componentes z; y p;. Estos vectores se obtienen de 2! y p’ borrando los elementos
P Y Tk, respectivamente. Por ejemplo, (10 = (ﬁ;) ,p02) = (_p?) ,8in embargo
F10) = gy, p(02) =

El plano coordenado n dimensional R”; (en el espacio fase) el cual hemos
introducido anteriormente puede ser dado por la ecuacién p’ = 0 o por la ecuacién
(equivalente) x/ = 0. Obviamente, 2! define las coordenadas en este plano; dichas
coordenadas se dicen I-Focales. Si I = (1,2,...,n), entonces z! =z y p! =p, y en
este caso omitimos el superindice [

Dado que la variedad A" es lagrangiana, se sigue que todo conjunto acotado
en A" puede ser cubierto por un numero finito de dominios QJI-j (con indices

j=1,2,...,m) de tal forma que cada dominio 2.7 admite una proyeccién suave, uno
a uno sobre R", y la matriz Cli = 90X /0a es no degenerada en estos dominios.
x
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. I . :
Los dominios €2’ son referidos como mapas con coordenadas (focales) z'7, y

la coleccién entera {QJIJ} se conoce como atlas canonico de A". Los mapas con
I; ={1,2,...,n} se dice que son no singulares. El indice j es el indice del mapa;
en general, las colecciones I; pueden coincidir para distintos j. Notemos también
que para cualquier punto de una variedad lagrangiana, las coordenadas focales
tomadas en [ no son tnicas en general. Lo mismo es cierto para dominios (mapas)
Q. En particular, algunas veces uno puede introducir coordenadas focales en un
mapa no singular.

La variedad A} en el ejemplo 2 de la seccién previa puede ser cubierta en
momentos “después del critico” por tres mapas, dos de los cuales estan “bien”
proyectados sobre el eje z (mapas no singulares) y uno sobre el eje p.

Esto implica la siguiente observacion: Si una solucién asintética en una ve-
cindad de un punto focal es escrita en las coordenadas p, entonces, esta no tiene
singularidades, se entiende esto porque la soluciéon asintética en vecindades de
puntos singulares viene dada por

iS/h
f;ﬁx% JOPJda

En mecanica cuantica, la representacion de una solucion en las variables del
momento p se refiere como el pasaje a la representacion de momentos o p repre-
sentacion y se logra con la ayuda de la transformada de Fourier. En particular,
el pasaje a la p-representacion nos da la posibilidad de construir una nueva clase
de soluciones asintoticas, como veremos a continuacion.

33



5. SOLUCIONES ASINTOTICAS EN LA RE-
PRESENTACION DE MOMENTOS Y RE-
PRESENTACIONES MIXTAS.

En esta seccién construiremos soluciones asintéticas en pequeas vecindades de
los puntos focales.

5.1. Solucién en la representacién de momentos.

Buscaremos una solucién de la ecuacién (1.5) en la forma de la transformada
inversa de Fourier de alguna funcién x(p,t), es decir, representaremos ¥ (z,t) en
la forma ¢ (z,t) = F, " [x(p,t)]. Sustituiremos ¢ de esta manera en la ecuacion
(1.5) y aplicaremos la transformada de Fourier F*  por la izquierda. Por (1.5)

r—p
obtendremos la ecuacion

WX + Lx =0 (5.1)
donde

. 2 1
L = L(ihd/0p,p, h) = FI'_ (¥, —ihd/dw, h)F; ",

La transformada de Fourier lleva al operador de multiplicacién en el opera-
dor de diferenciacién y el operador diferenciacion es convertido al operador de

B 2
multiplicacion. Se sigue que L = L(ih@/@p,]}), h). De hecho,

Ly = (2wh)™®" /R x(p",t)L(z,p', h) exp {i(@, (0 —p)) + {2, (" - p’)))}

h

n
! ol !
p,p,T,T

dxdp'dx’ dp”
Cambiando el orden de integracién y teniendo en cuenta la férmula

?

o0 ) = et [ exp {105 - )00}

obtenemos

Lx = (27rh)‘”/R X', t) Lz, p', h) exp {1<(p’ —p),x>} dxdp’

h

2n
z,p’

Reemplazando x por —x en la iltima integral e invirtiendo los limites de integra-
cién respecto a x, obtenemos (por definicién)

Ix = F" (FY [L(—a.p, h)x(p, )] = L(ihd/0p. b, )X (p.1).
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De esta manera, la relacién (5.1) es una ecuacién h-pseudodiferencial y la solucién
de esta ecuacién puede ser buscada de acuerdo con el método WKB, en la forma
de una funcién exponencial de rapida oscilacién:

X(p.t) = @(p,t) exp(iS(p,t)/h)

La férmula de conmutacién del operador L con la funcién exponencial de
rapida oscilacién tiene la forma que difiere de la (3.1) porque los indices sobre
el operador de multiplicacién y del gradiente son transpuestos. En vez de (3.1)
tenemos la siguiente féormula [3]:

& oL ~ op .
BlgeS] = S 1,8, p) +zh[<a—<—vps,p>,a—§>+¢

PLY - , PL 5 DS
+ O(hQ), vV, = % (3,1)

Sustituyendo x dentro de (5.1) y manipulando como en la seccién 3, obtenemos
la ecuacién de Hamilton-Jacobi y la ecuacion de transporte,

S, +HE(=V,5,p) =0 (3,6')
A N
Py — (W(—Vp&p), 8_p> — 3%

o <02Hi_ 2%)

8x8p(—vps p)+ = goTr B2 = (3,7)

donde H*(z,p) = £{L°(z,p)}'/? como anteriormente. Estas ecuaciones tienen la
misma forma que (3.6) y (3.7) al reemplazar —Vpg — xyp— VS yse resuelven
exactamente por los mismos métodos. El sistema hamiltoniano correspondiente
a la ecuacién (3.6') es &' = —H,(—p',2'),p' = H,(—p',2') y pasan a (3.10) bajo
el cambio 2/ — py p — —u.

Ahora encontraremos las condiciones iniciales para la ecuacién (5.1) y las
ecuaciones (3.6") y (3.7") dadas las condiciones (3.8). Para este fin, estimamos la
h-transformada de Fourier con condiciones (3.8) con la ayuda del método de la
fase estacionaria (ejemplo 5 de la seccién 3). Aplicando la féormula (3.16) tenemos

y 92S,|1? i

Moo = 201 (0) et 52| exp { £(5u00) ~ (o)}
y 928, |2 i

bl = e 2a(o) et 2| exp {4 Sle) = (oo




donde p = Inerdex(9%5y/02%) y = = z(p) es la solucién de la ecuacién VSy(z) =
p. De esta manera, como las condiciones iniciales para las ecuaciones (3.6"), (3.7")
uno debe tomar las funciones (salvo un factor exp(imu/2) para la ecuacion (3.7'))

SE(p, 0) = So(p) = So(@(p)) — (v, (), (5.2)
26 ()| V2
5 (9.0) = (o) |det oD
x 28, (z —1/2
5 [0 F =2 o T e 59
LO(—V,S.p)

Vemos que la funcién Sy es, salvo el signo, la transformada de Legendre(ver,
e.g.,[1, 3,39]). De esta manera los datos iniciales para el sistema hamiltoniano
correspondiente a (3.6") son:

, dSy(a)

x,|t:0 = o, p,|t:0 - ool

Reemplazando p’ por —z y 2’ por p como anteriormente, obtenemos Plig =
Y x|,_g = —05(a’)/0(c’), donde ' = (af, ..., &) es un pardmetro n dimensional.
Asi, la variedad lagrangiana es de la forma

- ) a5,
Agz{p:a,x:—aae}

De las propiedades de la transformada de Legendre se sigue que la variedad
inicial lagrangiana Af es la misma variedad lagrangiana Aj. En efecto, haremos el
cambio de variables o' = 0S5y(«)/0a. Asi, utilizando la transformada de Legendre

- - 2500 (950}

donde x = z(p) es la solucién de la ecuacion V.S; = p. Uno puede ver que
z(0Sy(a)/0a) = a y A = AZ. El cambio de coordenadas en el espacio fase
p' — —x, @' — p preserva, tanto al sistema hamiltoniano como a sus datos
iniciales y por lo tanto las variedades lagrangianas A} también son preservadas.
De esta manera, las ecuaciones de las soluciones (3.6") y (3.7') estdn definidas por

det(0P(a,t)/0a) es siempre distinto de cero sobre el intervalo 0 <t < t,, donde
P(a,t) es la solucién de (3.10) que satisface las condiciones (3.11) en t = 0,
entonces la solucién S(p,t) de la ecuacién (3.6") tiene la siguiente forma para
0<t<t

S(p,t) = s(a,t) — (P(a,t), X(a, t)).
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Aqui o = a(p,t) es la solucién de la ecuacién P(«,t) = p. Similarmente a (3.15)
obtenemos una solucion la ecuacion de transporte (3.7'),
B(p.1) = pal@) |70, )] 7 a=alp.t). (3.13)
Estudiaremos la férmulas asi obtenidas. La relacién (3.13") muestra que, si
las variedades lagrangianas A = gt A? admiten una proyeccién suave, uno a uno
sobre el plano R}, entonces la solucién asintética de la ecuacion (1.5) con las condi-
ciones iniciales (3.8) puede ser representada en la forma de la transformada inversa
de Fourier de la funcién exponencial de rapida oscilacién @(t) exp(iS(p,t)/h); el
denominador del lado derecho de la férmula (3.13') es siempre diferente de cero
sobre la caustica y la solucién asintética no tiende al infinito en los puntos focales.
Hemos visto en la seccion 4 que en el caso alternativo en el cual A} admite una
proyecciéon uno a uno, suave sobre el plano R? (el espacio de configuracién), la
solucién asintética puede ser representada en la forma de una solucion WKB (el
denominador en la férmula(3.13)es siempre distinto de cero). Asi, hemos cons-
truido la solucion asintética deseada para las variedades lagrangianas que son
“bien "proyectadas sobre el plano R} o sobre el plano R}. La misma afirmacion
se posee en situaciones generales en las que el soporte suppy, pertenece a los
dominios de la variedades lagrangianas A} que estan bien proyectados sobre los
planos anteriores.

5.2. La transformada parcial de Fourier y una solucién en
la representacion mixta.

En algunas situaciones, la variedad A} no admite una proyeccién suave sobre
R} ni sobre R}. Como sabemos de la seccion 4, en este caso existe un plano R7;
sobre el cual A} estda “bien” proyectada. Una solucién asintética puede entonces
ser representada en la forma de h-transformada parcial de Fourier, a lo largo de
las coordenadas z?.

Una transformada parcial de Fourier es la transformada de Fourier solo sobre
algunas variables x;. Asumimos que esta transformada es hecha sobre las varia-
bles i € I solamente, y las otras variables, es decir, las variables z;,7 € I son
preservadas. Usualmente, para la transformada parcial de Fourier (con pardame-
tro h) se usa la notacién ngﬁﬁ, y Fp}}ijj para la transformada inversa. (Por

ejemplo, para n = 2, escribimos Ffﬁpl y Fp_lixl). Para simplificar y también
AR ¢ F;’Lx, entendiendo
que la transformada es aplicada sobre los distintos componentes de los vectores

2y z!. Tomamos

para unificar la notacién, usualmente escribiremos F”*

(z,p)7 = sz%

i€l

Entonces la h-transformada parcial de Fourier (respecto a las componentes x;,7 €
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I del vector ) esté definida por la férmula

§6h) = Flplo) = s [ elw)exp (—(ovply ) o

y la transformada parcial inversa de Fourier por la férmula

L 1 5 ) T
80(90) = xzﬁﬁﬂl(xl) = W/SOI €xXp (%@aph) dpl

Los conjuntos de indices I e I y los vectores &' y p! fueron introducidos en la
seccién previa, y la k significa el nimero de elementos diferentes de cero en I. Si
I=(1,...,n) entonces F" es la transformada identidad.

Sea A} tal que admite una proyeciéon uno a uno y suave sobre el plano R =
r; =0,i €1, p; = 0,7 € I, para cualquier ¢. Buscamos una solucién de la ecuacion
(1.5) en la forma de una h-transformada parcial de Fourier con respecto a las
variables p;, j € I, esto es, ¢(z) = F./*_¢'(2!,t). Para encontrar una ecuacién
para 1, aplicamos a (1.5) la h-trasnformada parcial de Fourier con respecto a las
componentes x;,j € I de la izquierda; esto permite encontrar una solucién para
¢ similar a (5.1). El método WKB estdandar puede ser aplicado a esta ecuacion;
como en la seccion 3, obtenenemos la ecuacion de Hamilton-Jacobi y la ecuacion
de transporte. Los subsiguientes argumentos son completamente similares a los

usados anteriormente (ver[3]). La respuesta final se ve como sigue:

vat) = Fl, [% exp { 1 (sat) = (Plav) X(a,t»,)}] (5:3)

donde J¥(a,t) = det 88—)5 v a = a(z!,t) es la solucién del sistema X' (a,t) = xl.

5.3. Numero de integrales en la representacion mixta. Fun-
ciones especiales y causticas.

Cuando estudiamos la férmula (5.2), las siguientes preguntas aparecen na-
turalmente. Asumamos que A} puede estar “bien” proyectada simultaneamente
sobre distintos planos coordenados R?”;, por ejemplo, sobre el espacio de configu-
racion R y el espacio momento R7. ;Cudl representacién (z o p-representacion)
debe ser elegida para la solucién? y ;Cémo estas representaciones estan relacio-
nadas? La respuesta a la primera pregunta se sigue del andlisis elemental de las
variedades lagrangianas. Naturalmente, la solucion es mas simple si el ntimero
de integrales es cada vez menor. A su vez, la solucién esta determinada por el
niimero de variables p;,i € I, (por el nimero k de las componentes del mo-
mento en el conjunto I) en el plano coordenado R?”; sobre el cual la variedad A}
esta “bien” proyectada. El minimo ntimero k de las variables del momento, y asi de
las integrales en la solucion, esta determinado por el tipo de las singularidades de
las variedades A} y es igual al defecto de la matriz Op/0x, esto es, por el nimero
n — rango(Op/0z). En algunos casos, la solucién del problema (1.5), (3.8) puede
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ser representada con la ayuda de funciones especiales (en términos de las funcio-
nes de Airy para singularidades A, y funciones de Pearcey para singularidades As;
k =1 en ambos casos). En otros casos, el estudio computacional de una solucién
en las vecindades de las singularidades (cdusticas) es necesario. Notemos que el
comportamiento del campo ondulatorio es un importante y complicado problema
desde los puntos de vista tedricos y aplicados. El estudio de estos problemas ha
avanzado significativamente durante los tiltimos anos, no solo tedéricamente sino
también en campos aplicados. La segunda pregunta se responde en la seccién 6.

5.4. Operadores pre-candnicos.

Completamos estd seccién introduciendo el operador precanénico [3] que nos
habilita para obtener una solucién asintética del problema (1.5)-(3.8), si para
cualquier ¢, el soporte suppyg(a) pertenece a los mapas Qf que pueden estar bien
proyectados sobre R”; y si el conjunto I es independiente del tiempo.

Asi, asumimos que un mapa 2! pertenece a la variedad lagrangiana A7 =
{p=pla,t),z = x(a,t)} vy que po(a) es una funcién suave de soporte compacto
con soporte en ). Entonces, el operador precanénico K (2, 0?) estd definido por

la férmulas:

K(Q',0))lpo(a)] =

" 1 i [ )
fxlﬂx ¢O(Q)WGXP {E (/U? <P, dX> - <X(Oé,t),P(Oé,t)>1> }]

donde o es un punto distinguido sobre A%, ) = {p = P(a’,0),z = X(a®,0)},a®
es un valor elegido del pardmetro a, o} = g0, 0, es un punto sobre A7 con las
coordenadas a,0; = {p = P(o,t),x = X(a,t)} y JT y a = a(z’,t) lo estamos
entendiendo como en la férmula (5.2). Bajo la hipétesis de que los puntos de la
trayectoria que brotan del punto ¢) no son focales, obtenemos la siguiente so-
lucién asintética del problema (1.5), (3.8), para las funciones @3 que poseén la
anterior propiedad:
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6. INDICES Y EL OPERADOR CANONICO.

En esta seccion construiremos la solucién asintética global “pegando”las solu-
ciones locales proporcionadas mediante el operador pre-candénico. Esta construc-
cion nos llevard a la definicion del indice de Maslov y el operador candnico.

6.1. El indice de cadena de mapas.

El procedimiento de pegar las asintoticas locales obtenidas con la ayuda del
operador precandénico permite lograr la nocién de indice de la cadena de mapas
sobre una variedad lagrangiana. Consideremos la interseccién de dos mapas Q! y
Q% y sea un punto en el dominio Q' NQ2 tal que, alguna vecindad de este punto
esta bien proyectada sobre el espacio de configuracion. Estos puntos se llaman no
singulares. Comparemos las férmulas (5.3) en una vecindad de tal punto. Tenemos
por (5.3)

K(Q",0))[po(a)] = (—27”'}1)’“/2/ o)™ (a, )72

RF1

Xexp{% ((ﬁfl,:fl) +/0 (P1,dX" — / (X, dP™y — (P11, XT) U)} dp"
(6.1)

t

donde o = a(z",t) es la solucién del sistema X7 («

(a,t) = ', Es ficil ver que la
il = X1

ecuacion para el punto estacionario de la fase es X1 (a,t) y la matriz de

las segundas derivadas de la fase es igual a

_85(71 (a(zh,t),t)
oph ‘

Por hipétesis la matriz es no degenerada. Por la férmula (3.16) tenemos

. ) T
K (", 09)[wo] ~ @o(a)|J(a, t)| 72 exp {%(s(a,t) —4(t)) + Zglnerdexa —
op'
(6.2)

donde @ = a(x,t) es una solucién del sistema x(a,t) = x. Por la misma via
obtenemos

. . VTQ
K(QI2, Ué)[gpo] ~ cpo(oz)|J(oz,t)]_1/2 exp {%(S(oz, t)—46(t)) + %InerdexaaX

P

(6.3)
Comparando las férmulas (6.2) y (6.3) vemos que las respuestas escritas en las
representaciones para [ e Iy difieren por el factor numérico

2 apl

' 0X" oxXh
eXp{%7T [Inerdex . Inerdex — ] }
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La cantidad entre [ | de la tltima expresién se llama el indice de Maslov del
par de mapas Q1 y Q%2

X" oxXh
Ind(Q", Q%) = Inerdex——— — Inerdex——
op'2 opl
Por el indice de Maslov de una cadena de mapas que se intersectan por pares
Q' ..., Qlm uno entiende el niimero

Ind(Q', ... Q) = nd(QD, Q%) + ...+ Ind(Q, Q).

m—1>

6.2. Operador candnico

Se sigue, de las féormulas (6.2) y (6.3) que es natural buscar una solucién
asintdtica en la forma

v =2 G, ap)lpo(a)ej(e)] (6.4)

donde ej(a) es una particion de la unidad subordinada al atlas Q% es decir, un
conjunto de funciones suaves no negativas que satisfacen las siguientes condicio-
nes:

1) Zej(a) =1, 2) suppe; C QJI?'
j
Los coeficientes C; son elegidos de tal manera que la expresion (6.4) satisfaga a
(1.5) salvo o(h). En efecto, este requerimiento se entiende como que los coeficientes
C; son escogidos con la ayuda de los argumentos que nos llevaron a las férmulas
(6.2)y (6.3). Estd construccién nos permite llegar a la siguiente definicion:

DEFINICION. Por el operador candnico de Maslov K (A}, ¢?) entendemos al
operador actuando sobre las funciones suaves de soporte compacto ¢(«) sobre la
variedad A} por la férmula

K aDlee)] = S oxp { - Fmd(@f .., 0) L K@ b pla)efo)

(6.5)
donde (QI', ... ,le.j) es una cadena de mapas que contienen el camino y(o?, oy)
a lo largo del cual la integracion en la férmula (5.3) es llevada a cabo. Aqui se
asume que el punto o} es no singular.

Asumamos que el punto o) esté elegido de tal manera que los puntos focales
no estén sobre la trayectoria g4 . (07 ) Entonces la solucién asintética del problema

(1.5), (3.8) es de la forma

olot) = ewp (16%) Kb oD pu(e)] (66)
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donde 6% es como en (5.4).

La férmula (6.6) es uno de los principales resultados en la teoria del operador
candnico. Esta habilita para construir las asintéticas del problema (1.5) y (3.8)
en la presencia de causticas y puntos focales de forma arbitraria.

6.3. Regla de cuantizacion de Bohr-Sommerfeld

El operador candnico de Maslov (6.5) define de manera tnica la funcién ¢ (x, t)
solo si la Regla de cuantizacion de Bohr-Sommerfeld [1-7]

2
— %pdx = Indy + 4m (6.7)

donde Ind~ es el indice de cadenas de mapas que cubren al camino v y m es un
entero, esta satisfecho para toda curva cerrada 7 sobre la variedad A}. Para las
variedades g4+ Af introducidas anteriormente, estas condiciones son automética-
mente satisfechas para m = 0. Para las variedades que aparecen en problemas
estacionarios de ondas de agua, las condiciones (6.7) definen las frecuencias de las
llamadas ondas atrapadas. Las condiciones de cuantizacién sostienen que el ope-
rador candnico estd bien definido, lo que se entiende como que salvo o(1) cuando
h — 40, el operador asi definido no depende de la eleccién del atlas en la varie-
dad lagrangiana, ni de la eleccién de la correspondiente particién de la unidad, y
tampoco de la eleccién de las cadenas de mapas en la definicion de cada indice
(asumiendo que la condicién de cuantizacién (6.7) se tiene). La prueba de este
hecho puede ser encontrada en [1-5].

En general, se sigue de la anterior construccién que el operador canénico puede
ser definido desdenando la dinamica, aunque esta claro que uno de los principales
objetivos de introducir esta nocién es justamente la construccion de la solucion
del problema de Cauchy. Uno puede ver que, para definir el operador candnico,
se requiere una variedad lagrangiana, una funcién sobre esta variedad, la eleccion
de un punto sobre esta variedad y las condiciones de cuantizacion deben ser
impuestas si son necesarias.

En conclusion de esta seccién, notemos que la funcién (6.6) satisface la ecua-
cién (1.5) salvo o(h) inicamente. Se pueden construir correciones a esta solucion.
El proceso de encontrar estas correciones es muy laborioso, y en la préctica,
usualmente solo se requiere el término principal de las asintéticas, por lo cual no
presentamos el proceso aqui. El lector puede encontrar mas detalles en [2-5,7]

6.4. Ejemplos de aplicaciéon del operador canédnico.

El objetivo de estos ejemplos es mostrar cmo se aplica el operador canénico
en casos relativamente sencillos y encontrar como se comporta la solucién de la
ecuacién (1.5) en vecindades de puntos focales. Vamos a ver que la solucién es
proporcional a Ah~* donde a es un nimero positivo determinado por el tipo de
singularidad de la variedad lagrangiana.

42



EJEMPLO 6. Sea
p= P(a)
r=X(a)’

: : X _
una variedad lagrangiana, tal que % . 0,

2
9°X >0, 22

da? a=ag ' da la=a

> 0, es
0

decir ag es un punto focal sobre la variedad.
Por la transformada de Legendre tenemos que:

S(p) = [s(@) = (P(@), X(a)]azag) -

dx
da?

s(a) por (4.2) cumple la condicién ds = (P, dX), en este caso ds = P(«)
s = f;f P(a)2X do asi,

3(p) = [ /a ) (P(d)gf, do/) _PX

!

luego

a=a(p)

Integrando por partes tenemos que

$(0.) - [— JE da’]
ef a=a(p)

P
_ 2@ ondes = 27

@(pu t) - \/mv (904

asi por el operador candnico la solucion ¢ en el punto focal tiene la forma

_ 1 o) exp i(pr + S)
v=2mih ] /7] h

Para comprender el comportamiento de 1 expresamos esta en términos de la
funcion de Airy:

(8

00 3
Ai(x) = / expi(yr — %) dy.

Para lograrlo, desarrollamos la fase y la amplitud en su serie de Taylor.
Las derivadas de S(p,t) respecto a p son:

( 95(p)

o —X(a(p))
9?S(p)  9X O«
op  da dp ’
#PS(p,t) 02X [0a)\’
( 0pF 0o (3_29)
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notemos que la segunda derivada se anula cuando o = . Desarrollando a S (p,t)
en su serie de Taylor,con centro en py = P(ag) tenemos

50) - - [ X2 a-x () o-m- 55 (5

s (52) -0t

Maés adelante veremos que se pueden despreciar los términos de O((p — po)*) en
2

4
Po
la fase y los de O((p — pg)) en el desarrollo de la amplitud. Sea pu = %27)2( (%g) ,
luego

¢ — ()0~0
\/ —2mih || —y,

mediante manipulacion algebraica logramos expresar a 1 de la siguiente manera:

/eXp i(pz + S(po) — X (0)(p — po) — (1/6)p(p — po)°) i,

h

_ %o B2 o U5 (P0) + 0T /exp iz = Xo)(p = po) = (1/6)ulp —p0)") ;.
/=2 h h
donde X, = X (ayp) haciendo (p—pg) = p' y llamando A = ——£°— obtenemos

A /727ri|J\a:a0

o= Ahm/expi(p(w—Xo)h— (1/6)pp”) i,

ahora haciendo el cambio de variable

ros Y
6h 3

logramos

A(2)'3 2\ 1
Y= 21)/3 h_1/6/eXpZ ((p) (z — X0>h_2/3 - gyg) dy,

donde A; = (2/p)'/3A, donde A, = (2/p)"/? A asi ¢ queda expresada en términos
de la funcién de Airy como:

) . N3 (4 X
¥ = AT ((ﬁ) %) -

Para que la funcién de Airy sea el término principal de la asintética de b debemos
determinar para qué x la variable de Airy es de O(1) y para los cuales las series
de Taylor se pueden truncar. Para esto, retomemos la expresion de psi dada por:

Y= Ah_l/Q/eXp —z(pxh—l— %) dp
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y observemos su comportamiento para cuando la integral la hacemos a lo largo
de los intervalos I} = |p — po| > Y40 e Iy = |p — po| < RY**%, § > 0. Sobre I,
podemos despreciar facilmente los términos de O((p — po)*). Ahora bien, sobre I

tenemos:
oy i(pr+85) | _ —1/2/—_“1£ 9| _
Ah / exp - dp Ah 3, Op exp Y
. 1 id, @\ 0 1
avi oo ()] - [oo () 5 (5;)
D\ O 1
< YN et WG
_‘O(h ) ZA\/E/exp(h)ap ((I)p) dp‘,

donde ® = pr +Sy ®, =z — S, = 2 — X(a). Sabemos que ®, es de O(X),
asuvez X es de O((p — po)?) v este a su vez es de O(h'/?), con lo que queda
justificada la desigualdad anterior. Asf si  — X ~ h?/3, la funcién de Airy es de
O(h~Y/%) que es mucho mayor que O(h~2%), para ¢ < (1/3).

Para finalizar debemos mostrar que en la funcin de Airy el trmino principal
corresponde a la integral sobre el intervalo I, = |y| < h=Y/12%9 y que es posible
despreciar la integral sobre el intervalo I, = |y| > h~1/12+9;

oo y3 y3 y3
Ai(z) = / expi(yr — 5) dy = / expi(yr — g) dy —|—/ expi(yzr — 3) dy.

—00 I Ia

por un argumento similar al usado anteriormente logramos acotar la integral sobre
L.

EJEMPLO 7. Retomemos el Ejemplo 2 de la seccion 3.5. La solucién del sistema
hamiltoniano venia dada por

P =k + Ba®

1 ;
4X:§ak+5ﬁy””+a

en el momento ty = %g’ para oo = 4/ % Yy po = % tenemos el primer punto

focal. Por la transformada de Legendre tenemos:

: 20p— k)P

S(p,t) = T 1/24

~_ %o
7 V2Ba

Por el operador canénico de Maslov, la solucién v es de la forma:

., iS (a) i(px + S
Frtabexp g = 2:0/(éajm'h 1/2/ eXp( . h >> ap
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2(p—k)*/2

Sea ®(z,p,t) = pr— RETvER —p'/?t, las derivadas de ® respecto a p vienen dadas

por:

( 0P
8_]0 =z — X(a)
2P B —(p . k>—1/2 p_3/2t
op2  2pL2 T
Pe (p—k)7¥* 3pP
op — 4pYz 8
o'®  15p7*t 3(p— k)2

L op*t 16 831/2

tengamos en cuenta que la segunda y la tercera derivadas de ® respecto a p se
anulan cuando p =py y t = tp.

Desarrollando en su serie de Taylor a ¢ con centro en py y haciendo z = (p—po)
obtenemos:
O(x,2,t) = as(t, 7)) + az(t,z)z + ax(t) 2 + a1 (t)2° + ap(t)z* + O(2°),
donde

( ) 1 0%
aolt) = 5=
24 Op* |y,
10°®
a(t) = ~—
6 Op* [ ,—p,
10%®
ag(t) = ——2
20p% | ey
0P
ag(t)za— =z — X(ag) =2 — Xp
P lp=py
[ as(t) = @,
Aplicando la transformacién z = 2’ —«, con a = 4‘20(2), que nos sirve para eliminar

el término cubico, expresamos ® de la siguiente forma:

®(z,2,t) = bo(t)2"* + by (t)2? + ba(t,2) 2 + bs(t,x) + O(®),

donde
(( by = ay
3a?
by =ay — —
8@0
a a1a9
by = —12 — - +as
8as  2ay
15af  a?a asa
be = 1 142 301
3 = 3 - +ay
. 64a; 4ag 4ayg

Asi, despreciando los términos de O(z"°) en la fase y los de O(z’) en la amplitud
1) puede ser expresada como:

o 20 -1/2 Zb3 / i(boZ/4 + b12/2 + bQZ,) ’
__% s dz'.
LW ( h ) P ( h :
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Al igual que en el caso anterior, para entender el comportamiento de ¢ buscamos
expresarla en términos de una funcién especial, para este caso, la funcién de
Pearcey dada por la férmula:

4 2
Pe(y1,72) = /eXp {z (% — %% + 726) } dp

Teniendo en cuenta que para cuando p = py v t = to, by < 0, hacemos el cambio
de variables
(_bO) 2/4 _ 54

h 8
R
o 2—3/4(_bo>1/4

luego

> (_p\—1/4 ibg
. Bo(—bp) exp( )h_1/4/expi (_5_4_’_ by 3 + ba/3 )1/4> dg,

91/4 ] 23/2(—by)1/2p1/2 " p3/A23/4(—b,

donde v; = by /(2%/2(—by)'/?), v = by/(2%/4(—b)"/*) y asf ¢ se escribe en terminos
de la funcién de Pearcey :

Y = AT Pe(h™Y 2y, —h™3/4,). (6.8)

Queremos que el argumento de la funcién de Pearcey sea de O(1), para esto
necesitamos que 7 sea del O(h'/2) y por lo tanto (t — to) ~ h'/? y 7, sea de
O(h**), es decir (z — Xo) ~ h3/%, esto lo determinamos al desarrollar en su serie

de Taylor a 7;, con centro en tg y 79, con centro en X, esto es
( 8(12@0 - 3(1,%

)= =5
71( ) 27/2(—CL0)3/2

V12(t—to) _ 23(t—to)?

54K4 3172 324k5

n(t) =
97/2 ( V2 5\/6(15—150))3/2
36k5/231/2 1296k7/2
V12(t—to) 2
+O(t — o)
431/2
v (t) = [ 222 T (Cte(1+ (t —to) + O(t — t9)*))

\ 71(t) ~ O(t - tﬂ)

72(’5)—@3+8a_alg_6;1_;;
oty (28)’
) 22(0) = (@ = Xo) = 9 < —\2 36[:_ 5\/6(157150)) * 8 ( —v3 5\/6(t7t0)>
36k5/23172 T T1296k7/2 36k5/2B1/2 T 1296k7/2
Y(t) = (x — Xo) + O(t — tg)?
( 72(t) ~ (2 — Xo)
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Para mostrar que podemos truncar la serie de Taylor de ® en los términos
de O(p°) para (t — to) de O(hY/?) y (z — Xy) de O(h**), analizamos sobre los
intervalors I} = |p — po| < h'/®, Iy = |p — po| > h'/®. En I, podemos despreciar
facilmente los términos de O(p°), para ver que también lo podemos hacer en I,
acotamos a 1 sobre el intervalo Is:

%0 g i(pz +5)
V=S eXp( T

haciendo A = 2\/“;‘:%, d=pr+S, ®,=1z— X(a)donde z — X(a) es de O(p®) y

p es de O(h*/°+39) tenemos:

—ih O 1P 1P\ 0 1
Ahlﬂ/—z— — ) dp| < |Ap~/10-30 _ 'Ah1/2/ — | =— (= dp|.
‘ o, Op P h PI= ! P h ) op \ @, P

Como h~Y/1073 « B=1/4 para § < 1/20 el término prinicipal de la asintética
para ¢ es como en la ecuacién (6.8).

48



6.5. ANEXO

Presentamos a continuaciéon un modelo de programa para plataforma MAT-
LABT que sirve para visualizar la dinamica de variedades lagrangianas. Se puede
modificar variando el sistema hamiltoniano correspondiente. El Programa 2 como
lo llamamos se refiere justamente al ejemplo 2 de la seccion 3.5, solo se ejecuta
dentro del MATLAB . La programacion se da a continuacion:

disp(PROGRAMA DEL EJEMPLO 2);

k:input(fngrese el valor de la constante k 7);

b:input(fngrese el valor de la constante B 7);

t1=input(Ingrese el valor t inicial ’);

t2=input(Ingrese el valor t final ’);

al=input(Ingrese el valor a inicial ’);

a2=input(Ingrese el valor a final ’);

disp("Variedad lagrangiana inicial con a variando y con t=");

disp(t1);

a=al:0.005:a2;

t=t1:0.005:t2;

P1=Pej2V(a,b k);

X1=Xej2V(tl,a,P1);

plot(X1,P1);

title('Grafica de Variedades Lagrangianas’);

xlabel("X’);

ylabel("P’);

axis([-2,5,0,8]);

hold on;

al=0;

f=input("Pulse 5 para continuar’);

for i=1:8 disp(’Paso’);

disp(i);

disp(’Grafico con t variando y con a=");

disp(al);

P2=Pej2F (al,b,k);

X2=Xej2F(t,al,P2);

plot(X2,P2);

al=al+40.2;

f=input(’Pulse 5 para continuar’);

end disp(’Variedad lagrangiana final con a variando y con t=");

disp(t2);

P10=Pej2V(a,b.k);

X10=Xej2V(t2,a,P10);

plot(X10,P10,’r7);

Debe tener en cuenta que debe previamente formar los ficheros para las fun-
ciones Pej2y Xej2.
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