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LA TEORÍA LINEAL DE ONDAS DE AGUA.
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INTRODUCCIÓN. En los métodos asintóticos para resolver ecuaciones dife-
renciales parciales en los que interviene un parámetro, ya sea pequeño o grande,
existen aproximaciones de soluciones que se asemejan entre śı, como es el caso del
Método WKB junto con todas sus modificaciones (WKB Semiclásico, Acústica
geométrica, Óptica geométrica) y otras aproximaciones que difieren de las ante-
riores como son las de la capa en la frontera y la teoŕıa regular de perturbaciones.

En el presente trabajo tenemos como principal objetivo el exponer cómo se
construyen las soluciones del tipo WKB hasta llegar a su generalización mediante
el método de Maslov, en el que describiremos al Operador Canónio de Maslov
considerando la construcción de una solución especial del problema de Cauchy.
Para lograr esto, presentamos tanto la teoŕıa anaĺıtica asociada a dicha construc-
ción como la teoŕıa de los objetos geométricos involucrados en tales soluciones
(Sistemas hamiltonianos, variedades lagrangianas, ecuación de Hamilton-Jacobi,
la ecuación de Transporte), y todo lo anterior en conección con un problema de
ondas de agua.

Como un recurso didáctico para comprender las variedades lagranianas y su
comportamiento diagramamos un programa “sencillo” en MATLAB7 que nos
permite visualizar las variedades que intervienen en el problema 2 de la sección
3.5. Dicho programa puede repetirse para calquiera de los otros ejemplos. Lo
ponemos como un anexo al trabajo.

Otro resultado didáctico está en los dos ejemplos de la última sección del
trabajo, en ellos no solo damos las soluciones en términos del operador canónico
sino que también explicamos el comportamiento de una solución en una vecindad
de un punto focal a través de expresar esta solución en términos de funciones
especiales como son las funciones de Airy y de Pearcey.

Es importante resaltar que este trabajo es preliminar para la consecución de
un resultado original: el de explicar el comportamiento de las ondas al llegar al
borde (playa) del recipiente.

En esta presentación nos restringimos al mı́nimo de nociones y construcciones
necesarias para una realización práctica, por lo que omitimos pruebas complica-
das que pueden encontrarse en la bibliograf́ıa referida y en la mayor parte solo
utilizamos los resultados.
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1. ECUACIÓN DE ONDAS DE SUPERFICIE.

SOLUCIONES ASINTÓTICAS FORMALES.

1.1. Ecuación de ondas de superficie y parámetros.

Consideremos un flúıdo incompresible, ideal e irrotacional en el campo gra-
vitacional, despreciando la temperatura, difusión molecular y efectos disipativos
junto con los efectos capilares. Por simplicidad, excluiremos de nuestras conside-
raciones los efectos relacionados con la reflección de ondas en los bordes. Para este
fin, restringiremos nuestro estudio a un dominio Ω el cual es pequeño comparado
con el recipiente del agua, es decir, asumiremos que l ¿ L, donde l es el diáme-
tro de Ω y L es el diámetro del recipiente. En el dominio Ω introduciremos las
coordenadas horizontales (x = (x1, x2)) y la vertical (y), asumiendo que cuando
la superficie del flúıdo no está perturbada, está definida por la ecuación y = 0,
mas aún, supondremos que la superficie del flúıdo está definida por la ecuación
y = η(x, t), y que y = −H(x), es la ecuación que describe el fondo del recipiente.

En este caso, en la aproximación lineal (la aproximación de ondas de pequeña
amplitud), tenemos el siguiente sistema para el potencial de velocidades Φ(x, y, t):
[8-16]

Φyy + ∆Φ = 0 para −H(x) < y < 0, (1.1)

Φy + 〈∇H,∇Φ〉|y=−H(x) = 0, (1.2a)

Φt + gη|y=0 = 0, ηt − Φy|y=0 = 0, (1.2b)

donde ∇ = (∂/∂x1, ∂/∂x2), ∆ = ∇2, g es la gravedad y 〈·, ·〉 el producto escalar.
Algunas veces, denotaremos el gradiente por (∂/∂x).

Introducimos el parámetro h = λ/l, donde λ es la longitud t́ıpica de onda. Es-
tudiaremos ondas cortas, es decir, vamos a suponer que h es pequeño (h → +0).
El parámetro aśı introducido incluye dos situaciones frecuentemente considera-
das, particularmente, las ondas de agua de pequeña profundidad (en este caso,
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tenemos λ À H0 donde H0 es la profundidad t́ıpica del recipiente) y las ondas de
agua de profundidad grande (λ ¿ H0). En ambos casos, la desigualdad λ ¿ l se
encuentra en problemas interesantes. Asumiremos que H(x) es una función que
vaŕıa suavemente, esto es, ∂H/∂xj ∼ h, j = 1, 2 lo cual frecuentemente corres-
ponde a la forma real del fondo del océano. Supongamos que H(x) > 0 (porque
no tenemos en cuenta la influencia de la frontera de la costa).

Pasemos de las variables (x, y, t) a las variables adimensionales x′ = x/l,
y′ = y/λ, t′ = t

√
λg/l y escribamos Φ′(x′, y′, t′) = Φ(lx′, λy′, lt′/

√
λg)/(a

√
λg),

η′(x′, t′) = η(lx′, lt′/
√

λg)/a y H ′(x′) = H(lx′)/λ, donde a es la amplitud de onda.
Entonces el sistema (1.1)-(1.2) se transforma (omitiendo las primas en las nuevas
variables) en:

Φyy + h2∆Φ = 0 para−H(x) < y < 0 (1.3)

Φy + h2 〈∇H,∇Φ〉|y=−H(x) = 0 (1.4a)

hΦt + η|y=0 = 0, hηt − Φy|y=0 = 0. (1.4b)

1.2. Soluciones asintóticas y terminoloǵıa.

Buscaremos una solución aproximada (asintótica cuando h → +0) de este
sistema.

Recordemos que: Una solución asintótica formal mod O(hN) de un sistema
de ecuaciones se entiende como una función (en nuestro caso, funciones ΦN y ηN)
que satisface este sistema en O(hN).

Por una solución rigurosa mod O(hN) se entiende una función la cual difiere
de una cierta solución exacta por una función O(hN).

Por los términos principales de una solución asintótica formal (o una rigurosa)
ΦN , ηN , entendemos funciones Φ0, η0 tales que ΦN = Φ0 + o(1) y ηN = η0 + o(1).

Casi siempre es posible probar que una solución asintótica formal del problema
de Cauchy (Cauchy-Poisson aqúı) es la solución rigurosa y muy a menudo este no
es el caso para las funciones de ondas en problemas espectrales (ver [1,3]). Este
tema se sale del alcance de este trabajo.

Como una regla tenemos que la construcción de una solución asintótica formal
precede a la prueba de que una solución asintótica formal es la solución rigurosa.
En lo que sigue consideraremos las soluciones asintóticas formales y omitiremos
el término “formal”.

1.3. Ecuaciones pseudodiferenciales para ondas superfi-
ciales en dimensión dos.

En la sección 2, siguiendo las ideas de Hadamard (ver [11]) para reducir el
sistema a una sola ecuación en el caso de profundidad variable, mostraremos que
el sistema (1.3)-(1.4) puede ser reducido a una sola ecuación pseudodiferencial
para la función ψ(x, t) = Φ(x, y, t)|y=0. La prueba es llevada a cabo usando la
técnica de operadores ordenados. Las ganancias que dicha reducción produce
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son: primero, el número de variables independientes en el problema se reducen y
segundo, la ecuación resultante pertenece a la clase de ecuaciones cuyas soluciones
asintóticas pueden ser encontradas usando el operador canónico de Maslov.

Las ecuaciones pseudodiferenciales no se presentan en los cursos tradicionales
de mecánica y en una primera ojeada, los métodos de solución de estas ecuacio-
nes pueden verse mas complicadas que los conocidos métodos de resolución de
ecuaciones diferenciales. Sin embargo, este punto de vista es erróneo y se puede
afirmar que las ecuaciones pseudodiferenciales “no son peores” que las diferencia-
les; para ejemplificar este caso, presentaremos el método de Maslov para encontrar
soluciones asintóticas y mostraremos que su método puede ser aplicado tanto a
las ecuaciones pseudodiferenciales como a las diferenciales con igual éxito. En la
sección 2.1 explicaremos esta idea mediante las fórmulas (2.5) y (2.6). La obten-
ción de la ecuación pseudodiferencial para ondas de agua está dada en la sección
2. Luego de esto, se puede aplicar el método asintótico de Maslov para encontrar
soluciones espećıficas de interés f́ısico.

Muchas monograf́ıas y art́ıculos se dedican al estudio de ecuaciones pseudodi-
ferenciales, a la técnica de operadores ordenados y a la teoŕıa asintótica de Maslov
(ver [2,3,5,38] y la bibliograf́ıa adentro), en dichas referencias se pueden encontrar
las pruebas correspondientes a las estimaciones y fórmulas necesarias que en las
secciones 2-6 del presente trabajo utilizamos. Nosotros prestaremos atención a las
principales ideas y en algunos casos omitiremos las pruebas correspondientes.

Para concluir esta sección, presentamos la ecuación pseudodiferencial para la
función ψ = Φ(x, y, t)|y=0 , el dato de Dirichlet para Φ en la superficie libre. Esta
ecuacion tiene la forma:

h2ψtt + L̂ψ = 0, (1.5)

donde L̂ = L(
2
x,−ih

1
∂
∂x

, h) es un operador pseudodiferencial cuyo śımbolo es de la
forma

L(x, p, h) = L0 + O(h), L0 = |p| tanh(H(x))|p|), |p| =
√

p2
1 + p2

2. (1.6)

Note que la ecuación (1.5) describe ondas cortas en un recipiente cuyo fondo
puede ser finito o infinito, incluyendo dominios intermedios. Si H = cte (en
particular, si H = ∞), entonces las ondas planas,

ψ(x, t) = A cos
〈k, x〉 − ωt

h

donde A es la amplitud, ω es la frecuencia y k satisface la relación de dispersión
ω2 = |k| tanh(H|k|), son soluciones de la ecuación (1.5). La solución asintótica
de la ecuación (1.5) la obtendremos en el caso de un fondo arbitrario. En algunos
dominios del plano (x1, x2) esta puede ser representada en la forma de solucio-

nes WKB ϕ(x, t) cos S(x,t)
h

[1-24] las cuales son ondas planas que se encuentran
“distorsionadas”.
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En otros dominos (los cuales contienen caústicas y puntos focales), las solu-
ciones aśı obtenidas, pueden ser representadas como integrales de funciones de
rápida oscilación y pueden, algunas veces, ser expresadas en términos de fun-
ciones especiales. El operador canónico de Maslov da asintóticas globales en el
espacio completo, incluyendo los puntos focales y las cáusticas, dichas asintóticas
pueden ser expresadas en términos de soluciones de un sistema de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias (sistemas hamiltonianos), y estas soluciones forman objetos
geométricos, llamados variedades lagrangianas en el espacio fase con coordena-
das (x1, x2, p1, p2) como lo veremos en la sección 4 y en especial en la subsección
4.3. Las variedades lagrangianas sustancialmente dependen de la función H(x) y
están determinadas por la geometŕıa del fondo del recipiente. En algunos casos,
por ejemplo, si las variables en (1.5) pueden ser separadas y tanto los puntos
focales como las cáusticas no aparecen, el método asintótico de Maslov permite
llegar a soluciones conocidas en la literatura matemática, ver el ejemplo 1 de la
subsección 3.3.
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2. OPERADORES h-DIFERENCIALES Y h-

PSEUDODIFERENCIALES. REDUCCIÓN

DEL SISTEMA A UNA ÚNICA ECUACIÓN.

En esta sección introduciremos la noción de operadores h-pseudodiferenciales
y con su ayuda reduciremos el sistema inicial con parámetro h a una ecuación
h-pseudo diferencial sobre la superficie libre.

2.1. Operadores h-diferenciales y h-pseudodiferenciales.

La ecuación (1.5) es bidimensional, x ∈ R2. En lo que sigue de esta sección,
para la generalidad de nuestra exposición, consideraremos operadores actuando
sobre funciones de n variables. También en (1.5) algunas veces asumiremos que
x ∈ Rn, pero para resultados espećıficos tomaremos n = 2.

Consideremos una función suave L(x, p, h), donde x = (x1, x2, ..., xn), p =
(p1, p2, ..., pn) e introduzcamos el operador x̂j = xj de multiplicación por xj y
el operador p̂j = −ih ∂

∂xj
de diferenciación respecto a xj. Sea L(x, p, h) un po-

linomio en p , esto es L(x, p, h) =
∑

qm(x, h)pm, donde m es un multíındice,
m = (m1, ...,mn), |m| = m1 + m2 + ... + mn, pm = pm1

1 · · · pmn
n , m1, · · ·,mn son

números naturales y qm(x, h) son fuciones suaves. El operador L̂ = L(x̂, p̂, h) se
define por la fórmula

L̂ϕ = L
(
x̂,−ih

∂

∂x
, h

)
ϕ(x, h) =

∑
qm(x, h)(−ih)|m|

∂|m|ϕ
∂xm1

1 · · · ∂xmn
n

. (2.1)

El operador aśı definido es referido como un operador h-diferencial y la función
L(x, p, h) es llamada el śımbolo. La manera como el operador L̂ es reconstruido
desde su śımbolo no está definida de una manera única, por esto se debe declarar
el orden en el cual los operadores −ih ∂

∂x
y x̂ actúan. De hecho, uno puede pensar

que L(x,−ih ∂
∂x

, h) es el operador

L
(
x̂,−ih

∂

∂x
, h

)
ϕ =

∑
(−ih)|m|

∂|m|ϕqm

∂xm1
1 · · · ∂xmn

n

, (2.2)

que difiere de la ecuación (2.1) porque los operadores p̂ y x̂ no conmutan y el orden
en los cuales estos actúan sobre las funciones qm(x, h) influye en el resultado final.

Para lograr la reconstrucción del operador L̂ es conveniente seguir a Feyn-
man, ordenando la acción de los operadores al escribir los ı́ndices sobre las letras
correspondientes. Por ejemplo, el operador (2.1) puede ser representado en la

forma L(
2
x,−ih

1
∂
∂x

, h) donde el ı́ndice sobre un argumento muestra el orden de
aplicación del operador correspondiente, en este caso, primero diferenciamos y

luego multiplicamos. La notación L(
1
x,−ih

2
∂
∂x

, h) es la que corresponde a (2.2).
Queremos definir operadores h-pseudodiferenciales, para esto, ntroduciremos

la h-transformada de Fourier de una función ϕ(x, h) aśı:
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ϕ̃(p, h) = F h
x→p[ϕ(x, h)] = (2πih)−n/2

∫

Rn
x

e−i〈p,x〉/hϕ(x, h) dx, i = eiπ/2 (2.3)

y la transformada inversa

ϕ(x, h) = F−h
p→x[ϕ̃(p, h)] = (−2πih)−n/2

∫

Rn
p

ei〈p,x〉/hϕ̃(p, h) dp, −i = e−iπ/2.

(2.4)
De acuerdo con las propiedades de la transformada de Fourier, la actuación

de los operadores diferenciales puede estar también definida por las fórmulas:

L(
2
x,−ih

1

∂

∂x
, h)ϕ = F−h

p→x[L(x, p, h)F h
x→p[ϕ(x, h)](p, h)] (2.5)

L(
1
x,−ih

2

∂

∂x
, h)ϕ = F−h

p→x[F
h
x→p[L(x, p, h)[ϕ(x, h)](p, h)]] (2.6)

Ahora, podemos definir operadores h-pseudodiferenciales L(
2
x,

1

p̂, h) y L(
1
x,

2

p̂, h)
cuyos śımbolos no son polinomiales, mediante las fórmulas (2.5), (2.6). Note que
tal operador no puede ser definido para una función arbitraria L(x, p, h) en gene-
ral, porque uno tiene que asegurarse de que las integrales de Fourier converjan.
Por ejemplo, si la estimación

∣∣∣∂
|m|+|l|L(x, p, h)

∂xm∂pl

∣∣∣ ≤ Cml(1 + |x|)M(1 + |p|)M (A)

es válida, para algún entero M y para multíındices arbitrarios m y l, entonces
los operadores (2.5) y (2.6) están bien definidos sobre el espacio de Schwartz S
(funciones C∞ que decaen en el∞mas rápido que cualquier potencia) [3]. En la si-
guiente parte del texto, siempre consideraremos operadores para los cuales la esti-
macion (A) está satisfecha. Entonces la actuación del operador L̂ está definida por
las fórmulas (2.5), (2.6) donde L(x, p, h) es alguna función, la cual no necesaria-
mente es polinomial. Uno puede definir el operador h-pseudodiferencial de k argu-

mentos en una v́ıa similar. Por ejemplo, al operador L(
4
x,−ih

3

∂/∂x,
2
x,−ih

1

∂/∂x, h)
lo definimos por la siguiente relación:

L̂ϕ = F−h
p′→xF

h
x′→p′F

−h
p→x′L(x, p′, x′, p, h)F h

x→pϕ(x, h).

De ahora en adelante necesitaremos operadores que puedan depender de al-
gunas variables adicionales como de parámetros, su actuación sobre las funciones
también está dada por las fórmulas (2.5) y (2.6) donde el śımbolo de un operador
puede ser de la forma L(x, p, a, h), donde a es un parámetro.
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Observación. La correspondencia del operador L̂ con el sı́mbolo L es conocida

como cuantización (ver. e.g.,[2,5,38]). Note que, ninguno de los operadores

(2.5) y (2.6) son adjuntos entre si y como son distintos, en general,

no son autoadjuntos y ni siquiera son simétricos.

2.2. Ejemplo de cómo se trabaja con un operador pseu-
dodiferencial: Reducción del sistema original a una
ecuación en la superficie.

Pasemos a la obtención de la ecuación (1.5). Buscamos una solución de las
ecuaciones (1.3)-(1.4) en la forma

Φ = R̂ψ, ψ = Φ
∣∣∣
y=0

, (2.7)

donde R̂ = R(
2
x,−ih

1

∂/∂x, y, h) es algún operador h-pseudodiferencial, encon-
trar este operador es lo mismo que encontrar su śımbolo y esta es una de las
principales razones para introducir operadores pseudodiferenciales, porque aśı, el
trabajo con operadores se reemplaza por el trabajo con funciones (sus śımbolos).

Sustituyendo Φ en la forma (2.7) en la ecuación (1.3), obtenemos

[∂2/∂y2 − (−ih∇)2]R(
2
x,−ih

1

∂/∂x, y, h)ψ = 0 (2.8)

de esta forma (2.8) proporciona la ecuación para el operador

[∂2/∂y2 − (−ih
3

∂/∂x)2]R(
2
x,−ih

1

∂/∂x, y, h) = 0. (2.8′)

Es claro que el operador R̂ cuyo śımbolo es cero satisface la condición (2.8′), sin
embargo, este operador no es interesante porque no satisface (2.7).

Queremos expresar el operador (2.8′) unicamente en términos de los opera-

dores de −ih
1

∂/∂x y
2
x. Si el śımbolo del operador aśı obtenido es cero, entonces

la condición (2.8′) está satisfecha y por lo tanto, la condición (2.8) también se
satisface.

Encontraremos el śımbolo en cuestión. Para este fin, debemos “llevar”el ope-
rador −ih∂/∂x a través de R̂. Explicaremos esta operación. (Para una prueba
rigurosa, ver, e.g.,[2,5,38]). Consideremos la actuación de (−ih∂/∂x) sobre R̂ψ,

(
−ih

∂

∂x

)
[R̂ψ] =

1

(−2πih)n/2
(−ih)

∂

∂x

∫

Rn
p

ei〈p,x〉/hR(x, p, y, h)ψ̃(p, h) dp

Diferenciando bajo el signo de la integral, obtenemos

(
−ih

∂

∂x

)
[R̂ψ] =

1

(−2πih)n/2

∫

Rn
p

ei〈p,x〉/h
[
Rp− ih

∂R

∂x
(x, p, y, h)

]
ψ̃(p, h) dp.
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Aśı, por la fórmula (2.5) el śımbolo del operador (−ih
3

∂/∂x)R(
2
x,−ih

1

∂/∂x, y, h)
es

Rp− ih
∂R

∂x
(x, p, y, h). (2.9)

“Llevando”(−ih∂/∂x) en (2.8′) a través de R̂ dos veces, notamos que el śımbo-
lo del operador (2.8′) es

−p2R + 2ih〈p,∇〉R + h2∆R + Ryy, 〈p,∇〉 = p1∂/∂x1 + p2∂/∂x2.

La condición de que el śımbolo desaparezca en (2.8′) junto con el śımbolo del
operador en el lado izquierdo de la ecuación (1.4a) y la condición R|y=0 = 1, da
un problema de valor en la frontera para R,

Ryy − p2R + 2ih〈p,∇〉R + h2∆R = 0, −H(x) < y < 0;

Ry + ihR〈p,∇〉H + h2∇H∇R = 0, y = −H(x);

R = 1, y = 0

(2.10)

Representando R en (2.10) en la forma de una serie regular R = R0+hR1+... e
igualando los coeficientes de potencias iguales de h a cero, obtenemos una cadena
de ecuaciones diferenciales ordinarias para Rj respecto a y (cf.[8-12,15-17,22-24]).
Las variables (x, p) entran a esas ecuaciones como parámetros. En particular para
R0 y R1 tenemos

R0
yy − p2R0 = 0, −H(x) < y < 0; R0

y = 0, y = −H(x); R0 = 1, y = 0;
(2.11)

R1
yy − p2R1 = −2i〈p,∇〉R0, −H < y < 0;

R1
y = −ih〈p,∇〉H, y = −H; R1 = 0, y = 0

(2.12)

Solucionando (2.11) y (2.12), obtenemos

R0 = cosh[(y + H(x))|p|]/ cosh(H(x)|p|);
R1 =

i〈p,∇〉H
cosh3 H|p|(H sinh y|p| sinh H|p| − y cosh y|p| cosh H|p|). (2.13)

Para eliminar a η de (1.4b) realizamos los siguientes cálculos: En (1.4b) te-
nemos las condiciones en la superficie libre hΦt + η|y=0 = 0, hηt − Φy|y=0 = 0,
derivemos la primera condición respecto a la variable t y de la segunda despejemos
el término ηt, entonces obtenemos la ecuación h2Φtt + Φy|y=0 = 0; y sustituyendo

Φ en la forma (2.7), obtenemos la ecuación deseada (1.5), donde L = L0+hL1+···
y donde todo término Lj es construido desde Rj usando las relaciones.

Lj =
∂Rj

∂y

∣∣∣∣
y=0

j = 0, 1, ... (2.14)
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Aśı, hemos obtenido una ecuación pseudodiferencial para la función ψ(x, t)
de (1.5). Si una solución de la ecuación (1.5) es conocida, entonces enseguida se
puede encontrar la función Φ en toda la capa {−H < y < 0}, por la fórmula
(2.7).
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3. MÉTODO WKB.

En esta sección presentaremos el método clásico de construcción de soluciones
que describen la propagación de paquetes de ondas cortas, esto incluye la solución
de las ecauciones de Hamilton-Jacobi y de Transporte. Daremos varios ejemplos de
aplicación de este método a la ecuación de ondas de agua y también conseguiremos
las fórmulas del método de la fase estacionaria usando la ecuación de Schrödinger.
Este último método nos sirve para construir las asintóticas en los puntos focales.

3.1. Relación de conmutación para un operador pseudo-
diferencial y una función exponencial.

De acuerdo con el método WKB (o de rayo)(ver[1-10,15-24]), una solución
asintótica de la ecuación original se busca en la forma de ondas planas distor-
sionadas, ψ(x, t) = ϕ(x, t) exp{iS(x, t)/h}, donde la fase S(x, t) y la amplitud
ϕ(x, t) son nuevas funciones desconocidas.

Esta representación es una generalización de soluciones del tipo de onda plana
para la cual tenemos ϕ = cte, S = 〈k, x〉 − ωt.

Localmente, las soluciones WKB son ondas planas perturbadas. Las funciones
S(x, t) y ϕ(x, t) (que son real valuadas) están determinadas al substituir una
solución WKB dentro de la ecuación original con la subsecuente conmutación de
la función exponencial de rápida oscilación con el operador h-pseudodiferencial y
al igualar los coeficientes en h0 y h1 a cero. El punto central en la consecución
de las ecuaciones para S(x, t) y ϕ(x, t) es la siguiente fórmula de conmutación
para un operador pseudodiferencial y una función exponencial de rápida oscilación
[1-5, 38],

L(
2
x,−ih

1

∂/∂x)[ϕ exp(iS/h)] = exp(iS/h)×{
L(x,∇S)ϕ− ih

[
〈∂ϕ

∂x
,
∂L

∂p
(x,∇S)〉+

1

2
ϕTr

(
∂2S

∂x2
,
∂2L

∂p2
(x,∇S)

)]}
+ O(h2)

(3.1)

que se tiene para un operador h-pseudodiferencial con śımbolo arbitrario L(x, p)
satisfaciendo la condición (A) introducida en la seccion (2); en particular, la
fórmula (3.1) se tiene para el operador de la ecuación (1.5). La obtención rigurosa
de esta fórmula está basada en la definición (2.5) y en el método de la fase
estacionaria.

A manera de ejemplo, mostraremos que la fórmula (3.1) se tiene para el ope-
rador L̂. Para esto, supongamos que H(x) es C∞ y H(x) = H0 donde |x| > r0

para algún r0,
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por lo tanto |L0| ≤ |p|. Se puede demostrar que la condición (A) está satisfecha
con M = 1, calculando las derivadas y aplicando inducción.

En (3.1), el śımbolo Tr se entiende como la traza del producto de dos matrices
(∂2S/∂x2) y(∂2L/∂p2),

Tr

(
∂2S

∂x2

∂2L

∂p2

)
=

n∑
i,j=1

∂2S

∂xi∂xj

∂2L

∂pi∂pj

.

Existen diferentes pruebas de la fórmula (3.1), las omitimos y nos restrin-
giremos a demostrar la fórmula (3.1) por medio de un ejemplo unidimensional,
asumiendo que L(x, p̂) es polinomial en p. Para esto asumamos que L(x, p) = pm

y aśı (−ih∂/∂x) exp(iS/h)ϕ = exp(iS/h)(Sx − ih∂/∂x)ϕ para cuando m = 1;
procediendo por inducción, vemos que

(
−ih

∂

∂x

)m

eiS/hϕ = eiS/h

(
Sx − ih

∂

∂x

)m

ϕ. (3.2)

La actuación del operador (Sx−ih∂/∂x)m se reduce a la aplicación consecutiva
de m operadores Sx − ih∂/∂x. Si la fórmula es aplicada a las funciones ϕ que no
dependen del parámetro h (o dependen regularmente de este parámetro) entonces
el operador puede ser representado en la forma:

(
Sx − ih

∂

∂x

)m

= Sm
x − ih

(
mSm−1

x

∂

∂x
+

m(m− 1)

2
SxxS

m−2
x

)
+ Ô(h2), (3.3)

donde Ô(h2) se entiende como un operador que manda una función de O(1) en una
función de O(h2). Sustituyendo (3.2) y usando (3.3) dentro de la fórmula expĺıcita
para el operador L̂ introducido en (2.1), obtenemos la fórmula de conmutación
(3.1). En el caso de śımbolos no polinomiales, la fórmula es “desarrollada” al hacer
tender el grado del polinomio a infinito, porque si la dependencia de L(x, p) en p
es anaĺıtica, entonces el operador puede ser representado en la forma de la serie de
Taylor en potencias de p̂ lo que implica la misma demostración para el operador
polinomial. En el caso general la fórmula (3.1) se demuestra mediante el método
de la fase estacionaria.

3.2. Ecuación de Hamilton Jacobi y la Ecuación de Trans-
porte.

Sustituyendo una solución WKB en (1.5) y usando la fórmula (3.1) obtenemos:

12



eiS/h
{ [−S2

t + L0(x,∇S)
]
ϕ+

ih
[
2ϕtSt + ϕStt − iL1(x,∇S)ϕ− ∂L0

∂p

∂ϕ

∂x
− 1

2
Tr

∂2L0

∂p2

∂2S

∂x2

]}

+ O(h2) = 0

Igualando los coeficientes de potencias iguales de h a cero, obtenemos las
ecuaciones:

−S2
t + L0(x,∇S) = 0; (3.4)

2ϕtSt + ϕStt − iL1ϕ− ∂L0

∂p

∂ϕ

∂x
− 1

2
ϕTr

∂2L0

∂p2

∂2S

∂x2
= 0 (3.5)

donde L0, L1 son de la forma (1.6) y (2.14) y donde iL1 = 1
2
Tr

(
∂2L0

∂x∂p

)
. Después

de extraer la ráız, la ecuación (3.4) se descompone en dos ecuaciones,

St +H±(x,∇S) = 0, (3.6)

donde H±(x, p) = ±{L0(x, p)}1/2. De (3.6) Stt = −H±
p ∇St. Usando estas relacio-

nes y expresando∇St mediante (3.6), obtenemos la siguiente ecuación proveniente
de (3.5):

ϕt +
∂H±

∂p

∂ϕ

∂x
+

1

2
ϕTr

(
∂2H±

∂p2

∂2S

∂x2

)
+

1

2
ϕTr

∂2H±

∂x∂p
= 0

Tr
∂2H±

∂x∂p
=

n∑
i=1

∂2H±

∂pi∂xi

(3.7)

Las ecuaciones (3.6) y (3.7) son conocidas en análisis, la primera es la llamada
Ecuación de Hamilton-Jacobi o la Ecuación Icónica y la segunda se conoce como
la Ecuación de Transporte. Si H(x) = cte y si S = ωt− 〈k, x〉 en (3.6), entonces
(3.6) se convierte en la llamada relación de dispersión.

Las ecuaciones (3.6) y (3.7) requieren algunos datos iniciales, para encon-
trarlos, consideraremos el problema de Cauchy para la ecuación (1.5) con datos
iniciales que oscilan rapidamente:

ψ(x, 0) = ϕ1 exp(iS0/h), hψt(x, 0) = iϕ2 exp(iS0/h), ∇S0 6= 0. (3.8)

La condición ∇S0 6= 0 se especifica porque los hamiltonianos considerados no
son funciones suaves en p = 0. Tengamos en cuenta que el hamiltoniano para nues-
tro ejemplo de ondas de agua, está dado por H = ±

√
L0 = ±

√
|p| tanh |p|H(x),

aśı cuando p es pequeño tenemos que ±
√
|p| tanh |p|H(x) ∼ ±|p|√H + O(|p|2)

y por lo tanto la función en p = 0 no es lisa, por lo que la condición ∇S0 6= 0
impuesta nos evita estas singularidades.
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El método WKB nos permite encontrar una solución asintótica para t su-
ficientemente pequeño. En (3.8) asumiremos que S0 y ϕ1,2 son funciones sua-
ves y la presencia de un parámetro pequeño en el denominador del exponente
describe rápidas oscilaciones espaciales de la forma inicial de la superficie del
flúıdo. El factor en la mano izquierda de la segunda condición en (3.8) descri-
be oscilaciones rápidas temporales. Observemos que ψ = ϕ(x, t) exp(iS(x, t)/h)
y ψt = ((iSt/h)ϕ + ϕt) exp(iS(x, t)/h) donde |ϕ(x, t)| ≤ cte y por lo tanto
ψt ∼ 1/h, el factor i al lado derecho es introducido por conveniencia. Asumi-
mos que las funciones ϕ1,2 son de soporte compacto.

Para expresar una solución WKB se puede tomar una superposición de fun-
ciones ϕ±(x, t) exp(iS±(x, t)/h) donde S± y ϕ± satisfacen (3.6) y (3.7), y además

S±(x, 0) = S0(x), ϕ±(x, 0) =
1

2
[ϕ1 ∓ ϕ2/

√
L0(x,∇S0)] ≡ ϕ±0 (x). (3.9)

En efecto, para encontrar los datos iniciales de (3.6) y (3.7) consideramos los
datos iniciales para (1.5) dados por (3.8). Escogemos S±|t=0 = S0. Para satisfacer
la primera condición de (3.8) necesitamos que ϕ+ + ϕ− = ϕ1. Para la derivada

tenemos hϕt|t=0 = iS+
t ϕ+eiS+

0 /h + iS−t ϕ−eiS−0 /h + O(h) = iϕ2e
iS0/h. Teniendo en

cuenta que S± = −H± se tiene ϕ2 = −H+ϕ+ +H+ϕ−. Escogiendo como en (3.9)
S±(x, 0), ϕ±(x, 0) satisfacemos las condiciones para (3.6), (3.7) salvo O(h).

3.3. Sistema hamiltoniano, bicaracteŕısticas y caracteŕısti-
cas.

De la mecánica clásica (ver[39, 1,3]) sabemos que, hasta algún momento del
tiempo que es llamado momento cŕıtico (ver abajo), la solución de la ecuación de
Hamilton-Jacobi, es decir la acción, con datos iniciales (3.9) es constrúıda como
sigue:

Se considera el sistema Hamiltoniano correspondiente a H (omitimos los su-
peŕındices “+” y “−′′),

ṗ = −∂H/∂x, ẋ = ∂H/∂p. (3.10)

Consideramos las soluciones p = P (α, t), x = X(α, t) de este sistema que
satisfacen las condiciones iniciales

p|t=0 = ∇S0(α), x|t=0 = α. (3.11)

Aqúı α = (α1, ...αn) es un parámetro real n dimensional. En el caso cuando
el jacobiano J(α, t) = det(∂X/∂α) difiere de cero en el intervalo t ∈ [0, t0], la
solución del problema (3.6),(3.9) existe, es única y tiene la forma:

S(x, t) =

[
S0(α) +

∫ t

0

[〈P (α, τ), Ẋ(α, τ)〉 − H(P (α, τ), X(α, τ))] dτ ]

]

α=α(x,t)

(3.12)
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donde α = α(x, t) es la solución de la ecuación X(α, t) = x. El momento t
en el cual J(α, t) = 0 se denomina cŕıtico. Para estos valores de t, la ecuación
X(α, t) = x puede no tener una única solución y por lo tanto la función S(x, t)
tampoco está definida de una manera única.

Las funciones P (α, t) y X(α, t) definen trayectorias en el espacio fase 2n- di-
mensional; dichas trayectorias son llamadas bicaracteŕısticas. Las proyecciones de
estas trayectorias en el espacio de configuración Rn

x están dadas por las funciones
X(α, t) y estas proyecciones son llamadas caracteŕısticas. Se sigue de las propie-
dades de los sistemas hamiltonianos que dos bicaracteŕısticas coinciden o siempre
son diferentes, en cambio las caracteŕısticas pueden intersectarse entre si. En los
puntos en los que las caracteŕısticas se intersectan, el jacobiano J se anula, y por
lo tanto el sistema de ecuaciones x = X(α, t) no tiene solución única.

3.4. Reducción de la ecuación de transporte.

Deseamos reducir la ecuación de transporte, para esto, usaremos la fórmula
de Liouville. Sea ẋ = A(t)x, la fórmula de Liouville nos dice que el determinante
W de la matriz fundamental (matriz cuyas columnas son soluciones linealmente
independientes del sistema) satisface Ẇ = (TrA)W.

Para reducir la ecuación (3.7) (ver[3]), tengamos en cuenta que ẋ = Hp(x, p),
P (α, t) = Sx(X(α, t), t) luego ∂P/∂α = Sxx∂X/∂α, J = det∂X/∂α - obviamos
los ı́ndices de sumación, y teniendo en mente que X, α y p están en Rn- obtenemos

∂Ẋ

∂α
= Hpx

∂X

∂α
+Hpp

∂P

∂α

∂Ẋ

∂α
= (Hpx +HppSxx)

∂X

∂α

tenemos que ∂X
∂α

∣∣
t=0

=




1 0 0 · · ·
0 1 0 · · ·
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1


, por que x = α|t=0 y por lo tanto

∂X/∂α es una matriz fundamental ya que satisface el sistema y en el momento
del tiempo inicial es la matriz identidad, por esto, al anterior sistema podemos
aplicarle la fórmula de Liouville, obteniendo J̇ = Tr(Hpx +HppSxx)J , ahora bien,
en la ecuación de transporte, los dos primeros sumandos son dϕ/dt y aśı

(
d

dt
ϕ +

1

2
ϕ

J̇

J
= 0

)
×
√

J,

√
Jϕ̇ + ϕ

1

2

J̇√
J

= 0

obteniendo:

d

dt
(ϕ

√
|J |) = 0.
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Aqúı d/dt se entiende como la derivada a lo largo de las trayectorias (3.10)
donde J es el jacobiano introducido anteriormente. Para t = 0 se tiene J = 1 y
por la fórmula anterior junto con las condiciones iniciales (3.9) sabemos que ϕ

√
J

es constante por lo que vale lo mismo que vale en t = 0, es decir ϕ
√

J = ϕ0 · 1, y
por lo tanto

ϕ(x, t) =
ϕ0(α)√
|J(α, t)| , α = α(x, t). (3.13)

Nuevamente omitimos los supeŕındices “+” y “−” como en (3.10).
Las fórmulas (3.12) y (3.13) determinan completamente la solución WKB del

problema de Cauchy para la ecuación (1.5) con condiciones iniciales (3.8) en el
intervalo 0 ≤ t ≤ t0 en el que el jacobiano J es diferente de cero.

Los puntos en los cuales J se anula se dicen focales, estos puntos son singu-
lares (en particular son puntos de ramificación) de la función S(x, t) y en una
vecindad de tales puntos, la representación de una solución asintótica en la forma
ϕ exp(iS/h) no es válida.

(En la gráfica mostramos los puntos en los cuales el jacobiano se anula, es decir
los puntos focales.)

Esto no significa que la solución ψ en śı misma sea insensible en una vecindad
de los puntos focales, sino que las asintóticas WKB no puedan ser aplicadas en
este caso y se debe buscar una solución aproximada en otra forma.

Notemos que las soluciones de un sistema hamiltoniano permanecen suaves
en los puntos focales y la presencia de puntos focales no es una obstrucción en la
construcción de dichas soluciones para los momentos “después del cŕıtico”.

Es conveniente, interpretar geométricamente las soluciones del sistema ha-
miltoniano (las bicaracteŕısticas), particularmente, mirarlas como funciones que
definen superficies en el espacio fase del sistema (3.10). Estas superficies se dicen
que son lagrangianas1 y juegan un papel significativo, no solo en la teoŕıa de Mas-
lov, sino también en otras áreas de la matemática contemporánea. La próxima
sección está dedicada a objetos relacionados con el método WKB, y completamos
esta sección con varios ejemplos.

Observación. Recordemos que el soporte suppϕ de una función ϕ se entiende

como la clausura del conjunto de puntos en los cuales ϕ es distinto

1Estos objetos quien los introdujo por primera vez fue Maslov.
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de cero. Si los puntos focales no están contenidos en el soporte de

la función ϕ0 entonces las asintóticas WKB son aplicables para los momentos

de ‘‘después del crı́tico’’.

3.5. Ejemplos.

Consideremos ondas en un recipiente con profundidad infinita, lo que corres-
ponde a las relaciones H = ∞ y H± = ±

√
|p|. Asumamos que S0(x) depende

de x1 únicamente, aśı nuestro problema se reduce a una ecuación unidimensional
pudiéndose menospreciar p2 y x2 y escribir x = x1 y p = p1. Consideramos el
hamiltoniano con el ı́ndice “+” y escribamos H = H+ =

√
|p|.

EJEMPLO 1. Sea S0 = kx, k > 0 (Onda plana). El sistema hamiltoniano
está dado por las ecuaciones:





ṗ = 0

ẋ =
sgnp

2
√
|p|

,

y las condiciones iniciales son {
p|t=0 = k

x|t=0 = α

Resolviendo el sistema hamiltoniano, obtenemos





P = k

X = α +
t

2
√

k

.

Graficaremos la curva definida por las ecuaciones x = X(α, t), p = P (α, t)
que están parametrizadas por α para distintos valores de t.

.
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En la sección 4 veremos que estas curvas son “variedades lagrangianas”que
corresponden a las soluciones WKB que estamos considerando. De la ecuación y
de la gráfica vemos que el jacobiano J = ∂X/∂α = 1 es distinto de cero para
todo t.

Para hallar la acción tenemos en cuenta la ecuación de Hamilton-Jacobi dada
por la fórmula (3.6), aśı:

St +
√
|∇S| = 0,

en el caso unidimensional tenemos

St +
√
|Sx| = 0,

resolviendo esta última ecuación por la fórmula (3.12) obtenemos la acción S =
kx−

√
kt. Para una amplitud arbitraria inicial ϕ0(x), despejando α de la solución

del sistema hamiltoniano y reemplazando en la fórmula (3.13) hallamos la solución
WKB

ψ(x, t) = ϕ0

(
x− t

2
√

k

)
e

i(kx−
√

kt)
h ,

que es un tren de ondas planas con la frecuencia ω =
√

k/h.
Ahora bien, si queremos ver el comportamiento de las bicaracteŕısticas aso-

ciadas al sistema hamiltoniano dado para un α fijo y t variando, graficaremos el
comportamiento de x = X(α, t), p = P (α, t).

EJEMPLO 2. Sea S0 = kx + β x3

3
, k > 0 y β > 0. El sistema hamiltoniano es

justamente como en el primer ejemplo y las condiciones iniciales son:

{
p|t=0 = k + βα2

x|t=0 = α

La solución del sistema hamiltoniano es:




P = k + βα2

X =
1

2
t(k + βα2)−1/2 + α

;

la acción es este caso es S(x, t) =
[
kα + β α3

3
− 1

2

√
k + βα2t

]
α=α(x,t)

.

La variedad lagrangiana se ve de la siguiente forma:
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El hecho de que en algunos puntos la tangente a estas curvas sea vertical,
significa que J = ∂X/∂α = 0 y por lo tanto la asintótica WKB en estos puntos
no es válida.

La ecuación J = ∂X/∂α = 0 para encontrar los puntos focales se reduce a:

1 =
tβα

2(k + βα2)3/2
.

Para encontrar las soluciones de esta ecuación aplicaremos un método gráfico.
Igualamos la gráfica de la función f1(α) = t αβ

2(k+βα2)3/2 . a f2 = 1.

.

Derivamos la función f1(α) y hallamos sus máximos y mı́nimos, obtenemos α =√
k/2β, en este caso, para k = 2, β = 3, tenemos α =

√
1/3. Reemplazamos

dicho valor en la ecuación para el jacobiano y obtenemos el primer momento
t0 = 6 en el que se anula y en el que no es posible hallar una solución WKB. En
t > t0 = 3k

√
3/
√

β la ecuación de anulación del jacobiano poseé dos soluciones.
Se entiende que dos puntos focales ocurren para t > t0.

La evolución de la variedad lagrangiana en el tiempo se ve en la siguiente
figura:
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EJEMPLO 3. Sea

S0(x) = kx−
∫ x

0

exp(−ξ2/2) dξ, k > 1.

El hamiltoniano va como en el primer ejemplo.
Las condiciones iniciales (3.11) son

{
p|t=0 = k − exp(−α2/2)

x|t=0 = α
.

La solución del sistema (3.10) está dada por





P = k − exp(−α2/2)

X = α +
t

(2(k − exp(−α2/2))1/2)

.

La evolución de la variedad lagrangiana se ve en la siguiente figura:
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La ecuación que define los momentos cŕıticos es:

1 = tα
exp(−α2/2)

(4(k − exp(−α2/2))3/2)

que tiene dos ráıces para t > t0, donde t0 = 4(k − exp(−α2
0/2)3/2 exp(α2

0/2))/α0,
y α0 es la ráız positiva de la ecuación k exp(α2/2)(1− α2) = (1 + α2/2).

EJEMPLO 4. La velocidad fase y la velocidad grupo. La siguiente represen-
tación de las velocidades fase y de la velocidad grupo está relacionada con las
soluciones asintóticas WKB.

Si ϕ(x, t) es una función de soporte compacto entonces la solución WKB
describe un tren de ondas (o paquete de ondas ), donde ϕ(x, t) es la “envolvente”
del paquete y la función exp(iS(x, t)/h) define sus oscilaciones.

.

Por la velocidad fase se entiende la velocidad de propagación de la superficie
de la fase constante S(x, t).
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Como S(x, t) = cte se tiene que S(x0, t) = cte, S(x0 + ∆x, t + ∆t) = cte
desarrollando en su serie de Taylor esta última expresión, tenemos que

∆S = S(x0 + ∆x, t0 + ∆t)− S(x0, t0) = St∆t +∇S∆x + ... = 0

- De aqúı se desprende que |∆x| ' −St∆t/|∇S| − . De la gráfica vemos que
∆x = ∇S

|∇S| |∆x|, ya que ∆x es paralelo a ∇S.
Esta ecuación, salvo términos de mayor orden nos proporciona una fórmula

para la velocidad fase,

cf = ĺım
∆t→0

∆x

∆t

∣∣∣∣
S=cte

= ĺım
∆t→0

∇S
|∇S| |∆x|

∆t
= −St∇S|∇S|−2 = H(x,∇S)∇S|∇S|−2.

Por la velocidad del grupo se entiende la velocidad de desplazamiento de un
paquete estrecho de ondas, es decir, la velocidad de desplazamiento del sopor-
te de ϕ(x, t) bajo la hipótesis de que el diámetro del suppϕ es suficientemente
pequeño. Se sigue de la fórmula (3.13) que la velocidad del desplazamiento del
soporte suppϕ coincide con la velocidad de desplazamiento de los puntos en donde
α(x, t) = cte, esto es, con el vector velocidad de un punto bajo su desplazamiento
a lo largo de la trayectoria del sistema hamiltoniano (3.10). Aśı, la velocidad del
grupo está dada por la relación cgr = Ẋ = Hp(x,∇S).
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En efecto, la velocidad del soporte suppϕ0 cuando es muy estrecho está dada
por

cgr =
x2 − x1

t2 − t1

∣∣∣∣
t2→t1

,

las envolventes son ϕ0(α(x, t)), donde α(x, t) es la solución de X(α, t) = x. Su-
pongamos que ϕ0(α(x, t)) alcanza su máximo en α = α0, esto es α(x1, t1) = α0 y
α(x2, t2) = α0, lo que a su vez indica que x1 = X(α0, t1), x2 = X(α0, t2) y aśı

x2 − x1

t2 − t1
=

X(α0, t2)−X(α0, t1)

t2 − t1
→ Ẋ si t2 → t1,

entonces
cgr = Ẋ = Hp

Finalmente, consideramos un ejemplo que nos habilita para conseguir, en lo
que sigue, algunas fórmulas asintóticas en una vecindad de un punto focal.

EJEMPLO 5. Método de la fase estacionaria en el caso unidimensional. En este
ejemplo comenzaremos por estudiar la siguiente integral:

I =

∫
ϕ(x)e

iS(x)
h dx; ϕ ∈ C∞0 ; S ∈ C∞.

Mas adelante veremos que estas integrales nos permiten encontrar soluciones
asintóticas alrededor de puntos focales.

Consideremos los siguientes casos:
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1) Sx 6= 0; integrando por partes tenemos que

I = −h

∫
eiS/h d

dx

(
ϕ

iSx

)
dx = O(h).

Repitiendo este procedimiento N veces vemos que I = O(hN), donde N es cual-
quier número natural.

2) Sx = 0 para x = x0, este punto se llama el punto de la fase estacionaria.
En el presente ejemplo queremos calcular la asintótica de I cuando solo hay

un punto de la fase estacionaria y este punto es no degenerado (Sxx(x0) 6= 0), para
este fin, consideremos el problema de Cauchy con condiciones iniciales de rápida
oscilación para la ecuación de Schrödinger que describe un oscilador mecánico
cuántico, 




ihψt =
1

2

(
−h2 ∂2

∂x2
+ x2

)
ψ,

ψ|t=0 = ψ0 = ϕ0(x) exp(iS0(x)/h).

(3.14)

El método WKB puede ser aplicado a este problema, practicamente sin mo-
dificaciones. Asumiendo que ψ = ϕ(x, t) exp(iS(x, t)/h) y llevando a cabo ma-
nipulaciones simples, uno puede obtener la ecuación de Hamilton-Jacobi y la
ecuación de transporte como en el principio de esta sección. El hamiltoniano es
H = (p2 + x2)/2 y el sistema hamiltoniano correspondiente es

{
ṗ = −x

ẋ = p
,

con condiciones iniciales 



p|t=0 =
∂S0(x)

∂α
x|t=0 = α

y aśı 



P (α, t) =
∂S0

∂α
cos t− α sen t,

X(α, t) =
∂S0

∂α
sin t + α cos t
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El jacobiano es J = (∂2S0/∂α2) sin t + cos t. Se sigue de esta fórmula que, si
∂2S0/∂α2 > 0, entonces el jacobiano es distinto de cero para cualquier t en el
intervalo 0 ≤ t ≤ π/2 y si ∂2S0/∂α2 < 0 entonces J es distinto de cero para
cualquier t en el intervalo −π/2 ≤ t ≤ 0. De esta forma una solución WKB del
problema (3.14) existe para cada t en el intervalo 0 ≤ t ≤ π/2 o en −π/2 ≤ t ≤ 0
si ∂2S0/∂α2 6= 0, dicha solución asintótica es de la forma:

ψ(x, t) = ϕ(α)

(
cos t +

∂2S0

∂α2
sin t

)−1/2

× exp

{
i

h

(
S0(α)− 1

2
(1− cos 2t)α

∂S0

∂α
+

1

4

[(
∂S0

∂α

)2

− α2

]
sin 2t

)}

donde α = α(x, t) es una solución de la ecuación (∂S0/∂α) sin t + α cos t = x.
Resulta que, (ver, e.g.,[2], Russian p.70 e Inglés p.75) para el problema dado, las
asintóticas WKB no solo dan la solución asintótica formal sino que también dan
la asintótica rigurosa de la solución del problema, es decir, la solución que difiere
de la solución exacta por una cantidad de O(h).

Por otra parte,(ver, e.g.,[2]), la solución exacta de (3.14) es:

ψ =
1

(2πh| sin t|)1/2

∫ ∞

−∞
ψ0(ξ) exp

{
i

2h sin t
(x2 cos t− 2xξ + ξ2 cos t)− iπ

4
signt

}
dξ.

(3.15)

Para hallar esta solución debemos calcular G de tal manera que

G|t=0 = δ(x− ξ) =
1

2πh

∫ ∞

−∞
e

ip
h

(x−ξ) dp.

Esta G se denomina la función de Green para la ecuación de Schrödinger. Para
encontrar dicha G solucionamos el problema auxiliar Gp|t=0 = ϕ0e

iS0(x)/h, donde
ϕ0 = 1/2πh, S0(x) = p(x−ξ), donde Gp satisface la ecuación de Schrödinger para
t > 0. Obviamente G =

∫∞
−∞ Gp dp. Para encontrar la Gp usaremos el método
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WKB; en este caso las fórmulas WKB proporcionan la solución exacta. Entonces
buscaremos Gp en la forma Gp = ϕeiS/h. Por la ecuación de transporte reducida

tenemos que ϕ(x, t) = 1/2πh
√
|cos t|. Por la fórmula (3.12) tenemos que S(x, t) =

− 1
2 cos t

[x2 sin t + p2 sin t + 2p(ξ cos t− x)] .

Aśı Gp = (1/
√
| cos t|) exp (−i [x2 sin t + p2 sin t + 2p(ξ cos t− x)] /h) y G =∫∞

−∞ Gp dp. Para calcular esta última integral debemos hacer el cambio de variable

q = sqrt | sin t|
2h cos t

(
p + ξ cos t−x

sin t

)
para poder aplicar la fórmula para la integrales de

Fresnel: ∫ ∞

0

exp±(iq2) dq = ±eiπ/4

√
π

2
.

Aplicándola a la
∫∞
−∞(1/2πh

√
| cos t|) exp (−i [x2 sin t + p2 sin t + 2p(ξ cos t− x)] /h) dp

obtenemos la función de Green y después, la fórmula exacta (3.15) para la solu-
ción del problema de Cauchy, que es igual a la integral de la función de Green
con los datos iniciales: ψ =

∫
ψ0(ξ)G(x, ξ, t) dξ.

Se puede comprobar que esta solución poseé las siguientes propiedades:
1) Para t = π

2
y x = p la función ψ(x, t) es la h transformada de Fourier de la

función ψ0(x).
2)Para t = −π

2
y x = −p la función ψ(x, t) es la h transformada de Fourier de

la función ψ0(x)multiplicada por eiπ/2.
De esta forma la solución WKB en los puntos (p, π/2) y (−p,−π/2) es la

asintótica de la transformada de Fourier de la función ψ0(x) salvo O(h) (despre-
ciando un factor constante de módulo unitario). El flujo clásico del oscilador son
rotaciones y en los momentos t = ±π/2, el flujo coincide con rotaciones por el
ángulo recto, es decir, cambia la coordenada x por p, y visceversa. Por otra parte,
la solución en estos puntos está dada por la transformada de Fourier. Podemos
entonces decir que la transformada de Fourier y las rotaciones del plano fase por
el ángulo ±π/2, son lo mismo cuando h → 0.

.

La acción en ambos puntos es S = S0(α(p)) − α(p)(∂S0/∂α)(α(p)), donde α(p)
es la solución de la ecuación (∂S0/∂α)(α) = p. Considerando la última relación
y denotando (α(p)) por x(p), finalmente obtenemos
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F h
x→p[ϕ0 exp(iS0/h)] = ϕ0(x)

∣∣∣∣
∂2S0

∂x2

∣∣∣∣
−1/2

exp

{
−iπµ

2
+

i

h
(S0(x)− xp)

}
+ O(h)

(3.16)
donde x = x(p) es la solución de la ecuación ∂S0(x)/∂x = p, µ = 1 si

∂2S0/∂x2 < 0 y µ = 0 en el caso contrario. Para p = 0, la fórmula (3.15) coincide
con la fórmula del método de la fase estacionaria.

Usando las asintóticas WKB de una solución de la ecuación de Schrödinger
para un oscilador multidimensional, uno puede similarmente obtener las asintóti-
cas de la transformada de Fourier. La forma de las asintóticas se repite como en
(3.15), con la única diferencia de que ∂2S0/∂x2 es reemplazada por det(∂2S0/∂x2)
y µ se transforma en Inerdex(∂2S0/∂x2), donde el śımbolo InerdexA se entiende
como el ı́ndice de inercia negativa de la matriz cuadrada A, es decir, el número
de eigenvalores negativos de A [1-5].
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4. VARIEDADES LAGRANGIANAS Y SUS PRO-

PIEDADES.

En esta sección presentaremos una breve descripción de los objetos geométri-
cos relacionados con la ecuación de Hamilton-Jacobi. Son importantes porque
adems de proveer la dicha interpretación geométrica nos ayudan en la construc-
ción de la solución en puntos focales, como veremos a continuación.

4.1. Variedades Lagrangianas.

El sistema hamiltoniano (3.10) con las condiciones iniciales (3.11) define una
variedad lagrangiana en el espacio fase R2n

x,p. Para información detallada concer-
niente a variedades lagrangianas, ver e.g.,[1-7, 39,40,42]. En esta sección solamente
presentamos los hechos necesarios para la siguiente exposición.

Por una variedad suave de dimensión m en el espacio R2n
x,p, se entiende un

conjunto que puede ser cubierto por subdominios de dimensión m, que son los
llamados mapas, cada uno de los cuales admite una proyección uno a uno y suave
sobre algún plano coordenado de dimensión m definido por 2n − m ecuaciones
de la forma xi = 0, pj = 0, donde i y j son enteros a lo largo del conjunto
(1, ..., n). Mas aún, todo punto de la variedad debe pertenecer al interior de uno
de los mapas. En contraste con las propiedades de ser superficie (aqúı entendemos
superficies como objetos que admiten una proyección suave sobre el espacio de
configuración), la propiedad de ser una variedad es preservada bajo traslados a lo
largo de trayectorias del sistema hamiltoniano (3.10) porque las trayectorias del
sistema hamiltoniano son disjuntas en el espacio fase.

Veamos el ejemplo 2 de la sección previa, las condiciones iniciales en una curva
Λ1

0 en el espacio fase R2n
x,p, están dadas por p = k + βα2 y x = α, −∞ < α < ∞.

Obviamente, la curva es una “superficie” porque admite una proyección suave
sobre el eje x, y su proyección es uno a uno. Como un resultado de evolución de
esta curva respecto al sistema hamiltoniano, obtenemos una curva Λ1

t la cual no
es una “superficie” para t > t0 pero es una variedad, porque puede ser cubierta
por dos mapas, uno de las cuales admite una proyección uno a uno y suave sobre
el eje x y el otro sobre el eje p.

Es natural definir paramétricamente curvas en el espacio fase, en la forma
Λ1

0 = {(p, x) ∈ R2
x,p : p = P (α), x = X(α),−∞ < α < ∞} donde P (α),

X(α) son funciones suaves. El parámetro α ∈ R es una coordenada en la curva.
Algunas veces la curva Λ1

0 puede ser cerrada; en este caso asumimos que las
funciones P (α), X(α) son periódicas respecto a α.

Podŕıamos similarmente definir variedades n dimensionales en el espacio fa-
se R2n

x,p, y escribiriamos en este caso Λn =
{
p, x ∈ R2n

x,p : p = P (α), x = X(α),
α ∈ Rn} . Entonces, α = (α1, ..., αn) es un parámetro n dimensional y P (α) y
X(α) son funciones vectoriales n dimensionales. Para simplificar la exposición,
asumiremos que el parámetro α vaŕıa sobre el espacio Rn; asumiendo que las fun-
ciones P (α) y X(α) son periódicas respecto a algún αj si es necesario. Denotemos
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los puntos sobre la variedad por σ; aśı, σ = (P (α), X(α)), y a σ uno le puede
asignar la colección de coordenadas α1, ..., αn.

Si tenemos una familia de variedades dependiendo de un parámetro, diga-
mos el tiempo t, entonces dotamos los puntos σ con el sub́ındice t e inscri-
bimos a t en la lista de argumentos de las funciones P, X, esto es, escribimos
σt = (P (α, t), X(α, t)). Escribimos los ı́ndices j de puntos con supeŕındices σj.

Las funciones vectoriales P (α) y X(α) generan matrices n× n dadas por las
fórmulas

B =
∂P

∂α
, C =

∂X

∂α
. (4.1)

El hecho de que la dimensión de la variedad Λn es igual a n se entiende como

que el rango de la matriz

(
B
C

)
es igual a n.

Por una Variedad Lagrangiana entendemos una variedad suave de dimensión
n en R2n

x,p que poseé las propiedades siguientes que son equivalentes:
a) Los corchetes lagrangianos

[p, x]i,j = 〈 ∂P

∂αi

,
∂X

∂αj

〉 − 〈 ∂P

∂αj

,
∂X

∂αi

〉, i, j = 1, ...n

se anulan en la variedad, es decir [p, x]i,j = 0.
b) La integral

∫
〈P, dX〉

está localmente definida, esto es
∮ 〈P, dX〉 = 0 en la variedad.

La equivalencia de estas propiedades se logra a partir de utilizar la Fórmula
de Green.

El ejemplo mas simple de una variedad lagrangiana es la variedad definida
por las condiciones (3.11). Otros ejemplos son presentados después.

Un hecho importante es que la propiedad de ser una variedad lagrangiana es
invariante respecto a las transformaciones canónicas, es decir, los traslados a lo
largo de trayectorias del sistema hamiltoniano [1-4,39]. Denotamos por gt

H al flujo
fase correspondiente al sistema hamiltoniano (3.10), esto es, sea gt

H es la aplicación
que manda las condiciones iniciales a p|t=0 = p0, x|t=0 = x0 en la solución del
sistema (3.10), con estas condiciones iniciales en el momento t, (p, x) = gt

H(p0, x0).
El flujo fase “transporta” objetos a lo largo de trayectorias del sistema (3.10) y uno
puede tomar una familia n paramétrica como condiciones iniciales. La propiedad
mencionada anteriormente dice que las variedades Λn

t = gt
HΛn

0 obtenidas al usar
los traslados de una variedad lagrangiana a lo largo de trayectorias del sistema
(3.10) siguen siendo variedades lagrangianas para cualquier t.

La definición de variedad lagrangiana sustenta la existencia de la integral∫ 〈P, dX〉. De aqúı se sigue que uno puede definir (localmente en general) a una
función s, sobre Λn

t , como la llamada acción2, que satisface la condición

ds = 〈P, dX〉. (4.2)

2Esta acción es diferente a la introducida anteriormente.
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La función S(α, t) definida por (3.12) cumple la condición (4.2) y la función
S(α, t) puede ser representada como:

S = S0(α
0) +

∫ t

0

(〈P, Ẋ〉 − H)
∣∣∣
α=α0

dτ +

∫

γ

〈P, dX〉 (4.3)

donde α0 designa algún valor elegido del parámetro α definiendo un punto σ0
0 =

(P (α0, 0), X(α0, 0)) en la variedad lagrangiana Λn
0 y γ para un camino sobre Λn

t

que une los puntos σ0
t = (P (α0, t), X(α0, t)) y σt = (P (α, t), X(α, t)).

Como la solución de la ecuación (4.2) no es única (por ejemplo, s′ = s + f(t)
es también una solución) las fórmulas (3.12) y (4.3) definen de manera única la
acción sobre Λn

t . En lo que sigue, asumiremos que la acción sobre Λn
t está definida

por dichas fórmulas.
La variedad lagrangiana Λn

0 define una acción en si misma y de esta forma las
condiciones iniciales para la ecuación de Hamilton-Jacobi pueden ser tomadas en
términos de variedades lagrangianas. Una variedad lagrangiana puede estar dada
en la forma Λn

0 = {p = P0(α), x = X0(α)}. Eligiendo un punto para esta variedad,
correspondiente al valor α = α0 la acción puede ser definida por la fórmula

s0(α) =

∫

γ

〈P0, dX0〉+ s0(α
0)

donde γ es el camino sobre Λn
0 que une los puntos σ0

0 = (P0(α
0), X0(α

0))
y σ0 = (P0(α), X0(α)). Aśı, al dar una variedad Λn

0 se definen las condiciones
iniciales para la ecuación de Hamilton-Jacobi salvo una constante aditiva.

4.2. Puntos focales y cáusticas.

Usaremos la notación (4.1). Por Puntos focales sobre una variedad lagrangiana
entendemos los puntos en los cuales J ≡ detC(α) = 0. Las proyecciones de estos
puntos sobre el espacio de configuración Rn

x son también llamados puntos focales.
En óptica geométrica, las curvas o las superficies en el espacio de configuración Rn

x

que consisten de puntos focales se dice que son cáusticas o superficies cáusticas.
La amplitud de las soluciones WKB en estos puntos va al infinito. Desde el
punto de vista de la geometŕıa de las variedades lagrangianas, los puntos focales
son singulares respecto a la proyección de la variedad Λn

t sobre el espacio de
configuración, es decir, sobre el plano n dimensional Rn

x que está dado por las n
ecuaciones pi = 0, i = 1, ..., n.

Los puntos focales (y sus colecciones) son también llamados Singularidades
Lagrangianas. La investigación de estas singularidades es una de las direcciones
de la teoŕıa de las catástrofes (ver, e.g.,[39,41-44,46,47]). En los puntos focales,
la amplitud de las soluciones asintóticas se incrementa indefinidamente cuando
h → 0 y el orden del crecimiento respecto al parámetro h depende del tipo de
singularidad, la cual a su vez, está determinda por la geometŕıa de la variedad
lagrangiana en una vecindad del punto focal. Una clasificación de singularidades
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lagrangianas es lograda en [39, 42, 44]. En la sección 6 daremos un ejemplo en el
que veremos cómo se interpreta este tipo de situación.

4.3. Coordenadas focales y el atlas canónico

Otra importante propiedad de las variedades lagrangianas es que en una ve-
cindad de un punto focal admiten una proyección suave, uno a uno, sobre algún
plano coordenado n dimensional que no sea el espacio de configuración. Obvia-
mente, una variedad de dimensión n siempre se proyecta bien localmente sobre
un plano n-dimensional. La propiedad espećıfica de dicho plano para variedades
lagrangianas consiste en lo siguiente: existen dos conjuntos de ı́ndices disjuntos,
I e I que se complementan el uno con el otro de (1, ..., n) y tales que en una
vecindad de cualquier punto, Λn admite una proyección local suave, uno a uno,
sobre algún plano coordenado n dimensional Rn

xIpI
dado por las ecuaciones de la

forma xi = 0, i ∈ I y pj = 0, j ∈ I.
Las colecciones 3 I e I de ı́ndices y las coordenadas generadas por esas colec-

ciones, juegan un importante papel en las siguientes construcciones. Los conjuntos
de ı́ndices I e I consisten de una cantidad variable de elementos; es conveniente
mirar a I e I como vectores n-dimensionales llenando los lugares vaćıos con cero.
Por ejemplo, para n = 2 tenemos los siguientes pares de colecciones: I = (1, 2)
I = (0, 0); I = (1, 0) I = (0, 2);I = (0, 2) I = (1, 0);I = (0, 0) I = (1, 2). Es-
cribiremos i ∈ I si i se mueve sobre todo elemento distinto de cero del vector
I.

En la teoŕıa de los sistemas hamiltonianos y de variedades lagrangianas, la
matriz Ĵ de tamaño 2n × 2n juega un importante papel. Esta matriz se define
como sigue: Sea En la matriz identidad n× n, y sea O la matriz cero del tamaño

necesario. Entonces Ĵ =

(
O −En

En O

)
.

Junto con la matriz Ĵ , introduciremos otras matrices Ĵ I . Consideremos la
matriz identidad E2n; denotemos los vectores filas de E2n por lj y los vectores

fila de la matriz Ĵ por fj, j = 1, 2, ..., 2n. Entonces, denotaremos por Ĵ I la matriz
compuesta por las filas lj y lj+n si j ∈ I y las filas fj y fj+n si j ∈ I. Escribiremos

las matrices Ĵ I para n = 2:

3La notación usada de ahora en adelante, no es tradicional en los libros de la teoŕıa de
los operadores canónicos. Esperamos que esta nueva notación sea mas conveniente para los
problemas aplicados. Esta notación es igual que en la descripción del ı́ndice de Maslov, el
operador canónico, etc.
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Ĵ (1,2) ≡ E4 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 , Ĵ (1,0) =




1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0
0 1 0 0




Ĵ (0,2) =




0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1


 , Ĵ (0,0) =




0 0 −1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 0




Usaremos las matrices Ĵ I para construir los vectores

(
pI

xI

)
= Ĵ I

(
p
x,

) (
P I(α)
XI(α)

)
= Ĵ I

(
P (α)
X(α),

)
(4.4)

de los vectores
(

p
x

)
y

(
P (α)
X(α).

)

La matriz Ĵ I actúa sobre los vectores columna (y las matrices) como sigue:
se preservan las componentes de los vectores columna (o de los vectores filas de
una matriz) cuyos lugares poseen los ı́ndices j y j + n si j ∈ I y transpone esas
componentes cambiando el signo de la componente de el vector columna con el
ı́ndice j +n (o de los vectores fila de la matriz) si j ∈ I. En particular, para n = 2
tenemos

(
p(1,2)

x(1,2)

)
=




p1

p2

x1

x2


 ,

(
p(1,0)

x(1,0)

)
=




p1

−x2

x1

p2


 ,

(
p(0,2)

x(0,2)

)
=




−x1

p2

p1

x2


 ,

(
p(0,0)

x(0,0)

)
=




−x1

−x2

p1

p2


 ,

También necesitaremos los vectores “truncados” x̌I y p̌I que contienen solo las
componentes xl y pl. Estos vectores se obtienen de xI y pI borrando los elementos

pk y xk, respectivamente. Por ejemplo, x(1,0) =

(
x1

p2

)
, p(0,2) =

(−x1

p2

)
,sin embargo

x̌(1,0) = x1, p̌
(0,2) = p2

El plano coordenado n dimensional Rn
xI (en el espacio fase) el cual hemos

introducido anteriormente puede ser dado por la ecuación pI = 0 o por la ecuación
(equivalente) xI = 0. Obviamente, xI define las coordenadas en este plano; dichas
coordenadas se dicen I-Focales. Si I = (1, 2, ..., n), entonces xI = x y pI = p, y en
este caso omitimos el supeŕındice I

Dado que la variedad Λn es lagrangiana, se sigue que todo conjunto acotado
en Λn puede ser cubierto por un número finito de dominios Ω

Ij

j (con ı́ndices

j=1,2,...,m) de tal forma que cada dominio Ω
Ij

j admite una proyección suave, uno
a uno sobre Rn

xIj
y la matriz CIj = ∂XIj/∂α es no degenerada en estos dominios.
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Los dominios Ω
Ij

j son referidos como mapas con coordenadas (focales) xIj , y

la colección entera {ΩIj

j } se conoce como atlas canónico de Λn. Los mapas con
Ij = {1, 2, ..., n} se dice que son no singulares. El ı́ndice j es el ı́ndice del mapa;
en general, las colecciones Ij pueden coincidir para distintos j. Notemos también
que para cualquier punto de una variedad lagrangiana, las coordenadas focales
tomadas en I no son únicas en general. Lo mismo es cierto para dominios (mapas)
ΩI . En particular, algunas veces uno puede introducir coordenadas focales en un
mapa no singular.

La variedad Λ1
t en el ejemplo 2 de la sección previa puede ser cubierta en

momentos “después del cŕıtico” por tres mapas, dos de los cuales están “bien”
proyectados sobre el eje x (mapas no singulares) y uno sobre el eje p.

.

Esto implica la siguiente observación: Si una solución asintótica en una ve-
cindad de un punto focal es escrita en las coordenadas p, entonces, esta no tiene
singularidades, se entiende esto porque la solución asintótica en vecindades de
puntos singulares viene dada por

F−h
p→x

ϕ0

e

iS̃/h√
∂P/∂α

En mecánica cuántica, la representación de una solución en las variables del
momento p se refiere como el pasaje a la representación de momentos o p repre-
sentación y se logra con la ayuda de la transformada de Fourier. En particular,
el pasaje a la p-representación nos da la posibilidad de construir una nueva clase
de soluciones asintóticas, como veremos a continuación.
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5. SOLUCIONES ASINTÓTICAS EN LA RE-

PRESENTACIÓN DE MOMENTOS Y RE-

PRESENTACIONES MIXTAS.

En esta sección construiremos soluciones asintóticas en pequeas vecindades de
los puntos focales.

5.1. Solución en la representación de momentos.

Buscaremos una solución de la ecuación (1.5) en la forma de la transformada
inversa de Fourier de alguna función χ(p, t), es decir, representaremos ψ(x, t) en
la forma ψ(x, t) = F−h

p→x[χ(p, t)]. Sustituiremos ψ de esta manera en la ecuación
(1.5) y aplicaremos la transformada de Fourier F h

x→p por la izquierda. Por (1.5)
obtendremos la ecuación

h2χtt + L̃χ = 0 (5.1)

donde

L̃ = L(ih
2

∂/∂p,
1
p, h) ≡ F h

x→pL(
2
x,−ih

1

∂/∂x, h)F−h
p→x.

La transformada de Fourier lleva al operador de multiplicación en el opera-
dor de diferenciación y el operador diferenciación es convertido al operador de

multiplicación. Se sigue que L̃ = L(ih
2

∂/∂p,
1
p, h). De hecho,

L̃χ = (2πh)−2n

∫

R4n
p′,p′′,x,x′

χ(p′′, t)L(x, p′, h) exp

{
i

h
(〈x, (p′ − p)〉+ 〈x′, (p′′ − p′)〉)

}

dxdp′dx′dp′′

Cambiando el orden de integración y teniendo en cuenta la fórmula

δ(p′′ − p′) = (2πh)−n

∫

Rn

exp

{
i

h
〈(p′′ − p′), x〉

}
dx,

obtenemos

L̃χ = (2πh)−n

∫

R2n
x,p′

χ(p′, t)L(x, p′, h) exp

{
i

h
〈(p′ − p), x〉

}
dxdp′

Reemplazando x por −x en la última integral e invirtiendo los ĺımites de integra-
ción respecto a x, obtenemos (por definición)

L̃χ = F−h
x→p[F

h
p→x[L(−x, p, h)χ(p, t)]] = L(ih

2

∂/∂p,
1
p, h)χ(p, t).
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De esta manera, la relación (5.1) es una ecuación h-pseudodiferencial y la solución
de esta ecuación puede ser buscada de acuerdo con el método WKB, en la forma
de una función exponencial de rápida oscilación:

χ(p, t) = ϕ̃(p, t) exp(iS̃(p, t)/h)

La fórmula de conmutación del operador L̃ con la función exponencial de
rápida oscilación tiene la forma que difiere de la (3.1) porque los ı́ndices sobre
el operador de multiplicación y del gradiente son transpuestos. En vez de (3.1)
tenemos la siguiente fórmula [3]:

L̃[ϕ̃eiS̃/h] = eiS̃/h
{

L0(−∇pS̃, p)ϕ̃ + ih
[ 〈

∂L0

∂x
(−∇pS̃, p),

∂ϕ̃

∂p

〉
+ ϕ̃

Tr
∂2L0

∂x∂p
(∇pS̃, p)− iL1(−∇pS̃, p)ϕ̃ +

1

2
ϕ̃Tr

(∂2L0

∂x2
(−∇pS̃, p)

∂2S̃

∂p2

)]}

+ O(h2), ∇p =
∂

∂p
(3,1′)

Sustituyendo χ dentro de (5.1) y manipulando como en la sección 3, obtenemos
la ecuación de Hamilton-Jacobi y la ecuación de transporte,

S̃t +H±(−∇pS̃, p) = 0 (3,6′)

ϕ̃t − 〈∂H±
∂x

(−∇pS̃, p),
∂ϕ̃

∂p
〉 − 1

2
ϕ̃

Tr
∂H±

∂x∂p
(−∇pS̃, p) +

1

2
ϕ̃Tr

(
∂2H±

∂x2
(−∇pS̃, p)

∂2S̃

∂p2

)
= 0 (3,7′)

donde H±(x, p) = ±{L0(x, p)}1/2 como anteriormente. Estas ecuaciones tienen la
misma forma que (3.6) y (3.7) al reemplazar −∇pS̃ → x y p → ∇S y se resuelven
exactamente por los mismos métodos. El sistema hamiltoniano correspondiente
a la ecuación (3.6′) es ẋ′ = −Hx(−p′, x′), ṗ′ = Hp(−p′, x′) y pasan a (3.10) bajo
el cambio x′ → p y p′ → −x.

Ahora encontraremos las condiciones iniciales para la ecuación (5.1) y las
ecuaciones (3.6′) y (3.7′) dadas las condiciones (3.8). Para este fin, estimamos la
h-transformada de Fourier con condiciones (3.8) con la ayuda del método de la
fase estacionaria (ejemplo 5 de la sección 3). Aplicando la fórmula (3.16) tenemos

χ|t=0 ' e−iπµ/2ϕ1(x)

∣∣∣∣det
∂2S0

∂x2

∣∣∣∣
−1/2

exp

{
i

h
(S0(x)− 〈x, p〉

}

hχt|t=0 ' e−iπµ/2ϕ2(x)

∣∣∣∣det
∂2S0

∂x2

∣∣∣∣
−1/2

exp

{
i

h
(S0(x)− 〈x, p〉)

}
,
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donde µ = Inerdex(∂2S0/∂x2) y x = x(p) es la solución de la ecuación ∇S0(x) =
p. De esta manera, como las condiciones iniciales para las ecuaciones (3.6′), (3.7′)
uno debe tomar las funciones (salvo un factor exp(iπµ/2) para la ecuación (3.7′))

S̃±(p, 0) = S̃0(p) = S0(x(p))− 〈p, x(p)〉, (5.2)

ϕ̃±(p, 0) = ϕ̃0(x)

∣∣∣∣det
∂2S0(x)

∂x2

∣∣∣∣
−1/2

=

1

2


ψ1(x)∓ ψ2(x)√

L0(−∇pS̃, p)




∣∣∣∣det
∂2S0(x)

∂x2

∣∣∣∣
−1/2

; x = x(p) (3.9′)

Vemos que la función S̃0 es, salvo el signo, la transformada de Legendre(ver,
e.g.,[1, 3,39]). De esta manera los datos iniciales para el sistema hamiltoniano
correspondiente a (3.6′) son:

x′|t=0 = α′, p′|t=0 =
∂S̃0(α

′)
∂α′

.

Reemplazando p′ por −x y x′ por p como anteriormente, obtenemos p|t=0 = α′

y x|t=0 = −∂S̃0(α
′)/∂(α′), donde α′ = (α′1, ..., α

′
n) es un parámetro n dimensional.

Aśı, la variedad lagrangiana es de la forma

Λ̃n
0 =

{
p = α′, x = −∂S̃0

∂α′

}

De las propiedades de la transformada de Legendre se sigue que la variedad
inicial lagrangiana Λn

0 es la misma variedad lagrangiana Λ̃n
0 . En efecto, haremos el

cambio de variables α′ = ∂S0(α)/∂α. Aśı, utilizando la transformada de Legendre

Λ̃n
0 =

{
p =

∂S0(α)

∂α
, x = x

(
∂S0(α)

∂α

)}
,

donde x = x(p) es la solución de la ecuación ∇S0 = p. Uno puede ver que
x(∂S0(α)/∂α) ≡ α y Λ̃n

0 ≡ Λn
0 . El cambio de coordenadas en el espacio fase

p′ → −x, x′ → p preserva, tanto al sistema hamiltoniano como a sus datos
iniciales y por lo tanto las variedades lagrangianas Λn

t también son preservadas.
De esta manera, las ecuaciones de las soluciones (3.6′) y (3.7′) están definidas por
la misma familia de variedades Λn

t . Particularmente, si el jacobiano J (0,...,0)(α, t) =
det(∂P (α, t)/∂α) es siempre distinto de cero sobre el intervalo 0 ≤ t ≤ t0, donde
P (α, t) es la solución de (3.10) que satisface las condiciones (3.11) en t = 0,
entonces la solución S̃(p, t) de la ecuación (3.6′) tiene la siguiente forma para
0 ≤ t ≤ t0

S̃(p, t) = s(α, t)− 〈P (α, t), X(α, t)〉.
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Aqúı α = α(p, t) es la solución de la ecuación P (α, t) = p. Similarmente a (3.15)
obtenemos una solución la ecuación de transporte (3.7′),

ϕ̃(p, t) = ϕ0(α)
∣∣J (0,...,0)(α, t)

∣∣−(1/2)
, α = α(p, t). (3,13′)

Estudiaremos la fórmulas aśı obtenidas. La relación (3.13′) muestra que, si
las variedades lagrangianas Λn

t = gt
HΛ0

n admiten una proyección suave, uno a uno
sobre el plano Rn

p , entonces la solución asintótica de la ecuación (1.5) con las condi-
ciones iniciales (3.8) puede ser representada en la forma de la transformada inversa
de Fourier de la función exponencial de rápida oscilación ϕ̃(t) exp(iS̃(p, t)/h); el
denominador del lado derecho de la fórmula (3.13′) es siempre diferente de cero
sobre la cáustica y la solución asintótica no tiende al infinito en los puntos focales.
Hemos visto en la sección 4 que en el caso alternativo en el cual Λn

t admite una
proyección uno a uno, suave sobre el plano Rn

x (el espacio de configuración), la
solución asintótica puede ser representada en la forma de una solución WKB (el
denominador en la fórmula(3.13)es siempre distinto de cero). Aśı, hemos cons-
trúıdo la solución asintótica deseada para las variedades lagrangianas que son
“bien ”proyectadas sobre el plano Rn

x o sobre el plano Rn
p . La misma afirmación

se posee en situaciones generales en las que el soporte suppϕ0 pertenece a los
dominios de la variedades lagrangianas Λn

t que están bien proyectados sobre los
planos anteriores.

5.2. La transformada parcial de Fourier y una solución en
la representación mixta.

En algunas situaciones, la variedad Λn
t no admite una proyección suave sobre

Rn
x ni sobre Rn

p . Como sabemos de la sección 4, en este caso existe un plano Rn
xI

sobre el cual Λn
t está “bien” proyectada. Una solución asintótica puede entonces

ser representada en la forma de h-transformada parcial de Fourier, a lo largo de
las coordenadas xI .

Una transformada parcial de Fourier es la transformada de Fourier solo sobre
algunas variables xi. Asumimos que esta transformada es hecha sobre las varia-
bles i ∈ I solamente, y las otras variables, es decir, las variables xi, i ∈ I son
preservadas. Usualmente, para la transformada parcial de Fourier (con paráme-
tro h) se usa la notación F h

x̌I→p̌I
, y F−h

p̌I→x̌I
para la transformada inversa. (Por

ejemplo, para n = 2, escribimos F h
x1→p1

y F−h
p1→x1

). Para simplificar y también

para unificar la notación, usualmente escribiremos Fh
x→xI y F−h

xI→x
, entendiendo

que la transformada es aplicada sobre los distintos componentes de los vectores
x y xI . Tomamos

〈x, p〉I =
∑

i∈I

pixi.

Entonces la h-transformada parcial de Fourier (respecto a las componentes xi, i ∈
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I del vector x) está definida por la fórmula

ϕ̃I(xI) = Fh
x→xIϕ(x) =

1

(2πih)k/2

∫
ϕ(x) exp

(
− i

h
〈x, p〉I

)
dx̌I

y la transformada parcial inversa de Fourier por la fórmula

ϕ(x) = F−h
xI→x

ϕ̃I(xI) =
1

(−2πih)k/2

∫
ϕ̃I exp

(
i

h
〈x, p〉I

)
dp̌I

Los conjuntos de ı́ndices I e I y los vectores x̌I y p̌I fueron introducidos en la
sección previa, y la k significa el número de elementos diferentes de cero en I. Si
I = (1, ..., n) entonces F±h

x→x es la transformada identidad.
Sea Λn

t tal que admite una proyeción uno a uno y suave sobre el plano Rn
xI

=

xi = 0, i ∈ I, pj = 0, j ∈ I, para cualquier t. Buscamos una solución de la ecuación
(1.5) en la forma de una h-transformada parcial de Fourier con respecto a las
variables pj, j ∈ I, esto es, ψ(x) = F−h

xI→x
ϕI(xI , t). Para encontrar una ecuación

para ψ, aplicamos a (1.5) la h-trasnformada parcial de Fourier con respecto a las
componentes xj, j ∈ I de la izquierda; esto permite encontrar una solución para
ψ similar a (5.1). El método WKB estándar puede ser aplicado a esta ecuación;
como en la sección 3, obtenenemos la ecuación de Hamilton-Jacobi y la ecuación
de transporte. Los subsiguientes argumentos son completamente similares a los
usados anteriormente (ver[3]). La respuesta final se ve como sigue:

ψ(x, t) = F−h
xI→x

[
ϕ0(α)√
|J I(α, t)| exp

{
i

h
(s(α, t)− 〈P (α, t), X(α, t)〉I)

}]
(5.3)

donde J I(α, t) = det ∂XI

∂α
y α = α(xI , t) es la solución del sistema XI(α, t) = xI .

5.3. Número de integrales en la representación mixta. Fun-
ciones especiales y cáusticas.

Cuando estudiamos la fórmula (5.2), las siguientes preguntas aparecen na-
turalmente. Asumamos que Λn

t puede estar “bien” proyectada simultáneamente
sobre distintos planos coordenados Rn

xI , por ejemplo, sobre el espacio de configu-
ración Rn

x y el espacio momento Rn
p . ¿Cuál representación (x o p-representación)

debe ser elegida para la solución? y ¿Cómo estas representaciones están relacio-
nadas? La respuesta a la primera pregunta se sigue del análisis elemental de las
variedades lagrangianas. Naturalmente, la solución es más simple si el número
de integrales es cada vez menor. A su vez, la solución está determinada por el
número de variables pi, i ∈ I, (por el número k de las componentes del mo-
mento en el conjunto I) en el plano coordenado Rn

xI sobre el cual la variedad Λn
t

está “bien”proyectada. El mı́nimo número k de las variables del momento, y aśı de
las integrales en la solución, está determinado por el tipo de las singularidades de
las variedades Λn

t y es igual al defecto de la matriz ∂p/∂x, esto es, por el número
n− rango(∂p/∂x). En algunos casos, la solución del problema (1.5), (3.8) puede
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ser representada con la ayuda de funciones especiales (en términos de las funcio-
nes de Airy para singularidades A2 y funciones de Pearcey para singularidades A3;
k = 1 en ambos casos). En otros casos, el estudio computacional de una solución
en las vecindades de las singularidades (cáusticas) es necesario. Notemos que el
comportamiento del campo ondulatorio es un importante y complicado problema
desde los puntos de vista teóricos y aplicados. El estudio de estos problemas ha
avanzado significativamente durante los últimos años, no solo teóricamente sino
también en campos aplicados. La segunda pregunta se responde en la sección 6.

5.4. Operadores pre-canónicos.

Completamos está sección introduciendo el operador precanónico [3] que nos
habilita para obtener una solución asintótica del problema (1.5)-(3.8), si para
cualquier t, el soporte suppϕ0(α) pertenece a los mapas ΩI que pueden estar bien
proyectados sobre Rn

xI y si el conjunto I es independiente del tiempo.
Aśı, asumimos que un mapa ΩI pertenece a la variedad lagrangiana Λn

t =
{p = p(α, t), x = x(α, t)} y que ϕ0(α) es una función suave de soporte compacto
con soporte en ΩI . Entonces, el operador precanónico K(ΩI , σ0

t ) está definido por
la fórmula:

K(ΩI , σ0
t )[ϕ0(α)] =

F−h
xI→x

[
ϕ0(α)

1√
|J I(α, t)

exp

{
i

h

(∫ σt

σ0
t

〈P, dX〉 − 〈X(α, t), P (α, t)〉I
)}]

donde σ0
0 es un punto distinguido sobre Λn

0 , σ0
0 = {p = P (α0, 0), x = X(α0, 0)}, α0

es un valor elegido del parámetro α, σ0
t = gt

Hσ0
0, σt es un punto sobre Λn

t con las
coordenadas α, σt = {p = P (α, t), x = X(α, t)} y J I y α = α(xI , t) lo estamos
entendiendo como en la fórmula (5.2). Bajo la hipótesis de que los puntos de la
trayectoria que brotan del punto σ0

0 no son focales, obtenemos la siguiente so-
lución asintótica del problema (1.5), (3.8), para las funciones ϕ±0 que poseén la
anterior propiedad:

ψ(x, t) '
∑
+,−

exp

(
i

h
δ± − iπµ

2

)
K(ΩI , σt

0)[ϕ
±
0 (α)] (5.4)

donde

µ = Inerdex
∂2S0

∂x̌2
I

, δ±(t) =

∫ t

0

(〈P±, Ẋ±〉 − H±)

∣∣∣∣
α=α0

dτ + S0(α
0)
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6. ÍNDICES Y EL OPERADOR CANÓNICO.

En esta sección construiremos la solución asintótica global “pegando”las solu-
ciones locales proporcionadas mediante el operador pre-canónico. Esta construc-
ción nos llevará a la definición del ı́ndice de Maslov y el operador canónico.

6.1. El ı́ndice de cadena de mapas.

El procedimiento de pegar las asintóticas locales obtenidas con la ayuda del
operador precanónico permite lograr la noción de ı́ndice de la cadena de mapas
sobre una variedad lagrangiana. Consideremos la intersección de dos mapas ΩI1 y
ΩI2 y sea un punto en el dominio ΩI1 ∩ΩI2 tal que, alguna vecindad de este punto
está bien proyectada sobre el espacio de configuración. Estos puntos se llaman no
singulares. Comparemos las fórmulas (5.3) en una vecindad de tal punto. Tenemos
por (5.3)

K(ΩI1 , σ0
t )[ϕ0(α)] = (−2πih)−k1/2

∫

Rk1

ϕ0(α)|J I1(α, t)|−1/2

×exp

{
i

h

(
〈p̌I1 , x̌I1〉+

∫ σt

σ0
t

〈P̌ I1 , dX̌I1 −
∫ σt

σ0
t

〈X̌I1 , dP̌ I1〉 − 〈P̌ I1 , X̌I1〉
∣∣∣
σ0

t

)}
dp̌I1

(6.1)

donde α = α(xI1 , t) es la solución del sistema XI1(α, t) = xI1 . Es fácil ver que la

ecuación para el punto estacionario de la fase es x̌I1 = X̌I1(α, t) y la matriz de
las segundas derivadas de la fase es igual a

−∂X̌I1(α(xI1 , t), t)

∂p̌I1
.

Por hipótesis la matriz es no degenerada. Por la fórmula (3.16) tenemos

K(ΩI1 , σ0
t )[ϕ0] ' ϕ0(α)|J(α, t)|−1/2 exp

{
i

h
(s(α, t)− δ(t)) +

iπ

2
Inerdex

∂X̌I1

∂p̌I1

}

(6.2)
donde α = α(x, t) es una solución del sistema x(α, t) = x. Por la misma v́ıa

obtenemos

K(ΩI2 , σt
0)[ϕ0] ' ϕ0(α)|J(α, t)|−1/2 exp

{
i

h
(s(α, t)− δ(t)) +

iπ

2
Inerdex

∂X̌I2

∂p̌I2

}

(6.3)
Comparando las fórmulas (6.2) y (6.3) vemos que las respuestas escritas en las
representaciones para I1 e I2 difieren por el factor numérico

exp{iπ

2

[
Inerdex

∂X̌I2

∂p̌I2
− Inerdex

∂X̌I1

∂p̌I1

]
}

40



La cantidad entre [ ] de la última expresión se llama el ı́ndice de Maslov del
par de mapas ΩI1 y ΩI2 ,

Ind(ΩI1 , ΩI2) = Inerdex
∂X̌I2

∂p̌I2
− Inerdex

∂X̌I1

∂p̌I1
.

Por el ı́ndice de Maslov de una cadena de mapas que se intersectan por pares
ΩI1

1 , ..., ΩIm
m uno entiende el número

Ind(ΩI1
1 , ..., ΩIm

m ) = Ind(ΩI1
1 , ΩI2

2 ) + . . . + Ind(Ω
Im−1

m−1 , ΩIm
m ).

6.2. Operador canónico

Se sigue, de las fórmulas (6.2) y (6.3) que es natural buscar una solución
asintótica en la forma

ψ =
∑

j

CjK(Ω
Ij

j , σt
0)[ϕ0(α)ej(α)] (6.4)

donde ej(α) es una partición de la unidad subordinada al atlas ΩIj es decir, un
conjunto de funciones suaves no negativas que satisfacen las siguientes condicio-
nes:

1)
∑

j

ej(α) ≡ 1, 2) suppej ⊂ Ω
Ij

j

Los coeficientes Cj son elegidos de tal manera que la expresión (6.4) satisfaga a
(1.5) salvo o(h). En efecto, este requerimiento se entiende como que los coeficientes
Cj son escogidos con la ayuda de los argumentos que nos llevaron a las fórmulas
(6.2)y (6.3). Está construcción nos permite llegar a la siguiente definición:

DEFINICIÓN. Por el operador canónico de Maslov K(Λn
t , σ

0
t ) entendemos al

operador actuando sobre las funciones suaves de soporte compacto ϕ(α) sobre la
variedad Λn

t por la fórmula

K(Λn
t , σ

0
t )[ϕ(α)] =

∑
j

exp

{
−iπ

2
Ind(ΩI1

1 , . . . , Ω
Ij

j )

}
K(Ω

Ij

j , σt
0)[ϕ(α)ej(α)]

(6.5)

donde (ΩI1
1 , . . . , Ω

Ij

j ) es una cadena de mapas que contienen el camino γ(σ0
t , σt)

a lo largo del cual la integración en la fórmula (5.3) es llevada a cabo. Aqúı se
asume que el punto σt

0 es no singular.
Asumamos que el punto σ0

0 está elegido de tal manera que los puntos focales
no están sobre la trayectoria gt

H±(σ0
0) Entonces la solución asintótica del problema

(1.5), (3.8) es de la forma

ψ(x, t) '
∑
+,−

exp

(
i

h
δ±

)
K(gt

H±Λn
0 , σ

0
t )[ϕ0(α)], (6.6)
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donde δ± es como en (5.4).
La fórmula (6.6) es uno de los principales resultados en la teoŕıa del operador

canónico. Esta habilita para construir las asintóticas del problema (1.5) y (3.8)
en la presencia de cáusticas y puntos focales de forma arbitraria.

6.3. Regla de cuantización de Bohr-Sommerfeld

El operador canónico de Maslov (6.5) define de manera única la función ψ(x, t)
solo si la Regla de cuantización de Bohr-Sommerfeld [1-7]

2

πh

∮
p dx = Indγ + 4m (6.7)

donde Indγ es el ı́ndice de cadenas de mapas que cubren al camino γ y m es un
entero, está satisfecho para toda curva cerrada γ sobre la variedad Λn

t . Para las
variedades gt

H±Λn
0 introducidas anteriormente, estas condiciones son automática-

mente satisfechas para m = 0. Para las variedades que aparecen en problemas
estacionarios de ondas de agua, las condiciones (6.7) definen las frecuencias de las
llamadas ondas atrapadas. Las condiciones de cuantización sostienen que el ope-
rador canónico está bien definido, lo que se entiende como que salvo o(1) cuando
h → +0, el operador aśı definido no depende de la elección del atlas en la varie-
dad lagrangiana, ni de la elección de la correspondiente partición de la unidad, y
tampoco de la elección de las cadenas de mapas en la definición de cada ı́ndice
(asumiendo que la condición de cuantización (6.7) se tiene). La prueba de este
hecho puede ser encontrada en [1-5].

En general, se sigue de la anterior construcción que el operador canónico puede
ser definido desdeñando la dinámica, aunque está claro que uno de los principales
objetivos de introducir esta noción es justamente la construcción de la solución
del problema de Cauchy. Uno puede ver que, para definir el operador canónico,
se requiere una variedad lagrangiana, una función sobre esta variedad, la elección
de un punto sobre esta variedad y las condiciones de cuantización deben ser
impuestas si son necesarias.

En conclusión de esta sección, notemos que la función (6.6) satisface la ecua-
ción (1.5) salvo o(h) únicamente. Se pueden construir correciones a esta solución.
El proceso de encontrar estas correciones es muy laborioso, y en la práctica,
usualmente solo se requiere el término principal de las asintóticas, por lo cual no
presentamos el proceso aqúı. El lector puede encontrar mas detalles en [2-5,7]

6.4. Ejemplos de aplicación del operador canónico.

El objetivo de estos ejemplos es mostrar cmo se aplica el operador canónico
en casos relativamente sencillos y encontrar cómo se comporta la solución de la
ecuación (1.5) en vecindades de puntos focales. Vamos a ver que la solución es
proporcional a h−α donde α es un número positivo determinado por el tipo de
singularidad de la variedad lagrangiana.
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EJEMPLO 6. Sea {
p = P (α)

x = X(α)
,

una variedad lagrangiana, tal que ∂X
∂α

∣∣
α=α0

= 0, ∂2X
∂α2

∣∣∣
α=α0

> 0, ∂P
∂α

∣∣
α=α0

> 0, es

decir α0 es un punto focal sobre la variedad.
Por la transformada de Legendre tenemos que:

S̃(p) = [s(α)− 〈P (α), X(α)〉]α=α(p) ,

s(α) por (4.2) cumple la condición ds = 〈P, dX〉, en este caso ds = P (α)dX
dα

, luego
s =

∫ α

αf
P (α)∂X

∂α
dα aśı,

S̃(p) =

[∫ α

αf

(
P (α′)

∂X

∂α′
dα′

)
− PX

]

α=α(p)

.

Integrando por partes tenemos que

S̃(p, t) =

[
−

∫ α

αf

X(α′)
∂P (α′)

∂α′
dα′

]

α=α(p)

ϕ̃(p, t) =
˜ϕ0(α)√
|J | , dondeJ =

∂P

∂α
,

aśı por el operador canónico la solución ψ en el punto focal tiene la forma

ψ =
1√−2πih

∫ ˜ϕ0(α)√
|J | exp

i(px + S̃)

h
dp.

Para comprender el comportamiento de ψ expresamos esta en términos de la
función de Airy:

Ai(x) =

∫ ∞

−∞
exp i(yx− y3

3
) dy.

Para lograrlo, desarrollamos la fase y la amplitud en su serie de Taylor.
Las derivadas de S̃(p, t) respecto a p son:





∂S̃(p)

∂p
= −X(α(p))

∂2S̃(p)

∂p2
=

∂X

∂α

∂α

∂p

∂3S̃(p, t)

∂p3
=

∂2X

∂α2

(
∂α

∂p

)2

,
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notemos que la segunda derivada se anula cuando α = α0. Desarrollando a S̃(p, t)
en su serie de Taylor,con centro en p0 = P (α0) tenemos

S̃(p) = −
∫ α

α0

X(α′)
∂P (α′)

∂α′
, dα′−X(α(p0))(p−p0)−1

6

∂2X

∂α2

(
∂α

∂p

)2

(p−p0)
3+O((p−p0)

4).

Más adelante veremos que se pueden despreciar los términos de O((p − p0)
4) en

la fase y los de O((p− p0)) en el desarrollo de la amplitud. Sea µ = ∂2X
∂α2

(
∂α
∂p

)2

,

luego

ψ =
ϕ̃0√

−2πih |J |α=α0

∫
exp

i(px + S̃(p0)−X(α0)(p− p0)− (1/6)µ(p− p0)
3)

h
dp,

mediante manipulación algebraica logramos expresar a ψ de la siguiente manera:

ψ =
ϕ0√

−2πi |J |α=α0

h−1/2 exp
i(S̃(p0) + p0x

h

∫
exp

i(x−X0)(p− p0)− (1/6)µ(p− p0)
3)

h
dp,

donde X0 = X(α0) haciendo (p−p0) = p′ y llamando A = ϕ̃0√
−2πi|J |α=α0

obtenemos

ψ = Ah−1/2

∫
exp

i(p(x−X0)− (1/6)µp3)

h
dp,

ahora haciendo el cambio de variable

µ

6h
p3 =

y3

3

logramos

ψ =
A(2)1/3

µ1/3
h−1/6

∫
exp i

((
2

µ

)1/3

(x−X0)h
−2/3 − 1

3
y3)

)
dy,

donde A1 = (2/µ)1/3A, donde A1 = (2/µ)1/3A aśı ψ queda expresada en términos
de la función de Airy como:

ψ = A1h
−1/6Ai

((
2

µ

)1/3
(x−X0)

h2/3

)
.

Para que la función de Airy sea el término principal de la asintótica de ψ debemos
determinar para qué x la variable de Airy es de O(1) y para los cuales las series
de Taylor se pueden truncar. Para esto, retomemos la expresión de psi dada por:

ψ = Ah−1/2

∫
exp

i(px + S̃)

h
dp
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y observemos su comportamiento para cuando la integral la hacemos a lo largo
de los intervalos I1 = |p − p0| > h1/4+δ e I2 = |p − p0| < h1/4+δ, δ > 0. Sobre I2

podemos despreciar fácilmente los términos de O((p− p0)
4). Ahora bien, sobre I1

tenemos:

∣∣∣∣∣Ah−1/2

∫
exp

i(px + S̃)

h
dp

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣Ah−1/2

∫ −ih

Φp

∂

∂p

(
exp

iφ

h

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣iA
√

h

[
1

Φp

exp

(
iΦp

h

)]
−

∫
exp

(
iΦ

h

)
∂

∂p

(
1

Φp

)
dp

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣O(h−2δ)− iA

√
h

∫
exp

(
iΦ

h

)
∂

∂p

(
1

Φp

)
dp

∣∣∣∣ ,

donde Φ = px + S̃ y Φp = x − S̃p = x − X(α). Sabemos que Φp es de O(X),
a su vez X es de O((p − p0)

2) y este a su vez es de O(h1/2), con lo que queda
justificada la desigualdad anterior. Aśı si x−X0 ∼ h2/3, la función de Airy es de
O(h−1/6) que es mucho mayor que O(h−2δ), para δ < (1/3).

Para finalizar debemos mostrar que en la funcin de Airy el trmino principal
corresponde a la integral sobre el intervalo I1 = |y| < h−1/12+δ y que es posible
despreciar la integral sobre el intervalo I2 = |y| > h−1/12+δ;

Ai(x) =

∫ ∞

−∞
exp i(yx− y3

3
) dy =

∫

I1

exp i(yx− y3

3
) dy +

∫

I2

exp i(yx− y3

3
) dy.

por un argumento similar al usado anteriormente logramos acotar la integral sobre
I2.

EJEMPLO 7. Retomemos el Ejemplo 2 de la sección 3.5. La solución del sistema
hamiltoniano veńıa dada por





P = k + βα2

X =
1

2
t(k + βα2)−1/2 + α

;

en el momento t0 = 3k
√

3√
β

, para α0 =
√

k
2β

y p0 = 3k
2

tenemos el primer punto

focal. Por la transformada de Legendre tenemos:

S̃(p, t) = −2(p− k)3/2

3β1/2
− p1/2t

y

ϕ̃ =
ϕ0√
2βα

.

Por el operador canónico de Maslov, la solución ψ es de la forma:

F−h
p→xϕ̃ exp

iS̃

h
=

˜ϕ0(α)

2
√

βαπi
h−1/2

∫
exp

(
i(px + S̃)

h

)
dp
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Sea Φ(x, p, t) = px− 2(p−k)3/2

3β1/2 −p1/2t, las derivadas de Φ respecto a p vienen dadas
por: 




∂Φ

∂p
= x−X(α)

∂2Φ

∂p2
=
−(p− k)−1/2

2β1/2
+

p−3/2t

4

∂3Φ

∂p3
=

(p− k)−3/2

4β1/2
− 3p−5/2t

8

∂4Φ

∂p4
=

15p−7/2t

16
− 3(p− k)−5/2

8β1/2

,

tengamos en cuenta que la segunda y la tercera derivadas de Φ respecto a p se
anulan cuando p = p0 y t = t0.

Desarrollando en su serie de Taylor a Φ con centro en p0 y haciendo z = (p−p0)
obtenemos:

Φ(x, z, t) = a4(t, x) + a3(t, x)z + a2(t)z
2 + a1(t)z

3 + a0(t)z
4 + O(z5),

donde 



a0(t) =
1

24

∂4Φ

∂p4

∣∣∣∣
p=p0

a1(t) =
1

6

∂3Φ

∂p3

∣∣∣∣
p=p0

a2(t) =
1

2

∂2Φ

∂p2

∣∣∣∣
p=p0

a3(t) =
∂Φ

∂p

∣∣∣∣
p=p0

= x−X(α0) = x−X0

a4(t) = Φ|p=p0

Aplicando la transformación z = z′−α, con α = a1(t)
4a0(t)

, que nos sirve para eliminar
el término cúbico, expresamos Φ de la siguiente forma:

Φ(x, z, t) = b0(t)z
′4 + b1(t)z

′2 + b2(t, x)z′ + b3(t, x) + O(z′5),

donde 



b0 = a0

b1 = a2 − 3a2
1

8a0

b2 =
a3

1

8a2
0

− a1a2

2a0

+ a3

b3 =
15a4

1

64a3
0

+
a2

1a2

4a0

− a3a1

4a0

+ a4

Aśı, despreciando los términos de O(z′5) en la fase y los de O(z′) en la amplitud
ψ puede ser expresada como:

ψ =
ϕ0

2
√

iπβk
h−1/2 exp

(
ib3

h

) ∫
exp

(
i(b0z

′4 + b1z
′2 + b2z

′)
h

)
dz′.
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Al igual que en el caso anterior, para entender el comportamiento de ψ buscamos
expresarla en términos de una función especial, para este caso, la función de
Pearcey dada por la fórmula:

Pe(γ1, γ2) =

∫
exp

{
i

(
β4

8
− γ1

β2

2
+ γ2β

)}
dβ

Teniendo en cuenta que para cuando p = p0 y t = t0, b0 < 0, hacemos el cambio
de variables 




(−b0)z
′4

h
=

β4

8

z′ =
h1/4β

2−3/4(−b0)1/4

,

luego

ψ =
ϕ̃0(−b0)

−1/4 exp( ib3
h

)

21/4
h−1/4

∫
exp i

(
−β4

8
+

b1β
2

23/2(−b0)1/2h1/2
+

b2β

h3/423/4(−b0)1/4

)
dβ,

donde γ1 = b1/(2
3/2(−b0)

1/2), γ2 = b2/(2
3/4(−b0)

1/4) y aśı ψ se escribe en terminos
de la función de Pearcey :

ψ = Ah−3/4P̄ e(h−1/2γ1,−h−3/4γ2). (6.8)

Queremos que el argumento de la función de Pearcey sea de O(1), para esto
necesitamos que γ1 sea del O(h1/2) y por lo tanto (t − t0) ∼ h1/2 y γ2 sea de
O(h3/4), es decir (x−X0) ∼ h3/4, esto lo determinamos al desarrollar en su serie
de Taylor a γ1, con centro en t0 y γ2, con centro en X0, esto es





γ1(t) =
8a2a0 − 3a2

1

27/2(−a0)3/2

γ1(t) =

√
12(t−t0)

54k4β1/2 − 23(t−t0)2

324k5

27/2
( √

2
36k5/2β1/2 − 5

√
6(t−t0)

1296k7/2

)3/2

γ1(t) =




√
12(t−t0)

54k4β1/2 + O(t− t0)
2

27/2


 (

Cte(1 + (t− t0) + O(t− t0)
2)

)

γ1(t) ∼ O(t− t0)





γ2(t) = a3 +
a3

1

8a2
0

− a1a2

2a0

γ2(t) = (x−X0)−
(t−t0)2

36k4

2
(

−√2
36k5/2β1/2 + 5

√
6(t−t0)

1296k7/2

) +

(
−√6(t−t0)

18k5/2

)3

8
(

−√2
36k5/2β1/2 + 5

√
6(t−t0)

1296k7/2

)

γ2(t) = (x−X0) + O(t− t0)
2

γ2(t) ∼ (x−X0)
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Para mostrar que podemos truncar la serie de Taylor de Φ en los términos
de O(p5) para (t − t0) de O(h1/2) y (x − X0) de O(h3/4), analizamos sobre los
intervalors I1 = |p− p0| < h1/5, I2 = |p− p0| > h1/5. En I1 podemos despreciar
fácilmente los términos de O(p5), para ver que también lo podemos hacer en I2

acotamos a ψ sobre el intervalo I2:

ψ =
ϕ0

2
√

iπβα
h−1/2

∫
exp

(
i(px + S̃)

h

)
dp,

haciendo A = ϕ0

2
√

iπβα
, Φ = px + S̃, Φp = x−X(α) donde x−X(α) es de O(p3) y

p es de O(h3/5+3δ) tenemos:

∣∣∣∣Ah1/2

∫ −ih

Φp

∂

∂p

(
exp

iΦ

h

)
dp

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣Ah−1/10−3δ − iAh1/2

∫
exp

(
iΦ

h

)
∂

∂p

(
1

Φp

)
dp

∣∣∣∣ .

Como h−1/10−3δ ¿ h−1/4, para δ < 1/20 el término prinicipal de la asintótica
para ψ es como en la ecuación (6.8).
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6.5. ANEXO

Presentamos a continuación un modelo de programa para plataforma MAT-
LAB7 que sirve para visualizar la dinámica de variedades lagrangianas. Se puede
modificar variando el sistema hamiltoniano correspondiente. El Programa 2 como
lo llamamos se refiere justamente al ejemplo 2 de la sección 3.5, solo se ejecuta
dentro del MATLAB . La programación se da a continuación:

disp(’PROGRAMA DEL EJEMPLO 2’);
k=input(́Ingrese el valor de la constante k ’);
b=input(́Ingrese el valor de la constante B ’);
t1=input(́Ingrese el valor t inicial ’);
t2=input(́Ingrese el valor t final ’);
a1=input(́Ingrese el valor a inicial ’);
a2=input(́Ingrese el valor a final ’);
disp(’Variedad lagrangiana inicial con a variando y con t=’);
disp(t1);
a=a1:0.005:a2;
t=t1:0.005:t2;
P1=Pej2V(a,b,k);
X1=Xej2V(t1,a,P1);
plot(X1,P1);
title(’Grafica de Variedades Lagrangianas’);
xlabel(’X’);
ylabel(’P’);
axis([-2,5,0,8]);
hold on;
al=0;
f=input(’Pulse 5 para continuar’);
for i=1:8 disp(’Paso’);
disp(i);
disp(’Grafico con t variando y con a=’);
disp(al);
P2=Pej2F(al,b,k);
X2=Xej2F(t,al,P2);
plot(X2,P2);
al=al+0.2;
f=input(’Pulse 5 para continuar’);
end disp(’Variedad lagrangiana final con a variando y con t=’);
disp(t2);
P10=Pej2V(a,b,k);
X10=Xej2V(t2,a,P10);
plot(X10,P10,’r’);
Debe tener en cuenta que debe previamente formar los ficheros para las fun-

ciones Pej2 y Xej2.
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