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Capitulo 1

Introduccion

Los condensados (parametros de orden) juegan un papel muy importante
en la fisica de particulas elementales. Un condensado es el valor esperado
(no cero) de un campo escalar en el vacio. En el modelo estandar de fisica
de particulas, el condensado de Higgs (0|¢|0) es responsable de generar la
masa de las particulas elementales de una manera invariante de norma que
preserva la renormalizabilidad del modelo. La masa generada de esta manera
explica aproximadamente sélo 2 % de la masa observada en el universo visible.
El resto de la masa se debe en si a los protones y neutrones residentes en
los atomos que permean el mundo luminoso. Esos nucleones estan hechos
de quarks, cuya masa libre o de “corriente” es de unos cuantos MeV . Sin
embargo, éstos se ligan mediante la interaccién fuerte de la Cromodinamica
Cudntica (QCD) para formar los nucleones que pesan casi 1000 MeV. De
este modo, la mayor parte de la masa visible puede atribuirse a QCD. La
manera en que esto sucede es similar al mecanismo de Higgs. Un campo
escalar obtiene un valor de expectacion no nulo en el vacio. Cuando los quarks
viajan a través del medio permeado por el condensado, adquieren una masa
“constituyente” muy grande, del orden de 300 MeV. Los calculos tedricos
revelan que incluso si las masas corrientes de los quarks fueran cero, aun
asi los quarks adquieren casi toda su masa constituyente [1]. La simetria que
distingue entre los fermiones masivos y no masivos es la llamada simetria
quiral. Asi que en QC D, la simetria quiral se rompe mediante la formacién de
un condensado quiral. Sin embargo, contrario al Higgs del Modelo Estandar,
el campo escalar que adquiere un valor del condensado no nulo en QCD es
un compuesto. Esta hecho de campos de quark y antiquark. Se define como
< 0|qq|0 > y se llama condensado de quark quiral.



En esta tesis estudiamos la generacion de masas para fermiones debida
a la presencia de campos magnéticos externos. Este tema ha sido estudiado
extensamente en la literatura y continta siendo un tépico de investigacién
muy popular. Al respecto, la catdlisis magnética fue descubierta por Miransky
et. al. en [2] y Leung et. al. en [3]. En este fendmeno, ain si comenzamos con
fermiones no masivos en el Lagrangiano, en presencia de campos magnéticos
suficientemente fuertes, los fermiones y anti-fermiones forman condensados
incluso al valor més débil del acoplamiento electromagnético y generan sus
masas. Esto en la Generacidn Dindmica de Masas (GDM).

En un trabajo separado, usando el método del tiempo propio del Schwin-
ger, Miransky et. al., [4], calcularon también el condensado cuyo origen es no
dindmico. Como era de esperarse, este condensado es una funcién de la masa
desnuda y se anula a medida que ésta tiende a cero. Su trabajo se basa en
suponer que el campo magnético externo es muy intenso. En este régimen,
el nivel méas bajo de Landau es dominante y uno puede despreciar la contri-
bucién de otros niveles. Nuestro trabajo en esta tesis no recurre a ninguna
suposicién de este estilo. Esta es la razon por la que somos capaces de deducir
el condensado como una suma sobre los infinitos niveles de Landau. En la
aproximacion del nivel mas bajo de Landau, recuperamos los resultados de
Miransky et. al. La formacione de los condensados en la presencia de campos
magnéticos puede tener relevancia en la transicién de fase electrodébil [5].

En el mismo trabajo, Miransky et. al. también calculan el condensado en
(2+1)-dimensiones, bajo la misma suposicion. Independientemente, el mismo
condensado fue evaluado por A. Das en [6]. Este calculo se basa en resolver la
ecuacién de Dirac en presencia de un campo magnético constante de fondo,
cuantizar los campos fermiénicos y obtener el condensado de primeros princi-
pios. En esta tesis empleamos este método para evaluar el condensado en va-
rios Lagrangianos invariantes y variantes bajo paridad en (2+1)-dimensiones.
Todos los resultados para Lagrangianos que violan paridad presentados en
esta tesis son originales. Los resultados para el Lagrangiano invariante bajo
paridad concuerdan con los de A. Das.

Una variedad caleidoscépica de Lagrangianos (241)-dimensionales refleja
la riqueza de la estructura de las teorias planares. Estos Lagrangianos son
relevantes tanto en estudios de modelos de juguete de interés en la fisica de
altas energias o en aplicaciones practicas en la fisica de la materia condensada.

El Lagrangiano invariante bajo paridad ha sido estudiado extensamente
para la generacion dinamica de masas para fermiones en presencia y ausencia
de campos magnéticos. Estos estudios se llevan a cabo usando (i) ecuaciones
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de Schwinger-Dyson (ESD) [8], (ii) el método de tiempo propio de Schwinger
y otras técnicas [2, 3, 4, 7], y (iii) simulaciones de lattice [9]. Estos estudios
pueden servir como campo de pruebas para los formalismos adoptados en
diferentes esquemas.

En materia condensada, Se ha sugerido que QQ ED3 es la teoria que refleja
fuertemente a la teoria que describe la transicion superconductor-aislante a
T = 0 y la fase de pseudo-brecha en cupratos dopados débilmente. Aparen-
temente existe una simetria quiral a energias suficientemente bajas en los
superconductores estandar de onda-d. La destruccién de la fase supercon-
ductora, que lleva a la aparicién del anti-ferromagnetismo, corresponde al
rompimiento espontaneo de esta simetria quiral. Este mecanismo de ruptu-
ra espontanea de simetria quiral, se ha visto, es formalmente andlogo a la
generacién dindmica de masas en QED3 [10], ver Fig 1.1, [11]
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X

Fig. 1.1: Diagrama de fase esquemdtico de un cuprato superconductor. Se cree que
QED3 es la teoria efectiva gobernando la fisica en la pseudo-brecha. Esta reemplaza
al liquido de Fermi cuando las temperaturas se reducen debajo de cierto valor T*.
También describe la transicion del estado superconductor quiralmente simétrico a
la fase quiralmente asimétrica de un antiferromagneto cuando el dopaje de hoyos
se reduce gradualmente.

Asi mismo, la versién que viola paridad de QE D3, llamada 7—QFE D3, se
ha propuesto como un modelo para describir la superconductividad a alta



temperatura [12]. Estos estudios parten de la analogia formal que existe en
la aparicion de la fase superconductora en —QFE D3 y la generacion dindmica
de masas a temperatura finita en su contraparte ordinaria.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera: En el Capitulo 2 re-
cordamos el comportamiento de una particula cargada en presencia de un
campo magnético en la mecanica clasica. Enseguida estudiamos a la misma
particula desde la mecénica cudntica mediante la ecuaciéon de Schrodinger.
Como un ejemplo simple hacia la dindmica relativista, estudiamos la solucién
a la Ecuacién de Klein-Gordon en presencia de un campo magnético cons-
tante de fondo. En el Capitulo 3, realizamos el estudio anterior ahora para la
ecuacion de Dirac. En el Capitulo 4, abordamos los sistemas planares. Discu-
timos en detalle las peculiaridades de estos sistemas en cuanto a sus simetrias
y la riqueza de su estructura, que permiten formular varios Lagrangianos que
violan o respetan Paridad. En el Capitulo 5, resolvemos la ecuacion de Dirac
en (2+1)-dimensiones para varios Lagrangianos en presencia de un campo
mangnético constante. El Capitulo 6 esta dedicado al calculo del condensado
fermidnico para sistemas en (3+1) y (2+1) dimensiones. Presentamos varios
resultados nuevos y hacemos conexion con aquellos ya conocidos cuando es
posible. Finalmente, en el Capitulo 7 presentamos nuestras conclusiones.



Capitulo 2

Formalismo Clasico y Cuantico

En este capitulo estudiaremos los aspectos basicos del movimiento de
una particula cargada en presencia de un campo magnético constante de
fondo. Comenzaremos revisando las generalidades del formalismo clasico y
posteriormente estudiaremos la dinamica de una particula cuantica cargada
en presencia de este campo clasico.

2.1. Particula Clasica

El movimiento de una particula con carga —e ' moviéndose en un campo
electromagnético esta descrito por la fuerza de Lorentz

p = —e(E(r,t) + v(r) x B(r,t)),

donde los vectores r, v, p, E y B son, respectivamente, el vector de posicién,
velocidad y momento lineal de la particula, y los campos eléctrico y magnético
y el punto denota, como es usual, la derivada con respecto al tiempo.

Si ahora consideramos el caso de una carga puntual no relativista en
presencia de un campo magnético inicamente (E = 0), tenemos que la fuerza
de Lorentz toma la siguiente forma :

mv =—ev x B, (2.1)

donde m es la masa de la particula. Consideramos a la velocidad y al campo
magnético orientados de la siguiente manera

vV =i+ v,j+ vk, B=-Bk.

'El electrén tiene carga —e.



Entonces, los componentes vectoriales de la fuerza de Lorentz son :

(vxB), = —Buy,,
(vxB), = Bu,,
(vxB), = 0.

Sustituyendo estas expresiones en (2.1), obtenemos el siguiente conjunto de
ecuaciones

mi, = eBuv,,
mv, = —eBu,,
mv, = 0. (2.2)

De la ultima relacién, podemos ver que no hay fuerza en la direccion del
campo magnético. Analicemos ahora las ecuaciones restantes. Si tomamos la
segunda derivada de ellas, obtenemos las siguientes expresiones

B\? B\?
i)m+<e—) v, =0, i)y—i-(e—) vy, =0.
m m

Uno puede escoger las condiciones iniciales de forma tal que la solucién se
pueda escribir como :

) =vsen (S2) e, o) = veos (221,

m m

Integrando estas expresiones, podemos ver facilmente que las coordenadas
que describen el movimiento de la particula son :

vm

eB
x(t) = ——p o8 (E) t+
y(t) = U sen (é) t+yo -
eB m

Estas ecuaciones paramétricas describen un circulo con centro en (zg, o)
y radio r = vm/eB, el cual sélo necesita de condiciones iniciales para ser
determinado. A la cantidad wp = eB/m se le llama frecuencia de ciclotrén y
sus unidades son de s7!. Esta wp depende tinicamente de e, m y B, no de v.
A r se le llama radio de Larmor o de giro y éste depende sélo del momento de



la particula. Podemos ver entonces que todas las particulas (no relativistas)
con el mismo cociente e/m tienen la misma frecuencia ciclotrénica wg y que
a distintas energias, la particula tiene radios de Larmor r distintos.

Analicemos ahora el caso relativista. Sabemos que en relatividad especial
el momento lineal esta dado por

p = moyv con v=(1- vz)_% ,

donde mg es la masa en reposo de la particula y v = |v|. Si resolvemos
la ecuacion (2.1) con los mismos razonamientos que usamos anteriormente,
llegamos a las siguientes expresiones

, eBuv,
Uy =
mo7y
. eBuv,
v, = — ,
mo7y
v, = 0. (2.3)

Este conjunto de ecuaciones que hemos obtenido para el caso relativista, son
iguales (salvo por un factor) al conjunto de ecuaciones (2.2) que obtuvimos
para el caso clasico, por lo que sus soluciones son también formalmente iguales
y para condiciones iniciales similares tenemos

n(t) = vsen (21,

moy
B
vy(t) = wcos (6—)15,
mo7y
VMY eB
) = — t
x(t) g O (mo”Y) + 9 ,
VMY eB
t) = — |t . 2.4
o) = T Tsen (2 ) (2.4)

Podemos entonces concluir que la dinamica de una particula en este campo
magnético puede calcularse como si esta no fuera relativista, ya que lo tnico
que varia es su masa, la cual es mas grande por el factor relativista ~.

En la siguiente seccién estudiaremos la dinamica de una particula cuanti-
ca cargada en presencia de un campo magnético constante de fondo. Nos
enfocamos en el caso no relativista descrito por la ecuacién de Schrodinger.



2.2. Ecuacién de Schrodinger

El Hamiltoniano para una particula cargada en un campo magnético tiene
la siguiente forma :

1 2
H=— A
2m(p+e )’

donde hemos utilizado la prescripcion de la sustitucion minima p — p + eA
para incorporar los efectos del campo en una manera invariante de norma
a través del potencial vectorial A. El potencial que describe a un campo
magnético uniforme en la direccién negativa de z puede escribirse de muchas
formas. Nosotros elegimos trabajar en la norma de Landau, donde éste es

A=—-zBj.
Podemos verificar facilmente que
B=V xA=-Bk.

Para esta eleccién del potencial, el operador Hamiltoniano adquiere la forma
siguiente
~ 1 2, D3 D2
H=—(p, —eBx - =
2m Py )y 2m + 2m

(2.5)

Queremos entonces resolver la ecuacion de Schrodinger independiente del
tiempo,

~

Hy(z,y,2z) = Ed(z,y,2) .
Observando el hecho que
[H,p,) = [H,p:] =0, (2.6)
vamos a proponer una solucién ¥ (x,y, z) que cumpla con lo siguiente :
= Debe ser el producto de dos funciones.

s Una de estas funciones sera la de particula libre en las coordenadas y
y z, de acuerdo a la relacién (2.6).

» La otra serd una funcién y(x) que nos describa el movimiento en la
coordenada z.

10



Entonces, nuestra solucion se puede escribir como

Y(,y, 2) = PPN (z) (2.7)

Notamos que p, y p. pueden adquirir todos los valores reales posibles y dado
que p, = muv,, la velocidad de la particula a lo largo de la direccion del campo
puede tomar un valor real arbitrario no cuantizado. Sustituyendo la expresion
para la funcién de onda dada en (2.7) y el Hamiltoniano en (2.5), la ecuacién
de Schrodinger se vuelve :

1 2 1 d2 p2
— —eBr)' — ——+ -2 —F =0.
{Qm (b, = eB) 2mdx?  2m x(@)
Tomando
Tr=x— Py r—x wp = ﬁ
- cB = 0 y B — m )
esta ecuacion se simplifica como
1 & mwy o, p
s T = —F ) =10 2.8
[ omdr 2 ¢ Tom (@) =0, (28)

donde wp es la frecuencia ciclotrénica de la seccién anterior correspondiente
a las drbitas circulares clasicas de una particula de masa m y carga e bajo un
campo uniforme B. La ecuacién (2.8) describe el movimiento de un oscilador
armonico cuantico unidimensional con frecuencia wpg, cuyas soluciones son
de la forma

eB\'* 1 P eB (. p 2
T) = = S - B (w_e )
X”(x> — I(napa I’) ( T ) ,—2nn']in (\/ €B ([1}‘ _eB>) e 2 B ,

donde H,(p,x) son los polinomios de Hermite asociados que se obtienen a
través de la generatriz

H,(z) = (—1)e™* <%)26—f2 .

Los niveles de energia correspondientes estan dados por

1\ eB 2
En:<n+—)€—+pz donde n=0,1,2,---.  (2.9)

2) m 2m
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Figura 2.1: Niveles de Landau.

FEstos niveles de energia son llamados niveles de Landau [13], que se ilus-
tran en la Figura (2.1). Notemos que para los niveles de Landau habrd una
degeneracion, puesto que diferentes valores permitidos para p, correspon-
den al mismo valor de energia, que es independiente de esta componente del
momento de la particula.

Suponemos ahora que la longitud del sistema en la direccién y es L,. Si
imponemos condiciones de frontera periddicas en esta direccion, tenemos que

U(y) =y +Ly) -
Por lo tanto, los valores permitidos para p, estan dados por la relacion

2mn

donde ny,=0,1,2,---,

Y

lo que impone una restriccion para xg, dada por

2mn,
To = .
*" eBIL,
Si imponemos ademads que
0 S Zo S Lx )

donde L, es la longitud del sistema en la direccion x, para que todos los
electrones estén girando dentro del sistema, debemos tener que :

12



- eBL,L,
- 27
Este es el nimero maximo de electrones que pueden estar en un nivel de Lan-
dau dado. Este resultado es de suma importancia en el estudio de sistemas de
Materia Condensada, particularmente en el efecto Hall cuantico, donde, bajo
ciertas condiciones y a bajas temperaturas, la conductividad y resistividad
eléctricas de un sistema bidimensional de electrones sujeto a la accién de un
campo magnético perpendicular a la muestra se cuantizan conforme se incre-
menta la intensidad del campo. Cada nivel en esta cuantizacion corresponde
a un nivel de Landau completamente lleno.

Finalmente, consideraremos el caso de una particula cuantica relativista,
estudiando la ecuacion de Klein-Gordon en presencia de un campo magnético
en la siguiente seccion.

Ny = Nnaz -

2.3. Ecuacion de Klein-Gordon

Sabemos que la ecuacién de Schrodinger es valida solo para particulas
cuya velocidad es mucho menor que la velocidad de la luz. Esta ecuacién
no es invariante bajo transformaciones de Lorentz. Para particulas cuanticas
relativistas sin espin, la ecuacién invariante de Lorentz es la llamada ecuacién
de Klein-Gordon, la cual la podemos escribir de la siguiente manera :

82 2 2
(—@w —m>¢(ﬁt) _ 0,

o, en térmimos del operador D’ Alambertiano (12, ésta se escribe como
(O*+m?)o(F,t) = 0. (2.10)

Consideremos ahora el movimiento de una particula cuantica relativista
cargada en el campo magnético de fondo que hemos considerado hasta ahora,
basados en la Ref. [14]. Siguiendo la prescripcién de la sustitucién minima,

0y = 0, —ieA,
en (2.10), tenemos
(07 — 2ieA"d,, — ie(0,A") — e2A* +m?) ¢ =0 .

13



Sustituyendo ahora A, = —xB y el resto de las componentes de A, nulas, la
ecuacién de Klein-Gordon toma la forma

0
(52 + QiexBa— + 22’ B? + m2) $=0.
Yy
Buscamos soluciones de la forma
ng(F, t) — e—iEt"l‘ipyy“l"ipsz(x) ’

donde f(z) satisface

d2

<E2 —m?—p2+ =i 62321'2) f(z)=0. (2.11)
x

Aqui, hemos usado el cambio de variable T = z — p,/eB. Esta tltima rela-

cién nos describe nuevamente a un oscilador armoénico unidimensional. Sus

eigenenergias F, y eigenfunciones f, estan dadas respectivamente, por

1
E? =m?+ p?+ 2eB <n + 5) (2.12)

pior =t = () g (B (o= )8
(2.13)

Observemos que el espectro de energia es diferente en el caso no relativista
dado en la ecuacién (2.9). En el caso no relativista, para campos magnéticos
muy intensos, los niveles de energia varian linealmente con el campo, mientras
que en este caso la variaciéon es con la raiz cuadrada de la intensidad del
campo.

De esta manera concluimos nuestra revision sobre las bases para la des-
cripcion de fermiones en campos magnéticos. A continuacion, describiremos
a los fermiones en un campo de fonde desde la teoria de Dirac.
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Capitulo 3

Fermiones Relativistas en (3 +1)
Dimensiones

En este capitulo estudiaremos el comportamiento de los fermiones, es decir,
de las particulas cargadas con espin-1/2 en presencia de campos magnéti-
cos uniformes. Como los fermiones satisfacen la ecuacién de Dirac, entonces
necesitamos resolver dicha ecuacién con un campo magnético constante.

3.1. Ecuacién de Dirac
La ecuacion de Dirac en presencia de un campo magnético se escribe como
(iv"0, + ey Ay —m)p =0,
donde las matrices v* satisfacen el dlgebra de Clifford
{797 = 29"
Uno puede escoger cualquier representacion conveniente de las matrices y*.

Como nos interesa hacer una conexién directa entre las soluciones en (3 + 1)
y (2 + 1) dimensiones, es recomendable entonces usar

0 _ 03 0
v o (0 —0'3)
|

) | (3.1)



donde 7 representa las matrices v' y 2. Andlogamente, & representa a las
matrices o, y 9. El hecho de que las primeras tres matrices v, es decir, 7Y,
v v 4% estdn en forma de bloques diagonales, nos hard més facil la tarea de
comparar los casos (34 1) y (24 1) dimensionales.

Las propiedades de las soluciones a la ecuacion de Dirac en presencia de un
campo magnético constante de fondo han sido estudiadas en la Ref. [15] uti-
lizando A, = (0, —yB, 0, 0). Nosotros, de manera independiente y en acuerdo
a nuestras convenciones, seleccionamos A, = (0,0, x5, 0) ! v tomamos

Ya
V= :
(0

entonces, tenemos las siguientes ecuaciones por resolver

(iagg — Ul2 + 10y (zg + eBz) — m) g = Q@DB

ot ox oy 0z
G g 0 0
(—ZUga—FUl%—ZO’Q <Za—y+€B$) —m) ¢A = &wB .

Basandonos en nuestra experiencia anterior, podemos proponer una so-
lucién de la forma

U(w,y, 2,1) = e EEIRTER Y ()

Usando nuevamente el cambio de variable z = x —p, /eB, es facil ver que las
derivadas involucradas en nuestro calculo toman la siguiente forma

0
0y — 10y — exB — T eBzx
0
Oy + 10, + exB — — +eBx
0T
@ - —iF .
Ademas, si escribimos a ©4 y g en términos de sus componentes
i P
TPA - TPB = ’
Wy vy

1A, = A2 = —A, = —zB.
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tenemos entonces el siguiente conjunto de ecuaciones
A 9 - . B
(E—m)Yy — | == —eBz |5 = ip,y
oz
A 9 - . B
(E + m)wz + % + eBzx wl = —sz¢2

0
(4wt - (=)o = -ip.of

(E —m)ypy + (% + eBa:) WP = ipay

En forma compacta, podemos escribir este sistema como

9 .
(B Fm)yiy” - <% - eBx) Uy = Fipary

0
(EFm)ys + (8—x + eB:z) Uiyt = dipayy (3.2)

Proponemos ahora con las soluciones de la forma

¢i4 = C{LA ](n,p,x) w?ICSA [(n—l,p,x)

¢1B = {LB ](n7p7x) wZB: SB ](n—l,p,x),

donde las funciones I(n, p, x) son, como hemos visto antes,

I<n,p,x>:($)w L (Ve (o 1)) Bl

2nn) eB

Estas funciones satisfacen las siguientes relaciones de recurrencia

((% - eB:L") I(n—1,p,z) = —V2neBI(n,p,x)

(% + eBx) I(n,p,x) = V2neBI(n—1,p,x) . (3.3)

Sustituyendo (3.3) en (3.2) y usando la relacién dada anteriormente, obtene-
mos un conjunto de ecuaciones para los coeficientes involucrados. En forma
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matricial, estas ecuaciones se pueden escribir como

vV2neB P, 0 E,+m i

E,—m 0 —ip,  V2neB N
=0. (3.4)

ip, V2neB E,+m 0 B

0 E,—m 2neB  —ip, 2B

Para que este conjunto de ecuaciones tenga solucion, pedimos que su deter-
minante sea igual a cero. Esto resulta en la expresion

E? =m® + 2eBn + p? . (3.5)

En el caso de las soluciones con energia negativa, las ecuaciones correspon-
dientes adquieren la siguiente forma

V2neB —ip, 0 —E,+m ™

—E, —m 0 P vV2neB N
=0 (3.6)

—ip, V2neB —E,+m 0 B

0 —-E,—m V2neB P, 2B

Nuevamente la existencia de solucion requiere la expresion correcta de la
energia relativista en presencia de un campo magnético constante dada en
(3.5). Para los coeficientes relacionados con las soluciones de energia positiva
tenemos

ta=En+m 54 =0 1B = —iD= 5p = —V2eBn, (3.7)

Ciy=0 Cyy=E,+m Clg = —V2eDBn Cyy = —ip., (3.8)
mientras que para las soluciones de energia negativa tenemos
=—E+m oq =0 Cly = ip. o = —V2eBn, (3.9)
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Usando las relaciones (3.7) y (3.8), podemos escribir las soluciones de energia
positiva como

0

—V2neBI(n,p, )

¢P — Nne—i(lEn\t—py)

(1En| +m)I(n =1, p,x)
([En| +m)I(n,p, x)

—V2neBI(n —1,p,z)
WP = N,e i(IEnlt=pv) , (3.11)
_ipz](n7p7 .fl}')
0

mientras que para las soluciones de energia negativa usamos (3.9), (3.10) y
obtenemos

0

sz[(n - 1ap> l’)

—V2neBI(n,p,x)

w{\f — Nnei(lEnlt—py)

(1En| +m)I(n =1, p,x)

(1En| +m)I(n, p,x)

—V2neBI(n —1,p,z)
Y = N, el1Bnli=rv) , (3.12)
ip.I(n,p, )
0
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donde

|E,] = \/2eBn +m? + p?
1

(3.13)

Por consistencia de la interpretacion de las soluciones, requerimos
Iln=-1,p,x)=0.
Si ahora tomamos p, = 0 en (3.11) obtenemos

0
0
wf = Nne—i(\En\t—py) :

—V2neBI(n,p, )

(|[E.| +m)I(n—1,p,x)

(|En| +m)I(n,p,x)
—V2neBI(n—1,p,z)

0

WF = Nye iBalt—py

0
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De manera analoga, si p, = 0 en (3.12) obtenemos

0

0

—V2neBI(n,p,x)

(|IE.] +m)I(n—1,p,x)

¢{V = N, e/Enlt=ry)

(|En| +m)I(n,p,x)
—V2neBI(n—1,p, )

0

AN N, el Enlt=py)

0

El limite p, = 0 nos ayudara a comparar estas soluciones con las de la ecua-
cion de Dirac en el plano que obtendremos en el préximo capitulo. Mientras
tanto, en la siguiente secciéon damos una interpretacion al espin en las solu-
ciones correspondientes al nivel mas bajo de Landau.

3.2. Interpretacién: Niveles de Landau y Espin

En el nivel méas bajo de Landau, n = 0, tenemos wf N = 0 trivialmente.
Ademas

(1Eo| +m)
0

PN~ Ny 1(0, p, z) eFi(Foli=py)

Fip.
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Si definimos el siguiente operador de proyeccion de espin

G- 0

b
I
|

5.

N | —

0 &9

y sin pérdida de generalidad tomamos la direccion del movimiento de la
particula a lo largo del eje z, entonces tenemos que

PN 1 (o 0
(Z'P)z:§
0 03

Vemos que para n = 0,
S 1
E- P = 4o,

Por lo tanto, concluimos que las particulas y anti-particulas de espin en la
direccién opuesta a su direccion de momentum no se encuentran en el nivel
mas bajo de Landau. Las particulas y anti-particulas de espin a lo largo de su
momentum si se encuentran en el nivel mas bajo de Landau. No hay ninguna
restriccion parecida en otros niveles de Landau, pues la interpretacén del
espin de la particula se vuelve més intrincada.

Hasta aqui llega nuestro nuestro estudio sobre los fermiones relativistas en
campos magnéticos en (3 + 1) dimensiones. Antes de iniciar nuestro estudio
sobre fermiones relativistas en (2 + 1) dimensiones, con todas sus peculiari-
dades, es conveniente hacer una pausa para estudiar la teoria Lagrangiana de
QED4 y QED3, la cual nos dard las herramientas necesarias para analizar
y entender a los fermiones planares.
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Capitulo 4

El Plano y Sus Peculiaridades

En este capitulo revisaremos las propiedades basicas de las transforma-
ciones de quiralidad y paridad. Estudiaremos dichas transformaciones en los
espacios (34+1) y (2+1) dimensiones y veremos que los Lagrangianos planares
se comportan de una manera peculiar. Esto nos permite inferir una riqueza
adicional de estos Lagrangianos.

4.1. (34 1) Dimensiones

En esta seccién, veremos cémo se modifica el Lagrangiano de QFED en (3+1)
dimensiones bajo tansformaciones quirales y de paridad.

4.1.1. Lagrangiano de Dirac

En el Lagrangiano fermiénico
Lpirac =0 (i@ —m) . (4.1)

Como hemos comentado anteriormente, existen varias representaciones equi-
valentes de estas 4 matrices, cuya dimensionalidad mas baja es de 4 x 4. A
continuacion estudiaremos las simetrias de quiralidad y de paridad en Q E D4.

Simetria Quiral

Definimos la matriz v° como

v ="
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la cual tiene las siguientes propiedades

(")'=+" )= =0,
Es facil ver que podemos construir una corriente
#° = Bty
que satisface
D j"° = 2imapy°1)
Por lo tanto, esta corriente es una cantidad conservada para m = 0. Esto

es una consecuencia directa de la llamada transformacion quiral del campo
fermidnico definida como )

b — e
El Lagrangiano de Dirac es invariante ante la transformacién quiral sélo para
fermiones no masivos. Para fermiones masivos, en cambio, esta transforma-
cién no es una simetria. Por lo tanto, la generacion de masa para fermiones
esta directamente relacionada con el rompimiento de la simetria quiral.

Simetria de Paridad

La transformacion de paridad, también conocida como inversion espacial
esta dada por

2 1 0 0 0 0 2

xV 0 -1 0 0 a! —z!

2 | 71o o -1 o0 2 | T =22 | (4.2)
il 0O 0 0 -1 23 —3

En una forma compacta, esta transformacion se puede escribir como

! o 1/_ v
xt = gpa” = ANz,

donde A¥ es la matriz explicitamente mostrada en la transformacion.

Para ver como se transforma el Lagrangiano fermiénico dado en (4.1)
ante esta transformacién, primero debemos ver como se transforman las so-
luciones de la ecuacion de Dirac en nuestra representacién. Recordando que
la ecuacion de Dirac en la representacion de momentos se escribe como :

(Y'pp —m)u(p) =0,
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donde ~#p, = v°po — 7'p1 — VP2 — ¥Pps , con po = E,p1 = pae,p2 = Py ¥
ps = p.. Usando nuestra representacion dada en (3.1), obtenemos

o3E — ic'p, — ic?p, iIp,
( ilp, —03E +io'p, +i0’p, u(p) =0

Las soluciones asi encontradas son
V1(z) = uy(p)e ", Ya(z) = ua(p)e ™",

Y3(x) = vi(p)e!™, Ya(x) = va(p)e?™ |

donde uy, us, vy, v9 estan dadas por

1

—(ip=+py)
Pz

—(E+m)
ipz

(ipz+py)
Dz

—(E+m)
ipz

0

—(E+m)
ipz

(ipz—py)
iz
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—(E+m)
ipz

(ipx _py)
ipz

0
donde la constante de normalizacién N’ es :
N = pzN s

con

N=vE+m.

Con esta normalizacion tenemos ahora que las soluciones son

v = N 3
i(E+m)

(pz + ipy)
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i(E+m)
(pz + ipy)

Pz

0
Si ahora aplicamos nuestra transformacion de paridad
p= D

obtenemos
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0

0

0

0

0

0

1

Es facil ver que las soluciones cumplen las siguientes relaciones :

s Para u,

0
VU =

s Para us

0
U2 =

28
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i(E+m)

(p:c - ipy)

i(E+m)

Pz




s Para vy

1 0 0 0 D,
0 -1 0 O 0

7oy = = -,
0 0 =10 i(E+m)
0 0 0 1 (P2 +ipy)

s Para vs

1 0 0 0 i(E+m)
0 -1 0 0 || (+in)

70112 = = vgj .
0O 0 -1 0 D
0 0 0 1 0

Por lo que podemos decir que, salvo por un signo,

0 P
Yui=up oy yui=,

es decir, bajo una transformacién de Paridad, un espinor de Dirac esta re-
lacionado directamente con sigo mismo. Como veremos mas delante, esta
propiedad no se mantiene en el caso del plano.

Proseguimos nuestro estudio sobre el Lagrangiano de (Q D4 considerando
ahora al Lagrangiano de Maxwell.

4.1.2. Lagrangiano de Maxwell

Sabemos que las ecuaciones de Maxwell en términos del tensor electromagnéti-
co se escriben como :

OuF™ =j",  OFW L FN+ PN =0,

Introducimos ahora el potencial vectorial A* = (AO,X), a partir del cual
derivamos los campos F y B de las relaciones
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B=VxA, E=----VA®,

lo que implica que

Fr = 9rAY — 0V A* .
Ahora, el Lagangiano de Maxwell es

1
(4)£’Maxwell - _ZFMVFMV s (43)

y de él se obtienen las ecuaciones de Maxwell de las Ecuaciones de Euler-
Lagrage respectivas para A* y sus derivadas.

En la Teoria Cuantica, A" se identifica con la funcién de onda para el
fotén, la cual, de las ecuaciones de Maxwell, resulta una ecuacion de onda de
segundo orden

OA* — 9H(0,A") = jH .

El Lagrangiano de Maxwell posee una Simetria de Norma, es decir, bajo la
transformacién

AP = AP 4 9 A(z)

con A(x) una funcién escalar arbitraria de las coordenadas, el Lagrangiano
es invariante. Los alcances e importancia de esta simetria estan fuera de los
objetivos de estudio de este trabajo. Basta decir que dicha simetria permite
acoplar los Lagrangianos de Maxwell y Dirac mediante la sustitucion minima
pt — pt + eA" a través un término que describe las interacciones a nivel
fundamental, de modo que la estructura del Lagrangiano de QFE D4 es

LQED4 - LDiT’ac + LMa:cwell + £’Interacciones
- 1 Y _
= (P m) e~ P el A (4.4

Con esto concluimos nuestro estudio sobre la teoria Lagrangiana en QQ E D4.
Vayamos ahora al plano, donde veremos que algunas diferencias conceptua-
les en la transformacion de paridad, lo que nos permitira inferir una riqueza
estructural que no existe en QQEDA4.
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4.2. (2 4 1) Dimensiones

Ahora vamos a restringir la dinamica de fermiones y fotones a un plano, es
decir, ahora analizaremos Q£ D3. En este caso construiremos el Lagrangiano
mas general posible. Debemos enfatizar que la transformacion de paridad en
el plano es distinta a la del espacio:

» Paridad en el espacio consiste en cambiar el signo de las tres coor-
denas espaciales involucradas, es decir, que a cada transformacién le
asociamos un angulo distinto.

» Paridad en el plano corresponde a invertir sélo un eje espacial y no am-
bos, porque si invertimos ambos, tendremos una rotacion del plano por
un angulo 7, de modo que ésta pierde su cardcter de simetria discreta
y se vuelve una simetria continua [16, 17].

|

paridad convencional

VA2

paridad correcta
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Esta nueva definicion de paridad es la que nosotros utilizaremos, la cual
ilustramos en las figuras anteriores.

El resto de las simetrias discretas heredan su estructura del espacio al
plano. La tnica que debemos de redefinir es la transformacién de paridad
para que esta tenga su mismo caracter.

4.2.1. Lagrangiano de Dirac “Heredado”

Supongamos que el Lagrangiano de Dirac en (2+1)-dimensiones es funcio-
nalmente idéntico a (4.1),

G L pirac =0 (i@ —m) (4.5)

y consideremos la dimensionalidad mas baja para las matrices v*. En el
plano, la dimensionalidad maés baja es 2 X 2, por lo que las matrices de Pauli
pueden representar a las matrices de Dirac :

0 1_ 2 _ -
v =03, v =10y, v =109 .

Simetrias
Consideremos ahora las simetrias y asimetrias del Lagrangiano (4.5) [16, 17].
» Simetria Quiral : Es facil ver que si heredaramos la definicién de ~°,
P =in'ylyt =il

siendo proporcional a la identidad, parece que no tiene sentido hablar
de una definicién de la simetria quiral en esta representacion.

» Paridad : Bajo una transformaciéon de paridad
(t7 xvy>fp - (t7 -, y) )

es facil ver que

— A:P —
por lo que el término de masa, y consecuentemente el Lagrangiano, no
son invariantes bajo P.

Para restaurar las simetrias del Lagrangiano de Dirac en Q E D3, es necesario
considerar un campo fermiénico extra, como veremos enseguida.
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4.2.2. Lagrangiano de Dirac “Extendido”

Existen en el plano dos representaciones irreducibles de la dimensionalidad
mas baja para las matrices de Dirac. La segunda de ellas es :

P =0y, Y=oy, V= —ioy .
Si llamamos ¥4 al campo fermidnico de la primera representacion y ¢ g al de
la segunda, tenemos que el Lagrangiano extendido es

(3)£’Dirac = ,QEA (Z& - m) 'QDA + QZJB (Z@ + m) wB ’ (46)

donde las matrices v* pertenecen a la representacion A. A continuacién ve-
remos las simetrias de este Lagrangiano.

Simetrias
Las simetrias del Lagrangiano (4.6), siguiendo las referencias [16, 17] son :

s Simetria Quiral : Este Lagrangiano permite definir en realidad dos
tipos de transformaciénes quirales:

Ya—Yatavp , Yp—Yp—ayps y
g — Ya+iayp , Yp — Yp+iay,

que conducen, en el caso no masivo, a las siguientes corrientes quirales
conservadas :

gt = (ay" s —pyba) Yy g = (Way" s + Yy a) -
s Paridad : Bajo Paridad,
(Va)? — =iy e’ y o (¥B)” — —iy' e,

es decir, esta transformacién mezcla los espinores de ambas represen-
taciones. Este Lagrangiano es invariante bajo P.

La idea de extender el Lagrangiano de Dirac e incluir dos campos fer-
mionicos en la representacién irreducible tiene la gran ventaja de hacerlo
invariante bajo paridad y ademaés nos permite introducir dos tipos de trans-
formaciones quirales que en el caso no masivo son simetrias del Lagrangiano.
Sin embargo, uno puede simplificar y hacer més compacta la notacién consi-
derando espinores de cuatro componentes con una representacién reducible
para las matrices de Dirac, como veremos enseguida.
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4.2.3. Lagrangiano de Dirac “Reducible”

Podemos fusionar los espinores de dos componentes y asi podremos trabajar
con una representacién reducible, 4 x 4, de las matrices de Dirac. En este
caso uno puede trabajar con las matrices ordinarias de QQ £ D4 y trabajar con
el Lagrangiano (4.1). Sin embargo, debemos recordar que en el plano sélo
3 matrices de Dirac se necesitan para la dindmica. O sea, “sobra” ~3. Esto
implica que se pueden definir dos tipos de transformaciones quirales

b= Yy b=y (4.7)

lo que nos permite introducir dos tipos de masa para los fermiones

_ g _
mpdy o med S = medrd
Esto quiere decir que el Lagrangiano de Dirac “reducible” mas general es :
(3)LDirac = IE (Zﬁ —m — mTT> TP . (48>

Veamos las simetrias de este Lagrangiano, que son esencialmente las de los
términos de masa [17].

Simetrias

Para estudiar las simetrias de los términos de masa en (4.8), nos referimos a
ellos de la siguiente manera : al que acompana a la bilineal ¢ lo llamamos
“usual” y al que va con Y71 lo llamaremos 7.

w Simetria(s) Quiral(es) : El término usual no es invariante bajo las
transformaciones quirales (4.7), pero si lo es el término 7.

= Paridad : El término usual es invariante bajo Paridad, mientras que el
término 7 viola esta simetria.

En el Cuadro 4.1 se despliegan algunos ejemplos de sistemas fisicos y/o
problemas relacionados donde los Lagrangianos de Dirac planares se emplean
en su descripcion.

La importancia de conocer las simetrias de los términos de masa de los
Lagrangianos de Dirac heredado (4.5), extendido (4.6) y reducible (4.8), es
que en algunos casos, estas masas modifican al Lagrangiano de Maxwell en el
plano, pues inducen el llamado Término de Chern-Simons (TCS), y viceversa,
como veremos a continuacion.
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H Lagrangiano de Dirac ‘ Sistema Fisicos y/o Problemas Relacionados H

= Poliacetilenos unidimensionales [18]

= Anomalia de Paridad [19]

Heredado

» EHC sin Niveles de Landau [20]

» Ruptura Dindmica de Paridad [21]

» Quiralidad en (241)-dimensiones [17]
Extendido

= Problema de Espin-Paridad en D # 4 [22]

= Modelo de juguete para GDM en lattice y

ESD [8, 9]
= Cupratos superconductores de onda d [10]
' = Modelo de juguete de confinamiento [23]

Reducible

= Limite de alta temperatura de QFE D4 [24]
» Estados de densidad de onda d [25]
» Grafito en capas [26]

= Grafeno (caso no masivo) [27]

Cuadro 4.1: Ejemplos de sistemas fisicos y/o problemas relacionados donde
los Lagrangianos de Dirac planares se emplean en su descripcion.
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4.2.4. Lagrangiano de Maxwell

El Lagrangiano de Maxwell posee las mismas simetrias y estructura que su
contraparte en 4D. Sin embargo, como hemos visto, en (2 4+ 1)-dimensiones
existen términos de masa fermionicos que violan paridad, por lo que inducen
en el Lagrangiano un término adicional, llamado de Chern-Simons. Por su
estructura topoldgica, esta modificaciéon amerita ser tratada independiente-
mente, asi que consideraremos que el Lagrangiano de Maxwell queda intacto
y consideraremos separadamente el Lagrangiano de Chern-Simons.

4.2.5. Lagrangiano de Chern-Simons

Cuando acoplamos electrones con fotones en el plano, debido a que existen
términos de masa para los electrones que violan paridad, el Lagrangiano de
Maxwell se modifica, generando un término de Chern-Simons (TCS) !

v
LCS = ZE/»“’)‘AMFV)\ y

del cual especificaremos algunos aspectos relevantes y simetrias. Primero ve-
remos que bajo una transformacién de norma

A, — A, + 0N

este Lagrangiano cambia como
v VA
5£‘CS - ZGWAZ?“AF y

por lo que no es el Lagrangiano, sino la accién correspondiente, la que es inva-
riante bajo estas transformaciones. La siguiente observacion es que el término
¥ tiene unidades de masa, por lo que cuando consideramos los fotones de
Maxwell-Chern-Simons, i.e., fotones provenientes del Lagrangiano

L= LMa:cwell + £’C’S

éstos son masivos, de masa v/, de modo que el TCS actiia como un término
de masa invariante de norma para el fotén. La importancia de este término
en la fisica es basta, desde fenomenos de la Materia Condensada como la

'El lector interesado puede encontrar excelentes recuentos de las propiedades del TCS
en las Refs. [28, 29].
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Superconductividad de Alta-T,, pasando por el efecto Hall Cuantico frac-
cionario y los anyones, hasta gravedad cuantica y teoria de cuerdas. Hasta
aqui llega el estudio del TCS en esta tesis. No nos ocuparemos mas de él y
solo lo presentamos por completez de la exposicion.

Con este analisis que hemos hecho de QED4 y QFED3, donde hemos
enfatizado las diferencias que hay entre ellos y hemos obtenido de esto una
riqueza conceptual. Estamos ahora en posibilidad de hacer el analisis de los
fermiones cargados planares de manera mas precisa. Esto lo haremos en el
siguiente capitulo.
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Capitulo 5

Fermiones Relativistas en (2 + 1)
Dimensiones

En este capitulo, resolveremos la ecuacién de Dirac en (2+ 1) dimensiones
en presencia de un campo magnético constante. Usaremos los diferentes La-
grangianos correspondientes a las diferentes representacions de las matrices
~* que presentamos en el capitulo anterior.

5.1. Ecuacion de Dirac Irreducible

En (24 1) dimensiones, las representaciones irreducibles para las matrices ~*
es de dimensionalidad 2 x 2. Como existen dos representaciones inequivalentes
de éstas [16, 17], dadas por :

7 = O3
Y=oy
v = oy, (5.1)

donde o; son las matrices de Pauli, estudiaremos la dinamica de los fermiones
cargados en presencia de un campo magnético cosntante de fondo con cada
una de ellas. Recordando que la ecuacion de Dirac en la presencia del campo
magnético es

(17"Ou +ey" Ay —m) v =0, (5.2)

con A, = (0,0,zB,0), busquemos su solucién en cada representacion.
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Primera Representacion

Tomamos como primera representacion a la que llamaremos representacion
Aar’ =03, =i0; v 7? = ios. A la solucién v la podemos escribir en
términos de sus componentes como

Wit
0y

Sustituyendo (5.3) en (5.2) obtenemos

(5.3)

<
I

(—m +1i0)bi* — (0p — i0, — exB)Ys = 0

(0p + 10, + exB)Yit + (i0o + m)y = 0.
Anticipando una solucién del tipo de onda plana

Y(t, @ y) ~ p(a)e B

y usando la variable & = x — p/eB, las relaciones anteriores son ahora

(E—m)ydt = (% — eBx) 5
(E+m)ys = — (% - eB:E) e

Al desacoplar este sistema diferencial lineal para nuestras incégnitas, obte-
nemos un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden

(88—; — (eBz)* + (E* —m® + eB)) Yt = 0
(88—; — (eBz)? + (E? —m?* — 63)) vy = 0.

Aqui hemos usado el hecho de que
0 0 0?
— FeBr||(==+eBr| = (== —(eB7)*+eB| .
<8EZF6 :17) (8:2’ e x) (8:2’2 (eBx)"te )
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Podemos ver que el sistema de ecuaciones se reduce a un sistema de oscila-
dores arménicos desacoplados, por lo que es inmediato conocer sus energias.
Para ¢! su energfa estd dada por

EM = 4++/2eBn +m? ,

mientras que para 15 su energfa es

E*A = +\/2eB(n+ 1) +m?.

Podemos obtener dos soluciones independientes y si requerimos la ortogona-
lidad de éstas. Asi, las soluciones correspondientes se pueden escribir como

(1En| +m)I(n,p, )

7/’1]: — Nne—i(lEnIt—py)
—V2eBnl(n—1,p,z)
(5.4)
V2eBnl(n,—p,x)
WX — Nnei(\En\t—py)

(|E.] +m)I(n—1,—p, )

La primera corresponde a la solucién de fermion y la segunda a la solucion
de anti-fermion. I(n,p,z), N, y |E,| estdn dados por

|E,| = V2eBn+ m?

1
N, =
V2IE|(IE] +m)

Inp o) = (§)1/4 L (VeB (o - 2)) e o)

T 21

I(n=-1Lpaz) = 0, (5.5)

donde la ultima condicion asegura la interpretacion fisica correcta del nivel
mas bajo de Landau.
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Niveles de Landau

Veamos ahora que sucede en el nivel mas bajo de Landau. Si hacemos en
nuestras soluciones n = 0 tenemos que

B\" , B (s 2 )?
P = (67) pitmt—py)— 3 (2~ ) (é)

a - (2)

Esto quiere decir que en el nivel mas bajo de Landau, sélo encontramos al
fermidn, el anti-fermion no vive en el nivel base. Veamos ahora que obtenemos
para la segunda representacion.

Segunda Representacion

Para la segunda representacién a la que llamaremos B, tenemos que 7° = o3,
vt =01 y 4% = —ioy. Usamos nuevamente el hecho de que 1 la podemos

escribir como i
Yy

wB

2

Aplicando los pasos usados para la primera representacion, tenemos que las
ecuaciones obtenidas son

P =

<88_;_(Bx)2+(E2—m2—eB))¢lB = 0
(aﬁ—;—(Bz)2+(E2—m2+eB))¢2B = 0,

nuevamente del tipo oscilador arménico. Sus energias ahora son para ¥
B = 4+/2eBn +m? ,

y para ¢¥

E?8 = 4+,/2eB(n+1) +m2.
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Nuevamente como en el caso anterior, tenemos dos soluciones independientes
y si requerimos ortogonalidad éstas, tenemos ahora

—V2eBnl(n,p, )

wg — Nne—i(\En\t—py)
(|[E.| +m)I(n—1,p,x)
(5.6)
(1Bl +m)I(n, —p, )
YN = N, ' Enlt=ry)

V2eBnl(n—1,—p, )

La primera corresponde a la solucién de fermion y la segunda a la del anti-
fermién. Nuevamente

|E,| = V2eBn+ m?
1

~ VRIE(E +m)
tne) = ()" gt (B (o= ) 1)

™ Vv 2rn!
Iln=-1,p,z) = 0. (5.7)

n

Niveles de Landau

Veamos ahora que para estas soluciones en el nivel mas bajo de Landau. Con
n = 0 tenemos que las soluciones son

5= ()

1
eB\* i(mt—py)— B (2 )2 1
¢g e (7) e( t py) 2 ( +eB) ( 0 ) .

Ahora tenemos solo solucién para anti-fermién, es decir, el fermion no vive en
el nivel base. Esto es distinto a lo que obtuvimos en la primera representacion
donde tenfamos solucién de fermion. Recopilemos ahora toda la informacion
obtenida hasta el momento e intentemos dar una interpretacion fisica de estos
resultados :

42



= La soluciéon de la ecuacién de Dirac en un campo magnético con la
primera representacion de las matrices y* nos dice que en el nivel mas
bajo de Landau solo tenemos a fermiones. Es en los demas niveles donde
si encontramos a fermiones y anti-fermiones.

= La solucién de la ecuacién de Dirac en un campo magnético con la
segunda representacion de las matrices v* nos dice que en el nivel mas
bajo de Landau tenemos sélo a antifermiones. Es en los demas niveles
es donde encontramos a fermiones y a anti-fermiones.

Estudiaremos ahora la ecuacion de Dirac en campo magnético constante
de fondo con una representacion reducible de las matrices ~*.

5.2. Ecuacion de Dirac Reducible

Se sabe que si consideramos solo una de las representaciones irreducibles
de las matrices v*, el Lagrangiano no es invariante de paridad y tampoco
podemos definir una transformacion quiral. Por lo tanto, para incorporar
éstas dos simetrias en nuestro Lagrangiano, debemos de trabajar con las dos
representaciones irreducibles de v de manera simultanea, o equivalentemente
a esto, con una representacion reducible de v* de dimensionalidad 4 x 4. En
esta seccidén seguimos este segundo camino. Vamos a utilizar la siguiente

representacion :
o _ o3 0
v N < O —03 )

. (7 0
T "o =g

Hay que notar que esta representacién coincide con la representacion que
escogimos en el Capitulo 3 para el caso de (3 + 1)dimensiones. Dada esta
representacion de las matrices 7*, podemos calcular de manera sencilla los
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términos que estan involucrados en la ecuacion (5.2), a saber

- u . iagao —0-V 0
vy au - ( 0 —(iUgaO —0- V)

L B ixBoy 0
7= ( 0 —ixBag)

B ml 0
=0 omr )
Sustitiyendo esto en la ecuacién de Dirac, obtenemos
(-53 -V + iexBag + (iUg&o — m[)) IpA =
(=0 -V +iexBoy + (io300 + ml))yp = 0.

Es facil verificar que la primera de estas dos ecuaciones corresponde a la
ecuacién de Dirac para la representacién irreducible A y la segunda corres-
ponde a la representacion irreducible B. Esto nos permite escribir las cuatro
soluciones independientes como

(1Bl +m)I(n, p, )

—v2eBnl(n —1,p,x)

wg — Nne—i(lEnIt—py)

0

0

V2eBnl(n, —p, )
(|E.| +m)I(n—1,—p,z)

@bf\‘/ — Nnei(\En\t—py)

0

0

(5.9)

44



0
B = N, e (Enli=py)
—V2eBnl(n,p, )
0
0
WB = N,ellBnli=py) , (5.10)

([En| +m)I(n, —p, )

V2eBnl(n—1,—p, )

donde, exactamente como antes

|E,| = V2eBn+ m?
1

~ VRIE(E + m)
) = (L) om (VB (e 2)) AT

™ 2nn!

I(n=-1,p,z) = 0. (5.11)

n

Niveles de Landau

Ya que tenemos nuestras soluciones, analicemos sus expresiones en los dife-
rentes niveles de Landau. Para n # 0, los niveles de energia son doblemente
degenerados, mientras que para n = 0 los dos estados son no degenerados y
son de la forma

o O O
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— O O

1
Yy = (@) ) 6i(mt—Py)—%(m+£)2
™

0

Podemos ver entonces que en el nivel mas bajo de Landau tenemos solucién
de fermion y de anti-fermion. Esto es lo que fisicamente esperabamos encon-
trar. No existe razén alguna para suponer que los fermiones o anti-fermiones
tienen un papel preponderante respecto a sus contrapartes si una o la otra
representacion irreducible de las matrices v* se elige para describir su mo-
vimiento. En este sentido, es mejor trabajar siempre en una representacién
que contenga todo el espectro de soluciones a la ecuaciéon de Dirac, y no sélo
un sector.

Para finalizar nuestro capitulo, en la siguiente seccion aplicaremos este
mismo método para resolver ahora el caso donde aparece el término de masa
m., que viola paridad, a esta ecuacién la llamaremos ecuaciéon 7- Dirac

5.3. Ecuacion 7- Dirac

La descripcién de la dinamica de los fermiones de Dirac en la representacion
4 x 4 necesita solo de 3 matrices v*, que sin pérdida de generalidad podemos
elegir como {70, 4 72}. Existen entonces dos matrices v que conmutan con
éstas, v2 v 7%, que podemos representar de la siguiente manera :

s (01
7‘(10
s (0 T
7_Z<—10 '

Esto nos permite definir un término de masa adicional en el Lagrangiano,
cuya expresién presentamos en (4.8) y aqui sélo recordamos :

L =i (P—ieA) ) —md —mpri)
7:%[73>75] - (é _0[) :
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Este término adicional en el Lagrangiano viola la paridad. La ecuacion de
Dirac correspondiente se puede escribir como

(iv"0, + ey Ay —m —m.T)p=0.

Vamos a resolver la ecuacion de Dirac con el término de masa que viola
paridad (ecuacién 7- Dirac) primero sin la presencia del campo méagnetico,
después la resolveremos en la presencia del campo magnético.

5.3.1. Sin Campo Magnético

La ecuacion de Dirac a resolver es
(iv"0, —m —m,7)p =0.

Sabemos que, en el espacio de momentos, ésta se escribe como

(Y'py —m —m.T)u(p) =0,

donde ahora el espinor u(p) lo podemos escribir como dos espinores de di-
mensionalidad dos
ua(p)
u(p) =
up(p)

Dada la representacién que estamos usando, podemos ver que
O'3E — 10 - ﬁ 0
Yo = ;
0 —O'3E + 0 - ]7

por lo que obtenemos las siguientes relaciones

(03E —id - p—my)ua(p) = 0 (5.13)
(—o3E +id-p—m_)ug(p) = 0, (5.14)

donde m4 = m + m,. Hay que notar que uy y ug se han desacoplado. Cada
uno satisface su propia ecuacion de Dirac, si consideramos la respresentacion
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irreducible . Por lo tanto, podemos manejar estas dos ecuaciones en una
manera completamente independiente. Si escribimos ahora a uy y up en
términos de sus componentes, obtenemos

(E—my)uy = (ips+py)u
(E+my)u’y = (—ip, +p,)uly

(E+ m_)u}B = (ip. + py)u2B
(E—m_)uy = (—ip, +py)u}9 )

De este conjunto de ecuaciones obtenemos las siguientes cuatro soluciones

independientes para u(p). Las llamamos u{'(p), v (p), uf(p) y v&(p) :

23
+my
ui'(p) = N7

(py +ipz)
(E+m)

vip) = N4 (5.15)

0

'En la representacién 2-dimensional, estas ecuaciones son

($—my)ua(p) =
(F+m_)up(p) =

48



_ (py+ipa)
(E4+m_)

B B

v = N )
2 (p) (—pytipe)
(EB+m_)

donde
NA*=\/E+m, 'y NP=\/E4+m_.

Podemos ver claramente que en las soluciones los términos de masa cam-
bian, debido al término de masa m., que viola paridad. Resolvamos ahora la
ecuacion 7- Dirac en presencia de este campo magnético.

5.3.2. Con Campo Magnético
La ecuacion de Dirac a resolver es

(iv"0, + ey Ay —m —m.T)p=0.

La descomposiciéon de esta ecuacién en la forma dos dimensional nos da las
siguientes ecuaciones

(
(

Si ahora nuevamente escribimos a 14 y ¥ en términos de sus componentes,

V +iexBoy + (10300 — my 1)) a4

_G.
—0 -V +iexBoy + (i0300 + m_1I))¢Yg = 0. (5.16)
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tenemos

(—my + i)t — (0, — 0, — ex By = 0
(0, + 10, + exB)i* + (10 + my )y = 0
(100 + m_ )P — (9, — i0, — exB)Y = 0

(0, +i0, + exB)P + (i0y —m_ ¥ = 0.

Para 14, si tomamos m, = 0 tenemos las mismas relaciones que en la seccion
anterior, por lo que podemos deducir las siguientes soluciones independientes

—v2eBnl(n—1,p,x)
Vi = NA—i(EL [t—py)
0
0
V2eBnl(n, —p, )
R I ARSERICES
¢N — Nn 67' n IL—PY
0
0

(5.17)
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donde

|E4| = y/2eBn+m?2

1
V2IE(E +my)

Inpo) = (ﬁ)MLHn (VeB (i~ 1)) -l

Nt =

™ V2nn! eB
Iln=-1,p,z) = 0. (5.18)
De manera analoga para g, tenemos que las soluciones estan dadas por
0
0
WB = NBe illBllt-py)

—v2eBnl(n,p,x)

(1E7|+m-)I(n—1,p,x)

0

0
(1EZ] +m)I(n,—p,z) |~

V2eBnl(n—1,—p,x)

donde hemos buscado la normalizacién de ¥g de modo que cuando escojamos
m, = 0 recuperemos los resultados obtenidos en secciones anteriores. Asi,
para 1 nuestras soluciones involucran las siguientes cantidades

|EB| = \/2eBn +m?

NP = !
' V2IEZI(ER +m-)

cB\ VA i
I(n,p,x) = <7B> \/%Hn (\/6_3 (x — i)) e 2 (z—2%)
Iln=-1,p,z) = 0. (5.20)

B = NBEi(ERIt-pY) (5.19)
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Podemos ver de forma inmediata que si m, = 0 obtenemos los resultados de
la seccion anterior.

En resumen, agregando un término de masa en el Lagrangiano que rompe
paridad, la masa efectiva para las soluciones que viven en diferentes repre-
sentaciones no es igual.

= Un fermién con espin que lo haga girar por ejemplo en sentido contrario
de las manecillas del reloj tendra una masa m. .

= Un fermién con espin que lo haga girar por ejemplo en sentido de las
manecillas del reloj tendra una masa m_.

» La transformacion de paridad lleva a un fermién que vive en una re-
presentacion a la otra. Como estos fermiones ya no tienen masa igual,
no se observa la invarianza de paridad.

Con esto hemos concluido nuestro estudio sobre los fermiones relativistas
en el plano. Las soluciones a la ecuacién de Dirac en presencia de un campo
magnético constane de fondo con las diferentes representaciones para las ma-
trices v* y los distintos términos de masa, nos permiten calcular observables
fisicas donde los efectos del campo de forndo sean conmensurables. En par-
ticular, estamos interesados en calcular los condensados quirales fermiénicos
obtenidos de estas soluciones. Este es el tema del siguiente Capitulo.
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Capitulo 6

Condensado Quiral Fermionico

6.1. Generalidades

Recordando lo que mencionamos en la introduccién, los condensados o parame-
tros de orden juegan un papel muy importante en la fisica de particulas
elementales y otras ramas de la fisica, pues estan asociados a rupturas de
simetria de los Lagrangianos correspondientes. Bien el condensado del Higgs,
que acomoda las masas de las particulas del modelo estandar en una for-
ma invariante de norma, o el condensado del quark quiral, cuya aparicién
explica el origen dindmico del 98 % de la masa de la materia visible en nues-
tro universo, ambos relacionados con la la ruptura, espontanea y dinamica,
respectivamente, de la simetria quiral del Lagrangiano Electrodébil o de In-
teracciones de Color. En este Capitulo estamos interesados en los efectos
de un campo magnético constante de fondo en la formacién de condensados
quirales fermiénicos y su posible relacién con la ruptura de la simetria qui-
ral de QED4 y QED3. Para ello, usaremos las soluciones que obtuvimos en
Capitulos previos.

6.2. (3+ 1) Dimensiones

Para hacer el calculo del condensado quiral en el caso (3+1) dimensional,
primero debemos realizar la segunda cuantizacién al Lagrangiano de QED
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correspondiente. Las soluciones obtenidas anteriormente son:

f — Nne—l(lEnlt—py)

O = N, Enlt=py)

Q/,{V - Nnei(\Enlt—py)

wé\f - Nnei(\Enlt—py)

0
_sz[(n - 1ap> $)
—V2neBI(n,p,x)

(1En] +m)I(n =1, p,x)

(|1En| +m)I(n, p, x)
—V2neBI(n —1,p, x)
_ipz](n7p7 ZI}')

0
0

—V2neBI(n,p,x)

(1En| +m)I(n —1,p, )
(1Eu| +m)I(n, p, )

—V2neBI(n —1,p, )
ip.1(n,p, )

0
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El prefijo N y P nos indican las soluciones de energia negativa y positiva
respectivamente, ademas también recordemos que

|E,| = +/2eBn+m?2+p?

1
N, =
V2IE (| Ea] +m)

Inp.) — (ﬁ)miﬂn (VB (o~ L)) o5

™ 2nn!
I(n=-1,p,z) = 0. (6.2)

Expandimos ahora los campos cuanticos de Dirac en presencia del campo de

fondo en sus modos de Fourier sobre la base completa que nos proporcionan
. . L. PN

el conjunto de soluciones clasicas {¢; " } de la forma

ZZ/\/% \O/ZZ% (ai(n7p7pz>¢ip+b;'r(n7p,pz)¢£v) , (6.3)

donde i = 1, 2, la suma sobre n se extiende sobre todos los niveles de Lan-
dau y la notacion primada enfatiza el hecho de que esta segunda suma es
s6lo para los términos n # 0. Los pardametros continuos que consideramos
son los momentos p y p.. A los operadores a y a' los llamamos operadores
de aniquilacién y creacién respectivamente para las particulas, b y b' tie-
nen el mismo significado para anti-particulas. Estos operadores satisfacen las
relaciones canodnicas de anticonmutacion

{a’l(n b, pz)a ]( >p Z)} = {bi(n>pvpz)ab}(n,aplaz,)}

y el resto de los antuconmutadores nulos. B
Dada nuestra expansién (6.3), podemos ver que v es

d dz AN AN AN AN AYA
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Usando (6.3) y (6.4), tenemos que

() = ﬁZi/dp/dp’/dpz/dp’zx

nn’ 1,j
(0] (a}(n’,p’,p’z)lﬁf + bﬂﬂ’m’mé)@)
X (ai(n,p,pzwf + bl(n,p,pz)iﬁfv) 0) , (6.5)

que podemos reescribir como

() = (2;)222 [ [av [av. | dp;{

n,n'  1,J
YEYL0lal (', o', pl)as(n, p, p-)|0)
PN 0lat f
+ wzpwj <0‘ai(n/vp/vp/z)bj(n7p7pz)|0

)
+ ¢;N¢f<0|bz(n/ap/aplz)a](nvp7pz)|0>

+ WW(OW(H’,p’,p'z)bj(n,p,pz)\@} :

Sabemos que
(Olal(n', 1/, p.)aj(n,p,p:)|0) = 0 (6.6)
(Olal (', p', P (1, p, p2)|0) =
(0[b; (', p', p.)a;(n, p,p.)|0) =

El tnico término que es diferente de cero es (0|b;(n/, p’ ,p’z)b} (n,p, p.)]0), el
cual arroja

entonces, tenemos que nuestro condensado quiral es
_ 1 _ _
) = ez 3 [ [ dpa (o + 305 (67

Sustituyendo las soluciones clasicas, tenemos que el condensado es

7, 1 2\2 2
(Yy) = (2W)22n:/dp/dpz ((|En| +m?) —pz—2neB)

[]2(71 —1,p,2) + I*(n,p, x)} ,
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de modo que si tomamos de (6.2) la relacion de la energia relativista |E,| y
la constante de normalizaciéon N,

1
|E,|> = m?+ p? 4 2neB | N? = :
2| B | (| | +m)

el condensado es :

(y) = %;/_mdp [1(n—1,p,2) + I*(n,p,x))

> 1
X dp, .
/_oo P \/m? + p? + 2neB

La integral asociada a p es

/ I*(n—1,p,x)dp = 0 si n=20,

[e.9]

/ I*(n—1,p,x)dp = eB si n+#0,

o0

/ I*(n,p,z)dp = eB N n, (6.8)

— 00

mientras que asociada a p, la podemos escribir como :

/OO dp- _2/A dp.
—oo /M2 + P2 + 2neB o /m2+p2+2neB’

donde A es un corte ultravioleta, que al final tomamos A — oo . Esta integral
se puede realizar analiticamente, y su resultado es

I A+ vVm2+ A2 + 2neB
vm?2 + 2neB ’

que podemos escribir como

(1),
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donde

m? + 2neB
AT

T

En (6.9) podemos ver que cuando

T

7

por lo que tenemos que el término que domina en el condensado quiral
corresponde al nivel mas bajo de Landau, n = 0. En este caso, tomamos
2’ =m?/A?, que en el limite 2’ — 0 (lo cual ocurre porque A — o0o) implica

1 <1 +V1+a2
n —_—

V!
Podemos despreciar los dos primeros términos de esta aproximacion, por lo
que tenemos, al orden dominante,

1+vVI+a 1.,
lIl —_— %——IHZL’ .
‘/x/

2
Asi que el condensado quiral fermionico es

Gy = -8 (A—Q) . (6.10)

/
1
)z%+ln(2)—§lnx/.

472 m2

Esta es la expresion que estabamos persiguiendo. Observemos que en el limite
no masivo,

m—0 = () — 0,

por lo que podemos concluir que no hay condensado quiral en el limite m — 0
y por lo tanto, la presencia del campo de fondo no rompe la simetria quiral
de QED4 [4].

Un posible escenario fisico donde este condensado puede jugar un papel
importante es durante la transicién de fase electrodébil. El campo magnético
al inicio de la transicién de fase electrodébil ya ha sido sido calculado [30] y
su valor encontrado es

B ~ 10%Gauss .

Consideremos ahora el valor del corte ultravioleta A = 10'*°GeV y sabemos
que m = 0.51 % 1073GeV, si sustituimos estos valores en la expresién para el
condensado, obtenemos

(Yp) = —5.67GeV? | (6.11)
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que en magnitud es semejante al condensado de Higgs en esta época de
evoluciéon del Universo. Esto es un aliciente para aplicar los razonamientos
presentados en esta seccion en el estudio del papel de los campos magnéticos
en la transicién de fase electrodébil [5].

A continuacion repetiremos el mismo ejercicio en QED3 con las diferentes
representaciones para las matrices de Dirac.

6.3. (2+1) Dimensiones con la Representacion
Irreducible

Para realizar la segunda cuantizacién de QFE D3 con esta representaciéon, ex-
pandimos los campos fermiénicos de la forma

oa@t) = 3 [ (aatm )l + i)

un(@.t) = 3 [ = (antnp)of + thin ey

donde @ y a' son operadores de aniquilacién y creacién respectivamente
para las particulas, mientras que b y bl tienen el mismo significado para
anti-particulas. Esos operadores satisfacen las relaciones de anticonmutacion
canonicas

{a'i(n>p)? a';['(n/>pl)} - {bz(n>p)? b;['(n/>p,)} = 52]5nn’6(p - p/)>

con el resto de los conmutadores nulos. Aqui i,j = A, B y la suma sobre
el indice n corresponde a los niveles de Landau, mientras que el parametro
continuo corresponde al momentum p. Para conocer el condensado fermionico
asociado a 14 y ¥p en la presencia de este campo magnético externo y
constante debemos calcular (Y414) v (¥p1). Vamos a calcular primero
el condensado para la representaciéon A. Dada nuestra expansién para 4,
podemos ver que 14 es

= 3 [ S (s b 1)
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Sustityendo estas expansiones, tenemos que
_ 1 _ _
Wava) = o Z/dp dp’ (0] (aL(n/,p/Wi + bA(n/,P/Wg)

x - (aan,p)vf + by (n,p)ed ) 10) |

que podemos escribir como

(atha) = %Z / dp dp’{¢§¢§<0\a2(n’,p’)aA(n,p)\0>

+ :,{Z@D]X(OICLL(H’,p’)bk(n,p)l())
+ ?/)JAYQ/’IA?<0|5A(7’L,, p/)a'A(nv p) |0>

+ PYUN(0lba(n’, )by (n, p)|0>}~

Sabemos que

(Oaly(n, p)aa(n,p)0) = 0 (6.12)
(Olaly (', p)bly(n,p)[0) = 0O
<O|bA(nap)a'A( 7p)|0> = 0.

El tnico término que es diferente de cero es (0|ba(n/,p)b,(n, p)|0), el cual
arroja

(Oba(n, p)bYy (1, p)|0) = Spd(p — 1) |

(Yatha) = Z/d AR

Anélogamente tenemos que para la representacion B es

(Gs) = Z/@%%-

de modo que
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Ahora usamos las propiedades de las funciones I(n, p, x)

/ I*(n—1,-p,x)dp = 0 si n=>0

o0

/ I*(n—1,—p,x)dp = eB si n#0

/ I*(n,—p,z)dp = eB N n,

oo

de las cueles se derivan los siguientes resultados :

» Para la representacion A vemos que

Z

-1 TL

(hatha) =

Esta suma es finita. Por lo tanto, vemos que si
m — 0 = (thatha) —

= Para la segunda representacién B tenemos que

(Vpn) =

eB m meB Z
27 |m| |E

Vemos que
- eB
m — 0 = (VpYB) = o

= No es satisfactorio que en una representacion exista un condensado no
cero en el limite m — 0 y en la otra sea nulo. Esto nos habla de un
resultado esptrio en la representacion irreducible de las matrices v*,
por lo que concluimos que este condensado no tiene significado fisico.

En las siguiente seccién estaremos interesados en encontrar el condensado
con la solucién obtenida en la representacion reducible de las matrices y*.
Ahi veremos que ahora el condensado si adquiere una realidad e interpreta-

cién fisica satisfactoria.
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6.4. (2+1) Dimensiones con la Representacion
Reducible

Empezamos nuevamente con la expansion en modos de Fourier de los cam-
pos fermionicos en el fondo de un campo magnético constante sobre la base
. P,N ., , .
completa de funciones, {1, }, que nos proveen las soluciénes clasicas dadas
n (5.10). Esta expansién es

- ZZ/\;Z—% (ai(n,p)iberbf(n,p)wfv) : (6.13)

donde el indice i = A, B, n especifica el nivel de Landau respectivo, usamos
la notacion primada para enfatizar el hecho de que esta segunda suma es sélo
para los términos n # 0 y el parametro continuo lo proporciona el momentum
p'. De esta expansién, podemos ver que 9 es

= ZZ/\C/Z—S—; (aﬁ(n’,p’)@@’+bj(n’,p’)1/7jN) . (6.14)

Usando (6.13) y (6.14), obtenemos

Zz/dpdp (O] (al ' )i + by 1))

n,n' 1,J
% (ailm p)el + 6} (n, )Y ) [0) (6.15)
Siguiendo los pasos detallados en la seccién anterior, tenemos que
_ 1 _ _
) = 52 3 [ dp(@u + 5f) (6.16)

Recordando que 9); = wj 7 y sustituyendo las soluciones dadas en (5.10) en
esta expresién obtenemos

() = ZN2 (2eBn—(|E,|+m) )/ dp [I*(n—1,—p,z) — I*(n, —p, z)] .

— 00

Realizando las integraciones restantes, el condensado quiral fermiénico es

Wy = — B meD Z (6.17)

m| 27
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Si suponemos que la masa es una cantidad positiva definida, entonces, para
el caso no masivo

- B
m—0 = ()= -7

los que nos sugiere que sélo los fermiones en en nivel mas bajo de Landau
forman condensados en presencia de un campo magnético de fondo atn si
éstos no tienen masa. Notemos que la aparicién del condensado en este caso
no rompe la simetria quiral del QED3.

En la siguiente seccién vamos a calcular el condensado con las soluciones
que obtuvimos para el término de masa m,.

6.5. (2+ 1) Dimensiones con la Ecuacién de
T—Dirac
Dado que en este caso existen dos campos escalares compuestos 11 v 17,

podemos evaluar dos tipos de condensados (1)) y (¥71) [31]. Estos conden-
sados se pueden escribir como

W) = 5= [dpbul
() = %ZZ / dp o TN (6.18)

Vemos ahora que los términos a calcular para el condensado (¥71)) tienen la
siguiente forma

QZiTwi:w3707¢i-

o_(os O

fy_(O —O'3>7
o (o5 0 I 0\ (o5 0
77_(0 —03><0 —1)‘(0 o5 )

Recordando que

tenemos
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Esto resultara en una diferencia en signos para los dos tipos de condensados :

- eB m_ eB <= [ m4 m_
- 22 7 e, T 6.19
o = oope e () o
- eB m_  eB =~ {[ my m_
- 2 Mme PN (M e ) 6.20
o = 5 2 (i~ o) 020
Notamos que cuando m, = 0 tenemos m, = m_ y |E4| = |EZ|, por lo tanto

la expresién para (1)) se reduce a la ecuaciéon (6.17). La naturaleza puede
escoger alguna combinacién de ((¥9).) v ((¥1))_), que nosotros construimos
como

(F9)s) = (G + ()
(F9)-) = (59) — (Ire)

Usando las expresiones anteriores, conseguimos

(o)) = ~2 3 (6.21)
- eB m_ eB =~ m_
(Yy)-) = ] 7;—@5‘ . (6.22)

Entonces, uno de los condensados, ((1)1),), se hace cero cuando las masas
m y m, se hacen cero, mientras el otro sigue existiendo, con un valor
- eB
(Wd)-) = ——.
Aligual que antes, el hecho de la no nulidad de el condensado no significa que
la simetria quiral de QED3 se haya roto, simplemente senala que el campo
magnético externo facilita la formacién de condensados de fermiones.

De esta manera concluimos nuestro estudio de los condensados fermiéni-
cos en QED3 que surgen en cada una de las posibles representaciones de las
matrices v*. Los resultados (6.19), (6.20), (6.21), (6.22) son originales de esta
tesis, al igual que el desarrollo para obtener (6.10).

A continuacién, en el Capitulo final, colectamos los resultados que obtu-
vimos a lo largo de este trabajo y presentamos nuestras conclusiones.
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Capitulo 7

Conclusiones

El pincipal interés de nuestro estudio en esta tesis ha sido resolver la ecua-
cién de Dirac en presencia de un campo magnético constante de fondo para
sistemas en (3+1) y (2+1) dimensiones. Entonces cuantizamos los campos
fermidnicos y calculamos en condensado quiral. Este condensado estd inti-
mamente relacionado con la masa de los fermiones, asi que hemos analizado
esta relacién en cada caso.

(34+1) Dimensiones

En (3+1) dimensiones, utilizamos el Lagrangiano de Dirac usual. El célcu-
lo del condensado fermién—anti-fermién en este caso fue previamente reali-
zado por Miransky et. al. [4]. Sin embargo, ellos emplearon el método del
tiempo propio de Schwinger. Como hemos senalado anteriormente, nosotros
resolvimos la ecuaciéon de Dirac en presencia de un campo magnético externo
y usamos los espinores resultantes de la descripcion en la segunda cuanti-
zacion de los campos fermiénicos. Esto nos permite realizar el cdlculo del
condensado de primeros principios sin fijar la intensidad del campo magnéti-
co. Como resultado, fuimos capaces de calcular el condensado como una suma
sobre todos los niveles de Landau. En la aproximacion del nivel de Landau
mas bajo, recuperamos los resultados de Miransky et. al.

Nuestros resultados pueden tener relevancia en el problema de la tran-
sicion de fase electrodébil. La presencia de un condensado adicional al del
Higgs puede ser relevante para modificar la intensidad de la transicién de
fase de primer orden [5]. Sin embargo, debemos notar que el condensado que
nosotros calculamos no tiene un origen dindmico. Se anula si la masa desnuda
tiende a cero. Por lo tanto, no jugara ningin papel en las regiones de falso
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vacio. Pese a esto, un condensado de origen dindmico no requiere una masa
desnuda no nula, asi que este tipo de condensado es mucho mas interesante
de calcular. Incluso més, se deben tomar en cuenta efectos de la temperatura
para un calculo realista.

(241) Dimensiones

El Lagrangiano fermidnico invariante bajo paridad en (241) dimensiones
ha sido estudiado por Miransky et. al. [4] y A. Das [6] empleando diferentes
técnicas. A lo largo de esta tesis hemos seguido la técnica de Das. Como
primer paso de nuestro calculo, recuperamos los resultados de Miransky y
Das. Luego centramos nuestra atencion en los Lagrangianos que violan pa-
ridad. Ahi podemos trabajar con representaciones 2 X 2 y 4 x 4 para las
matrices v#. Al trabajar con la representacién de mas baja dimensionalidad,
nos encontramos con resultados ambiguos que dependen de la representacion
elegida para las matrices, de modo que permanecemos dubitativos de asociar
cualquier realidad fisica con esos resultados.

El tratamiento de los fermiones planares con matrices v* de dimensiona-
lidad 4 x 4 permite la presencia de términos de masa que violan o respetan
paridad. Esto ademas abre la posibilidad de obtener dos condensados lineal-
mente independientes. Uno de ellos, ((¢)) ), no recibe contribucién del nivel
més bajo de Landau. De igual manera que en el caso (3+1) dimensional inva-
riante bajo paridad, y contrario al caso (2+1) dimensional correspondiente,
este condensado se anula cuando la masa desnuda tiende a cero. El otro con-
densado, {(¢1))_) es una suma sobre todos los niveles de Landau, incluido el
mds bajo. Este es no nulo incluso si la masa desnuda lo es. Sin embargo, se
anula si las masas que respetan y violan paridad son iguales.

Desde hace tiempo ha sido establecido que los modelos en (2+1) dimen-
siones que violan paridad pueden posiblemente jugar un papel para explicar
la superconductividad de alta temperatura [10, 12]. Nuestro trabajo en el
caso planar puede ser relevante para estos estudios.
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