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Capítulo 1IntoducciónLas teorías de los campos cuánticos de norma, amén de su elegancia matemática, sonpiedra angular en la descripción de las interacciones entre los bloques constituyentes deluniverso. Dejando un tando de lado a la gravedad, que le da forma al universo a granescala, las interacciones cuánticas entre las partículas fundamentales: electromagnéticas, denuestra cotidiana experiencia; débiles, que se mani�estan en el decaimiento radiactivo dealgunos elementos químicos; y fuertes, que mantienen los núcleos atómicos unidos, encuen-tran todas ellas en estas teorías su más acertada descripción. La electrodinámica cuánticao QED de sus siglas en inglés, la teoría de las interacciones débiles y la cromodinámicacuántica o QCD, dan cuenta perfecta de la fenomenología de estas interacciones con unaprecisión inusitada, al menos el el régimen perturbativo. Adicionalmente, su estructura denorma parmite incluso uni�car su descripción. Esta es la clave del éxito del ModeloEstándar (ME) de las Interacciones Electrodébiles de Glashow, Weinberg y Salam [1], quea la fecha ha sorteado las encrucijadas experimentales que se le han presentado, al gradoque la búsqueda incesante de nueva física más allá de este modelo continúa eludiéndonos.Sin embargo, hay algunos aspectos del ME que aún esperan una solución satisfactoria.Un ejemplo es el origen de las masas de las partículas fundamentales. En el Lagrangianodel ME, las partículas fundamentales son no masivas, de modo que éste es invariante bajotransformaciones quirales. Las observaciones experimentales, por su lado, indican que estasimetría quiral debió romperse de alguna manera, puesto que las masas de los leptones,quarks y bosones de norma se han medido, con bastante precisión en algunos casos.Aunque el ME parmite explicar cómo es que las partículas fundamentales adquieren sumasa, de una manera invariante de norma que no empaña su poder predictivo, es incapazde proporcionar un valor para éstas, que permanecen como parámetros libres que deben�jarse experimentalmente.La manera en la que el ME explica el origen de las masas es mediante el Mecanismo deHiggs [2]. En este mecanismo, el campo escalar de Higgs, �, espontáneamente adquiere unvalor de expectación en el vacío (condensado) < � >=< 0j�j0> � 0, que es el parámetrode orden la la ruptura de simetría quiral y que forma un medio �pegajoso� en el cual sepropagan las partículas del ME, sintiéndose pesadas, pues han adquirido su masa. De estamanera, por ejemplo, los quarks adquieren su masa de corriente de unos 3-6 MeV . Essabido, sin embargo, que a escalas de distancia del orden del tamaño de un protón, losquarks se comportan como si sus masas fueran de unos 300 MeV , mucho mayores que suscasi nulas masas de corriente, de modo que el mecanismo de Higgs no puede explicar elorigen del 98% de la masa de la materia ordinaria, compuesta básicamente de protones yneutrones. 7



La explicación sobre el origen de esta masa la provee otra teoría de norma, QCD. Estaes una teoría no Abeliana, de acoplamiento fuerte, que exhibe fenómenos interesantescomo Ruptura Dinámica de Simetría Quiral, también conocida como Generación Dinámicade Masas (GDM) y Con�namiento. QCD explica el origen la las masas de los hadronescomo un fenómeno no perturbativo, donde nuevamente la simetría quiral se rompe por laformación de un condensado, que surge de manera dinámica. Cuando se juntan los quarks(de valencia) para formar hadrones, los quarks virtuales en sus respectivas nubes de color,debido a la intensidad de la interacción, comienzan a aparearse, formando el condensadocompuesto, llamado condensado de quark quiral <  � > = < 0�� � �� > � 0; que a su vezprovee el medio �pegajoso� en el cual los quarks de valencia se propagan y se sientenpesados, adquiriéndo de manera dinámica sus masas constituyentes de 300 MeV , de modoque tres de estos quarks constituyentes tienen la masa correspondiente a un protón o neu-trón. Se ha comprobado que incluso sin el mecanismo de Higgs, es decir, sin que losquarks tengan una masa de corriente, este mecanismo dinámico permite que adquierancasi toda su masa constituyente [3]. Este escenario es con�rmado por simulaciones de lat-tice [4], pero �...simplemente tener una computadora que después de extensivos cálculosarroje estos resultados, no es un asunto satisfactorio...� (F. Wilczek), así que en esta tesisnos proponemos estudiar la GDM desde otra perspectiva.Las Ecuaciones de Schwinger-Dyson (ESD) [5] proveen una plataforma natural pararealizar estudios en el continuo de GDM. Estas ecuaciones son una torre in�nita de rela-ciones entre las funciones de Green de una teoría de campos cuánticos dada, cuya natura-leza es no perturbativa, de modo que son un escenario ideal para estudiar este fenómeno.La intrincada estructura de QCD, por su naturaleza no Abeliana, presenta un reto teóricoque hace difícil estudiar las ESD en todo su esplendor. Por ello es que elegimos un modelosimpli�cado que comparte con QCD los fenómenos de Con�namiento y GDM, la electrodi-námica cuántica en el plano, o QED3. Siendo que esta teoría adolece de divergenciasultravioleta, los estudios sobre la estructura de sus ESD se vuelven más limpios.QED3 es una teoría que además de servir de campo de entrenamiento para abordarproblemas en teorías más complicadas, es interesante por méritos propios debido a susmúltiples aplicaciones. Modela, por ejemplo, el comportamiento a alta temperatura deQED ordinaria [6]. La física planar posee caracterísiticas intrínsecas muy interesantes queno se observan en el espacio, como la existencia de partículas de espín y estadística arbi-trarios, llamadas anyones (una excelente revisión puede encontrarse en [7]), así como nove-dosas características concernientes a paridad y quiralidad [8]. Las aplicaciones de QED3en sistemas de materia condensada incluyen superconductividad de alta temperatura,efecto Hall cuántico, aislantes de Mott dopados, antiferromagnétos de Heisenberg ylíquidos de espín. Muy recientemente se ha descubierto un nuevo material, llamado gra-feno [9], que es la encarnación de QED3 en la materia condensada. Este material, cuyoatractivo rebasa el ser simplemente un modelo académico debido a sus potenciales aplica-ciones tecnológicas, ha abierto la puerta al nuevo paradigma de la materia condensadarelativista. QED3 también ha sido sugerida como la teoría que describe la transición defase superconductor-aislante a T =0 y la fase de pseudobrecha en cupratos de bajo dopaje.Al parecer, existe una simetría quiral a energías su�cientemente bajas en superconductoresde onda-d estándar. La destrucción de la fase superconductora que conlleva a la aparicióndel antiferromagnetismo corresponde a la ruptura espontánea de esta simetría quiral. El
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mecanismo responsble de esta ruptura, se ha observado, es formalmente idéntico al meca-nismo de la GDM de QED3 [10].La estructura de QED3 es más rica que la de su contraparte tetradimensional con res-pecto a la paridad, pues la ruptura de esta simetría discreta tiene implicaciones y aplica-ciones muy relevantes en la materia condensada. Podemos mencionar, por ejemplo, que enel Lagrangiano correspondiente de QED3 se puede agregar un término de masa a los fer-miones que viola paridad, y que en turno, induce un término de masa invariante de normade origen topológica al fotón mediante el llamado término de Chern-Simons y viceversa(ver [11] para una revisión reciente del Lagrangiano más general de QED3). La violaciónde paridad es un factor para la superconductividad de alta Tc anyónica [12]. Asímismo, laversión que viola paridad de QED3, llamada � -QED3 ha sido propuesta como un modeloque describe la superconductividad de alta Tc [13]. En esta tesis, sin embargo, nos enfoca-remos sólamente a los aspectos de QED3 que respetan paridad.Los estudios de la GDM en QED3, tanto en la lattice [14, 15, 16] como en el continuo[17], representan un gran reto y han servido como verdaderos campos de batalla entre dis-tintos grupos de investigación por lo controversiales de algunos resultados. El grupo deAppelquist y colaboradores, por ejemplo, desde 1986 estudiaron las soluciones a la ESDpara el propagador del fermión en la aproximación 1/N para el propagador del fotón en lanorma de Landau [18], encontrando que dichas soluciones poseen una estructura que sus-tenta la GDM, pero que el estado base del sistema posee una sensibilidad al número defamilias de fermiones presentes, de tal modo que la GDM deja de tener lugar si estenúmero excede un valor crítico Nc = 32/�2. Pronto hubo críticas a estos resultados, enca-bezados por el grupo de Pennington [19], quienes criticaban el uso de una aproximacióncomo la 1/N , de enfoque perturbativo, en el estudio de un fenómeno genuinamente noperturbativo. Ellos encontraron que, también en la norma de Landau pero incluyendo pro-piamente los efectos de la renormalización de la función de onda y el vértice, la GDMtoma lugar siempre, independientemente del número de familias involucradas en elmodelo, aunque la cantidad de masa generada dinámicamente está exponencialmentesuprimida al incrementar N . Estos estudios están soportados también por los resultadosde Pisarski [20], quien estudiando la GDM mediante el Grupo de Renormalización,encuentra que la GDM ocurre para valores arbitrarios de N . Pese a la aparición de tra-bajos que mejoraron las suposiciones iniciales de Appelquist et al., [21], o que recurren aotros esquemas de aproximación [22], que no cambiaron sus conclusiones y sólo re�naronel valor de Nc, los resultados tanto de uno y otro grupo no han podido descartarse por lassimulaciones de lattice [14, 15, 16] dada la di�cultad que representa estudiar la simetríaquiral en este esquema. Estos trabajos, sin embargo, parecen favorecer las conclusiones deAppelquist et al.En esta tesis nos proponemos estudiar la GDM en QED3 mediante las ESD en la apro-ximación 1/N , siguiendo el razonamiento de Appelquist et al., [18], pero trabajando endiferentes normas covariantes. Si sus resultados son genuinos, Nc no debe cambiar bajouna transformación de norma. Por el contrario, si el comportamiento de Nc depende de lanorma, esto implicaría que se debe realizar una seria revaloración de estos resultados. Latesis está organizada de la siguiente manera. En el siguiente Capítulo estudiamos lasingredientes básicos de la electrodinámica cuántica, su Lagrangiano y los propagadoresque de éste se desprenden. El Capítulo 3 está dedicado al estudio de las ESD en QED, la
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estructura de las funciones de Green involucradas en el estudio de la GDM y las generali-dades de este fenómeno vistas desde la bien conocida aproximación arcoiris. Revisamos elrazonamiento de Appelquist et al. y lo extendemos al caso de una norma covariante arbi-traria, hasta donde el tratamiento analítico lo permite, en el Capítulo 4. El análisis com-pleto lo realizamos numéricamente en el Capítulo 5, donde presentamos además los deta-lles de los métodos numéricos desarrollados para este �n. Finalmente, discutimos nuestrosresultados y presentamos nuestras conclusiones en el Capítulo 6.
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Capítulo 2Electrodinámica Cuántica
La electrodinámica cuántica o QED, de sus siglas en inglés, es la teoría cuántica delcampo electromagnético. QED estudia la interacción entre las partículas cargadas, fer-miones de espín 1/2, que se supone mediada por un campo electromagnético subdivididoen partículas idénticas, indivisibles y de espín 1 llamadas fotones. Matemáticamente, QEDtiene la estructura de una teoría cuántica de campos de norma Abeliana con grupo desimetría U(1).En este Capítulo estudiaremos los ingredientes de QED. Comenzaremos con las par-tículas cargadas, los electrones, cuya dinámica se describe mediante la ecuación de Dirac.A continuación estudiaremos el campo electromagnético y luego las interecciones entreellos, las cuales especi�caremos en el lenguaje de diagramas de Feynman, que obtenemosdel Lagrangiano correspondiente.

2.1 Electrones2.1.1 PreliminaresLos electrones son partículas de espín semientero, descritas mediante la ecuación deDirac. Esta ecuación surge de conciliar exitosamente los postulados de la relatividad espe-cial y la mecánica cuántica. Históricamente, se realizaron varios intentos por escribir unaecuación de onda que describiera a los electrones. El punto de partida es la ecuación deSchrödinger que, desafortunadamente no describe la naturaleza relativista de estaspatículas, ni su espín. 11



El paso natural es considerar la generalización relativista de la ecuación deSchrödinger, es decir, la ecuación de Klein-Gordon. Esta ecuación, sin embargo, trajo con-sigo dos problemas conceptuales que hicieron que fuera abandonada por un tiempo. Estosproblemas son la aparición de estados con energías negativas, que a su vez implican densi-dades de probabilidad negativas. Dirac, tratando de salvaguardar el principio de conserva-ción de la energía, buscó una ecuación de onda relativista que se acoplara a los postuladosde la mecánica cuántica. El problema de la interpretación probabilistica de la ecuación deKlein-Gordon se puede evitar a expensas de introducir el concepto de antipartículas en lateoría. Éstas juegan un papel muy importante también en la ecuación de Dirac, pues seidenti�can con los positrones. A continuación desarrollaremos en detalle estas etapas his-tóricas de la descripción de los electrones.Partimos de la relación energía-momento de una partícula libre no relativista de masam, E = p22m; (2.1)donde p es el momento de la partícula (hemos escogido un sistema de unidades tal quec=~=1) e identi�camos la energía y el momento con los operadoresE� i @@t ; p� � i r: (2.2)Tenemos que si aplicamos esta relación a una función de onda  (r; t) obtenemos la ecua-ción de Schrödinger: i@ (r; t)@t + 12mr2 (r; t)= 0: (2.3)Esta ecuación diferencial tiene por solución (r ; t)=Aei(p�r�Et);donde A es una constante de normalización.La interpretación probabilística de Born sobre la función de onda nos permite identi-�car a la cantidad � = �� (r; t)j2 como una densidad de probabilidad, i.e.,�� j2dx nos da la probabilidad de encontar a una partícula en el volumen r a (r + dr) altiempo t [23]. Cuando consideramos haces de partículas, esta probabilidad satisface laecuación de continuidad @�@t +rj =0;con la corriente de probabilidad asociadaj=� i2m( �r �  r �):La ecuación de Schrödinger, sin embargo, no puede describir la naturaleza relativistade los electrones, por lo que se hace necesario considerar, como primer paso, la ecuaciónde Klein-Gordon.
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2.1.2 Ecuación de Klein-GordonSi consideramos ahora la relación energía-momento relativista,E2= p2+m2; (2.4)e identi�camos con los operadores correspondientes, al aplicar sobre una función de onda (rG ; t), obtenemos la ecuación diferencial� @2 (r; t)@t2 +r2 (r; t)=m2 (r; t); (2.5)que es la ecuación de Klein-Gordon. Una forma más habitual de escribir esta ecuaciónconsiste en introducir los cuadrivectores @� = (@t; � r), @� = (@t; r), de manera que eloperador D' Alambertiano toma la forma@�@�= @2@t2 �r2=�2: (2.6)La ecuación de Klein-Gordon se puede escribir covariantemente como:[�2+m2] (r; t)= 0; (2.7)cuyas soluciones libres son de la forma  (r; t) =Ae�i(Et�p�r). Esta ecuación, sin embargo,nos lleva a que los eigenvalores de la energía sonE = � p2+m2p ; (2.8)lo cual tiene un serio problema conceptual ya que existen soluciones con energía negativa.Además, la densidad de corriente y de probabilidad, que satisfacen @�j� = 0, están dadaspor j�=A( �@� �  @� �) � �=A� @ �@t �  �@ @t �; (2.9)donde A = � i/2m. Observemos que � no es positiva de�nida, y entonces no se puedeinterpretar como una densidad de probabilidad. Estos dos obstáculos hicieron que la ecua-ción de Klein-Gordon no fuera considerada una ecuación de onda relativista apta paradescribir a los electrones, lo que hizo que fuera abandonada por un tiempo y en su lugarsurgiera la ecuación de Dirac.El problema con la interpretación probabilística de la ecuación de Klein-Gordon puedeevitarse si consideramos lo siguiente: Obtenemos una densidad de carga y corriente si mul-tiplicamos (2.9) con la carga elemental,j�� j�0= ie2m( �@� �  @� �): (2.10)Ahora �0 es una densidad de carga, que puede ser positiva, negativa o cero. Esto sinembargo, implica la existencia de partículas y antipartículas en la teoría [24].
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Una interpretación de las soluciones de energía negativa fue dada a conocer porFeynman-Stückelberg, quienes establecen que las antipartículas son en realidad partículascon energía negativa, que evolucionan retrocediendo en el tiempo y que nosotros las"detectamos" como antipartículas con energía positiva que evolucionan hacia el futuro.Veamos a continuación una forma de aclararlo.Si consideramos a un electrón de energía E, con momento p y carga � e, su cuadrico-rriente electromagnética, de acuerdo a la ec. (2.10), es de la formaj�0(e�)=� em N 2(E; p):Si tenemos ahora en lugar de un electrón un un positrón con carga +e,j�0(e+)=+ em N 2(E; p):Para un electrón con energía negativa � E y momento negativo � p, es la mismacorriente: j�0(e�)=+ em N2(�E;� p)� j�0(e+)" tiempoFigura 2.1. La emisión de un positrón con energía E es equivalente a la absorción de un electrón conenergía �E.En la �gura anterior se muestra cómo la solución para partícula con energía negativa queretrocede en el tiempo es equivalente a la solución correspondiente para antipartícula conenergía positiva que avanza en el tiempo. La importancia de la existencia de antipartículasse ilustra en el siguiente ejemplo:

Figura 2.2. Diferentes ordenamientos temporales de la dispersión doble de un electrón.
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Consideremos la dispersión doble de un electrón en un potencial, que describimos entérminos de diagramas de Feynman. Los dos diagramas, donde existen dos ordenamientostemporales de la dispersión doble de un electrón, llevan al mismo evento observable.Vemos que la trayerctoria del electron de los dos diagramas es la misma antes y despuésde la doble dispersión. El primer diagrama se interpreta directamente. El electrón ingresaen la zona donde tiene in�uencia el potencial y se disperza dentro de esta zona una vez,avanza y sufre una segunda dispersión antes de ser detectado fuera de la región dein�uencia del potencial. En el segundo diagrama, la trayectoria del electrón es tal queretrocede en el tiempo en forma de una antipartícula. Al tiempo t2; electrón se dispersa yretrocede en el tiempo con energía E < 0, este electrón se interpreta como un positrón queavanza en el tiempo. Los eventos pueden ser vistos así: Primero, en el tiempo t1 se crea unpar e+e� ; en un tiempo posterior t2; el e+ se aniquila con el e� incidente, mientras el e�del par creado abandona la región de potencial. En el segundo diagrama, la trayectoriaentre t1 y t2 aparecen tres partículas, los electrones inicial y �nal y el positrón, todos deenergía positiva. Esto sólo se puede interpretar por la presencia de antipartículas en lateoría, [25].Esta interpretación sugió luego de que Dirac formulara su ecuación. Aunque esta pres-cripción nos permite evitar los problemas con la interpretación probabilística a expensasde introducir las antipartículas en la teoría, todavía no nos dice nada del espín del elec-trón. Este surge de manera natural en la ecuación de Dirac, como veremos ahora.2.1.3 Ecuación de DiracLa ecuación de Dirac es una forma de la ecuación de Schrödinger dependiente deltiempo, covariante bajo transformaciones de Lorentz, la cual interpreta de manera satis-factoria la soluciones de energía negativa encontradas en la ecuación de Klein-Gordon yque no exhibe problemas con la interpretación probabilística de la función de onda. Laobservación de Dirac para construir esta ecuación es la siguiente: Si el Hamiltoniano eslineal en E, debe serlo también en p, devido a la covariancia de Lorentz. De igual forma,si la ecuación es lineal en la derivada temporal, tendrá que serlo también en las derivadasespaciales, i.e., i @t (x; t)=� iXi=1 ��i @@xi + �m� (x; t): (2.11)Los coe�cientes �i y � son determinados por condiciones físicas. Cada una de lassoluciones de la ecuación debe ser también solución de la ecuación de Klein-Gordon, paraseguir siendo una ecuación relativista, es decir, cada una satisface la relación E2= p2+m2,lo cual lleva a que aparezcan cierto tipo de restricciones sobre los coe�cientes �i y �.Seai @@t = �� i��1 @@x1 +�2 @@x2 +�3 @@x3�+ �m �� @2 @t = �i��1 @@x1 +�2 @@x2 +�3 @@x3�� �m ��� i��1 @@x1 +�2 @@x2 +�3 @@x3�+ �m � 
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=�i2@2 @xi2 +Xi� j (�i�j+�j�i) @2 @xi@xj + im(�i�+ ��i) @ @xi � �2m2 : (2.12)Si comparamos con la ecuación de Klein-Gordon (2.10), requerimos que�i�j+�j�i=0 i� j ; �i2= �2=1; �i�+ ��i=0 : (2.13)Estas relaciónes no pueden satisfacerse con números ordinarios. Se pueden representar conmatrices. Por ejemplo, en términos de las matrices de Pauli �i, consideremos.�i=� 02�2 �i2�2�i2�2 02�2 � ; �=� l2�2 02�202�2 � l2�2 �: (2.14)Con estas matrices, veri�caremos las relaciones en (2.13):�i�+ ��i=� 0 �i�i 0 �� 1 00 � 1 �+� 1 00 � 1 �� 0 �i�i 0 �=� 0 00 0 �=0;�i�j+�j�i=� 0 �i�i 0 �� 0 �j�j 0 �+� 0 �j�j 0 �� 0 �i�i 0 �=� �i�j 00 �i�j �+� �j�i 00 �j�i �=2�ij;�i2=� 0 �i�i 0 �� 0 �i�i 0 �= �i2 00 �i2 !=� l2�2 02�202�2 l2�2 �= �2= l4�4; (2.15)de modo que esta representación es útil para escribir la ecuación de Dirac.De�namos ahora la forma covariante de la ecuación de Dirac. Comenzamos escribiendoi @ @t =(� i� �r+ �m) :Multiplicando por � y usando la propiedades (2.13), encontramos quei� @ @t =(� i�� � r+ �2m) � (� i �r+m) ;esto es i0 @ @t + i �r �m =0: (2.16)La formulación covariante de la ecuación de Dirac se hace de�niendo un conjunto dematrices que mezclan �i y �; que poseen una propia relación de anticonmutación. Sea elcuadrivector, �=(�; ��)� (0; i), que veri�ca las siguientes propiedades��+ ��=0 �� � �; � =0; 1; 2; 3(0)2=1(i)2=� 1 i=1; 2; 3: (2.17)
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Aquí hemos hecho las convenciones de que los índices griegos corren de 0 a 3, y los latinosde 1 a 3. En forma compacta, estas relaciones se escriben como��+ ��=2g�� ; (2.18)donde g�� = diag (1; � 1; � 1; � 1). La forma covariante de la ecuación de Dirac para unapartícula libre nos queda entonces(i �@��m) (x)= 0: (2.19)Su corriente de probabilidad asociada es j� =  �� con  � =  +0. La corriente se con-serva, @�j�=0, y en este caso, �=  �0 =  + (2.20)es positiva de�nida. Esto salva el problema de las probabilidades negativas de la ecuaciónde Klein-Gordon. Es común seguir la prescripción j�! j�0 =� ej� e interpretar a j� comola cuadri-corriente eléctrica asociada al electrón. Nosotros adoptaremos esta convención.La solución a la ecuación de Dirac puede escribirse como (x)= e�ip�x�u(p); (2.21)donde u(p) es un espinor de Dirac de 4 componentesu=� uAuB �;con uA y uB las dos componentes espinoriales. Ya que @� (x) = � ip� (x), es más fácilresolver la ecuación de Dirac en espacio de momentos, donde toma la forma(p�m)u(p)= 0:El problema que persiste es que existen aún soluciones con energía negativa o positiva,como veremos a continuación. Para encontrar los eigenvalores de la energía, lo quehacemos es escribir la ecuación (2.11) en espacio de momentos,(� � p+ �m)u=Eu: (2.22)En el sistema en reposo de la partícula, p=0, tenemos simplemente que� mI 00 �mI �u=Eu; (2.23)donde los eigenvalores de energía son E =m; m; �m; �m, dos positivos y dos negativos.Sus eigenvectores correspondiente están dados por0BB@ 1000 1CCA; 0BB@ 0100 1CCA; 0BB@ 0010 1CCA; 0BB@ 0001 1CCA:Las primeras dos soluciones describen al electrón con energía positiva, y las otras dos solu-ciones, donde la partícula tiene energía negativa son interpretadas como antipartícula(positrón) con energía positiva.
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Para resolver la ecuación en un sistema de referencias arbitrario, debemos resolver� mI � � p� � p � mI �� uAuB �=E � uAuB �; (2.24)que es equivalente al sistema de ecuaciones� � puB=(E �m)uA� � puA=(E+m)uB: (2.25)Para las soluciones con energía positiva, tomamos uA(s)= �(s) donde�(1)=� 10 �; �(2)=� 01 �; (2.26)con s=1; 2. Dadas estas condiciones, la segunda ecuacion en (2.25) implicauB(s)= � � pE+m �(s): (2.27)Así, la solución del espinor de Dirac de 4 componetes, u ; la podemos escrbir comou= �(s)�:pE+m�(s) ! ; E > 0: (2.28)Para las soluciones con energía negativa, tomamos ahora uB(s)= �(s), de modo que tenemosuA(s)= � � pE �m uB(s)=� � � pjE j+m�(s): (2.29)Así, escribimos uB(s+2)= � �:pjE j+m�(s)�(s) !; E < 0 : (2.30)Para el electrón, tenemos entonces cuatro soluciones. Las primeras dos soluciones de laecuación de Dirac  (1;2)(x)=u(1;2)(p)e�ip�x�; (2.31)describen a un electrón libre con energía E>0 y momento p con energía positiva, cuyoespinor es u(1;2). Las otras dos soluciones con energía negativa, u(3;4), están asociadas a lasantipartículas. El positrón con energía E y momento p se puede describir con las solu-ciones para el electrón con energía �E y momento � p identi�candou(3;4)(� p)e�i(�p�)x�� v(2;1)(p)eip�x�;de modo que el positrón tiene asociados los espinores v(2;1). La ecuación de Dirac quesatisfacen estos espinores se obtienen de la siguienete forma: en espacio de momentos,tenemos (p�m)u(p)= 0:para las energía negativa�E y momento� p, esta ecuación toma la forma(� p�m)u(� p)= 0;
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o bien, para el positrón con energía E y momento p con espinor v, la ecuación de Dirac es(p+m)v(p)= 0:Ahora describiremos el momento angular intrínseco (espín) de estas soluciones. Obser-vemos que el momento angular orbital L= r� p;no conmuta con el Hamiltoniano: [H ;L] =� i(�� p);lo que implica que L no es conservado. Esto señala que debemos buscar otro tipo demomento angular que se conserve. Sea�= 12� � 00 � �:Las componentes de esta matriz, por su estructura, obedecen las relaciones de conmuta-ción canónicas de momento angular, así que ésta representa un momento angular intrín-seco, cuyos eigenvalores son � 1/2. Es fácil ver que[H ;�] = 2i(�� p);por lo que separadamente ni L ni � se conservan. Si hacemos una combinación linealJ =L+ 12�;el momento angular total J sí se conserva:[H ;J ] = 0:Así concluímos que las soluciones a la ecuación de Dirac representan fermiones de espínsemientero. El número cuántico que nos permitirá etiquetar estas soluciones es la helicidadS, que es la proyección del espín a los largo de la dirección del momento, S= 12� � p, cuyoseigenvalores llamamos � y pueden tomar los valores � 1/2. Vemos que un positrón conenergía E > 0, momento p y helicidad � se puede visualizar como un electrón con E < 0 ;p!� p, pero helicidad �.

Figura 2.3. Equivalencia entre soluciones con energía positiva y negativa del electrón (energía positivadel positrón)
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En la discusión anterior vimos cómo el problema de las densidades de probabilidadnegativas de la ecuación de Klein-Gordon quedó resuelto en la ecuación de Dirac. Tambiénentendimos cómo relacionar las soluciones para una partícula de energía negativa con solu-ciones para antipartícula de energía positiva. Del mismo modo, observamos que en estaecuación surge de manera natural el espín del electrón, por lo que es la ecuación de Diracla que describe exitosamente a los electrones. En la siguiente sección estudiaremos ladinámica del campo electromagnético, que se describe mediante las ecuaciones de Max-well.
2.2 Ecuaciones de MaxwellLos fenómenos electromagnéticos clásicos en el vacío se pueden describir a partir decuatro ecuaciones, llamadas ecuaciones de Maxwell. Estas ecuaciones sonr�E(r; t)= �(r; t); (Ley deGauss ele�ctrica)r�B(r; t)= 0; (Ley deGauss magne�tica)r�E(r; t)=� @B(r; t)@t ; (Ley deFaraday)r�B(r; t)= @E (r; t)@t + j(r; t); (Ley de A�mpere) (2.32)donde los campos vectoriales involucrados son campo eléctrico E(x; t) y el campo mag-nético B(r; t). Estos campos forman el campo electromagnético. Las dos ecuaciones conrotacional (Faraday y A�mpere), aseguran que hay dependencia mutua entre campos eléc-tricos y magéticos variables en el tiempo. Sólo en el caso de campos estáticos (que novarían con el tiempo) campo eléctrico y magnético son independientes entre sí. Llamamosfuentes de campos a los sistemas físicos que crean campos en el espacio. En el caso elec-tromagnético, cargas y corrientes eléctricas crean campos. En las ecuaciones de Maxwell,las fuentes de campo son �(r; t), la densidad de carga eléctrica y j(r; t), la densidad decorriente eléctrica. Todas las cantidades que intervienen en las ecuaciones de Maxwell son,en general, funciones de la posición y del tiempo. Para este es un conjunto de ecuacionesdiferenciales vectoriales lineales acopladas inhomogéneas, en general, su solución es bas-tante complicada encontrar.En el vacío es posible hayar una solución general de la ecuaciones de Maxwell en tér-minos de los potenciales electrodinámicos, el potencial vectorial A y escalar �, que de�-nimos a partir E y B como E(r ; t)=�r�(r; t)� @A(r; t)@t ; (2.33)B(r ; t)=r�A(r; t): (2.34)
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En términos de los potenciales, las ecuaciones homogéneas de Maxwell se pueden reescribirde la forma r2�(r; t)+ @2@t2r�A(r; t)=� �(r ; t); (2.35)r2A(r ; t)� @2@t2A(r; t)�r�r�A(r; t)+ @�(r; t)@t �=� j(r; t); (2.36)que pueden desacoplarse elegiendo en forma conveniente los potenciales. Hay que notarque si hacemos las transformaciones, llamadas transformaciones de norma,A(r; t)!A0(r ; t)=A(r; t)+r�(r; t); �(r; t)! �0(r; t)= �(r; t)� @�(r; t)@t ; (2.37)los campos E(r ; t) y B(r; t) (2.33) y (2.34) no cambian:E 0=�r�0� @A0@t =�r��� @�@t �� @@t [A+r�]=�r�� @A@t =E ;B 0 =r� (A+r�)=r�A+r�r�=B:Esto indica que las ecuaciones de Maxwell son invariantes de norma.Las ecuaciones (2.35) y (2.36) pueden escribirse en forma covariante, al igual que lastransformaciones de norma (2.37), introduciendo los cuadrivectores j� = (�; j) y A� = (�;A): Las ecuaciones (2.35), (2.36) y (2.37) se escriben covariantemente como�2A� � @�(@�A�)= j�; (2.38)A0�=A�+ @��: (2.39)Para las ecuaciones de Maxwell no homogéneas, observamos que su forma covariante es@�F ��= j�; (2.40)donde F �� es el tensor antisimétrico de intensidad del campo, que podemos escribir de laforma F ��= @�A�� @�A�: (2.41)Nos damos cuenta que los potenciales A(x; t) y �(x; t) no son independientes entre sí,sino que están relacionados con al llamada condición de Lorentz,r�A(r; t)+ @�(r; t)@t =0; (2.42)o, covariantemente, @�A�=0: (2.43)Con la condición de Lorentz impuesta a los potenciales electrodinámicos, las ecuaciones deMaxwell llevan a las siguientes ecuaciones de onda vectoriales desacopladas, inhomogéneaspara éstos, r2�(r ; t)� @2�(r; t)@t2 =� �(r ; t); (2.44)r2A(r; t)� @2A(r; t)@t2 =� j(r; t); (2.45)
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que en su forma covariante se escriben como�2A�= j�: (2.46)Si aplicamos una transformación de norma del tipo (2.37) a las ecuaciones vectoriales(2.44) y (2.45) y demandamos su covariancia, llegamos a una restricción para la función denorma, que toma la forma de una ecuación de onda homogénea�2�=0: (2.47)La clase de funciones de norma que satisfacen esta ecuación garantiza la invariancia de loscampos E y B bajo transformaciones de norma.En la teoría cuántica, A� se identi�ca con la función de onda del fotón, que enausencia de fuentes satisface �2A�=0: (2.48)Su solución es de la forma A�= "�(p�)e�ip�x� (2.49)donde "� es el cuadrivector de polarización de el fotón. Ya que A� satisface la ecuación deonda homogénea (2.48), la forma de esta solución implica quep2=0 � m=0: (2.50)Una función de onda vectorial, es decir, de 4 grados de libertad, se antoja demasiado�grande� para describir a una partícula de espín 1. Nuestra meta es reducir los grados delibertad independientes del vector de polarización del fotón para que ajuste a su descrip-ción. Si consideramos la condición de Lorentz, descrita en @�A� = 0, llegamos a la restric-ción de que p� "�=0;lo que reduce el número de componentes independientes de "� a tres. Realizamos ahorauna transformación de norma eligiendo en (2.47)�= iae�i p�x� ;donde a es constante. Al considerar esta transformación de norma, el vector de polariza-ción resultante se transforma como"�� "�0 = "�+ ap�:Ahora, tenemos que "� y "�0 cambian entre sí por un término extra proporcional a p�.Ambos describen al mismo fotón, de modo que podemos usar esta libertad y tomar "0 =0. Entonces la condición de Lorenz antes mencionada (2.43) nos da simplemente" � p=0;relación que reduce a 2 vectores de polarización independientes para el fotón. Estos dosgrados de libertad se asocian con las dos posibles polarizaciones que puede tener una ondaelectromagnética. Por ejemplo, para un fotón viajando a lo largo del eje z, podemos tomar"1=(1; 0; 0); "2=(0; 1; 0);
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para describir un fotón libre con polarización a lo largo de "i, de espín 1 y momento p.Podemos, igualmente, considerar la base de polarización circular, observando que las com-binaciones lineales "R=� 12r ("1+ i"2); "L= 12r ("1� i"2);son invariantes bajo rotaciones � alrededor del eje z. Los vectores "R y "L describen a unfotón del helicidad +1 o �1, respectivamente.A nivel fundamental, consideramos la interacción entre electrones como un intercambiode fotones. Dichos intercambios se describen en términos de los propagadores para las par-tículas involucradas. En la siguiente sección discutiremos los propagadores de Klein-Gordon, Dirac y del Fotón y el Lagrangiano del cual derivamos estos propagadores.
2.3 Lagrangiano de QEDAsí como en el Lagrangiano clásico, por medio de las ecuaciones de Euler-Lagrangeencontramos las ecuaciones de movimiento clásico, podemos encontrar con el Lagrangianode QED, con sus respectivas ecuaciones de Euler-Lagrange, las ecuaciones de movimientocorrespondientes.El Lagarangiano de Dirac toma la formaLD=  �(i@�m) :En este Lagrangiano se pueden incluir las interacciones de los electrones con los camposeletromagnéticos haciendo la sustitución mínima@�� D�= @�+ ieA�:Por otro lado, el Lagrangiano del campo electromagnético que nos permite encontrar unpropagador invertible es LEM=� 14F��F �� � 12�(@�A�)2;donde � es el parámetro que �ja la norma. Entonces el Lagrangiano de QED esLQED=  �(i(@+ eA)�m) � 14F��F ��� 12�(@�A�)2: (2.51)Notemos que éste es invariante bajo las transformaciones simultáneas (x)�  0(x)=  (x)eie�(x); �(x)�  �0(x)=  �(x)e�ie�(x);A�(x)� A�0 (x)=A�(x)+ 1e@��(x);
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es decir, tiene una simetría de norma Abeliana U(1): Aunque estamos trabajando en(2+1) dimensiones, donde surgen algunas peculiaridades relacionadas con las simetrías dis-cretas de Paridad e Inversión temporal, como la posibilidad de considerar en este Lagran-giano términos de masa para el fermión que violan estas simetrías y el término Chern-Simons que induce término de masa invariante de norma para el fotón, con todas susimplicaciones y aplicaciones [11], en esta tesis nos enfocaremos en solamente en el Lagrangiano con la forma dada en(2.51), que es invariante bajo Paridad. Estamos particularmente interesados en la rupturadinámica de la simetría quiral de este Lagrangiano. Para entender el origen de la simetríaquiral, de�namos 5= i0123;que veri�ca las siguientes propiedades:�5; �	=0; �5�2= I:Si realizamos la transformación, llamada transformación quiral, �  ei�5; (2.52)asociada a ella tenemos la corriente quiral j5�=  ��5 , que satisface@�j5�=2im �5 ;es decir, en el caso no masivo, m= 0, esta corriente quiral se conserva y la transformación(2.52) implica que la simetría quiral es una simetría del Lagrangiano. En Capítulos poste-riores describiremos la manera en que, comenzando con fermiones no masivos, las autoin-teracciones estas partículas permiten romper de manera dinámica la simetría quiral, otor-gándoles masa a los fermiones.La herramienta necesaria para estudiar esta ruptura de simetría son las funciones deGreen de QED, particularmente los propagadores. A continuación estudiaremos cómoobtener dichos propagadores a partir del Lagrangiano (2.51).2.4 InteraccionesSupongamos que queremos describir un sistema físico mediante una teoría cuántica decampos. Por ejemplo, un sistema de fermiones con interacciones, que se pueden describirpor medio de uno o varios campos � y una serie de parámetros. El objeto fundamental deestudio es el propagador correspondiente. Las funciones de Green de las ecuaciones deonda relativista, llamadas también propagadores, sirven para resolver dichas ecuaciones enpresencia de potenciales de interacción mediante el método de Green. Utilizaremos estemétodo para encontrar los propagadores correspondientes en QED.2.4.1 Propagador de Klein-Gordon
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Si consideramos la ecuación de Klein-Gordon en presencia de un campo electromag-nético descrito por el cuadripotencial A�, ahora el operador momento p� debe reempla-zarse, mediante la sustitución mínima, de la forma p�! p�� eA�; de modo que obtenemos[(p�� eA� )(p�� eA�)�m2]�=0; (2.53)o, análogamente, [@�@�+m2]�=�V�; (2.54)con V�= i e(@�A�+ @�A�)�� e2A�A��: (2.55)Si tratamos de resolver esta ecuación con el método de Green, debemos construir GKG(x;y) tal que (�2+m2)GKG(x; y)= �4(x� y); (2.56)y resolver la ecuación de Klein-Gordon en su forma integral�(x)= �0(x)� Z d4yGKG(x; y)V (y)�(y); (2.57)donde �o satisface la ecuación homogénea de Klein-Gordon. Para veri�car especí�camenteque GKG nos resuelve la ecuación en precencia del campo, aplicamos el operador de Klein-Gordon a �;(�2+m2)�=�Z d4y(�2+m2)GKG(x; y)V (y)�(y)=Z d4y �4(x� y)V (y)�(y)=�V (x)�(x);lo que lo demuestra. Para encontrar entonces GKG(x,y), la representación del espacio demomentos será totalmente adecuada. Tomamos la transformada de Fourier SKG(p) deGKG(x; y) GKG(x; y)= Z d4p(2�)4SKG(p) e�ip:(x�y): (2.58)Aplicando el operador de Klein-Gordon, tenemos(�2+m2)GKG(x; y)=�Z d4p(2�)4SKG(p)(�2+m2) e�ip:(x�y)= Z d4p(2�)4SKG(p)(p2+m2) e�ip:(x�y)= �4(x� y) ; (2.59)así que si SKG(p)(p2�m2) = 1, tenemos en la última igualdad la representación integral de�4. Por lo tanto,SKG(p)(p2�m2)= 1 � SKG(p)= 1p2�m2 ; p2� m2: (2.60)
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SKG(p) es el propagador de Klein-Gordon. Vemos que cuando p2 = m2 , encontramos unasingularidad, tipo polo. Decimos entonces que la masa de la partícula está determinadapor el polo del propagador.Encontrar el propagador, o la función de Green en la ecuación diferencial de ladinámica, nos permite conocer las propiedades de propagación de las partículas cargadas,conciderando sus interacciones con un campo electromagnético. En la siguiente secciónaplicaremos el mismo método para ver cuál es el propagador de la ecuación de Dirac.2.4.2 Propagador de DiracSi ahora tomamos la ecuación de Dirac en precencia de un campo electromagnético,obtenemos ((i@+ eA)�m) =0; (i@�m) =� eA : (2.61)donde hemos utlizado la notación A� �A�. Construimos G(x; y) tal que(i@�m)G(x; y)= �4(x� y); (2.62)y resolvemos la ecuación de Dirac en forma integral. Tomando una  0 que satisfaga laecuación homogenea, esta ecuación es (x)=  0(x)� Z d4yG(x; y) e A (y): (2.63)Veri�camos que G(x; y) resuelve la ecuación de Dirac en este caso:(i@�m) = Z d4y (i@�m)G(x; y) e A (y)= Z d4y �4(x� y) e A (y)=� eA : (2.64)Establecido esto, al igual que antes, tomamos la transformada de Fourier de G(x; y)G(x; y)= �Z d4p(2�)4S(p) e�ip:(x�y): (2.65)Aplicamos el operador de Dirac a G(x; y) y encontramos que(i@�m)G(x; y)= Z d4p(2�)4 [p�m]S(p)e�ip:(x�y)= �4(x� y): (2.66)Como en el caso anterior, si (p � m)S(p) = 1, tendríamos la representación integral de �4en la última igualdad. Por lo tanto,S(p)[p�m] = 1; � S(p)= 1p�m: (2.67)Esto último es un abuso de notación, ya que p es una matriz y no podemos tenerla en eldenominador. Lo que sí tiene sentido y está bien representado es:S(p)= 1p�m p+mp+m = p+mp2�m2 ; para p2� m2; (2.68)

26 Electrodinámica Cuántica



ya que p2 = p2. De aquí en adelante cuando haya términos de la forma (2.47) estaremospensando en que se tiene que operar de la forma que se hizo en (2.48). Nuevamente, elpolo del propagador determina la masa de la partícula que éste describe. Finalmenteveremos cómo obtener el propagador del fotón.2.4.3 Propagador del FotónAntes de encontrar el propagador fotón y entender la necesidad de incluir en enLagrangiano correspondiente un término que �ja la norma, veremos como encontrar elpropagador de Klein-Gordon y Dirac de un modo más simple a partir de sus Lagran-gianos correspondientes.Tomemos el Lagrangiano de de Klein-GordonLKG= 12@��@��� 12m2�2:El poropagador de Klein-Gordon se puede leer directamente del Lagrangiano, cuando estese escribe de manera conveniente [Greiner]. Si consideramos la acciónS=Z dt Z d3xLKG= 12 Z d4x(@��@���m2�)= 12 Z d4x�(@�@��m2)�� LKG= 12�(@�@��m2)�= 12�SKG�1(x)�;entonces, el propagador inverso es SKG�1(x)= @�@��m2;De este modo, la transformada de Fourier de SKG�1(x) es precisamente el inverso del propa-gador de Klein-Gordon en el espacio de momentosSKG�1(p)= p2�m2 � SKG(p)= 1p2�m2 :Lo mismo hacemos para obtener el propagador de Dirac. Tomamos el Lagrangiano deDirac LD=  �(i@�m) �:El propagador de Dirac lo podemos leer directamente de este LagrangianoLD=  �(i@�m) �=  �SD�1(x) �;� SD�1(x)= (i@�m);cuya transformada de Fourier esSD�1(p)= p�m � SD(p)= 1p�m = 1p�m p+mp+m = p+mp2�m2 :
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Para obtener el propagador del fotón, comenzamos con el Lagrangiano de Maxwell ordi-nario L=� 14F��F ��=(@�A�� @�A�)(@�A� � @�A�)=� 14[@�A�@�A�� @�A�@�A�� @�A�@�A�+ @�A�@�A�]= 12A�[g���� @�@�]A�: (2.69)Las ecuaciones de Maxwell homogéneas@�F ��= @�(@�A�� @�A�)= 0;pueden reescribirse de la forma[g���� @�@�]A�=0: (2.70)Si queremos la función de Green de esta expresión , para encontrar el propagador delfotón ��� correspondiente, debemos resolver[g���� @�@�]�(�1)��(x� y)= ����(x� y): (2.71)Notemos que al operar con @� sobre esta ecuación, obtenemos@�[g���� @�@�]�(�1)��(x� y)= @��(x� y)[(�@���@�)�(�1)��(x� y)]= (0 � @�)���= @��(x� y); (2.72)lo que implica que ���(x� y) no tiene inverso. Esto es porque el operdor [g���� @�@�] notiene inverso. Para resolver este problema, debemos incluir un término adicional en elLagrangiano, el término que �ja la norma. Algunas elecciones comunes para �jar la normason r�A=0 Norma deCoulomb;A0=0 NormaTemporal ;A3=0 NormaAxial:Si imponemos la condición de Lorentz @�A� = 0, podemos escribir el Lagrangiano deMaxwell como L= 12A�g���A�:El operador g��� sí tiene inverso, lo conocemos como propagador de Feynman�F(x; y)��=� g���F(x; y;m=0): (2.73)Ahora, incluimos un término que �ja la norma al Lagrangiano, esto es, consideramosL= 12A�[g���� @�@�]A�� 12�(@�A�)2= 12A�[g���� @�@� � 1�@�@�]A� (2.74)
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donde � es el parámetro que �ja la norma. Cuando � = 1, decimos que estamos trabajandoen la norma de Feynman, y si � = 0, en la norma de Landau. El inverso propagador com-pleto está de�nido por ����1= g���� @�@� � 1�@�@ � ;cuya transformada de Fourier es����1(p)=� p2g����1� 1��p�p�: (2.75)Ahora, el propagador tiene la forma��=A(p2)g�+B(p2)p�p ; (2.76)donde A y B son funciones desconocidas. Junto con su inverso, satisfacen����1(��)= g � : (2.77)Si hacemos la contracción, tenemos que����1(��)=�� p2g�� ��1� 1��p�p��fA(p2)g�+B(p2)p�pg=� p2A(p2)g � � p2B(p2)p�p+�1� 1��A(p2)p�p+B(p2)�1� 1��p2p�p=� p2A(p2)g � +�1� 1��A(p2)p�p+ 1�B (p2)p2p�p= g � ;de donde tenemos � p2A(p2)= 1 � A(p2)=� 1p2�1� 1��A(p2)+ 1�B(p2)p2=0 � B(p2)= (1� �)p4 :Sutituyendo estos coe�cientes, en el propagador del fotón en una norma covariante arbi-traria es ��(p)=A(p2)g�+B (p2)p�p=� 1q2�g� � (1� �)p2 p�p�: (2.78)Esto completa nuestro estudio de los propagadores. En el siguiente capítulo veremos lasecuaciones de Schwinger-Dyson y aprenderemos las características generales del fenómenode la Generación Dinámica de Masas a través de las soluciones a estas ecuaciones.
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Capítulo 3
Ecuaciones de Schwinger-DysonEn esta tesis estudiamos fenómenos no perturbativos como la Generación Dinámica deMasas (GDM) mediante las Ecuaciones de Schwinger-Dyson (ESD) [17]. En este capítuloveremos cómo surgen las ESD y cómo podemos estudiar con ellas el fenómeno de nuestrointerés.El Lagrangiano que describe las interacciones en QED es invariante bajo ciertas trans-formaciones llamadas de norma y depende de cierto parámetro de norma. Esta simetría sere�eja por medio de las identidades de Ward-Green-Takahashi [26], que relacionan a lasfunciones de Green entre sí, y las transformaciones de Landau-Khlatnikov-Fradkin [27] querelacionan a una función de Green en una norma particular y en otra norma covariantearbitraria. El esqema más conveniente para resolver teorías cuánticas de campos (TCC) esla teoría de perturbaciones, donde dichas identidades se satisfacen en cada orden de apro-ximación. El problema que surge es que no todos lo fenómenos aparecen en el régimenperturbativo. El con�namiento, el problema de estados ligados y el origen de las masasson ejemplos de fenómenos no perturbativos. Una plataforma conveniente para estudiarestos fenómenos, además de las simulaciones de lattice, son las ESD, una torre in�nita derelaciones entre las funciones de Green de la teoría en estudio, que deben truncarse a �nde obtener información física relevante. Uno de los problemas del truncamiento no pertur-bativo de las ESD es la pérdida de invarianza de norma, que empaña entonces el poderpredictivo de estas ecuaciones: Algunos fenómenos interesantes pueden surgir en unanorma, pero están ausentes en todas la demás. Aunque las ESD se derivan formalmenteen la TCC, en esta tesis consideramos un enfoque más familiar para entender el contenidofísico de estas ecuaciones en QED.Los propagadores se modi�can, a través de autointeracciones. Al propagador querepresenta la suma de todas las autointeracciones se le llama propagador completo y poseetodas las propiedades de propagación del fermión. En el caso en que el propagador noemite ni absorbe fotones se le llama propagador desnudo. Existe una serie in�nita decorrecciones radiativas al propagador que, en términos de diagramas, se muestran a a con-tinuación 31



Figura 3.1. Correcciones radiativas al propagador del fermiónEstas correcciones radiativas al propagador del fermión en la teoría de perturbacionesse pueden agrupar en tres tipos de correcciones, al propagador del fermión, al del fotón yal vértice. Tal como aparecen, estas correcciones no se pueden sumar. Para este �n, de�-nimos la autoenergía, representada por �(p) y diagramáticamente
La autoenergía involucra todas las correcciones a las funciones de Green involucradas,como lo indican los puntos sobre las partes correspondientes en el diagrama. En términosde �(p); expansión perturbativa para el propagador del fermión es
Figura 3.2. Propagador del fermión en la teoría de perturbaciones en términos de la autoenergíaLa �gura 3.2 corresponde a la expansiónSF(p)=SF0 (p)+SF0 (p)�(p)SF0 (p)+SF0 (p)�(p)SF0 (p)�(p)SF0 (p)+�=SF0 (p)[1+�(p)SF0 (p)+�(p)SF0 (p)�(p)SF0 (p)+� ];
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donde SF(p) representa al propagador completo y SF(0)(p) su contraparte desnuda. Laexpresión entre corchetes es una serie geométrica, que se suma aSF(p)=SF0 (p)� 11��(p)SF0 (p)�: (3.1)Ahora, si dejamos SF0 (p) aparte y factorizamos a partir del siguiente término, tenemosSF(p)=SF0 (p)+SF0 (p)�(p)SF0 (p)�1+�(p)SF0 +�(p)SF0�(p)SF0 (p)� �=SF0 (p)+SF0 (p)�(p)�SF0 (p)� 11��(p)SF0 (p)��=SF0 (p)+SF(p)�(p)SF(p); (3.2)donde hemos usado la ecuación (3.1) en la última línea. Esta es la ESD para el propa-gador del fermión. Es conveniente escribir la ecuación correspondiente al inverso de estepropagador. Multiplicando a la izquierda por SF�1(p), obtenemos1=SF0 (p)SF�1(p)+SF0 (p)�(p):Ahora, multiplicamos por (SF0 (p))�1 a la derecha, de modo queSF0�1(p)=SF�1(p)+�(p)lo que implica SF�1(p)=SF0�1(p)��(p) (3.3)Esta es la ESD que corresponde a la función de Green de dos puntos del fermión y serepresenta en la Figura (3.3).
Figura 3.3. ESD para el propagador del fermión inversoLas funciones de Green que aparecen en �(p) obedece cada una a su ESD. Las corres-pondientes al propagador del fotón y al vértice se muestran en las Figuras (3.4) y (3.5).

Figura 3.4. ESD para el propagador del fotón
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Figura 3.5. ESD para el vértice fermión-fotónVemos que las funciones de Green de dos puntos están relacionadas con las de tres puntos,la de tres puntos con las de dos y la de cuatro puntos y así sucesivamente, hasta formaruna torre in�nita de relaciones entre las funciones de Green.Para poder extraer información física de las ESD, debemos truncar esta torre in�nitade ecuaciones suponiendo alguna forma para las funciones de Green de varios puntos. Unopuede realizar este truncamiento en el régimen de acoplamiento débil, pero entonces nopodemos estudiar GDM. Para estudiar este fenómeno, usualmente uno trunca la torre deESD al nivel de los propagadores. En la próxima sección nos ocuparemos del estudio delas ESD para el propagador del fermión y las funciones de Green con las que está relacio-nado.3.1 Estructura de las Funciones de GeeenVeremos a continuación la estructura no perturbativa del propagador del fermión, delfotón y el vértice (SF ; ��� ; y ��) y las ESD para el propagador del fermión que los rela-ciona.3.1.1 Propagador del FermiónEl propagador completo del fermión, SF�1(p); podemos expresarlo mediante una combi-nación lineal de matrices las matrices (4� 4) 1 y p de la formaSF�1(p)=A(p)p+B(p): (3.4)En esta tesis preferimos escribir este propagador comoSF(p)= F (p)p�M(p) = F (p)(p+M(p))p2�M2(p) ; (3.5)y llamamos a F (p) la renormalización de la función de onda y a M(p) es la función demasa. Obsérvese que cuando M(p) =m y F (p) = 1; nos quedamos con el propagador des-nudo (propagador de Dirac).La ESD para el propagador del fermión en el espacio de Minkowski, usando reglas deFeynman, es
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SF�1(p)=SF0�1(p)��(p)=SF0�1(p)� ie2 Z d3k(2�)3��(k; p)SF(k)����(q); (3.6)donde q = k � p, e es el acoplamiento electromagnético, que en QED3 tiene dimensiones demasa, y SF0 (p) es el propagador desnudoSF0 (p)= 1p�m = p+mp2�m2 : (3.7)Cuando m=0, tenemos que SF0 (p) tiene un polo en p=0, al igual que SF(p) con M(p) = 0.El fenómeno de la GDM toma lugar cuando la posición de este polo cambia de lugardebido a las autointeracciones.3.1.2 Estructura del Propagador del FotónEl propagador completo del fotón está dado por���(q)=� �G(q)q2 �g��� q� q�q2 �+ � q� q�q4 �; (3.8)donde G(p) es la renormalización de la función de onda del fotón y � es el parámetro denorma covariante. G(q)= 1 corresponde al propagador desnudo ���0 (q), cuya expresión es���0 (q)=� 1q2�g��+(� � 1)q� q�q2 �: (3.9)Vemos que este propagador diverge en el infrarrojo como 1/q2, enfatizando que el fotón notiene masa.3.1.3 Estructura del VérticeEl vértice ��(k; p) de la interacción de fermiones con fotones se puede construir de unacombinación lineal de la forma��(k; p)=Xi=112 vi(k; p)Vi�; (3.10)de los siguientes vectores baseV1�= � ; V2�= k� ; V3�= p� ;V4�= k� ; V5�= kk� ; V6�= kp� ;V7�= p� ; V8�= pk� ; V9�= pp� ;
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V10�= kp�; V11�= kp k� ; V12= kp p�; (3.11)donde las vi(k; p) son funciones escalares de k2, p2, y q2. De este modo, en la ESD parael propagador del fermión están involucradas 15 funciones desconocidas. Para obteneralguna información física, debemos hacer algunas suposiciones sobre estas funciones, i.e,debemos truncar la torre de ESD. En la siguiente sección estudiaremos el fenómeno deGDM truncando convenientemente las ESD.3.2 Generación Dinámica de MasasUn punto de partida conveniente para estudiar el fenómeno de la GDM es a partir dela ESD para el propagador del fermión (Figura 3.3), cuya expresión está dada en (3.6)SF�1(p)=SF0�1(p)� ie2 Z d3k(2�)3��(k; p)SF(k)����(q):Para estudiar la GDM comenzamos tomando m=0. Sustituyendo los propagadores corres-pondientes, tenemos la siguiente expresión:p�M(p)F (p) = p� ie2 Z d3k(2�)3 F (k)k2�M2(k)��(k; p)(k+M(k))����(q):Observemos que esta ecuación es matricial, pero puede escribirse como un sistema deecuaciones integrales no lineales escalares acopladas para M y F . Éstas se obtienen detomar la traza a la ESD después de multiplicar por I y p, respectivamente:M(p)F (p) =� ie2 Z d3k(2�)3 F (k)k2�M2(k)Tr���(k; p)(k+M(k))�����(q); (3.12)1F (p) = 1� ie23p2 Z d3k(2�)3 F (k)k2�M2(k)Tr�p��(k; p)(k+M(k))�����(q): (3.13)Nos concentramos en el estudio de la aproximación apagada, despreciando lazos de fer-miones, es decir, tomamos simplemente ��� � ���0 , que diagramáticamente represen-tamos como
Figura 3.6. La ESD para el propagador del fermión en la aproximación apagada
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En esta aproximación, con una forma eduacada del vértice, podemos resolver la ESD parael propagador del fermión de forma autoconsistente. Quizás la forma más simple para elvértice consiste en tomar| ��(k; p)= �; (3.14)lo que se conoce como aproximación arcoiris . Esto debido a que en el régimen acopla-miento debil, el propagador completo toma la formaFigura 3.7. Propagador del Fermión en la aproximación arcoirisLa ESD para la aproximación arcoiris es pictóricamente
Figura 3.8. ESD para el propagador del fermión en la aproximación arcoirisque es equivalente a las expresionesM(p)F (p) =� ie2 Z d3k(2�)3 F (k)k2�M2(k)Tr��(k+M(k))�����0 (q) (3.15)1F (p) = 1� ie23p2 Z d3k(2�)3 F (k)k2�M2(k)Tr�p�(k+M(k))�����0 (q): (3.16)Para proseguir con el análisis, debemos tomar en cuenta algunas de las propiedades de lastrazas de las matrices � que usaremos:T r[�] =T r[���] =T r[# impar] = 0;T r[��] = 3g��;T r[����] = 3[g��g�� � g��g��+ g��g��]: (3.17)Entonces, tomando la traza correspondiente en (3.15), vemos queTr��(k+M(k))�����0 (q)= 3g�����0 M(k)= g���� g��q2 +(1� �)q� q�q4 �M(k)
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= 1q2(� 3+ (1� �))M(k)=� (�+2)q2 M(k); (3.18)así que tenemos que esta expresión se reduce aM (p)F (p) =� ie(�+2)Z d3k(2�)3 F (k)M(k)q2(k2�M2(k)) : (3.19)Tomamos ahora la traza correspondiente a (3.16), de modo queTr�p�(k+M(k))��=T r[p���k���]= p�k�T r[����]= 3p�k�[g��g�� � g��g��+ g��g��];que al contraer con el propagador del fotón se reduce aTr�p�(k+M(k))�����0 (q)= 3p�k�(g��g�� � g��g��+ g��g�� )�� g��q2 +(1� �)q� q�q4 �= 3p�k�q2 �� g��g�� g��+ g��g��g��� g��g��g���+ 3p�k�q4 [g��g��q�q� � g��g��q�q�+ g��g��q�q�](1� �)= 3q2(2+ �)(k � p)+ 2(� � 1)q2 (k � q)(p � q);y al sustituir en la expresión correspondiente nos da1F (p) = 1� ie23p2 Z d3k(2�)3 F (k)q2(k2�M 2(k))�(k � p)� � 2q2(k � q)(p � q)(1� �)�: (3.20)Ahora, debemos hacer una rotación de Wick al espacio Euclideano, con las prescrip-ciones k0� i k0; p0� i p0 ; p2� � p2;k2� � k2 q2� � q2 ; k � p� � k � p ;Z d3k� i Z d 3k:Así, tenemos que en el espacio Euclideano,M (p)F (p) = e2(�+2) Z d3k(2�)3 F (k)M(k)q2(k2+M2(k)) : (3.21)
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Utilizando coordenadas esféricas tales que el elemento de volumen es d3k= k2 d k sen�d�d',elegimos k� = (k sen�cos'; k sen�sen'; k cos�) de modo que � es el ángulo azimutal,tenemos que M (p)F (p) = e2(�+2)(2�)3 Z01 dk k2F (k)M(k)k2+M2(k) Z0� sen�d�k2+ p2� 2k p cos� Z02� d'= e2(�+2)(2�)2 Z01 dk k 2F (k)M(k)k2+M2(k) Z0� sen�d�k2+ p2� 2k p cos�= e2(�+2)4�2p Z01 d k kF (k)M(k)k2+M 2(k) ln����k+ pk� p ���� : (3.22)Análogamente, para F (p) encontramos1F (p) = 1� e2�4�2p Z01 d k k2F (k)k2+M2(k)�1� k2+ p22k p ln����k+ pk� p ���� �: (3.23)Las ecuaciones (3.22) y (3.23) son el resultado de truncar la ESD para el propagador delfermión en la aproximación arcoiris en una norma covariante arbitraria. Observemos queen la norma de Landau (� = 0) estas ecuaciones de desacoplan, pues F (p) = 1. En estecaso, el sistema se reduce a una sola ecuación:M (p) = e22�2p Z01 dk kM(k)k2+M 2(k) ln����k+ pk� p ����:Vemos trivialmente que M(p) = 0 es solución de esta ecuación, lo que implicaría que elpolo del propagador sigue estando en p=0. Cualquier solución no trivial para M(p) impli-caría que la posición del polo se ha movido, indicándonos que se ha generado masadinámicamente. Para tratar de encontrar esta solución no trivial, haremos algunas simpli-�caciones que nos permitan realizar una tratamiento analítico. Haciendo la aproximaciónln����k+ pk� p ����' 2pk �(k� p)+ 2kp �(p� k);que es válida para k� p y k� p, tenemosM (p)= e2�2 Z0 p d k M(k)k2+M2(k) + e2�2p2 Zp1 d k k2M(k)k2+M2(k) ; (3.24)expresión que se puede convertir en una ecuación diferencial con condiciones de frontera.Derivando, dM (p)d p = e2�2 M(p)p2+M 2(p) � e2�2 M(p)p2+M2(p) � 2e2�2p2 Zp1 d k k2M(k)k2+M2(k)
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=� 2e2�2p3 Zp1 d k k2M(k)k2+M2(k) ;Que nos conduce a la ecuación diferencialddp �p3dM(p)dp �=� 2e2�2 p2M(p)p2+M2(p) ; (3.25)con las condiciones de fronterap3dM(p)dp ���� p=0� 0 ; M(p)���� p=1� 0: (3.26)Para p2�M2(p); la ecuación linealizada se simpli�ca de la formaddp �p3dM(p)dp �=� 2e2�2 M(p); (3.27)que es una ecuación diferencial de tipo Bessel, cuya solución más general esM(p)= 4e2�2p"C1J2 2 2e2�2pr !+C2Y2 2 2e2�2pr !# (3.28)donde J2 y Y2 son las funciones de Bessel de orden 2 del primero y segundo tipo. Las con-diciones de frontera implican C2=0, de modo que la función de masa se reduce aM(p)=C1 4e2�2pJ2 2 2e2�2pr !; (3.29)donde la constante C1 no se puede determinar de la ecuación diferencial. En el límite p!1, vemos que M(p)= C1 4e4p2�4 : (3.30)Esto nos pertmite hacer una conexión con los resultados provenientes de la expansión deproductos de operadores (OPE), que señala que cuando una partícula se propaga en pre-sencia de un condensado quiral <  � > , la función de masa correspondiente, cuando p!1, se relaciona con este condensado de la forma [28]< � >= p2M(p)2+ � :En la norma de Lndau, tenemosM(p)jp=1� 2<  � >p2 � C1 4e4p2�4 =2< � >p2 ;de donde C1= �4<  � >2e4 ; (3.31)
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así que la función de masa esM(p)= 2�2<  � >pe2 J2 2 2e2�2pr !: (3.32)De esta expresión observamos que tendríamos una solución no trivial siempre y cuando elcondensado quiral sea no nulo. Este condensado proporcionan el medio �pegajoso� en elcual se propagan las partículas y adquieren masa. El condensado se forma por las auntoin-teracciones de las partículas. Vemos además que cuando p ! 0, la función de masa sevuelve constante, y cae como 1/p2 cuando p! 1. Este comportamiento se ha estudiadoen diferentes normas covariantes por varios autores [29, 30, 31]. Algunos aspectos delmétodo numérico empleado en [30, 31] para este �n se presentan en el Capítulo 5. Todosestos trabajos demuestran que el comportamiento de la función de masa es el mismo enun cualquier norma covariante, Figuaras (3.9) y (3.10).

Figura 3.9. Función de masa M(p) en la aproximación arcoiris en varias normas
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Figura 3.10. Renormalización de la función de onda F (p) en la aproximación arcoiris en varias normasEsto señala que en esta aproximación arcoris, se generan masas dinámicamente paracualquier valor del acoplamiento y en cualquier norma covariente arbitraria. En lasiguiente sección estudiaremos las ESD considerando efectos de la polarización del vacío enla aproximación 1/N , donde veremos que no siempre se generan masas dinámicamente.
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Capítulo 4Aproximación 1/N
La teoría de perturbaciones ordinaria en términos de acoplamiento parece rompersedebido a las divergencias infrarrojas de las funciones de Green de QED3. Una maneras deevitar esta situación es usando otro parámetro de expansión. Estudiaremos la GDM enQED3 en la aproximación no apagada, considerando un número grande N de fermiones nomasivos que pueden existir circular en los lazos, modi�cando el comportamiento infra-rrojo del propagador del fotón, que se suaviza. Consideramos el límite de N grande, man-teniendo � = Ne2 �jo. Seguiremos el análisis de Appelquist et al. [32] hecho en la normade Landau para establecer la existencia de un número crítico Nc de familias de fermiones,arriba del cual la GDM deja de tener lugar y extenderemos el razonamiento al caso de unanorma covariantre arbitraria.

4.1 GeneralidadesUsualmente, cuando introducimos más parámetros en nuestros modelos teóricos, agre-gamos una mayor complejidad para su descripción. Sin embargo, existen familias de teo-rías con grupos de simetría grandes, como SU(N), que de hecho se vuelven más simplescuando N es grande. Estas teorías aceptan una expansión 1/N [33]. QED3 con N familiasde fermiones es un ejemplo de estas teorías. Ya que los fermiones son idénticos, podemosmezclar su �sabor� en una manera unitaria	(x)=0@  1(x)
 N(x) 1A; 	(x)� U	(x); U 2SU(N);mientras que preservamos el Lagrangiano correspondiente. Contrario a la simetría denorma, esta simetría no está asociada con ninguna fuerza. Se le llama simetría de saborSU(N) y expresa simplemente la naturaleza idéntica de los fermiones de nuestro modelo.43



Para de�nir una aproximación 1/N sensible, el nuevo parámetro de expansión que con-sideramos es � = e2N ; en el límite N ! 1 dejando � �jo. Aunque � es un parámetropequeño que tiene propósitos de guardar el orden de aproximación, la aproximación 1/Ncomo tal es una técnica genuinamente no perturbativa, pues en cada orden de aproxima-ción, consideramos un número in�nito de diagramas correspondientes a la teoría de per-turbaciones ordinaria en potencias del acoplamiento electromagnético e: Aunque esta téc-nica, desarrollada por t'Hooft para QCD [34] se puede estudiar formalmente desde lateoría de los campos cuánticos, en esta tesis nos centramos sólamente en la idea principaldetrás de ella: Los diagramas no planares están suprimidos por potencias de 1/N , demodo que son los diagramas planares los que dominan en cualquier proceso. En nuestrocaso, esto corresponde a considerar sólo los diagramas que son inserciones de autoenergíasa un lazo en la teoría de perturbaciones ordinaria.4.2 CriticalidadPara resolver las ESD en la aproximación en 1/N , debemos de considerar simultánea-mente las ecuaciones correspondientes al propagador del fotón y del fermión. Primeroresolvemos la ecuación para el fotón considerando la serie in�nita de diagramas planaresde burbujas
Figura 4.1. Propagador del fotón en la aproximación 1/Ndonde en las burbujas (lazos) circulan los N fermiones no masivos que estamos conside-rando. El propagador correspondiente a esa expansión es de la forma [20]���(q)=�" 1q2+ � q8 �g��� q� q�q2 �+ � q� q�q4 #; (4.1)donde � = e2N . Este propagador lo insertamos en la ESD para el propagador del fermión,considerando además que ��(k; p)! �, como se muestra en el diagrama
Figura 4.2. Propagador del fermón en la aproximación 1/NEsta es la aproximación 1/N para las ESD, en la cual estudiaremos la GDM. Traba-jando en una norma covariante arbitraria, tenemos que resolver la ecuación
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SF�1(p)=SF0�1(p)� i �N Z d3k(2�)3�SF(k)����(q):Procedemos de manera estándar, multiplicando por p y I y tomando traza,1F (p) = 1� i�p2N Z d3k(2�)3 F (k)k2�M2(k) (p�k�+ p�k�� (k � p)g��)���(q);M (p)F (p) = i �N Z d3k(2�)3 F (k)M(k)k2�M2(k) g�����(q):Realizando las contracciones con el propagador del fotón, tenemos que(p�k�+ p�k�� (k � p)g��)���(q)= 2 �q2 � 1q2+ � q8 !(p � q)(k � q)q2 � �q2 + 2q2+ � q8 !(k � p);g�����(q)= 2q2+ � q8 + �q2!;de donde obtenemos las expresiones para las funciones desconocidas F y M :1F (p) = 1� i�p2N Z d3k(2�)3 F (k)k2�M2(k)(2 �q2 � 1q2+ � q8 !(p � q)(k � q)q2 � �q2 + 2q2+ � q8 !(k � p))M(p)F (p) = i �N Z d3k(2�)3 F (k)M(k)k2�M2(k)  2q2+ �q8 + �q2!;Vemos que la renormalización de la función de ondaF (p)� 1+O(1/N);por lo que sus efectos en la función de masa son de orden 1/N 2, que se encuentran alta-mente suprimidos en el límite de N!1, así que podemos tomar simplemente F (p) = 1 yresolver la ecuación (4.2) sólo para M(p); es decir,M(p)= i �N Z d3k(2�)3 M(k)k2�M2(k)  2q2+ �q8 + �q2!: (4.2)Siguiento los razonamientos de Appelquist et al. [18], trabajamos en la norma de Landau,�=0, y luego de realizar una rotación de Wick hacia el espacio Euclideano, tenemos
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M(p)= 2�N Z d3k(2�)3 M(k)k2+M2(k) 1q2+ � q8= �2�2N Z01 d k k2M(k)k2+M2(k) Z0� d� sen�k2+ p2� 2k pcos�+ �8 k2+ p2� 2k p cos�p= �2�2Np Z01 d k k2M(k)k2+M2(k) ln�����/8+8jk+ pj�/8+8jk� pj ����: (4.3)Expandiendo el logaritmo en las regiones k� p y k� p, �nalmente tenemos queM(p)= ��2Np Z0 p d k kM(k)k2+M2(k)� kp+�/8�+ ��2Np Zp1 d k kM(k)k2+M2(k)� pk+�/8�: (4.4)Esta expresión está escrita convenientemente para convertirla en una ecuación diferen-cial con condiciones de frontera. Derivando una vez, tenemosdM(p)d p =� ��2N 2p+�/8p2(p+�/8)2 Z0 p d k k2M(k)k2+M2(k) ; (4.5)de modo que la ecuación diferencial resultante nos queda de la formadd p�p2(p+�/8)22p+�/8 dM(p)d p �=� ��2N p2M(p)p2+M2(p) ; (4.6)con las condiciones de frontera06M(0)<1; �p dM(p)d p +M(p)�p=�=0: (4.7)En el límite cuando p��, la ecuación diferencial se simpli�ca comodd p�p2dM(p)d p �=� 8�2N p2M(p)p2+M2(p) : (4.8)Además, en el límite cuando p2 � M2(p), la ecuación diferencial completamente lineali-zada es dd p�p2dM(p)d p �=� 8�2N M(p); (4.9)que admite una solución en forma de ley de potencias,M(p)= ps;con s =� [1 � 1� 32/(�2N)p ]/2: La solución de la ecuación linealizada es entonces de laforma [appel2] M(p)� p� 12�12 1� 32�2Nq : (4.10)
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Vemos que existe un número crítico Nc = 32/�2, que distingue entre un comportamientooscilatorio y una genuina ley de potencias. Cuando Nc > 32/�2; la solución no es compa-tible con las condiciones de frontera, así que sólo existe una solución compatible cuandoNc< 32/�2. Recordemos que el comportamiento de una función de masa es tal que ésta secomporta como una constante para p pequeño y cae como 1/p2 para p!1. La cantidadde masa generada dinámicamente puede cuanti�carse como M(0): La solución a la ecua-ción linealizada puede escribirse de la formaM(p)= p� 1224A�M(0)M(0) p� i2 32�2N�1r +B�M(0)M(0) p�� i2 32�2N�1q 35= p� 12"Cee i2 32�2N�1r ln���� pM(0)����+De� i2 32�2N�1q ln���� pM(0)����#= p� 12"E sen 12 32�2N � 1r ln����� pM(0) �����!+F cos 32�2N � 1r ln����� pM(0) �����!#= p�12" cos �sen 12 32�2N � 1r ln����� pM(0) �����!+ sen�cos 12 32�2N � 1r ln����� pM(0) �����)!#= p�12 sen0B@12 32�2N � 1r 8<:ln������ pM(0) ������+ �12 32�2N � 1q 9=;1CA= p� 12 sen 12 32�2N � 1r �ln���� pM(0) ����+ ��!; (4.11)donde � es la fase que puede depende de N . Para encontrar M(0); imponemos la condi-ción de frontera ultravioleta (4.7) en el límtite N! 32/�2 . TomamosM(p)= p � 12�Ap i2 32�2N�1q +Bp� i2 32�2N�1q �:Entonces,[pM(p)]p=�0 = 12p �12"A i 32�2N � 1r +1! p i2 1� 32�2Nq�B i 32�2N � 1r � 1! p� i2 1� 32�2Nq #p=�= 12p �12�Cp i2 1� 32�2Nq +Dp� i2 1� 32�2Nq �p=�
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="p�12 sen 12 32�2N � 1r �ln���� pM(0) ����+ ��!#p=�=0;lo que implica que 12 32�2N � 1r �ln���� �M(0) ����+ ��=n�;y por lo tanto, tenemos queM(0)=�e�exp24 � 2n�32�2N � 1q 35; (4.12)donde n=1; 2; 3; etc: La solución para n=1 nos da la con�guración de energía mimima delsistema [32]. De este análisis concluímos que existe criticalidad para la GDM en esta apro-ximación. Si N = Nc, entonces M(0) ! 1: Además, N no puede exceder a Nc, pues lasolución en este caso es incompatible con las condiciones de frontera.Estos resultados han sido criticados por varios grupos [19]. Ellos a�rman que el hachode haber despreciado la renormalización de la función de onda, pudo haber llevado aAppelquist y su grupo a resultados erróneos. Nosotros abordamos el debate desde otraperspectiva. Para validar o refutar este razonamiento, apelamos al principio de invarianciade norma de QED3. Decidimos seguir los pasos de Appelquist et al., despreciando larenormalización de la función de onda, pero ahora resolviendo la ecuación para la funciónde masa en una norma covariante arbitraria, para ver si sus resultados son invariantes denorma. Este es el tema de la siguiente sección.4.3 ¾Dónde Existe la Criticalidad?Ahora nos encargamos de resolver M(p) en normas covariantes diferentes siguiendo losmismos razonamientos. Partimos deM(p) = i �N Z d3k(2�)3 F (k)M(k)k2�M 2(k)  2q2+ � q8 + �q2!y, luego de hacer la rotación de Wick al espacio Euclideano, llegamos aM(p)= �N Z01 dk k2(2�)3 F (k)M(k)k2+M2(k) Z0� d� 2 sen�k2+ p2� 2kp cos�+ �8 k2+ p2� 2kp cos�p Z02� d�+ �N Z01 dk k2(2�)3 F (k)M(k)k2+M2(k) Z0� d� � sen�k2+ p2� 2kp cos� Z02� d�= �4�2Np Z01 dk kM(k)k2+M2(k)�ln�����/8+ jk+ pj�/8+ jk� p ����+ �ln����k+ pk� p �����: (4.13)
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Ahora, expandimos lo logaritmos en cada región, como lo hicimos anteriormente, lle-gando aM(p)= �2�2Np Z0 p dk kM(k)k2+M2(k)� kp+�/8 + kp ��+ �2�2Np Z0 p dk kM(k)k2+M2(k)� pk+�/8 + pk ��:Convertimos esta expresión en una ecuación diferencial de la forma usual. Derivando,tenemos dM(p)dp =� ��2N Z0 p dk kM(k)k2+M2(k)� 2p+�/8(p2+�p/8)2 + �p3�=� ��2N Z0 p dk kM(k)k2+M2(k)�p(2p+�/8)+ �(p+�/8)2p3(p2+�/8)2 �;lo que implica que�p(2p+�/8)+ �(p+�/8)2p3(p2+�/8)2 dM(p)dp �=� ��2N Z0 p dk kM(k)k2+M 2(k) ; (4.14)por lo que la ecuación diferencial que buscamos toma la formaddp�p(2p+�/8)+ �(p+�/8)2p3(p2+�/8)2 dM(p)dp �= ��2N pM(p)p2+M 2(p) ; (4.15)con las mismas condiciones de fronteras impuestas en (4.7). Para p � �; la expresión sereduce a ddp� p38p/�+ � dM(p)dp �= ��2N pM(p)p2+M2(p) ; (4.16)que en el límite p2�M2(p); se escribe de forma completamente linealizada comoddp� p38p/�+ � dM(p)dp �=� ��2N M(p): (4.17)Esta ecuación, cuando � = 0 se reduce a la expresión (4.9) que teníamos antes. Desarro-llando esta ecuación completamente, obtenemos la ecuación diferencialp3d2M(p)dp + p2�3� 8p8p+���dM(p)dp + 1�2N(8p+��)M(p)= 0; (4.18)que no nos permite un tratamiento analítico tan limpio como en el caso anterior. Sinembargo, podemos ver que para �!1, la ecuación diferencial se simpli�ca comop3d2M(p)dp +3p2dM(p)dp + 1�2N(8p+��)M(p)= 0 (4.19)
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cuya solución es del tipoM(p)� 2��N�pJ2 2 ��Npr != 2e2��p J2 2 e2�pr !; (4.20)es decir, independiente de N: Vemos además que este comportamiento es igual al queencontramos para la solución de la función de masa en la aproximación arcoiris, ec. (3.30).Entonces, nos encontramos con un resultado un tanto inesperado. El razonamiento deAppelquist et al. en la norma de Landau, conduce a un comportamiento crítico para lafunción de masa que indica que si N excede un valor crítico, deja de haber GDM. Elmismo razonamiento, ahora en normas covariantes arbitrarias, descritas por un parámetro�!1, señalan que siempre hay GDM. Aún más, indican que la función de masa es inde-pendiente del número de familias de fermiones involucrados.Esta observación, por un lado indica que los resultados de Appelquist no son inva-riantes de norma, por lo que sus razonamientos deben revisarse con mayor profundidad.Por otro lado, nos plantea lo siguiente: Si nos alejamos de la norma de Landau variando �alrededor de � = 0; ¾Existe �c tal que para � 2 (0; �c) hay un Nc(�) tal que la GDM deja detener lugar si el número de familias consideradas excede este valor?, ¾Cómo varía Nc con�? Ya que el tratamiento analítico no nos permite abordar los casos en que � tiene valoresde moderados a pequeños, nos planteamos resolver numéricamente la ecuación (4.14) paravalores arbitrarios del parámetro de norma. En el siguiente Capítulo desarrollaremos losmétodos numéricos apropiados para este �n.
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Capítulo 5Métodos NuméricosEn este Capítulo resolveremos numéricamente la ecuación (4.13) en varias normascovariantes. Para ello, revisaremos los métodos desarrollados en el pasado [30, 31] paraabordar problemas similares y comentaremos las limitaciones de los mismos. Luego, des-arrollaremos nuestro propio esquema numérico, más robusto que los anteriores, pararesolver ESD en forma general, tomando la ec. (4.13) como campo de entrenamiento.Daremos entonces una respuesta numérica a los cuestionamientos del Capítulo anterior.5.1 Método de Bashir-Huet-RayaEste método fue desarrollado para resolver simultáneamente sistemas de ecuaciones como(3.22) y (3.23). A �n de ilustrar su funcionamiento, consideremos sólamente una ecuación,que genéricamente podemos escribir comoM(p)= Z01 dkKernM(k;M(k); p;M(p))dk: (5.1)Numéricamente, no podemos resolver la ecuación integral hasta el límite superior in�nito,por lo que debemos elegir un intervalo [kmin; kmax] en el cual resolverla. El corte kmin debeser lo su�cientemente pequeño y kmax lo su�cientemente grande, de modo que resolvemosM(p)= Zkminkmax dkKernM(k;M(k); p;M(p))dk:Para realizar la integración, utilizamos la regla de los trapecios, por lo que hacemos unapartición del intervalo [kmin; kmax], en n � 1 subintervalos de�niendo un conjunto de nnodos de integración fkig; i = 1; � ; n. Con estos nodos, de�nimos las tiras de integraciónde la forma �S1= 12(k2� k1)�SN = 12(kN � kN�1)�Sj= 12(kj� kj�1)51



para j=1; 2;� ; n� 1. Entonces, la aproximación numérica nos permite aproximarM(p)� Xi=1n KerM(ki;M(ki); p;M(p))�Si:Siguiendo la �losofía de los métodos de colocación, en lugar de buscar una solución a estaecuación integral en todo el intervalo, colocamos la solución en una malla preseleccionadade puntos fpjg, para j = 1; � ; m. En este caso escogemos la misma malla de la integra-ción, pj = kj; para colocar nuestra solución, de modo que planteamos un sistema de necuaciones para las n incognitas M(pj):M(pj)= Xi=1n KerM(ki;M(ki); pj;M(pj))�Si (5.2)para j = 1; � ; n. Este sistema de ecuaciones se puede resolver en algún lenguaje de mani-pulación algebraica, como MATHEMATICA 5.1. En el caso concreto de las ecuaciones (3.22)y (3.23), elegimos kmin = 10�3 y kmax = 103. Los nodos de integración se eligieron distri-buidos de manera uniforme sobre el intervalo de integración, de modo que hubiera elmismo número de puntos, digamos m, en cada década, es decir, que entre 10�3 y 10�2, porejemplo, hubiera m puntos, al igual que entre 1 y 10, de modo que el total de puntos seeligió de la forma n= [Log10(kmax)�Log10(kmin) ]m+1:De�niendo Yj= kmine(j�1)�(e�� 1);con �= ln(10)/m, los puntos de la partición se generaron recurrentemente con la reglakj+1= kj+Yj;donde los extremos de la malla se �jan de acuerdo a kmin= k1 y kmax= kn.Las Figuras (3.9) y (3.10) presentadas anteriormente se generaron con m = 30, lo queimplicó a MATHEMATICA 5.1 resolver un sistema de n = 2 � 181 ecuaciones algebraicas nolineales acopladas para cada valor de �. El sistema de ecuaciones se resolvió utilizando elcomando FindRoot, mediante el método de la secante, es decir, dando de entrada dos con-diciones iniciales para cada incógnita.La ventaja de este método es que se puede estudiar, de manera muy conveniente, laGDM en la aproximación apagada de QED (en 3 y 4 dimensiones) con varios ansätze parael vértice [30, 31]. Un par de desventajas, sin embargo, aquejan a este método. La primeraes más una situación del lenguaje de MATHEMATICA 5.1: para que el comando FindRootsea e�ciente, se deben introducir condiciones iniciales muy cercanas a la respuesta bus-cada, por lo que no se puede resolver el sistema para un valor arbitrario de � a partir deuna condición inicial arbitraria. Se deben conocer las soluciones en una vecindad de este
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parámetro para usarlas de entrada en FindRoot. Entonces, el procedimiento de estudiar laposible dependencia de norma de las cantidades de interés se vuelve lento y tedioso. Lamayor desventaja de este método es que es aplicable siempre y cuando todas las integra-ciones angulares puedan realizarse analíticamente. El caso que estamos considerando, ec.(4.14), cumple con este requisito. Sin embargo, ya que en la mayoría de los truncamientosde las ESD, especialmente más allá de la aproximación apagada, las integrales angularesno se pueden realizar analíticamente, nos propusimos desarrollar nuestro propio métodopara resolver ESD en su forma más general. Partimos de la premisa de que este métododebe ser robusto y fácilmente adaptable para estudiar distintos truncamientos en variasteorías. A continuación describiremos los detalles de nuestro método.
5.2 Nuestro MétodoEn esta sección presentamos el método numérico que desarollamos para resolver laecuación (4.13) para valores arbitrarios del parámetro de norma �. Ya que estamos intere-sados en que nuestro método sea fácilmente adaptado para resolver otros problemas dondelas ESD sean relevantes, nos proponemos resolver las ecuaciones involucradas en su formamás general. Aunque el método puede extenderse fácilmente al caso en que dos o más fun-ciones desconocidas deban resolverse simultáneamente, lo ilustraremos considerando sóla-mente una ecuación. Como mencionamos anteriormente, no siempre es posible realizaranalíticamente todas las integrales algulares involucradas, de modo que la expresión másgeneral con la que trabajamos esM(p)= Z01 dkKernM(k;M(k); p;M(p))Z0� d� ang(k; p; �): (5.3)Nuevamente, elegimos un intervalo �nito en el cual resolver nuestra ecuación, reduciendonuestro problema aM(p) = Zkminkmax dkKernM(k;M(k); p;M(p))Z0� d� ang(k; p; �):Como estamos considerando la situación en que kmax es muy grande y kmin muy pequeño,es conveniente mapear este intervalo [kmin; kmax]� [a; b] 2 ( � 1; 1), de modo que la mallade integración que escojamos incluya números de la misma magnitud, y no órdenes demagnitud muy distintos. Motivados por el éxito del método de Bashir-Huet-Raya, ele-gimos un mapeo que distribuye homogéneamente los puntos en este intervalo, dado pork= kmin ex(1� e��) ; �= ln(10)m :
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Tenemos así queM(p)=Zln� 11�e���ln� kmaxkmin(1�e��)� dxk(x)KerM(k(x);M(k(x)); p;M(p))Z0� d� ang(k(x); p; �): (5.4)Para resolver esta ecuación, necesitamos hacer una aproximación numérica convenienteque nos permita, con el método de colocación en mente, realizar las integraciones involu-cradas minimizando el error. La cuadratura Gaussiana [35] nos ajusta perfectamente paranuestros propósitos (ver apéndice A). Esta cuadratura nos permite aproximarM(p)�Xi=1nr wirKerM(k(xi);M(k(xi)); p;M(p))Xl=1na wla ang(k(xi); p; �l);donde los (wir; xi) y (wla; �l) son los pesos y nodos de las cuadraturas Gaussianas para lasintegrales radial y angular, respectivamente.Ahora, colocaremos nuestra solución sólamente sobre una malla de puntos que elijamospara resolver esta ecuación. La malla dada por los nodos en la integración radial nos sirvepara este propósito. Colocamos nuestra solución sobre cada punto de la malla, de modoque planteamos un sistema de nr ecuaciones con las nr incógnitas M(p(xj)), dado porM(p(xj))�Xi=1nr wirKerM(k(xi);M(k(xi)); p(xj);M(p(xj)))Xl=1na wla ang(k(xi); p(xj); �l);para j=1; 2; 3;� ;nr. En nuestro caso en particular, tenemosKerM(k;M(k); p;M(p))= �4N�2 k2M(k)k2+M2(k) ;ang(k; p; �)= � sen�k2+ p2� 2k p cos� + 2 sen�k2+ p2� 2kp cos�+ �8 k2+ p2� 2kp cos�p : (5.5)Este sistema de ecuaciones lo resolvemos mediante un protocolo iterativo, en el quedamos una condición inicial arbitraria para nuestras incógnitas M(p(xj)). Establecemosentonces un criterio de convergencia comparando el lado derecho y el izquierdo de cadaecuación. Si el máximo valor en la lista de diferencias entre lado izquierdo y lado derechopara cada ecuación es menor que cierto parámetro de tolerancia (nosotros elegimos 10�4),decimos que hemos alcanzado la respuesta; de lo contrario, tomamos el valor resultante dellado derecho y lo insertamos nuevamente como condición inicial, repitiendo el procesotantas veces como sea necesario. Este protocolo tiene la ventaja sobre FindRoot delmétodo de Bashir-Huet-Raya de que podemos siempre empezar con una condición inicialarbitraria. El precio máximo que debemos pagar es que al método le tomará más itera-ciones para llegar a la respuesta, pero eventualmente llegará.
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En esta tesis, para resolver el sistema de ecuaciones anterior elegimos kmin = 10�12 ykmax= 103 como límites de integración. Elegimos además m= 30, y el número de nodos encada cuadratura dado por nr = 128 y na = 32. En código del programa en MATHEMATICA5.1 que escribimos para este �n se muestra en el Apéndice B. Comenzamos con la mismacondición inicial para cada incógnita M(p(xj))=M0, dondeM0=� exp24 2� 2�� 32�2N � 1�1/235;para cada valor de N con el objetivo de veri�car primeramente los resultados de Appel-quist et al. [32] en la norma de Landau. En el caso de una norma covariante arbitraria,para un N dado, simplemente usamos de entrada el valor encontrado para la altura de lafunción de masa con en N anterior en la serie de valores que elegimos. A continuaciónpresentamos los resultados que obtuvimos.5.3 ResultadosResolvimos primeramente la ecuación (4.13) en la norma de Landau para veri�car losresultados de Appelquist et al. [32]. Para un N dado, encontramos la función de masaM(p) sobre el rango completo de valores para p, como se muestra en la Figura (5.1).

Figura 5.1. Función de Masa en la norma de Landau para N =1
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Podemos ver de la �gura que M(p) se comporta como una constante para p pequeño.Para p!1, podemos corroborar que la función de masa cae como 1/p2, como se observaen la Figura (5.2), donde gra�camos p2M(p) como función del momento. El comporta-miento se in�ere porque para p grande este producto es una constante. Este comporta-miento es el mismo para todos los valores de N seleccionados.

Figura 5.2. Forma asintótica de la función de masa
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La cantidad de masa generada dinámicamente la obtuvimos de la altura de la funciónde masa, M(0). Siguiendo las convenciones de Appelquist et al., calculamos�Log�M(0)�/8 �para cada valor de N . La tabla a continuación muestra una comparación de nuestrosresultados con los de este grupo.N �Log[M(0)/(�/8)] �Log[M(0)/(�/8)]Appelquist et al. Nosotros1 2.3 2.271761.2 2.9 2.930541.4 3.6 3.604201.6 4.3 4.331781.8 5.1 5.142642 6.1 6.061102.2 7.2 7.230052.4 8.6 8.685782.6 10.7 10.69102.8 13.8 13.78743 19.5 19.80523.1 � 38.08473.2 �� 50.0931
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Existe un completo acuerdo entre los resultados de Appelquist et al. y los nuestros enla norma de Landau. Ambos podemos observar que, efectivamente, existe un valor críticoNc � 3.2 a partir del cual las masas dejan de generarse dinámicamente. Numéricamente,fue imposible encontrar una solución más allá de este valor. Esto puede observarse demejor manera en la Figura (5.3), donde podemos ver que la altura de la función de masadisminuye cuando incrementamos N hasta casi desvanecerse para N > 3.

Figura 5.3. Función de masa en la norma de Landau para varios valores de N
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El siguiente paso fue resolver la ecuación (4.13) en diferentes normas. El comporta-miento de la función de masa como función del momento para � � 0 no cambia al variar �ni N , como puede verse en las Figuras (5.4) y (5.5), que muestran el caso � = 1 y N = 1;sigue siendo una constante (que depende de � y N) para p pequeño y cae como 1/p2 parap grande.

Figura 5.4. Función de masa en la norma de Feynman
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Figura 5.5. Forma asintótica de la función de masa en la norma de Feynman
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Ahora, tratando de dar respuesta a los planteamientos del Capítulo anterior, bus-camos identi�car el rango de valores donde � puede considerarse grande, es decir, donde lafunción de masa se vuelva independiente de N . Los resultados se muestran en la Figura(5.6). Observamos que, como con�rmación de nuestro tratamiento analítico, la función demasa tiene una solución no trivial para N arbitrariamente grande para los valores seleccio-nados del parámetreo de norma, lo que implica que la altura de la función de masa noexhibe criticalidad, en contraste con el comportamiento crítico que aparece en la norma deLandau. Es de resaltar que para � = 1 ya se ha establecido el comportamiento de �grande, de modo que de existir un rango de valores del parámetro de norma donde apa-rezca la criticalidad, éste debe ser una vecindad de la norma de Landau.

Figura 5.6. Masa generada dinámicamente para � grande y N grandeNos dimos entonces a la tarea de buscar una vecindad de la norma de Landau en lacual todavía se observe un comportamiento crítico. Para ello, resulvimos nuevamentenuestra ecuación (4.13) para valores de � muy cercanos a 0. Los resultados se muestran enla Figura (5.8). Vemos que incluso para valores tan cercanos de la norma de Landau como�= 10�8, la masa se genera dinámicamente para valores arbitrarios de N . Además, el com-portamiento de la función de masa es tal que para N < �2/32, su altura se comporta de lamanera predicha por Appelquist et al., pero que incrementando el valor de N , la curva
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inevitablemente se aleja de la curva crítica. Aún más, vemos que el comportamiento deesta altura para N grande se asemeja al caso de � grande incluso para �! 0.

Figura 5.7. Comportamiento Crítico para �=0 y �! 0
Ya que nuestro tratamiento analítico del Capítulo anterior implicaba que la función demasa es independiente de N cuando �!1, veri�camos este hecho notando que la alturade la función de masa se puede escribir como� ln�M(0)a/8 �= ln�M(0)e2N/8�� ln[Na]:Encontramos que esto es cierto incluso para � in�nitesimal, siempre y cuando conside-remos N �Nc. Para N <Nc, el comportamiento crítico de Appelquist et al. domina. Estoes lo que se muestra en las Figuras (5.8) y (5.9).
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Figura 5.8. Comportamiento para N grande y � pequeña

Figura 5.9. Comportamiento para N grande y � grande
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Procedimos entonces a estudiar la dependencia del parámetro a con �. La Figura(5.11) muestra el comportamiento que encontramos. Los datos pueden ajustarse de laforma a= b�donde b= 2.19034� �/ 2p , como se ve en la �gura 5.10.

Figura 5.10. Ajuste del parámetro a en cualquier norma covariante arbitrariaVemos que cuando � = 0, existe singularidad en el parámetro a, lo que nos da aentender que la norma de Landau es un punto singular en el espacio de valores de �, y poresta razón aparece solamente aquí el comportamiento crítico de la función de masa queseñala que no hay masa generada dinámicamente para N >Nc= 32/�2. La masa generadadinámicamente en una norma covariante arbitraria es entoncesM(0)= 2�e28� ; (5.6)que es independiente de N , lo que con�rma numéricamente nuestros resultados analíticos.A continuación, en el siguiente Capítulo, discutiremos estos resultados en el contextodel debate de la GDM en la aproximación 1/N de QED3.
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Capítulo 6Discusión y Conclusiones
El principio de la Invariancia de Norma es piedra angular en la física moderna. En élyace la clave de nuestro entendimiento sobre el origen y naturaleza de las interaccionesfundamentales, que orquestan la danza de eventos en el escenario del �uir del tiempo. Enesta tesis hemos arguido a este principio tratando de dar solución a un viejo debate sur-gido en el estudio de la GDM en QED3: la existencia de un número crítico de familias defermiones necesario para que la GDM deje de tener lugar.Los trabajos pioneros de Appelquist et al. [18], que estudian el fenómeno mediante untruncamiento particular a las ESD, considerando efectos de la polarización del vacío alorden dominante en la aproximación 1/N , despreciando los efectos de la renormalizaciónde la función de onda y utilizando el vértice desnudo. Trabajando en la norma de Landau,ellos concluyen que no se puede encontrar una solución quiralmente asimétrica a las ESDsi N excede el valor crítico Nc = 32/�2 en este orden de aproximación. Resultados poste-riores de Nash [21], que incluyen correcciones hasta el orden 1/N 2, y Kondo et al., querecurre a esquemas de aproximación distintos, considerando normas no locales [22], queson compatibles con las suposiciones de Appelquist et al., encuentran el mismo comporta-miento crítico, salvo por el hecho que Nc' 3.28 para Nash y Nc= 128/3�2 para Kondo.Estos resultados han sido, sin embargo, criticados en una serie de trabajos por el grupode trabajo de Pennington et al. [19], quienes sostienen que una vez que se toman encuenta propiamente los efectos de la renormalización de la función de onda y las correc-ciones al vértice, este comportamiento crítico desaparece, de modo tal que las masas sepueden generar dinámicamente para cualquier valor de N , aunque estas masas están supri-midas exponencialmente para N grande, es decir, m_ e�aN con a> 0. Es prudente en estemomento señalar el trabajo de Pisarski [20], quien utilizando métodos del Grupo deRenormalización, esquema invariante de norma para estudiar GDM, encuentra que laGDM tiene lugar para valores arbitrariamente grandes de N . Estos resultados fueron nue-vamente criticados por Appelquist et al. [32], quienes posteriormente, haciendo alución alllamado límite termodinámico, han impuesto la cota de Nc < 3/2, [36]. Cabe señalar queexisten trabajos [3, 38] que, incluyendo propiamente correcciones para el vértice, encuen-tran criticalidad, en la norma de Landau, con Nc dentro de este límite y el límite impuestopor las incertidumbres de las simulaciones de lattice.65



Estas simulaciones de lattice [14], que es otro esquema invariante de norma, sinembargo, han arrojado sólo controversia en el debate, pues si bien es cierto, parecen favo-recer los resultados de Appelquist et al., encontrando que Nc < 3.5 (Dagotto). Más recien-temente, estos estudios no han encontrado señal decisiva de GDM para N = 2, pero síencuentran una señal clara para N = 1 [16]. Trabajos más recientes de Kaveh y Herbut[39], utilizando el Grupo de Renormalización, pero considerando interacciones irrelevantes,concluyen que en QED3, existe criticalidad, sólo que para ellos Nc= 6. Ante este escenariotan controversial, el enunciado más cierto que uno puede ofrecer en el tema es que siexiste un número crítico de familias para que la GDM deje de tener lugar en QED3, estenúmero está en el intervalo (0;1):En esta tesis nos propusimos estudiar la invariancia de norma de los resultados deAppelquist et al. [18]. Resolvimos numéricamente las ESD haciendo las mismas suposi-ciones para el truncamiento, despreciando efectos de la renormalización de la función deonda y utilizando el vértice desnudo, pero trabajando en varias normas covariantes, des-arrollando para este propósito un método numérico capaz de resolver las ESD en su formamás general posible, que implica resolver sistemas acoplados de ecuaciones integrales nolineales donde las funciones desconocidas aparecen bajo un doble signo de integración.Partimos de la premisa de que el método debía ser fácilmente implementado en otras teo-rías, como QED y QCD, de modo que fuera más robusto que los métodos desarrolladosanteriormente por el grupo de investigación de GDM mediante las ESD del IFM-UMSNH[30, 31]. Este método, basado en la clase general de métodos de colocación para la resolu-ción de ecuaciones integrales, utiliza cuadraturas Gaussianas para realizar las integralesinvolucradas, traduciendo el problema de ecuaciones integrales a otro de ecuaciones alge-braicas (no lineales, acopladas), que se resuelve mediante un protocolo de iteraciones, quepuede implementarse fácilmente en cualquier lenguaje de programación. Nosotros elegimostrabajar en el lenguaje de MATHEMATICA 5.1. La robustez de nuestro método ha sido yaprobada, no sólo en este problema, pues está recientemente siendo usando para estudiar laGDM en QED4 en presencia de campos magnéticos [37].Comenzamos haciendo un tratamiento analítico de la ESD resultante de nuestro tunca-miento en una norma covariante arbitraria, cuya complejidad nos limitó a estudiar elrégimen en el que el parámetro de norma covariante � ! 1. En esta región, observamosque la función de masa es insensitiva al número de familias de fermiones consideradas, demodo que en este régimen no existe criticalidad. Este es el primer indicio de que los resul-tados de Appelquist et al. [18] no son invariantes de norma.Numéricamente, veri�camos primeramente el comportamiento crítico de la función demasa, en términos de su altura, resolviendo la ecuación correspondiente en la norma deLandau. Para N >Nc= 32/�2' 3.28 no es posible encontrar una solución a la ESD. Con-�rmamos así los resultados de Appelquist et al., [18], y a la vez veri�camos la estabilidadde nuestros método numérico. Resolvimos enseguida la ESD para un conjunto de valoresde � 2 [1; 10], tratando de identi�car el rango de valores del parámetro de norma para loscuales el comportamiento analítico de � grande se haya presentado. Este comportamientolo identi�camos cuando fuimos capaces de resolver la ecuación correspondiente para un Narbitrariamente grande. El valor máximo para el cual resolvimos las ecuaciones fue N =20. Sorprendentemente, para ya para � = 1, el comportamiento esperado toma lugar,
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Figura (5.7). Esto nos condujo a resolver el planteamiento de la posible existencia de criti-calidad sólo en una vecindad de la norma de Landau.Resolvimos entonces la ESD para valores in�nitesimales de �, encontrando que aunquepara N < Nc el comportamiento de la función de masa se asemeja al comportamientocrítico de la norma de Landau, todavía se puede resolver la ESD para valores arbitrariosde N , Figura (5.8). Además, como el tratamiento analítico lo señala, para N � Nc y �!0, o, en el caso de � > 1, para cualquier valor de N , la función de masa y consecuente-mente su altura, son independientes de N . Esto señala que sólo existe criticalidad en lanorma de Landau, lo que hace de esta norma, una norma singular. Este resultado ha sidoencontrado recientemente por otros autores [38], quienes incorporaron en el truncamientoa las ESD correcciones al vértice y sólo encuentran criticalidad en la norma de Landau.Sin embargo, al parecer, ellos no repararon en la importancia de este hecho. Para noso-tros, este hecho es muy importante, no sólo porque señala la no invariancia de norma delos resultados de Appelquist et al., sino porque indican que en QED3, la norma de Landauno es una buena norma para trabajar, pues siendo una norma aislada, no es posible conec-tarla, mediante transformaciones de norma in�nitesimales, al resto de las normas cova-riantes.Finalmente, ya que encontramos que la masa generada dinámicamente depende explíci-tamente del parámetro de norma, ecuación (5.6), el truncamiento 1/N de las ESD enQED3 necesita una exhaustiva revisión, pues conduce a resultados que no veri�can el prin-cipio de Invariancia de Norma. Falta considerar el papel que juegan la renormalización dela función de onda F (p) y las correcciones al vértice en la criticalidad, como lo señalaronPennington y su grupo. Además, el tratamiento más completo implicaría resolver simul-táneamente las ecuaciones resultantes para M(p); F (p) y G(p), con una elección apropiadapara el vértice, así como incluir campos magnéticos y baños térmicos en el tratamiento.Todo esto es para el futuro.
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Apéndice ACuadratura GaussianaVeamos de que trata la cuadratura Gaussiana [35]. El método consiste en seleccionar losnodos x1, x2,...,xn en el intervalo [a; b] y los coe�cientes w1, w2, ...,wn, llamados pesos,que minimicen el error En(f) de la aproximación. La cuadratura Gaussiana de n puntosevalúa la integral Zab w(x)f(x)dx=Xj=1n wjf(xj)+En(f); (A.1)tal que el grado de precisión es 2n� 1. El máximo grado de precisión es alcanzado si los nnodos xj son los ceros de Pn(x), el n-ésimo de los polinomios ortogonales en [a; b] con res-pecto a cierto peso w(x). Estos polinomios obedecen la relaciónZab w(x)f(x)Pi(x)Pj(x)dx=0 si i� j: (A.2)La cuadratura Gaussiana con peso w(x) = 1 sobre el intervalo [� 1; 1] es conocida como laregla de cuadratura Gauss-Legendre, que podemos escribir comoZ�11 f(x)dx=Xj=1n wjf(xj)+En(f); (A.3)donde los polinomios ortogonales con respecto al peso w(x) = 1 sobre [-1,1] son los polino-mios de Legendre Pn(x). Estos polinomios pueden ser construidos imponiendo las rela-ciones de ortogonalidad y normalizaciónZ Pi(x)Pj(x)= 0 si i� jZ�11 Pi2(x)dx= 22n+1 : (A.4)Los polinomios de Legendre pueden calcularse con la ayuda de la fórmula de RodriguesPn(x)= 12nn! dndxn(x2� 1)n; (A.5)o usando la relación de recurrencia(n+1)Pn+1(x)= (2n+1)xPn(x)�nPn�1(x):69



Los pesos wj de la cuadratura Gauss-Legendre (A.3) se calculan comowj= 2(1� x2)[Pn0(x)]2 : (A.6)Uno puede pobar que los coe�cientes wj en la fórmula de la cuadratura Gauss-Legendreson siempre positivos. Esto es importante para la precisión numérica del método, pues elerror de redondo no se ampli�ca en este caso. El error de la cuadratura Gauss-Legendresobre [� 1; 1] es Enff g= 22n+1(n!)4(2n+1)[2n!]3f 2n(") ; � 1<"< 1: (A.7)Si queremos resolver la integral sobre un intervalo arbitrario, la cuadratura de Gauss-Legendre puede ser adaptada comoZab f(y)dy= b� a2 Xj=1n wjf�(b+ a)2 + b� a2 xj�+En(f); (A.8)donde los pesos y nodos se calculan en el intervalo [-1,1]. Por lo tanto, el término de errorse representa de la formaEn(f)= (b� a)2n+1(n!)4(2n+1)[2n!]3f 2n(") ; � a< "< b: (A.9)
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Apéndice BPrograma de MathematicaEl método numérico que desarrollamos lo implementamos en MATHEMATICA 5.1 medianteel código que se despliega a continuación.m = 30;pmin = 10^(-12);pmax= 10^3;y =pmin;lambda = Log[10]/m;na = 32; b = -1;c = 1; d = Log[Abs[1/(1 - Exp[(-lambda)])]];z = Log[Abs[pmax/(pmin ((1 - Exp[(-lambda)])))]];tole = 10^(-4);nr = 128;e=1;nf= 1;epsilon=0.1alfa = e^2*nf;Do[M[j]=(alfa/8)*Exp[2]*Exp[(-2*Pi)/Sqrt[(32/(Pi^2)*N)-1]], {j, 1,nr}];f[k_, p_, x_] := 1/(k^2 + p^2 - 2k*p*x + (alfa/8) Sqrt[k^2 + p^2-2k*p*x])+(epsilon/2)/(k^2 + p^2 - 2*k*p*x);�NumericalMath`GaussianQuadrature`lista=GaussianQuadratureWeights[na, b, c];Clear[x]Do[x[ll] = lista[[ll, 1]], {ll, 1, na}]Clear[w]Do[w[ll] = lista[[ll, 2]], {ll, 1, na}] g[k_, M_] := k^3*M/(k^2 + M^2)lista1 = GaussianQuadratureWeights[nr, d, z];Clear[p]Do[p[ii] = pmin*Exp[lista1[[ii, 1]]]*(1 - Exp[(-lambda)]), {ii, 1, nr}]Clear[R]Do[R[ii] = lista1[[ii, 2]], {ii, 1, nr}]Do[angular[i, j] =Sum[ w[l]*f[p[i], p[j], x[l]],{l, 1, na}],{i, 1,nr}, {j, 1, nr}]; 71



wildcard = 0;it = 0;While[wildcard < 1,Label[iter];it += 1;Do[ ker[i, j] = (alfa/(2*(Pi^2)*nf))p[i]^3*M[i]/(p[i]^2 +M[i]^2)*angular[i, j], {i, 1, nr}, {j, 1, nr}];Do[kernint[j]=Sum[ker[i, j]*R[i],{i, 1, nr}], {j, 1, nr}];Do[chsqrd[j] = Abs[((kernint[j] - M[j]))/((M[j]))], {j, 1, nr}];If[Max[Table[chsqrd[j], {j, 1, nr}]] < tole Goto[exiter],Do[M[j] =kernint[j], {j, 1, nr}]; Goto[iter]];Label[exiter];Do[Mfin[j] = kernint[j], {j, 1, nr}]; wildcard = wildcard + 1]ColumnForm[Table[{FortranForm[p[j]], FortranForm[Mfin[j]]},{j, 1, nr}]]{j, 1, nr}]]�tabla.datFortranForm[N[-Log[Abs[Mfin[1]/(alfa/8)]]]]�altura.dat
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