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Capitulo 1
Intoduccion

Las teorias de los campos cuanticos de norma, amén de su elegancia matematica, son
piedra angular en la descripcion de las interacciones entre los bloques constituyentes del
universo. Dejando un tando de lado a la gravedad, que le da forma al universo a gran
escala, las interacciones cuanticas entre las particulas fundamentales: electromagnéticas, de
nuestra cotidiana experiencia; débiles, que se manifiestan en el decaimiento radiactivo de
algunos elementos quimicos; y fuertes, que mantienen los niicleos atémicos unidos, encuen-
tran todas ellas en estas teorias su més acertada descripcién. La electrodinamica cuantica
o QED de sus siglas en inglés, la teoria de las interacciones débiles y la cromodinamica
cuantica o QCD, dan cuenta perfecta de la fenomenologia de estas interacciones con una
precision inusitada, al menos el el régimen perturbativo. Adicionalmente, su estructura de
norma parmite incluso unificar su descripcion. Esta es la clave del éxito del Modelo
Estandar (ME) de las Interacciones Electrodébiles de Glashow, Weinberg y Salam [1], que
a la fecha ha sorteado las encrucijadas experimentales que se le han presentado, al grado
que la busqueda incesante de nueva fisica més alld de este modelo continta eludiéndonos.

Sin embargo, hay algunos aspectos del ME que atn esperan una solucion satisfactoria.
Un ejemplo es el origen de las masas de las particulas fundamentales. En el Lagrangiano
del ME, las particulas fundamentales son no masivas, de modo que éste es invariante bajo
transformaciones quirales. Las observaciones experimentales, por su lado, indican que esta
simetria quiral debi6 romperse de alguna manera, puesto que las masas de los leptones,
quarks y bosones de norma se han medido, con bastante precision en algunos casos.
Aunque el ME parmite explicar como es que las particulas fundamentales adquieren su
masa, de una manera invariante de norma que no empana su poder predictivo, es incapaz
de proporcionar un valor para éstas, que permanecen como parametros libres que deben
fijarse experimentalmente.

La manera en la que el ME explica el origen de las masas es mediante el Mecanismo de
Higgs [2|. En este mecanismo, el campo escalar de Higgs, ¢, espontaneamente adquiere un
valor de expectacion en el vacio (condensado) < ¢ > =< 0[/¢|0 > #0, que es el pardmetro
de orden la la ruptura de simetria quiral y que forma un medio «pegajoso» en el cual se
propagan las particulas del ME, sintiéndose pesadas, pues han adquirido su masa. De esta
manera, por ejemplo, los quarks adquieren su masa de corriente de unos 3-6 MeV. Es
sabido, sin embargo, que a escalas de distancia del orden del tamano de un protén, los
quarks se comportan como si sus masas fueran de unos 300 MeV, mucho mayores que sus
casi nulas masas de corriente, de modo que el mecanismo de Higgs no puede explicar el
origen del 98% de la masa de la materia ordinaria, compuesta basicamente de protones y
neutrones.
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La explicacion sobre el origen de esta masa la provee otra teoria de norma, QCD. Esta
es una teoria no Abeliana, de acoplamiento fuerte, que exhibe fen6menos interesantes
como Ruptura Dindmica de Simetria Quiral, también conocida como Generaciéon Dindmica
de Masas (GDM) y Confinamiento. QCD explica el origen la las masas de los hadrones
como un fenémeno no perturbativo, donde nuevamente la simetria quiral se rompe por la
formacion de un condensado, que surge de manera dinamica. Cuando se juntan los quarks
(de valencia) para formar hadrones, los quarks virtuales en sus respectivas nubes de color,
debido a la intensidad de la interaccion, comienzan a aparearse, formando el condensado
compuesto, llamado condensado de quark quiral < ¢ > = < Oww‘ > =+ 0, que a su vez
provee el medio «pegajoso» en el cual los quarks de valencia se propagan y se sienten
pesados, adquiriéndo de manera dinamica sus masas constituyentes de 300 MeV, de modo
que tres de estos quarks constituyentes tienen la masa correspondiente a un protén o neu-
tron. Se ha comprobado que incluso sin el mecanismo de Higgs, es decir, sin que los
quarks tengan una masa de corriente, este mecanismo dindmico permite que adquieran
casi toda su masa constituyente |3]. Este escenario es confirmado por simulaciones de lat-
tice |4], pero «...simplemente tener una computadora que después de extensivos calculos
arroje estos resultados, no es un asunto satisfactorio...» (F. Wilczek), asi que en esta tesis
nos proponemos estudiar la GDM desde otra perspectiva.

Las Ecuaciones de Schwinger-Dyson (ESD) [5] proveen una plataforma natural para
realizar estudios en el continuo de GDM. Estas ecuaciones son una torre infinita de rela-
ciones entre las funciones de Green de una teoria de campos cuanticos dada, cuya natura-
leza es no perturbativa, de modo que son un escenario ideal para estudiar este fenémeno.
La intrincada estructura de QCD, por su naturaleza no Abeliana, presenta un reto teorico
que hace dificil estudiar las ESD en todo su esplendor. Por ello es que elegimos un modelo
simplificado que comparte con QCD los fenomenos de Confinamiento y GDM, la electrodi-
namica cuantica en el plano, o QED3. Siendo que esta teoria adolece de divergencias
ultravioleta, los estudios sobre la estructura de sus ESD se vuelven mas limpios.

QED3 es una teoria que ademés de servir de campo de entrenamiento para abordar
problemas en teorias mas complicadas, es interesante por meéritos propios debido a sus
miultiples aplicaciones. Modela, por ejemplo, el comportamiento a alta temperatura de
QED ordinaria |6|. La fisica planar posee caracterisiticas intrinsecas muy interesantes que
no se observan en el espacio, como la existencia de particulas de espin y estadistica arbi-
trarios, llamadas anyones (una excelente revision puede encontrarse en |7]), asi como nove-
dosas caracteristicas concernientes a paridad y quiralidad [8]. Las aplicaciones de QED3
en sistemas de materia condensada incluyen superconductividad de alta temperatura,
efecto Hall cuantico, aislantes de Mott dopados, antiferromagnétos de Heisenberg y
liquidos de espin. Muy recientemente se ha descubierto un nuevo material, llamado gra-
feno 9], que es la encarnacion de QED3 en la materia condensada. Este material, cuyo
atractivo rebasa el ser simplemente un modelo académico debido a sus potenciales aplica-
ciones tecnologicas, ha abierto la puerta al nuevo paradigma de la materia condensada
relativista. QED3 también ha sido sugerida como la teoria que describe la transicion de
fase superconductor-aislante a T'=0 y la fase de pseudobrecha en cupratos de bajo dopaje.
Al parecer, existe una simetria quiral a energias suficientemente bajas en superconductores
de onda-d estandar. La destruccion de la fase superconductora que conlleva a la aparicion
del antiferromagnetismo corresponde a la ruptura espontanea de esta simetria quiral. El
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mecanismo responsble de esta ruptura, se ha observado, es formalmente idéntico al meca-
nismo de la GDM de QED3 |10

La estructura de QED3 es mas rica que la de su contraparte tetradimensional con res-
pecto a la paridad, pues la ruptura de esta simetria discreta tiene implicaciones y aplica-
ciones muy relevantes en la materia condensada. Podemos mencionar, por ejemplo, que en
el Lagrangiano correspondiente de QED3 se puede agregar un término de masa a los fer-
miones que viola paridad, y que en turno, induce un término de masa invariante de norma
de origen topologica al foton mediante el llamado término de Chern-Simons y viceversa
(ver [11] para una revision reciente del Lagrangiano més general de QED3). La violacion
de paridad es un factor para la superconductividad de alta T, anyonica [12]. Asimismo, la
version que viola paridad de QED3, llamada 7-QED3 ha sido propuesta como un modelo
que describe la superconductividad de alta T, [13]. En esta tesis, sin embargo, nos enfoca-
remos s6lamente a los aspectos de QED3 que respetan paridad.

Los estudios de la GDM en QED3, tanto en la lattice [14, 15, 16| como en el continuo
[17], representan un gran reto y han servido como verdaderos campos de batalla entre dis-
tintos grupos de investigacion por lo controversiales de algunos resultados. El grupo de
Appelquist y colaboradores, por ejemplo, desde 1986 estudiaron las soluciones a la ESD
para el propagador del fermién en la aproximacion 1/N para el propagador del foton en la
norma de Landau [18], encontrando que dichas soluciones poseen una estructura que sus-
tenta la GDM, pero que el estado base del sistema posee una sensibilidad al nimero de
familias de fermiones presentes, de tal modo que la GDM deja de tener lugar si este
nimero excede un valor critico N = 32/ Pronto hubo criticas a estos resultados, enca-
bezados por el grupo de Pennington [19], quienes criticaban el uso de una aproximacion
como la 1/N, de enfoque perturbativo, en el estudio de un fenémeno genuinamente no
perturbativo. Ellos encontraron que, también en la norma de Landau pero incluyendo pro-
piamente los efectos de la renormalizacion de la funcion de onda y el vértice, la GDM
toma lugar siempre, independientemente del ntmero de familias involucradas en el
modelo, aunque la cantidad de masa generada dindmicamente estda exponencialmente
suprimida al incrementar N. Estos estudios estan soportados también por los resultados
de Pisarski [20], quien estudiando la GDM mediante el Grupo de Renormalizacion,
encuentra que la GDM ocurre para valores arbitrarios de N. Pese a la aparicion de tra-
bajos que mejoraron las suposiciones iniciales de Appelquist et al., [21], o que recurren a
otros esquemas de aproximacion [22|, que no cambiaron sus conclusiones y solo refinaron
el valor de N, los resultados tanto de uno y otro grupo no han podido descartarse por las
simulaciones de lattice |14, 15, 16] dada la dificultad que representa estudiar la simetria
quiral en este esquema. Estos trabajos, sin embargo, parecen favorecer las conclusiones de
Appelquist et al.

En esta tesis nos proponemos estudiar la GDM en QED3 mediante las ESD en la apro-
ximacion 1/N, siguiendo el razonamiento de Appelquist et al., [18], pero trabajando en
diferentes normas covariantes. Si sus resultados son genuinos, N. no debe cambiar bajo
una transformacion de norma. Por el contrario, si el comportamiento de N, depende de la
norma, esto implicaria que se debe realizar una seria revaloracion de estos resultados. La
tesis estda organizada de la siguiente manera. En el siguiente Capitulo estudiamos las
ingredientes basicos de la electrodinamica cuéntica, su Lagrangiano y los propagadores
que de éste se desprenden. El Capitulo 3 estd dedicado al estudio de las ESD en QED, la
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estructura de las funciones de Green involucradas en el estudio de la GDM y las generali-
dades de este fen6meno vistas desde la bien conocida aproximacién arcoiris. Revisamos el
razonamiento de Appelquist et al. y lo extendemos al caso de una norma covariante arbi-
traria, hasta donde el tratamiento analitico lo permite, en el Capitulo 4. El analisis com-
pleto lo realizamos numéricamente en el Capitulo 5, donde presentamos ademéas los deta-
lles de los métodos numéricos desarrollados para este fin. Finalmente, discutimos nuestros
resultados y presentamos nuestras conclusiones en el Capitulo 6.



Capitulo 2

Electrodinamica Cuantica

La electrodinamica cuantica o QED, de sus siglas en inglés, es la teoria cuantica del
campo electromagnético. QED estudia la interacciéon entre las particulas cargadas, fer-
miones de espin 1/2, que se supone mediada por un campo electromagnético subdividido
en particulas idénticas, indivisibles y de espin 1 llamadas fotones. Matematicamente, QED
tiene la estructura de una teoria cuéntica de campos de norma Abeliana con grupo de
simetria U(1).

En este Capitulo estudiaremos los ingredientes de QED. Comenzaremos con las par-
ticulas cargadas, los electrones, cuya dindmica se describe mediante la ecuacion de Dirac.
A continuacion estudiaremos el campo electromagnético y luego las interecciones entre
ellos, las cuales especificaremos en el lenguaje de diagramas de Feynman, que obtenemos
del Lagrangiano correspondiente.

2.1 Electrones

2.1.1 Preliminares

Los electrones son particulas de espin semientero, descritas mediante la ecuacion de
Dirac. Esta ecuacion surge de conciliar exitosamente los postulados de la relatividad espe-
cial y la mecanica cuantica. Historicamente, se realizaron varios intentos por escribir una
ecuacion de onda que describiera a los electrones. El punto de partida es la ecuacion de
Schrédinger que, desafortunadamente no describe la naturaleza relativista de estas
paticulas, ni su espin.

11
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El paso natural es considerar la generalizacion relativista de la ecuacion de
Schrodinger, es decir, la ecuacion de Klein-Gordon. Esta ecuacion, sin embargo, trajo con-
sigo dos problemas conceptuales que hicieron que fuera abandonada por un tiempo. Estos
problemas son la aparicion de estados con energias negativas, que a su vez implican densi-
dades de probabilidad negativas. Dirac, tratando de salvaguardar el principio de conserva-
cion de la energia, busc6 una ecuacion de onda relativista que se acoplara a los postulados
de la mecanica cuantica. El problema de la interpretacion probabilistica de la ecuacion de
Klein-Gordon se puede evitar a expensas de introducir el concepto de antiparticulas en la
teorfa. Estas juegan un papel muy importante también en la ecuacion de Dirac, pues se
identifican con los positrones. A continuaciéon desarrollaremos en detalle estas etapas his-
toricas de la descripcion de los electrones.

Partimos de la relacion energia-momento de una particula libre no relativista de masa
m7

P’
=5 (2.1)
donde p es el momento de la particula (hemos escogido un sistema de unidades tal que
c—h=1) e identificamos la energia y el momento con los operadores

.0 4
E—ME, p— —1i V. (2.2)
Tenemos que si aplicamos esta relacion a una funcion de onda (7, t) obtenemos la ecua-
cion de Schrodinger:

DUt 1

5 vazw(r,t) =0. (2.3)

Esta ecuacion diferencial tiene por solucién
U(r 1) = Aci(Pm 50,

donde A es una constante de normalizacion.

La interpretacion probabilistica de Born sobre la funcién de onda nos permite identi-
ficar a la cantidad p = W(r, t)]*> como una densidad de probabilidad, i.e.,
|¥|?d nos da la probabilidad de encontar a una particula en el volumen r a (r + dr) al
tiempo ¢ [23]. Cuando consideramos haces de particulas, esta probabilidad satisface la
ecuacion de continuidad

dp .
§+V]—O,

con la corriente de probabilidad asociada
. i . .
j= 5 (VY - V).

La ecuacion de Schrodinger, sin embargo, no puede describir la naturaleza relativista
de los electrones, por lo que se hace necesario considerar, como primer paso, la ecuacion
de Klein-Gordon.
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2.1.2 Ecuaciéon de Klein-Gordon

Si consideramos ahora la relacion energia-momento relativista,
2_ 2 2
E*=p*+m?, (2.4)

e identificamos con los operadores correspondientes, al aplicar sobre una funciéon de onda

(7, t), obtenemos la ecuacion diferencial
0* t

- PR (e t) = m(r. 1), (25)

que es la ecuacion de Klein-Gordon. Una forma mas habitual de escribir esta ecuacion

consiste en introducir los cuadrivectores 0 = (9;, — V), 9, = (9, V), de manera que el
operador D’ Alambertiano toma la forma
82

8M8H:w—v2:|j?. (26)

La ecuacion de Klein-Gordon se puede escribir covariantemente como:
[0 +m?|y(r, 1) =0, (2.7)

cuyas soluciones libres son de la forma 1(r, t) = Ae~"(Ft=p7)

nos lleva a que los eigenvalores de la energia son

. Esta ecuacion, sin embargo,

E=++/p*+m? (2.8)

lo cual tiene un serio problema conceptual ya que existen soluciones con energia negativa.
Ademas, la densidad de corriente y de probabilidad, que satisfacen 9,7 = 0, estdn dadas
por

. . . N* L0
e —vor) = p=a(v5 - w S, (2.9
donde A = — i/2m. Observemos que p no es positiva definida, y entonces no se puede

interpretar como una densidad de probabilidad. Estos dos obstaculos hicieron que la ecua-
cion de Klein-Gordon no fuera considerada una ecuacion de onda relativista apta para
describir a los electrones, lo que hizo que fuera abandonada por un tiempo y en su lugar
surgiera la ecuacion de Dirac.

El problema con la interpretacion probabilistica de la ecuacion de Klein-Gordon puede
evitarse si consideramos lo siguiente: Obtenemos una densidad de carga y corriente si mul-
tiplicamos (2.9) con la carga elemental,

Ju— G’ = 5 (00— VD). (2.10)
Ahora p’ es una densidad de carga, que puede ser positiva, negativa o cero. Esto sin
embargo, implica la existencia de particulas y antiparticulas en la teoria [24].
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Una interpretacion de las soluciones de energia negativa fue dada a conocer por
Feynman-Stiickelberg, quienes establecen que las antiparticulas son en realidad particulas
con energia negativa, que evolucionan retrocediendo en el tiempo y que nosotros las
"detectamos" como antiparticulas con energia positiva que evolucionan hacia el futuro.
Veamos a continuacion una forma de aclararlo.

Si consideramos a un electron de energia E, con momento p y carga — e, su cuadrico-
rriente electromagnética, de acuerdo a la ec. (2.10), es de la forma

Jille ) == N(E.p).

Si tenemos ahora en lugar de un electron un un positréon con carga +-e,

. €
iller) =+ = NY(E.p).

Para un electron con energia negativa — FE y momento negativo — p, es la misma
corriente:

JulleT) =+ N (= B. = p) = ji(e)

e! _le
E=0 [(-E)=<0

Figura 2.1. La emision de un positréon con energia E es equivalente a la absorcion de un electréon con
energia — FE.

T tiempo

En la figura anterior se muestra como la solucion para particula con energia negativa que
retrocede en el tiempo es equivalente a la solucion correspondiente para antiparticula con
energia positiva que avanza en el tiempo. La importancia de la existencia de antiparticulas
se ilustra en el siguiente ejemplo:

Tiempo
= e”
/ Aniquilesiin de par /
T ‘ T
¢ l !
I I
1t : E
2 4 L - —_ _ Y ‘ __ ko
-7 LA ’
- - ’ - i
- - r A I
- - + b
ty .- 2 £ E w f ty
[ S ¥ P JJ L] —
f '
! il
I i ‘
/ / Creacifa de pac
e e
Espacio

Figura 2.2. Diferentes ordenamientos temporales de la dispersion doble de un electrén.
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Consideremos la dispersion doble de un electrén en un potencial, que describimos en
términos de diagramas de Feynman. Los dos diagramas, donde existen dos ordenamientos
temporales de la dispersion doble de un electron, llevan al mismo evento observable.
Vemos que la trayerctoria del electron de los dos diagramas es la misma antes y después
de la doble dispersion. El primer diagrama se interpreta directamente. El electron ingresa
en la zona donde tiene influencia el potencial y se disperza dentro de esta zona una vez,
avanza y sufre una segunda dispersion antes de ser detectado fuera de la region de
influencia del potencial. En el segundo diagrama, la trayectoria del electron es tal que
retrocede en el tiempo en forma de una antiparticula. Al tiempo ¢, electréon se dispersa y
retrocede en el tiempo con energia E < 0, este electron se interpreta como un positron que
avanza en el tiempo. Los eventos pueden ser vistos asi: Primero, en el tiempo #; se crea un
par ete” ; en un tiempo posterior t5 el et se aniquila con el e~ incidente, mientras el e~
del par creado abandona la regiéon de potencial. En el segundo diagrama, la trayectoria
entre t; y to aparecen tres particulas, los electrones inicial y final y el positron, todos de
energia positiva. Esto so6lo se puede interpretar por la presencia de antiparticulas en la
teoria, |25].

Esta interpretacion sugio luego de que Dirac formulara su ecuacion. Aunque esta pres-
cripcién nos permite evitar los problemas con la interpretacion probabilistica a expensas
de introducir las antiparticulas en la teoria, todavia no nos dice nada del espin del elec-
tron. Este surge de manera natural en la ecuacion de Dirac, como veremos ahora.

2.1.3 Ecuacion de Dirac

La ecuacion de Dirac es una forma de la ecuacion de Schrédinger dependiente del
tiempo, covariante bajo transformaciones de Lorentz, la cual interpreta de manera satis-
factoria la soluciones de energia negativa encontradas en la ecuacion de Klein-Gordon y
que no exhibe problemas con la interpretacion probabilistica de la funciéon de onda. La
observacion de Dirac para construir esta ecuacion es la siguiente: Si el Hamiltoniano es
lineal en E, debe serlo también en p, devido a la covariancia de Lorentz. De igual forma,
si la ecuacion es lineal en la derivada temporal, tendré que serlo también en las derivadas
espaciales, i.e.,

4 . 0
10 (x,t)=—1 oa=—=+Bm x,t). 2.11
et = i3 (g m ey 2.11)

Los coeficientes «; y 3 son determinados por condiciones fisicas. Cada una de las
soluciones de la ecuacion debe ser también solucion de la ecuacion de Klein-Gordon, para
seguir siendo una ecuacion relativista, es decir, cada una satisface la relacion E? = p*+m?,
lo cual lleva a que aparezcan cierto tipo de restricciones sobre los coeficientes a;y f3.

Sea

=|—ila a—l—a a—l—oz 0 + Bm
- 18561 28352 38563

0
ot
% [ ( o 9 9 (a2 J )
— o r= {Z<alaa;1 +a28x2 —|—agar3> —5m] [_Z<a18x1 +a28.r2 +oz3ax3> +ﬁm}¢
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0y oty )
=a? o VAT : 4 32,2
=05 +; (ozzozﬂragaz)axiaxj +im(aif + 504,)8% B*m2i. (2.12)

Si comparamos con la ecuacion de Klein-Gordon (2.10), requerimos que
o+ oo=0 iF ] af=[3=1, ;3 + Pa;=0. (2.13)

Estas relaciénes no pueden satisfacerse con niimeros ordinarios. Se pueden representar con
matrices. Por ejemplo, en términos de las matrices de Pauli ;, consideremos.

O2x2 Tiaxo Iy 02><2)
Qi = ) = . 2.14
( Tiax2 Oaxo > b ( 02 — Lo ( )

Con estas matrices, verificaremos las relaciones en (2.13):

0 o 1 0 1 0 0 o 00
fi + po <0¢0><01>+<01><0i0> <00>
0 a; 0 gy 0 0y 0 ag; 00 0 0404 0
i 0 = = = 20;j,
i F O (Uio)(UJO)Jr(U]‘O)(UiO) (00i0j>+(0030i !

9 0 o 0 o; o7 0 [axo O2x2 2
2 _ = = =/3*=1 2.1
i <o,; 0 o 0 0 o? O2x2 Loxo b =laa, (2.15)

de modo que esta representacion es tutil para escribir la ecuacion de Dirac.
Definamos ahora la forma covariante de la ecuacién de Dirac. Comenzamos escribiendo

i%-f:(-ia-vwm)w.

Multiplicando por  y usando la propiedades (2.13), encontramos que
L, O : 9 _ .
zﬁﬁz(—zﬁa-v+ﬁ m)Y=(—ivy-V+m),

esto es

o

i”yoﬁ+i’y-vw—mw:0. (2.16)

La formulacién covariante de la ecuacién de Dirac se hace definiendo un conjunto de
matrices que mezclan «; y 3, que poseen una propia relacion de anticonmutacion. Sea el
cuadrivector, v* = (3, fa) = (7°, 7'), que verifica las siguientes propiedades

Y+t =0 p#Fv pr=01,23
(") =1

(v)2=—1 i=1,23. (2.17)
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Aqui hemos hecho las convenciones de que los indices griegos corren de 0 a 3, y los latinos
de 1 a 3. En forma compacta, estas relaciones se escriben como

VY At =29, (2.18)

donde ¢g"¥ =diag (1, — 1, — 1, — 1). La forma covariante de la ecuacién de Dirac para una
particula libre nos queda entonces

(iy*0, —m)i(x)=0. (2.19)

Su corriente de probabilidad asociada es j, = ¥y,10 con ¥ = "% La corriente se con-
serva, d,j" =0, y en este caso,

p=Uy b=ty (2.20)
es positiva definida. Esto salva el problema de las probabilidades negativas de la ecuacion
de Klein-Gordon. Es comtn seguir la prescripcion j, — j, = — ej, e interpretar a j, como

la cuadri-corriente eléctrica asociada al electron. Nosotros adoptaremos esta convencion.
La soluciéon a la ecuacion de Dirac puede escribirse como

U(w)=e ""u(p), (2.21)

donde u(p) es un espinor de Dirac de 4 componentes

U
u= 4 ,
up

con uy y up las dos componentes espinoriales. Ya que 0,0 (v) = — ip,(x), es mas facil
resolver la ecuacion de Dirac en espacio de momentos, donde toma la forma

(p — m)u(p) =0.

El problema que persiste es que existen atin soluciones con energia negativa o positiva,
como veremos a continuacion. Para encontrar los eigenvalores de la energia, lo que
hacemos es escribir la ecuacion (2.11) en espacio de momentos,

(a-p+ Bm)u=Eu. (2.22)
En el sistema en reposo de la particula, p=0, tenemos simplemente que
ml 0
=F 2.2
(" Ju=ro (2.23)

donde los eigenvalores de energia son £ =m, m, —m, — m, dos positivos y dos negativos.
Sus eigenvectores correspondiente estan dados por
(0
0

(o) (V) (o)

b))

Las primeras dos soluciones describen al electron con energia positiva, y las otras dos solu-
ciones, donde la particula tiene energia negativa son interpretadas como antiparticula
(positron) con energia positiva.
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Para resolver la ecuacién en un sistema de referencias arbitrario, debemos resolver

(o om)()=e (). 220

que es equivalente al sistema de ecuaciones
o-pup=(E —m)uy
o-pus=(E+m)ug. (2.25)

Para las soluciones con energia positiva, tomamos ui‘s) =) donde

x“)=((1]), x(2)=<(1))7 (2.26)

con s =1,2. Dadas estas condiciones, la segunda ecuacion en (2.25) implica

(s) g-p

= (), 2.2
Up E+tm X ( 7)

Asi, la solucion del espinor de Dirac de 4 componetes, u, la podemos escrbir como

(s)
u= ( oy ) , E>0. (2.28)

T )

Para las soluciones con energia negativa, tomamos ahora u(,f) =), de modo que tenemos

(s)__ 0P (s)__ 0P (s 2.29
Asi, escribimos
) — TP ()
st = 1Elem : E<O0 . (2.30)
Y

Para el electron, tenemos entonces cuatro soluciones. Las primeras dos soluciones de la
ecuacion de Dirac

P02(a) =ul A (p)e ", (231)

describen a un electron libre con energia £>0 y momento p con energia positiva, cuyo
(112) Las otras dos soluciones con energia negativa, u®>%, estan asociadas a las
antiparticulas. El positron con energia E y momento p se puede describir con las solu-

ciones para el electron con energia — F y momento — p identificando

u(314)( — p)eii(fpl—b)wu = U(Q,l) (p)eipﬂa:”’

espinor es u

de modo que el positron tiene asociados los espinores v>Y. La ecuacion de Dirac que

satisfacen estos espinores se obtienen de la siguienete forma: en espacio de momentos,
tenemos

(¥ —m)u(p) = 0.

para las energia negativa — F' y momento — p, esta ecuacion toma la forma

(—¢—m)u(—p)=0,
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o bien, para el positréon con energia £ y momento p con espinor v, la ecuaciéon de Dirac es

(P +m)v(p)=0.

Ahora describiremos el momento angular intrinseco (espin) de estas soluciones. Obser-
vemos que el momento angular orbital

L=rxp,
no conmuta con el Hamiltoniano:
[H7L]:7Z(a Xp)a

lo que implica que L no es conservado. Esto senala que debemos buscar otro tipo de
momento angular que se conserve. Sea

1/ o0 0
Z]_5(0 0')'

Las componentes de esta matriz, por su estructura, obedecen las relaciones de conmuta-
cion canodnicas de momento angular, asi que ésta representa un momento angular intrin-
seco, cuyos eigenvalores son +1/2. Es facil ver que

[H.3) = 2i(a x p).
por lo que separadamente ni L ni X se conservan. Si hacemos una combinacion lineal
1
J=L+ =%,
2
el momento angular total J si se conserva:
[H,J]=0.
Asi concluimos que las soluciones a la ecuacion de Dirac representan fermiones de espin
semientero. El niimero cuantico que nos permitird etiquetar estas soluciones es la helicidad
S, que es la proyeccion del espin a los largo de la direccion del momento, S = %a - P, CUyos
eigenvalores llamamos A y pueden tomar los valores =+ 1/2. Vemos que un positréon con

energia £ > 0, momento p y helicidad A se puede visualizar como un electréon con £ <0,
p— — p, pero helicidad A.

Figura 2.3. Equivalencia entre soluciones con energia positiva y negativa del electron (energia positiva
del positron)
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En la discusién anterior vimos cémo el problema de las densidades de probabilidad
negativas de la ecuacion de Klein-Gordon quedd6 resuelto en la ecuacion de Dirac. También
entendimos como relacionar las soluciones para una particula de energia negativa con solu-
ciones para antiparticula de energia positiva. Del mismo modo, observamos que en esta
ecuacion surge de manera natural el espin del electron, por lo que es la ecuacion de Dirac
la que describe exitosamente a los electrones. En la siguiente secciéon estudiaremos la
dinamica del campo electromagnético, que se describe mediante las ecuaciones de Max-
well.

2.2 Ecuaciones de Maxwell

Los fenomenos electromagnéticos clasicos en el vacio se pueden describir a partir de
cuatro ecuaciones, llamadas ecuaciones de Maxwell. Estas ecuaciones son

V-E(r,t)=p(r,t), (Ley de Gauss eléctrica)
V.-B(r,t)=0, (Ley de Gauss magnética)
VxE(rt)=— %, (Ley de Faraday)
V x B(r,t)= %—l— j(r.t)., (Leyde Ampere) (2.32)

donde los campos vectoriales involucrados son campo eléctrico E(x, t) y el campo mag-
nético B(r, t). Estos campos forman el campo electromagnético. Las dos ecuaciones con
rotacional (Faraday y Ampere), aseguran que hay dependencia mutua entre campos eléc-
tricos y magéticos variables en el tiempo. Sélo en el caso de campos estaticos (que no
varian con el tiempo) campo eléctrico y magnético son independientes entre si. Llamamos
fuentes de campos a los sistemas fisicos que crean campos en el espacio. En el caso elec-
tromagnético, cargas y corrientes eléctricas crean campos. En las ecuaciones de Maxwell,
las fuentes de campo son p(r, t), la densidad de carga eléctrica y j(r, t), la densidad de
corriente eléctrica. Todas las cantidades que intervienen en las ecuaciones de Maxwell son,
en general, funciones de la posicion y del tiempo. Para este es un conjunto de ecuaciones
diferenciales vectoriales lineales acopladas inhomogéneas, en general, su solucion es bas-
tante complicada encontrar.

En el vacio es posible hayar una solucion general de la ecuaciones de Maxwell en tér-
minos de los potenciales electrodinamicos, el potencial vectorial A y escalar ¢, que defi-
nimos a partir £y B como
OA(r,t)
o
B(r,t)=V x A(r,t). (2.34)

E(r.t)=Vo(r.t) (2.33)
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En términos de los potenciales, las ecuaciones homogéneas de Maxwell se pueden reescribir
de la forma

Vng(r,t)—l—gt—ZV-A(r,t):—p(r,t), (2.35)
VZA(r,t) — aat—iA(r,t) — V(V CA(rt)+ W) =—j(r,t), (2.36)

que pueden desacoplarse elegiendo en forma conveniente los potenciales. Hay que notar
que si hacemos las transformaciones, llamadas transformaciones de norma,

A(r,t)—= A'(r,t)=A(r,t)+ VA(r.t), ¢(r,t)—>¢’(r,t):¢(r,t)%, (2.37)
los campos E(r,t) y B(r,t) (2.33) y (2.34) no cambian:
= v QA gl OA 0 _ v A
E'=-V¢' -2 = v{ at} SA+VA|==V6-2=F,

B' =V x(A+VA)=VxA+VxVA=B.

Esto indica que las ecuaciones de Maxwell son invariantes de norma.

Las ecuaciones (2.35) y (2.36) pueden escribirse en forma covariante, al igual que las
transformaciones de norma (2.37), introduciendo los cuadrivectores j* = (p,j) v A” = (¢,
A). Las ecuaciones (2.35), (2.36) y (2.37) se escriben covariantemente como

2AY — 0¥(9,A*) = j+, (2.38)
AV =AY+ A (2.39)

Para las ecuaciones de Maxwell no homogéneas, observamos que su forma covariante es
9, F = jr, (2.40)

donde F'*¥ es el tensor antisimétrico de intensidad del campo, que podemos escribir de la
forma

Fvi=QrAn — gr AV, (2.41)

Nos damos cuenta que los potenciales A(z,t) y ¢(x,t) no son independientes entre si,
sino que estan relacionados con al llamada condiciéon de Lorentz,

V-A(rt)+ W: 0, (2.42)
0, covariantemente,
d,A"=0. (2.43)

Con la condicion de Lorentz impuesta a los potenciales electrodinamicos, las ecuaciones de
Maxwell llevan a las siguientes ecuaciones de onda vectoriales desacopladas, inhomogéneas
para éstos,

V26(r, 1) —%:— o(r.1). (2.44)

V2A(r 1) %:j(r,t), (2.45)
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que en su forma covariante se escriben como
2AY = 57, (2.46)

Si aplicamos una transformaciéon de norma del tipo (2.37) a las ecuaciones vectoriales
(2.44) y (2.45) y demandamos su covariancia, llegamos a una restriccion para la funcion de
norma, que toma la forma de una ecuacion de onda homogénea

[12A = 0. (2.47)

La clase de funciones de norma que satisfacen esta ecuacion garantiza la invariancia de los
campos FE y B bajo transformaciones de norma.

En la teorfa cuantica, A" se identifica con la funcion de onda del foton, que en
ausencia de fuentes satisface

[124Y =0. (2.48)
Su solucién es de la forma
A =¢e"(p,)e P (2.49)

donde &* es el cuadrivector de polarizacion de el foton. Ya que AY satisface la ecuacion de
onda homogénea (2.48), la forma de esta solucién implica que

Una funciéon de onda vectorial, es decir, de 4 grados de libertad, se antoja demasiado
«grande» para describir a una particula de espin 1. Nuestra meta es reducir los grados de
libertad independientes del vector de polarizacion del foton para que ajuste a su descrip-
cion. Si consideramos la condicion de Lorentz, descrita en 0,A” = 0, llegamos a la restric-
cion de que

pu5V - 07

lo que reduce el nimero de componentes independientes de £” a tres. Realizamos ahora
una transformacion de norma eligiendo en (2.47)

A=iae P

donde a es constante. Al considerar esta transformacion de norma, el vector de polariza-
cion resultante se transforma como

!/
51,—>5V:5,,—|-ap“.

Ahora, tenemos que ¢, y ¢, cambian entre si por un término extra proporcional a p,.
Ambos describen al mismo fotéon, de modo que podemos usar esta libertad y tomar ¥ =
0. Entonces la condicion de Lorenz antes mencionada (2.43) nos da simplemente

E-p= 07
relacion que reduce a 2 vectores de polarizacion independientes para el foton. Estos dos

grados de libertad se asocian con las dos posibles polarizaciones que puede tener una onda
electromagnética. Por ejemplo, para un fotéon viajando a lo largo del eje z, podemos tomar

81:<17070)7 62:(07170>7
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para describir un fotén libre con polarizacion a lo largo de g;, de espin 1 y momento p.
Podemos, igualmente, considerar la base de polarizacion circular, observando que las com-
) ) )

binaciones lineales
1 ) 1 )
ER:—\/;(€1+Z€2), €L:\/;(€1—Z€2>,

son invariantes bajo rotaciones # alrededor del eje z. Los vectores er y €, describen a un
foton del helicidad +1 o 1, respectivamente.

A nivel fundamental, consideramos la interaccioén entre electrones como un intercambio
de fotones. Dichos intercambios se describen en términos de los propagadores para las par-
ticulas involucradas. En la siguiente seccion discutiremos los propagadores de Klein-
Gordon, Dirac y del Foton y el Lagrangiano del cual derivamos estos propagadores.

2.3 Lagrangiano de QED

Asi como en el Lagrangiano clasico, por medio de las ecuaciones de Euler-Lagrange
encontramos las ecuaciones de movimiento clasico, podemos encontrar con el Lagrangiano
de QED, con sus respectivas ecuaciones de Euler-Lagrange, las ecuaciones de movimiento
correspondientes.

El Lagarangiano de Dirac toma la forma

Lp=(ifd —m)y
En este Lagrangiano se pueden incluir las interacciones de los electrones con los campos
eletromagnéticos haciendo la sustitucion minima
0y—D,=0,+1eA,.

Por otro lado, el Lagrangiano del campo electromagnético que nos permite encontrar un

propagador invertible es

1
— py M

donde ¢ es el parametro que fija la norma. Entonces el Lagrangiano de QED es

Lonn= D@+ eA) —m) iFH,,F*“’ 5(a Am)2, (2.51)

Notemos que éste es invariante bajo las transformaciones simultaneas

(@) — ' (x) = P(a)e M,
U(w) — ¥ (x) = P(a)e M,

Ap(w) — Ap(w) = Aulr) + 2 L0,A(x)
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es decir, tiene una simetria de norma Abeliana U(1). Aunque estamos trabajando en
(241) dimensiones, donde surgen algunas peculiaridades relacionadas con las simetrias dis-
cretas de Paridad e Inversion temporal, como la posibilidad de considerar en este Lagran-
giano términos de masa para el fermioén que violan estas simetrias y el término Chern-
Simons que induce término de masa invariante de norma para el foton, con todas sus
implicaciones y aplicaciones [11]

, en esta tesis nos enfocaremos en solamente en el Lagrangiano con la forma dada en
(2.51), que es invariante bajo Paridad. Estamos particularmente interesados en la ruptura
dinamica de la simetria quiral de este Lagrangiano. Para entender el origen de la simetria
quiral, definamos

Y =iy,

que verifica las siguientes propiedades:
2
5 _ 5\2 _
(V=0 () =1
Si realizamos la transformacién, llamada transformacion quiral,
S0~
) — e, (2.52)
asociada a ella tenemos la corriente quiral j¥ = ¢y*y%1), que satisface
o B
Oujs =21m Py,
es decir, en el caso no masivo, m = 0, esta corriente quiral se conserva y la transformacion
(2.52) implica que la simetria quiral es una simetria del Lagrangiano. En Capitulos poste-
riores describiremos la manera en que, comenzando con fermiones no masivos, las autoin-
teracciones estas particulas permiten romper de manera dinamica la simetria quiral, otor-
gandoles masa a los fermiones.
La herramienta necesaria para estudiar esta ruptura de simetria son las funciones de

Green de QED, particularmente los propagadores. A continuacion estudiaremos como
obtener dichos propagadores a partir del Lagrangiano (2.51).

2.4 Interacciones

Supongamos que queremos describir un sistema fisico mediante una teoria cuantica de
campos. Por ejemplo, un sistema de fermiones con interacciones, que se pueden describir
por medio de uno o varios campos ¢ y una serie de parametros. El objeto fundamental de
estudio es el propagador correspondiente. Las funciones de Green de las ecuaciones de
onda relativista, llamadas también propagadores, sirven para resolver dichas ecuaciones en
presencia de potenciales de interaccion mediante el método de Green. Utilizaremos este
método para encontrar los propagadores correspondientes en QED.

2.4.1 Propagador de Klein-Gordon
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Si consideramos la ecuacion de Klein-Gordon en presencia de un campo electromag-
nético descrito por el cuadripotencial A,, ahora el operador momento p, debe reempla-
zarse, mediante la sustitucion minima, de la forma p,— p, — e A,, de modo que obtenemos

[(p# = e A") (p— ¢ A,) — mF 6 =0, (2.53)
o, analogamente,
(010, +m?|p=— Vo, (2.54)
con
Vqﬁ:ie(@“AN—i—aﬂA“)(b—ezA“AH¢. (2.55)

Si tratamos de resolver esta ecuacion con el método de Green, debemos construir Ggea(x,
y) tal que

(*+m?)Grelr,y) =6z —y), (2.56)

y resolver la ecuacion de Klein-Gordon en su forma integral
o) = n(x) = [ d'y Gl )V (1)o(y). 2.57)

donde ¢, satisface la ecuacion homogénea de Klein-Gordon. Para verificar especificamente
que G g nos resuelve la ecuacion en precencia del campo, aplicamos el operador de Klein-
Gordon a ¢,

(@ +m?) = / (02 + 1) Gz, 1)V (1)6()

_ / diy 5z — )V (1) b(y) = — V(2) o),

lo que lo demuestra. Para encontrar entonces G g(z,y), la representacion del espacio de
momentos serd totalmente adecuada. Tomamos la transformada de Fourier Siq(p) de
GKG<:C7 y)
Gralz,y)= dll_]gg ( )e*ip-(w*y) (2.58)
KG\T, Y)= (27)" KG\P . .

Aplicando el operador de Klein-Gordon, tenemos

(O? +m?)Gge(r,y)=— / %SKG(]?)(DZ—FWLZ) e~ ip(r—y)
— d4_p 2 m2 e*ip.(wfy) _ 54 T

ast que si Sga(p)(p? — m?) =1, tenemos en la tltima igualdad la representacion integral de
5*. Por lo tanto,

1

pQ——TnQ’ pQ#mZ. (260)

Ska(p)(p* —m?) =1 - Ska(p) =
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Ska(p) es el propagador de Klein-Gordon. Vemos que cuando p* = m? | encontramos una
singularidad, tipo polo. Decimos entonces que la masa de la particula estd determinada
por el polo del propagador.

Encontrar el propagador, o la funcion de Green en la ecuacion diferencial de la
dindmica, nos permite conocer las propiedades de propagacion de las particulas cargadas,
conciderando sus interacciones con un campo electromagnético. En la siguiente seccion
aplicaremos el mismo método para ver cudl es el propagador de la ecuaciéon de Dirac.

2.4.2 Propagador de Dirac

Si ahora tomamos la ecuacion de Dirac en precencia de un campo electromagnético,
obtenemos

((if+e A)—m)y =0, (id —m)p=— e Av. (2.61)

donde hemos utlizado la notacion A= y*A,. Construimos G(z,y) tal que

(iff — m) G, y) = 6w — ), (2.62)

y resolvemos la ecuacion de Dirac en forma integral. Tomando una 1)y que satisfaga la
ecuacion homogenea, esta ecuacion es

() = volx) — / 'y Gz, y)e Av(y) (2.63)

Verificamos que G(x, y) resuelve la ecuacion de Dirac en este caso:

(iﬁmw:/d‘*y (i —m)G(x,y)e Aw(y)z/d‘*y M —y) e Av(y)=—eAv.  (2.64)

Establecido esto, al igual que antes, tomamos la transformada de Fourier de G(x,y)

G(x,y)— —/ (321;45(19)6”"("”9). (2.65)

Aplicamos el operador de Dirac a G(x,y) y encontramos que

d*p

(#=m)Gla.) = [ Gelp=mlS(e 70 =5 ). (2.66)

Como en el caso anterior, si (f —m)S(p) = 1, tendriamos la representacion integral de §*
en la altima igualdad. Por lo tanto,

1

= (2.67)

S(p)lp—m]=1; = S(p)

Esto ultimo es un abuso de notacion, ya que p es una matriz y no podemos tenerla en el
denominador. Lo que si tiene sentido y esta bien representado es:

__ 1 pim_ ptm
5(p)—ﬁim¢+m—p27m2,

para p?£m?, (2.68)
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ya que p? = p?. De aqui en adelante cuando haya términos de la forma (2.47) estaremos
pensando en que se tiene que operar de la forma que se hizo en (2.48). Nuevamente, el
polo del propagador determina la masa de la particula que éste describe. Finalmente
veremos como obtener el propagador del foton.

2.4.3 Propagador del Fotéon

Antes de encontrar el propagador fotén y entender la necesidad de incluir en en
Lagrangiano correspondiente un término que fija la norma, veremos como encontrar el
propagador de Klein-Gordon y Dirac de un modo més simple a partir de sus Lagran-
gianos correspondientes.

Tomemos el Lagrangiano de de Klein-Gordon

Lrc—= %aﬂ(baugb _ %mZ(bZ.

El poropagador de Klein-Gordon se puede leer directamente del Lagrangiano, cuando este
se escribe de manera conveniente |Greiner|. Si consideramos la accion

S = /dt /d3.1: Lxa= % /d4x(au¢8“¢ —m?¢) = % /d%gﬁ(@ua“ —m?)¢

1 1, .-
— Lxa = §¢(8H8“ —m?)p= §¢SKC1;(T)¢,
entonces, el propagador inverso es

Ské(z)=0,0" — m?,

De este modo, la transformada de Fourier de Sgé(.r) es precisamente el inverso del propa-
gador de Klein-Gordon en el espacio de momentos

9 1

Ska(p)=p*—m == Ska(p) = 2_m

Lo mismo hacemos para obtener el propagador de Dirac. Tomamos el Lagrangiano de
Dirac

Lp=10(if —m).
El propagador de Dirac lo podemos leer directamente de este Lagrangiano
Lp=1(i —m) =Sy (x)v,
= Sp'(x) = (i) —m),

cuya transformada de Fourier es

e N
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Para obtener el propagador del foton, comenzamos con el Lagrangiano de Maxwell ordi-
nario

£——%F JFH = (9, A, — ,A,) (9MAY — 9 A¥)

1 v v v v
== 10,A,0" A" - 9,A,0" A" — 0,A,0" A" + 0,4, 0" A]

- %AM[QWD — 0,0, A,

(2.69)
Las ecuaciones de Maxwell homogéneas
0, FH =0,(0rAY —0¥AY) =
pueden reescribirse de la forma
(9,8 — 0,0, A* = 0. (2.70)

Si queremos la funcion de Green de esta expresion , para encontrar el propagador del
foton A, correspondiente, debemos resolver

(9,0 — 0,0,] A (r—y)zéié(x—y). (2.71)

u)\
Notemos que al operar con 0" sobre esta ecuacion, obtenemos
09,0 — 0,0,] AV @ — ) = 9% (x — y)

(000, —00,)ACY @ — )] = (0-9,) A =" (x —y),  (2.72)

lo que implica que A**(z — y) no tiene inverso. Esto es porque el operdor [g,,0— 9,9,] no
tiene inverso. Para resolver este problema, debemos incluir un término adicional en el
Lagrangiano, el término que fija la norma. Algunas elecciones comunes para fijar la norma
son

V-A=0 NormadeCoulomb,
A’=0 Norma Temporal ,
A3=0 Norma Axial.

Si imponemos la condicion de Lorentz 0,A* = 0, podemos escribir el Lagrangiano de
Maxwell como

1 v
L= §AH9HV|:|A .

El operador g, si tiene inverso, lo conocemos como propagador de Feynman

AF(‘Tvy)NV:_gHVAF(‘TJyumZO)‘ (273)
Ahora, incluimos un término que fija la norma al Lagrangiano, esto es, consideramos
L= %A“[QWD ~9,0,)4" g(a Am)2 = %A“[gWD 0,0, %aﬂay]AV (2.74)
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donde £ es el parametro que fija la norma. Cuando £ =1, decimos que estamos trabajando
en la norma de Feynman, y si £ =0, en la norma de Landau. El inverso propagador com-

pleto esta definido por
1

Afwl = g,,/0—0,0, — Eaﬂay,
cuya transformada de Fourier es
_ 1
A;wl<p):_p29uu_ <1 _E>pppu- (275)
Ahora, el propagador tiene la forma
AV =A(p?) g"'+B(p*) p'p”, (2.76)

donde A y B son funciones desconocidas. Junto con su inverso, satisfacen
—1 v
A (A =47, (2.77)

Si hacemos la contraccion, tenemos que

=L g (1 ) n A g4 B0 )

=—p*A(p*) 9", — *B(p*) p'p" + <1 - %) A(p®) pupy + B(p?) <1 - %) P’ Pub~

1 1
=—p’A(p°) g7, + (1 - E) A(p?) pup~ + EB ()P Py =9 5

de donde tenemos

_pZA(pQ):l _ A(pQ):—]%
<1—%>A(p2)+%3(p2)p2:0 — B(p*) = (1]745)

Sutituyendo estos coeficientes, en el propagador del fotén en una norma covariante arbi-
traria es

AV = A 2\ vy B 2 V’)/__i V’y_(l_f) Vpy Y 2.78

(p)=A(p*)g"+B(p*)p'p" = el i S (2.78)

Esto completa nuestro estudio de los propagadores. En el siguiente capitulo veremos las

ecuaciones de Schwinger-Dyson y aprenderemos las caracteristicas generales del fenémeno
de la Generacion Dinamica de Masas a través de las soluciones a estas ecuaciones.






Capitulo 3

Ecuaciones de Schwinger-Dyson

En esta tesis estudiamos fenémenos no perturbativos como la Generacion Dindmica de
Masas (GDM) mediante las Ecuaciones de Schwinger-Dyson (ESD) [17]. En este capitulo
veremos como surgen las ESD y cémo podemos estudiar con ellas el fenémeno de nuestro
interés.

El Lagrangiano que describe las interacciones en QED es invariante bajo ciertas trans-
formaciones llamadas de norma y depende de cierto pardmetro de norma. Esta simetria se
refleja por medio de las identidades de Ward-Green-Takahashi [26], que relacionan a las
funciones de Green entre si, y las transformaciones de Landau-Khlatnikov-Fradkin [27] que
relacionan a una funciéon de Green en una norma particular y en otra norma covariante
arbitraria. El esqema més conveniente para resolver teorias cuanticas de campos (TCC) es
la teoria de perturbaciones, donde dichas identidades se satisfacen en cada orden de apro-
ximacion. El problema que surge es que no todos lo fenémenos aparecen en el régimen
perturbativo. El confinamiento, el problema de estados ligados y el origen de las masas
son ejemplos de fenéomenos no perturbativos. Una plataforma conveniente para estudiar
estos fenomenos, ademés de las simulaciones de lattice, son las ESD, una torre infinita de
relaciones entre las funciones de Green de la teoria en estudio, que deben truncarse a fin
de obtener informacion fisica relevante. Uno de los problemas del truncamiento no pertur-
bativo de las ESD es la pérdida de invarianza de norma, que empana entonces el poder
predictivo de estas ecuaciones: Algunos fendmenos interesantes pueden surgir en una
norma, pero estdn ausentes en todas la demds. Aunque las ESD se derivan formalmente
en la TCC, en esta tesis consideramos un enfoque mas familiar para entender el contenido
fisico de estas ecuaciones en QED.

Los propagadores se modifican, a través de autointeracciones. Al propagador que
representa la suma de todas las autointeracciones se le llama propagador completo y posee
todas las propiedades de propagacion del fermion. En el caso en que el propagador no
emite ni absorbe fotones se le llama propagador desnudo. Existe una serie infinita de
correcciones radiativas al propagador que, en términos de diagramas, se muestran a a con-
tinuacion

31
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Figura 3.1. Correcciones radiativas al propagador del fermién

Estas correcciones radiativas al propagador del fermiéon en la teoria de perturbaciones
se pueden agrupar en tres tipos de correcciones, al propagador del fermion, al del fotéon y
al vértice. Tal como aparecen, estas correcciones no se pueden sumar. Para este fin, defi-
nimos la autoenergia, representada por X(p) y diagramaticamente

La autoenergia involucra todas las correcciones a las funciones de Green involucradas,
como lo indican los puntos sobre las partes correspondientes en el diagrama. En términos
de X(p), expansion perturbativa para el propagador del fermion es

N o8y o8y
o = - + 09— + 0008 -.

Figura 3.2. Propagador del fermion en la teoria de perturbaciones en términos de la autoenergia

La figura 3.2 corresponde a la expansion

Sr(p) = Sk(p) + Sk(p)Z(p)Sk(p) + Sk(p)Z(p) Sk(P)Z(p)Sk(p) + ...

= Sr(p)[1+2(p)Sk(p) +E(p)Sk(p)Z(p) Sk (p) + -],
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donde Sg(p) representa al propagador completo y Sl(;g)(p) su contraparte desnuda. La
expresion entre corchetes es una serie geométrica, que se suma a

Ahora, si dejamos S§(p) aparte y factorizamos a partir del siguiente término, tenemos

Sr(p) = Sk(p) + Sk(p)Z(p) Sk(p) [1+ () Sk + E(p)SEE(p) Sk (p). -]

= S%(p) + SH(p)S(p) {S%<p> [1 . 2(;)5%(19)} }

— SH(p) + Sr(p)Z(p)Sk(p). (3.2)

donde hemos usado la ecuacion (3.1) en la tltima linea. Esta es la ESD para el propa-
gador del fermion. Es conveniente escribir la ecuacién correspondiente al inverso de este
propagador. Multiplicando a la izquierda por Sgl(p), obtenemos

1=S5%(p)Sr' (p) + St(p)S(p).

Ahora, multiplicamos por (S%(p)) ! a la derecha, de modo que

Sy (p)=5r"(p) + (p)

lo que implica
Si'(p) =51 (p) = =(p) (33)

Esta es la ESD que corresponde a la funciéon de Green de dos puntos del fermion y se
representa en la Figura (3.3).

o - :
Figura 3.3. ESD para el propagador del fermién inverso

Las funciones de Green que aparecen en X(p) obedece cada una a su ESD. Las corres-
pondientes al propagador del foton y al vértice se muestran en las Figuras (3.4) y (3.5).

) ) / .\
UVAVAVAVE VAVAVAVAV = WVAVAVAVAVAVAVAVAVAY = AN @J N

-8

Figura 3.4. ESD para el propagador del foton
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\/’\/‘\/‘J@/ = u’\/\/\f‘-r./ , \/\/\f\@/ ’/

Figura 3.5. ESD para el vértice fermion-fotéon

Vemos que las funciones de Green de dos puntos estan relacionadas con las de tres puntos,
la de tres puntos con las de dos y la de cuatro puntos y asi sucesivamente, hasta formar
una torre infinita de relaciones entre las funciones de Green.

Para poder extraer informacion fisica de las ESD, debemos truncar esta torre infinita
de ecuaciones suponiendo alguna forma para las funciones de Green de varios puntos. Uno
puede realizar este truncamiento en el régimen de acoplamiento débil, pero entonces no
podemos estudiar GDM. Para estudiar este fenémeno, usualmente uno trunca la torre de
ESD al nivel de los propagadores. En la proxima seccion nos ocuparemos del estudio de
las ESD para el propagador del fermioén y las funciones de Green con las que esta relacio-
nado.

3.1 Estructura de las Funciones de Geeen

Veremos a continuacion la estructura no perturbativa del propagador del fermion, del
foton y el vértice (Sp, A,,, y I'*) y las ESD para el propagador del fermion que los rela-
ciona.

3.1.1 Propagador del Fermién

El propagador completo del fermion, S;l(p), podemos expresarlo mediante una combi-
nacion lineal de matrices las matrices (4 x 4) 1y y de la forma

Sr'(p)=A(p)y+ B(p). (3.4)

En esta tesis preferimos escribir este propagador como

_ F(p) _ Fp)p+Mp))
SF(p)_ﬁ—M(p)_ p?—M3(p)

y llamamos a F'(p) la renormalizacion de la funcion de onda y a M(p) es la funcion de
masa. Obsérvese que cuando M (p) =m y F(p) =1, nos quedamos con el propagador des-
nudo (propagador de Dirac).

La ESD para el propagador del fermién en el espacio de Minkowski, usando reglas de
Feynman, es

(3.5)
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Se'(p) =5 '(p) —S(p)

— S0 Y (p) — ie? / (g;]§3F“(k, P)Se (k)7 A (4), (3.6)

donde g =Fk — p, ees el acoplamiento electromagnético, que en QED3 tiene dimensiones de
masa, y S(p) es el propagador desnudo

oy L ptm
SF(p)_?_m_pQ_mQ'

(3.7)

Cuando m=0, tenemos que S¥(p) tiene un polo en p =0, al igual que Sg(p) con M (p)=0.
El fenémeno de la GDM toma lugar cuando la posicion de este polo cambia de lugar
debido a las autointeracciones.

3.1.2 Estructura del Propagador del Fotéon

El propagador completo del foton estd dado por
G(q e e
Aul) =~ | A (g, et ) et (3.9

donde G(p) es la renormalizacion de la funcion de onda del foton y & es el parametro de
norma covariante. G(q) =1 corresponde al propagador desnudo A?“,(q), cuya expresion es

A%V(Q):ql—z{gw—i-(fl)q;g”} (3.9)

Vemos que este propagador diverge en el infrarrojo como 1/¢?, enfatizando que el foton no
tiene masa.

3.1.3 Estructura del Vértice

El vértice I'*(k, p) de la interaccion de fermiones con fotones se puede construir de una
combinacion lineal de la forma

12

Pk, p)=>_ vilk,p)Vi", (3.10)

i=1

de los siguientes vectores base

Vit=qr | Vi=kr . V= pH
V=t VE=FEr Vi =kt
V7#:}j’y“’ V;s#:]jku ) ‘/E)#:szu )
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Vis=Fkpy",  Vi=Kpk, Vis= Ky p, (3.11)

donde las v;(k, p) son funciones escalares de k% p?, y ¢* De este modo, en la ESD para

el propagador del fermion estan involucradas 15 funciones desconocidas. Para obtener
alguna informacion fisica, debemos hacer algunas suposiciones sobre estas funciones, i.e,
debemos truncar la torre de ESD. En la siguiente seccion estudiaremos el fenémeno de
GDM truncando convenientemente las ESD.

3.2 Generacion Dinamica de Masas

Un punto de partida conveniente para estudiar el fenomeno de la GDM es a partir de
la ESD para el propagador del fermion (Figura 3.3), cuya expresion esta dada en (3.6)

550 =5 () - ie” [ %F“(/ﬁ,p)&(kh%w(q).

Para estudiar la GDM comenzamos tomando m = 0. Sustituyendo los propagadores corres-
pondientes, tenemos la siguiente expresion:

M) _ $PEFk) L, )
TFp) P / arpiE L P K M (R)7 A ()

Observemos que esta ecuaciéon es matricial, pero puede escribirse como un sistema de
ecuaciones integrales no lineales escalares acopladas para M y F. Estas se obtienen de
tomar la traza a la ESD después de multiplicar por Iy p, respectivamente:

Mp) e [ A F() gy :

F 5) " / iz LR )+ M(R) 7] A(0). (3.12)
1 ie? A3k F(k) . )

o) 3p2/ (27 )3 kZ_MZ(k)TI’WF (. p) (K + M (k)7 A wla). (3.13)

Nos concentramos en el estudio de la aproximacion apagada, despreciando lazos de fer-
miones, es decir, tomamos simplemente A,, — AY

uvs que diagramaticamente represen-
tamos como

Figura 3.6. La ESD para el propagador del fermién en la aproximacion apagada
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En esta aproximacién, con una forma eduacada del vértice, podemos resolver la ESD para
el propagador del fermion de forma autoconsistente. Quizés la forma méas simple para el
vértice consiste en tomar

TH(k. p) =", (3.14)

lo que se conoce como aprorimacion arcoiris. Esto debido a que en el régimen acopla-
miento debil, el propagador completo toma la forma

VL V1,
B 2 S M, 2
R = g S e B ¥ S,

Figura 3.7. Propagador del Fermién en la aproximacién arcoiris

La ESD para la aproximacién arcoiris es pictéricamente

Figura 3.8. ESD para el propagador del fermion en la aproximacién arcoiris

que es equivalente a las expresiones

M) o [ dk_F() g, /A0

F(zf) - / (27T)3k2—M2(/<:)Trh (K +M (k)] AL(q) (3.15)
1 Qe [ Pk F(k) . o

F(p) = 3p2/ (27)3 szMz(k)Tr[m (K +M (k)7 A% (q)- (3.16)

Para proseguir con el anélisis, debemos tomar en cuenta algunas de las propiedades de las
trazas de las matrices y* que usaremos:

Tr[y# = Tr[y*y"y°| = Trl# impar] =0,
Tr[y*97] =397,
TT[’YQ’Yﬁ’}/é’YV] — 3[9(1[396” _ gaégy,ﬁ + goa/g[i’é]. (317)

Entonces, tomando la traza correspondiente en (3.15), vemos que
Te [y (K + M (k)" Ahu(q) = 39" AL M ()

=g | =B+ (1= OB M k)
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— %(3+(1§))M(/¢)= (HQ)M(k), (3.18)

asi que tenemos que esta expresion se reduce a

M) B F(R) M(k)
=) | s 19

Tomamos ahora la traza correspondiente a (3.16), de modo que

Te[py* (K + M (k)7"] = Tr[pay* 7"k s757"]
= pakisTr[y°7"7%y"]
= 3pakﬁ[ga”gﬁy — gaﬁgﬂﬁ + ga’/gﬂﬁL

que al contraer con el propagador del foton se reduce a

T [y (K + M (k)7 AR (a) = 3paks(g™g™ — ™9™ + g*g"?) ( - % +(1- f)—qgf">

Spo‘k @ v e v av
- q2 /6[79 “gﬂ gNV+g ﬁgll Guv — 9 Q“ﬂgw]

3pak
4 3paks

. (99" 4,00 — 9°P 9" qu00 + 9°" 9" qu0,) (1 — €)
:%(QJ“ §)(k-p) +2(§q—21)(k q)(p-q),

y al sustituir en la expresion correspondiente nos da

S S ol — ) SRV P
Fp) 3p2/ (2m) (k2 — M2(k)) (h-p)& = k- a)(p-a)1 =€)} (3.20)

Ahora, debemos hacer una rotacion de Wick al espacio Euclideano, con las prescrip-
ciones

ko — 1 ko, po—>ipy , pP—r—p°

k2— k% P— ¢, k-p——Fk-p,

/d3k—>i/d3k.

Asi, tenemos que en el espacio Euclideano,

M) PhF(R) M(R)
P =6+ [ Gy (3.21)
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Utilizando coordenadas esféricas tales que el elemento de volumen es d3k = k% d k senfdfd.,
elegimos k* = (k senflcosp, k senfsenyp, k cosfl) de modo que 6 es el dngulo azimutal,
tenemos que

M(p) _e(E+2) [* K F(k)M(K) [* senfdd Qde
0 K2+ M?*(k) ), k?>+p*—2kpcosh J,

:ez(f—+2)/w dk k*F (k)M (k) /7r senfdb

(2m)? k2 + M?2(k) k2 + p?—2kpcosh
_2842) [7 o KE(R)M(K) | kA4 p
=S | A ey (3.22)

Analogamente, para F'(p) encontramos

2 oo 2 2 2
1 e . KF(k) _k%ﬂ”nk+p]_ (3.23)

— 1
F(p) 47%p J, k2 + M?(k) [ 2kp k—p

Las ecuaciones (3.22) y (3.23) son el resultado de truncar la ESD para el propagador del
fermion en la aproximacion arcoiris en una norma covariante arbitraria. Observemos que
en la norma de Landau (£ = 0) estas ecuaciones de desacoplan, pues F(p) = 1. En este
caso, el sistema se reduce a una sola ecuacion:

e[ kM(k) k+p
M (p) _27T2p/0 dka—i-MQ(k) ln‘k—p'

Vemos trivialmente que M (p) = 0 es solucion de esta ecuacion, lo que implicaria que el
polo del propagador sigue estando en p=0. Cualquier soluciéon no trivial para M (p) impli-
carfa que la posicion del polo se ha movido, indicAndonos que se ha generado masa
dinamicamente. Para tratar de encontrar esta solucion no trivial, haremos algunas simpli-
ficaciones que nos permitan realizar una tratamiento analitico. Haciendo la aproximacion

k+p

1
it

2p 2k
~ 2ok )+ Lo p),

que es valida para k> p y k < p, tenemos

et (7 M (k) e [~ k* M (k)
M(p)_—/0 dkkz—i-M?(k) +7T2p2/p dk-m, (3.24)

expresion que se puede convertir en una ecuacion diferencial con condiciones de frontera.
Derivando,

dM(p) e  M(p) €&  M(p) 2 /oodk k2 M (k)
dp @ p*+M3p) 7w pP+ M p) wp* ), K+ M(k)
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o 2e Oodk k* M (k)
- owpt k24 M?(k)

Que nos conduce a la ecuacion diferencial

d [ 4dM(p)| _  2¢* p*M(p)
dp{ dp ]_ w2 p?+ M?(p)’ (3.25)

con las condiciones de frontera

sdM(p)

W p:O_)O; M(p) p:oo—>0. (326)

Para p?>> M?(p), la ecuacion linealizada se simplifica de la forma

d | ;dM(p)| = 2¢?
o P =2, (3.27)

que es una ecuacion diferencial de tipo Bessel, cuya solucion mas general es

2 2
Cis (2 2%) +ChY) (2 2%)] (3.28)
™p mp mp

donde .Jo y Y5 son las funciones de Bessel de orden 2 del primero y segundo tipo. Las con-
diciones de frontera implican Co=0, de modo que la funcién de masa se reduce a

4e? 2¢?
M (p) :CI%JQ (2\/ %) (3.29)

donde la constante C no se puede determinar de la ecuacion diferencial. En el limite p —
00, Vemos que

M(p)= C 4 (3.30)

1 .
p2ﬂ—4

Esto nos pertmite hacer una conexién con los resultados provenientes de la expansion de
productos de operadores (OPE), que seniala que cuando una particula se propaga en pre-
sencia de un condensado quiral < 1) >, la funciéon de masa correspondiente, cuando p —
o0, se relaciona con este condensado de la forma [28]

2

; p*M(p)

< > ="

vy 24+¢

En la norma de Lndau, tenemos
< Ph > 4et < p >
M(p>|p:OON2—2 — Clp2ﬂ_4 :2 pg )

de donde

W

Ci= W_% (331)

2et
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asi que la funcién de masa es

2 1y 2
:2L<¢€@g>J2 9,2

M(p) (3.32)

m2p

De esta expresion observamos que tendriamos una soluciéon no trivial siempre y cuando el
condensado quiral sea no nulo. Este condensado proporcionan el medio «pegajoso» en el
cual se propagan las particulas y adquieren masa. El condensado se forma por las auntoin-
teracciones de las particulas. Vemos ademéas que cuando p — 0, la funcion de masa se
vuelve constante, y cae como 1/p* cuando p — oo. Este comportamiento se ha estudiado
en diferentes normas covariantes por varios autores [29, 30, 31|. Algunos aspectos del
método numérico empleado en [30, 31] para este fin se presentan en el Capitulo 5. Todos
estos trabajos demuestran que el comportamiento de la funciéon de masa es el mismo en
un cualquier norma covariante, Figuaras (3.9) y (3.10).

FUNCION DE MASA EN VARIAS NORMAS

0.14 1 1 1 1 1
&= ——
APROXIMACION ARCQIRIS =1
[ R T—
0.12 | [ -
E=4
=5
255 [\ p——
0.1 -
0.08 -
a
=
0.06 -
0.04 i
0.02 -
0
1 1 1 1 1
0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000

Figura 3.9. Funcion de masa M (p) en la aproximacion arcoiris en varias normas
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RENORMALIZACION DE LA FUNCION DE ONDA EN VARIAS NORMAS
1.4 1 1 1 1 1

0.2

-
e ———

0 L L L "l 1
0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000
p

Figura 3.10. Renormalizacién de la funcién de onda F(p) en la aproximacién arcoiris en varias normas

Esto senala que en esta aproximacion arcoris, se generan masas dinamicamente para
cualquier valor del acoplamiento y en cualquier norma covariente arbitraria. En la
siguiente seccion estudiaremos las ESD considerando efectos de la polarizacion del vacio en
la aproximacion 1/N, donde veremos que no siempre se generan masas dindmicamente.



Capitulo 4

Aproximaciéon 1/N

La teoria de perturbaciones ordinaria en términos de acoplamiento parece romperse
debido a las divergencias infrarrojas de las funciones de Green de QED3. Una maneras de
evitar esta situacion es usando otro parametro de expansion. Estudiaremos la GDM en
QED3 en la aproximacion no apagada, considerando un ntimero grande N de fermiones no
masivos que pueden existir circular en los lazos, modificando el comportamiento infra-
rrojo del propagador del foton, que se suaviza. Consideramos el limite de N grande, man-
teniendo o = Ne? fijo. Seguiremos el analisis de Appelquist et al. |32] hecho en la norma
de Landau para establecer la existencia de un ntmero critico N, de familias de fermiones,
arriba del cual la GDM deja de tener lugar y extenderemos el razonamiento al caso de una
norma covariantre arbitraria.

4.1 Generalidades

Usualmente, cuando introducimos mas parametros en nuestros modelos teoricos, agre-
gamos una mayor complejidad para su descripcion. Sin embargo, existen familias de teo-
rias con grupos de simetria grandes, como SU(N), que de hecho se vuelven mas simples
cuando N es grande. Estas teorias aceptan una expansion 1/N [33]. QED3 con N familias
de fermiones es un ejemplo de estas teorias. Ya que los fermiones son idénticos, podemos
mezclar su «sabor» en una manera unitaria

()
U(r)= : : U(r)— U¥(x), UeSU(N),
Un(z)
mientras que preservamos el Lagrangiano correspondiente. Contrario a la simetria de

norma, esta simetria no estd asociada con ninguna fuerza. Se le llama simetria de sabor
SU(N) y expresa simplemente la naturaleza idéntica de los fermiones de nuestro modelo.

43
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Para definir una aproximacion 1/N sensible, el nuevo parametro de expansion que con-
sideramos es a = e2N, en el limite N — oo dejando « fijo. Aunque a es un parametro
pequeno que tiene propositos de guardar el orden de aproximacion, la aproximacion 1/N
como tal es una técnica genuinamente no perturbativa, pues en cada orden de aproxima-
cion, consideramos un numero infinito de diagramas correspondientes a la teoria de per-
turbaciones ordinaria en potencias del acoplamiento electromagnético e. Aunque esta téc-
nica, desarrollada por t'Hooft para QCD [34] se puede estudiar formalmente desde la
teoria de los campos cuanticos, en esta tesis nos centramos soélamente en la idea principal
detras de ella: Los diagramas no planares estan suprimidos por potencias de 1/N, de
modo que son los diagramas planares los que dominan en cualquier proceso. En nuestro
caso, esto corresponde a considerar solo los diagramas que son inserciones de autoenergias
a un lazo en la teoria de perturbaciones ordinaria.

4.2 Criticalidad

Para resolver las ESD en la aproximacion en 1/N, debemos de considerar simultéanea-
mente las ecuaciones correspondientes al propagador del fotén y del fermion. Primero
resolvemos la ecuacion para el foton considerando la serie infinita de diagramas planares
de burbujas

ol e S T

+ A oA hoAn

W 2 N A N

Figura 4.1. Propagador del fotén en la aproximaciéon 1/N
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donde en las burbujas (lazos) circulan los N fermiones no masivos que estamos conside-
rando. El propagador correspondiente a esa expansion es de la forma |20)|

1 Qu v qu Qv
A=~ qZ_'_—ﬂ(guu Zz )"‘f 24 ; (4.1)
8

donde a = e?N. Este propagador lo insertamos en la ESD para el propagador del fermion,
considerando ademas que I'*(k, p) — v*, como se muestra en el diagrama

4] L

1 4 S 2.
o - e

Figura 4.2. Propagador del fermoén en la aproximacion 1/N

Esta es la aproximacion 1/N para las ESD, en la cual estudiaremos la GDM. Traba-
jando en una norma covariante arbitraria, tenemos que resolver la ecuacion
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Spt(p)=5%7" A SRR ININ
v (p)=Sr (p) *ZN WV F(k)7"Aw(q).
Procedemos de manera estandar, multiplicando por p y I y tomando traza,

L m Pk F(k)
(27r)3k2 M2(k)

Fp)
M (p) Ak F(k) M (k) »
;9) N/ 27m)3 k2 — (k)g Au(q).

(PHEY + p"k* — (k- p) g™ ) Auu(q),

Realizando las contracciones con el propagador del foton, tenemos que

(p"k‘”+p”k‘“—(k‘-p)g"”)Auu(Q)=2<%— 2 1ﬂ> otk a) (%ﬂLLaq) (k- p).

24 =24
R q P+

v _ 2 €
gl” AMV(q)_ <q2+ﬂ+q_2>7

8

de donde obtenemos las expresiones para las funciones desconocidas F'y M:

i A3k F(k) &1 (p-a)k-q (& 9 '
S (s si2) 0 (e

p / @k FR)M(R) (2 ¢
Flp) ‘N 27T37<12 MAE)\ ¢*+ 5 @)

Vemos que la renormalizacion de la funcién de onda
F(p)~1+0O(1/N),

por lo que sus efectos en la funcion de masa son de orden 1/N? que se encuentran alta-
mente suprimidos en el limite de N — oo, asi que podemos tomar simplemente F(p) =1y
resolver la ecuacion (4.2) solo para M (p), es decir,

Ak (k) 2 £
M (p) = N/ 27T3k2 M2(k) <q2+%+?>- (4.2)

Siguiento los razonamientos de Appelquist et al. [18], trabajamos en la norma de Landau,
£=0, y luego de realizar una rotacion de Wick hacia el espacio Euclideano, tenemos
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2« &k M(k) 1
M (p) -N (2ﬁ)3 k2 + M2(k) 2+%
k2M (k) /” df senf)
27T2N k2+M2(]€) 0 k2+p2—2kpc089+%\/k2+p2f2kpcosg
a > k2M (k) a/8+ 8|k +p]
= dk . 4.3
27r2Np/ k? 4+ M?(k) " a/8+ 8|k — p] (43)

Expandiendo el logaritmo en las regiones k> p y k < p, finalmente tenemos que

M(p)= Tz?vp /p dk kQZMz\%zk) <p +ka/8>

2N/ dkk2+M22k)(k+pa/8>' (4.4)

Esta expresion esta escrita convenientemente para convertirla en una ecuacion diferen-
cial con condiciones de frontera. Derivando una vez, tenemos

dM(p) o 2p+a/8 P k2M (k)
dp 7N pP(p+a/s) / e Ve (4.5)

de modo que la ecuaciéon diferencial resultante nos queda de la forma

d [pP(p+a/8)? dM(p)| _ o  p’M(p) (4.6)
dp| 2p+a/8 dp 2N p>+ M3(p)’ '
con las condiciones de frontera
0< M(0) < oa, {pd]g]g )+M( )} =0. (4.7)
p=a
En el limite cuando p < «, la ecuacion diferencial se simplifica como
d | LdM(p)| _ 8  p*M(p) (4.8)
dp|" dp TN p?+ M?(p)’ '

Ademés, en el limite cuando p? > M?(p), la ecuacion diferencial completamente lineali-
zada es

d | ,dM(p) 8
- =_ M 4.
que admite una solucion en forma de ley de potencias,
M(p)=p",
con s = — [1 4+ /1—32/(72N)]/2. La soluciéon de la ecuacion linealizada es entonces de la

forma |appel2|

SENE Ny
M(p)~p *° N, (4.10)
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Vemos que existe un ntamero critico N, = 32/7%, que distingue entre un comportamiento
oscilatorio y una genuina ley de potencias. Cuando N, > 32/72, la solucién no es compa-
tible con las condiciones de frontera, asi que so6lo existe una soluciéon compatible cuando
N, < 32/7% Recordemos que el comportamiento de una funcion de masa es tal que ésta se
comporta como una constante para p pequeno y cae como 1/p? para p— oco. La cantidad
de masa generada dinamicamente puede cuantificarse como M (0). La solucion a la ecua-
cion linealizada puede escribirse de la forma

(0) M(0)

M(p)p{A(%pferB(mp) 3 3221\11}

i [T P i 3|
:p% Co ' "M@ _l_De*E\/mV’“ 1 (0)
1 1 [ 32 P 32 p
— 2| F — —1In—— F —11
P e“(z N 0) >+ COS( =N M) )]
1 32 P 1 [ 32 p
P [cos Bsen< 5 M) >+senﬁcos<2 N n 0) ))]

(4.11)

donde ¢ es la fase que puede depende de N. Para encontrar M (0), imponemos la condi-
cion de frontera ultravioleta (4.7) en el limtite N —32/7% . Tomamos

M(p)=p > {Ap;v 25y gy T "zivl} :

Entonces,

[pM(p)],_, = %p
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_1 1 32 D
= 2 — —1<1 0 =0
[p sen(2 N {HM(O)‘+ }) ;
p=a
lo que implica que
1 32 «
— /=111 0=
s {5 o} =
y por lo tanto, tenemos que
5 [ —2nm -‘
M(0) = ae’exp | —= (4.12)

V1]

donde n=1, 2, 3, etc. La solucion para n =1 nos da la configuracion de energia mimima del
sistema [32]. De este analisis concluimos que existe criticalidad para la GDM en esta apro-
ximacion. Si N = N,, entonces M (0) — oo. Ademés, N no puede exceder a N,, pues la
solucién en este caso es incompatible con las condiciones de frontera.

Estos resultados han sido criticados por varios grupos [19]. Ellos afirman que el hacho
de haber despreciado la renormalizacién de la funciéon de onda, pudo haber llevado a
Appelquist y su grupo a resultados erréneos. Nosotros abordamos el debate desde otra
perspectiva. Para validar o refutar este razonamiento, apelamos al principio de invariancia
de norma de QED3. Decidimos seguir los pasos de Appelquist et al., despreciando la
renormalizacién de la funcién de onda, pero ahora resolviendo la ecuacion para la funcion
de masa en una norma covariante arbitraria, para ver si sus resultados son invariantes de
norma. Este es el tema de la siguiente seccion.

4.3 ;Do6nde Existe la Criticalidad?

Ahora nos encargamos de resolver M (p) en normas covariantes diferentes siguiendo los
mismos razonamientos. Partimos de

_ja [ &k F)M®E) (2 €
M) =15 | e — ) P+

y, luego de hacer la rotacion de Wick al espacio Euclideano, llegamos a

/ dk k* F (k) M (k) / o 2senf /wd(p
N 2w3k2+A4%k)() k?+ p? — 2kpcost + 51/k?+ p? — 2kpcost) Jo

/ dk k> F(k) M (k) /” 0 ¢ senf) /2” i
TN 27r3k2+M2(/<;) 0 k2 + p? —2kpcosd |,

a/8+|k+p]
af/8+|k—p

+¢n k+pH (4.13)

47T2Np /UOO b k2+J\§22k) [“ ko
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Ahora, expandimos lo logaritmos en cada region, como lo hicimos anteriormente, lle-
Y Y 9
gando a

M(p)= 27r2aNp /Up dk k2+]\§22k) [p—l—ka/S _5]

a P M (k) D
+27T2Np/0 kk‘Z—I—MZ(k) {k+a/8+%§}

Convertimos esta expresiéon en una ecuacion diferencial de la forma usual. Derivando,
tenemos

dM (p 2p+a/8 £
dp 2N/ dkl€2+M2lc){(pQ—i-Ozp/S)2 }

B p(2p+a/8)+&(p+a/8)’
- 2N/ dk kQ—G-M2 (k) { p?(p?+ a/8)? }’

lo que implica que

p2p+a/8)+E&(p+a/8)’d
[ P} (p?+ «/8)? dp B 2N Lk kQ—l—M2 /<;) (4.14)
por lo que la ecuacion diferencial que buscamos toma la forma
d |p@2p+a/8)+&(p+a/8)° dM(p)| _ a pM(p) (4.15)
dp p¥(p*+a/8) dp TN p*+ M?(p)’ ‘

con las mismas condiciones de fronteras impuestas en (4.7). Para p < «, la expresion se
reduce a

d p*  dM(p)| o  pM(p)
dp[8p/a+§ dp }_T2Np2+M2(p)’ (4.16)

que en el limite p?>> M?(p), se escribe de forma completamente linealizada como

dl_p dM(p)|_ o
dp[8p/oz+§ dp }_ oy M(p)- (4.17)

Esta ecuacion, cuando £ = 0 se reduce a la expresion (4.9) que teniamos antes. Desarro-
llando esta ecuacion completamente, obtenemos la ecuacion diferencial

2
. zgf;p) 4 p? <3 _ 8p8fa5) dz\g;m v L pragnip =0 s

que no nos permite un tratamiento analitico tan limpio como en el caso anterior. Sin
embargo, podemos ver que para £ — oo, la ecuacion diferencial se simplifica como

+

d*M(p) dM(p) , 1
3 2
b dp 3D dp 7T2N(

8p+al)M(p)=0 (4.19)
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cuya solucion es del tipo

M (p) ~ fvf‘éjg (2 %) = Q;fJQ (2 %) (4.20)

es decir, independiente de N. Vemos ademés que este comportamiento es igual al que
encontramos para la solucion de la funcion de masa en la aproximacion arcoiris, ec. (3.30).
Entonces, nos encontramos con un resultado un tanto inesperado. El razonamiento de
Appelquist et al. en la norma de Landau, conduce a un comportamiento critico para la
funcion de masa que indica que si N excede un valor critico, deja de haber GDM. El
mismo razonamiento, ahora en normas covariantes arbitrarias, descritas por un parametro
& — oo, senalan que siempre hay GDM. Atn mas, indican que la funcién de masa es inde-
pendiente del numero de familias de fermiones involucrados.

Esta observaciéon, por un lado indica que los resultados de Appelquist no son inva-
riantes de norma, por lo que sus razonamientos deben revisarse con mayor profundidad.
Por otro lado, nos plantea lo siguiente: Si nos alejamos de la norma de Landau variando &
alrededor de £ =0, jExiste &, tal que para £ € (0, &) hay un N.(§) tal que la GDM deja de
tener lugar si el nimero de familias consideradas excede este valor?, ;Cémo varia N, con
&7 Ya que el tratamiento analitico no nos permite abordar los casos en que ¢ tiene valores
de moderados a pequenos, nos planteamos resolver numéricamente la ecuacion (4.14) para
valores arbitrarios del parametro de norma. En el siguiente Capitulo desarrollaremos los
métodos numéricos apropiados para este fin.




Capitulo 5

Métodos Numéricos

En este Capitulo resolveremos numéricamente la ecuacion (4.13) en varias normas
covariantes. Para ello, revisaremos los métodos desarrollados en el pasado [30, 31| para
abordar problemas similares y comentaremos las limitaciones de los mismos. Luego, des-
arrollaremos nuestro propio esquema numérico, més robusto que los anteriores, para
resolver ESD en forma general, tomando la ec. (4.13) como campo de entrenamiento.
Daremos entonces una respuesta numeérica a los cuestionamientos del Capitulo anterior.

5.1 Meétodo de Bashir-Huet-Raya

Este método fue desarrollado para resolver simultdneamente sistemas de ecuaciones como
(3.22) y (3.23). A fin de ilustrar su funcionamiento, consideremos s6lamente una ecuacion,
que genéricamente podemos escribir como

M(p):/oOO dk Kerny(k, M (k); p, M (p))dk. (5.1)

Numéricamente, no podemos resolver la ecuacion integral hasta el limite superior infinito,
por lo que debemos elegir un intervalo [kuin, kmax] €n el cual resolverla. El corte k., debe
ser lo suficientemente pequeno y k., lo suficientemente grande, de modo que resolvemos

IC!]]EIX

M(p)= [ dbKermu (kM) p. M (),
kn)in

Para realizar la integracion, utilizamos la regla de los trapecios, por lo que hacemos una

particion del intervalo [kuin, Kmax], €0 n — 1 subintervalos definiendo un conjunto de n

nodos de integracion {k;}, i =1, ..., n. Con estos nodos, definimos las tiras de integracion

de la forma

1
ASl - §(k2 - kl)

—_

ASN: (kN — /ﬂNfl)

2

ASj=o(k; —kj-1)

1
2

o1
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para j=1,2,...,n — 1. Entonces, la aproximacién numérica nos permite aproximar

M (p) ~ z”: Kery (ki, M(k;); p, M(p))AS;.

=1

Siguiendo la filosoffa de los métodos de colocaciéon, en lugar de buscar una solucién a esta
ecuacion integral en todo el intervalo, colocamos la solucion en una malla preseleccionada
de puntos {p;}, para j =1, ..., m. En este caso escogemos la misma malla de la integra-
ciéon, p; = k;, para colocar nuestra solucion, de modo que planteamos un sistema de n
ecuaciones para las n incognitas M (p;):

M(p;) = Ker(ki, M(k:); pj, M(p;))AS; (5.2)

=1

para j =1, ...,n. Este sistema de ecuaciones se puede resolver en algin lenguaje de mani-
pulacion algebraica, como MATHEMATICA 5.1. En el caso concreto de las ecuaciones (3.22)
v (3.23), elegimos kyin = 1072 y kyax = 103 Los nodos de integracion se eligieron distri-
buidos de manera uniforme sobre el intervalo de integracion, de modo que hubiera el
mismo nimero de puntos, digamos m, en cada década, es decir, que entre 10~3 y 102, por
ejemplo, hubiera m puntos, al igual que entre 1 y 10, de modo que el total de puntos se
eligio de la forma

n= [Logl[](kmax) - LOglO(kmin> ]m + 1.
Definiendo
}/} - kmine(jil))(e)\ - 1)7

con A=1In(10)/m, los puntos de la particion se generaron recurrentemente con la regla
kjri=k;+Yj,

donde los extremos de la malla se fijan de acuerdo a kpin=k1 ¥ kmax = kn.

Las Figuras (3.9) y (3.10) presentadas anteriormente se generaron con m = 30, lo que
implic6 a MATHEMATICA 5.1 resolver un sistema de n = 2 x 181 ecuaciones algebraicas no
lineales acopladas para cada valor de &. El sistema de ecuaciones se resolvio utilizando el
comando FindRoot, mediante el método de la secante, es decir, dando de entrada dos con-
diciones iniciales para cada incognita.

La ventaja de este método es que se puede estudiar, de manera muy conveniente, la
GDM en la aproximacion apagada de QED (en 3 y 4 dimensiones) con varios ansdtze para
el véertice [30, 31]. Un par de desventajas, sin embargo, aquejan a este método. La primera
es méas una situacion del lenguaje de MATHEMATICA 5.1: para que el comando FindRoot
sea eficiente, se deben introducir condiciones iniciales muy cercanas a la respuesta bus-
cada, por lo que no se puede resolver el sistema para un valor arbitrario de £ a partir de
una condicion inicial arbitraria. Se deben conocer las soluciones en una vecindad de este
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parametro para usarlas de entrada en FindRoot. Entonces, el procedimiento de estudiar la
posible dependencia de norma de las cantidades de interés se vuelve lento y tedioso. La
mayor desventaja de este método es que es aplicable siempre y cuando todas las integra-
ciones angulares puedan realizarse analiticamente. El caso que estamos considerando, ec.
(4.14), cumple con este requisito. Sin embargo, ya que en la mayoria de los truncamientos
de las ESD, especialmente mas alla de la aproximacion apagada, las integrales angulares
no se pueden realizar analiticamente, nos propusimos desarrollar nuestro propio método
para resolver ESD en su forma més general. Partimos de la premisa de que este método
debe ser robusto y facilmente adaptable para estudiar distintos truncamientos en varias
teorias. A continuacion describiremos los detalles de nuestro método.

5.2 Nuestro Método

En esta seccion presentamos el método numeérico que desarollamos para resolver la
ecuacion (4.13) para valores arbitrarios del parametro de norma . Ya que estamos intere-
sados en que nuestro método sea facilmente adaptado para resolver otros problemas donde
las ESD sean relevantes, nos proponemos resolver las ecuaciones involucradas en su forma
més general. Aunque el método puede extenderse facilmente al caso en que dos o méas fun-
ciones desconocidas deban resolverse simultdneamente, lo ilustraremos considerando soéla-
mente una ecuacion. Como mencionamos anteriormente, no siempre es posible realizar
analiticamente todas las integrales algulares involucradas, de modo que la expresion mas
general con la que trabajamos es

M(p) = OOdkKernM(k,M(k);p,M(p)) 7ranng(k,p,Q).
! !

Nuevamente, elegimos un intervalo finito en el cual resolver nuestra ecuacion, reduciendo
nuestro problema a

kl]]ax ™
M(p) = / dk Kernys(k, M(k); p, M(p)) / a0 ang(k, p. ).
0

min

Como estamos considerando la situacion en que k., es muy grande y k,;, muy pequeno,
es conveniente mapear este intervalo [Kmin, kmax| — [@, 0] € ( — 1, 1), de modo que la malla
de integracion que escojamos incluya nimeros de la misma magnitud, y no o6rdenes de
magnitud muy distintos. Motivados por el éxito del método de Bashir-Huet-Raya, ele-
gimos un mapeo que distribuye homogéneamente los puntos en este intervalo, dado por

kE=Fkpne(1—e ), A=
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Tenemos asi que

M(p) = / (=) dr k() Keras (k(2), M(k(2)): p, M(p)) / "0 ang(k(x), p.0).  (5.4)

1
ln<1767)\>

Para resolver esta ecuacion, necesitamos hacer una aproximacion numérica conveniente
que nos permita, con el método de colocacion en mente, realizar las integraciones involu-

cradas minimizando el error. La cuadratura Gaussiana |35| nos ajusta perfectamente para
nuestros propositos (ver apéndice A). Esta cuadratura nos permite aproximar

M(p)a Y wi Ker(k(ws), M(k(zo)); p, M(p)) Y wi ang(k(x:), p, 6).

I=1
donde los (w}, x;) y (wf, 6;) son los pesos y nodos de las cuadraturas Gaussianas para las

integrales radial y angular, respectivamente.

Ahora, colocaremos nuestra solucion sélamente sobre una malla de puntos que elijamos
para resolver esta ecuacion. La malla dada por los nodos en la integracion radial nos sirve
para este proposito. Colocamos nuestra solucion sobre cada punto de la malla, de modo
que planteamos un sistema de nr ecuaciones con las nr incognitas M (p(z;)), dado por

M () r Yy wiKera (k(a). M (k(x)); play), M(p(x;))) Y wi ang(k(:), p(x), 61,
i=1 =1
para j=1,2,3,....,nr. En nuestro caso en particular, tenemos

o k*M(k)
~ANT? k2 + M2(k)’

Kery (k, M(k); p, M(p))

&sent 2 senf
ang(k,p,0) = + ~ : 5.5
( ) k? + p* — 2k pcost k2+p2—2kpc089+§\/k2+p2—2kpc089 (5:5)

Este sistema de ecuaciones lo resolvemos mediante un protocolo iterativo, en el que
damos una condicion inicial arbitraria para nuestras incognitas M (p(z;)). Establecemos
entonces un criterio de convergencia comparando el lado derecho y el izquierdo de cada
ecuacion. Si el maximo valor en la lista de diferencias entre lado izquierdo y lado derecho
para cada ecuacion es menor que cierto pardmetro de tolerancia (nosotros elegimos 107%),
decimos que hemos alcanzado la respuesta; de lo contrario, tomamos el valor resultante del
lado derecho y lo insertamos nuevamente como condiciéon inicial, repitiendo el proceso
tantas veces como sea necesario. Este protocolo tiene la ventaja sobre FindRoot del
método de Bashir-Huet-Raya de que podemos siempre empezar con una condicion inicial
arbitraria. El precio méaximo que debemos pagar es que al método le tomard méas itera-
ciones para llegar a la respuesta, pero eventualmente llegara.
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En esta tesis, para resolver el sistema de ecuaciones anterior elegimos ki, = 107! y
Emax = 10% como limites de integracion. Elegimos ademas m = 30, y el ntimero de nodos en
cada cuadratura dado por nr =128 y na = 32. En c6digo del programa en MATHEMATICA
5.1 que escribimos para este fin se muestra en el Apéndice B. Comenzamos con la misma
condicion inicial para cada incognita M (p(x,)) = My, donde

2—2
My=aexp [—W-‘ ,

39 1/2
-1
para cada valor de N con el objetivo de verificar primeramente los resultados de Appel-
quist et al. [32] en la norma de Landau. En el caso de una norma covariante arbitraria,
para un N dado, simplemente usamos de entrada el valor encontrado para la altura de la

funcion de masa con en N anterior en la serie de valores que elegimos. A continuacion
presentamos los resultados que obtuvimos.

5.3 Resultados

Resolvimos primeramente la ecuacion (4.13) en la norma de Landau para verificar los
resultados de Appelquist et al. [32]. Para un N dado, encontramos la funcion de masa
M (p) sobre el rango completo de valores para p, como se muestra en la Figura (5.1).

FUNCION DE MASA EN LA APROX 1/N CON N=1
0.014 T T T T T

-

0.012 |

0.01 F

0.008 |

0.0086 |

M(p)

0.004 |

0.002 F

-0.002
le-12 1e-10 1e-08 1e-06 1e-04 0.01 1 100

p

Figura 5.1. Funcién de Masa en la norma de Landau para N =1
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Podemos ver de la figura que M (p) se comporta como una constante para p pequeno.
Para p — oo, podemos corroborar que la funcion de masa cae como 1/p?, como se observa
en la Figura (5.2), donde graficamos p?M(p) como funcion del momento. El comporta-
miento se infiere porque para p grande este producto es una constante. Este comporta-
miento es el mismo para todos los valores de NN seleccionados.

FORMA ASINTOTICA DE LA FUNCION DE MASA
0.00014 r r r r r

=

0.00012 |

0.0001

8e-05 |

6e-05 |

p"M (p)

42-05 |-

2e-05 |

2a.05 1 1 1 1 1 1 1
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P

Figura 5.2. Forma asintética de la funcién de masa
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La cantidad de masa generada dinamicamente la obtuvimos de la altura de la funciéon
de masa, M(0). Siguiendo las convenciones de Appelquist et al., calculamos

f2)

para cada valor de IN. La tabla a continuacién muestra una comparacién de nuestros
resultados con los de este grupo.

N — Log[M(0)/(c/8)] — Log[M(0)/(c/8)]
Appelquist et al. Nosotros
1 2.3 2.27176
1.2 2.9 2.93054
1.4 3.6 3.60420
1.6 4.3 4.33178
1.8 5.1 5.14264
2 6.1 6.06110
2.2 7.2 7.23005
2.4 8.6 8.68578
2.6 10.7 10.6910
2.8 13.8 13.7874
3 19.5 19.8052
3.1 38.0847

3.2 50.0931
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Existe un completo acuerdo entre los resultados de Appelquist et al. y los nuestros en
la norma de Landau. Ambos podemos observar que, efectivamente, existe un valor critico

N. =~ 3.2 a partir del cual las masas dejan de generarse dinamicamente. Numéricamente,
fue imposible encontrar una solucion mas alla de este valor. Esto puede observarse de
mejor manera en la Figura (5.3), donde podemos ver que la altura de la funcién de masa
disminuye cuando incrementamos /N hasta casi desvanecerse para N > 3.

1/N

FUNCION DE MASA EN LA NOBMA DE LANDAU CON LA APROX.
0.014 1 1 1 1 1 1 1
N=) ——
N=12
N=14
0.012 | N=1§ smmmminn
N=138
G ——
o.01 } N=22 woreeee
N=2.4 - eeeeee
3 S J—
N=238
0.008 | N=3 -———---m =
‘o
= 0.006
0.004 | -
0.002 | -
0 T T g "--._;"
-0.002 1 1 1 1 1 1 1

1e-12 1e-10 1e-08 1e-06 1e-04

1 100

Figura 5.3. Funcién de masa en la norma de Landau para varios valores de N
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El siguiente paso fue resolver la ecuacion (4.13) en diferentes normas. El comporta-
miento de la funcion de masa como funcién del momento para £ # 0 no cambia al variar £
ni N, como puede verse en las Figuras (5.4) y (5.5), que muestran el caso { =1y N = 1;
sigue siendo una constante (que depende de £ y N) para p pequeiio y cae como 1/p? para
p grande.

APROXIMACION 1/N
FUNCION DE MASA EN LA APROX 1/N

0.12 1 1 1 1 I

. —_

0.1 -

0.08 | -

0.06 |- -

M(p)

0.04 | -

0.02 1

0 ________________________________________________________

1e-12 1e-10 1e-08 1e-06 1e-04 0.01 1 100
p

Figura 5.4. Funcién de masa en la norma de Feynman
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FORMA ASINTOTICA DE LA FUNCION DE MASA CON &=1 PARA N=1

0.004 |

0.0035 |-

0.003 |

0.0025 |-

p"M(p)

0.002 |

0.0015 |

0.001 |

0.0005

0
1e-12 1e-10 1e-08 1e-06 1e-04 0.01 1 100

p

Figura 5.5. Forma asintética de la funcién de masa en la norma de Feynman
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Ahora, tratando de dar respuesta a los planteamientos del Capitulo anterior, bus-
camos identificar el rango de valores donde & puede considerarse grande, es decir, donde la
funcion de masa se vuelva independiente de N. Los resultados se muestran en la Figura
(5.6). Observamos que, como confirmacioén de nuestro tratamiento analitico, la funcion de
masa tiene una soluciéon no trivial para N arbitrariamente grande para los valores seleccio-
nados del parametreo de norma, lo que implica que la altura de la funcion de masa no
exhibe criticalidad, en contraste con el comportamiento critico que aparece en la norma de
Landau. Es de resaltar que para & = 1 ya se ha establecido el comportamiento de &
grande, de modo que de existir un rango de valores del parametro de norma donde apa-
rezca la criticalidad, éste debe ser una vecindad de la norma de Landau.

e T

Wom

I

= = N R L =]
|

“In[M{0)/ (e8]

Figura 5.6. Masa generada dindmicamente para & grande y N grande

Nos dimos entonces a la tarea de buscar una vecindad de la norma de Landau en la
cual todavia se observe un comportamiento critico. Para ello, resulvimos nuevamente
nuestra ecuacion (4.13) para valores de & muy cercanos a 0. Los resultados se muestran en
la Figura (5.8). Vemos que incluso para valores tan cercanos de la norma de Landau como
£=10"% la masa se genera dinamicamente para valores arbitrarios de N. Ademas, el com-
portamiento de la funciéon de masa es tal que para N < 7%/32, su altura se comporta de la
manera predicha por Appelquist et al., pero que incrementando el valor de N, la curva
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inevitablemente se aleja de la curva critica. Ain mas, vemos que el comportamiento de
esta altura para N grande se asemeja al caso de £ grande incluso para & — 0.

APROXIMACION 1/N

3 ' ! I T T T T T T
0 ——
E=1e-8 ———-—
E=18-7 ==vme-e-
or E=le-B rmmmimm= .
E=le-5
=la-4 -
=1e-3
i E=lg-2 -
” E=le-1
Y S R — ]
s | e
=
215} |
I e e
'.' - - - - mm- - - - - -
FLa R _ .
5 L A7 |
1] 1 1 1 1 | ; . | |
2 4 G 2] 10 12 14 16 18 20

Figura 5.7. Comportamiento Critico para £ =0y £—0

Ya que nuestro tratamiento analitico del Capitulo anterior implicaba que la funcién de
masa es independiente de N cuando & — oo, verificamos este hecho notando que la altura
de la funcién de masa se puede escribir como

i 2 | SO ~ il

Encontramos que esto es cierto incluso para ¢ infinitesimal, siempre y cuando conside-
remos N > N.. Para N < N, el comportamiento critico de Appelquist et al. domina. Esto
es lo que se muestra en las Figuras (5.8) y (5.9).
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Figura 5.9. Comportamiento para N grande y & grande
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Procedimos entonces a estudiar la dependencia del pardmetro a con & La Figura
(5.11) muestra el comportamiento que encontramos. Los datos pueden ajustarse de la
forma

a=—

§
donde bz2.19034~7r/\/§, como se ve en la figura 5.10.

T T
data &

Fit numeric ———
Fit analitic --------
256 |
k
2 _A'% |
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ki‘1.
1 - |
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“u,<
B
1,\\%\“
0.5 - S : |
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Figura 5.10. Ajuste del pardmetro a en cualquier norma covariante arbitraria

Vemos que cuando £ = 0, existe singularidad en el parametro a, lo que nos da a
entender que la norma de Landau es un punto singular en el espacio de valores de &, y por
esta razon aparece solamente aqui el comportamiento critico de la funcién de masa que
sefiala que no hay masa generada dindmicamente para N > N, = 32/7% La masa generada
dinamicamente en una norma covariante arbitraria es entonces

2
M(0)= 2 (5.6)

8t ’

que es independiente de IV, lo que confirma numéricamente nuestros resultados analiticos.
A continuacion, en el siguiente Capitulo, discutiremos estos resultados en el contexto
del debate de la GDM en la aproximacion 1/N de QED3.



Capitulo 6

Discusion y Conclusiones

El principio de la Invariancia de Norma es piedra angular en la fisica moderna. En él
yace la clave de nuestro entendimiento sobre el origen y naturaleza de las interacciones
fundamentales, que orquestan la danza de eventos en el escenario del fluir del tiempo. En
esta tesis hemos arguido a este principio tratando de dar solucién a un viejo debate sur-
gido en el estudio de la GDM en QED3: la existencia de un ntmero critico de familias de
fermiones necesario para que la GDM deje de tener lugar.

Los trabajos pioneros de Appelquist et al. [18], que estudian el fenomeno mediante un
truncamiento particular a las ESD, considerando efectos de la polarizacion del vacio al
orden dominante en la aproximacion 1/N, despreciando los efectos de la renormalizacion
de la funcion de onda y utilizando el vértice desnudo. Trabajando en la norma de Landau,
ellos concluyen que no se puede encontrar una solucién quiralmente asimétrica a las ESD
si N excede el valor critico N. = 32/7% en este orden de aproximacion. Resultados poste-
riores de Nash [21], que incluyen correcciones hasta el orden 1/N? y Kondo et al., que
recurre a esquemas de aproximacion distintos, considerando normas no locales [22], que
son compatibles con las suposiciones de Appelquist et al., encuentran el mismo comporta-
miento critico, salvo por el hecho que N,~3.28 para Nash y N,=128/37? para Kondo.

Estos resultados han sido, sin embargo, criticados en una serie de trabajos por el grupo
de trabajo de Pennington et al. [19], quienes sostienen que una vez que se toman en
cuenta propiamente los efectos de la renormalizacion de la funcion de onda y las correc-
ciones al vértice, este comportamiento critico desaparece, de modo tal que las masas se
pueden generar dinamicamente para cualquier valor de /N, aunque estas masas estan supri-
midas exponencialmente para N grande, es decir, moce %Y con a > 0. Es prudente en este
momento senalar el trabajo de Pisarski [20], quien utilizando métodos del Grupo de
Renormalizaciéon, esquema invariante de norma para estudiar GDM, encuentra que la
GDM tiene lugar para valores arbitrariamente grandes de N. Estos resultados fueron nue-
vamente criticados por Appelquist et al. [32], quienes posteriormente, haciendo alucion al
llamado limite termodindmico, han impuesto la cota de N. < 3/2, |36|. Cabe senalar que
existen trabajos [3, 38| que, incluyendo propiamente correcciones para el vértice, encuen-
tran criticalidad, en la norma de Landau, con N, dentro de este limite y el limite impuesto
por las incertidumbres de las simulaciones de lattice.
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Estas simulaciones de lattice [14], que es otro esquema invariante de norma, sin
embargo, han arrojado soélo controversia en el debate, pues si bien es cierto, parecen favo-
recer los resultados de Appelquist et al., encontrando que N.2~ 3.5 (Dagotto). Méas recien-
temente, estos estudios no han encontrado senal decisiva de GDM para N = 2, pero si
encuentran una senal clara para N = 1 [16]. Trabajos mas recientes de Kaveh y Herbut
[39], utilizando el Grupo de Renormalizacion, pero considerando interacciones irrelevantes,
concluyen que en QED3, existe criticalidad, solo que para ellos N.=6. Ante este escenario
tan controversial, el enunciado maéas cierto que uno puede ofrecer en el tema es que s:
existe un numero critico de familias para que la GDM deje de tener lugar en QFEDS, este
nimero estd en el intervalo (0,00).

En esta tesis nos propusimos estudiar la invariancia de norma de los resultados de
Appelquist et al. |18|. Resolvimos numéricamente las ESD haciendo las mismas suposi-
ciones para el truncamiento, despreciando efectos de la renormalizacion de la funcion de
onda y utilizando el vértice desnudo, pero trabajando en varias normas covariantes, des-
arrollando para este propoésito un método numérico capaz de resolver las ESD en su forma
méas general posible, que implica resolver sistemas acoplados de ecuaciones integrales no
lineales donde las funciones desconocidas aparecen bajo un doble signo de integracion.
Partimos de la premisa de que el método debia ser facilmente implementado en otras teo-
rias, como QED y QCD, de modo que fuera més robusto que los métodos desarrollados
anteriormente por el grupo de investigacion de GDM mediante las ESD del IFM-UMSNH
[30, 31|. Este método, basado en la clase general de métodos de colocacion para la resolu-
cion de ecuaciones integrales, utiliza cuadraturas Gaussianas para realizar las integrales
involucradas, traduciendo el problema de ecuaciones integrales a otro de ecuaciones alge-
braicas (no lineales, acopladas), que se resuelve mediante un protocolo de iteraciones, que
puede implementarse facilmente en cualquier lenguaje de programacion. Nosotros elegimos
trabajar en el lenguaje de MATHEMATICA 5.1. La robustez de nuestro método ha sido ya
probada, no s6lo en este problema, pues esta recientemente siendo usando para estudiar la
GDM en QED4 en presencia de campos magnéticos [37].

Comenzamos haciendo un tratamiento analitico de la ESD resultante de nuestro tunca-
miento en una norma covariante arbitraria, cuya complejidad nos limit6 a estudiar el
régimen en el que el parametro de norma covariante ¢ — oo. En esta region, observamos
que la funcion de masa es insensitiva al nimero de familias de fermiones consideradas, de
modo que en este régimen no existe criticalidad. Este es el primer indicio de que los resul-
tados de Appelquist et al. [18] no son invariantes de norma.

Numéricamente, verificamos primeramente el comportamiento critico de la funcion de
masa, en términos de su altura, resolviendo la ecuacién correspondiente en la norma de
Landau. Para N > N, = 32/7%~ 3.28 no es posible encontrar una solucion a la ESD. Con-
firmamos asi los resultados de Appelquist et al., [18], y a la vez verificamos la estabilidad
de nuestros método numérico. Resolvimos enseguida la ESD para un conjunto de valores
de £ € [1, 10], tratando de identificar el rango de valores del parametro de norma para los
cuales el comportamiento analitico de ¢ grande se haya presentado. Este comportamiento
lo identificamos cuando fuimos capaces de resolver la ecuacion correspondiente para un N
arbitrariamente grande. El valor maximo para el cual resolvimos las ecuaciones fue N =
20. Sorprendentemente, para ya para & = 1, el comportamiento esperado toma lugar,
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Figura (5.7). Esto nos condujo a resolver el planteamiento de la posible existencia de criti-
calidad s6lo en una vecindad de la norma de Landau.

Resolvimos entonces la ESD para valores infinitesimales de &, encontrando que aunque
para N < N, el comportamiento de la funcion de masa se asemeja al comportamiento
critico de la norma de Landau, todavia se puede resolver la ESD para valores arbitrarios
de N, Figura (5.8). Ademas, como el tratamiento analitico lo sefnala, para N > N,y £ —
0, o, en el caso de & > 1, para cualquier valor de N, la funciéon de masa y consecuente-
mente su altura, son independientes de N. Esto senala que sdlo existe criticalidad en la
norma de Landau, lo que hace de esta norma, una norma singular. Este resultado ha sido
encontrado recientemente por otros autores [38], quienes incorporaron en el truncamiento
a las ESD correcciones al vértice y s6lo encuentran criticalidad en la norma de Landau.
Sin embargo, al parecer, ellos no repararon en la importancia de este hecho. Para noso-
tros, este hecho es muy importante, no sélo porque senala la no invariancia de norma de
los resultados de Appelquist et al., sino porque indican que en QFEDS, la norma de Landau
no es una buena norma para trabajar, pues siendo una norma aislada, no es posible conec-
tarla, mediante transformaciones de norma infinitesimales, al resto de las normas cova-
riantes.

Finalmente, ya que encontramos que la masa generada dindmicamente depende explici-
tamente del pardmetro de norma, ecuacion (5.6), el truncamiento 1/N de las ESD en
QED3 necesita una exhaustiva revision, pues conduce a resultados que no verifican el prin-
cipio de Invariancia de Norma. Falta considerar el papel que juegan la renormalizacion de
la funcién de onda F(p) y las correcciones al vértice en la criticalidad, como lo senalaron
Pennington y su grupo. Ademas, el tratamiento mas completo implicaria resolver simul-
taneamente las ecuaciones resultantes para M (p), F((p) y G(p), con una eleccion apropiada
para el vértice, asi como incluir campos magnéticos y banos térmicos en el tratamiento.
Todo esto es para el futuro.






Apéndice A
Cuadratura Gaussiana

Veamos de que trata la cuadratura Gaussiana [35]. El método consiste en seleccionar los
nodos w1, xg,...,r, en el intervalo [a, b] y los coeficientes wy, ws, ...,w,, llamados pesos,
que minimicen el error F,(f) de la aproximacion. La cuadratura Gaussiana de n puntos
evaliia la integral

n

[ wle)@ds =3 wif)+ Bl ) (A1)

=1

tal que el grado de precision es 2n — 1. El méximo grado de precision es alcanzado si los n
nodos x; son los ceros de P,(x), el n-ésimo de los polinomios ortogonales en [a, b] con res-
pecto a cierto peso w(x). Estos polinomios obedecen la relacion

/11}(32)f(a:)]3,;(33)Pj(.r)dx:0 S idj (A2)

La cuadratura Gaussiana con peso w(x) =1 sobre el intervalo [ — 1, 1] es conocida como la
regla de cuadratura Gauss-Legendre, que podemos escribir como

n

- S@dr=) wif(w) + Euf). (A3)

Jj=1

donde los polinomios ortogonales con respecto al peso w(x) =1 sobre |-1,1] son los polino-
mios de Legendre P,(x). Estos polinomios pueden ser construidos imponiendo las rela-
ciones de ortogonalidad y normalizacion

/R(fﬁ)Pj(fC):U s it
/1 P?(z)dx 2 (A.4)

) T2+l

Los polinomios de Legendre pueden calcularse con la ayuda de la formula de Rodrigues

1 dr
2l dan

P (x) (22— 1)", (A.5)

o usando la relacion de recurrencia

(n+1)P,11(x)=2n+ 1)z P,(z) —nP,_1(z).
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Los pesos wjde la cuadratura Gauss-Legendre (A.3) se calculan como

2
(1 —a?) [P ()]

Uno puede pobar que los coeficientes w; en la féormula de la cuadratura Gauss-Legendre
son siempre positivos. Esto es importante para la precision numeérica del método, pues el
error de redondo no se amplifica en este caso. El error de la cuadratura Gauss-Legendre
sobre [ —1,1] es

22n+1(n!)4
2n+ 1)[2n!]3 f27(=)’

En{f}:( —l<e<l. (A.7)

Si queremos resolver la integral sobre un intervalo arbitrario, la cuadratura de Gauss-
Legendre puede ser adaptada como

[ sar="305 i (U4 2t ) ), (A5)

donde los pesos y nodos se calculan en el intervalo [-1,1]. Por lo tanto, el término de error
se representa de la forma

(b a1 (nt)?
2n+ 1)[2n!]3 (=)’

Ef)=1 —a<e<b. (A.9)



Apéndice B
Programa de Mathematica

El método numérico que desarrollamos lo implementamos en MATHEMATICA 5.1 mediante
el codigo que se despliega a continuacion.

m = 30;

pmin = 10°(-12);

pmax= 1073;

y =pmin;

lambda = Log[10]/m;

na = 32; b = -1;

c =1; d = Log[Abs[1/(1 - Exp[(-lambda)]l)]1];

z = Log[Abs [pmax/(pmin ((1 - Exp[(-lambda)l)))]];

tole = 107 (-4);

nr = 128;

e=1;

nf= 1;

epsilon=0.1

alfa = e~ 2*nf;
Do[M[jl=(alfa/8)*Exp[2]*Exp[(-2%Pi)/Sqrt[(32/(Pi~2)*N)-111, {j, 1,
nr}];

flk_, p_, x_]1 := 1/(k"2 + p~2 - 2kx*p*x + (alfa/8) Sqrtl[k~2 + p~2-
2k*p*x])+(epsilon/2)/(k~2 + p~2 - 2xk*p*x);
«NumericalMath‘GaussianQuadrature*
lista=GaussianQuadratureWeights[na, b, cl;

Clear [x]

Do[x[11] = listal[11, 111, {11, 1, nal}]

Clear [w]

Do[w[11l] = 1listal[11l, 211, {11, 1, na}] glk_, M_] := k~3*xM/(k"2 + M"2)
listal = GaussianQuadratureWeights[nr, d, z];

Clear[p]

Do[p[ii] = pmin*Exp[listall[[ii, 1]]]1*(1 - Exp[(-lambda)]), {ii, 1, nr}]
Clear[R]

Do[R[ii] = listaill[[ii, 2]], {ii, 1, nr}]

Do[angular[i, j] =Sum[ w[ll*f([p[il, p[jl, x[1]1]1,{1, 1, nal}],
{i, 1,nr}, {j, 1, nr}l;
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Programa de Mathematica

wildcard = 0;

it = 0;

While[wildcard < 1,

Label[iter];

it += 1;

Dol ker[i, j] = (alfa/(2*(Pi~2)#*nf))pl[i]~3*M[i]l/(p[il~2 +
M[i]~2)*angular[i, j1, {i, 1, nr}, {j, 1, nr}];
Do[kernint[j]=Sum[ker[i, jI*R[i],{i, 1, nr}], {j, 1, nr}]l;
Do[chsqrd[j] = Abs[((kernint[j] - M[j1))/CM[j1))]1, {j, 1, nr}]l;
If [Max[Table[chsqrd[jl, {j, 1, nr}]] < tole Gotol[exiter],
Do[M[j] =kernint[j]l, {j, 1, nr}]; Gotol[iterl];

Label[exiter];

Do[Mfin[j] = kernint[j], {j, 1, nr}]; wildcard = wildcard + 1]
ColumnForm([Table [{FortranForm[p[j]], FortranForm[Mfin[j]]},
{j, 1, nr}]l{j, 1, nr}ll»tabla.dat
FortranForm[N[-Log[Abs[Mfin[1]/(alfa/8)]]]]»altura.dat
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