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3.3 Problema de śıntesis para el sistema canónico. . . . . . . 31

3.3.1 Construcción de la función de controlabilidad. . . 32
3.3.2 Solución al problema de śıntesis. . . . . . . . . . . 37
3.3.3 Ejemplos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

A 48
A.1 Algunos resultados auxiliares . . . . . . . . . . . . . . . . 48
A.2 Positividad y unicidad de θ(x) . . . . . . . . . . . . . . . 53

Bibliograf́ıa. 58

i



Introducción.

Los objetos controlables se ven literalmente a cada paso, el automóvil,
avión, todos los instrumentos eléctricos, equipados con reguladores (por
ejemplo, un refrigerador eléctrico), etc. Lo común en todos estos obje-
tos es que podemos “controlarlos”, podemos de una u otra forma influir
en su conducta.

Es necesario aclarar que en el presente trabajo consideraremos mo-
delos matemáticos de procesos controlables y no aśı de objetos reales.
Por ejemplo, consideremos un movimiento rectilineo de un automóvil.
En cada momento de tiempo el estado del automóvil se puede carac-
terizar con dos magnitudes: la distancia recorrida s y la velocidad del
movimiento v. Estas dos magnitudes cambian con el transcurrir del
tiempo, pero no arbitrariamente, sino de acuerdo a la voluntad del con-
ductor, el que puede, de acuerdo a su criterio, controlar el trabajo del
motor, aumentando o disminuyendo la fuerza F desarrollada por el mo-
tor. Las magnitudes s, v que caracterizan las magnitudes del estado del
automóvil, se llaman coordenadas de fase, y la magnitud F , representa
el parámetro de control.

Lo dicho, induce de manera natural la siguiente descripción mate-
mática del objeto controlable. La posición del objeto está dada (en
cada momento de tiempo) mediante dos magnitudes x1, x2, los cuales
se llaman coordenadas de fase del objeto. Es conveniente suponer que
las magnitudes x1, x2 son coordenadas de algún vector (o punto) x =
(x1, x2) en el espacio de R

2. Este punto se llama posición de fase del
objeto, mientras que el espacio R

2 se llama espacio de fase del objeto
considerado.

El movimiento del objeto consiste, desde el punto de vista matemá-
tico, en que su estado cambia con el transcurso del tiempo, es decir,
x = x(t) = (x1(t), x2(t)) es una magnitud variable. El movimiento
del objeto no se lleva a cabo arbitrariamente, éste se puede contro-

1



lar asignando valores al parámetro de control u; estas magnitudes se
llaman parámetros de control. En otras palabras, podemos escoger
una función u = u(t), que describa el cambio del parámetro contro-
lable en el transcurso del tiempo de acuerdo a nuestras necesidades.
La asignación de la posición inicial de fase x0 = x(t0) y del control
u(t), de manera uńıvoca determina el movimiento posterior del objeto.
Este movimiento consiste en que el punto de fase x(t) que representa
la posición del objeto, se mueve al transcurrir el tiempo, describiendo
en el espacio de fase una curva, que se llama trayectoria de fase del
movimiento del objeto considerado.

Con relación a objetos controlables, es frecuente el siguiente pro-
blema de control: en el momento inicial de tiempo t0 un objeto se
encuentra en la posición de fase x0; se requiere encontrar un control
u(t) tal que traslade el objeto a una posición de fase predetermitada
x1.

La ecuación de movimiento del objeto es la ley de cambio de
las coordenadas de fase respecto del tiempo (tomando en cuenta la
influencia del parámetro de control) y se decribe mediante ecuaciones
diferenciales o ecuaciones en diferencias. Nosotros consideraremos el
primer caso, es decir trataremos con ecuaciones de la forma,

ẋ = f(x, u), (0.1)

donde x ∈ R
n y f es una función suave.

Recalquemos que a diferencia de los resultados principales del estu-
dio de ecuaciones con parámetros, los cuales se refieren a la continuidad
y diferenciabilidad de las soluciones del sistema (0.1) que dependen
del parámetro, en la teoŕıa de control el parámetro u es una función
u : [t0,∞) → Ω continua a trozos (por la izquierda), que depende del
tiempo, llamada control del sistema (0.1).

Conociendo la conducta del parámetro de control u, es decir, cono-
ciendo las funciones de control u(t) para t > t0, del sistema de ecua-
ciones

ẋ = f(x, u(t)) (0.2)

podemos uńıvocamente determinar el movimiento del objeto (para t >
t0), si conocemos la posición de fase del objeto en el momento t = t0.
Es decir, mediante la función dada u(t) y la posición fase inicial x0 de
manera uńıvoca se determina la trayectoria de fase x(t), t > t0.
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Con frecuencia el parámetro de control u no puede admitir valores
completamente arbitrarios, sino están sujetos a algunas restricciones,
denominados controles admisibles. Aśı, por ejemplo, en el caso del
objeto descrito en la página 1, es natural asumir que la fuerza u, que
desarrolla el motor, no puede ser tan grande como se quiera, sino que
ésta sujeta a la restricción α ≤ u ≤ β, donde α y β son constantes, que
caracterizan al motor. En particular, para α = −1, β = 1, obtenemos la
restricción −1 ≤ u ≤ 1, lo cual significa que el motor puede desarrollar
una fuerza a lo largo del eje x1 tanto en dirección positiva como negativa
pero cuyo valor absoluto no excede uno.

Un sentido similar tienen las restricciones en los casos cuando los
parámetros de control representan la cantidad de combustible que se
transmite al motor, la temperatura, fuerza de tensión, presión etc,
los cuales en virtud a la construcción del objeto en condiciones de
explotación no puede tomar magnitudes tan grandes como se desee.
Por ejemplo, para el automóvil que se mueve en el plano, uno de los
parámetros de control representa el ángulo de giro del volante; sin em-
bargo, precisamente debido a particularidades de construcción del au-
tomóvil este parámetro está sujeto a restricciones.

El objeto principal de este trabajo son los sistemas de ecuaciones
diferenciales que dependen de un parámetro u, control del sistema, tales
sistemas se llaman sistemas de ecuaciones diferenciales controlables, los
cuales, en general, describen procesos dinámicos de fenómenos f́ısicos.
Aśı, consideramos sistemas del tipo

ẋ = f(x, u), x ∈ R
n, u ∈ Ω ⊂ R

r. (0.3)

donde R
n representa el espacio vectorial de estados x del sistema; Rr

representa el espacio de controles; Ω ⊂ R
r representa el conjunto de

restricción sobre u. El vector control u, que en particular puede ser es-
calar, puede también depender de la posición x, es decir u = u(x). Este
tipo de control, conocido como control de retroalimentación (feedback
control) o control posicional, en el caso de perturbaciones, tiende
a corrigirlos automáticamente, a diferencia del control preprogramado
u = u(t).

En el presente trabajo asumiremos que la función f está definida y
es suficientemente suave en un dominio D ⊂ R

n+r, el origen pertenece
a D, además se cumple f(0, 0) = 0, es decir, el origen es un punto de
equilibrio del sistema.
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En esta tesis consideramos el problema de estabilizar sistemas con-
trolables en tiempo finito, este problema es conocido en la teoŕıa de
control como el problema de śıntesis, el cual consiste en:

Construir un conjunto de controles posicionales u(x) tales que:

i) u(x) sea una función continua en R
n \ {0}, y cumpla con la res-

tricción | u(x) |≤ d

ii) La trayectoria del sistema cerrado ẋ = f(x, u(x)), que comienza
en x(0) = x0 termine en el origen en tiempo finito T (x0) < ∞.

Para la resolución del problema citado utilizaremos el método de la
función de controlabilidad θ(x) (CF) [12], que representa una función
del tipo de Lyapunov. Con ayuda del método de (FC), el problema
de śıntesis de sistemas lineales controlables ha sido resuelto en [12],
[14], [15], y se demuestra que T (x0) es tiempo finito mediante una
estimación.

En la presente tesis estudiamos los resultados presentados en [3], [4]
en los cuales no sólo se dió solución al problema de śıntesis para sistemas
lineales, sino se obtuvo T (x0) en forma exacta. Además se obtienen los
controles posicionales restringidos expresados en forma expĺıcita, es de-
cir, estos dependen de las condiciones iniciales x0 y de la función f . Esto
es posible gracias al uso del método de la Función de Controlabilidad.

En el caṕıtulo 1 estudiaremos lo referente a la estabilidad de los
puntos de equilibrio de sistemas de ecuaciones y mencionaremos los
métodos en los cuales nos basaremos para decir que un punto de equi-
librio es estable o inestable.

En el caṕıtulo 2 daremos los conceptos básicos en el estudio de
sistemas controlables y los métodos de estabilización de tales sistemas.

Finalmente en el caṕıtulo 3 discutiremos sobre las propiedades de la
función de controlabilidad y daremos solución al problema de śıntesis,
y para terminar analizamos unos ejemplos del problema planteado.



Notación.

El conjunto de todas las matrices n × m en el campo de los números
reales lo denotaremos por M(n,m) y la matriz identidad la denotaremos
por I.

El producto escalar 〈x, y〉 y la norma |x|, de elementos x, y ∈ R
n

con coordenadas x1, x2, . . . , xn y y1, y2, . . . , yn, son definidos como

〈x, y〉 =
n∑

j=1

xjyj, |x| =

(
n∑

j=1

x2
j

)1/2

.

La transpuesta de una matriz A es denotada por A∗. Una matriz
A ∈ M(n, n) es llamada simétrica si A = A∗.

Si A es una matriz simétrica y 〈Ax, x〉 > 0 para x 	= 0 entonces A es
llamada positiva definida y escribimos A > 0. Tratando x ∈ R

n como
un elemento de M(n, 1) tenemos x∗ ∈ M(1, n) aśı podemos escribir
〈x, y〉 = x∗y y |x|2 = x∗x.

La inversa de una matriz A la denotaremos por A−1. El rango de la
matriz A se denota como rang(A).

Si F (t) = (fij) ∈ M(n,m), t ∈ [0, T ] entonces por definición∫ T

0

F (t)dt =

(∫ T

0

fijdt

)
,

bajo la condición de que cada fij(t) es integrable.

La primera y segunda derivadas de una función x(t), t ∈ R serán
denotadas por ẋ, ẍ y la derivada de orden n será denotada por x(n).

Por W representaremos un subconjunto abierto de R
n.

Cn(W ) representa el conjunto de funciones con valores reales de clase
Cn en el abierto W . El rango de una matriz A se denota como rang(A).
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1

Estabilidad en el sentido de
Lyapunov.

La noción de estabilidad que consideraremos en este trabajo es la pos-
tulada por el matemático ruso A. M. Lyapunov.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales:

ẋ = f(x), (1.1)

donde x ∈ R
n, f : W → R

n, W ⊂ R
n abierto y f ∈ C1(W ).

Definición 1.1. Un punto x0 ∈ W se llama punto de equilibrio del
sistema (1.1) si f(x0) = 0.

Ejemplo 1.1. Sea n = 2 y consideremos el sistema (1.1) con

f(x) =

[
x2

1 − x2
2 − 1

2x2

]
.

Claramente f(x) = 0 en los puntos x = (1, 0)∗ y x = (−1, 0)∗, estos son
los únicos puntos de equilibrio de (1.1).

El análisis de las soluciones del sistema (1.1) cerca de los puntos de
equilibrio es uno de los principales objetivos en el estudio de sistemas
de ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones. Un punto de equilibrio,
sin embargo, ha de satisfacer un cierto criterio de estabilidad para ser
relevante f́ısicamente.

7



8 1. Estabilidad en el sentido de Lyapunov.

Definición 1.2. Sea x0 ∈ W un punto de equilibrio del sistema (1.1).
Se dice que:

a) x0 es estable según Lyapunov (ó simplemente estable) si para
toda vecindad U de x0 existe una vecindad U1 ⊂ U de x0 tal que
toda solución x(t) con x(0) en U1 está definida y permanece en
U para todo t > 0.

b) x0 es asintóticamente estable si es estable y cada vecindad U1

se puede elegir de modo que para toda solución x(t) con x(0) en
U1 se cumple limt→∞ x(t) = x0.

c) x0 es inestable si no es estable.

Para determinar la estabilidad de un punto de equilibrio x0 del
sistema (1.1), utilizaremos los métodos indirecto y directo de Lyapunov.

1.1 Método indirecto de Lyapunov.

El método indirecto de Lyapunov permite analizar la estabilidad en el
punto de equilibrio x0 mediante la linealización de (1.1) alrededor de
x0, esto es, estudiando la estabilidad cerca del origen del sistema lineal

ẋ = Ax, donde A =
∂f

∂x
(x)

∣∣∣
x=x0

. (1.2)

El sistema lineal (1.2) tiene al origen x = 0 como punto de equilibrio y
el comportamiento de las soluciones de este sistema está completamente
determinado por los valores propios de la matriz A (ver Teorema 1.1 en
[19], pág. 55). En particular se tiene que el origen es asintóticamente
estable si y sólo si todos los valores propios de la matriz A tienen parte
real negativa (ver Teorema 2 en [19], pág 56).

Si una matriz A tiene todos sus valores propios con parte real nega-
tiva, entonces A es llamada matriz de Hurwitz. Por lo tanto el origen
del sistema (1.2) es asintóticamente estable si y sólo si A es de Hurwitz.

Teorema 1.1. (Método indirecto de Lyapunov). El punto de
equilibrio x0 del sistema no lineal (1.1) es asintóticamente estable si
el origen del sistema lineal (1.2) es asintóticamente estable, esto es, si



1.2. Método directo de Lyapunov. 9

todos los valores propios de la matriz A tienen parte real negativa. El
punto de equilibrio x0 es inestable si al menos un valor propio de A
tiene parte real positiva.

Ejemplo 1.2. Consideremos el sistema no lineal en R
2:

ẋ1 = −2x1 − (x2 − 1)2

ẋ2 = −x2
1 − (x2 − 1).

Este sistema tiene un punto de equilibrio en x0 = (0, 1)∗ y su linealiza-
ción en x0 está dada por

ẋ = Ax, con A =
( −2 2

0 −1

)
.

Los valores propios de la matriz A son λ1 = −2 y λ2 = −1. Por lo
tanto utilizando el método indirecto de Lyapunov concluimos que x0 es
un punto de equilibrio asintóticamente estable.

Notemos que el método indirecto de Lyapunov no establece condición
alguna para cuando algún valor propio de la matriz A tiene parte real
igual a cero, en este caso la linealización no es suficiente para determi-
nar la estabilidad del punto de equilibrio del sistema no lineal. En la
siguiente sección describiremos otro método, desarrollado también por
Lyapunov, que en algunas ocasiones resuelve esta dificultad.

1.2 Método directo de Lyapunov.

A finales del siglo XIX Lyapunov desarrolló otro método para el análisis
de la estabilidad en los puntos de equilibrio del sistema (1.1), este
método considera una nueva función con ayuda de la cual se establece
si el sistema estudiado es estable o asintóticamente estable, el cuál fué
denominado método directo de Lyapunov o también conocido como
teorema de Lyapunov sobre la estabilidad.

Teorema 1.2. (Método directo de Lyapunov). Sea x0 ∈ W un
punto de equilibrio de (1.1). Si existe V : U → R una función continua
definida en una vecindad U ⊂ W de x0, derivable en U \ {x0}, tal que:

a) V (x0) = 0, V (x) > 0 en U \ {x0} y



10 1. Estabilidad en el sentido de Lyapunov.

b) V̇ |(1.1) =
∑n

k=1
∂V
∂xk

fk ≤ 0 en U \ {x0},

entonces x0 es estable, si además

c) V̇ |(1.1) < 0 en U \ {x0},

entonces x0 es asintóticamente estable.

Definición 1.3. Una función V : U → R que satisface las condiciones
a) y b) del teorema, se llama función de Lyapunov para x0. Una
función V que satisface la condición a) del teorema con x0 = 0 se dice
que es positiva definida.

Los métodos directo e indirecto de Lyapunov son clásicos, su de-
mostración puede consultarse en la mayoria de los textos de ecuaciones
diferenciales ordinarias, ver por ejemplo [8], [11], [19].

Ejemplo 1.3. Consideremos el sistema en R
3:

ẋ1 = 2x2(x3 − 1)
ẋ2 = −x1(x3 − 1)
ẋ3 = −x3

3.

El único punto de equilibrio es el origen. La linealización de este sistema
en x0 = (0, 0, 0) es:

ẋ = Ax con A =

⎛
⎝ 0 −2 0

1 0 0
0 0 0

⎞
⎠ ,

La matriz A tiene dos valores propios imaginarios y un valor propio
igual a cero. Por lo tanto no podemos decidir sobre la estabilidad
utilizando el método indirecto de Lyapunov. Sin embargo, si utilizamos
la función positiva definida V = x2

1 + 2x2
2 + x2

3, obtenemos:

V̇ = 2(x1ẋ1 + 2x2ẋ2 + x3ẋ3)

de modo que

1

2
V̇ = 2x1x2(x3 − 1) − 2x1x2(x3 − 1) − x4

3 = −x4
3.

Aśı V̇ ≤ 0, por lo tanto aplicando el método directo de Lyapunov
concluimos que el origen es estable.
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Ejemplo 1.4. El sistema de ecuaciones diferenciales en R
2 dado por:

ẋ1 = x2 − x3
1

ẋ2 = −x1 − 3x3
2,

tiene al origen como punto de equilibrio y considerando la función po-
sitiva definida V (x1, x2) = x2

1 + x2
2, obtenemos que

V̇ = 2x1(x2 − x3
1) + 2x2(−x1 − 3x3

2) = −2(x4
1 + 3x4

2).

Aśı V̇ < 0 en R
2 \ {(0, 0)}, entonces utilizando el método directo de

Lyapunov, el origen es asintóticamente estable.

Una desventaja que se presenta al tratar de aplicar el método di-
recto de Lyapunov es que no existe un método generalizado para hallar
funciones de Lyapunov, por lo que es necesario proponer una función
positiva definida y probar si ésta cumple las condiciones b) o c) del
Teorema 1.2.

Para sistemas lineales, las funciones positivas definidas V más sim-
ples, que son buenas candidatas a ser funciones de Lyapunov, son las
formas cuadráticas positivas definidas, esto es,

V (x) = xT Px
donde P ∈ M(n, n) simétrica y positiva definida. Recordemos que una
matriz P es positiva definida y escribimos P > 0 si y sólo si todos los
valores propios de P son positivos, de manera equivalente si y sólo si
todos sus menores diagonales principales son positivos (ver apendice).

Ejemplo 1.5. Sea a un parámetro real y consideremos

V (x) = ax2
1 + 2x1x3 + ax2

2 + 4x2x3 + ax2
3

= (x1, x2, x3)

⎛
⎝ a 0 1

0 a 2
1 2 a

⎞
⎠

⎛
⎝ x1

x2

x3

⎞
⎠ = xT Px.

los menores diagonales principales de P son a, a2 y a(a2 − 5). Por lo
tanto, V (x) es positiva definida si a >

√
5.

La estabililidad asintótica del origen del sistema (1.2) también puede
ser estudiada usando el método directo de Lyapunov. Consideremos
una función cuadrática positiva definida V (x) = xT Px. La derivada de
V respecto del sistema (1.2) está dada por:

V̇ (x)
∣∣
(1.2)

= xT P ẋ + ẋT Px = xT (AT P + PA)x = −xT Qx
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donde Q es la matriz simétrica definida por:

AT P + PA = −Q (1.3)

Si Q es positiva definida, el origen es asintóticamente estable. La
ecuación (1.3) es llamada ecuación de Lyapunov.

El siguiente teorema caracteriza la estabilidad asintótica del origen
del sistema lineal (1.2) en términos de la solución de la ecuación de
Lyapunov.

Teorema 1.3. Una matriz A es de Hurwitz si y sólo si dada cualquier
matriz simétrica y positiva definida Q existe una matriz simétrica y
positiva definida P , tales que satisfacen la ecuación de Lyapunov (1.3).
Además, si A es de Hurwitz, entonces P es la única solución de (1.3).

La prueba de este teorema puede consultarse en [11], pág. 136.



2

Sistemas controlables y su
estabilización.

En este caṕıtulo introduciremos conceptos básicos de la teoŕıa de control
que permitirán el desarrollo de este trabajo. En la sección 1 hablaremos
sobre los sistemas lineales controlables, definiremos los conceptos de
controlabilidad y estabilización para este tipo de sistemas. En la sección
2 extendemos los conceptos dados en la sección 1 a sistemas no lineales.

2.1 Sistemas lineales controlables.

El objeto básico en el estudio de la teoŕıa de control es un sistema lineal
de la forma:

ẋ = Ax + Bu, x ∈ R
n, u ∈ R

r (2.1)

donde A ∈ M(n, n) y B ∈ M(n, r) y el parámetro de control u como
una función u = u(t) definida en u : [0,∞) → R

r continua a trozos
(por la izquierda), se llama control admisible o simplemente control
del sistema (2.1).

Definición 2.1. Si para un par de puntos x0, x1 ∈ R
n existe un control

u : [0, T ] → R
r tal que la solución x(t) del problema de valor inicial

ẋ = Ax + Bu(t), x(0) = x0, (2.2)

satisface que x(T ) = x1 entonces se dice que el control u(t) traslada x0

a x1 en tiempo T.

13



14 2. Sistemas controlables y su estabilización.

Definición 2.2. El sistema (2.1) se llama completamente contro-
lable en el intervalo [0, T ] si para cualesquiera dos puntos x0 y x1 de
R

n existe un control u : [0, T ] → R
r que traslada x0 a x1 en tiempo T.

Ejemplo 2.1. Consideremos el sistema:

ẋ = u.

Si tomamos u(t) = 2(x1−x0)
T 2 t, entonces para cualesquiera dos puntos

x0, x1 ∈ R se tiene que la trayectoria solución x(t) = (x1−x0)
T 2 t2 + x0 sa-

tisface x(0) = x0 y x(T ) = x1. Por lo tanto, el sistema es completamente
controlable.

Ejemplo 2.2. Consideremos el sistema:

ẋ = αx + u. donde α 	= 0 y u ∈ [−1, 1]

Consideremos el caso α > 0. Sea u un control arbitrario y x(t) la
trayectoria solución, la cual sabemos es:

x(t) = eαtx(0) + eαt

∫ t

0

e−αtu(s)ds

≥ x(0) − eαt

∫ t

0

e−αtds

= x(0) +
eαt − 1

α
> x(0),

para t > 0. Por lo tanto los puntos menores que x(0) no pueden ser
alcanzados desde x(0) por lo tanto el sistema no es controlable.

Uno de los principales resultados para la controlabilidad del sistema
lineal (2.1) es el siguiente

Teorema 2.1. El sistema lineal (2.1) es completamente controlable
en el intervalo [0, T ] si y sólo si se cumple una de las siguientes condi-
ciones:

1. rang(B, AB, A2B, · · · , An−1B) = n (criterio de Kalman)
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2. N(T ) > 0 donde N(T ) =
∫ T

0
e−AtBB∗e−A∗tdt.

Además la función

u(t) = B∗e−A∗tN−1(T )(e−Atx1 − x0)

es uno de los posibles controles que translada el punto x0 al punto
x1 en tiempo T.

Ejemplo 2.3. Consideremos el sistema ẋ = Ax + Bu donde

A =
(

1 2
1 0

)
, B =

(
0
1

)
.

Utilizando el criterio de Kalman se tiene que

rang(B, AB) =

(
0 2
1 0

)
= 2

por lo tanto el sistema es completamente controlable.

2.1.1 Sistema canónico

Sean A, Ã ∈ M(n, n) y B, B̃ ∈ M(n, r). Decimos que los sistemas:

ẋ = Ax + Bu y ẋ = Ãx + B̃u

son equivalentes si existen matrices P ∈ M(n, n) y S ∈ M(r, r) tales
que

Ã = PAP−1 y B̃ = SBS−1.

En el conjunto de todos los sistemas lineales de la forma (2.1) podemos
definir la relación: dos sistemas estan relacionados si ellos son equiva-
lentes y es fácil de ver que esta es una relación de equivalencia. Además
es claro que si dos sistemas son equivalentes y uno de ellos es controlable
el otro también lo será.

El caso más sencillo para dar una descripción completa de las clases
de equivalencia de la relación anterior es cuando B ∈ M(n, 1) (r = 1),
es decir, cuando tenemos un solo parámetro de control. Bajo esta
suposición, la matriz B puede ser considerada como un vector, por lo
que cambiaremos la notación B en (2.1) por b.

La descripción de las clases de equivalencia de los sistemas lineales
controlables esta dada por el siguiente:
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Lema 2.1. Todo sistema lineal completamente controlable de la forma
(2.1) es equivalente al sistema lineal

ẋ = Ãx + b̃u, (2.3)

donde:

Ã =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 · · · 0

0 0
. . . 0

...
. . . . . . 1

−a1 −a2 · · · −an

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , b̃ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0
0
...
1

⎞
⎟⎟⎟⎠

y los números a1, a2, . . . , an son los coeficientes del polinomio carac-
teŕıstico de la matriz A:

ϕ(λ) = λn − anλ
n−1 − · · · − a1.

Para la prueba de este lema ver [10], pág. 23.
Dentro de las representaciones canónicas (2.3) de los sistemas con-

trolables existe una muy especial, la que corresponde al sistema:

ẋ = Ax + bu, (2.4)

donde:

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 · · · 0

0 0
. . . 0

...
. . . . . . 1

0 0 · · · 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , b =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0
0
...
1

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

Este particular sistema es llamado el sistema canónico.

Observación 2.1. La representación canónica de un sistema contro-
lable se puede llevar a un sistema canónico introduciendo un nuevo
control v = −∑n

i=1 aixi + u.

El sistema canónico será uno de los objetos básicos en este trabajo.

2.1.2 Estabilización.

El problema de estabilización para el sistema (2.1) consiste en hallar
un control posicional u = u(x), es decir un control que depende de
las coordenadas del espacio fase, tal que u(0) = 0 y el sistema

ẋ = Ax + Bu(x), (2.5)
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sea asintóticamente estable en el origen.
El sistema (2.5) es conocido como sistema cerrado.

El criterio de estabilización (de existencia del control estabilizador)
para sistemas lineales controlables (2.1) sin restricción en el control,
consiste en que el subespacio K+ generado por los vectores propios con
parte real mayor ó igual a cero, de la matriz A satisfaga

K+ ⊂ span(B, AB, . . . , An−1B).

donde span denota el conjunto de todas las combinaciones lineales de
los vectores columna de la matriz (B, AB, . . . , An−1B). La construcción
del control estabilizador se lleva a cabo de la siguiente manera: Primero
escogemos una forma cuadrática V (x) = 〈Fx, x〉 como posible candi-
data a función de Lyapunov. Después buscamos un control de la forma
u(x) = −Px tal que la solución trivial (x(t) ≡ 0) del sistema cerrado
ẋ = (A − BP )x sea asintóticamente estable.
Para esto, sea Q cualquier matriz simétrica positiva definida y resolve-
mos para F la ecuación de Lyapunov

(A − BP )∗F + F (A − BP ) = −Q

De esto, si (A − BP ) es Hurwitz, la ecuación de Lyapunov tiene una
única solución positiva definida. La función cuadrática V (x) = 〈Fx, x〉
es una función de Lyapunov para el sistema cerrado en una vecindad
del origen.

Definición 2.3. El sistema lineal (2.1) se llama estabilizable si existe
un control u = Px donde P es una matriz r × n tal que todas las
soluciones x(t) del sistema

ẋ = Ax + BPx, (2.6)

tienden a cero cuando t tiende a infinito.
Es importante mencionar que se puede tener sistemas estabilizables

que no son completamente controlables como lo muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.4. Consideremos el sistema lineal

ẋ1 = −x1

ẋ2 = x3

ẋ3 = u
⇔ ẋ = Ax + bu,
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donde A =

⎛
⎝ −1 0 0

0 0 1
0 0 0

⎞
⎠ , b =

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠ .

Queremos ver que este sistema es estabilizable, para esto, buscamos
un control posicional u = u(x) tal que la solución trivial del sistema
dado para u = u(x) sea asintóticamente estable.
Tomamos u(x) = a1x1 + a2x2 + a3x3, en este caso, el sistema toma la
forma:

ẋ = A1x, donde A1 =

( −1 0 0
0 0 1
a1 a2 a3

)
,

donde los números reales a1, a2, a3 los escogemos de tal manera que la
ecuación caracteŕıstica (λ+1)(λ2−a3λ−a2) = 0 tenga ráıces con parte
real negativa, (por ejemplo, a2 = −1 y a3 = −2) y aśı garantizar que
la solución trivial será asintóticamente estable.

De esta manera el control resuelve el problema de estabilización del
sistema en todo el espacio. Sin embargo, este sistema no es completa-
mente controlable, pues

rang(b, Ab, A2b) =

⎛
⎝ 0 0 0

0 1 1
1 0 0

⎞
⎠ = 2,

y por el criterio de Kalman (Teorema 2.1) concluimos que el sistema
no es controlable.

Lema 2.2. El sistema canónico (2.4) es estabilizable.

Demostración. El sistema canónico (2.4) se puede escribir como el
sistema:

ẋ1 = x2

ẋ2 = x3
...

ẋn = u.

(2.7)

Mediante el cambio de variables x1 = y, x2 = ẏ, . . . , xn = y(n−1), el
sistema (2.7) es equivalente a la ecuación diferencial de orden n:

y(n) = u. (2.8)
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Si colocamos
u = a1y + a2ẏ + · · · + any(n−1) (2.9)

en la ecuación (2.8), entonces obtenemos la ecuación:

y(n) − any
(n−1) − an−1y

(n−2) − · · · − a1y = 0, (2.10)

cuya ecuación caracteŕıstica es:

ϕ(λ) := λn − anλn−1 − an−1λ
n−2 − · · · − a1.

Si elegimos los coeficientes aj de tal forma que

ϕ(λ) =
n∏

j=1

(λ − λj),

con λ1, λ2, . . . , λn números negativos distintos, entonces la solución gen-
eral de (2.10) esta dada por

y(t) = c1e
λ1t + · · · + cne

λnt. (2.11)

Por lo tanto, como λj < 0, en (2.11) tenemos que y(t) y todas sus
derivadas tienden a cero cuando t tiende a infinito.

Debido a que la solución del sistema (2.7) está dada por:

x(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

y(t)
ẏ(t)

...
y(n−1)(t)

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

entonces x(t) tiende a cero cuando t tiende a infinito, donde el control
u(t) esta dado en (2.9) con y = y(t) la solución (2.11).

�

2.2 Sistemas no lineales.

Ahora queremos extender los conceptos y propiedades anteriores para
un sistema no lineal.

ẋ = f(x, u), x(0) = x0 ∈ R
n (2.12)
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donde f ∈ C1(W ) y u : [0, T ] → R
r es el control del sistema (2.12).

El concepto de traslación de puntos es el mismo que para sistemas
lineales, esto es, se dice que un control u(t) traslada un punto arbitrario
x0 ∈ W en otro punto cualquiera x1 ∈ W en tiempo T , si la solución
x(t) del problema de valor inicial

ẋ = f(x, u(t)), x(0) = x0, (2.13)

satisface que x(T ) = x1.

Definición 2.4. El sistema (2.12) se llama localmente controlable
en x̄ y en tiempo T si para todo ε > 0 existe un δ ∈ (0, ε) tal que para
cualesquiera dos puntos x0 y x1 de B(x̄, δ) existe control u(t) definido
en el intervalo [0, t] ⊂ [0, T ] tal que traslada x0 en x1 y la solución x(t)
del sistema (2.13) es tal que x(s) ∈ B(x̄, ε) para todo s ∈ [0, t].

En lo que sigue vamos a suponer que x1 = 0 y f(0, 0) = 0.

2.2.1 Estabilización.

La estabilización de un sistema no lineal controlable se puede llevar a
cabo mediante la estabilización de su linealización dada por el siguiente
sistema:

ẋ = Ax + Bu, (2.14)

donde

A =
∂f

∂x
(x, u)

∣∣∣
x=0, u=0

; B =
∂f

∂u
(x, u)

∣∣∣
x=0, u=0

.

Ejemplo 2.5. Queremos estabilizar el sistema

ẋ = x2 + u,

usando un control posicional. La linealización en el origen nos da el
sistema lineal ẋ = u, el cual puede ser estabilizado usando u = −kx
con k > 0. Cuando este control se aplica al sistema no lineal, tenemos

ẋ = x2 − kx,

cuya linealización en el origen es ẋ = −kx. Entonces por el Teorema
1.1, el origen es asintóticamente estable, y decimos que u = −kx es un
control estabilizador.
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Estabilización en tiempo
finito.

3.1 Problema de śıntesis.

El problema de estabilización en tiempo finito de sistemas lineales con-
trolables con control restringido, es clásico en la teoŕıa de control, se
conoce como problema de śıntesis y es planteado de la siguiente manera.

Problema de śıntesis: Consideremos un sistema controlable

ẋ = f(x, u), x ∈ W ⊂ R
n, u ∈ Ω ⊂ R

r, (3.1)

se quiere construir un conjunto de controles posicionales u(x) tales que:

i) u(x) sea una función continua en R
n \ {0}, y cumpla con la res-

tricción | u(x) |≤ d

ii) La trayectoria del sistema cerrado ẋ = f(x, u(x)), que comienza
en x(0) = x0 termine en el origen en tiempo finito T (x0) < ∞.

Entre las particularidades de este problema se tiene la siguiente:

El sistema cerrado no satisface las condiciones del Teorema de Pi-
card sobre existencia y unicidad (ver Apéndice) en la región donde se
resuelve el problema de śıntesis, ya que a través del punto x = 0 pasan
un conjunto infinito de trayectorias. Esta dificultad se puede omitir si:

a) consideramos controles continuos para x 	= 0, que satisfagan la
condición de Lipschitz en cada anillo {x : 0 < ρ1 ≤ ||x|| ≤ ρ2} y
tales que para ρ1 → 0 la condición de Lipschitz crezca sin cota.

21
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b) ó consideramos controles discontinuos, los cuales requieren de una
nueva definición de solución de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales con parte derecha discontinua(ver [1]). Este caso no lo
consideraremos en este trabajo.

c) además ya que el control u(x) satisface la restricción u ∈ Ω, en-
tonces aún en el caso lineal el sistema cerrado es no lineal.

V.I. Korobov sugirió en [12] un método de resolución del problema
de śıntesis para sistemas lineales y algunos no lineales, este método
está basado en la construcción de una función θ(x) mediante la cual se
construye el control posicional buscado u(x) = ũ(x, θ(x)). La función
θ(x) es una función del tipo de Lyapunov y se describe en el siguiente
Teorema.

3.2 Función de controlabilidad

Teorema 3.1. (teorema fundamental de la función de controlabilidad)-
[Korobov, 1979]. Consideremos el sistema controlable dado por:

ẋ = f(x, u), x ∈ R
n, u ∈ Ω ⊂ R

r, f : R
n × Ω → R

n, (3.2)

Supongamos que la función f satisface la condición de Lipschitz

||f(x′′, u′′) − f(x′, u′)|| ≤ L1(ρ, ρ1)(||x′′ − x′|| + ||u′′ − u′||)

en cada región (x, u) : 0 < ρ ≤ ||x|| < ρ1, u ∈ Ω.

Si existe una función θ(x) continua en una vecindad G del origen y
un control u(x) con x ∈ Q donde Q = {x : θ(x) ≤ C, C > 0} (C es
tal que el conjunto Q es acotado) tales que:

1. θ(x) es continuamente diferenciable en G \ {0}.
2. θ(0) = 0, θ(x) ≥ 0 para x ∈ G \ {0}.
3. El control u(x), cumple la condición de Lipschitz es decir, se tiene

||u(x′′) − u(x′)|| ≤ L2(ρ, ρ1)||x′′ − x′||

para x ∈ Q y 0 < ρ ≤ ||x|| < ρ1.
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4. Se satisface la desigualdad:

θ̇|(3.2) =
n∑

i=1

∂θ(x)

∂xi

fi(x, u(x)) ≤ −βθ1−1/α(x) (3.3)

para α > 0, β > 0.

Entonces la trayectoria del sistema ẋ = f(x, u(x)), que comienza en un
punto x(0) = x0 ∈ Q, termina en el origen en tiempo finito:

T (x0) ≤ α

β
θ1/α(x0). (3.4)

Demostración. Calculamos la derivada de θ(x) respecto al tiempo,
evaluada en el sistema ẋ = f(x, u(x)) sobre la trayectoria x(t) que
comienza en el punto x0 ∈ Q. Tenemos:

θ̇(x(t)) =
n∑

i=1

∂θ(x(t))

∂xi

fi(x(t), u(x(t)))

ya que se satisface la desigualdad (3.3), se tiene:

θ̇(x(t)) ≤ −βθ1−1/α(x(t)).

Si la trayectoria x(t) 	= 0 entonces

d

dt
θ1/α(x(t)) =

θ̇(x(t))

αθ1−1/α(x(t))
≤ βθ1−1/α(x(t))

αθ1−1/α(x(t))
= −β

α
.

Sea τ > 0 cualquier número tal que la solución x(t) está bien
definida en [0, τ ]. Integramos la última desigualdad de 0 a τ , entonces:

θ1/α(x(τ)) − θ1/α(x0) ≤ −β

α
τ

o equivalentemente:

θ1/α(x(τ)) ≤ θ1/α(x0) − β

α
τ (3.5)

Denotemos por B(0, ε) y B(0, ρ0) las bolas con centro en 0 y radios ε y ρ0

respectivamente y ε ≤ ||x0||, ρ0 tal que Q ⊂ B(0, ρ0). Como cualquier
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solución que comienza en un punto x0 ∈ Q se queda en Q (debido a
que θ̇(x(t)) ≤ 0) y si x′, x′′ ∈ Q \ B(0, ε) tiene lugar la desigualdad:

||f(x′′, u(x′′)) − f(x′, u(x′))|| ≤ L1(ε, ρ0) (1 + L2(ε, ρ0)) ||x′′ − x′||

Entonces la solución x(t) que empieza en x0 ∈ Q, se puede extender al
segmento [0, T1] tal que si t ∈ [0, T1] entonces ||x(t)|| > ε, por eso para
esos valores de t, la desigualdad (3.5) es cierta.

Probemos que en el tiempo T (ε) ≤ α
β
θ1/α(x0) la trayectoria x(t)

llega a la frontera de la bola S(ε). Suponiendo lo contrario, obtenemos
que ||x(t)|| > ε para 0 ≤ t ≤ T y T > α

β
θ1/α(x0) pero si τ 	= T , la parte

derecha de la desigualdad (3.5) es no positiva, pero la parte izquierda
de la misma desigualdad cuando τ 	= T , es positiva ya que ||x(t)|| > ε.
Como el tiempo de llegada a la frontera de la bola de radio ε crece
monotonamente si ε decrece y como T (ε) ≤ α

β
θ1/α(x0), entonces existe

limε→0 = τ ≤ α
β
θ1/α(x0) pero limt→T x(t) = 0

�
La función θ(x) es llamada función de controlabilidad.

Observación 3.1. Notemos que para α = ∞ en caso de cumplirse la
desigualdad (3.3), la función θ(x) es la función de Lyapunov.

3.2.1 Construcción en forma integral.

Fué sugerido en [14] un método suficientemente general de construcción
de la función de controlabilidad θ(x) y el control u que resuelve el
problema de śıntesis para el sistema lineal completamente controlable

ẋ = Ax + Bu, x ∈ R
n, u ∈ {u : ||u|| ≤ d} ⊂ Ω, (3.6)

donde A ∈ M(n, n) y B ∈ M(n, r). En esta sección daremos una breve
descripción de ese método.

Sean m el grado del polinomio mı́nimo de A, λ0 la parte real mı́nima
de los valores propios de A y λ′

0 = min{0, λ0}. Denotemos por F el
conjunto de funciones f(s) : [0,∞) → R tales que son no negativas,
decrecientes, con al menos m puntos de decrecimiento y satisfacen que:∫ ∞

0

s2m+1e−2λ′
0sθf(s)ds < ∞, para 0 ≤ θ ≤ θf .
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Para cada f ∈ F y cada θ, con 0 ≤ θ ≤ θf , definimos la matriz:

Nf (θ) :=

∫ ∞

0

f

(
t

θ

)
e−AtBB∗e−A∗tdt. (3.7)

Para todo x ∈ Q1 \ {0} (Q1 = {x : ||x|| ≤ R}) la ecuación

2a0θ = 〈N−1
f (θ)x, x〉, a0 > 0, (3.8)

tiene una solución única positiva continuamente diferenciable θ = θ(x).
Definiendo θ(x) en x = 0 como θ(0) = 0, la función θ(x) resulta ser
continua en cero. Existe una constante C = 0 tal que el conjunto
Q = {x : ||x|| ≤ C} es acotado y Q ⊂ intQ1. El control u(x) se define
mediante la fórmula:

u(x) = −1

2
f(0)B∗N−1

f (θ(x))x, x ∈ Q1 \ {0}. (3.9)

El siguiente Teorema resuelve el problema de śıntesis del sistema (3.6).

Teorema 3.2. Para valores suficientemente pequeños de a0 : 0 < a0 ≤
af el control de la forma (3.9) resuelve el problema de śıntesis en una
vecindad del origen del sistema (3.6) mediante controles continuos que
satisfacen la condición u ∈ {u : ||u|| ≤ d} ⊂ Ω.

Ejemplo 3.1. Consideremos el sistema

ẋ1 = x2 |u| ≤ 1
ẋ2 = −x1 + u

o equivalentemente en su forma matricial

ẋ = Ax + bu, |u| ≤ 1 (3.10)

donde

A =

(
0 1
−1 0

)
y b =

(
0
1

)
.

De la forma de A y b obtenemos que

bb∗ =
(

0 0
0 1

)
e−At =

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
e−A∗t =

(
cos t − sin t
sin t cos t

)
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Es fácil ver que si consideramos la función f(s) = e−s y sustituimos
en (3.7) obtenemos

Nf (θ) =
1

1 + 4θ2

(
2θ3 −θ2

−θ2 θ + 2θ3

)
y N−1

f (θ) =

(
1+2θ2

θ3
1
θ2

1
θ2

2
θ

)
.

Escojamos la constante a0 > 0 de la ecuación (3.8) tal que se cumpla
la restricción u(x) ≤ 1, x ∈ R

2 \ {0}. Tenemos

||u(x)||2 =
a0

2
· θ||b∗x||2
〈Nf (θ)x, x〉 =

a0

2
· 〈b∗x, b∗x〉
〈1

θ
Nf (θ)x, x〉

Tomando en cuenta que las matrices bb∗ y 1
θ
Nf (θ) satisfacen las condi-

ciones del Teorema A.1 (ver apéndice), hallamos el máximo de la relación

〈bb∗x, x〉
〈1

θ
Nf (θ)x, x〉

el cuál denotaremos λmax. Del Teorema A.1 del apéndice sabemos que
λmax es la ráız de la ecuación∣∣∣∣bb∗ − λ

1
θ
Nf (θ)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ − 2θ2λ
4θ2+1

θλ
4θ2+1

θλ
4θ2+1

1 − (θ+2θ3)λ
θ(4θ2+1)

∣∣∣∣∣ =
θ2λ(λ − 2)

4θ2 + 1
= 0

Aśı que λmax = 2, entonces

||u||2 ≤ a0

2
λmax

Por lo tanto, tomando a0 ≤ 1 se satisface ||u|| ≤ 1.
Usamos a0 = 1

4
entonces la ecuación (3.8), en nuestro caso, se puede

escribir como:

θ4

2
− (1 + 2θ2)x2

1 − 2x1x2θ − 2x2
2θ

2 = 0. (3.11)

y la función θ(x1, x2) para (x1, x2) 	= (0, 0) será la solución positiva de
la ecuación (3.11). El control, de acuerdo a (3.9), tiene la forma:

u(x1, x2) = − x1

θ2(x1, x2)
− 2x2

θ(x1, x2)
. (3.12)

Para tal a0 el control (3.12) resuelve el problema de śıntesis globalmente
ya que u(x1, x2) satisface la restricción dada en todo el espacio R

2. De
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(3.11) tenemos que la derivada de la función θ(x1, x2) con respecto al
sistema (3.10) con el control (3.12), es decir:

ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1 − x1

θ2(x1,x2)
− 2x2

θ(x1,x2)

está dada por la ecuación:

θ̇(x1, x2) = − (1 + θ2(x1, x2))x2
1 + 3θ(x1, x2)x1x2 + 3θ2(x1, x2)x2

2

2(1 + θ2(x1, x2))x2
1 + 3θ(x1, x2)x1x2 + 2θ2(x1, x2)x2

2

. (3.13)

Estimemos por abajo y por arriba la expresión para θ̇(x1, x2). La
parte derecha de (3.13) la transformamos en una relación de dos formas
cuadráticas respecto de y1 = x1 y y2 = θx2, es decir:

θ̇(x1, x2) = −〈Wy, y〉
〈V y, y〉 , W =

(
1 + θ2 3

2
3
2

3

)
, V =

(
2 + 2θ2 3

2
3
2

2

)
,

La relación − 〈Wy,y〉
〈V y,y〉 se puede estimar utilizando las siguientes desigual-

dades:

−λmax ≤ −〈Wy, y〉
〈V y, y〉 ≤ −λmin

donde λmin, λmax son las ráıces mı́nima y máxima de la ecuación
det(W − λV ) = 0.

Ya que λmax ≤ 1 + 2√
7

y λmin ≥ 1 − 2√
7

entonces −(1 + 2√
7
) ≤

θ̇(x1, x2) ≤ −(1 − 2√
7
) de donde se tiene que el tiempo de movimiento

de cualquier punto x0 al origen de coordenadas satisface la estimación:

7

7 + 2
√

7
θ(x0

1, x
0
2) ≤ T (x0

1, x
0
2) ≤

7

7 − 2
√

7
θ(x0

1, x
0
2)

donde θ(x0
1, x

0
2) es la solución positiva de la ecuación (3.11) para x = x0.

Ejemplo 3.2. Construimos el control posicional que resuelve el prob-
lema de śıntesis, i.e, estabiliza en tiempo finito el sistema

ẋ1 = u1,

ẋ2 = x3 + u1, (3.14)

ẋ3 = −x2 + u2,

(u1, u2) ∈ Ω = {u = (u1, u2) : |u1| ≤ 1, |u2| ≤ 1, }.
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Escogemos f(s) = e−s. Entonces

Nf (θ) =

⎛
⎜⎝ θ θ

θ2+1
θ2

θ2+1
θ

θ2+1
θ 0

θ2

θ2+1
0 θ

⎞
⎟⎠ y N−1

f (θ) =

⎛
⎜⎝

θ2+1
θ3 − 1

θ3 − 1
θ2

− 1
θ3

θ4+θ2+1
(θ2+1)θ3

1
(θ2+1)θ2

− 1
θ2

1
(θ2+1)θ2

θ2+2
(θ2+1)θ

⎞
⎟⎠ .

Estas matrices están definidas para todo θ > 0. La ecuación (3.8), en
este caso, tiene la forma

2a0θ
4(θ2 + 1) = (θ2 + 1)x2

1 + (θ4 + θ2 + 1)x2
2 + (θ2 + 2)x2

3 −
2(θ2 + 1)x1x2 − 2θ(θ2 + 1)x1x3 + 2θx2x3 (3.15)

y determina para cada a0 > 0 la función de controlabilidad θ(x) en
todo el espacio R

3. El control posicional (3.9) tiene la forma

u1 = − 1

2θ(x)
x1 − θ(x)

2(θ2(x) + 1)
x2 +

1

2(θ2(x) + 1)
x3,

u2 = − 1

2θ2(x)
x1 − 1

2θ2(x)(θ2(x) + 1)
x2 − θ2(x) + 2

2(θ2(x) + 1)θ(x)
x3, x 	= 0,

y resuelve el problema de śıntesis posicional en todo el espacio R
3.

Escojamos la constante a0 > 0 tal que se cumpla la restricción u(x) ∈ Ω,
x ∈ R

3 \ {0}. Tenemos

||u(x)||2 =
a0

2
· θ||B∗x||2
〈Nf (θ)x, x〉 =

a0

2
· 〈B∗x,B∗x〉
〈1

θ
Nf (θ)x, x〉

Como en el ejemplo anterior, tomando en cuenta que las matrices BB∗

x 1
θ
Nf (θ) satisfacen las condiciones del Teorema A.1 (ver apéndice),

hallamos λmax de la relación

〈B∗x,B∗x〉
〈1

θ
Nf (θ)x, x〉

que es la ráız de la ecuación

∣∣∣∣BB∗ − λ
1
θ
Nf (θ)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 − λ 1 − λ

θ2+1
− θλ

θ2+1

1 − λ
θ2+1

1 − λ 0
− θλ

θ2+1
0 1 − λ

∣∣∣∣∣∣∣ = −θ2λ(λ − 1)(λ − 2)
θ2 + 1

= 0

Aśı que λmax = 2, entonces

||u||2 ≤ a0

2
λmax
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Por lo tanto, tomando a0 ≤ 1 la restricción sobre el control se satisface,
esto es ||u|| ≤ 1.

Ejemplo 3.3. Buscamos el control posicional que estabilice en tiempo
finito el sistema

ẋ1 = x3 + u1,

ẋ2 = u1, (3.16)

ẋ3 = x2 + u2,

(u1, u2) ∈ Ω = {u = (u1, u2) : |u1| ≤ 1, |u2| ≤ 1, }. o equivalentemente
escrito en su forma matricial:

ẋ = Ax + Bu, |u| ≤ 1

donde

A =

⎛
⎝ 0 0 1

0 0 0
0 1 0

⎞
⎠ y B =

⎛
⎝ 1 0

1 0
0 1

⎞
⎠ .

De la forma de A y B obtenemos que

BB∗ =

⎛
⎝ 1 1 0

1 1 0
0 0 1

⎞
⎠ e−At =

⎛
⎝ 1 t2

2 −t
0 1 0
0 −t 1

⎞
⎠ e−A∗t =

⎛
⎝ 1 0 0

t2

2 1 −t
−t 0 1

⎞
⎠

A diferencia de los ejemplos anteriores, ahora consideremos la función
f(s) = 1 − s. Entonces

Nf (θ) =

( 1
120θ(60 + 20θ2 + θ4) 1

24θ(12 + θ2) 1
120θ2(40 + 3θ2)

1
24θ(12 + θ2) θ

2 − θ2

6
1

120θ2(40 + 3θ2) − θ2

6
1
12θ(6 + θ2)

)

N−1
f (θ) =

1

1200 + 90θ2 + θ4
·⎛

⎜⎝
2400(θ2+18)

θ3

120(−360−10θ2+θ4)
θ3

960(15+θ2)
θ2

120(−360−10θ2+θ4)
θ3

12(3600+200θ2+20θ4+θ5

θ3

60(−240+4θ2+θ4)
θ

960(15+θ2)
θ2

60(−240+4θ2+θ4)
θ2

60(7θ2+120)
θ

⎞
⎟⎠ .
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Estas matrices están definidas para todo θ > 0. La ecuación (3.8), en
este caso, tiene la forma

2a0θ
4 =

1
1200 + 90θ2 + θ4

(12(200(18 + θ2)x2
1 + (3600 + 200θ2 + 20θ4 + θ6)x2

2

+10θ(−240 + 4θ2 + θ4)x2x3 + 5θ2(120 + 7θ2)x2
3

+20x1((−360 − 10θ2 + θ4)x2 + 8θ(15 + θ2)x3)))

y determina para cada a0 > 0 la función de controlabilidad θ(x) en
todo el espacio R

3. El control posicional (3.9) tiene la forma

u1 =
−6(10(10 + θ(x)2)x1 + (100 + 30θ(x)2 + θ(x)4)x2 + 5θ(x)(20 + θ(x)2)x3)

θ(x)(1200 + 90θ(x)2 + θ(x)4)
,

u2 =
−30(16(15 + θ(x)2)x1 + (−240 + 4θ(x)2 + θ(x)4)x2 + θ(x)(120 + 7θ(x)2)x3)

θ(x)2(1200 + 90θ(x)2 + θ(x)4)
,

x 	= 0, y resuelve el problema de śıntesis posicional en todo el espacio
R

3. Escojamos la constante a0 > 0 tal que se cumpla la restricción
u(x) ∈ Ω, x ∈ R

3 \ {0}. Tenemos

||u(x)||2 =
a0

2
· 〈B∗x,B∗x〉
〈1

θ
Nf (θ)x, x〉

Análogamente a los ejemplos anteriores, buscamos λmax, el cuál para
este ejemplo tiene el valor λmax = 2

727
(2021 + 2

√
811189) y dado que

||u||2 ≤ a0

2
λmax

tomando a0 ≤ 1
6

la restricción sobre el control se satisface, esto es, se
tiene ||u|| ≤ 1. Mediante calculos llegamos a que en este caso, que
tomamos la función f(s) = 1− s, se tiene que la derivada de la función
θ(x) con respecto al sistema (3.16), con el control antes definido, está
dada por la ecuación:

θ̇(x) = −1.

esto quiere decir que la función θ(x) representa exactamente el tiempo
de recorrido desde el punto x0 al origen de coordenadas.

La función f(s) = 1 − s con s ∈ [0, 1], f(s) = 0 para s > 1 en
(3.7) genera una función de controlabilidad correspondiente θf (x), que
representa el tiempo exacto de recorrido del punto x al origen respecto
del sistema (3.6) con el control uf (x).

En la actualidad además de resolver el problema de śıntesis, se busca
construir un conjunto de pares (u(x), θ(x)) tales que:
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• El control u(x) solucione el problema de śıntesis.

• La función θ(x) sea tal que θ(x0) represente exactamente el tiempo
de recorrido desde el punto x(0) = x0 al origen.

De aqúı surge el interés de hallar un conjunto más amplio de pares
de funciones: la función de controlabilidad θ(x), que representa el
tiempo exacto de recorrido y el control u(x), que resuelve el problema
de śıntesis.

3.3 Problema de śıntesis para el sistema

canónico.

Recordemos que el sistema canónico está dado por el sistema

ẋ = Ax + bu, (3.17)

donde:

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 · · · 0

0 0
. . . 0

...
. . . . . . 1

0 0 · · · 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , b =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0
0
...
1

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

A diferencia de la forma integral de construcción de la función de
controlabilidad θ(x) y del control u(x) ahora se construye una función
θ(x) para el sistema canónico (3.17), como la única solución positiva
(ver apéndice) de la ecuación:

2a0θ = 〈DθFDθx, x〉. (3.18)

donde Dθ está dada por la matriz diagonal:

Dθ = diag
(
θ−

2(n−i)+1
2

)n

i=1
, (3.19)

a0 es un número positivo y F una matriz positiva definida.

Si definimos θ(0) = 0 entonces de la ecuación (3.18) se sigue que θ(x)
es una función continua y es continuamente diferenciable para x 	= 0.
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Una vez determinada θ(x) buscaremos un control u(x) de la forma

u(x) = θ−1/2(x)a∗Dθ(x)x =
n∑

k=1

akxk

θk(x)
. (3.20)

El objetivo de esta sección será determinar condiciones sobre el número
a0, el vector a y la matriz F de tal manera que la función θ(x) sea una
función de controlabilidad que represente el tiempo exacto de recorrido
del punto x al origen (θ̇(x) = −1) y que el control u(x) resuelva el
problema de śıntesis del sistema canónico.

3.3.1 Construcción de la función de controlabilidad.

La condición θ̇(x) = −1 permite obtener una primer propiedad del
vector a como lo establece el lema siguiente.

Lema 3.1. Supongamos que la función de controlabilidad θ(x) satis-
face la igualdad θ̇(x) = −1. Entonces:

an = −n(n + 1)

2
. (3.21)

Demostración. Coloquemos y(θ, x) = Dθx. Entonces la función de
controlabilidad θ(x) para x 	= 0 satisface la ecuación:

2a0θ(x) = 〈Fy(θ(x), x), y(θ(x), x)〉, (3.22)

Mientras que el control (3.20) toma la forma:

u(x) = θ−1/2(x)a∗y(θ(x), x). (3.23)

En base a las siguientes identidades:

DθAD−1
θ = θ−1A, Dθb = θ−1/2b

la derivada de la función y(θ(x), x) respecto al sistema (2.4) con este
control tiene la forma:

ẏ(θ(x), x) = θ−1(x)
(
θ̇(x)H + A + ba∗

)
y(θ(x), x).

donde

H = diag

(
−2(n − i) + 1

2

)n

i=1

. (3.24)
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Entonces de la ecuación (3.22) obtenemos que la derivada de la función
de controlabilidad respecto al sistema (2.4) con el control u(x) de la
forma (3.23) se da mediante la igualdad:

θ̇(x) =
〈(F (A + ba∗) + (A + ba∗)∗F )y(θ(x), x), y(θ(x), x)〉

〈(F − HF − FH)y(θ(x), x), y(θ(x), x)〉 . (3.25)

de donde en base a la suposición del lema (i.e θ̇(x) = −1) obtenemos
la igualdad:

F

(
A + ba∗ +

1

2
I − H

)
+

(
A + ba∗ +

1

2
I − H

)∗
F = 0. (3.26)

De esta igualdad obtenemos que la matriz F
1
2 (A + ba∗ + 1

2
I − H)F− 1

2

es antisimétrica y por eso las ráıces de su ecuación caracteŕıstica:

det

(
F

1
2 (A + ba∗ +

1

2
I − H)F− 1

2 − λI

)

= (det F− 1
2 )2 det

(
F

(
A + ba∗ +

1

2
I − H

)
− λF

)
= 0,

y consecuentemente de la ecuación:

det

((
A + ba∗ +

1

2
I − H

)
− λI

)
= 0 (3.27)

tienen partes reales iguales a cero. La ecuación (3.27) la escribimos en
la forma:

0 = det

⎛
⎜⎜⎝

λ − n −1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λ − 2 −1

−a1 −a2 . . . −an−1 λ − 1 − an

⎞
⎟⎟⎠

=
n∏

j=1

(λ−j)−
n∑

j=1

aj

n∏
i=j+1

(λ−i)−a1 = λn−
(

an +
n(n + 1)

2

)
λn−1−. . .

Tomando en cuenta que las ráıces de esta ecuación tienen parte real
igual a cero y cuentan con su adjunta compleja entonces se tiene que
an = −n(n + 1)/2.

�
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En adelante nuestra meta es hallar un vector a y una matriz F que
satisfagan la ecuación (3.26) ya que en tal caso el lado derecho de (3.25)
será identicamente −1, es decir habremos construido una función θ(x)
tal que θ̇(x) = −1.

De la ecuación (3.26) tenemos(
A + ba∗ +

1

2
I − H

)
F−1 + F−1

(
A + ba∗ +

1

2
I − H

)∗
= 0. (3.28)

Vamos a proponer una matriz F tal que F−1 = DnCDn, donde C es
una matriz hankeliana (C = (c2n−i−j)

n
i,j=1) por hallar y

Dn = diag

(
(−1)n−i

(n − i)!

)n

i=1

. (3.29)

Para buscar la matriz C notemos que la parte izquierda de la ecuación
(3.28) la podemos escribir de la siguiente forma(

1
2
I − H + D−1

n ADn + D−1
n ba∗Dn

)
C + C

(
1
2
I − H + D−1

n ADn + D−1
n ba∗Dn

)∗
.

Esta es una matriz simétrica Q = (qij)
n
i,j=1, la cual se puede escribir

como

Q =

(
Q11 Q12

Q21 Q22

)
,

donde

Q11 = (qij)
n−1
i,j=1, Q21 = (qn1, qn2, . . . , qn(n−1)),

Q12 = Q∗
21, Q22 = qnn.

De esta manera los elementos de la matriz Q estan dados por las sigu-
ientes ecuaciones

qij = (2n − i − j + 2)c2n−i−j − (2n − i − j)c2n−i−j−1,
i = 1, . . . , n − 1, j = 1, . . . , n − 1,

qnj = −(n − j)cn−j−1 + (n − j + 2 + ãn)cn−j +
n−1∑
ν=1

ãn−νcn−j+ν ,

j = 1, . . . , n − 1,

qnn = 2(1 + ãn)c0 + 2
n−1∑
ν=1

ãn−νcν ,

(3.30)

donde ã1, . . . , ãn son componentes del vector ã = Dna.
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Se sigue de (3.26) que Q es la matriz cero entonces de las igualdades
Q11 = 0 tenemos

cμ =
(2n − 1)2n

(μ + 1)(μ + 2)
c2n−2, μ = 1, . . . , 2n − 3,

y la ecuación (3.30) toma la forma

ãn

n(n + 1)
+

n−1∑
ν=1

ãn−ν

(ν + n)(ν + n + 1)
= 0,

...
...

ãn

3 · 4 +
n−1∑
ν=1

ãn−ν

(ν + 3)(ν + 4)
= 0, (3.31)

− c0

(2n − 1)2nc2n−2

+
3 + ãn

2 · 3 +
n−1∑
ν=1

ãn−ν

(ν + 2)(ν + 3)
= 0,

(1 + ãn)c0

(2n − 1)2nc2n−2

+
n−1∑
ν=1

ãn−ν

(ν + 1)(ν + 2)
= 0,

Donde ãn = an está definido mediante la ecuación (3.21). Consideremos
la ecuación (3.31) como un sistema lineal de ecuaciones respecto de las
incognitas

ã1, . . . , ãn−1,
c0

(2n − 1)2nc2n−2

,

la cual en forma vectorial tiene la forma

Py = y0, (3.32)

donde P es la matriz de dimensión n × n definida como

P =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
2n(2n−1)

. . . 1
(n+2)(n+1)

0
1

(2n−1)(2n−2)
. . . 1

(n+1)n
0

...
...

...
...

1
(n+2)(n+1)

. . . 1
4·3 −1

1
(n+1)n

. . . 1
3·2 1 − n(n+1)

2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

mientras que y, y0 son vectores de la forma

y =

(
ã1, . . . , ãn−1,

c0

(2n − 1)2nc2n−2

)∗
,
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y0 =

(
− an

(n + 1)n
, · · · ,− an

4 · 3 ,−3 + an

3 · 2 , 0

)∗
.

Este es un sistema congruente ya que si tomamos la matriz Hanke-
liana C = ( 1

(2n−i−j+2)(2n−i−j+1)
)n
i,j=1 entonces la matriz F y el vector a∗

definidos por F = D−1
n C−1D−1

n y a∗ = −1
2
b∗F satisfacen la ecuación

(3.28). Lo cual se verifica por simple sustitución. De esta manera
rangP =rang(P, y0). Por otro lado sabemos que rangP = n − 1 (ver
iii) del Lema A.2 en Apéndice). Por lo tanto hay una infinidad de
soluciones del sistema (3.32). Este conjunto de soluciones se halla de
la siguiente manera.

Consideremos la matriz P̃ de dimensión (n−1)×(n−1) de la forma

P̃ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1
(2n−1)(2n−2)

. . . 1
(n+2)(n+1)

0
... . . .

...
...

1
(n+2)(n+1)

. . . 1
5·4 0

1
(n+1)n

. . . 1
4·3 −1

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

Esta matriz es no degenerada (ver ii del Lema A.2 del Apéndice, con
k = 4 y s = n − 2).

Denotemos mediante ỹ0 = ã1d
′ + d′′, donde

d′ =

(
− 1

(2n − 1)2n
, . . . ,− 1

(n + 2)(n + 3)
,− 1

(n + 1)(n + 2)

)∗
,

d′′ =

(
− an

n(n + 1)
, . . . ,− an

3 · 4 ,−3 + an

2 · 3
)∗

,

y mediante ỹ el vector de dimensión n − 1 de la forma

ỹ =

(
ã2, . . . , ãn−1,

c0

(2n − 1)2nc2n−2

)∗
,

y consideremos el sistema de ecuaciones P̃ ỹ = ỹ0 respecto de ỹ. Este
sistema tiene una única solución ỹ = P̃−1ỹ0, esto es

c0

(2n − 1)2nc2n−2
=

1
Δ

(Δ′
1ã1 + Δ′′

1) =
1
Δ

(
Δ′

1

(−1)n−1

(n − 1)!
a1 + Δ′′

1

)
,

ãn+1−j =
1
Δ

(
Δ′

j ã1 + Δ′′
j

)
=

1
Δ

(
Δ′

j

(−1)n−1

(n − 1)!
a1 + Δ′′

j

)
, (3.33)

j = 2, . . . , n − 1,
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donde Δ = det P̃ , mientras que Δ′
j y Δ′′

j , para j = 1, . . . , n − 1, son
los determinantes de las matrices que se obtienen después de sustituir
en lugar de la columna j-ésima de la matriz P̃ , las columnas d′ y d′′

respectivamente.

Debido a que rangP = rang(P, y0) = n − 1 las relaciones (3.33)
describen todas las soluciones del sistema (3.32). Por lo tanto, todas
las soluciones de la ecuación (3.28) están dadas por el vector

a =

(
a1, (−1)n−2(n − 2)!

1

Δ

(
Δ′

n−1

(−1)n−1

(n − 1)!
a1 + Δ′′

n−1

)
, . . .

. . . ,− 1

Δ

(
Δ′

2

(−1)n−1

(n − 1)!
a1 + Δ′′

2

)
,−n(n + 1)

2

)∗
(3.34)

y la matriz F = D−1
n C−1D−1

n , donde

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
2n(2n−1) . . . 1

(n+2)(n+1)
1

(n+1)n
1

(2n−1)(2n−2) . . . 1
(n+1)n

1
n(n−1)

...
...

...
...

1
(n+2)(n+1) · · · 1

4·3
1

3·2
1

(n+1)n . . . 1
3·2 c0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(2n − 1)2nc2n−2 (3.35)

y

c0 =
1

Δ

(
Δ′

1

(−1)n−1

(n − 1)!
a1 + Δ′′

1

)
.

3.3.2 Solución al problema de śıntesis.

Lema 3.2. Sea C la matriz definida por (3.35). Si c2n−2 > 0, y
c0 > ξ0, donde ξ0 es la ráız de la ecuación det C̃(ξ) = 0, donde

C̃(ξ) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
2n(2n−1) . . . 1

(n+2)(n+1)
1

(n+1)n
1

(2n−1)(2n−2) . . . 1
(n+1)n

1
n(n−1)

...
...

...
...

1
(n+2)(n+1) · · · 1

4·3
1

3·2
1

(n+1)n . . . 1
3·2 ξ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(2n − 1)2nc2n−2.

entonces la matriz C es positiva definida.

Demostración. Se sigue del Corolario A.1 del Apéndice aplicado a la
matriz C̃(ξ) bajo la condición c2n−2 > 0.

�
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Observación 3.2. La ecuación det C̃(ξ) = 0 se puede escribir en la
forma ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2n−1 . . . 1

n+1
1
n

1
2n−2 . . . 1

n
1

n−1
...

...
...

...
1

n+1 . . . 1
3

1
2

1
n . . . 1

2 (1 + 1
n )ξ + 1

2 − 1
2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (3.36)

Para establecer este hecho, a cada fila i-ésima se añaden todas las filas
siguientes y después de las filas y columnas del determinante obtenido
se sacan factores iguales. Para los casos n = 2, 3, 4, 5, 6, 7 la ráız ξ0 de
det C̃(ξ) = 0 es igual a 1

3
, 5

12
, 9

20
, 7

15
, 10

21
, 27

56
respectivamente.

Lema 3.3. La matriz C1 := C − CH − HC es positiva definida para
c2n−2 > 0, y c0 >

(
1
2

+ 1
2n

)
ξ0 + 1

4
− 1

4n
, donde ξ0 es la ráız de (3.36).

Demostración. Es fácil ver que C1 tiene la forma

C1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
2n−1 . . . 1

n+1
1
n

1
2n−2 . . . 1

n
1

n−1
...

...
...

...
1

n+1 . . . 1
3

1
2

1
n . . . 1

2 2c0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (2n − 1)2nc2n−2 (3.37)

En base al punto i) del Lema A.2 para s = n y k = 1 la matriz C1

es positiva definida si c0 satisface que 2c0 = 1. Se sigue del Corolario
A.1 (ver apéndice) que para c2n−2 > 0 la matriz

C̃1(ξ) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
2n−1

. . . 1
n+1

1
n

1
2n−2

. . . 1
n

1
n−1

...
...

...
...

1
n+1

. . . 1
3

1
2

1
n

. . . 1
2

ξ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (2n − 1)2nc2n−2 (3.38)

es definida positiva para todos los

ξ > ξ1, (3.39)

donde ξ1 es la ráız de la ecuación det C̃1(ξ) = 0. Se sigue de (3.36) que

det C̃1

((
1 +

1

n

)
ξ0 +

1

2
− 1

2n

)
= 0,
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por lo cual concluimos que

ξ1 =

(
1 +

1

n

)
ξ0 +

1

2
− 1

2n
. (3.40)

Por lo tanto, si c0 >
(

1
2

+ 1
2n

)
ξ0 + 1

4
− 1

4n
y c2n−2 > 0, entonces la matriz

C1 = C̃1(2c0) es positiva definida.
�

La solución al problema de śıntesis para el sistema canónico (2.4)
en el caso cuando la función de controlabilidad representa el tiempo de
movimiento la da el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Consideremos la matriz C y el vector a definidos por
las igualdades (3.35) y (3.34). Si

c2n−2 > 0, c0 > max
{

ξ0,

(
1
2

+
1
2n

)
ξ0 +

1
4
− 1

4n

}
, (3.41)

donde ξ0 es la ráız de (3.36) y el número a0 satisface la condición

0 < a0 ≤ d2

2〈F−1a, a〉 ; F−1 = DnCDn, (3.42)

Entonces

1. Para x 	= 0 la ecuación (3.18) tiene una única solución positiva
θ(x) y si definimos θ(0) = 0 entonces θ(x) es una función de
controlabilidad.

2. El control u(x) de la forma (3.20) translada cualquier punto ini-
cial x ∈ R

n al origen a través de la trayectoria del sistema ẋ =
Ax + bu(x) en tiempo T (x) = θ(x) y satisface la restricción
|u(x)| ≤ d.

Demostración. Usando las condiciones (3.41) y aplicando el Lema 3.2
obtenemos que la matriz C es positiva definida, de donde se sigue que la
matriz F−1 = DnCDn es positiva definida y por consecuencia la matriz
F también lo es.

Si la matriz F − FH − HF > 0 entonces la ecuación (3.18) para
x 	= 0 tiene una única solución θ(x) continuamente diferenciable.

Establezcamos los valores de los parámetros a1 y c2n−2 para los
cuales la matriz F−FH−HF va a ser positiva definida. La positividad



40 3. Estabilización en tiempo finito.

de esta matriz se va a seguir de la positividad de la matriz F−1 −
HF−1 −F−1H. Y ya que la matriz F−1 = DnCDn, mientras que Dn y
H conmutan entonces es válida la siguiente igualdad

F−1 − HF−1 − F−1H = Dn (C − HC − CH) Dn.

En virtud al Lema 3.3 y en base a las condiciones (3.41) la matriz C −
HC−CH es positiva definida. Por eso la matriz F−FH−HF también
es positiva definida de esta manera cuando se cumplen las condiciones
(3.41), la ecuación (3.18) para x 	= 0 tiene una única solución θ(x)
continuamente diferenciable. Colocando θ(0) = 0, obtenemos que la
función θ(x) es continua para todo x.

Establezcamos ahora la restricción del control. Encontremos una
estimación para la expresión a∗y(θ, x)θ−

1
2 . Para esto, para un θ fijo re-

solvamos el problema de encontrar el extremo de la función a∗y(θ, x)θ−
1
2

sujeto a las restricciones del tipo

〈Fy(θ, x), y(θ, x)〉 − 2a0θ = 0. (3.43)

Este problema lo resolvemos con ayuda de los multiplicadores de La-
grange, aqúı la función de Lagrange tiene la forma

a∗y(θ, x)θ−
1
2 − λ 〈Fy(θ, x), y(θ, x)〉 + 2λa0θ.

Sea y0 el punto de extremo. La condición necesaria del extremo nos da
aθ−

1
2 − 2λFy0 = 0, de donde tenemos que y0 = 1/(2λ)θ−

1
2 F−1a. Colo-

cando y0 en la restricción (3.43), obtenemos 1/(2λ) = ±√
2a0/〈F−1a, a〉 θ.

Consecuentemente tenemos (a, y0)θ
− 1

2 = ±√
2a0〈F−1a, a〉. Entonces

usando la forma del control u(x) obtenemos

|u(x)| ≤
√

2a0〈F−1a, a〉. (3.44)

Escogiendo el número a0 de la condición (3.42), de la desigualdad (3.44)
se sigue que el control u(x) satisface las restricciones dadas en todo el
espacio.

De esta manera, de acuerdo al Teorema fundamental de la función
de controlabilidad, el control u(x) resuelve el problema de śıntesis del
control restringido en todo el espacio y el tiempo de recorrido desde
cualquier punto x al origen es igual al valor de la función de controla-
bilidad en el punto x es decir T (x) = θ(x).

�
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3.3.3 Ejemplos.

Ejemplo 3.4. Encontrar la solución al problema de śıntesis en el
sistema canónico:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = u, |u| ≤ 1

10

Ya que Δ = −1, Δ′
1 = − 1

12
, Δ′′

1 = 0, entonces el vector a de (3.34), la
matriz C de (3.35) y la matriz D2 tienen la forma

a =
(

a1

−3

)
, C =

(
1 2
2 −a1

)
c2, D2 =

( −1 0
0 1

)
,

Entonces la matriz F−1 y su inversa son las siguiente:

F−1 = D2CD2 =
(

1 −2
−2 −a1

)
c2, F =

1
(4 + a1)c2

2

(
a1 −2
−2 −1

)

de la ecuación (3.36) hallamos que ξ0 = 1
3
. Entonces (3.41) tiene la

forma

c2 > 0, −a1

12
>

3

8
de donde a1 < −9

2
de acuerdo con lo anterior tomamos c2 = 1, a1 = −6. Entonces

Entonces la matriz F y el vector a tienen la forma:

a =

(
−6
−3

)
F =

(
3 1
1 1

2

)

Escojamos el valor de a0 en la ecuación (3.18) usando la condición
(3.42), el cual en nuestro caso toma la forma 0 < a0 ≤ 1/3600. Es-
cojamos la función de controlabilidad θ(x) para x 	= 0 como la única
solución positiva de la ecuación (3.18), entonces recordando que Dθ =(

θ−3/2 0
0 θ−1/2

)
tenemos que la ecuación 2a0θ = 〈DθFDθx, x〉 tiene la

forma:
2a0θ = 〈DθFDθx, x〉 = xT DθFDθx

1
1800

θ = (x1, x2)

(
θ−3/2 0

0 θ−1/2

)(
3 1
1 1

2

)(
θ−3/2 0

0 θ−1/2

)(
x1

x2

)

1

1800
θ =

1

2θ
x2

1+
2

θ2
x1x2+

3

θ3
x2

2 ⇐⇒ 1

900
θ4 = θ2x2

1+4θx1x2+6x2
2.
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Para la condición inicial x0 = (x0
1, 0), tenemos que θ0 = θ(x0) = 30x0

1.

El control u(x) de la forma (3.20), el cual resuelve el problema de
śıntesis para el sistema (3.46) y que satisface las condiciones |u(x)| ≤ 1

10
,

se da mediante la fórmula

u(x) = − 6x1

θ2(x1, x2)
− 3x2

θ(x1, x2)
(3.45)

y satisface |u(x)| ≤ 1
10

.

Para condiciones iniciales x0 = (x0
1, 0), el tiempo de recorrido es θ(x0) =

30x0
1.

Encontremos la trayectoria del sistema (3.46), que corresponde al
control u = u(x) de la forma (3.45) y comienza en el punto x(0) = x0 ∈
R

2. Esta trayectoria es la solución del sistema

ẋ1 = x2,

ẋ2 = − 6x1

θ2(x1, x2)
− 3x2

θ(x1, x2)
,

Resolviendo este sistema, encontramos que la trayectoria del sistema
canónico usando el control posicional u(x) es:

x1(t) = − 1
30

(t − 30x0
1)

(
cos ln

(
1 − t

30x0
1

)
+ 2 sin ln

(
1 − t

30x0
1

))

x2(t) = − 1
30

(t − 30x0
1)

2 sin ln
(

1 − t

30x0
1

)

El control u(x) sobre la trayectoria (x1(t), x2(t)) está dado por

u(x(t)) = − 1

10
cos ln

(
1 − t

30x0
1

)
.
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Figura 1: Trayectoria en el plano (x1, x2) para (x0
1, x

0
2) = ( 9

10
, 0). El

tiempo de recorrido es θ(x0) = 27.
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Figura 2: Gráfica del control u(x(t))
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Ejemplo 3.5. Resolvamos el problema de śıntesis para el sistema
controlable con control restringido

ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3, (3.46)

ẋ3 = u, |u| ≤ 1.
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Ya que Δ = − 1
20

, Δ′
1 = 1

3600
, Δ′′

1 = − 1
60

, Δ′
2 = 1

30
, Δ′′

2 = −1
2
, entonces el

vector a de (3.34), la matriz C de (3.35) y la matriz D3 tienen la forma

a =

⎛
⎝ a1

a1

3
− 10
−6

⎞
⎠ , C =

⎛
⎝ 1 3

2
5
2

3
2

5
2

5
5
2

5 10 − a1

12

⎞
⎠ c4, D3 =

⎛
⎝ 1

2
0 0

0 −1 0
0 0 1

⎞
⎠ .

entonces F−1 = D3CD3 y su inversa tiene la forma

F−1 =

⎛
⎝ 1

4
−3

4
5
4−3

4
5
2

−5
5
4

−5 10 − a1

12

⎞
⎠ c4,

F = − c4

30 + a1

⎛
⎝ −40a1 240 − 12a1 120

240 − 12a1 180 − 4a1 60
120 60 12

⎞
⎠ .

de la ecuación (3.36) hallamos que ξ0 = 5
12

. Entonces (3.41) tiene la
forma

c4 > 0,
1

3
− a1

360
>

4

9
,

de acuerdo con lo anterior coloquemos c4 = 1, a1 = −45. Entonces

a =

⎛
⎝ −45

−25
−6

⎞
⎠ , F−1 =

1

4

⎛
⎝ 1 −3 5

−3 10 −20
5 −20 55

⎞
⎠ , F = 4

⎛
⎝ 30 13 2

13 6 1
2 1 1

5

⎞
⎠ .

Escojamos el valor de a0 en la ecuación (3.18) usando la condición
(3.42), el cual en nuestro caso toma la forma 0 < a0 ≤ 2/205. Es-
cojamos la función de controlabilidad θ(x) para x 	= 0 como la única
solución positiva de la ecuación (3.18), entonces la ecuación en nuestro
caso tiene la forma

θ6 = 6150x2
1 + 5330θx1x2 + 820θ2x1x3 + 410θ3x2x3 + 1230θ2x2

2 + 41θ4x2
3. (3.47)

El control u(x) de la forma (3.20), el cual resuelve el problema de
śıntesis para el sistema (3.46) y que satisface las condiciones |u(x)| ≤ 1,
se da mediante la fórmula

u(x) = − 45

θ3(x)
x1 − 25

θ2(x)
x2 − 6

θ(x)
x3. (3.48)
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Encontremos la trayectoria del sistema (3.46), que corresponde al con-
trol u = u(x) de la forma (3.48) y comienza en el punto x(0) = x0 ∈ R

3.
Esta trayectoria es la solución del sistema

ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3,

ẋ3 = − 45

θ3(x)
x1 − 25

θ2(x)
x2 − 6

θ(x)
x3.

Ya que θ(x) representa el tiempo de movimiento de x0 al origen entonces
se cumple θ̇(x(t)) = −1, entonces θ(x(t)) = θ0 − t, donde θ0 es la
ráız positiva de la ecuación (3.47) para x = x0. Consecuentemente la
trayectoria buscada es solución del problema de Cauchy de la forma

ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3,

ẋ3 = − 45

(θ0 − t)3
x1 − 25

(θ0 − t)2
x2 − 6

θ0 − t
x3,

x1(0) = x0
1, x2(0) = x0

2, x3(0) = x0
3.

Este sistema se lleva a la ecuación diferencial de la forma

(θ0 − t)3x
(3)
1 + 6(θ0 − t)2ẍ1 + 25(θ0 − t)ẋ1 + 45x1 = 0,

con condiciones iniciales x1(0) = x0
1, ẋ1(0) = x0

2, ẍ1(0) = x0
3. Con el

cambio t = θ0 − eτ esta ecuación diferencial de Euler se reduce a la
ecuación diferencial con coeficientes constantes respecto de la función
y(τ) = x1(θ0 − eτ ), el cual tiene la forma y′′′ − 9y′′ + 33y′ − 45y = 0.
De donde tenemos

y(τ) = e3τ
(
c1 + c2 cos

√
6 τ + c3 sin

√
6 τ

)
,

con coeficientes constantes c1, c2, c3 que se hallan de las condiciones
iniciales

y(τ0) = x0
1, y′(τ0) = −θ0x

0
2, y′′(τ0) − y′(τ0) = θ2

0x
0
3, τ0 = ln θ0,

estas son iguales a

c1 =
1

6θ0

(
15

θ2
0

x0
1 +

5

θ0

x0
2 + x0

3

)
,

c2 = ζ1 cos(
√

6 ln θ0) − ζ2 sin(
√

6 ln θ0),

c3 = ζ1 sin(
√

6 ln θ0) + ζ2 cos(
√

6 ln θ0).
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Aqúı

ζ1 = − 1

6θ0

(
9

θ2
0

x0
1 +

5

θ0

x0
2 + x0

3

)
, ζ2 = − 1√

6 θ2
0

(
3

θ0

x0
1 + x0

2

)
.

Ya que x1(t) = y(ln(θ0 − t)), las funciones x2(t) y x3(t) se encuentran
diferenciando la función x1(t), entonces

x(t) =

⎛
⎝ (θ0 − t)3 (c1 + ζ1 cos α(t) + ζ2 sin α(t))

(θ0 − t)2
(−3c1 − (3ζ1 +

√
6 ζ2) cos α(t) + (−3ζ2 +

√
6 ζ1) sin α(t)

)
(θ0 − t)

(
6c1 + 5

√
6 ζ2 cos α(t) − 5

√
6 ζ1 sin α(t)

)
⎞
⎠ ,

donde α(t) =
√

6 ln(1 − t
θ0

). Obviamente x(t) → 0 cuando t → θ0. El
control u(x) en la trayectoria x(t) tiene la forma

u(x(t)) = −6c1 + 5(6ζ1 −
√

6 ζ2) cos α(t) + 5(
√

6 ζ1 + 6ζ2) sin α(t).

Para facilitar los cálculos y evidenciar los resultados resolvamos el
problema de arribar al origen desde los puntos de la curva x1 = 0,

x2 = −41x2
3

121
, x3 > 0. En este caso como se sigue de la ecuación (3.47), el

tiempo de recorrido θ0 del punto x0 = (0,−41(x0
3)2

121
, x0

3)
∗ es igual a

41x0
3

11
.

La trayectoria del sistema que comienza en este punto tiene la forma

x(t) =

⎛
⎜⎝

41x0
3−11t

451

(
6 + 5 cos α(t) + 5

√
6 sin α(t)

)
(41x0

3−11t)2

9922

(−6 + 4 cos α(t) − 3
√

6 sin α(t)
)

(41x0
3−11t)3

327426

(
6 − 6 cos α(t) +

√
6 sin α(t)

)
⎞
⎟⎠ ,

donde α(t) =
√

6 ln(1 − 11t
41x0

3
). En esta trayectoria el control se define

mediante la fórmula

u(t) = − 1

41
(6 + 35 cos α(t))

y como es fácil de ver, satisface la restricción dada.
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Figura 1: Trayectoria solución para (x0
1, x

0
2, x

0
3) = (0,− 41

121
, 1). El

tiempo de recorrido es θ(x0) = 41
11

.
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Figura 2: Gráfica del control u(x(t))
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Apéndice A

A.1 Algunos resultados auxiliares

Una forma cuadrática es un polinomio homogéneo de segundo grado
en n variables x1, . . . , xn. Una forma cuadrática siempre tiene una
representación

n∑
i,j=1

aijxixj (aij = aji; i, j = 1, . . . , n)

donde A = ||aij||n1 es una matriz simétrica.

Si denotamos la matriz columna (x1, . . . , xn) por x y denotamos la
forma cuadrática por

〈Ax, x〉 =
n∑

i,j=1

aijxixj,

entonces podemos escribir

〈Ax, x〉 = x∗Ax

Dos formas cuadráticas

〈Ax, x〉 y 〈Bx, x〉

determinan un haz de formas 〈Ax, x〉−λ〈Bx, x〉 (con λ un párametro).
Si la forma 〈Bx, x〉 es positiva definida, el haz 〈Ax, x〉 − λ〈Bx, x〉 es
llamado regular.

48
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La ecuación
|A − λB| = 0

es llamada la ecuación caracteristica del haz de formas 〈Ax, x〉−λ〈Bx, x〉.
Teorema A.1. El valor caracteristico más grande del haz regular
〈Ax, x〉 − λ〈Bx, x〉 es el máximo de la relación de las formas 〈Ax, x〉 y
〈Bx, x〉

λmax = max
〈Ax, x〉
〈Bx, x〉 .

Ahora daremos algunos resultados que nos ayudarán a desarrollar
el caṕıtulo 3 de nuestro trabajo.

Lema A.1. Sea F = (fij)
n
i,j=1 una matriz simétrica positiva definida

entonces la matriz:

G(ξ) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

f11 f12 . . . f1n

f21 f22 . . . f2n
...

...
...

...
fn1 fn2 . . . ξ

⎞
⎟⎟⎟⎠ (A.1)

para ξ ≥ fnn es positiva definida.

Demostración. Consideremos la matriz

M =

⎛
⎜⎜⎜⎝

f11 . . . f1 n−1

f21 . . . f2 n−1
... . . .

...
fn−1 1 . . . fn−1 n−1

⎞
⎟⎟⎟⎠

Supongamos que el vector x∗ = (x1, x2, . . . , xn−1) satisface que
n−1∑
i=1

x2
i 	=

0 entonces tiene lugar la relación 0 < 〈Fx, x〉 = 〈My, y〉 donde y∗ =
(x1, . . . , xn−1). Aśı, la matriz M es positiva definida, entonces todos los
menores de esquina M1s de esta matriz son positivos definidos, es decir:

M1s = det(fij)
s
i,j=1 > 0 s = 1, . . . , n − 1 (A.2)

Ya que la derivada respecto de ξ de los menores principales de esquina
G1s de la matriz G, i.e. la derivada de los determinantes de la forma:

Gnn(ξ) = det(ξ) = ξ G(ξ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
f11 f12 . . . f1n

f21 f22 . . . f2n

. . . . . . . . . . . .
fn1 fn2 . . . ξ

∣∣∣∣∣∣∣∣
s = 1, . . . n−1
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son correspondientemente iguales a 1 y M1s s = 1, . . . , n − 1 entonces
en base a las relaciones (A.2) cada uno de los determinantes G1s s =
1, . . . , n − 1 crecen cuando ξ crece. Ya que para ξ = fnn estos eran
definidos positivos entonces para ξ > fnn siguen siendo positivos definidos
por eso para ξ > fnn la matriz G(ξ) cumple el criterio de Sylvester de
esta manera la matriz G(ξ) de la forma (A.3) es definida positiva para
ξ > fnn. �

Corolario A.1. La matriz simétrica G(ξ) definida por la ecuación
(A.3) es positiva definida sólo para ξ > ξ0 donde det G(ξ0) = 0.

Demostración. Cuando ξ decrece desde f11 hasta cero, los menores
diagonales principales de G1s(ξ), s = 1, . . . , n, decrecen. Sea ξ0 ≥ 0
tal que uno de los menores diagonales principales de la matriz G1k de
la matriz G(ξ) se anulan mientras que para ξ > ξ0 todos los menores
de esquina G1s(ξ), s = 1, . . . , n, son positivos. Entonces para ξ > ξ0

la matriz G(ξ) es positiva definida, mientras que para ξ = ξ0 la matriz
G(ξ0) es negativa definida. Ya que los menores diagonales principales
restantes son positivos existe un vector x0 	= 0 tal que 〈G(ξ0)x0, x0〉 = 0
es decir, G(ξ0)x0 = 0 y det G(ξ0) = 0. En calidad del vector x0 tomamos
el vector x0 = (x, 0), donde x−k es un vector de dimensión k distinto de
cero que satisface la ecuación Gk(ξ0)x = 0 donde Gk(ξ0) es una matriz
cuyos elementos son los elementos del menor Gik(ξ0). �

Lema A.2. i) Las matrices de dimensión s × s dadas por:

Ps,k =
(

1
2s + k − i − j

)s

i,j=1

=

⎛
⎜⎜⎜⎝

1
2s+k−2

1
2s+k−3 . . . 1

s+k−1
1

2s+k−3
1

2s+k−4 . . . 1
s+k−2

...
... . . .

...
1

s+k−1
1

k+1 . . . 1
k

⎞
⎟⎟⎟⎠ , k ∈ N,

son positivas definidas.

ii) Para cada k ∈ N tenemos

Δs,k = det

(
1

2s + k − i − j
· 1

2s + k − i − j + 1

)s

i,j=1

> 0.
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iii) El determinante de la matriz P de dimensión n × n dada por

P =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
2n(2n−1)

. . . 1
(n+2)(n+1)

0
1

(2n−1)(2n−2)
. . . 1

(n+1)n
0

...
...

...
...

1
(n+2)(n+1)

. . . 1
4·3 −1

1
(n+1)n

. . . 1
3·2 1 − n(n+1)

2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(A.3)

es igual a cero y su rango es n − 1.

Demostración.

i) El hecho de que la matriz Ps,k es positiva definida se sigue del hecho

de que la matriz de Hilbert
(

1
2s−i−j+1

)s

i,j=1
es positiva definida. Una

demostración directa de esto se sigue de la representación integral

Ps,k =

∫ 1

0

⎛
⎜⎜⎝

ts−1

t
. . .
1

⎞
⎟⎟⎠ (

ts−1, t, . . . , 1
)
d
tk

k
.

entonces Ps,k es positiva definida.

ii) Representemos el determinante Δs,k en la forma

Δs,k = det

(
1

2s + k − i − j
− 1

2s + k − i − j + 1

)s

i,j=1

.

Sumamos a cada fila i-ésima (i ≥ 2) la suma de todas las filas anteriores,
es decir las filas i = 1, . . . , s, y factorizamos del resultado obtenido de
cada fila i-ésima (i = 1, . . . , s) el valor i, y de cada columna j-ésima el
valor 1

2s−j+k
, para j = 1, . . . , s aśı obtenemos

Δs,k =
s!

(s + k) . . . (2s + k − 1)
det Ps,k.

De donde aplicando el resultado del punto i) tenemos Δs,k > 0, k ∈ N.



52 Apéndice A.

iii) Anotemos el determinante de la matriz P en la forma

det P =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2n−1

− 1
2n

. . . 1
n+1

− 1
n+2

0
1

2n−2
− 1

2n−1
. . . 1

n
− 1

n+1
0

...
...

...
...

1
n+1

− 1
n+2

. . . 1
3
− 1

4
−1

1
n
− 1

n+1
. . . 1

2
− 1

3
1 − n(n+1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(A.4)

Transformemos este determinante de dos maneras. Primero, si añadimos
a cada columna j-ésima para 2 ≤ j ≤ n−1 de este determinante la suma
de todas las columnas anteriores, es decir, las columnas de 1, . . . , j − 1
entonces obtenemos

det P =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
(2n−1)2n

2
(2n−2)2n . . . n−1

(n+1)2n 0
1

(2n−2)(2n−1)
2

(2n−3)(2n−1) . . . n−1
n(2n−1) 0

...
...

...
...

...
1

(n+1)(n+2)
2

n(n+2) . . . n−1
3(n+2) −1

1
n(n+1)

2
(n−1)(n+1) . . . n−1

2(n+1) 1 − n(n+1)
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
(n − 1)!

(n + 1) · · · 2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2n−1

1
2n−2 . . . 1

n+1 0
1

2n−2
1

2n−3 . . . 1
n 0

...
... . . .

...
...

1
n+1

1
n . . . 1

3 −(n + 2)
1
n

1
n−1 . . . 1

2 (n + 1)
(
1 − n(n+1)

2

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(A.5)

Por otro lado, añadiendo a cada fila i-ésima (i ≥ 2) del determinante
(A.2) las filas anteriores, es decir, las filas desde 1, . . . , i− 1 obtenemos

det P =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
(2n−1)2n

1
(2n−2)(2n−1)

· · · 1
(n+1)(n+2)

0
2

(2n−2)2n
2

(2n−3)(2n−1)
· · · 2

n(n+2)
0

...
... · · · ...

...
n−1

(n+1)2n
n−1

n(2n−1)
· · · n−1

3(n+2)
−1

n
n(2n)

n
(n−1)(2n−1)

· · · n
2(n+2)

−n(n+1)
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
n!

(n + 2) · · · 2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2n−1

1
2n−2

· · · 1
n+1

0
1

2n−2
1

2n−3
· · · 1

n
0

...
... · · · ...

...
1

n+1
1
n

· · · 1
3

− 1
n−1

1
n

1
n−1

· · · 1
2

− (n+1)
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(A.6)
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Denotemos los menores complementarios de los elementos (n−1, n)
y (n, n) que van en la parte derecha de las ecuaciones (A.5) y (A.6)
mediante B1 y B2, respectivamente. Entonces

det P =

((
1 − n(n + 1)

2

)
B1 +

n + 2

n + 1
B2

)
(n − 1)!

(n + 1) . . . 2n
,

det P =

(
−(n + 1)

2
B1 +

1

n − 1
B2

)
(n − 1)!n

(n + 1) . . . 2n
,

de donde obtenemos que si

B1 =
2

n2 − 1
B2, entonces det P = 0.

Y dado que B1 = det(Pn−1,3) 	= 0, el rango es P = n − 1. �

A.2 Positividad y unicidad de θ(x)

Consideremos la ecuación

θ =
1

2a0

〈DθFDθx, x〉 (A.7)

vamos a demostrar que esta ecuación para x 	= 0 tiene una solución
única positiva. Primero vamos a demostrar que θ(x) toma sólo val-
ores positivos, para esto en ambos lados de la ecuación (A.7) colo-
camos en lugar de θ un valor arbitrario C > 0 y consideremos la parte
derecha de la ecuación (A.7) la cual escribimos como 〈DCFDCx, x〉
donde DC es la matrix Dθ, donde en lugar de θ se coloca C. La ex-
presión 〈DCFDCx, x〉 representa una forma cuadratica positiva definida
ya que 〈DCFDCx, x〉 = 〈FDCx,DCx〉 = 〈Fy, y〉. Esta forma toma solo
valores no negativos incluyendo C, por esto es posible la igualdad

〈DCFDCx, x〉 = C

para cualquier valor C > 0. Además todos los valores de x para los
cuales es posible esta igualdad forman una superficie de nivel (elip-
soidal) de la función θ, es decir, θ(x) = C. Por ejemplo, en el caso del
ejemplo 3.4 los elipsoides para θ(x) igual a 1, 1

2
y 1

4
se muestran en la

siguiente figura:
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Vamos a demostrar ahora que para cualquier x 	= 0 la ecuación
(A.7) tiene una solución positiva. De (A.7) se sigue que para θ 	= 0 la
función θ cumple

2θ2n −
n∑

i,j=1

fijθ
i+j−2xixj = 0. (A.8)

Fijemos los valores x1, ..., xn y sea x1 	= 0. Consideremos la función

Φ(θ) = 2θ2n − Ψ(θ)

donde

Ψ(θ) =
n∑

i,j=1

fijθ
i+j−2xixj

Ya que para valores suficientemente grandes de θ

2θ2n > Ψ(θ)

y ya que para x1 	= 0 Φ(θ) > 0 entonces Φ(0) < 0 y Φ(θ) > 0 para θ
suficientemente grande y por eso existe θ∗ tal que (A.8) tiene solución
positiva. Si x1 = · · · = xk−1 = 0 y k 	= 0 entonces la solución no trivial
positiva de la ecuación (A.7) coinside con las soluciones no triviales
positivas de la ecuación

2θ2n−2k+2 −
n∑

i,j=1

fijθ
i+j−2k+2xixj = 0

La existencia de una solución positiva de esta ecuación se demuestra
de manera análoga en el caso cuando x1 	= 0.
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De esta manera la ecuación (A.8) tiene una solución positiva de-
mostremos que para x 	= 0 esta solución es única. Para esto de-
mostraremos que las superficies de nivel L1 = {x : θ(x) ≤ C} y
L2 = {x : θ(x) ≤ C1} de la función θ(x) no tiene puntos comunes
y estan incluidos uno en el otro para C 	= C1, es decir, verificaremos la
inclusión

{x : θ(x) ≤ C1} ⊂ {x : θ(x) ≤ C} (A.9)

(asumimos que C1 < C. En virtud a (A.7) la superficie de nivel de θ
se define de 〈DCFDCx, x〉 = C. En lo que sigue la matriz DCFDC la
denotaremos mediante FC . Para verificar (A.9) resolvamos el proble-
ma de encontrar el máximo de la función 〈FCx, x〉 bajo la restricción
〈FC1x, x〉 = C1.

Sea el valor del máximo igual a γ; si γ resulta menor a C entonces
la inclusión (A.9) es válida, la solución de este problema se encuentra
mediante la función de Lagrange

〈FCx, x〉 − λ[〈FC1x, x〉 − C1]

Las condiciones necesarias del extremo de la función de Lagrange dan

FCx = λFC1x

multiplicamos esta ecuación escalarmente por x y usamos la igualdad
〈FC1x, x〉 = C1:

γ = 〈FCx, x〉 = λ〈FC1x, x〉 = λC1.

El valor λ es la solución de la ecuación

det(FC − λFC1) = 0

Sea C1 = (1 − δ)C, δ > 0 entonces esta ecuación toma la forma

f11

[
1

C2n−1 − λ
(1−δ)2n−1C2n−1

]
f12

[
1

C2n−2 − λ
(1−δ)2n−2C2n−2

]
· · · f1n

[
1

Cn − λ
(1−δ)nCn

]
f21

[
1

C2n−2 − λ
(1−δ)2n−2C2n−2

]
f22

[
1

C2n−3 − λ
(1−δ)2n−3C2n−3

]
· · · f2n

[
1

Cn−1 − λ
(1−δ)n−1Cn−1

]
· · · · · · · · · · · ·

fn1

[
1

Cn − λ
(1−δ)nCn

]
fn2

[
1

Cn−1 − λ
(1−δ)n−1Cn−1

]
· · · fnn

[
1
C

− λ
(1−δ)C

]
= 0

(A.10)

Factoricemos de la primer fila del determinante [(1 − δ)C]−n de la
segunda fila [(1− δ)C]−(n−1) etc. (de la última fila [(1− δ)C]−1) y sim-
plificaremos respecto de estos factores ambas partes de esta ecuación.
Después de esto factorizamos de la primera columna [(1 − δ)C]−(n−1),
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de la segunda columna [(1−δ)C]−(n−2) etc. Simplificando estos factores
obtenemos

f11

[
(1 − δ)2n−1 − λ

]
f12

[
(1 − δ)2n−2 − λ

] · · · f1n [(1 − δ)n − λ]
f21

[
(1 − δ)2n−2 − λ

]
f22

[
(1 − δ)2n−3 − λ

] · · · f2n

[
(1 − δ)n−1 − λ

]
· · · · · · · · · · · ·

fn1 [(1 − δ)n − λ] fn2

[
(1 − δ)n−1 − λ

] · · · fnn [(1 − δ) − λ]

= 0

Vamos a buscar λ en la forma λ = 1− δν. Expandiendo los elementos
del determinante en exponentes de δ y factorizando de cada fila −δ
obtenemos

f11 [2n − 1 + o(δ) − ν] f12 [2n − 2 + o(δ) − ν] · · · f1n [n + o(δ) − ν]
f21 [2n − 2 + o(δ) − ν] f22 [2n − 3 + o(δ) − ν] · · · f2n [n − 1 + o(δ) − ν]

· · · · · · · · · · · ·
fn1 [n + o(δ) − ν] fn2 [n − 1 + o(δ) − ν] · · · fnn [1 + o(δ) − ν]

= 0

Esta ecuación para δ = 0 tiene la forma

f11 [2n − 1 − ν] f12 [2n − 2 − ν] · · · f1n [n − ν]
f21 [2n − 2 − ν] f22 [2n − 3 − ν] · · · f2n [n − 1 − ν]

· · · · · · · · · · · ·
fn1 [n − ν] fn2 [n − 1 − ν] · · · fnn [1 − ν]

= 0 (A.11)

Es fácil de ver que las raices de esta ecuación son reales. Denote-
mos estas en orden de crecimiento mediante ν0

1 , ..., ν
0
s mientras que sus

multiplicidades son p1, ..., ps (
∑s

i=1 pi = n). Entonces para la ecuación
(A.2) existen s grupos de raices (el grupo i-ésimo contiene pi raices y
corresponden a la ráız ν0

i ). Existe un δ0 > 0 tal que para |δ| < δ0 la
ráız arbitraria νi en el i-ésimo grupo tiene la forma

νi = ν0
i + φi(δ);

la funcion φ(δ) es continua y a cada ráız de νi corresponde en general
su función φi(δ), |φi(δ)| < ε entonces la ráız máxima de la ecuación
(A.10) satisface la desigualdad

λmax ≤ 1 − δ(ν0
1 − ε).

La siguiente desigualdad es válida

γ = λmaxC1 = λmax(1 − δ)C ≤ [1 − δ(ν0
1 − ε)](1 − δ)C < C. (A.12)

Entonces de estas desigualdades tenemos

[1 − δ(ν0
1 − ε)](1 − δ) < 1. (A.13)
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De donde se sigue que si tenemos 1 > −ν0
1 entonces para δ suficien-

temente pequeño (A.13) se cumple. De esta manera queda demostrada
la unicidad de la solución positiva.

En el caso estudiado en esta tesis, en el ejemplo 3.4 se tiene que la
ecuación (A.11) tiene la forma

3(3 − ν) 2 − ν
2 − ν 1

2
(1 − ν)

= 0

de donde obtenemos que ν0
1 = 2 − √

3 y ν0
2 = 2 +

√
3 por lo tanto la

desigualdad (A.12) se satisface.
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