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Introduccion.

Los objetos controlables se ven literalmente a cada paso, el automovil,
avion, todos los instrumentos eléctricos, equipados con reguladores (por
ejemplo, un refrigerador eléctrico), etc. Lo comtn en todos estos obje-
tos es que podemos “controlarlos”, podemos de una u otra forma influir
en su conducta.

Es necesario aclarar que en el presente trabajo consideraremos mo-
delos matematicos de procesos controlables y no asi de objetos reales.
Por ejemplo, consideremos un movimiento rectilineo de un automaovil.
En cada momento de tiempo el estado del automdévil se puede carac-
terizar con dos magnitudes: la distancia recorrida s y la velocidad del
movimiento v. Estas dos magnitudes cambian con el transcurrir del
tiempo, pero no arbitrariamente, sino de acuerdo a la voluntad del con-
ductor, el que puede, de acuerdo a su criterio, controlar el trabajo del
motor, aumentando o disminuyendo la fuerza F' desarrollada por el mo-
tor. Las magnitudes s, v que caracterizan las magnitudes del estado del
automovil, se llaman coordenadas de fase, y la magnitud F', representa
el pardmetro de control.

Lo dicho, induce de manera natural la siguiente descripciéon mate-
mética del objeto controlable. La posicion del objeto esta dada (en
cada momento de tiempo) mediante dos magnitudes x', 22, los cuales
se llaman coordenadas de fase del objeto. Es conveniente suponer que
las magnitudes x', 2% son coordenadas de algtin vector (o punto) z =
(', 2?) en el espacio de R?. Este punto se llama posicion de fase del
objeto, mientras que el espacio R? se llama espacio de fase del objeto
considerado.

El movimiento del objeto consiste, desde el punto de vista matema-
tico, en que su estado cambia con el transcurso del tiempo, es decir,
r = z(t) = (2'(t),2%(t)) es una magnitud variable. El movimiento
del objeto no se lleva a cabo arbitrariamente, éste se puede contro-



lar asignando valores al pardmetro de control u; estas magnitudes se
llaman parametros de control. En otras palabras, podemos escoger
una funcién v = wu(t), que describa el cambio del pardmetro contro-
lable en el transcurso del tiempo de acuerdo a nuestras necesidades.
La asignacién de la posicién inicial de fase zo = z(to) y del control
u(t), de manera univoca determina el movimiento posterior del objeto.
Este movimiento consiste en que el punto de fase x(t) que representa
la posicion del objeto, se mueve al transcurrir el tiempo, describiendo
en el espacio de fase una curva, que se llama trayectoria de fase del
movimiento del objeto considerado.

Con relacién a objetos controlables, es frecuente el siguiente pro-
blema de control: en el momento inicial de tiempo ¢y un objeto se
encuentra en la posicién de fase xg; se requiere encontrar un control
u(t) tal que traslade el objeto a una posicién de fase predetermitada
xI1.

La ecuacion de movimiento del objeto es la ley de cambio de
las coordenadas de fase respecto del tiempo (tomando en cuenta la
influencia del pardmetro de control) y se decribe mediante ecuaciones
diferenciales o ecuaciones en diferencias. Nosotros consideraremos el
primer caso, es decir trataremos con ecuaciones de la forma,

&= f(z,u), (0.1)

donde x € R™ y f es una funcién suave.

Recalquemos que a diferencia de los resultados principales del estu-
dio de ecuaciones con pardmetros, los cuales se refieren a la continuidad
y diferenciabilidad de las soluciones del sistema (0.1) que dependen
del pardametro, en la teoria de control el pardmetro u es una funcion
u : [tg,00) — 2 continua a trozos (por la izquierda), que depende del
tiempo, llamada control del sistema (0.1).

Conociendo la conducta del parametro de control u, es decir, cono-
ciendo las funciones de control u(t) para t > ty, del sistema de ecua-
ciones

&= f(x,u(t)) (0.2)

podemos univocamente determinar el movimiento del objeto (para ¢t >
to), si conocemos la posicién de fase del objeto en el momento t = .
Es decir, mediante la funcién dada u(t) y la posicién fase inicial zqy de
manera univoca se determina la trayectoria de fase x(t), t > to.



Con frecuencia el parametro de control u no puede admitir valores
completamente arbitrarios, sino estan sujetos a algunas restricciones,
denominados controles admisibles. Asi, por ejemplo, en el caso del
objeto descrito en la pagina 1, es natural asumir que la fuerza u, que
desarrolla el motor, no puede ser tan grande como se quiera, sino que
ésta sujeta a la restriccion a < u < 3, donde a y § son constantes, que
caracterizan al motor. En particular, paraa = —1, § = 1, obtenemos la
restriccion —1 < u < 1, lo cual significa que el motor puede desarrollar
una fuerza a lo largo del eje 2! tanto en direccién positiva como negativa,
pero cuyo valor absoluto no excede uno.

Un sentido similar tienen las restricciones en los casos cuando los
parametros de control representan la cantidad de combustible que se
transmite al motor, la temperatura, fuerza de tensidon, presion etc,
los cuales en virtud a la construccién del objeto en condiciones de
explotacion no puede tomar magnitudes tan grandes como se desee.
Por ejemplo, para el automdvil que se mueve en el plano, uno de los
parametros de control representa el angulo de giro del volante; sin em-
bargo, precisamente debido a particularidades de construccion del au-
tomovil este parametro estd sujeto a restricciones.

El objeto principal de este trabajo son los sistemas de ecuaciones
diferenciales que dependen de un parametro u, control del sistema, tales
sistemas se llaman sistemas de ecuaciones diferenciales controlables, los
cuales, en general, describen procesos dindmicos de fenémenos fisicos.
Asi, consideramos sistemas del tipo

= f(z,u), zeR", uweQCR". (0.3)

donde R™ representa el espacio vectorial de estados x del sistema; R"
representa el espacio de controles; €2 C R" representa el conjunto de
restriccion sobre u. El vector control u, que en particular puede ser es-
calar, puede también depender de la posicién x, es decir u = u(x). Este
tipo de control, conocido como control de retroalimentacién (feedback
control) o control posicional, en el caso de perturbaciones, tiende
a corrigirlos automaticamente, a diferencia del control preprogramado
u = u(t).

En el presente trabajo asumiremos que la funciéon f esta definida y
es suficientemente suave en un dominio D C R™*" el origen pertenece
a D, ademds se cumple f(0,0) = 0, es decir, el origen es un punto de
equilibrio del sistema.



En esta tesis consideramos el problema de estabilizar sistemas con-
trolables en tiempo finito, este problema es conocido en la teoria de
control como el problema de sintesis, el cual consiste en:

Construir un conjunto de controles posicionales u(x) tales que:

i) u(z) sea una funcién continua en R"™ \ {0}, y cumpla con la res-
triccion | u(z) |[< d

ii) La trayectoria del sistema cerrado @ = f(z,u(x)), que comienza
en x(0) = zo termine en el origen en tiempo finito T'(xg) < co.

Para la resolucién del problema citado utilizaremos el método de la
funcion de controlabilidad 6(x) (CF) [12], que representa una funcién
del tipo de Lyapunov. Con ayuda del método de (FC), el problema
de sintesis de sistemas lineales controlables ha sido resuelto en [12],
[14], [15], v se demuestra que T'(xy) es tiempo finito mediante una
estimacion.

En la presente tesis estudiamos los resultados presentados en [3], [4]
en los cuales no soélo se dié solucién al problema de sintesis para sistemas
lineales, sino se obtuvo T'(zy) en forma exacta. Ademés se obtienen los
controles posicionales restringidos expresados en forma explicita, es de-
cir, estos dependen de las condiciones iniciales xq y de la funcién f. Esto
es posible gracias al uso del método de la Funcién de Controlabilidad.

En el capitulo 1 estudiaremos lo referente a la estabilidad de los
puntos de equilibrio de sistemas de ecuaciones y mencionaremos los
métodos en los cuales nos basaremos para decir que un punto de equi-
librio es estable o inestable.

En el capitulo 2 daremos los conceptos basicos en el estudio de
sistemas controlables y los métodos de estabilizacion de tales sistemas.

Finalmente en el capitulo 3 discutiremos sobre las propiedades de la
funcién de controlabilidad y daremos solucion al problema de sintesis,
y para terminar analizamos unos ejemplos del problema planteado.



Notacion.

El conjunto de todas las matrices n X m en el campo de los nimeros
reales lo denotaremos por M(n, m) y la matriz identidad la denotaremos
por I.

El producto escalar (x,y) y la norma |z|, de elementos =,y € R"
con coordenadas x1,Ta, ..., Ty YV Y1, Y2, - -, Yn, son definidos como

n n 1/2
(z,y) = ijyja |z| = (Z x?) :
Jj=1 j=1

La transpuesta de una matriz A es denotada por A*. Una matriz
A € M(n,n) es llamada simétrica si A = A*.

Si A es una matriz simétrica y (Ax, x) > 0 para x # 0 entonces A es
llamada positiva definida y escribimos A > 0. Tratando z € R™ como
un elemento de M(n, 1) tenemos x* € M(1,n) asi podemos escribir
(z.y) =2y y |2]* = 2*2.

La inversa de una matriz A la denotaremos por A~!. El rango de la
matriz A se denota como rang(A).

Si F(t) = (fi;) € M(n,m), t € [0,T] entonces por definicién

/OT F(t)dt = (/OT fz-jdt> 7

bajo la condicién de que cada f;;(t) es integrable.

La primera y segunda derivadas de una funcién z(t), t € R serdn
denotadas por &, & v la derivada de orden n sera denotada por z(™.

Por W representaremos un subconjunto abierto de R™.

C™(W) representa el conjunto de funciones con valores reales de clase
C™ en el abierto W. El rango de una matriz A se denota como rang(A).
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Estabilidad en el sentido de
Lyapunov.

La nocién de estabilidad que consideraremos en este trabajo es la pos-
tulada por el matemédtico ruso A. M. Lyapunov.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales:
&= f(z), (1.1)
donde z € R", f: W — R", W C R" abierto y f € C*(W).

Definicién 1.1. Un punto zy € W se llama punto de equilibrio del
sistema (1.1) si f(zg) = 0.

Ejemplo 1.1. Sea n = 2 y consideremos el sistema (1.1) con

f(x)—[x%“”’%‘l]

25172

Claramente f(z) = 0 en los puntos x = (1,0)* y = = (—1,0)*, estos son
los tinicos puntos de equilibrio de (1.1).

El andlisis de las soluciones del sistema (1.1) cerca de los puntos de
equilibrio es uno de los principales objetivos en el estudio de sistemas
de ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones. Un punto de equilibrio,
sin embargo, ha de satisfacer un cierto criterio de estabilidad para ser
relevante fisicamente.



8 1. Estabilidad en el sentido de Lyapunov.

Definicién 1.2. Sea zy € W un punto de equilibrio del sistema (1.1).
Se dice que:

a) xg es estable seguin Lyapunov (6 simplemente estable) si para
toda vecindad U de x( existe una vecindad U; C U de zq tal que
toda solucién x(t) con z(0) en U; esta definida y permanece en
U para todo t > 0.

b) xy es asintéticamente estable si es estable y cada vecindad U
se puede elegir de modo que para toda solucién x(t) con x(0) en
Uy se cumple limy o, () = .

¢) xg es inestable si no es estable.

Para determinar la estabilidad de un punto de equilibrio xq del
sistema (1.1), utilizaremos los métodos indirecto y directo de Lyapunov.

1.1 Meétodo indirecto de Lyapunov.

El método indirecto de Lyapunov permite analizar la estabilidad en el
punto de equilibrio zy mediante la linealizacién de (1.1) alrededor de
xo, esto es, estudiando la estabilidad cerca del origen del sistema lineal

: af

& = Az, donde = 92 (x) . (1.2)
El sistema lineal (1.2) tiene al origen = 0 como punto de equilibrio y
el comportamiento de las soluciones de este sistema estd completamente
determinado por los valores propios de la matriz A (ver Teorema 1.1 en
[19], pdg. 55). En particular se tiene que el origen es asintGticamente
estable si y sélo si todos los valores propios de la matriz A tienen parte
real negativa (ver Teorema 2 en [19], pag 56).

Si una matriz A tiene todos sus valores propios con parte real nega-
tiva, entonces A es llamada matriz de Hurwitz. Por lo tanto el origen
del sistema (1.2) es asintéticamente estable si y sélo si A es de Hurwitz.

Teorema 1.1. (Método indirecto de Lyapunov). El punto de
equilibrio xq del sistema no lineal (1.1) es asintdticamente estable si
el origen del sistema lineal (1.2) es asintdticamente estable, esto es, si
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todos los valores propios de la matriz A tienen parte real negativa. FEl
punto de equilibrio xy es inestable si al menos un valor propio de A
tiene parte real positiva.

Ejemplo 1.2. Consideremos el sistema no lineal en R?:
Zt’l = —2$1 - (IQ - 1)2
By = —2? — (z9 — 1).

Este sistema tiene un punto de equilibrio en z¢g = (0,1)* y su linealiza-
cion en x( esta dada por

. -2 2
i = Ax, con A—< 0 _1>.

Los valores propios de la matriz A son \y = —2 y Ay = —1. Por lo
tanto utilizando el método indirecto de Lyapunov concluimos que xg es
un punto de equilibrio asintéticamente estable.

Notemos que el método indirecto de Lyapunov no establece condicion
alguna para cuando algtiin valor propio de la matriz A tiene parte real
igual a cero, en este caso la linealizacion no es suficiente para determi-
nar la estabilidad del punto de equilibrio del sistema no lineal. En la
siguiente seccién describiremos otro método, desarrollado también por
Lyapunov, que en algunas ocasiones resuelve esta dificultad.

1.2 Método directo de Lyapunov.

A finales del siglo XIX Lyapunov desarrollé otro método para el anélisis
de la estabilidad en los puntos de equilibrio del sistema (1.1), este
método considera una nueva funcién con ayuda de la cual se establece
si el sistema estudiado es estable o asintéticamente estable, el cudl fué
denominado método directo de Lyapunov o también conocido como
teorema de Lyapunov sobre la estabilidad.

Teorema 1.2. (Método directo de Lyapunov). Sea zo € W un
punto de equilibrio de (1.1). Si existe V : U — R una funcidn continua
definida en una vecindad U C W de xq, derivable en U \ {zo}, tal que:

a) V(zg) =0, V(z)>0enU\{xo} y
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b) Vi =Xy é%fk <0 en U\ {xo},
entonces xq es estable, si ademds
c) V\(M) <0 en U\ {xo},

entonces xy es asintoticamente estable.

Definicién 1.3. Una funcién V : U — R que satisface las condiciones
a) y b) del teorema, se llama funcién de Lyapunov para z,. Una
funcién V' que satisface la condicién a) del teorema con zy = 0 se dice
que es positiva definida.

Los métodos directo e indirecto de Lyapunov son clasicos, su de-
mostracion puede consultarse en la mayoria de los textos de ecuaciones
diferenciales ordinarias, ver por ejemplo [8], [11], [19].

Ejemplo 1.3. Consideremos el sistema en R3:

.i’l = 2372(3}3 — 1)
"1.32 = —,Il(l'g — 1)

.1.)3 = —I'g

El inico punto de equilibrio es el origen. La linealizacion de este sistema
en xo = (0,0,0) es:

0 -2 0
t=Ar con A= 1 0 0 |,
0 0 0

La matriz A tiene dos valores propios imaginarios y un valor propio
igual a cero. Por lo tanto no podemos decidir sobre la estabilidad
utilizando el método indirecto de Lyapunov. Sin embargo, si utilizamos
la funcién positiva definida V' = z3 + 223 + 23, obtenemos:

V = 2(x1dy + 22989 + T303)
de modo que
§V = 23129 (23 — 1) — 221 79(23 — 1) — 73 = —173.
Asi V < 0, por lo tanto aplicando el método directo de Lyapunov
concluimos que el origen es estable.
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Ejemplo 1.4. El sistema de ecuaciones diferenciales en R? dado por:
jﬁ'l = T — JI?
i’Q = —T1 — 31’3,
tiene al origen como punto de equilibrio y considerando la funcién po-
sitiva definida V' (xy, z5) = 27 + 23, obtenemos que

V =221 (xy — 23) + 209(—xy — 323) = —2(xt + 323).

Asi V < 0 en R?\ {(0,0)}, entonces utilizando el método directo de
Lyapunov, el origen es asintéticamente estable.

Una desventaja que se presenta al tratar de aplicar el método di-
recto de Lyapunov es que no existe un método generalizado para hallar
funciones de Lyapunov, por lo que es necesario proponer una funcion
positiva definida y probar si ésta cumple las condiciones b) o ¢) del
Teorema 1.2.

Para sistemas lineales, las funciones positivas definidas V' més sim-
ples, que son buenas candidatas a ser funciones de Lyapunov, son las
formas cuadraticas positivas definidas, esto es,

V(z) = 2" Px
donde P € M(n,n) simétrica y positiva definida. Recordemos que una
matriz P es positiva definida y escribimos P > 0 si y sélo si todos los
valores propios de P son positivos, de manera equivalente si y sélo si
todos sus menores diagonales principales son positivos (ver apendice).

Ejemplo 1.5. Sea a un parametro real y consideremos

V(z) = ar}+ 2m23 + axy + daox3 + axs
a 0 1 T
= (r1,m9,23) | 0 a 2 o | =27 Pr.
1 2 «a T3

los menores diagonales principales de P son a, a® y a(a* — 5). Por lo
tanto, V() es positiva definida si a > v/5.

La estabililidad asintética del origen del sistema (1.2) también puede
ser estudiada usando el método directo de Lyapunov. Consideremos
una funcién cuadratica positiva definida V (z) = 27 Px. La derivada de
V respecto del sistema (1.2) estd dada por:

V(x)‘ = 2" Pi+ 3" Pr = 2" (AP + PA)x = —2"Qx

(12)
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donde @ es la matriz simétrica definida por:
ATP 4+ PA=—-Q (1.3)

Si @ es positiva definida, el origen es asintéticamente estable. La
ecuacién (1.3) es llamada ecuacién de Lyapunov.

El siguiente teorema caracteriza la estabilidad asintdtica del origen
del sistema lineal (1.2) en términos de la solucién de la ecuacién de
Lyapunov.

Teorema 1.3. Una matriz A es de Hurwitz si y solo si dada cualquier
matriz simétrica y positiva definida () existe una matriz simétrica y
positiva definida P, tales que satisfacen la ecuacion de Lyapunov (1.3).
Ademds, si A es de Hurwitz, entonces P es la unica solucion de (1.3).

La prueba de este teorema puede consultarse en [11], pag. 136.



2

Sistemas controlables y su
estabilizacion.

En este capitulo introduciremos conceptos basicos de la teoria de control
que permitiran el desarrollo de este trabajo. En la seccién 1 hablaremos
sobre los sistemas lineales controlables, definiremos los conceptos de
controlabilidad y estabilizacién para este tipo de sistemas. En la seccion
2 extendemos los conceptos dados en la seccion 1 a sistemas no lineales.

2.1 Sistemas lineales controlables.

El objeto basico en el estudio de la teoria de control es un sistema lineal
de la forma:
t=Axr+ Bu, xzeR" wuel (2.1)

donde A € M(n,n)y B € M(n,r) y el pardmetro de control u como
una funcién v = u(t) definida en u : [0,00) — R” continua a trozos
(por la izquierda), se llama control admisible o simplemente control
del sistema (2.1).

Definicién 2.1. Sipara un par de puntos xg, x; € R" existe un control
w: [0,7] — R” tal que la solucién x(t) del problema de valor inicial

& = Az + Bu(t), z(0) = xo, (2.2)

satisface que z(T") = x; entonces se dice que el control u(t) traslada
a x; en tiempo 7.

13
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Definicién 2.2. El sistema (2.1) se llama completamente contro-
lable en el intervalo [0, 7] si para cualesquiera dos puntos zp y x; de
R™ existe un control u : [0,7] — R" que traslada zy a x; en tiempo 7.

Ejemplo 2.1. Consideremos el sistema:

T = u.
Z(wlfxo)
T2
xg, 1 € R se tiene que la trayectoria solucién x(t) = + xq sa-
tisface (0) = zo y (1) = . Por lo tanto, el sistema es completamente
controlable.

Si tomamos u(t) = t, entonces para cualesquiera dos puntos

(331;2330) t2

Ejemplo 2.2. Consideremos el sistema:
t=ar+u. donde a#0 y wuel[-11]

Consideremos el caso a > 0. Sea u un control arbitrario y x(t) la
trayectoria solucién, la cual sabemos es:

z(t) = e“tx(0)+e°‘t/0 e “u(s)ds

para t > 0. Por lo tanto los puntos menores que x(0) no pueden ser
alcanzados desde x(0) por lo tanto el sistema no es controlable.

Uno de los principales resultados para la controlabilidad del sistema

lineal (2.1) es el siguiente

Teorema 2.1. Fl sistema lineal (2.1) es completamente controlable
en el intervalo [0,T) si y sélo si se cumple una de las siguientes condi-
ciones:

1. rang(B, AB, A’B, --- ,A""'B) = n (criterio de Kalman)
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2. N(T) >0 donde N(T) = fOT AR REe- ATty
Ademds la funcion

u(t) = B*e ™ INHT) (e May — 20)

es uno de los posibles controles que translada el punto x¢ al punto
x1 en tiempo T.

Ejemplo 2.3. Consideremos el sistema & = Ax + Bu donde

e ()

Utilizando el criterio de Kalman se tiene que

rang(B, AB) = ( (1) g ) =2

por lo tanto el sistema es completamente controlable.

2.1.1 Sistema candnico

Sean A, A € M(n,n) y B, B € M(n,r). Decimos que los sistemas:
= Ax + Bu y i = Az + Bu

son equivalentes si existen matrices P € M(n,n) y S € M(r,r) tales
que ) )
A=PAP™' vy B=SBS.

En el conjunto de todos los sistemas lineales de la forma (2.1) podemos
definir la relacién: dos sistemas estan relacionados si ellos son equiva-
lentes y es facil de ver que esta es una relacién de equivalencia. Ademads
es claro que si dos sistemas son equivalentes y uno de ellos es controlable
el otro también lo sera.

El caso mas sencillo para dar una descripcién completa de las clases
de equivalencia de la relacién anterior es cuando B € M(n, 1) (r = 1),
es decir, cuando tenemos un solo parametro de control. Bajo esta
suposicion, la matriz B puede ser considerada como un vector, por lo
que cambiaremos la notacién B en (2.1) por b.

La descripcion de las clases de equivalencia de los sistemas lineales
controlables esta dada por el siguiente:
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Lema 2.1. Todo sistema lineal completamente controlable de la forma
(2.1) es equivalente al sistema lineal

i = Az + bu, (2.3)
donde:
- " - 0
i_| o o 0| i |
) . :
7&1 7&2 CEEEEY —an 1
y los numeros ay,as,...,a, son los coeficientes del polinomio carac-
teristico de la matriz A:
O(\) = A" —a N — s —ay.

Para la prueba de este lema ver [10], pdg. 23.
Dentro de las representaciones candnicas (2.3) de los sistemas con-
trolables existe una muy especial, la que corresponde al sistema:

&= Az + bu, (2.4)
donde:
0 1 0 0
0
o 0| b |
Lo :
0 0 - 0 1

Este particular sistema es llamado el sistema canénico.

Observacién 2.1. La representacién canénica de un sistema contro-
lable se puede llevar a un sistema canodnico introduciendo un nuevo
control v =—>""a;x; +u

=1 1 .

El sistema candnico sera uno de los objetos béasicos en este trabajo.

2.1.2 Estabilizacion.

El problema de estabilizacién para el sistema (2.1) consiste en hallar
un control posicional u = u(x), es decir un control que depende de
las coordenadas del espacio fase, tal que u(0) = 0 y el sistema

i = Az + Bu(x), (2.5)
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sea asintéticamente estable en el origen.
El sistema (2.5) es conocido como sistema cerrado.

El criterio de estabilizacién (de existencia del control estabilizador)
para sistemas lineales controlables (2.1) sin restriccién en el control,
consiste en que el subespacio K+ generado por los vectores propios con
parte real mayor 6 igual a cero, de la matriz A satisfaga

K* C span(B,AB,..., A" 'B).

donde span denota el conjunto de todas las combinaciones lineales de
los vectores columna de la matriz (B, AB, ..., A" 'B). La construccién
del control estabilizador se lleva a cabo de la siguiente manera: Primero
escogemos una forma cuadrética V(x) = (Fx,z) como posible candi-
data a funcién de Lyapunov. Después buscamos un control de la forma
u(z) = —Px tal que la solucién trivial (x(t) = 0) del sistema cerrado
& = (A — BP)x sea asint6ticamente estable.

Para esto, sea () cualquier matriz simétrica positiva definida y resolve-
mos para I’ la ecuacién de Lyapunov

(A— BP)'F+ F(A—BP)=-Q

De esto, si (A — BP) es Hurwitz, la ecuacién de Lyapunov tiene una
tnica solucién positiva definida. La funcién cuadratica V(x) = (Fx, x)
es una funcion de Lyapunov para el sistema cerrado en una vecindad
del origen.

Definicién 2.3. Elsistema lineal (2.1) se llama estabilizable si existe
un control v = Pz donde P es una matriz r x n tal que todas las
soluciones x(t) del sistema

& = Az + BPu, (2.6)

tienden a cero cuando t tiende a infinito.

Es importante mencionar que se puede tener sistemas estabilizables
que no son completamente controlables como lo muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.4. Consideremos el sistema lineal

i’1:—$1
To = T3 @x:Ax—O—bu,
igzu



18 2. Sistemas controlables y su estabilizacion.

-1 0 0 0
donde A = 0 01 ],b=10
0 00 1

Queremos ver que este sistema es estabilizable, para esto, buscamos
un control posicional © = u(x) tal que la solucién trivial del sistema
dado para u = u(x) sea asintéticamente estable.

Tomamos u(x) = a1 + asxs + asxs, en este caso, el sistema toma la

forma:
-1 0 0
i = Az, donde A= ( 0 0 1 ) ,

ay a2 as

donde los ntmeros reales aq, as, ag los escogemos de tal manera que la
ecuacion caracterfstica (A+1)(A\? —ag\ —ay) = 0 tenga raices con parte
real negativa, (por ejemplo, as = —1 y ag = —2) y asi garantizar que
la solucion trivial serd asintoticamente estable.

De esta manera el control resuelve el problema de estabilizacion del
sistema en todo el espacio. Sin embargo, este sistema no es completa-
mente controlable, pues

0 00
rang(b, Ab, A’b) = [ 0 1 1 | =2,
1 00
y por el criterio de Kalman (Teorema 2.1) concluimos que el sistema

no es controlable.

Lema 2.2. El sistema candnico (2.4) es estabilizable.

Demostracién. El sistema candnico (2.4) se puede escribir como el
sistema:

T1 = To
2 (2.7)
Tp = U.

Mediante el cambio de variables 1 = y, 2o = 9, ..., 2, = y" Y, el

sistema (2.7) es equivalente a la ecuacion diferencial de orden n:

y™ = . (2.8)
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Si colocamos
U= a1y + agy + - + apy" Y (2.9)

en la ecuacién (2.8), entonces obtenemos la ecuacion:

Y™ — ay Y —a, gy — o~y =0, (2.10)
cuya ecuacion caracteristica es:

A = A" — @, N =y AN — e —ay.

Si elegimos los coeficientes a; de tal forma que

e\ =T =M\,

j=1
con A, Ag, . . ., A, nmeros negativos distintos, entonces la solucion gen-
eral de (2.10) esta dada por

y(t) = e + -+ e (2.11)

Por lo tanto, como A\; < 0, en (2.11) tenemos que y(t) y todas sus
derivadas tienden a cero cuando ¢ tiende a infinito.
Debido a que la solucién del sistema (2.7) esta dada por:

Yy o(t)
entonces z(t) tiende a cero cuando ¢ tiende a infinito, donde el control
u(t) esta dado en (2.9) con y = y(t) la solucién (2.11).
O
2.2 Sistemas no lineales.

Ahora queremos extender los conceptos y propiedades anteriores para
un sistema no lineal.

T = f(x,u), z(0) =z9 € R" (2.12)
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donde f e CY W)y u:[0,T] — R" es el control del sistema (2.12).

El concepto de traslacion de puntos es el mismo que para sistemas
lineales, esto es, se dice que un control u(t) traslada un punto arbitrario
xo € W en otro punto cualquiera x; € W en tiempo T, si la solucién
x(t) del problema de valor inicial

&= f(z,u(t)), z(0) = o, (2.13)
satisface que z(T') = z;.

Definicién 2.4. El sistema (2.12) se llama localmente controlable
en T y en tiempo T si para todo € > 0 existe un § € (0, €) tal que para
cualesquiera dos puntos zo y z1 de B(Z,0) existe control u(t) definido
en el intervalo [0,¢] C [0, T tal que traslada xy en x; y la solucién x(¢)
del sistema (2.13) es tal que x(s) € B(z,€) para todo s € [0, t].

En lo que sigue vamos a suponer que x; = 0y f(0,0) = 0.

2.2.1 Estabilizacion.

La estabilizacion de un sistema no lineal controlable se puede llevar a
cabo mediante la estabilizacion de su linealizacion dada por el siguiente
sistema:

& = Az + Bu, (2.14)

donde

_of . p_of
A= ox (z,u) 2=0,u=0 B = ou (@, )

Ejemplo 2.5. Queremos estabilizar el sistema

=0, u:O.

& =12+ u,

usando un control posicional. La linealizacion en el origen nos da el
sistema lineal © = wu, el cual puede ser estabilizado usando u = —kx
con k > 0. Cuando este control se aplica al sistema no lineal, tenemos

& =z%—kax,

cuya linealizacién en el origen es © = —kx. Entonces por el Teorema
1.1, el origen es asintoticamente estable, y decimos que u = —kx es un
control estabilizador.
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Estabilizacion en tiempo
finito.

3.1 Problema de sintesis.

El problema de estabilizacion en tiempo finito de sistemas lineales con-
trolables con control restringido, es clasico en la teoria de control, se
conoce como problema de sintesis y es planteado de la siguiente manera.

Problema de sintesis: Consideremos un sistema controlable
t= f(z,u), zeWCR", uweQCR", (3.1)
se quiere construir un conjunto de controles posicionales u(z) tales que:
i) u(z) sea una funcién continua en R” \ {0}, y cumpla con la res-
triccion | u(z) |[< d
ii) La trayectoria del sistema cerrado # = f(x,u(x)), que comienza
en x(0) = x termine en el origen en tiempo finito T'(xg) < oco.
Entre las particularidades de este problema se tiene la siguiente:

El sistema cerrado no satisface las condiciones del Teorema de Pi-
card sobre existencia y unicidad (ver Apéndice) en la regiéon donde se
resuelve el problema de sintesis, ya que a través del punto x = 0 pasan
un conjunto infinito de trayectorias. Esta dificultad se puede omitir si:

a) consideramos controles continuos para z # 0, que satisfagan la
condicién de Lipschitz en cada anillo {z : 0 < p; < ||z|| < p2} ¥
tales que para p; — 0 la condicion de Lipschitz crezca sin cota.

21
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b) & consideramos controles discontinuos, los cuales requieren de una
nueva definicion de solucion de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales con parte derecha discontinua(ver [1]). Este caso no lo
consideraremos en este trabajo.

c) ademds ya que el control u(z) satisface la restriccion u € €, en-
tonces aun en el caso lineal el sistema cerrado es no lineal.

V.I. Korobov sugiri6 en [12] un método de resolucién del problema
de sintesis para sistemas lineales y algunos no lineales, este método
estd basado en la construccién de una funcién 0(z) mediante la cual se
construye el control posicional buscado u(x) = @(x,0(x)). La funcién
O(x) es una funcién del tipo de Lyapunov y se describe en el siguiente
Teorema.

3.2 Funcién de controlabilidad

Teorema 3.1. (teorema fundamental de la funcién de controlabilidad)-
[Korobov, 1979]. Consideremos el sistema controlable dado por:

= f(z,u), z€R", weQCR", f:R"xQ—R" (3.2)
Supongamos que la funcion f satisface la condicion de Lipschitz
£ (2", ") = f(@', )] < Lalp, pr)(||2" = 2'[| + [|u” = «/|])

en cada region (z,u) : 0 < p <||z|| < p1, u€d

Si existe una funcion 0(x) continua en una vecindad G del origen y
un control u(x) con x € Q donde Q@ ={z :0(z) < C, C >0} (C es
tal que el conjunto Q) es acotado) tales que:

1. O(x) es continuamente diferenciable en G\ {0}.

2. 0(0) =0, 0(x) >0 para x € G\ {0}.

3. El control u(z), cumple la condicién de Lipschitz es decir, se tiene
(") = u(@)]| < La(p, p1)||2" — 2|

para x € Q y 0 < p < ||z]| < p1.
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4. Se satisface la desigualdad:

9|(3.2) . Z ae(x)fi(axu(x)) < —ﬁ&l’l/a(:c) (3.3)

i=1 Oz

para « >0, 3>0.

Entonces la trayectoria del sistema & = f(x,u(x)), que comienza en un
punto x(0) = xg € Q, termina en el origen en tiempo finito:

T(x0) < %91/0‘(1}0). (3.4)

Demostracion. Calculamos la derivada de 6(x) respecto al tiempo,
evaluada en el sistema & = f(z,u(z)) sobre la trayectoria z(t) que
comienza en el punto zy € ). Tenemos:

0 0) = 3 P o), et

ya que se satisface la desigualdad (3.3), se tiene:
O(x(t)) < —B0"(x(1)).

Si la trayectoria z(t) # 0 entonces

d p1/a _ 0(=z(t) poe(x(t) B
@’ () = af=1/o(x(t)) = af=1e(z(t)) o

Sea 7 > 0 cualquier nimero tal que la solucién x(t) estd bien
definida en [0, 7]. Integramos la ultima desigualdad de 0 a 7, entonces:

Ql/a(ib(T)) —0Y%(z) < —ET
@
o equivalentemente:
1/a 1/ ﬂ
0 x(r)) < 0/%wg) — =7 (3.5)
«

Denotemos por B(0, €) y B(0, po) las bolas con centro en 0 y radios € y pg
respectivamente y € < ||zo||, po tal que @ C B(0, pg). Como cualquier
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solucién que comienza en un punto o € () se queda en @ (debido a
que 0(z(t)) <0) ysia', 2" € Q\ B(0,¢) tiene lugar la desigualdad:

(" u(z")) = F(@, u(@)I] < La(e, po) (1 + La(e, po)) ||l2" — 2

Entonces la solucién z(t) que empieza en xy € ), se puede extender al
segmento [0, 71] tal que si t € [0, T3] entonces ||x(t)|| > €, por eso para
esos valores de ¢, la desigualdad (3.5) es cierta.

Probemos que en el tiempo T'(g) < %Ql/a(azo) la trayectoria x(t)
llega a la frontera de la bola S(¢). Suponiendo lo contrario, obtenemos
que [|z(t)|| >epara 0 <t < Ty T > %91/“(330) pero si 7 # T, la parte
derecha de la desigualdad (3.5) es no positiva, pero la parte izquierda
de la misma desigualdad cuando 7 # T, es positiva ya que ||z (t)|| > e.
Como el tiempo de llegada a la frontera de la bola de radio ¢ crece
monotonamente si € decrece y como T'(¢) < %91/ “(zg), entonces existe

lim,_o=7< %91/"“(370) pero lim;_r2(t) =0 O

La funcién 6(z) es llamada funcién de controlabilidad.

Observacién 3.1. Notemos que para a = 0o en caso de cumplirse la
desigualdad (3.3), la funcién 6(z) es la funcién de Lyapunov.

3.2.1 Construccion en forma integral.

Fué sugerido en [14] un método suficientemente general de construccién
de la funcién de controlabilidad 6(z) y el control u que resuelve el
problema de sintesis para el sistema lineal completamente controlable

t=Ar+ Bu, xeR" we{u: ||lul|<d} CQ, (3.6)
donde A € M(n,n)y B € M(n,r). En esta seccién daremos una breve

descripcion de ese método.

Sean m el grado del polinomio minimo de A, \q la parte real minima
de los valores propios de A y A\j = min{0, A\g}. Denotemos por F el
conjunto de funciones f(s) : [0,00) — R tales que son no negativas,
decrecientes, con al menos m puntos de decrecimiento y satisfacen que:

/ §2m =280 £ (5)ds < oo, para 0 <6 <6;.
0
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Para cada f € Fy cada 0, con 0 <0 < 5f, definimos la matriz:

N4 (0) = /0 h f (g) e~ MBB*e At (3.7)

Para todo x € Q' \ {0} (Q' = {z : ||z|| £ R}) la ecuacién
2a00 = (Nf_l(ﬁ)x, ), ag >0, (3.8)

tiene una solucién tnica positiva continuamente diferenciable 6 = 0(x).
Definiendo 6(z) en z = 0 como #(0) = 0, la funcién 0(x) resulta ser
continua en cero. FExiste una constante C' = 0 tal que el conjunto
Q = {x : ||z]] < C} es acotado y Q C int Q. El control u(z) se define
mediante la férmula:

ur) =~ FOB NI O@)r,  €Q\{0)  (39)

El siguiente Teorema resuelve el problema de sintesis del sistema (3.6).

Teorema 3.2. Para valores suficientemente pequenos de ag : 0 < ag <
ay el control de la forma (3.9) resuelve el problema de sintesis en una
vecindad del origen del sistema (3.6) mediante controles continuos que
satisfacen la condicion w € {u : ||u|| < d} C S

Ejemplo 3.1. Consideremos el sistema

T1 = T lu| <1
$2:—$1+u

o equivalentemente en su forma matricial

& = Ax + bu, lul <1 (3.10)

(4 ()

De la forma de A y b obtenemos que

bb* — 0 0 oAt _ cost sint AT _ cost —sint
0 1 —sint cost sint cost

donde
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Es facil ver que si consideramos la funcién f(s) = e™® y sustituimos
en (3.7) obtenemos

1 28 —p? 4 22 %
Nf“)):m(_m 9+293) v <9>:( 7 )

Escojamos la constante ay > 0 de la ecuacién (3.8) tal que se cumpla
la restriccién u(z) < 1, x € R?\ {0}. Tenemos

fu()|? = % . Ol a0 (b b'z)
2 <Nf(9)l’,37> 2 <%Nf(9)l‘,x>

Tomando en cuenta que las matrices bb* y %N () satisfacen las condi-
ciones del Teorema A.1 (ver apéndice), hallamos el maximo de la relacién
(bb*z, )

(5N (0), z)

el cual denotaremos A,... Del Teorema A.1 del apéndice sabemos que
Amax €8 la raiz de la ecuacion

1 - 02A(\ — 2)
bb* — )\Nf(e)‘ = ‘ ot e |= o =0
' 0 402+1 1= 0(462+1) 46% + 1

Asi que \L.x = 2, entonces

agp
__Anwx

[Jull* <

Por lo tanto, tomando ag < 1 se satisface ||u|| < 1.

Usamos ag = i entonces la ecuacién (3.8), en nuestro caso, se puede
escribir como:

94
5 - (1+20%)2% — 231290 — 2230% = 0. (3.11)
y la funcién 6(xy, z5) para (z1,22) # (0,0) serd la solucién positiva de
la ecuacién (3.11). El control, de acuerdo a (3.9), tiene la forma:
I 25!72

u(wy, xe) = —92(3:1’:62) — TEa (3.12)

Para tal ag el control (3.12) resuelve el problema de sintesis globalmente
va que u(xy, Ty) satisface la restriccién dada en todo el espacio R?. De
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(3.11) tenemos que la derivada de la funcién 6(x;,z5) con respecto al
sistema (3.10) con el control (3.12), es decir:

T1 = T

jjg = —I 222

_ 1 _
02(z1,x2) 0(x1,22)

estd dada por la ecuacion:

. (14 02(z1,m2))23 + 30(21, 22) 2122 + 302 (21, 22) 73

b2y, 29) = — . (313
(w1, 22) 2(1 + 0%(z1, 2))2? + 30(21, m2) 7179 + 202 (21, T2) 23 ( )

Estimemos por abajo y por arriba la expresién para é(xl,xg). La
parte derecha de (3.13) la transformamos en una relacién de dos formas
cuadraticas respecto de y; = x1 y yo = 04, es decir:

; Wy,y 1+62 2 24202 2

w

2

La relacién — %‘;5;’; se puede estimar utilizando las siguientes desigual-
dades: W)
Y,y
_)\max = _m S _)\min

donde Ain, Amae son las raices minima y maxima de la ecuacién
det(W — AV) = 0.

. Ya que A\poe < 1+ % YV Amin > 1 — % entonces —(1 + %) <
O(xy,29) < —(1 — %) de donde se tiene que el tiempo de movimiento
de cualquier punto zy al origen de coordenadas satisface la estimacién:

7 0

7
———0(2%,29) < T(2?, 29) < ———0(2Y, 29
7+2\/7(1 o) < Tz} 2)_7_2\/7(1 2)

donde 0(29, 29) es la solucién positiva de la ecuacién (3.11) para x = .

Ejemplo 3.2. Construimos el control posicional que resuelve el prob-
lema de sintesis, i.e, estabiliza en tiempo finito el sistema

'rl = ug,
j]g = X3+ Uy, (314)
i‘g = —XT2 + U2,

(ur,uz) € Q ={u= (u,us) : |ug| <1, ug| <1,}.
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Escogemos f(s) = e *. Entonces

b C
2 2
NO = | 2 6 o Ny =| - LEEE o
£(0) = 7T y Ny (0)= B EDE @
Tot 1 1 42
02+1 0 0 02 (024+1)6%2  (02+1)0

Estas matrices estan definidas para todo 6 > 0. La ecuacién (3.8), en
este caso, tiene la forma

2000 (0> +1) = (0> + D)a? + (0 + 60> + D)a3 + (6% + 2)z3 —
2(0% + 1)a1m9 — 20(0 + 1) 173 + 207973 (3.15)

y determina para cada ay > 0 la funcién de controlabilidad 6(z) en
todo el espacio R3. El control posicional (3.9) tiene la forma

B 1 0(x) 1
A O e R O
Uy = — T — ! To — 0(x) + 2 x3,  #0
2T 202 (x) 202(x)(02(2) + 1) 2(0%(x) + 1)0(x) ’

y resuelve el problema de sintesis posicional en todo el espacio R®.
Escojamos la constante ag > 0 tal que se cumpla la restriccién u(zx) € €,
r € R3\ {0}. Tenemos

@) = 2. B _ a0 (B'z B'z)
2 (Ny(O)z,x) 2 (GNg(0)z,x)

Como en el ejemplo anterior, tomando en cuenta que las matrices BB*
x $N;(0) satisfacen las condiciones del Teorema A.1 (ver apéndice),
hallamos \,,.x de la relacién

(B*x, B*x)

(5N (0), z)

que es la raiz de la ecuacién

1—\ 1— A _ 06X

N oL 02N\ — 1)(\ — 2
BB = AgN;(0)| = l—z47 1-2A 0 |=- (023(1 ) g
oA 0 1—\
0%2+1

Asi que A\Lax = 2, entonces

a
Hu||2 < EOAmax
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Por lo tanto, tomando ag < 1 la restriccién sobre el control se satisface,
esto es ||ul| < 1.

Ejemplo 3.3. Buscamos el control posicional que estabilice en tiempo
finito el sistema

Ty = X3+ u,
ig = Ui, (316)
I.g = X9+ Usg,

(ur,uz) € Q= {u = (u1,uz) : |ur] < 1,|ug| <1,}. o equivalentemente
escrito en su forma matricial:

& = Az + Bu, lul <1
donde
0 01 10
A= 0 0 0 y B=|10
010 0 1
De la forma de A y B obtenemos que
110 18 0 0
BB =110 eM=0 1 o0 et 2 1 ¢
0 0 1 0 -t 1 -t 0 1

A diferencia de los ejemplos anteriores, ahora consideremos la funcién
f(s) =1—s. Entonces

250(60 +200% + 6%)  L6(12 + 62) %092(40? 30%)
Ny(0) = 20(12 + 62) 32 -&
5507 (40 + 362) -£ 56(6 4 62)
1
NG = .
0 1200 + 9062 + 6*
2400(6%+18) 120(—360—1002+6%) 960(15+62)
3 3 2

0 0 0
120(—360—100%+6%)  12(3600+2000%+20044+0°  60(—240+46%+6%)
3 3

0 0
960(15+62) 60(—240+46%+61) 60(7029+120)
02 02 0
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Estas matrices estan definidas para todo # > 0. La ecuacién (3.8), en
este caso, tiene la forma

1

2000 = ————————(12(200(18 + 6*)2? 20002 + 200 + 6%) 3

ao 1200+9092+94( (200(18 + 6?)zF + (3600 + 2006% + 200* + 6°)x3
+1060(—240 + 46% + 0% 925 + 502(120 + 76%) 22

+2021 ((—360 — 106 + 6*)x5 + 80(15 + 62)x3)))

y determina para cada ap > 0 la funcién de controlabilidad 6(x) en
todo el espacio R?. El control posicional (3.9) tiene la forma

~ —6(10(10 + 0(x)?)z1 + (100 4 300(x)? + 0(x)*)z2 + 560(2)(20 + 6(z)?)z3)
o= 0(x)(1200 + 900(x)2 + 0(x)%) ’
- —30(16(15 + 0(x)?) 1 + (—240 + 40(x)? 4 0(x)*)zo + 0(x) (120 + 70(z)2)x3)

0()2(1200 + 900 ()2 + 6(x)*)

x # 0, y resuelve el problema de sintesis posicional en todo el espacio
R3. Escojamos la constante aq > 0 tal que se cumpla la restriccién
u(r) € Q, z € R*\ {0}. Tenemos

,_a  (B'z,B'w)
@)™ =5 TN @ma)

Anélogamente a los ejemplos anteriores, buscamos Ana.y, €l cudl para
este ejemplo tiene el valor .. = %(2021 + 24/811189) y dado que

%)

lulf? < S

tomando ag < é la restriccién sobre el control se satisface, esto es, se
tiene |Ju|| < 1. Mediante calculos llegamos a que en este caso, que
tomamos la funcién f(s) = 1 —s, se tiene que la derivada de la funcién
0(z) con respecto al sistema (3.16), con el control antes definido, esté
dada por la ecuacién:

6(z) = —1.

esto quiere decir que la funcién 6(x) representa exactamente el tiempo
de recorrido desde el punto z( al origen de coordenadas.

La funcién f(s) = 1 — s con s € [0,1], f(s) = 0 para s > 1 en
(3.7) genera una funcién de controlabilidad correspondiente 6;(x), que
representa el tiempo exacto de recorrido del punto x al origen respecto
del sistema (3.6) con el control u(z).

En la actualidad ademas de resolver el problema de sintesis, se busca
construir un conjunto de pares (u(zx),6(zx)) tales que:
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e El control u(x) solucione el problema de sintesis.

e La funcién 0(x) sea tal que 0(xq) represente exactamente el tiempo
de recorrido desde el punto z(0) = x( al origen.

De aqui surge el interés de hallar un conjunto més amplio de pares
de funciones: la funcién de controlabilidad 6(z), que representa el
tiempo exacto de recorrido y el control u(z), que resuelve el problema
de sintesis.

3.3 Problema de sintesis para el sistema
canonico.

Recordemos que el sistema candnico estda dado por el sistema

&= Az + bu, (3.17)
donde:
0 1 0 0
0
a0 o0 0| o |
)
0 0 0 1

A diferencia de la forma integral de construccion de la funcién de
controlabilidad 6(z) y del control u(z) ahora se construye una funcién
0(z) para el sistema canénico (3.17), como la unica solucién positiva
(ver apéndice) de la ecuacién:

2a00 = (Do F Dyx, x). (3.18)

donde Dy esta dada por la matriz diagonal:
. 2(n—i)+1\ "
Dy = diag <9_ 2 ) : (3.19)
i=1
ag es un numero positivo y F una matriz positiva definida.

Si definimos 6(0) = 0 entonces de la ecuacién (3.18) se sigue que 6(x)
es una funcién continua y es continuamente diferenciable para x # 0.
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Una vez determinada 6(x) buscaremos un control u(x) de la forma

U(ZE) _ 071/2(1')61*D9(I)x _ ApTy

= (@)

El objetivo de esta seccién sera determinar condiciones sobre el niimero
ao, el vector a y la matriz F' de tal manera que la funcién 6(z) sea una
funcién de controlabilidad que represente el tiempo exacto de recorrido
del punto z al origen (6(z) = —1) y que el control u(z) resuelva el
problema de sintesis del sistema candnico.

(3.20)

3.3.1 Construccion de la funcion de controlabilidad.

La condicion 0(33) = —1 permite obtener una primer propiedad del
vector a como lo establece el lema siguiente.

Lema 3.1. Supongamos que la funcién de controlabilidad 0(x) satis-
face la igualdad 0(x) = —1. Entonces:

@y = —@. (3.21)

Demostracién. Coloquemos y(0,z) = Dpz. Entonces la funcién de
controlabilidad 6(x) para x # 0 satisface la ecuacion:

2a00(x) = (Fy(0(z), x),y(0(z), ), (3.22)
Mientras que el control (3.20) toma la forma:
u(z) = 07V (2)a y(0(x), x). (3.23)
En base a las siguientes identidades:
DyAD;  =07'A,  Dgb=0""%

la derivada de la funcién y(0(x),x) respecto al sistema (2.4) con este
control tiene la forma:

§(0(x), ) = 67 (x) (é(x)H +A+ ba*) y(0(z), 2).
donde

H = diag <—w>; . (3.24)
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Entonces de la ecuacion (3.22) obtenemos que la derivada de la funcién
de controlabilidad respecto al sistema (2.4) con el control u(x) de la
forma (3.23) se da mediante la igualdad:

oy — (LA b0%) & (A4 b)) Fyy(o(a).2).y(6(a). )
((F = HF = FH)y(0(2), 2), y(0(x), )]

(3.25)

de donde en base a la suposicién del lema (i.e 6(z) = —1) obtenemos
la igualdad:

1 1 )
F<A+ba*+§I—H> + <A+ba*+§I—H> F=0. (3.26)

De esta igualdad obtenemos que la matriz F'z (A 4 ba* + i - H)F~2
es antisimétrica y por eso las raices de su ecuacion caracteristica:

1 1 1
det <F2(A +ba’ 51— H)F % — )J)

= (det F~2)%det (F <A +ba® + %1 - H> - )\F> ~0,

y consecuentemente de la ecuacion:
1
det<<A+ba*+§I—H> —AI) =0 (3.27)

tienen partes reales iguales a cero. La ecuacion (3.27) la escribimos en
la forma:

A—n -1 ... 0 0
0 0 ... A=2 -1

—a; —ay ... —Qp-1 A—1—a,

:ﬁA ) H alz)\”—<an+@>)\"l—

j=1 i=j+1

Tomando en cuenta que las raices de esta ecuacién tienen parte real
igual a cero y cuentan con su adjunta compleja entonces se tiene que
a, = —n(n+1)/2. -
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En adelante nuestra meta es hallar un vector a y una matriz F' que
satisfagan la ecuacién (3.26) ya que en tal caso el lado derecho de (3.25)
serd identicamente —1, es decir habremos construido una funcién 6(x)
tal que 0(x) = —1.

De la ecuacién (3.26) tenemos

1 1 -
(A+ba*+§I—H> F71+F71 <A+ba*+§I—H> :0 (328)

Vamos a proponer una matriz F tal que F~! = D, CD,, donde C es
una matriz hankeliana (C' = (c2n—i—;)}'j—;) por hallar y

I%ZMW<%%%QZQ (3.29)

Para buscar la matriz C' notemos que la parte izquierda de la ecuacién
(3.28) la podemos escribir de la siguiente forma

1 1 -
(51 —~ H+D,'AD,, + D;lba*Dn> C+C (51 — H+D,'AD,, + D;lba*Dn> :

Esta es una matriz simétrica ) = (qij)zjzl, la cual se puede escribir
como
= ( Qu Q2 )
Qn Q2 )’

Qu = (Qij)?;j_zlla Q21 = (¢n1,Gn2: - - - Gn(n-1)):
Q12 = Q;p Q22 = Qun.

De esta manera los elementos de la matriz @ estan dados por las sigu-
ientes ecuaciones

donde

Gij = (2n — i — j+2)can—i—j — (2n — 1 = j)con—i—j-1,
i:l,...,n—l’ j:17._.7n_17
n—1

Gnj = —(n = J)en—jor + (0= 24 Gn)enj + DL AnvCnjivn (3 39
ji=1,...,n—1,

n—1
Gnn = 2(1 + &n)CO +2 Z &n—ycw
v=1

donde ay, ..., a, son componentes del vector a = D,a.
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Se sigue de (3.26) que @ es la matriz cero entonces de las igualdades
()11 = 0 tenemos

(2n —1)2n
0, = — . u=1,....2n—3
EVERITE
y la ecuacién (3.30) toma la forma

n—1

dn &n—u
_ % 4 —0,
n(n+1) ;(1/+n)(u+n+l)

~ n—1 ~
an an—l/
—— =0 3.31
3.4 ; raern o (B3
~ n—1 ~
Co 3 + Qp, Qp—y
_ e N
20— 1)2ncam > 2.3 Z_} 2wt
n—1

(1 -+ dn)CO ELn,y
> OISO

(2?’L — 1)27102n_2 + 1
Donde a,, = a,, estd definido mediante la ecuacion (3.21). Consideremos
la ecuacién (3.31) como un sistema lineal de ecuaciones respecto de las
incognitas

Co
(271 — 1)27’162,“,2’

la cual en forma vectorial tiene la forma

Aty .-, p-1,

Py = yo, (3.32)
donde P es la matriz de dimensiéon n X n definida como
1 1
2n(2n—1) o et 2)(ntl) 0
1 1 O
(2n-1)(2n—2) - (n+1)n
P = : : : :
1 L -1
(n+2)(n+1) 4.3
1 1 1— n(n+1)
(n+D)n 3-2 2

mientras que vy, yo son vectores de la forma

~ ~ Co .
=\lai,...,0n_
Yy 1 y Un—1, (2n — 1)27@02”72 )




36 3. Estabilizacion en tiempo finito.

ap a, 34+a, \°

we (e Tt )
(n+1)n 4.3° 3.2

Este es un sistema congruente ya que si tomamos la matriz Hanke-
liana C' = ((2n_i_j+2)1(2n_i_j+1) )i'j—1 entonces la matriz I y el vector a*
definidos por F' = D'C™'D,' y a* = —ib*F satisfacen la ecuacién
(3.28). Lo cual se verifica por simple sustitucién. De esta manera
rangP =rang(P,1,). Por otro lado sabemos que rangP = n — 1 (ver
i17) del Lema A.2 en Apéndice). Por lo tanto hay una infinidad de
soluciones del sistema (3.32). Este conjunto de soluciones se halla de

la siguiente manera.

Consideremos la matriz P de dimensién (n—1) x (n—1) de la forma

1 1
@n—D)(@n—-2) "  (nt2)(nt))
P=1 _ 1 a1 0
(nt2)(nt1) 54
1 S
(n+1)n 4-3

Esta matriz es no degenerada (ver 7i del Lema A.2 del Apéndice, con
k=4ys=n—2).

Denotemos mediante o = a;d’ + d”, donde

e
2n—12n"" (n+2)n+3) (n+1)(n+2)/) "’
du_(_a_n _a_n_3+an>*

nn+1)""""7 3-4 2.3 )7

y mediante ¢ el vector de dimensién n — 1 de la forma

- ~ ~ Co '
=\{az,...,0p_1, )
y 2 ’ ! (2n — 1)2716271,2

y consideremos el sistema de ecuaciones Py = gy respecto de g. Este
sistema tiene una tnica solucién § = P~14, esto es

Co . 1 ’~ N 1 , (_1)n71 .
G © & an = g (31 e at).
~ 1 . 1 (—1)n1
s = g (& 8) = 5 (80 T+ 47) s
ji=2,....n—1,
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donde A = det P, mientras que Al y AY, paraj=1,...,n—1, son

los determinantes de las matrices que se obtienen después de sustituir
en lugar de la columna j-ésima de la matriz P, las columnas d’ v d”
respectivamente.

Debido a que rangP = rang(P,yo) = n — 1 las relaciones (3.33)
describen todas las soluciones del sistema (3.32). Por lo tanto, todas
las soluciones de la ecuacién (3.28) estan dadas por el vector

1 1)
a= <CL1, (=1)"*(n — 2)!Z (A;q(—),al + AZ_1> e

(n—1)
1 (—1)n! nin+1)\"
= A—— Ay ), ———= 3.34
’ A( oM TR )T (3:34)
y la matriz F = D 'C~'D;!, donde
1 1 1
m c (n+2)1(n+1) (n+11)n
C= : : : : (2n — 1)2ncon—2 (3.35)
1 1
[y 33 co
' (=
1 —1)"
E— AI N - A” )
a5 (S e a0)

3.3.2 Solucion al problema de sintesis.

Lema 3.2. Sea C la matriz definida por (5135) St Cop_o > 0, ¥y
co > &o, donde & es la raiz de la ecuacion det C'(§) = 0, donde

. 1 1
2n(2in,—1) e (n+2)1(n+1) (n—&-ll)n
(2n—1)(2n—2) (n+1)n n(n—1)
1 1 1
(n+2)(n+1) 4-3 3-2
1 1
(n+1)n 32 £

entonces la matriz C' es positiva definida.

Demostracion. Se sigue del Corolario A.1 del Apéndice aplicado a la

matriz C’(f) bajo la condicién co,_o > 0. .



38 3. Estabilizacion en tiempo finito.

Observacién 3.2. La ecuacién det C'(¢) = 0 se puede escribir en la
forma

1 1

1
n
1

2n171 e niLl
2n—2 o n n—1
: . =0 (3.36)
1 1 1
" 3 (1+;)§2+1 _ i
n 2 n 2 2n

Para establecer este hecho, a cada fila i-ésima se anaden todas las filas

siguientes y después de las filas y columnas del determinante obtenido

se sacan factores iguales. Para los casos n = 2,3,4,5,6,7 la raiz & de
1 5 9 7 10 27

det C(§) = 0 es igual a 3, 35, 55, 755 57+ 5¢ 'espectivamente.

Lema 3.3. La matriz C' := C — CH — HC' es positiva definida para
Con—o >0, y cog > (% + %) &+ }L — ﬁ, donde & es la raiz de (3.56).

Demostracién. Es facil ver que C* tiene la forma

1 11
S S
2n—2 o n n—1

= : Do D (2n—1)2nc2n 2 (3.37)
oo 3 2
”%L % 260

En base al punto 4) del Lema A.2 para s =n y k = 1 la matriz C!
es positiva definida si ¢y satisface que 2¢o = 1. Se sigue del Corolario
A.1 (ver apéndice) que para ¢z, o > 0 la matriz

1 11
2nf1 nTl 711
n—2 " n a1
cle=| : =+ i [@n-D2ne,e  (339)
1 1 1
o1
o SRS

es definida positiva para todos los

£> &, (3.39)

donde &; es la raiz de la ecuacién det C'(€) = 0. Se sigue de (3.36) que

det C* ((1+1>§0+1—i) =0,
n 2 2n
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por lo cual concluimos que

1 11
& = (HH) ot 5= 5 (3.40)

Por lo tanto, si ¢g > (% + %) o+ % — ﬁ Y Con—g > 0, entonces la matriz

C' = C"(2¢y) es positiva definida. -

La solucién al problema de sintesis para el sistema candnico (2.4)
en el caso cuando la funcién de controlabilidad representa el tiempo de
movimiento la da el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Consideremos la matriz C' y el vector a definidos por
las igualdades (3.35) y (3.54). Si

Con—2 >0, ¢o > max {go, <% + %) &o + i — ﬁ} , (3.41)
donde &y es la raiz de (3.36) y el nimero ag satisface la condicion
pe
0<ap< SFtaa) F'=D,CD,, (3.42)

Entonces

1. Para x # 0 la ecuacion (3.18) tiene una unica solucion positiva
O(z) y si definimos 6(0) = 0 entonces 0(x) es una funcién de
controlabilidad.

2. El control u(x) de la forma (3.20) translada cualquier punto ini-
cial x € R™ al origen a través de la trayectoria del sistema & =
Az + bu(x) en tiempo T(x) = 0(x) y satisface la restriccion
u(2)] < d.

Demostracion. Usando las condiciones (3.41) y aplicando el Lema 3.2
obtenemos que la matriz C' es positiva definida, de donde se sigue que la
matriz F~! = D, CD, es positiva definida y por consecuencia la matriz
F también lo es.

Si la matriz F' — FH — HF > 0 entonces la ecuacién (3.18) para
x # 0 tiene una unica solucién #(z) continuamente diferenciable.

Establezcamos los valores de los pardametros a; y co,_2 para los
cuales la matriz F'— FFH — HF va a ser positiva definida. La positividad
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de esta matriz se va a seguir de la positividad de la matriz F~! —
HF~'— F7'H. Y ya que la matriz F'~! = D,CD,,, mientras que D,, y
H conmutan entonces es valida la siguiente igualdad

F'—HF'-F'H=D,(C—HC-CH)D,.

En virtud al Lema 3.3 y en base a las condiciones (3.41) la matriz C' —
HC —CH es positiva definida. Por eso la matriz F'— F'H — H F' también
es positiva definida de esta manera cuando se cumplen las condiciones
(3.41), la ecuacién (3.18) para z # 0 tiene una unica solucién 0(x)
continuamente diferenciable. Colocando 6(0) = 0, obtenemos que la
funcién 6(x) es continua para todo x.

Establezcamos ahora la restriccion del control. Encontremos una
estimacion para la expresién a*y(6, x)@fé. Para esto, para un 6 fijo re-
solvamos el problema de encontrar el extremo de la funcién a*y(6, x)Q*%
sujeto a las restricciones del tipo

(Fy(0,2),y(0,x)) — 2a00 = 0. (3.43)

Este problema lo resolvemos con ayuda de los multiplicadores de La-
grange, aqui la funcién de Lagrange tiene la forma

a*y(Q,x)Q‘é — A (Fy(0,2),y(0,x)) + 2Xanb.

Sea 1 el punto de extremo. La condicion necesaria del extremo nos da
ah~2 — 2\Fy, = 0, de donde tenemos que yo = 1/(2X)0~2 Fa. Colo-
cando yp en la restriccién (3.43), obtenemos 1/(2)) = £+/2a¢/(F~'a,a) 0.
Consecuentemente tenemos (a,y0)0"2 = 4+/2a0(F—'a,a). Entonces
usando la forma del control u(z) obtenemos

lu(x)| < v/2a0(F~ta,a). (3.44)

Escogiendo el nimero g de la condicién (3.42), de la desigualdad (3.44)
se sigue que el control u(x) satisface las restricciones dadas en todo el
espacio.

De esta manera, de acuerdo al Teorema fundamental de la funcién
de controlabilidad, el control u(x) resuelve el problema de sintesis del
control restringido en todo el espacio y el tiempo de recorrido desde
cualquier punto x al origen es igual al valor de la funcién de controla-

bilidad en el punto = es decir T'(x) = 0(x).
t
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3.3.3 Ejemplos.

Ejemplo 3.4. Encontrar la soluciéon al problema de sintesis en el
sistema candnico:

'i",l = T2,

T = u u —
2 ' — 10

Ya que A = —1, A} = —=, Al =0, entonces el vector a de (3.34), la
matriz C' de (3.35) y la matriz D, tienen la forma

N (12 (=10
(%) s (o D )e me (W)

Entonces la matriz F~! y su inversa son las siguiente:

_ 1 =2 1 a;  —2
F~ ' = DyCDy = e -
s (—2 —a1>02’ (4+a1>c%<—2 —1>

de la ecuacién (3.36) hallamos que & = %. Entonces (3.41) tiene la
forma

ay 3 9
g >0, —— >—- dedonde a3 <—=
? 127 8 P
de acuerdo con lo anterior tomamos ¢, = 1, a; = —6. Entonces

Entonces la matriz F' y el vector a tienen la forma:

~(2) (1)

Escojamos el valor de ag en la ecuacién (3.18) usando la condicién
(3.42), el cual en nuestro caso toma la forma 0 < ay < 1/3600. Es-
cojamos la funcién de controlabilidad 6(z) para z # 0 como la tnica
solucién positiva de la ecuacién (3.18), entonces recordando que Dy =
( 0 5/2 07(1/2 ) tenemos que la ecuacion 2a¢ = (DygF Dyx, x) tiene la
forma:

2&09 = <D9FD93}‘, .7,‘> = J}TDQFDQJJ

L g =32 0 3 =32 0 T
mal = @nr) | g g 1 0 612 T

1 1 1
——0 =~ =TTyt T %04 = 0?22 +40x,79+623.

1800 26 62 03

= =
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Para la condicién inicial xg = (29, 0), tenemos que 6y = 0(zo) = 3029.

El control u(z) de la forma (3.20), el cual resuelve el problema de
sintesis para el sistema (3.46) y que satisface las condiciones |u(z)| < 15,
se da mediante la férmula

61‘1 32’,‘2

u(z) = _92($1,x2) — e (3.45)

: 1
y satisface |u(z)| < 55.

Para condiciones iniciales zo = (29, 0), el tiempo de recorrido es 0(zg) =
3029,

Encontremos la trayectoria del sistema (3.46), que corresponde al
control u = u(z) de la forma (3.45) y comienza en el punto z(0) = zg €
R2. Esta trayectoria es la solucién del sistema

Ty = T2,

i _ 65171 _ 3.’1]2
2 0% (x1,02)  O(x1, 1)

Resolviendo este sistema, encontramos que la trayectoria del sistema
candnico usando el control posicional u(x) es:

1 0 t . t
zi(t) = —%(t—?)()xl) <cosln <1_30x(1)> +2sinln (1_3035(1)>>
1 . t
x2(t) = —%(t —3029)?sinln <1 - ?)()x?)

El control u(x) sobre la trayectoria (z1(t),z2(t)) esta dado por

u(x(t))——ll—ocosln (1 ! )

3029
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Figura 1: Trayectoria en el plano (z1,z,) para (z¥,29) = (35,0). El
tiempo de recorrido es 0(xg) = 27.

X

0402 02040608

Figura 2: Grafica del control u(z(t))

-0.05

-0.1

Ejemplo 3.5. Resolvamos el problema de sintesis para el sistema
controlable con control restringido

':tl = Iy,
[tg = I3, (346)

l"3 = U, \u] < 1.
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— 1 r_ 1 "no__ 1 r__ 1 n_ 1
Ya que A = —55, A} = 5555, A = —55, A = 35, Ay = —3, entonces el

vector a de (3.34), la matriz C' de (3.35) y la matriz D3 tienen la forma

ay 13 2 10 0
a=[2-1w0), c=232 5 e, Ds=| 0 =10
-6 25 10-4 0 0 1

entonces F'~! = D3C' D3 y su inversa tiene la forma

. —40a, 240 — 12a; 120
F= —55 1 240 — 12a; 180 — 4a; 60
To 120 60 12

de la ecuacion (3.36) hallamos que & = 3. Entonces (3.41) tiene la
forma

1 aq 4
0 Sz
“=% 3730 9
de acuerdo con lo anterior coloquemos ¢4 = 1, a3 = —45. Entonces
—45 1 1 -3 5 30 13 2
a=1| =25 |, F*1:4—l -3 10 =20 |, F=4| 13 6 1
—6 5 =20 55 2 1 %

Escojamos el valor de ap en la ecuacién (3.18) usando la condicién
(3.42), el cual en nuestro caso toma la forma 0 < ag < 2/205. Es-
cojamos la funcién de controlabilidad #(z) para = # 0 como la tunica
solucién positiva de la ecuacién (3.18), entonces la ecuacién en nuestro
caso tiene la forma

0° = 615027 + 533002122 + 8200° 2125 + 4100°z075 + 12300723 + 410%23. (3.47)

El control u(z) de la forma (3.20), el cual resuelve el problema de
sintesis para el sistema (3.46) y que satisface las condiciones |u(x)| < 1,
se da mediante la férmula

B 45 o 25 . 6
B3(x) %) o)

u(z) = x3. (3.48)
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Encontremos la trayectoria del sistema (3.46), que corresponde al con-
trol u = u(z) de la forma (3.48) y comienza en el punto x(0) = xo € R3.
Esta trayectoria es la solucién del sistema

jjl = T2,

j:Q = I3,

. 45 25 6
Irs =

e e i

Ya que (z) representa el tiempo de movimiento de z al origen entonces
se cumple O(z(t)) = —1, entonces O(x(t)) = 6y — t, donde 6 es la
raiz positiva de la ecuacién (3.47) para = xy. Consecuentemente la
trayectoria buscada es solucion del problema de Cauchy de la forma

i'l = Iy,
x.Q = I3,
45 25 6
T3 = — Ty — Ty — T3,
(6o — )3 (6o — t)? O —t
21(0) =y, 19(0) = 3, 13(0) = 3.

Este sistema se lleva a la ecuacién diferencial de la forma
(B — 1)%2\Y) + 6(6y — )21 + 25(6y — t)iy + 4521 = 0,

con condiciones iniciales z1(0) = 29, #;(0) = z3, #1(0) = z9. Con el
cambio t = 6y — €7 esta ecuacién diferencial de Euler se reduce a la
ecuacion diferencial con coeficientes constantes respecto de la funcion
y(1) = 21(0y — €7), el cual tiene la forma y"” — 9y” + 33y’ — 45y = 0.
De donde tenemos
y(1) =€’ <01 + 908 V6 T + c3sin V6 T) ,
con coeficientes constantes c¢q, ¢a, ¢3 que se hallan de las condiciones
iniciales
y(ro) = 2%, y'(10) = —boxh, y"(70) —y'(70) = 0525, 70 =Inby,
estas son iguales a
1 (15, 5 o
c1=— | =52+ —25+x
' 60, <93 1T g )
o = (1 cos(V6 Infy) — Csin(v6 Indy),
cs3 = (1 sin(v6 Infg) + G cos(v6 Inby).
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Aqui

_ 1 9 0,9 0 0 _ 1 3 o 0
G = 600 <93$1+90$2+$3>a G = T <60$1+x2 .

Ya que z1(t) = y(In(0y — t)), las funciones z5(t) y x3(t) se encuentran
diferenciando la funcién z(t), entonces

(6o —1)3 (c1 + ¢y cos at) + o sinaft))
.Ij(t) = (00 - t)2 (—361 - (3(1 + \/6 Cz) coSs O[(t) + (—3(2 + \/6 Cl) sin O((t)) N
(0o —t) (6c1 + 5v6 (a2 cosa(t) — 5v6 (1 sinalt))

donde a(t) = V61In(1 — ). Obviamente z(t) — 0 cuando t — 6. El

0
control u(x) en la trayectoria x(t) tiene la forma

u(x(t)) = —6¢; + 5(6¢ — V6 &) cos aft) + 5(vV6 ¢ + 6¢) sin a(t).

Para facilitar los célculos y evidenciar los resultados resolvamos el

problema de arribar al origen desde los puntos de la curva xz; = 0,
2
2% 25 > 0. En este caso como se sigue de la ecuacion (3.47), el

121
. . _ 41(z9? oy« ] 41z
tiempo de recorrido 6y del punto zy = (0, ——3~, r3)* es igual a —7*.

La trayectoria del sistema que comienza en este punto tiene la forma

Ty =

4”8%71” 6+ 5cosa(t) + 5v6 sina(t))
w(t) = | S (<6 + dcosa(t) — 3v6 sina(t) |
% (6 —6cosa(t) + 6 sina(t))
donde a(t) = v/6 In(1 — +25). En esta trayectoria el control se define
3
mediante la férmula
1
u(t) = _H(6 + 35 cos a(t))

y como es facil de ver, satisface la restriccion dada.
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Figura 1: Trayectoria solucién para (z9,z9,29) = (0, — 7%, 1). El

tiempo de recorrido es 6(zq) = .
— (@)
15 = [~
1 O}
5 L

N\

éﬁ

Figura 2: Grafica del control u(z(t))
u(t)
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Apéndice A

A.1 Algunos resultados auxiliares

Una forma cuadratica es un polinomio homogéneo de segundo grado
en n variables xy,...,x,. Una forma cuadratica siempre tiene una
representacion

n

E aijxixj (aij = aji; 1,] = ].7 Ce ,TL)

ij=1
donde A = ||a;;||} es una matriz simétrica.
Si denotamos la matriz columna (x4, ...,x,) por z y denotamos la

forma cuadrética por

n

(Az,z) = Z ;x5
ij—1

entonces podemos escribir

(Az,z) = 2" Ax

Dos formas cuadréticas
(Az,z) vy (Bz,)
determinan un haz de formas (Az, x) — A(Bz, z) (con A un parametro).

Si la forma (Bz,z) es positiva definida, el haz (Az,z) — A\(Bx,x) es
llamado regular.

48
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La ecuacién
|A—AB|=0
es llamada la ecuacién caracteristica del haz de formas (Ax, 2)—\(Bx, x).

Teorema A.1. El valor caracteristico mas grande del haz regular
(Az,z) — AM(Bz, x) es el maximo de la relacién de las formas (Az, z) y
(Bx,x)
(Az, )
(Bx,x)’

Ahora daremos algunos resultados que nos ayudaran a desarrollar
el capitulo 3 de nuestro trabajo.

Amax = Max

Lema A.1. Sea I' = (fi;)i ;=) una matriz simétrica positiva definida
entonces la matriz:

fuu fiz oo fin
for foo . fon
GO=|" " . (A1)
fnl fn2 L 5
para & > fnn €s positiva definida.
Demostracion. Consideremos la matriz
Ju o fina
f: cov fon_
M= .21 2 . 1
fn—ll fn—ln—l
n—1
Supongamos que el vector z* = (1, Ts, . .., T, 1) satisface que > x? #

=1
0 entonces tiene lugar la relacion 0 < (Fz,z) = (My,y) donde y* =

(x1,...,2n—1). Asi, la matriz M es positiva definida, entonces todos los
menores de esquina M7, de esta matriz son positivos definidos, es decir:
M :det(f,-j)fyjzl >0 s=1,....n—1 (AQ)

Ya que la derivada respecto de & de los menores principales de esquina
(1, de la matriz G, i.e. la derivada de los determinantes de la formas:

fll f12 fln
Gunl) = det() = ¢ Gy =| T P P

O R
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son correspondientemente iguales a 1y My, s = 1,...,n — 1 entonces
en base a las relaciones (A.2) cada uno de los determinantes G5 s =
1,...,n — 1 crecen cuando & crece. Ya que para £ = f,, estos eran

definidos positivos entonces para & > f,,,, siguen siendo positivos definidos
por eso para £ > fp, la matriz G(£) cumple el criterio de Sylvester de
esta manera la matriz G(§) de la forma (A.3) es definida positiva para

£> fun- -

Corolario A.1. La matriz simétrica G(§) definida por la ecuacion
(A.3) es positiva definida solo para & > & donde det G(&) = 0.

Demostracion. Cuando £ decrece desde fi; hasta cero, los menores
diagonales principales de G15(§), s = 1,...,n, decrecen. Sea & > 0
tal que uno de los menores diagonales principales de la matriz Gy, de
la matriz G(§) se anulan mientras que para £ > & todos los menores
de esquina G15(§), s = 1,...,n, son positivos. Entonces para £ > &
la matriz G(€) es positiva definida, mientras que para £ = &, la matriz
G(&o) es negativa definida. Ya que los menores diagonales principales
restantes son positivos existe un vector xy # 0 tal que (G(&y)xo, o) =0
es decir, G(&p)xo = 0y det G(&) = 0. En calidad del vector x, tomamos
el vector o = (7,0), donde T—k es un vector de dimensién k distinto de
cero que satisface la ecuacién Gy (&)= = 0 donde G (&) es una matriz
cuyos elementos son los elementos del menor Gy (&p).

0

Lema A.2. i) Las matrices de dimension s X s dadas por:
1 1 1

2s+k—2  2s+k-3 " s+k—1
1 s 1 1 1

Zsth—3 2sth—4 k—2

Py = (k ‘ ) = o ot S , keN,

2s+k—i—yj ij=1 : : :
1 1 1
sTh—1  Et1 k

son positivas definidas.
ii) Para cada k € N tenemos

1 1 ’
Ag = det — — > 0.
4 ¢ <25+k—z—j 25+k—@—j+1>m_1
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i11) El determinante de la matriz P de dimensién n x n dada por

1 1 0

2n(2{7,—1) s (n+2)1(n+1)
(2n—1)(2n—2) (n+1)n

pP= : : : : (A.3)

1 L 1

(nt2)(n+1) 13

1 1 1 — n(n+1)
(n+1)n 3-2 2

es iqgual a cero y su rango esn — 1.

Demostracion.

i) El hecho de que la matriz P, es positiva definida se sigue del hecho

de que la matriz de Hilbert ( es positiva definida. Una

1 )
2s—i—j+1 ij=1

demostracion directa de esto se sigue de la representacion integral

tsfl

1 k
P. :/ ! (¢t 1) d%
0 1

entonces Py, es positiva definida.

ii) Representemos el determinante A,y en la forma

1 1 *
Ask:det , . . .
’ 2s+k—1—j5 2s4+k—i—j+1

ij=1

Sumamos a cada fila i-ésima (¢ > 2) la suma de todas las filas anteriores,

es decir las filas i = 1,..., s, y factorizamos del resultado obtenido de
cada fila i-ésima (i = 1,...,s) el valor i, y de cada columna j-ésima el
valor m, para j = 1,...,s asi obtenemos
s!
As,k = det Ps,k~

(s+k)...(és+k—1)

De donde aplicando el resultado del punto i) tenemos Agy > 0, k € N.
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i11) Anotemos el determinante de la matriz P en la forma

det P =

(A4)

n(n+1)
2

Transformemos este determinante de dos maneras. Primero, si anadimos
a cada columna j-ésima para 2 < j < n—1 de este determinante la suma

de todas las columnas anteriores, es decir, las columnas de 1, ..

entonces obtenemos

1
nTl
n

1 2
(2n—11)2n (2n—22)2n
(2n—2)(2n—1) (2n—3)(2n—1)
det P = : :
1 _2
) BT )
1 2
n(n+1) (n=1)(n+1)
1 1
2n—1 2n-—2
1 1
- (n B 1)' 2n:72 Zn:?)
(n+1)--2n| 1 1
n+ n
1 1
n n—1

D= COl= - e

i1
n—1
(n+1)2n 0
n—1 0
n(2n—1)
n;l :
3(n+2) -1
n—1 1— n(n+1)
2(n+1) 2
0
0
: (A.5)
—(n+2)
n(n+1)
(n+1) (1 - T)

Por otro lado, anadiendo a cada fila i-ésima (i > 2) del determinante

(A.2) las filas anteriores, es decir, las filas desde 1,...,i — 1 obtenemos
1 1 1 0
(2n—1)2n  (2n—2)(2n—1) (n+1)(n+2)
2 P) P) 0
(2n—2)2n  (2n—3)(2n—1) n(n+2)
det P = : : : :
n—1 n—1 n—1 1
(n+1)2n n(2n—1) 3(n+2)
n n _n _n(ntl)
n(2n) (n—1)(2n—1) 2(n+2) 2
1 1 19
2n1—1 2n1—2 n—l}—1
ol 2n—2  2n—3 n 0
(n+2)---2n 3 11
n+1 n 3 n—1
1 1 1 _(ntD)
n n—1 2 2
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Denotemos los menores complementarios de los elementos (n—1,n)
y (n,n) que van en la parte derecha de las ecuaciones (A.5) y (A.6)
mediante By y By, respectivamente. Entonces

det P:<<1—M)Bl+”+232>( (n—1!

2 n+1 n+1)...2n

1 1 - 1!
dot p— (-t )B1+ B, (n— Din ,
2 n—1 (n+1)...2n

de donde obtenemos que si

2
B, = 5 B, entonces det P =0.
n?—1
Y dado que By = det(P,_13) # 0, el rango es P =n — 1. 0
A.2 Positividad y unicidad de 6(x)
Consideremos la ecuacion
1
2&0

vamos a demostrar que esta ecuacion para x # 0 tiene una solucién
Unica positiva. Primero vamos a demostrar que 6(x) toma sélo val-
ores positivos, para esto en ambos lados de la ecuacién (A.7) colo-
camos en lugar de # un valor arbitrario C' > 0 y consideremos la parte
derecha de la ecuacién (A.7) la cual escribimos como (DcF Dex, x)
donde D¢ es la matrix Dy, donde en lugar de 6 se coloca C'. La ex-
presién (Do F' Doz, x) representa una forma cuadratica positiva definida
vaque (Do FDex,x) = (FDcx, Dex) = (Fy,y). Esta forma toma solo
valores no negativos incluyendo C', por esto es posible la igualdad

<DOFDC{17, J}> =C

para cualquier valor C' > 0. Ademads todos los valores de x para los
cuales es posible esta igualdad forman una superficie de nivel (elip-
soidal) de la funcién 6, es decir, (z) = C. Por ejemplo, en el caso del
ejemplo 3.4 los elipsoides para 0(x) igual a 1, % y i se muestran en la
siguiente figura:
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Vamos a demostrar ahora que para cualquier z # 0 la ecuacién
(A.7) tiene una solucién positiva. De (A.7) se sigue que para 6 # 0 la
funcién 6 cumple

202’0 - Z fijeiJrin.fUiLUj = 0. (A8)

ij=1
Fijemos los valores x1, ..., x, vy sea x; # 0. Consideremos la funcién
d(0) = 20*" — W(h)
donde .
V(o) =D fiyt ™ P,
ij=1

Ya que para valores suficientemente grandes de 6
20°" > W (0)

y ya que para x; # 0 ®(6) > 0 entonces ®(0) < 0y ®(f) > 0 para 6
suficientemente grande y por eso existe 0* tal que (A.8) tiene solucién
positiva. Sixy =---=x,_1 =0y k # 0 entonces la solucién no trivial
positiva de la ecuacién (A.7) coinside con las soluciones no triviales
positivas de la ecuacién

n
202n72k+2 o E fij9i+j72k+2xixj =0

i,7=1

La existencia de una solucién positiva de esta ecuacion se demuestra
de manera analoga en el caso cuando z; # 0.
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De esta manera la ecuacién (A.8) tiene una solucién positiva de-
mostremos que para x # 0 esta solucién es tnica. Para esto de-
mostraremos que las superficies de nivel Ly = {z : 0(z) < C} y
Ly = {x : O(z) < C1} de la funcién #(x) no tiene puntos comunes
y estan incluidos uno en el otro para C # C1, es decir, verificaremos la
inclusion

{z:0(x)<Ci}Cc{x: b(x) <C} (A.9)
(asumimos que €y < C. En virtud a (A.7) la superficie de nivel de 6
se define de (Do FDex,z) = C. En lo que sigue la matriz Do F D¢ la
denotaremos mediante Fio. Para verificar (A.9) resolvamos el proble-
ma de encontrar el maximo de la funcién (Fex, ) bajo la restriccion
(Foyx,x)y = C.

Sea el valor del maximo igual a ~; si v resulta menor a C' entonces
la inclusién (A.9) es vélida, la solucién de este problema se encuentra
mediante la funcién de Lagrange

(Fox,x) — N[(Feyx, z) — C]
Las condiciones necesarias del extremo de la funcién de Lagrange dan
Fc.l’ = )\FCll’

multiplicamos esta ecuacién escalarmente por x y usamos la igualdad
(Foyx,x)y = Cy:

v = (Fex,x) = MFe,x,z) = AC}.
El valor A es la solucién de la ecuacion
det(FC - )\FCI) =0

Sea C} = (1 —0)C, 6 > 0 entonces esta ecuacién toma la forma

1 by 1 A 1 A
f11 c2n—1 = (1_5)2n—1g2n—1 f12 c2n—2 T (1_5)2n—202n—2 Jin [c" - (175)"0"}
1 A 1 A 1 by
f21 c2n—2 = (1_5)2n—-202n—2 fa2 C2n=3 T (1_s)2n-3¢02n-3 J2n cn—1 — (1,5)n—1cn—1] =0
f R S f 1 — A f R N
nl | gmn a—s)7C™ n2 | Gn—1 (1—s)n—Icn—1 nn | ¢ (1-5)C
(A.10)

Factoricemos de la primer fila del determinante [(1 — 0)C]™" de la
segunda fila [(1—0)C]~Y etc. (de la tltima fila [(1 — §)C] 1) y sim-
plificaremos respecto de estos factores ambas partes de esta ecuacion.
Después de esto factorizamos de la primera columna [(1 — 6)C]~(=1),
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de la segunda columna [(1—6)C]~"=2) etc. Simplificando estos factores
obtenemos

fu [T =827t — /\J fi2 {(1 =) — /\J o fin[(T=6)" = A
f21 (1 — 6)2n72 - A f22 (1 — 5)2n73 - A fgn [(1 — 5)"71 — )\} —0
f’nl [(1 - 6)n - )‘] fn2 [(1 - 6)n_1 - )‘] o f’rm [(1 - 6) - /\]

Vamos a buscar A en la forma A = 1 — dv. Expandiendo los elementos
del determinante en exponentes de 0 y factorizando de cada fila —0
obtenemos

fii2n—14008) —v] fiz2[2n—2+0(8)—v] --- fin[n+0(6) — V]
foa2n—2+0(0) —v] faa[2n—=3+0(0)—v] -+ fopu[n—1+0(d)—v] —0
fn1n+0(6) — V] fazln—1+0(6)—v] --- fan [L4+0(5) — V]
Esta ecuacion para § = 0 tiene la forma
fuiPn—1—-v] fi22n—2-v] --- fin[n —v]
fal2n=2—=vl fol2n=3-v] - famln—-1-v]|_, (A11)
fnl[n_l/] an[n_l_V} fnn[l_y]

Es facil de ver que las raices de esta ecuacién son reales. Denote-

mos estas en orden de crecimiento mediante 1}, ..., v? mientras que sus
. . . S .«

multiplicidades son pi,...,ps (>_;_; p; = n). Entonces para la ecuaciéon

(A.2) existen s grupos de raices (el grupo i-ésimo contiene p; raices y

corresponden a la rafz ). Existe un dy > 0 tal que para || < dp la

raiz arbitraria v; en el i-ésimo grupo tiene la forma
_ .0 5
Vi =V, + ¢l( )7

la funcion ¢(J) es continua y a cada raiz de v; corresponde en general
su funcién ¢;(9), |:i(0)| < € entonces la raiz méxima de la ecuacién
(A.10) satisface la desigualdad

Mgz < 1 — 814 — ).
La siguiente desigualdad es valida
Y = MnaeCl = Amaz(1 = 6)C < [1 =51 —o)](1 —6)C < C. (A.12)
Entonces de estas desigualdades tenemos

[1—0() —e))(1-9) < 1. (A.13)
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De donde se sigue que si tenemos 1 > —1/{ entonces para ¢ suficien-
temente pequeno (A.13) se cumple. De esta manera queda demostrada
la unicidad de la solucién positiva.

En el caso estudiado en esta tesis, en el ejemplo 3.4 se tiene que la
ecuacién (A.11) tiene la forma

33—-v) 2—-v | _ 0

2—v (1l-v)|
de donde obtenemos que ¥ = 2 — /3 y 1) = 2 4+ /3 por lo tanto la
desigualdad (A.12) se satisface.
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