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Introducción

La geometŕıa simpléctica enmarca perfectamente a la mecánica lagrangiana y hamiltonia-
na en el sentido que una que vez que se especifica el espacio de configuración para un sistema
f́ısico, toda la dinámica se puede determinar a partir de un lagrangiano o de un hamilto-
niano. Dicha dinámica puede encontrarse de varias formas, por ejemplo, solucionando un
problema variacional, integrando las ecuaciones de movimiento o, desde una perspectiva más
geométrica, usando la forma simpléctica que se define canónicamente sobre el haz cotangente
del espacio de configuración. Sin embargo cualquiera de estas maneras es equivalente a las
otras (esto puede verse con mucho detalle en [Ar, AM]) y es justamente esto lo que potencia
un entendimiento geométrico de toda la formulación de la mecánica. Uno de los objetivos de
este trabajo será presentar esta visión geométrica en la teoŕıa clásica de campos.

Por ejemplo, en la mecánica lagrangiana, una vez que se identifica el espacio de confi-
guración Q de un sistema f́ısico (el cual es una variedad diferenciable) uno toma el espacio
de estados TQ como el haz tangente sobre Q. Aśı, si (q1, . . . , qn) representan los grados de
libertad del sistema (y por tanto las coordenadas de Q), un estado queda determinado por un
punto en TQ cuyas coordenadas son “posiciones” y “velocidades” (q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n). Más
aún la dinámica del sistema quedará determinada por una función lagrangiana L : TQ → R

al encontrar los valores extremales de la acción que ella define. Entonces, para caracterizar
un sistema mecánico basta especificar un espacio de configuración y una función lagrangiana.

En el caso de la teoŕıa clásica de campos, el espacio de configuración se convierte en
una variedad infinito-dimensional. Alĺı también es posible plantear problemas variacionales
a partir de funcionales lagrangianos o hamiltonianos [M] y deducir las ecuaciones de Euler-
Lagrange que satisfacen los campos clásicos.

El propósito de este trabajo es dar una revisión de los elementos geométricos necesarios
para dar una formulación covariante de la teoŕıa clásica de campos basada en una extensión
de la geometŕıa simpléctica. Esto significa que vamos a presentar un “escenario” en el cual
es posible tratar igualmente al tiempo y a las demás coordenadas del espaciotiempo dentro
de un formalismo en el que la dinámica se manifiesta por la geometŕıa simpléctica o una
extensión de ella. Tal escenario es el haz de jet de un haz fibrado sobre el espaciotiempo, el
cual es una estructura que recoge la información a primer orden de las secciones de un haz
fibrado. El formalismo desarrollado será aplicado a un sistema de una part́ıcula newotniana,
una part́ıcula libre relativista y al electromagnetismo clásico.
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Notación

A través de todo el texto las variedades diferenciables serán consideradas suaves, reales,
finito-dimensionales, orientables y su topoloǵıa será conexa. Todos las aplicaciones entre
variedades diferenciables serán aplicaciones suaves.

Nos referiremos al haz fibrado (E, π, M) simplemente por su proyección π. A menos que
se diga lo contrario, dimM = m y dimE = m+n. Por una trivialización local de π alrededor
de p ∈ M nos referimos a una terna (Wp, tp, F ), donde Wp es una vecindad de p, F es la fibra
t́ıpica del haz y tp : π−1(Wp) → Wp × F es un difeomorfismo. Si xi denotan las coordenadas
sobre M y uα las coordenadas sobre la fibra F , entonces las coordenadas sobre el espacio
total E de π se escribirán como u = (xi, uα).
Si tenemos el producto de dos espacios X1×X2, las aplicaciones pri : X1×X2 → Xi, i = 1, 2,
denotan la proyección a la primera y segunda componente respectivamente.
Si (E, π, M) y (H, ρ,N) son haces fibrados entonces un morfismo entre ellos será denotado
por (f, f̄) : π → ρ, donde f : E → H, f̄ : M → N y se satisface ρf = f̄π.
Denotaremos por Ep a la fibra sobre p ∈ M , es decir, Ep = π−1(p). También llamaremos Tπ
a la aplicación diferencial de TE a TM .

La convención de Einstein (suma sobre ı́ndices repetidos) será usada en todo el escrito.
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1

Espacios afines y haces afines

Antes de definir un haz af́ın introducimos los espacios afines y aplicaciones afines.

Definición 1. Sea A un conjunto, V un espacio vectorial de dimensión finita y α : A×V → A
una función. La terna (A, V, α) es llamada un espacio af́ın si se satisface lo siguiente:

1. α define una acción de V (como grupo abeliano) sobre A, esto es, para todo x ∈ A,
α(x, 0) = x y para todo x ∈ A, v, w ∈ V α(α(x, v), w) = α(x, v + w).

2. Para todo x, y ∈ A existe un único v ∈ V tal que y = α(x, v).

Aunque un espacio af́ın no tiene la estructura de espacio vectorial (por ejemplo, no te-
nemos un elemento 0), es posible dar coordenadas a los puntos de A haciendo referencia a
algún punto distinguido (pero arbitrario) p ∈ A y a una base {ei}dimV

i=1 del espacio vectorial
V . Si x ∈ A y v = xiei es el vector que satisface x = α(p, v), entonces asignamos a x las coor-
denadas xi. Estas coordenadas están bien definidas (una vez que se fija un “origen” p ∈ A)
por la unicidad de v.
Ahora queremos definir aplicaciones entre espacios afines.

Definición 2. Sean (A, V, α) y (B, W, β) espacios afines. La función T : A → B es llamada
una aplicación (o morfismo, o transformación) af́ın si existe una transformación lineal L :
V → W tal que, para todo x ∈ A y v ∈ V

T (α(x, v)) = β(T (x), L(v)).

A L(v) se le llama la parte lineal de la transformación y a T (x) la parte inhomogénea.

Igual que en el estudio de espacios vectoriales, será útil asociar coordenadas a los mor-
fismos afines. Sea T : A → B una aplicación af́ın. Usemos un punto p ∈ A y una base {ei}
de V para dar coordenadas en A y el punto q y una base {fk} de W para dar coordena-
das en B. Sean pk las coordenadas de T (p) y Lk

i las coordenadas de T (α(p, ei)), esto es,
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10 Caṕıtulo 1. Espacios afines y haces afines

T (p) = β(q, pkfk) y T (α(p, ei)) = β(q, Lk
i fk). Con esto tenemos las siguientes igualdades:

T (x) = T (α(p, xiei))

= β(T (p), L(xiei))

= β(β(q, pkfk), L(xiei))

= β(q, pkfk + xiLk
i fk) (1.1)

donde Lk
i son las entradas de la matriz de la transformación L. Aśı, las coordenadas de T (x)

respecto a q y a {fk} son (pk + xiLk
i ).

Tal y como se hace con los espacios vectoriales, el paso siguiente será definir el espacio
dual de un espacio af́ın. La definición es natural:

Definición 3. Sea (A, V, α) un espacio af́ın. El espacio dual de A es el conjunto de aplica-
ciones afines A → R y se denota por A∗

De las definiciones es fácil ver que para generar una transformación af́ın basta con generar
independientemente su parte lineal y su parte inohomogénea. El siguiente teorema lo muestra:

Teorema 1. A∗ es un R−espacio vectorial de dimensión igual a dimV + 1.

Demostración. El dual de un espacio af́ın se convierte en un espacio vectorial sobre R defi-
niendo la suma y el producto por escalares puntualmente.
Sea {ei}k

i=1 una base de V , {e∗i} su base dual y p ∈ A. Tomemos una transformación
af́ın T ∈ A∗ arbitraria. Ahora notemos que si F ∈ A∗ entonces para cualquier x ∈ A
con coordenadas xi respecto p y a la base {ei}, existen λ, λi, i = 1, . . . , dimV tales que
F (x) = λT (x)+λie

∗i(xjej). Para cada i, consideramos las transformaciones afines T i : A → R

tales que T i(α(p, xjej)) = Li(xjej) = Li(ek)e
∗k(xjej). El conjunto {T, T i} es linealmente in-

dependiente (porque la base dual {e∗i} lo es) y genera a A∗. Por tanto dimA∗ = dimV +1.

Una vez definido un espacio af́ın (y su dual) podemos decir lo que es un haz fibrado af́ın
(y su dual). El siguiente par de definiciones bastarán para introducir los elementos necesarios
en el estudio de la teoŕıa clásica de campos a través del haz de jet y el haz de jet dual.

Definición 4. Sea (E, π, M) un haz vectorial. El cuádruple (A, ρ,M, α) es llamado un haz
af́ın modelado sobre π si se satisface:

1. (A, ρ,M) es un haz fibrado.

2. α : A ×M E → A es tal que, para todo p ∈ M Im
(
α|Ep×Ap

) ⊂ Ap.

Para todo p ∈ M la terna (Ap, Ep, α|Ep×Ap) es un espacio af́ın.

3. Para cada p ∈ M hay una trivialización local (Wp, tp, R
n) de ρ, llamada trivialización

local af́ın, tal que para todo q ∈ Wp la aplicación pr2◦tp|Aq : Aq → R
n, es un isomorfismo

af́ın.
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Definición 5. Si el cuádruple (A, ρ,M, α) es un haz af́ın con fibras Ap, entonces el haz af́ın
dual es el haz cuyas fibras son los espacios duales A∗

p y será denotado por (A∗, ρ∗, M).

Por lo mencionado arriba, este haz es un haz vectorial. Además, la trivialización local
af́ın de ρ induce una trivialización de ρ∗. Si (Wp, tp, R

n) es una trivialización local af́ın de ρ
entonces pr2 ◦ tp|Aq

es un isomorfismo af́ın de Aq en R
n, aśı que identificando a R

n+1 con el
conjunto de transformaciones afines de R

n en R, tendremos que la aplicación inversa de su
transpuesta, denotada por t∗pq es un isomorfismo lineal entre A∗

q y R
n+1. Entonces definimos

t∗p : ρ∗−1(Wp) → Wp ×R
n+1 por t∗p(a) =

(
ρ∗(a), t∗pρ∗(a)(a)

)
y de esta manera (Wp, t

∗
p, R

n+1) es

una trivialización local de ρ∗.





2

El haz de jet

Definición 6. Sea (E, π, M) un haz fibrado. Denotemos por Γp(π) el conjunto de secciones de
π definidas en alguna vecindad de p ∈ M . Sobre Γp(π) definimos una relación de equivalencia
∼ con la siguiente condición: si φ, ψ ∈ Γp(π), entonces, φ ∼ ψ si y sólo si φ(p) = ψ(p) y
Tφ|Ep = Tψ|Ep. En tal caso decimos que las secciones φ y ψ son 1-equivalentes en p ∈ M .
A la clase de equivalencia de una sección φ se le llama 1-jet de φ y se denota por j1

pφ.
Al conjunto de clases de equivalencia de secciones 1-equivalentes se le llama el 1-jet de π y
se denota por J1π, es decir, J1π = {j1

pφ : p ∈ M, φ ∈ Γp(π)}.
Consideremos funciones coordenadas (xi, uα) definidas sobre un abierto U de E. Definimos

los conjuntos JU = {j1
pφ ∈ J1π : φ(p) ∈ U} en J1π. Los JU son el dominio de las funciones

u1 = (xi, uα, uα
i ) definidas por:

xi(j1
pφ) = xi(p)

uα(j1
pφ) = uα ◦ φ(p) := φα(p)

uα
i (j1

pφ) =
∂φα

∂xi

∣∣∣∣
p

.

Se puede probar que la familia {(JU , u1)} define un atlas C∞ para J1π que convierten a este
conjunto en una variedad diferenciable de dimensión m + n + mn [Sau].

Existen aplicaciones de J1π sobre E y sobre M de una manera obvia

π1 : J1π −→ E π1 : J1π −→ M

j1
pφ �−→ φ(p) j1

pφ �−→ p

El espacio J1π, más que una variedad diferenciable, es el espacio total de un haz fibrado
sobre E. Para probarlo usaremos el siguiente lema,

Lema 1. Sea (E, π, M) un haz fibrado. Para todo a ∈ E, existe una sección φ de π definida
en alguna vecindad de π(a) tal que φ(π(a)) = a.
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14 Caṕıtulo 2. El haz de jet

Demostración. Sea p = π(a) y tomemos una trivialización local (Wp, tp, F ) de π alrededor
de p. Podemos incluir a Wp en el producto Wp × F simplemente fijando un punto de F . Sea
i : Wp → Wp × F tal inclusión. Definimos φ : Wp → π−1(Wp) ⊂ E por φ = t−1

p ◦ i . Esta
aplicación es suave y además, para todo q ∈ Wp, π(t−1

p ◦ i)(q) = pr1(i(q)) = q. Tambien se
tiene que φ(π(a)) = a. Luego φ es una sección local que buscábamos.

Teorema 2. La aplicación π1 : J1π → E es suave y sobreyectiva. Más aún, la terna
(J1π, π1, E) es un haz fibrado.

Demostración. Por el lema anterior π1 es sobreyectiva porque si a ∈ E, entonces existe una
sección φ de π tal que a = φ(π(a)), luego π1(j1

π(a)) = a.

π1 es suave porque si (JU , u1) es una carta alrededor de j1
pφ ∈ J1π inducida por la carta

(U, u) alrededor de φ(p), entonces la aplicación u ◦ π1 ◦ (u1)−1 : (u1(JU) ⊂ R
m+n × R

mn) →
u(U) ⊂ R

m+n coincide con la proyección a las primeras m + n componentes.
Ahora, la aplicación

tu : (π1)−1(U) −→ U × R
mn

j1
pφ �−→ (φ(p), uα

i (j1
pφ))

es una trivialización local de π1 ya que tu se puede factorizar como sigue

(π1)−1(U)
u1−→ R

m+n × R
mn u−1×idRmn−−−−−−→ U × R

mn

y además pr1(tu(j
1
pφ)) = π1(j1

pφ) = φ(p). Esto completa la prueba.

Sabiendo que (J1π, π1, E) es un haz fibrado, la siguiente observación nos permite concluir
que π1 es un haz af́ın modelado sobre el haz vectorial (π∗(T ∗M) ⊗ V π, π∗(τ ∗

M) ⊗ Tπ|V π, E),
donde (V π, Tπ|V π, E) es el subhaz vertical de π y τ ∗

M : T ∗M → M es la proyección natural.
Ahora, si u = (xi, uα, uα

i ) y v = (yj, vβ, vβ
j ) son funciones coordenadas definidas respectiva-

mente en abiertos U1 y V 1 de J1π cuya intersección es no vaćıa, entonces se cumple que

vβ
j =

(
∂vβ

∂xi
+

∂vβ

∂uα

∂uα

∂xi

)
∂xi

∂yj

=

(
∂vβ

∂xi
+

∂vβ

∂uα
uα

i

)
∂xi

∂yj
.

El primer sumando nos hace sospechar que un elemento de T ∗M actúa sobre las fibras de
π1; el segundo sumando indica una acción de un vector que sólo tiene componentes sobre las
fibras de E, es decir, un vector vertical. Combinando esto, lo que se tiene es que un elemento
de la forma dxi ⊗ ∂

∂uα actúa de manera inhomogénea sobre las fibras de J1π. Para hacer todo
esto más preciso establecemos el siguiente teorema [Sau]:
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Teorema 3. El haz π1 puede dotarse con estructura de haz fibrado af́ın modelado sobre el
haz vectorial π∗(τ ∗

M) ⊗ Tπ|V π y la trivialización local encontrada en el teorema anterior es
justamente una trivialización local af́ın.

Demostración. Sea ξ un elemento en la fibra sobre a ∈ E del haz π∗(τ ∗
M) ⊗ Tπ|V π. En

coordenadas locales, ξ = ξα
i dxi ⊗ ∂

∂uα . La acción de este elemento sobre una clase j1
π(a)φ es

(viendo el efecto sobre sus coordenadas) uα
i (ξ[j1

pφ]) = uα
i (j1

pφ) + ξα
i . Aśı definida, esta acción

permite concluir que el morfismo pr2 ◦ tu|(π1)−1(a) : (π1)−1(a) → R
mn es un isomorfismo af́ın1.

2.1. Prolongación de secciones

Aunque no será demostrado aqúı, la terna (J1π, π1, M) conforma un haz vectorial (ver
[Sau] para una prueba). Algo que será muy usado más adelante es que cada sección local
de π determina una única sección de π1. Dicha sección se llama primera prolongación de φ.
Encontraremos algunas propiedades de este nuevo objeto.

Definición 7. Sea (E, π, M) un haz fibrado, W ⊂ E un abierto de E y φ ∈ ΓW (π). La
primera prolongación de φ es la sección j1φ ∈ ΓW (π1) definida por j1φ(p) = j1

pφ.

No todas las secciones de π1 son prolongaciones de alguna sección de π. La siguiente es
una forma de caracterizar las prolongaciones.

Teorema 4. Si ψ ∈ ΓW (π1), entonces hay una sección local φ ∈ ΓW (π) que satisface ψ = j1φ
si y sólo si ψ = j1(π1 ◦ ψ).

Demostración. Supongamos que tal sección existe. Como π1 ◦ j1φ = φ, se sigue que ψ =
j1φ = j1(π1 ◦ ψ). Ahora, si ψ = j1(π1 ◦ ψ), para todo p ∈ W , π ◦ π1 ◦ ψ(p) = π1 ◦ ψ(p) = p,
aśı que π1 ◦ ψ ∈ ΓW (π).

Las prolongaciones de secciones se pueden distinguir de las demás secciones de π1 usando
las coordenadas u = (xi, uα, uα

i ) de J1π. Esto se ve en lo siguiente:

xi(j1φ)(p) = xi(p);

uα(j1φ)(p) = uα(φ(p)) = φα(p);

uα
i (j1φ)(p) =

∂φα

∂xi

∣∣∣∣
p

.

1También es necesario probar que la definición de la acción no depende de las coordenadas, sin embargo,
esto puede demostrarse con la regla de la cadena y con las propiedades de transformación de los tensores
involucrados. Los detalles están en [Sau].



16 Caṕıtulo 2. El haz de jet

2.2. Prolongación de morfismos y campos vectoriales

La idea ahora es prolongar morfismos de haces fibrados a morfismos entre haces de jets,
una vez hecho esto encontraremos una manera natural de definir la prolongación de un campo
vectorial.

Si (E, π, M) y (H, ρ,N) son dos haces fibrados, (f, f̄) : π → ρ es un morfismo de haces
tal que f̄ es un difeomorfismo y φ es una sección local de π, es fácil ver que f̄(φ) := f ◦φ◦ f̄−1

es una sección local de ρ. Esto nos permite dar la siguiente definición:

Definición 8. Sean (E, π, M) y (H, ρ, N) haces fibrados y (f, f̄) : π → ρ es un morfismo de
haces tal que f̄ es un difeomorfismo. A la aplicación j1(f, f̄) : J1π → J1ρ definida por

j1(f, f̄)(j1
pφ) = j1

f̄(p)(f̄(φ))

se le llama primera prolongación de (f, f̄).

Si no hay lugar a confusión, usaremos la notación j1f en vez de j1(f, f̄). Cuando H = E
y N = M la anterior definición permite introducir prolongaciones de un campos vectoriales.
Para ver cómo, consideremos un campo vectorial X sobre E que es proyectable a la variedad
base M , esto es, X induce un morfismo entre los haces (E, π, M) y (TE, Tπ, TM). Ahora
consideramos el flujo ψ de X. Entonces para cada t ∈ R, ψt : E → E genera un automorfismo
de π sobre π. Cuando prolongamos ψt a J1π obtenemos un flujo j1ψt sobre la variedad de
jet y el campo vectorial asociado a ese flujo será la primera prolongación de X a J1π. Si
denotamos por j1X a tal prolongación, lo que tenemos es que para cada t,

j1X(f)p =
d

dt
f(j1ψt).

Si además escogemos f̄ = idM en la definición anterior, el flujo ψt será vertical y más adelante
nos permitirá definir variaciones de secciones a lo largo de las fibras de E.

Observación

Lo que se ha definido y probado hasta aqúı es apenas una mı́nima parte de la teoŕıa
general de los haces de jets. En general es posible definir clases de equivalencia de secciones
cuando coinciden hasta sus k−ésimas derivadas parciales. Esto produciŕıa haces de jets de
órdenes mayores y la teoŕıa por śı misma gana más interés, por ejemplo, en el estudio de las
ecuaciones diferenciales parciales. Todo eso puede consultarse en [Sau]. Sin embargo, para
lo que se pretende en este trabajo, bastará con conocer la estructura del primer haz de jet
y su dual, principalmente porque aqúı nos enfocamos en entender las teoŕıas de los campos
clásicos, muchas de las cuales pueden escribirse en un formalismo de primer orden.
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El haz de jet dual

En el caso de haces vectoriales la estructura lineal sobre sus fibras permite construir
nuevos haces a partir de otros, mediante porcesos como tomar el dual o el producto tensorial.
La estructura af́ın del haz de jet también se puede aprovechar para construir el haz de jet
dual.
En adelante escribiremos J1

aπ para denotar la fibra sobre un punto a ∈ E, es decir, J1
aπ :=

(π1)−1(a).

Definición 9. El haz de jet dual (J1∗π, π1∗, E) es el haz dual a π1 como haz af́ın.

Las fibras de π1∗ son entonces aplicaciones afines de J1
aπ a R. Será útil mantener en mente

la identificación de las fibras de ΛmM 1 con R . Si utilizamos la ecuación 1.1 en nuestro caso,
no es dif́ıcil ver que una aplicación af́ın entre las fibras de J1π a las de ΛmM que en términos
de las coordenadas de J1π se ve como

uα
i �−→ (p + pi

αuα
i )dmx.

Lo que pretendemos ahora es definir un análogo a las formas canónicas que se encuentran en
el haz cotangente. Estas formas darán la estructura multisimpléctica al haz de jet dual y nos
dejarán aproximarnos a la definición de sistemas lagrangianos y hamiltonianos y en última
instancia, al estudio de la dinámica de los campos clásicos.

3.1. Formas canónicas

Sea λE : ΛmE → E la proyección natural y consideremos el subhaz de (ΛmE, λE, E) cuyo
espacio total es denotado por Z ⊂ ΛmE, y cuyas fibras Za sobre un punto a ∈ E son

Za = {z ∈ ΛmE : iviwz = 0 para todo v, w ∈ Vaπ}.
1ΛpM denota el espacio de p−formas diferenciales sobre M .

17



18 Caṕıtulo 3. El haz de jet dual

Un elemento de Z tiene la representación coordenada z = p dmx + pi
αduα ∧ dm−1xi, donde

dm−1xi := i∂i
dmx. Esto significa que las coordenadas sobre las fibras de Z son (p, pi

α), más
aún, el espacio total Z tiene funciones coordenadas (xi, uα, pi

α, p). Este hecho nos motiva a
conjeturar que las estructuras de J1∗π y de Z son las mismas.

Teorema 5. Existe un isomorfismo de haces vectoriales entre π1∗ y λE|Z.

Demostración. Primero notemos que como cada clase de J1π recoge la información hasta
primer orden de su representante, uno puede identificar la fibras de π1 sobre a ∈ E con
secciones del haz (TE, Tπ, TM) mediante la asignación j1

π(a)φ �→ (γ : Tπ(a)M → TaE), donde

γ es una aplicación lineal que al componerse con Tπ es la identidad en Tπ(a)M [Got].
Pensando aśı, definimos la aplicación Φ : Z → J1∗π por 〈Φ(z), γ〉 = γ∗z. Podemos probar
que esto es un isomorfismo usando coordenadas locales.
Si γ tiene coordenadas uα

i sobre la fibra de J1π, entonces uno tiene que

γ∗(dxi) = d(xi ◦ γ) = dxi

y

γ∗(duα) =
∂uα

∂xi
γ∗(dxi) = uα

i dxi,

por tanto

γ∗(pdmx + pi
αduα ∧ dm−1xi) = (p + pi

αuα
i )dmx.

Pero esto último es el producto interno de Φ(z) = pdmx + pi
αduα ∧ dm−1xi con γ = (uα

i ); es
decir, la aplicación lleva fibras en fibras.

Con este isomorfismo podemos llevar las formas canónicas a J1∗π una vez sean construidas
sobre Z. Con la proyección λE : ΛmE → E podemos definir una m−forma canónica Υ sobre
ΛmE como

Υ(z)(v1, . . . , vm) = (λ∗
Ez)(v1, . . . , vm)

= z(TλE v1, . . . , TλE vm)

para todo z ∈ ΛmE y v1, . . . , vm ∈ TzΛ
mE.

Para obtener una forma canónica sobre Z basta considerar la inclusión i : Z → ΛmE y
definir la m−forma canónica Θ sobre Z como

Θ = i∗Υ.

También se define la (m + 1)−forma canónica Ω sobre Z como

Ω = −dΘ.
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Al par (Z, Ω) se le llama variedad multisimpléctica [Got]2.
Será útil tener expresiones en coordenadas para las formas canónicas. Por como fueron

construidas (a través de la inclusión) se ve que

Θ = pi
αduα ∧ dm−1xi + pdmx

Ω = duα ∧ dpi
α ∧ dm−1xi − dp ∧ dmx.

2La palabra “multisimpléctica” tiene que ver con que Ω es una forma cerrada y no degenerada, es decir,
ivΩ = 0 si y sólo si v = 0. La definición de variedad multisimpléctica no es estándar y puede tener difi-
cultades técnicas que no la hacen tan amena como una variedad simpléctica, por ejemplo, en general no es
posible encontrar un teorema de Darboux. En [Got] y las referencias que hay alĺı se manifiestan este tipo de
situaciones.
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Dinámica Lagrangiana

Las formas diferenciales encontradas en la sección anterior serán las apropiadas para
formular una teoŕıa clásica de campos. Para hacerlo necesitamos varias definiciones.

Definición 10. Una densidad lagrangiana es una aplicación L : J1π → ΛmM . En coorde-
nadas escribimos L = L(xi, uα, uα

i )dmx.

Ahora pretendemos transportar la forma canónica sobre J1∗π hasta J1π. Para esto nece-
sitamos una aplicación de J1π a J1∗π que permita “halarla” mediante el pull-back. Además
de eso queremos que al expresar la aplicación en coordenadas estas se puedan interpretar
como los “momentos” generalizados asociados a las coordenadas uα

i . Esta situación se pre-
senta en la mecánica clásica y consiste esencialmente en pasar de la formulación lagrangiana
a la hamiltoniana. Este paso se hace a través de la transformada de Legendre (o derivada
fibrada). Será útil recordar la siguiente definición válida para haces vectoriales [AM]

Definición 11. Sea M una variedad diferenciable y f : TM → R una aplicación suave.
Entonces la aplicación

Ff :TM → T ∗M

vp �−→ Tf |TpM(vp)

es llamado la derivada fibrada de f .

Note que Ff(v) · w = d
dt

∣∣
t=0

f(v + tw). En [Gra] se muestra que la derivada fibrada no
está restringida únicamente a aplicaciones entre haces tangentes y cotangentes sino que puede
definirse para morfismos entre haces afines. Además, la derivada fibrada del lagrangiano de
un sistema clásico con finitos grados de libertad no es más que su transformada de Legendre
[AM]. Esto se aprovecha en la siguiente definición, donde se generaliza la transformada de
Legendre usual1.

1Sin embargo, debemos tener en cuenta que la función que se de define entre J1π y J1∗π no va a ser una
transformación de “velocidades” a “momentos”, para esto basta fijarse en la dimensión de las variedades en
cuestión. Tal transformación śı se puede definir pero es necesario tomar un cociente adecuado de J1∗π de
manera que el espacio resultante tenga la misma dimensión que J1π.

21
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Definición 12. La transformada de Legendre de L es la aplicación de haces afines FL :
J1π → J1∗π definido por

〈FL(γ), γ′〉 = L(γ) +
d

dt

∣∣∣∣
t=0

L(γ + t(γ′ − γ)),

donde γ, γ′ ∈ J1
aπ y el último signo + denota la acción del espacio vectorial que modela a las

fibras de J1π.

Si escribimos lo anterior en coordenadas encontramos que

L(γ) +
d

dt

∣∣∣∣
t=0

L(γ + t(γ′ − γ)) = (L(γ) +
∂L

∂uα
i

(vα
i − uα

i ))dmx,

aśı que las coordenadas de la transformada de legendre de L son

pα
i =

∂L

∂uα
i

y p = L − ∂L

∂uα
i

uα
i .

Ahora podemos definir la forma de Cartan:

Definición 13. La forma de Cartan es la m−forma ΘL sobre J1π definida por

ΘL = FL∗Θ

donde Θ es la m− forma canónica sobre Z

Definimos también la (m + 1)−forma ΩL por

ΩL = −dΘL

No es dif́ıcil encontrar expresiones en coordenadas para la forma de Cartan y derivada exte-
rior:

ΘL =
∂L

∂uα
i

duα ∧ dm−1xi −
(

∂L

∂uα
i

uα
i − L

)
dmx

ΩL = duα ∧ d

(
∂L

∂uα
i

)
∧ dm−1xi − d

(
L − ∂L

∂uα
i

uα
i

)
∧ dmx

= − ∂2L

∂uβ
i ∂uα

i

duβ
j ∧ duα ∧ dm−1xi − ∂2L

∂uβ
i ∂uα

i

duβ ∧ duα ∧ dm−1xi

+
∂2L

∂uβ
i ∂uα

i

uα
i duβ

j ∧ dmx +

(
∂2L

∂uβ∂uα
i

uα
i − ∂L

∂uβ
+

∂2L

∂xi∂uα
i

uα
i

)
duβ ∧ dmx.

Ahora veremos que en efecto la forma de Cartan contiene toda información sobre la
dinámica. Esto es lo que nos asegura que justamente J1π es el “espacio de estados” adecuado
para una teoŕıa clásica de campos. Antes de enunciar el próximo teorema, necesitamos una
vez más algunas definiciones (tomadas de [Sau]).
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Definición 14. Si φ ∈ ΓW (π) y el campo vectorial π−vertical X tiene flujo ψt, entonces la
variación de φ inducida por X es la familia uniparamétrica de secciones locales φt = ψt ◦φ ∈
ΓW (π).

Uno puede definir la función (−ε, ε) → R por t �−→ ∫
C
L(j1(ψt ◦ φ)), donde C una

subvariedad compacta m−dimensional de M y φ ∈ ΓW (π) con C ⊂ W .

Definición 15. La sección local φ ∈ ΓW (π) es un extremal de L si

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫
C

L(j1(ψt ◦ φ)) = 0

para cualquier subvariedad compacta C ⊂ W m−dimensional de M y cualquier campo
π−vertical X, cuyo flujo es ψt y satisface X|π−1(∂C) = 0.

Lema 2. Sea φ una sección de (E, π, M), j1φ su prolongación a J1π, L : J1π → ΛmM una
densidad lagrangiana y ΘL la forma de Cartan de L. Entonces

L(j1φ) = (j1φ)∗ΘL

Demostración. En coordenadas:

(j1φ)∗ΘL =
∂L

∂uα
i

(j1φ)dφα ∧ dxm
i +

(
L(j1φ) − ∂L

∂vα
i

∂φα

∂xi

)
dmx

= L(j1φ)dmx = L(j1φ).

Con el formalismo desarrollado podemos reexpresar las ecuaciones de Euler-Lagrange de
una manera intŕınseca, sin referencia a algún sistema coordenado. Esto queda expresado en
el siguiente teorema

Teorema 6. Sea (J1π, ΩL) un sistema lagrangiano. Sea φ ∈ Γ(π). Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

1. φ es un extremal de L.

2. Para todo campo vectorial X sobre J1π, (j1φ)∗iXΩL = 0.

3. Si (xi, uα, uα
i ) es un sistema coordenado definido en algún abierto de J1π, entonces

j1φ = (xi, uα, ∂uα

∂xi ) satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange

∂L

∂uα
◦ j1φ − ∂

∂xi

(
∂L

∂uα
i

◦ j1φ

)
= 0
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Demostración. (1 ⇔ 2) Sea V un campo vectorial π1−vertical con soporte compacto en
C ⊂ M y sea ψt su flujo. Consideremos la variación de φ inducida por V y denotemos £(j1V )

a la derivada de Lie a lo largo de j1V . Entonces se tiene:

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫
C

L(j1φt) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫
C

(j1φt)
∗ΘL =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫
C

(j1(ψt ◦ φ))∗ΘL

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫
C

(j1φ)∗(j1ψt)
∗ΘL =

∫
C

(j1φ)∗
(

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(j1ψt)
∗ΘL

)

=

∫
C

(j1φ)∗£(j1V )ΘL =

∫
C

(j1φ)∗(i(j1V )dΘL + di(j1V )ΘL)

= −
∫

C

(j1φ)∗(i(j1V )ΩL +

∫
C

(j1φ)∗di(j1V )ΘL)

= −
∫

C

(j1φ)∗i(j1V )ΩL +

∫
∂C

(j1φ)∗(i(j1V )ΘL)

= −
∫

C

(j1φ)∗(i(j1V )ΩL),

donde en el último paso hemos usado el teorema de Stokes y el hecho de que el campo V y
por tanto su prolongación a J1π se anulan en ∂C.
Ahora, si suponemos que para todo campo vectorial X sobre J1π, (j1φ)∗iXΩL = 0, entonces
en particular se cumple para campos verticales y por tanto φ es un extremal de L.
Rećıprocamente, supongamos que φ es un extremal de L. Observemos que para todo p ∈ M ,
la fibra sobre este punto puede descomponerse como π−1

1 (p) = Tj1
pφ(Im(j1φ)) ⊕ Vpπ1, donde

Tj1
pφ(Im(j1φ)) denota el conjunto de vectores tangentes a la imagen de j1φ y Vpπ1 la fibra sobre

p del subhaz vertical de π1. Pero los campos verticales en V π1 pueden descomponerse, a su
vez, en un campo vectorial π1−vertical y en la prolongación de un campo vectorial π−vertical.
Juntando todo esto, concluimos que X puede escribirse como X = Xφ + Xπ1 + j1Xπ donde
Xφ es tangente a la imagen de j1φ, Xπ1 es π1−vertical y j1Xπ es la prolongación de un campo
π−vertical.
Ahora notemos que Xφ = T (j1φ) · w para algún campo vectorial w sobre C y que por tanto

(j1φ)∗(iXφ
ΩL) = (j1φ)∗(i(T (j1φ)·w)ΩL)

= iw(j1φ)∗ΩL,

pero este término se anula porque (j1φ)∗ΩL es una (m + 1)−forma sobre una variedad m−
dimensional y por tanto actuaŕıa sobre vectores linealmente dependientes.
La parte π1−vertical de X tiene componentes (0, 0, Wα

i ). Esto implica que:

iXπ1ΩL = −W β
j

∂2L

∂uα
i ∂uβ

j

(
duα ∧ dm−1xi − uα

i dm
)

y por tanto

(j1φ)∗iXπ1ΩL = −W β
j

∂2L

∂uα
i ∂uβ

j

(
dφα ∧ dm−1xi − uα

i dmx
)

= 0.
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Entonces, como φ es un extremal

∫
C

(j1φ)∗iXΩL =

∫
C

(j1φ)∗ij1Xπ
ΩL = 0.

(1 ⇔ 3) Esta implicación se da mediante un argumento estándar de cálculo de variaciones.
Si las coordenadas de j1(φt) son (xi(t), uα(t), uα

i (t)), entonces calculamos:

d

dt

∫
C

L(j1φt) =
d

dt

∫
C

L(xi, uα, uα
i )dmx

=

∫
C

(
∂L

∂xi

dxi

dt
+

∂L

∂uα

duα

dt
+

∂L

∂uα
i

duα
i

dt

)
dmx

=

∫
C

(
∂L

∂xi

dxi

dt
+

∂L

∂uα

duα

dt
+

∂L

∂uα
i

∂

∂xi

duα

dt

)
dmx

=

∫
C

(
∂L

∂xi

dxi

dt
+

∂L

∂uα

duα

dt
+

∂

∂xi

(
∂L

∂uα
i

duα

dt

)
− ∂

∂xi

(
∂L

∂uα

)
duα

dt

)
dmx

=

∫
C

(
∂L

∂xi

dxi

dt
+

(
∂L

∂uα
− ∂

∂xi

(
∂L

∂uα

))
duα

dt

)
dmx,

donde en el último paso hemos usado el teorema de Stokes y el hecho de que sólo estamos
considerando variaciones inducidas por campos que se anulan en ∂C. Como los campos que
inducen las variaciones son campos vectoriales verticales, dxi

dt
= 0. Entonces las ecuaciones de

Euler-Lagrange se cumplen si y sólo si d
dt

∣∣
t=0

∫
C
L(j1φt) = 0.
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Ejemplos

5.1. Part́ıcula newtoniana y part́ıcula libre relativista

Sea M el espacio de configuración para un sistema de una part́ıcula. Uno puede describir
el movimiento de la part́ıcula como la gráfica de una curva sobre M . Pensando aśı, uno puede
describir la dinámica a través del haz trivial (R×M, π := pr1, R) y las posibles historias de la
part́ıcula serán secciones de este haz. Podemos identificar a R× TM con J1π de la siguiente
manera: sea j1

t0
∈ J1π. A esta clase de equivalencia le asignamos la pareja (t, [pr2 ◦ φ ◦ τt0 ])

donde τt0 : R → R es una traslación s �→ s+ t0 y [pr2 ◦φ ◦ τt0 ] denota la clase de equivalencia
de curvas tangentes en pr2(φ(t0)). De modo que si (t, qi) son coordenadas sobre R × M , las
coordenadas inducidas sobre J1π son (t, qi, q̇i).
Ahora queremos construir el haz de jet dual y las formas canónicas para este ejemplo par-
ticular. Con las coordenadas que definimos, una 1−forma sobre R × M se escribe como
Hdt + pidqi. Entonces cualquier forma de este tipo se anula por la acción (inserción) de dos
campos vectoriales verticales, esto significa que Z = T ∗(R×M) = T ∗

R× T ∗M y las coorde-
nadas en este espacio seŕıan (t, qi, pt, pi). En este punto ya podemos notar que el haz de jet
dual no es más que el espacio de fase extendido de la mecánica hamiltoniana.
Para este sistema, la densidad lagrangiana es una función L : R×TM → R que en coordena-
das se escribe como L(t, qi, q̇i)dt. Si especializamos las expresiones generales en coordenadas
que hallamos para la transformada de Legendre y la forma de Cartan a nuestro caso, fácil-
mente encontramos que

pi =
∂L

∂q̇i
y pt = L − q̇i ∂L

∂q̇i
= −H

y

ΘL =
∂L

∂q̇i
dqi − Hdt.

27
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Ya que por el Teorema 6 es equivalente tener la forma de Cartan a tener las ecuaciones de
Euler-Lagrange en coordenadas, concluimos que las ecuaciones de movimiento son

d

dt

∂L

∂q̇i
=

∂L

∂qi
.

En el caso newtoniano, la densidad lagrangiana de una part́ıcula de masa m está dada
por L =

(
1
2
mq̇2 − V (qi)

)
dt, donde V (qi) es un potencial que depende sólo de las coordendas

qi. Podemos entonces calcular:

pi = mq̇i y H =
p2

2m
+ V.

Adicionalmente

ΘL = mq̇idqi −
(

p2

2m
+ V

)
dt,

y con esto encontramos las ecuaciones de movimiento:

m
d2qi

dt2
= −∂V

∂qi
.

En el caso de una part́ıcula libre relatvista de masa m, uno considera el haz (R4, pr1, R)
y la densidad lagrangiana

L = −m
√−gμνvμvνdt,

donde g es la métrica del espaciotiempo de Minkowski, vμ = dqμ

dt
, μ = 0, 1, 2, 3 y el lagrangiano

es la expresión coordenada de la masa por el tiempo propio y por lo tanto queda invariante
bajo reparametrizaciones temporales. De acuerdo a los resultados que obtuvimos arriba, uno
encuentra que

ΘL =
mgμνv

ν

√−gμνvμvν
dqμ

y por lo tanto

pμ =
mgμνv

ν

√−gμνvμvν
y H = 0.

Notemos que estas ecuaciones nos dan la condición p2 = −m2.
Además las ecuaciones de movimiento quedan:

d

dt

(
gμνv

ν

|v|
)

=
1

2|v|
∂gνσ

∂qμ
vνvσ,

donde |v| =
√−gμνvμvν .
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5.2. El campo electromagnético

Sea M un espaciotiempo cuadridimensional con una pseudométrica fija g. Como sabemos,
la electrodinámica clásica se puede describir en términos del cuadripotencial. Este resulta
ser una 1−forma A sobre M , es decir, una sección del haz (T ∗M, τ ∗

M , M). Llamemos a las
coordenadas del espacio total de este haz (xi, Aj) y por tanto las coordenadas en J1τ ∗

M son
(xi, Aj, ∂iAj) donde ∂i = ∂

∂xi .
Una 4−forma en Z � J1∗τ ∗

M se escribe como z = pd4x + pijdAi ∧ d3xj y por tanto las
coordenadas en J1∗τ ∗

M son (xi, Aj, p, p
ij).

Esta teoŕıa puede ser descrita mediante el lagrangiano

L = −1

4
FijF

ij
√−gd4x

donde
√−g :=

√−detgij, Fij es una función sobre J1∗τ ∗
M definida por

Fij = ∂iAj − ∂jAi.

y F ij := gikgjlFkl, siendo gij las componentes de la métrica inversa.
Atendiendo a esto, el paso a los “multimomentos” dado por la transformada de Legendre nos
queda

pij =
∂L

∂(∂iAj)
= −1

4

√−g
∂

∂(∂iAj)
FklF

kl

= −1

2
Fkl

(
gikgjl − gilgjk

)√−g

= −F ij
√−g

y

p = L − ∂L

∂(∂iAj)
∂iAj = −1

4
FijF

ij
√−g + Fij(∂

iAj)
√−g

= −1

4
FijF

ij
√−g +

1

2
FijF

ij
√−g =

1

4
FijF

ij
√−g,

y usando la expresión en coordenadas para la 4−forma de Cartan encontramos

ΘL =
√−gF ijdAi ∧ d3xj +

1

4
FijF

ij
√−gd4x

y la 5−forma ΩL = −dΘL queda:

ΩL =
√−g

(
gijgkl − gilgjk

)
dAi ∧ d(∂jAl) ∧ d3xk −

√−gF ijd(∂jAi) ∧ d4x.

Usando los resultados que acabamos de obtener, recuperamos las ecuaciones de Euler-Lagrange
en coordenadas

∂

∂xj

(√−gF ij
)

= ∇jF
ij = 0,

donde ∇ es la derivada covariante asociada a la métrica g.
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