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Capitulo 1

Introduccién

1.1.  Amplitudes de Fotones

En la amplitud de 4 fotones a un lazo se describe un proceso de gran importancia a nivel
conceptual en la electrodindmica, la dispersién de luz por luz. Esta no se ha medido experimen-
talmente, pero en el célculo es donde se tiene por primera vez una interacciéon no lineal entre los
campos y es un efecto que sélo surge a nivel cuantico. La primera vez que se realiz6 este calculo
(Euler and Kockel, 1935) fué usando la teorfa “Hole”de Dirac, ya que se encuentran involucrados
procesos de creacion de pares electrén-positrén. Se obtuvo el siguiente resultado para los campos
eléctrico y magnético

D,L-ZGOZG”'EJ', Bi:HOZMinj
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donde la no linealidad aparece en la correccién cudntica
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El resultado méds importante en esos momentos vino poco mads tarde gracias a Euler y Heisen-
berg (Heisenberg and Euler, 1936), quienes calcularon el Lagrangiano efectivo en el caso de un
campo electromagnético constante. La correccién al Lagrangiano de Maxwell,

1
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4 b

viene dada por

1 [ds 2 e?ab
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donde a2—b? = E2—B2,ab= E - B (la deduccion de esta correccion se puede encontrar en (Itzyk-
son and Zuber, 1980)). Este Lagrangiano proporciona la informacién acerca de las amplitudes de

fotones a un lazo, en el limite de cero energia para los fotones.



Poco despues se obtuvo una versién de este Lagrangiano para el caso de la electrodindmica
escalar (Weisskopf, 1936)

[: _ 1 /OO% —ismji&}
scal — 1672 0 s € sin(eas)sinh(ebS) ’

Afos mds tarde se continué con la investigacion de estas interacciones no lineales entre los
campos (Karplus and Neuman, 1950). Se calcul6 la amplitud de 4 fotones, pero en este caso pa-
ra cualquier energfa. El calculo de la polarizacién no lineal del vacio a cuarto orden se realiz6é
haciendo uso de las nuevas y prometedoras herramientas de la epoca para la electrodindmica,
proporcionadas por Dyson, Feynman, Schwinger y Tomonaga. Se obtuvo el tensor de polariza-
cién del vacio; que da la correcién a la corriente inducida

0ja(x) = —(a2/12f2)/Gabcd(w,xl,:r”,m"')Ab(Jf’)AC(x”)Ad(m”’)dm'daz"dw”’.

Se mostré que este tensor es finito y de divergencia cero en todos sus indices. Siguiendo es-
te acercamiento se calculd el Lagrangiano efectivo recuperando el resultado de Euler y Kockel
nuevamente.

Usando el resultado obtenido para el tensor de polarizacién se calcularon diferentes procesos
(Karplus and Neuman, 1951). Estos fueron: dispersién de luz por luz, creaciéon de pares por dos
fotones, dispersion de la luz en un campo externo y creacién de pares en un campo externo.

En los trabajos realizados por Karplus y Neuman, ellos calcularon directamente las integrales
asociadas a los diagraméas de Feynman, éstas mostraban divergencias U.V. (ultravioleta) espurias
en los diagramads individuales, pero finalmente se cancelan al realizar la suma sobre las permuta-
ciones del diagrama, gracias a la invariancia de calibracién (gauge).

Calculando esta amplitud se han logrado evidenciar los siguientes efectos fisicos:

= Modificacién en las relaciones de dispersion; dependencia de los indices de refracciéon n, y
—
n|| del campo magnético 5, cuando el campo magnético es fuerte;

= Dicroismo (la absorsién del medio depende de la polarizaciéon de la onda entrante), en pre-
sencia campos eléctricos fuertes;

= Dispersion v — ;

= Produccién de pares por un campo eléctrico, tambien llamado efecto Schwinger.

Debido a su finitud (en el ultravioleta e infrarojo), la amplitud de 4 fotones es una de las favo-
ritas a la hora de probar diferentes mecanismos de célculo (De~Tollis, 1964)(Jikia and Tkabladze,
1994; Bernicot, 2008, mds recientemente), y es muy usada como ejemplo para evidenciar nuevos

efectos a nivel tedrico (Duff and Isham, 1979, p.e.). Es también utilizada como modelo para las
amplitudes de 4-gluones (Ellis and Sexton, 1986).



Cabe nombrar que en los casos anteriores sélo se ha calculado la amplitud de 4 fotones con
estos on-shell'. En 1971 (Constantini et~al., 1971) realizaron un célculo con 2 de los fotones off-
shell. Hasta el momento el calculo de la amplitud con todos los fotones off-shell no se ha realizado.

El paso siguiente es el caso de la amplitud con 6 fotones, el teorema de Furry establece que
no hay amplitudes con ntiimero impar de fotones. Para esta amplitud sélo recientemente se han
calculado expresiones exactas, en el caso sin masa, El primer resultado se obtuvo para la amplitud
con violaciéon méxima de helicidad (MHYV, es del tipo (— — + + ++)) (Mahlon, 1994b), este ca-
so resulta ser el mas simple de todos teniendo una accién efectiva auto-dual. Més recientemente
resultados analiticos para todas las amplitudes han sido encontrados con el uso de técnicas mas
modernas (Binoth et~al., 2007; Bernicot and Guillet, 2008). Numéricamente también se han calcu-
lado estas amplitudes no mésivas (Nagy and Soper, 2006). En el caso masivo sélo se ha realizado
el cdlculo analitico para las polarizaciones (++++++) (Bernicot, 2008). También se han realizado
calculos numéricos de las amplitudes de 6 fotones en el caso mésivo (Ossola et~al., 2007).

En el caso general de N fotones también se tienen varios resultados importantes. Primero esta
el teorema de Mahlon el cual establece la cancelacion de las amplitudes (+ + +---+) y (— +
+---+) para el caso no mdsivo on-shell, y con N > 4 (Mahlon, 1994a). Hay un resultado muy
reciente para las amplitudes MHV en electrodindmica supersimétrica (SQED) (Brandhuber et~al.,
2009), donde encuentran unas relaciones entre éstas y las mismds amplitudes para Super-Yang-
Mills (SYM).

Continuando con el estudio de las amplitudes para N fotones en el caso masivo, se ha calcu-
lado el comportamiento a un lazo en el limite de bajas energias (Martin et~al., 2003). Utilizando
el Lagrangiano de Euler-Heisenberg obtuvieron el término dominante de la expansiéon en masa
grande (energia baja). El resultado para la amplitud en el caso espinorial que obtuvieron es

_ _ 2e K N-K _
Fspin[5f§"' ;5};€K+1;"' ;EN] = _ﬁ(_) Cspin(?vT)X?{XNfKa

donde
N i (22472 -+ [(K = 1)KJ? + perm. )
_ _ (N2K) 2 2 _ 2
vk = dx (<<K+1><K+2>> ((K 4 3)(K +4))-- (N = 1)N)? + perm.
K N-K V¥ ( W yN-K~ B BN k41
CSPiH(?T) = (D* 'Z;l lk!l!(Kf;;)!(NjK*l)!’

Para el caso de los fotones la condicién on-shell se refiere no solamente a los momenta en la capa de masa (cono de
luz), sino también a las 2 polarizaciones fisicas (transversales). En el caso off-shell los momenta estan fuera de la capa de
masa y se pueden tener las 4 polarizaciones. Como se refiere a dos condiciones (sobre momentum y polarizacién), en este
trabajo se las llamara con su nombre en inglés on-shell y off-shell.



los B,,’s que aparecen en el numerador son los ntiimeros de Bernoulli y los productos espinoriales,
junto con sus propiedades, se tratan en el apéndice A. En el caso escalar la amplitud toma la forma

m?* (2@)1\7 (K N-K
Cscal

+. A o] — + .-
Fsca1[517"'15K7€K+17"'7€N}_W 57 2 )XKXN7K>

m2

en este caso

K N-K
K N-K 3
K v \N—K -1
(G5 —) = (DFW 3).;;( 1)
(=271 - 2N B By
UK — k)N — K —1)!
Esta expresion es para polarizaciones de la forma ((— — --- — (#par)) ++---+) y (++---+),

el Lagrangiano de Euler-Heisenberg no aporta para el caso de polarizaciones “—"impar. En este
trabajo se calculara el término dominante para el caso (— + ++), y términos subdominantes para
el caso de 4 fotones on-shell y off-shell. Este limite de masa grande se habia estudiando también
para 6rdenes mds altos en los lazos, dos y con N = 10, (Dunne and Schubert, 2002a,b) tomando
todas las polarizaciones “+”

Fuera del ambito tedrico, también existen propuestas de problemds que involucran los tipos
de amplitudes mencionadas aqui, para ser tratados en los futuros aceleradores de fotones como
el Photon Large Collider PLC (Ginzburg, 2009; Jikia and Tkabladze, 1994). Los problemads pro-
puestos involucran aspectos del modelo estandar (fisica de hadrones, Higgs, particulas nuevas) y
también aspectos mds exoéticos (monopolos, unparticles). Esta puede ser otra motivacion para el
desarrollo de nuevas técnicas de célculo de amplitudes, como las que se tratardn en este trabajo.

1.2. El Formalismo Linea de Mundo

También conocido como “Inspirado en Cuerdas”debido a que se llegé a él, principalmente,
tomando el limite de la tensién de la cuerda a infinito en diferentes teorfas de cuerdas (Scherk,
1971; Neveu and Scherk, 1972; Yoneya, 1973). El paso definitivo fue logrado por Bern y Kosower
(Bern:1991aq) quienes lograron establecer un formalismo para el cdlculo de amplitudes en teorias
de calibracién, con un conjunto de reglas que ya no necesita recurrir a ninguna teorfa de cuerdas
en particular. Poco despues (Strassler, 1992) rederivé el formalismo como una teo?ia de campos
en una dimensioén.

Viniendo de la teoria de cuerdas, este formalismo hereda muchas de sus propiedades. Sien-
do una teoria en el marco de la primera cuantizacién, las funciones de Green tienen un aspecto
diferente al de la teorfa convencional y més parecidas a las utilizadas en cuerdas

<X“(017'1)Xb(027'2)> — <J:a(7'1):1:b(7'2)> = G(Tl,TQ)’I]ab.



Otra propiedad es que en presencia de un campo externo, las patas externas se conectan al
lazo (pensando en una linea de mundo cerrada) como operadores de vértice

T
vA :/0 dri - A(z(r))

donde T es el tiempo propio de la linea de mundo cerrada.
La accién efectiva para un campo escalar en presencia de una campo de Maxwell externo tiene
la siguiente forma

T'[A] :/ g efm?T/ Da(r)e” Jof dr (3% +ied-A)
0 T z(T)=xz(0)

Feynman ya habia obtenido la misma expresién, que se muestra en el apéndice de su articulo
“Mathematical formulation of the quantum theory of electromagnetic interaction”.

Bern y Kosower obtuvieron una férmula maestra para el célculo de la amplitud de NV fotones
(Bern and Kosower, 1992), la cual se muestra aqui, pero su deduccién se realizard més adelante

< dT L
Pucalky 215w, en] = (<16 2m)23 (k) [ et a5
0
N T N 1 . -
X E/O dr; exp 1;::1 <§GBz'jki ki —iGpijei - kj + §G3ijgi .€j>

multi—lin(eq,...,en)

donde aparecen las funciones de Green con sus primeras y segundas derivadas

2
T — T
GB(ThTQ) = |7'1—7-2|_%’
. . . S
Gpiz2 = Gp(m,m) =sign(rn — ) — 2%7
g . 2
Gpi2 = GB(TlvTQ):(S(Tl*Tz)fT.

Ellos también implementaron las llamadas “reglas de Bern y Kosower”, de las cuales se esta-
bleci6 la equivalencia con las reglas de Feynman (Bern and Dunbar, 1992)

Aqui no se discutirdn estas reglas. A continuacién se mencionan simplemente las ventajas
respecto a las reglas de Feynman, que particularmente se verdn reflejadas a lo largo del trabajo:

= La organizacién de la invariancia de calibracién es superior.

= Ausencia de momentum del lazo, lo cual reduce el nimero de invariantes cinéticos desde
el principio, y dispara la eficiencia de la técnica de “spinor-helicity”.

= El método se combina bien con supersimetria del espacio-tiempo.



= Los célculos de las amplitudes de dispersién con los mismos estados externos pero con
diferentes particulas circulando en el lazo estdn mas fuertemente relacionados de lo usual.

En el caso de la QED espinorial, también se tiene una accion efectiva. Ahora se incluyen va-
riables de Grassmann para los grados de libertad de espin y se tiene una super integral funcional
(Fradkin, 1966; Barducci et~al., 1981)

oo 2 T .
P[A]:—%/O dTTe_mT/PDm/ADiﬁexp [—/O dT<ia’c2+%¢-¢+ieA-dz—iew-F-w)

En la integral se han incluido también funciones Grassmannianas anti-periédicas )™ (7). Otro

aspecto interesante de esta accion es que ésta exhibe una supersimetria global, lo cual se discutird
en posteriores secciones, la llamada “supersimetria en la linea de mundo”.

Como en el caso escalar, Feynman también tenia una versién de esta accién efectiva, pero
hacia uso de matrices de Dirac en lugar de variables de Grasmann, lo cual no la hacfa igualmente
eficiente para calculos analiticos.

1.3. Organizacion del Trabajo

La idea de este trabajo es mostrar como el formalismo linea de mundo puede exhibir ven-
tajas a la hora de calcular amplitudes de foténes a un lazo, respecto al formalismo tradicional
de diagramas de Feynman (p.e. no hay que regularizar; una sola integral representa todas las
permutaciones de los diagramas). Despues de la breve introduccién acerca del desarrollo de las
amplitudes de fotones se inicia el trabajo de la tesis, donde se calculan algunas de las amplitudes
ya conocidas y tambien se exploran algunos aspectos nuevos de éstas.

En el segundo capitulo se dard una introduccién al formalismo linea de mundo y se mostrara
como se calculan las amplitudes haciendo uso de éste. En el tercer capitulo se usard el resultado
del capitulo anterior para calcular amplitudes conocidas de 4 fotones on-shell sin masa, y también
se calculard esta amplitud tomando polarizaciones arbitrarias. En el cuarto capitulo se tratard la
amplitud de 4 fotones on-shell, pero en el caso masivo. En una parte se realiza la integracién
ntmerica, donde se emplea el programa MATHEMATICA 7.01; en la otra parte se calculan los
terminos subdominates de la expansién para masa grande, los cuales no eran conocidos, tomando
diferentes polarizaciones; al final de este capitulo se realiza una comparacién entre estos dos
resultados (la expansién en masa grande y el numérico). En el quinto capitulo se vuelve a calcular
la expansién para masa grande de la amplitud de 4 fotones, pero con todos estos off-shell y se vera
como se hace manifiesta la invariancia de calibracion, este también es un resultado nuevo para
esta desconocida amplitud. En el capitulo final de nuevo se realizard un analisis numérico para
algunos casos de la amplitud de 6 fotones on-shell, siendo esta la primera vez que se realiza un
calculo numérico de una amplitud de este orden usando un programa como MATHEMATICA,
en lugar de programas especializados como FORM, GOLEM (Binoth et~al., 2009), CUBA (Hahn,
2005), entre otros. Esto con el propédsito de mostrar las ventajas del formalismo linea de mundo.



Capitulo 2

Amplitudes de Fotones en el Formalismo Linea de Mundo

El formalismo linea de mundo es también conocido como el string — inspired (inspirado en
cuerdas) (para una revision (Schubert, 2001)). En este marco se trabaja con la primera cuantizacién
de una particula en la linea de mundo. Los campos en este caso son en una dimensién, el escalar
™ (7) y el espinorial ¢™(7), con el tiempo propio de la particula como parametro.

En este capitulo se verd el mecanismo para el cdlculo de las amplitudes de fotones en el for-
malismo linea de mundo. Se estudiaran los casos escalar y espinorial partiendo de sus respectivas
acciones efectivas. Se podra apreciar la notable diferencia con la teoria de campos tradicional en
el marco de la segunda cuantizacién, aunque sélo hasta capitulos siguientes se verd realmente la
fortaleza del formalismo al aplicarlo en casos particulares.

2.1. Electrodinamica Escalar

En este caso se tiene un campo escalar complejo masivo minimamente acoplado a un campo
de Maxwell de fondo. La accién efectiva para esta teoria es

1 —(0+ieA)? +m?
_ / A / Da(r) o= i dr(iattied A (). @.1)
o T (T)=2(0)

En esta teoria 1-dimensional, se analiza a continuacion el "potencial de interaccién”, a fin de
realizar teorfa de perturbaciones

exp {— /OT driex - A N' H/ driz(r;) - A(z(1y)). (2.2)

Al reemplazar esta expresion en la accién efectiva, se puede visualizar diagramaticamente como

OO

N 0

una expansién a un lazo, y cada término corresponde a un ntimero fijo de interacciones del campo
escalar con el campo externo

OO~ 0T
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Lo que sigue a continuacién es tomar el campo de fondo como una superposicién de ondas
planas

N
Ay =) eigetir, (2.3)
i=1

Con esta especializacion del campo de fondo se introduce el operador de vértice

T
VA k€] = /0 dre - ze*®. (2.4)

Usando lo anterior, la parte de la interaccién en I'sc,[A] toma la forma de una contracciéon de los
operadores de vértice

<‘/S?al,1 s ‘/s?al,N> ) (2.5)

donde estan involucradas contracciones de Wick de campos con exponenciales de la forma

<¢tlz1 elhfran . j;‘JlVN eikN-mN> ) (2.6)

El término a analizar ahora es la parte libre. Se puede ver que ésta tiene la forma de una
Gaussiana

/ dpe=® M=, 2.7)

o0

donde el papel de la matriz lo hace el operador segunda-derivada. Como es conocido, para lle-
var a cabo la evaluacion de la integral, la matriz (operador) debe satisfacer ciertas condiciones
(debe ser simétrica(o) y positiva(o)-definida(o)). Al realizar la suma sobre todas las z(7) se tienen
algunas con valor propio cero, las funciones constantes, por lo cual deben ser removidas. Para
remover estas funciones, la integral se restringe al espacio de todos los lazos fijando la posicién
del “centro de masa”del lazo

xf = ! /OT draz®(T). (2.8)

Ahora se integra [ Dy sobre y(7) = z(7) — zo. El operador d*/dr? se encuentra definido en el
espacio de Hilbert de funciones periédicas en el intervalo [0, 7], donde es invertible, y se puede
calcular la funcién de Green correspondiente, emitiendo una constante irrelevante.
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d 271'171(7'1 72)/T (7,1 _ 7_2)2
ol dT) r2) = Z e =l -l - 29)
n=-—oo
n#0
Para el calculo de esta suma es ttil la identidad de Poisson
o .
D e = §(u), (2.10)

n=-—oo

la cual aparecerd despues de derivar dos veces. Retornando entonces, se tiene

(11 —m)°
T

Esta funcién de Green es la utilizada como funcién de correlacién del campo escalar en una di-

GB(Tl,TQ):|T1—T2‘— (211)

mension,

(" (r)y’(r2)) = =" Gp(71,m2) (2.12)

con la métrica 7., = diag(—1,1,1,1). Como ya se tiene el operador en una base donde es po-
sitivo definido, ahora se calcula su determinante. El determinante de un operador O se obtiene
definiendo la funcién (o de la siguiente manera

i (2.13)

donde los A,, son los valores propios de O y con un pardmetro z € C. El determinante se obtiene
con

DetO = exp (-igo(())) . (2.14)
dz
Para este operador
71'2’17,2
A= T, (2.15)

y se usan algunos valores para la funcién ¢ de Riemann

2=> ni (2.16)

n=1
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Teniendo en cuenta todo lo anterior y la relacién para el determinante con la intergral Gaus-
siana, se puede calcular la integral libre

T
/Dyexp (/0 dri{ﬂ) = (47TT)’D/2. (2.17)

Con los resultados anteriores ya se tiene una nueva forma para la accién efectiva

. dT 2 _
Cecallk1, €155 kN, en] = (716)N/ Te T(4xT)~D/2 <st(‘:‘&1’1 e ‘/SfaLN> . (2.18)
0

A continuacién lo que atafie es la contraccién de los campos en la parte derecha de la ex-
presion, aqui se tienen los campos con exponenciales. Para realizar las contracciones de Wick se
suben al exponente los campos, asi

iki-z; __ CEv,‘,'Iiy’,*f’ik/,‘,'(l'i

57,”9.57;0

lin(e;) . (219)

Al realizar las contracciones van a aparecer términos de la forma (y(7;)y(7;)), (9(m)y(7;)) vy
(9(13)y(7;)) los cuales se entienden como derivadas de G'g(7;, 7;) respecto al argumento corres-
pondiente.

Luego de realizar todas las contracciones se llega a la siguiente expresion para la acciéon efec-
tiva, conocida como la férmula maestra de Bern y Kosower (Bern and Kosower, 1992),

" dT 2 _D
rml[kl,gl;...;kN,gN}:(—ie)N(Qw)D(s(Zki)/ W e 4y~
0

N T N 1 . 1 ..
X H/O dT; exp Z <§G3ij, . kj — iGBijEi . kj + aGBijEi 'f:‘j)
i=1 2,7=1 multi—lin(eq,...,en)
(2.20)

La forma explicita para las derivadas de las funciones de Green es como sigue

: : . T —T
Gp12 = Gp(r,m) =sign(n —Tg)—2¥,
. . 2
Gpi2 = GB(TlaTQ):Zé(Tl—TQ)_T>

(.21)

donde el punto se refiere a la derivada respecto al primer argumento.

Antes de ir al caso de la amplitud de 4 puntos se puede trabajar mas en la férmula para
la accién efectiva. Esto es realizando el procedimiento de integracién parcial simétrica (Schubert,
1998). La exponencial en la accién efectiva, tomando los términos multilineales, adquiere la forma
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N
. L 1
exp|]|multi—tin = (=)~ Px (G'pij, Gpij) exp 3 Z Gpijki - kj| , (2.22)

4,J=1

aqui Py es un polinomio multilineal en los N ¢;’s. Mediante el proceso de Integraciéon parcial
simétrica la idea es remover las G'5;; de Py realizando integracién por partes respecto a las varia-
bles 71, ..., 7w de forma adecuada. Lo que se obtiene luego de este procedimiento es un polinomio
@~ el cual s6lo depende de las G Bij

Pn (Gijj7 GB”) e X Gpiskik; int.parc. | QN(GBij) o3 L Grijkik; (2.23)

En el polinomio Py aparecen los invariantes cinéticos (¢ -, € - k). Después de la integracion parcial
)
los invariantes cinéticos se van a combinar dando forma a los “ciclos de Lorentz” Z,,

Zz(l_j) =E&; k?jEj . k‘z — &5 Ejki . k]‘,
Zn(ilig...in) =tr H[k“ ®€1‘,j — €4 ® k”] (TL > 3)
Jj=1

(2.24)

Otra estructura que se forma debido al proceso son los llamados “7-ciclos”, que son productos de
Gij’s en los cuales los indices forman una cadena cerrada,

GpiviaGBisia  GBiyis- (2.25)

Para mostrar algunos ejemplos de cémo funciona el formalismo primero se trabaja la amplitud
con N = 2, la polarizacién del vacio en QED escalar; el polinomio en este caso es de la forma

Py = Gpiger - kaGpaiea - by — Gprazr - 2. (2.26)

Integrando por partes el segundo término, en presencia de la exponencial, puede ser respecto a

T1 O T2, se obtiene lo siguiente

Q2 = (e1 koo ki —e1- 2kt - k2)Gp12Gpn
Z>(12)Gp12Gpar. (2.27)

Otro caso para mostrar como ejemplo es el de tres puntos, donde se tiene
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Py = Ggpuer-kiGpajea - kjGpares - ki

~[Gprae1 - e2Gpsies ki + (1 — 2 — 3) + (1 — 3 — 2)].

(2.28)
Despues de realizar el proceso de integrar las G';;’s se obtiene
Qs = Gpuer - kiGpojes - kiGpares - ki
1. ) . .
+§[G312€1 -e2(Gp3ies - ki(Gpujky - kj — Gpajks - kj)
+(Gpaies - k1 — Gpases - k2)Gpsjes - kj) + 2 permutaciones].
(2.29)
El resultado anterior se puede escribir de manera mas compacta como:
Qs = Q3+Q3,
Q3 = Z3(123)Gp12GpasGpai,
Qg = 22(12)G312G321C;B3¢83 -k + (1 — 2 — 3) + (1 — 3 — 2).
(2.30)

El indice superior en los componentes de ()3 indica el “7-ciclo”contenido en esa expresién, éstos
siempre van acompafados por un “ciclo de Lorentz”.

Sélo hasta este punto se tiene una forma final para ) 5 independientemente del camino que se
siga para la integracién por partes. En los casos siguientes, esto no se cumple. Siguiendo (Schu-
bert, 1998) se adquiere una forma para la amplitud de 4 puntos invariante de permutaciones

Qi = Qi+QI+Q7+Q7F

1 = Z4(1234)Gp12Ga3Gp3aG pa1 + 2 permutaciones,
Z = Zg(123)@312G323G331G34i54 - k; + 3 permutaciones,
Q7 = 7:(12)Gp12Gpar |:)\ij34GBSj53 kjGpaic - ki
+%G’Bg4€3 ey (l{mGBgikg ki — 5i3(;’34ik4 . kl)} + 5 permutaciones,
P = Z,(12)Gp12Gp2122(34)Gp3aG pas + 2 permutaciones

(2.31)

donde se han introducido los simbolos x;; y Aijki, los cuales cumplen
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0, a=1
Kai = (2.32)
1, a##i
0, a=ib=j
Aabij = (2.33)

1, otros casos.

Estos se incorporaron a fin de no tener cadenas cerradas fuera de los “7-ciclos”. Las estructuras
en las cuales se tienen productos de funciones de Green donde sus indices no forman una cadena
cerrada son llamadas “m-colas”. Para esta amplitud se tienen una 1-cola y una 2-cola

GBjifj - ks,
. ) 1. ) )
XijimGBijer - kjGBmiem - ki + §GBszz “Em (HimGBukz ki — kuGBmikm - kz):| .
(2.34)

() =

T2 (lm) =

Finalmente la forma compacta para la amplitud de 4 fotones a nivel de un lazo en QED escalar,
sin G Bij’s, es la siguiente:

4 *dT
Fscal [kl, E15 ey k47 54] = € / 7T47(D/2) eisz

(47)D/2

1 4
. T
X/ duldusz3dU4Q4(GBij)exp 5 E GBZ_]klk_]
0

ij=1

(2.35)

donde no se ha puesto la funcién delta de la conservacién del momentum, que sale de la inte-
gracion de . En la expresion anterior se ha realizado un reescalamiento al circulo unitario, de la
;) = 2(u; —
1 se estan tomando en cuenta todos los cruces de patas que se puedan presentar en la amplitud,

forma 7; = Tu;, G Bij = Sign(u; — uj). Al realizar la integracién de los u;’s entre 0 y
por tanto en esta expresién se tiene la contribucién de todos los diagramas de Feynman de una

vez.

2.2. Electrodinamica Espinorial

En la seccién anterior se realizé el calculo de la amplitud para el caso escalar con el mayor
detalle posible. El mecanismo funciona de manera muy andloga para el caso espinorial, por tanto
en esta seccién no se discutirdn mucho los detalles de calculo. La accién efectiva para el caso
espinorial es de la forma
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dT _, »
Topin]d] = ﬁ/ —*mT/Dx/Dz/;
pin[4] 2, T P

XeXp[_/TdT<l¢2+l¢.¢+ieA-¢—iew-F-¢) (2.36)
0 47 72

Ahora en la suma también se incluyen funciones Grassmannianas antiperiodicas ¢“(7), las cuales
hacen el papel de campos espinoriales en una dimension.

Analizando la parte libre de los ¢’s en la integral se pueden calcular las funciones de correla-
cién. En este caso no se tiene modo cero, debido a la antiperiodicidad. Asi, para las funciones de
Green se tiene

5 d -1 0 271'1(n+1/2)(7'1 T2)/T ) o 037
(m1] (E) |T2) = :z: 2ri(n 1 1/2) = sign(r1 — 72) = Gr(71,72), (2.37)

las cuales juegan el mismo papel como en el caso escalar

W)t (7)) = 30" G (1, 7o), (2.39)

La integral total del término libre también se calcula con el determinante de d/dr. De esta manera,

/ Dy exp { /0 ' dT;zp.z/}} =4. (2.39)

De nuevo se realiza el mismo trabajo de especializar el campo de fondo como superposicion
de ondas planas. Para el término de interaccion, se realiza la misma expansién como en el caso
anterior, pero esta vez se tiene un operador de vértice de la forma

T
Vialk,e] = /O drle - & + 2ie - Yk - Y] 2. (2.40)

Juntando todos los ingredientes anteriores, como se hizo en el caso escalar, se tiene la siguiente
forma para la accién efectiva

) 4T -
Fspin[khsl;...;kN,EN]:72(716)]\]/ T T(4rT)~ D/Q<vqpm1 v;gin,Ny (2.41)
0

Antes de obtener la expresion para la amplitud de 4 fotones en QED debe discutirse otro as-
pecto que se hace manifiesto en el formalismo linea de mundo, lo cual se discutira en la siguiente
seccion.
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2.3. Supersimetria en la Linea de Mundo

En esta seccién se mostrara cémo el Lagrangiano de QED en el formalismo linea de mundo
tiene supersimetria global. A fin de realizar este andlisis de manera adecuada se introduciré el
formalismo de supercampos en una dimensién. Se analiza de nuevo el Lagrangiano

L= imba + %% )%+ ieda A — iet® Fa )l (2.42)

Introduciendo los supercampos

Xa _ za_’_\/igwa’

Y = X*—uag,
(2.43)
con zy como el “centro de masa”del lazo para la parte escalar, y la superderivada
0 d
D=_——-0— 2.44
00 o dr’ (2.44)

donde aparece la variable de Grassmann 6, para la cual se toma la integracion en el sentido de
Berezin

/ 99 = 1. (2.45)

En este formalismo, para la accién efectiva se tiena una superintegral de camino (Polyakov, 1987)
de la siguiente forma compacta

e’} T
Copin[A] = —%/0 d?T e_mQT/DX exp {—/O dT/dé' <—%X -D3X —ieDX - A(X))} )

(2.46)
El Lagrangiano que se encuentra en la exponencial
L= &X -D3X —ieDX - A(X), (2.47)

es invariante localmente bajo las siguientes transformaciones de supersimetria globales, “super-
simetria en la linea de mundo”, con un pardmetro n de Grassmann
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ozt = —2m°
ot = na®.
(2.48)

Con las condiciones de frontera establecidas, en la accién esta supersimetria se rompe debido a
las condiciones de anti-periodicidad de los ¥’s.
Los operadores de vértice en el formalismo de supercampos toman ahora la siguiente forma

spin

T
VA [k el = dr [ dfe- DX explik - X]. 2.49
] / r [ b= DX explik- (2.49)

Para estar de acuerdo con el resultado anterior para ‘/s?)in se introducen vectores de polarizacién
¢ Grassmannianos también.
La funcién de correlacién entre dos supercampos combina la parte escalar y espinorial

<Ya(7'1, 91)Yb(7'2, 62)> = —77abGA(T17 91, T2, 92) (250)

donde la funcién de Green (superpropagador) es de la forma

G(T1791,T2,92) = GB(7-177-2) + 9192GF(7'177'2). (251)

La férmula para la amplitud para N fotones se puede obtener de forma analoga al caso escalar

< dr _D
Pspin[kl,ffu veny ]{ZN,EN} = —2(—i€)N(27T)D6 (Z kz) / ? eimET(4’/TT) g
0
N T N 1. ) 1 )
X H/O de/dHZ exp Z (iGUkb . kj + ll)LC;”Ez . k‘j + §D1D]G”€Z . Ej)
i=1 hi=1 €1..-EN
(2.52)

Realizando el mismo desarrollo de la exponencial en términos multilineales en ¢...c ;v se obtiene
un resultado anélogo al caso escalar, con el mismo Py se tiene

N
R N 1 .

4,j=1

La idea ahora es realizar la integracién por partes para deshacerse de las segundas superderi-
vadas. En este punto se tienen superciclos y supercolas, donde los d/dr;’s son reemplazados por
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D;’s. Pero, existe una diferencia y es que para este caso D;G;; # —D;G,;. Esto lleva a cambios en
algunas estructuras. Por ejemplo, la 2-cola para el caso supersimétrico adquiere la forma

~ ~ ~ 1 ~ A
TQ(lm) = DlGligl : kiD7rLij57n . kj + E[DlGlmffl : 5mDme]‘km . kj + (l A m)} (254)

Recordando que el desarrollo de la exponencial es multilineal en ¢;...ex, y que en la férmula
para la amplitud cada ¢; viene acomparfiado por un D;, se ve entonces que estos tiltimos aparecen
exactamente una sola vez en Py, luego de la integracion por partes. Analizando la forma explicita
de las superderivadas

D;Gij = —0:Gpij + 0;Grij, (2.55)

se puede ver que el §; que acompafia a un G'p;; en la cola no es de los mismos que aparecen en
los ciclos. Por tanto, éste sobrevive. Pero los §; que acompafian a G r;; ya estan en los ciclos, por
lo que no sobreviven. La tinica forma de que aparecieran G r;;’s en las colas seria si se formaran
ciclos, pero éstos ya se vi6 anteriormente que no aparecen en las colas. De esta forma las Gr;;’s
s6lo pueden aparecer en los ciclos.

Antes de mostrar la forma como cambian los ciclos para la parte espinorial se puede ilustrar
lo anterior con un ejemplo. Para el primer término de la 2-cola 75 (34) se tiene

D3G3;D4Gaj = (03G 3 — 0;Grai)(04Gp,J — 0,Graj). (2.56)

Los indices i, j corren de 1 a 4, pero no debe aparecer i = 3, j = 4 juntos, que seria la tinica
forma de que algtin G r;; apareciera en la cola. Los demas se cancelan todos, ya que los §’s que
los acompanan estdn en el ciclo.

Asilas Gr;;’s que aparecen en la amplitud espinorial vienen de los superciclos

. . A n(nt1) . . .
/den <+ d0;, DiyGiyiy Diy Gigig - Diy Giiy = (=1) 2 (GBiyi,GBisig - - GBiyiy
_GF’i1i2GFi2i3 tee GFLnLl) (2'57)

Finalmente, la amplitud para IV fotones en QED espinorial tiene exactamente la misma estruc-
tura que para el caso escalar, recordando el caso de N=4

Q4 = G(1234) + 2 permutaciones
+G(123)T1(4) + 3 permutaciones
+G(12)T»(34) + 5 permutaciones

+G(12)G(34) + 2 permutaciones
(2.58)
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donde G(ij...) representa a los 7-ciclos acompafiados por sus respectivos ciclos de Lorentz
A parte de un —2 global, el cambio en la estructura es sélamente en los ciclos, los cuales al
pasar de escalar a espinorial cambian de la siguiente manera

GBii,GBisis " GBini, — GBiinGBisis * * GBiniy — GFiviaGFizis - GFiyiy - (2.59)

Lo cual es un resultado notable del formalismo linea de mundo, muy diferente a la teorfa de
campos convencional. Este remplazo de los ciclos también se puede realizar siguiendo las reglas
de Bern y Kosower para el caso de escalar a espinorial’ (Bern and Kosower, 1992), las cuales no
se discutieron aqui.

Ya se tiene entonces la expresion para calcular la amplitud de 4 fotones en QED escalar y
espinorial. Lo que sigue capitulos posteriores es el uso de esta expresion para calcular diferentes
casos particulares para dicha amplitud, y atin més visualizar nuevos aspectos de esta.

Mas atin tienen un conjunto de reglas para pasar de escalar a vectorial.
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Capitulo 3

Amplitud de 4 Fotones On-Shell con m =0

En este capitulo se usara la expresion para Q4 encontrada en el capitulo anterior a fin de
calcular amplitudes de 4 fotones on-shell sin masa en el caso escalar y espinorial, resultados que
ya son muy conocidos (Binoth et~al., 2002; Bernicot, 2008). Para las amplitudes se tendran en
cuenta las polarizaciones usuales A(++++), A(—+++) y A(——++). La eficiente técnica spinor-
helicity (ver Apéndice A) serd utilizada a fin de obtener considerables simplificaciones en los
ciclos y en las colas, para asi tener que calcular la menor cantidad de términos posibles en cada
amplitud. En la parte final se realizardn los célculos para polarizaciones arbitrarias, los cuales no
se habian realizado hasta el momento. Para calcular las integrales de este capitulo se emplea la
técnica discutida en el apéndice E de (Schubert, 2001). Las variables de Mandelstam utilizadas en
este trabajo para 4 puntos tienen la forma!

s = (k1 +k2)?
t = (kg + k3)2,
u = (k‘l —+ k3)2,
(3.1)
y cumplen
s+t+u=0. (3.2)

3.1. Caso Escalar

Tomando primero el caso mds simple A(— + ++). Aplicando spinor-helicity se fijan los mo-
menta de referencia (k4, k1, k1, k1) para los correspondientes vectores de polarizacién, lo que lleva
a lo siguiente

i €&y :0, 27]21774 (33)

Tambien, para los otros productos se tiene:

1Otras convenciones muy utilizadas para variables de Mandelstam son tomando el negativo de las que se usan aqui.
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]C4'<€1:k1'€2:k1'83=k1’€4=0
k3-e1=—ko-€1, ky-co=—k3-ca, ky-e3=—ko-e3, k3-c4=—ko-cy4.

(3.4)

Con las reglas anteriores, el integrante adquiere la forma maés simple posible para una amplitud
de 4 fotones

Qi1 =1 - kaeo - kaey - kacs - k3(Gprz — Gpi13)(Gp2s — Gpaa)(Gp2s — Gp3a)(Gpas + Gpaa).
(3.5)

La integral es ahora mucho mas facilmente realizable, y para esta amplitud se obtiene el resultado
esperado

16
Ascal(* + ++) = le - kseo - kyes - kyey - k3. (36)

El caso que sigue A(— — ++) es un poco menos trivial. Los momenta de referencia se fijan
(K4, k4, k1, k1), 1o cual lleva a menos cancelaciones

61-62251'63:61-64262-54253'54:0,

51'k4:€2'k‘4263'k1=<€4‘k1:0,

€1 k3= —¢c1-ko, e2-k1 = —e2-k3, e3-ky = —e3- ko, €4- ko = —€4- k3,
€2 - kzez - ko
€9 3= ——2°2 =
kg - k3

(3.7)

Con las condiciones anteriores se obtiene una cancelacion de todos los 3-ciclos. Los otros terminos
contribuirdn en )4, quedando de la forma

Qi = e1-kogz-kies - koes  ka((Gp13Gpia — G13)Gp2sGpoa
+GBIQ((GBIZ - GBI4)GBQ3 + (GBIS - GB12)GB24)GB34
+(Gp12 — Gp13)(Gpi2 + Gp23)Ghay).
(3.8)

Se realiza la integral anterior y se obtiene

Ageat(— — +4) = i—fgl koo - key - koey - kz[ - Z—;‘H n ? In (%) - tsi;an (%)} (3.9)
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La amplitud A(+ + +4), aunque se nombré anteriormente de primera entre las tres, es la que
tiene las relaciones menos triviales entre los €’s y los &’s. Se toman como momenta de referencia
(ka, k1, k1, k1) como en A(— + ++) pero se obtienen las relaciones:

62-63262'54263'64:0,

62']€1:53'k}1:€4'1€1:€1'k420,

€a- k3= —co-ky, €3 ko= —e3-ky, €4-ko=—c4-k3, €1 -ka = —e1- k3,
_El'kzé‘z‘kq
&1 kgeg -k
61.64:7/€1'/€4€1'/€264'k2
ka - kaky - ko

(3.10)

Los productos k; - k; se pueden convertir a variables de Mandelstam y luego realizar algunas
simplificaciones con éstas, pero atin asf la expresién no obtiene una forma simple y compacta
como las anteriores. Como la expresién resultante es tan grande, es mejor escribir los aportes de
cada una de las partes de Q4 por separado, a fin de una mejor visualizacién

1
Qs = 2505} ~ksea - kaes - kaea - ks3(Q) + Q% + QF + Q3°),
1= _4(tUGB13GB14GB23GB24 — 5tGp12Gp14GR23GRas + SUGB12GB13GB24GB34)7
2 = 4(*8UG3126313GB23GB24 - 3tGB12GB14GBQ3GB24 + SuGB12GBl3GBz3GB:34

+tuG p13G p14G B23CGpss — stGp12Gp14Gp2aGpss — tuGp13Gp14Gp24Gp3d
+SUGB12G323G324G334 - suG313G323G324G334),

Qi = stGp12Gp1aGrhos + tuGp13Gp1aGhys — 25°Gh1,G pasGpas — 2u”Gh 3G pasCG o
—2752@2314G3230324 + 25U0312G2323G324 — 28UG1313G2323@B24 + tUGBl4ézBQ3GBQ4
+tuG p13G B14Ghas — 25uG B12G BasGhyy + 25uG B13G BasG gy + tuG 153G B23G a4
+282G2312@B236334 + 2U2G2313G323G334 + 2t2G2314GB23G334 - 28uG312G2323G334
+23UGB13G2323GB34 + 3tGBl4G2B23GB34 —252G%1,G posGpas — 2U2G2313GB24GB34
—212G%,,G B24G p3s — 25uG B12G%0,G B3s + 5uG B13G%50,G B3 + SUGB12G313G2334
+8tG3120314G2334 - StGBmGBz?,GQBM — 2$U9312032302334 + QSUGB13GB23G2334
+suGBl2GBz4G2334 - 28uGB13GBz4G2334 + suG p12G13G%0,,

P = 2PCG51uGhas + v Gh13Ghay + 5°Gh12Ghsa)

(3.11)

Aunque para esta amplitud se tienen tantos términos por integrar, el resultado es muy simple
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16
Ascal(++++) = ~afl kseo - kyes - kyey - k3. (3.12)

Asfi para el caso de QED escalar las tres amplitudes que se obtuvieron estdn de acuerdo con
las obtenidas con el método tradicional con integrales de Feynman

3.2. Caso Espinorial

El poder del formalismo linea de mundo se hace més evidente en el paso del caso escalar al
espinorial. No es un cambio nada radical el que se presenta en las integrales. Como se mencioné
anteriormente el cambio sélo se da en los ciclos de derivadas de funciones de Green,

GBilizGBigzg e GBinil - GBiliz GBi2i3 e GBinil - GF’Z-]izGF'L-2i3 e GFiniJ .

Después de realizar el respectivo cambio en los ciclos para cada una de las expresiones de Q4
anteriores, los resultados para cada una de las amplitudes que se obtienen en QED espinorial son
de la forma

Agpin(++++) = —2A,ca(++++) (3.13)
Aspin(f + ++) = 72Ascal(7 + ++) (314)
32 t2+u? 5, u—t qu
Aspin(_ - ++) = —5—261 . k2€2 . k1€3 . k‘2€4 . kg I:l + 952 s B In (?)
2+u? 5 u
+— (?)} . (3.15)

3.3. Acercamiento General

Para la amplitud de 4 fotones, en general sin tomar polarizaciones ni momenta de referencia,
Q4 tiene 66 términos. Se desea realizar este calculo, pero no tiene sentido nada practico realizar
las 66 integrales. Buscando un resultado general en las polarizaciones para la amplitud, en el
desarrollo de este trabajo se encontraron ciertas simetrias de permutacion en los terminos de Q4
con el denominador, que permiten igualar unos términos con otros. Tam bien se usé otro hecho
conocido y es que permutando indices en los términos individuales de Q4 se pueden obtener
unos a partir de otros. Como se verd en esta seccion, el notable resultado es que para generar los
66 términos s6lo se necesitan realizar 7 integrales.

La igualdad entre algunos términos se puede ver analizando la estructura en el exponente de
la expresioén para la amplitud, escrito con variables de Mandelstam

4
1
E Gpijki - kj = §(G312S + Gp13u + Gpuat + Gpast + Gpagu + Gp3as), (3.16)
i<j=1
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es invariante bajo intercambios de dos indices a la vez (e.g. (1 < 2), (3 < 4);...). Esta simetria se
transmite también al término que multiplica a la exponente mediante un cambio de variables en
la integral. Asi algunos términos no necesitan integrarse por tener el mismo resultado. En el caso
de la 2-cola esta simetria serd de gran ayuda.

El otro aspecto es que permutando indices se puede llegar de un término a otro. Por ejemplo
en el caso de un 4-ciclo

GBI2GB23GBB4GB41 ﬂ} G813G332GBZ4GB41- (317)

Las permutaciones de los indices se transmiten a intercambios entre la variables de Mandelstam
en el resultado final.

De esta forma calculando sélo 7 integrales se generan todos los términos de la amplitud, como
se verd a continuacion:

Se define la integral para la amplitud

Q1 (Gaij)
{Z?<j:l Gpijhi - k;

A continuacién se muestran los resultados para cada parte de esta amplitud. Introduciendo

1
I=Tr4- g)/ duydusdusduy (3.18)
0

I

algunas abreviaciones

on = SH +t’7l +u7l7
(1 —¢/2)T%(1 4 ¢/2)
T = .
r T(l+e)
(3.19)
Para la primera parte de la amplitud se tiene el siguiente resultado:
I} = Z4(1234)rf, + Z4(1324)r1, + Z4(1243)r], (3.20)
donde, en el caso escalar,
rh = Gih (3.21)
con
19 st \\ !
4 _ 2
6t = (12 ()
o 9488 + 2357t + 55552 + 735543 + 62sHt* + 73555 + 55526 4 23s5t7 4 418\ 1
X (1 +€e'm )
4852t2ut

(3.22)



26

64 8
L = ~ o + @(t(21n3+lnt+lnu) +s(lns+2Int + Inw))

2 2,2 4 3 2,2 3 4 2 /(S
+m[st (35 F 453 — 226217 + dst +3t)1n (E)

¢
—u3(52 (853 + 2252t + 1452 + 3t3) In? (f) + (8t3 + 2225 + 14852 + 353) In? (—))

u u
st (s (485" +1205%u + 805%u? — 24u’ — 3stu?(Ins + nt) ) In G)

t
+16u” In (—) —3stu(2In® s + In* ¢ + In? u))} ,
u

(3.23)
los otros términos se obtienen con
7”32 = 7"31(3 — u)
T4z = T (t < U)
(3.24)

Para el caso espinorial no es necesario el factor global G}, ya que es mas simple

128 4 s t
4 _ 3432 2y 7,2 3,4 2
t
stu(s (251 +45% + 2527 1 95t + 36 In (2 ) 435" + 957+ 25%2 + 45t + 26 n (=)
u u
+45%%u%(295% — 6u*(In s + Int) + 555t + 29t%) + s3u* (35 + Tu) In? (£>
u

— (455 + 2357t + 525542 + 61553 + ddsttd + 61537 + 5250 + 235t + 4t8)] ,

= Th(s e ),
ris = Tt o).
(3.25)
Resultado para la segunda parte de la amplitud:
G3
I = ﬁ [Z3(123) Ry (4) + Z3(124) R1(3) + Z3(143) R1(2) + Z3(423) Ry (1))
(3.26)

donde, para el caso escalar,
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5e2\ —1 w2 303 — 802 \\ !
3 _ o€ T 9 2 3
Gy = TF(1+2E+ 3) (1—’_24E (3+ 652t202 ))
(3.27)
aqui

3

Ri(4) = > rues-ki, (3.28)
i=1

los otros R;(i)’s se obtienen cambiando el indice de € y con la respectiva permutacion, el otro
término es como sigue

16(s — 8(sInu —ulns
ryg = (862 u)+ (s nue UIlé)+2(sln2u—uln2s)

o o) o) s )
+M(t —s)In® (%) + M(u —t)In’” (E) * &SJ(S ~u)hn® (5) ’

3u? 352 U 3t2
T2 = —ra(l < u),
T43 = *’I“41(S d t).

(3.29)

En el caso espinorial aplica la misma estructura para los R (i)’s, el cambio en los términos que
la componen es de la forma

Gi = rr (1 + ze)_l (1 - W25(M>)_1

6 288s2t2u2
(3.30)
o= PR gm0 (e (5) v () +oteme (7))
—|—stu<s3(s —t)In (;) +ud(u—t)In (%) + 3su(u(t —u)Ilns+s(s —t)In u))} ,
T2 = —ra(t < u),
ra3 = —ra1(s & t).
(3.31)

Resultado para la tercera parte de la amplitud:
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I = rr[Z,(12)Z234)rF + Z2(13) Z2(24)r3° + Z2(12) Z2(43)r37]
(3.32)

donde, en el caso escalar,

8(slns+tint+ulnu) 2
22 2,2 20,2 2
= - t t= — 4t
E estu 3s2ttut [88 w3 ut 3u’)

+47%(6t% + 10t7u + 3t%u? + 4t*u* + 3t%u® + 10tu” + 6u®) — 3stu(sIn’ s + tIn t + uln’ u)

(2487 + 40F + 1267 4+ Thu + 3u%) In? (2

+u(3t° 4 Ttru + 12620 + 40tu* 4 24u°) In? (f) — 130 (3t? — 2tu + 3u?)In® (7)

u u

8stu(u?(6u® + tu = 32)In () + (66 + tu = 3u%) In (7)) .
u

B o= o)
22 = r2(t ).
(3.33)
Ahora el caso espinorial
ri? = _16 [s (tu4(—3t2 + tu + 6u?) In (f) + t*u(6t + tu — 3u?) In (f)) + ttu In? (E)
! 352ttt u t u
+s(st4(3t2 — tu — u?) In? (;) — sut(t* + tu — 3u?) In* <£)>
u
+52t2u?(3t? — dtu + 3u?) + 72 (3% + 5tTu — 3t9u3 — tut — 3t3u’ + 5tu” + 3u8)} ,
= s o),
r3 = it < u).
(3.34)

Finalmente el término mas extenso de la amplitud, que se simplifica gracias a la simetrfa de

permutaciéon que se mencion¢ al principio de la seccién:

ZQ(lQ)T‘F{(Eg ckieg - k1 +e3 - koey - k‘g)?”i(l) + (83 ~kieq - ks +e3 - kaey - k‘g)?”i(Q)

1) =
*(63 . k’2€4 . ]{,’3 + €3 - k’4€4 . ]ﬁ)’f’i(i&) + €3 k254 . klri(4) + €3 - k’1€4 . ]CQTE(5)

%53 ceq[(ks - k1 + ka - k2)ri(6) + (ks - ko + ks - k)73 (7)]
(3.35)

éste es solo el primer término de I, 2, los otros se obtienen realizando las permutaciones.
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En el caso escalar se tiene

16 8(4s+uln(t) + tln(u)) 2 S
) = —- [t°(45% — 6su — 3u%) In? (7
ra(l) tue? stue 352303 | (4s su=3u)ln t
t
+u? ((753 — 3su?) In? (f) —2t%1n? (—))
u u
t
+stu (853 In (%) —8u?In (—) — tu(3uln®t + 3tIn% u + 8s(31In u — 7)))
u
“r2(415 + 185 + 21142 + 166%0u° + 21120 + 18tu5 + 4u6)},
(3.36)
16 8(ulns+slnu+4t) 2 s s
2 _ 3@ 2 2 5
ri(2) = T + prav 35210y [S(Stu (6u” + 5tu — 3t°) In (;) — 8t°uln (;)

+5t3(35% 4 4st — 3t%) In? (%) + 45(652 + 10st + 3t%)u® In? (E))
u

+t3(3s 4 4t)u® In? (z) + st?u?(8t*(3Inwu — 7) + t(u(31n? s — 8) + 3sIn? u) — 24u?)
u
+72(4s7 4 2255 + 455502 + 405> + 10s3u + 30s%u° + 13s5uS + 4u7)] ,
ri3) = —ri@)(t ),
(3.37)

8(8111(% +uln (L 9 s ¢
i = - )stue ( )) NEET [St(SU4 (2u n (ﬂ) 3t (ﬂ))
+t2u (48t + 88tu + 3u*(8 +Ins + Int)) In (%)) + st?u?(8s(3t + u) + 3u?(In® s — 2In* ¢ + In®u))
—st2(24¢% + 56t3u + 4022 + 14tu® + 3u®) In2 (;) — su3 (33 + 8%u + 10tu? + 8u°) In® (f)

u

t
+t2u3 (3u? — 2tu — 3t?) In? (—) —272(1287 + 445%u + 60s°u? + 33s%u® + 5sPut — 3s5%u® — u7)] ,
u

r3(5) = ri(4)(t < u),
(3.38)
16 8(4t+ulns+ slnu) 2 s s
2 30,2 2 5
5 (6) e o YT [SStu (6u” + 5tu — 3t°) In ” 8st’uIn ;

E . P t
+5%t%(352 + 4st — 3t) In? (;) + 45%u> (652 + 10st + 3t%) In? (Z) + t2u?(3s + 4t) In? (a)
+st?u*(8t2(3Inu — 7) — 24u” + t(u(31n* s — 8) + 3s1n u))
2 (24uT + 5680 + 366207 + 5t4u® + 3t°u2 — 65u — 4t7)} 7
ri(7) = ri(6)(t = w).
(3.39)
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En el caso espinorial

32 4 s S
0 = A s (2) - an o (2)
ri(1) e~ 325 | t*u(t + 3u)In o)+ tu” (3t + u) In -
3 2(5 35 25\ _ o3, 3.2 (L
—l—s(st (2t 4 5u) In (t) + su”(5t + 2u) In (u)) 2t°u” In (u)

+72(s — t)(s — u)(t* + 2t3u 4 2tu® + u*) — 4st*u®(7s + 3ulnt 4 3tIn u)]

(3.40)
32 1 s S
2 _ 92 5 s di9s _ 2 (8
) = sue  3s2tu’ [8(4t uln(t) +st'(2t —u)In (t)
302 a2 s _ 3 2(3
+4tu®(3t° — 5tu — 6u”) In (u) + s(t — 2u)u’(5t + 6u) In (u))
—2t43 In? (E) + 4st?u®(tu + 3u® + t*(7 — 31nu))
u
+r2(2t7 + 3t%u + 2t® + 6t%u* — 15¢%u° — 28tu® — 12u7)],
ri3) = —ri@)(t < w),
(341)
4 s t
2 _ 3
ri(4) = R o [s<2tu (s(s + 5u)In (;) —t(t + 3u)In (u))
542 2 2 s
2st*u(3s° + 16st +t°) In (t))
3(a42 a2 (S 40, 2(5\) o3 47 2(F
+s<st (3t* 4 14st — s%) In (t) + su™(s — 3u)In (u)) 2t°u” In (u)
+45% %0 (s — 2t) + 72 (1257 + 4450 + 570 + 27s%® 4 25%u? + 65u’ + 2u7)} ,
ri(5) = ri@)(t ),
(3.42)

32 4 s s
2 30,2 2 5
ri(6) = T [4stu (6u” + 5tu — 3t°) In (E) — 4st°uln (%)

t
+s2 (t4(25 + 3u) In? (;) +ud(u — 55)(s + 3u) In? (i)) + 2t*u3 In? (—)
u u
+72(257 + 115% + 245°u? + 23s*u® + 8s%u* + 185%u® + 8su® + 2u")
—4st?u*(7s* + 13su — 3t Inu + 9u2)} ,
ri(7) = 6t < u).
(3.43)
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Teniendo las expresiones anteriores para cada término de Q4 se puede generar cualquier am-
plitud fijando s6lamente los momenta de referencia para las polarizaciones, que llevan a las dife-
rentes cancelaciones. Esto finaliza el analisis general para esta amplitud.

Se realiz6 un analisis exhaustivo de la amplitud de 4 fotones on-shell sin masa. En el capitulo
siguiente se seguira trabajando con la misma amplitud de 4 puntos on-shell pero ahora con masa
en el lazo.
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Capitulo 4

Amplitud de 4 Fotones On-Shell con m # 0

En este capitulo se continua estudiando la amplitud de 4 fotones, pero con un lazo masivo. En
la primera seccién se realiza un andlisis numérico de esta amplitud para las diferentes polariza-
ciones. En la seccién siguiente se realiza el calculo de los términos subdominantes de la expansién
para masa grande. Al final, se comparan los resultados analitico y numérico. También se realiza
la comparacién con la expansion para masa grande.

4.1. Integraciéon Numérica de las Amplitudes

La amplitud de cuatro fotones con lazo masivo ha sido calculada analiticamente en varias
ocaciones haciendo uso de diferentes técnicas (Jikia and Tkabladze, 1994; Bernicot, 2008). La im-
plementacién numérica de dichas amplitudes no ha resultado ser una tarea trivial. En esta seccién
se muestra que dicha implementacién es muy simple en el formalismo linea de mundo, al punto
de realizar la integracién numérica utilizando las rutinas construidas de MATHEMATICA 7.01.

Para estas ampliudes, se tomardn las mismas polarizaciones y los mismos momenta de re-
ferencia que se usaron en el capitulo anterior. La métrica que se usa en este capitulo tiene la
signatura (1,—1,—1,—1). Los Q4’s del numerador permanecerdn iguales. El tinico cambio que
trae la masa es que la integral ahora se ve como:

1 s ..
A(s,t,u,m) = / dutdusdusduy Qa(Gpij) 5 4.1)
0 |:TTL2 + Z?<j:1 GB,‘jki . k]:|

Lo anterior expresa la amplitud on-shell para el caso masivo. Para cambiar del caso escalar al
espinorial y para el cambio en las polarizaciones se realiza el cambio en @4, tal como se hizo en el
capitulo anterior.

Como para las amplitudes con polarizaciones (+ + ++) y (— + ++) la diferencia entre el caso
escalar y espinorial es de un factor global —2, no se tomard y se mostrard s6lo el comportamiento
para diferentes valores de la masa en el caso espinorial de dichas amplitudes. Realizando la in-
tegracién numérica se obtuvieron las siguientes graficas, en las que se tomaron valores fijos para
las variables de Mandelstam (s = 1,¢t = 2,u = —3).
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Amplitud A(+ + ++)
Agin((eD™, (&2)", (£3)", (e0)")

0.025

0.020

0.015

0.010

0.005 |

4 - 6 8 10
Figura 4.1: Resultado numérico para A(+ + ++)
Amplitud A(— + ++)

Apin(E)7, ()7, (83)", (€0)7)

0.00030

0.00025 -

0.00020

0.00015

0.00010

0.00005

I . . I . . . I m
6 8 10

Figura 4.2: Resultado numérico para A(— + ++)



El caso con polarizaciones (— — ++) si es diferente en la para el caso escalar y espinorial

Amplitud Ageq(— — +4)

Ascal((sl)ia (82)1 (83)+, (‘94)+)
L L L L L L L L L L L L L m

~0.01 ]
—0.02]
~0.03 |

~0.04 |

Figura 4.3: Resultado numérico para Agcq (— — ++)

Amplitud Agpin(— — ++)
Asin(ED7, (£2)7, (83)", (8)7)

0.025
0.020
0.015
0.010

0.005

Pr— . . m
4 6 8 10

Figura 4.4: Resultado numérico para Agpin(— — ++)
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4.2. Términos Subdominantes

Anteriormente ya se ha calculado el término dominante en la expansién para masa grande
(Martin et~al., 2003), en este caso ellos calcularon el primer término para la amplitud de N-
puntos. Tomando N = 4, el resultado de ellos sélo aplica para los casos (+ + ++) y (— — ++),
que tienen el términos dominante en el orden m~*. El término dominante para el caso (— + ++)
no lo tienen en su analisis, ya que este s6lo aparece a orden m™~°. En esta secci6n, se calcularan los
términos dominantes y también términos subdominantes para las amplitudes de 4-puntos con las
tres polarizaciones convencionales.

El formalismo linea de mundo se presta para el cdlculo de estos términos en la expansion de
masa grande, especialmente porque todos los diagramas estan contenidos en una sola integral y
el integrando tiene la masa localizada en un solo lugar, teniendo éste la siguiente forma

A A 2AB 3AB? 4AB®* 5AB* 6AB°® TABS® 8AB”
(m? + B)? :ﬁf mb + ms  mlo miz gl mi6 18

es facilmente expandible como se ve. En este caso A es el )4 correspondiente a la polarizacion
daday B el denominador usado en el caso no masivo. Como en el caso anterior, las polarizaciones
(++ ++) y (= + ++) se tratan igual en el caso escalar y espinorial.

Recordando también los invariantes bajo permutaciones de los ks definidos en el capitulo
anterior o, = s" +t" + u™ (ver Apéndice B), el comportamiento obtenido para las amplitudes a
masas grandes es el siguiente

11 15 11, 1
s 272 T 978 T son 272 T o 17278
13 (109 , 5 3) 18l

Aiit4(m,02,03)

torenio \ o 73T g% ) T i g 20
42)
1 2 1 1 1 4, 1 3,
A-t+(m, 02,03) T 97 T o627 T 13N 1573 T miansn 87278
1 5 11 /89
T o7 3707 T s ign 14 (?"g + 22"5"’3> '
4.3)

En los casos anteriores, como se puede notar, los términos de la expansion se pueden escribir en
funcién de los invariantes o,,. En el caso (+ + ++) esto viene gracias a la invariancia bajo per-
mutaciones en cualquiera de los momenta, (k1, k2, k3, k4). Para (— + ++) se tiene una invariancia
bajo permutaciones en los tres tltimos momenta, (k1, (k2, ks, k1)), aunque con éstos es suficiente
para obtener una expresioén invariante. La diferencia con el caso anterior es que se tiene un o3
global, lo cual no permite que existan los términos con m =%y m~%. Para los casos de (— — ++)
escalar y espinorial, esta dependencia respecto a los ¢,,’s ya no estd presente, pero se tiene otro

comportamiento particular:
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1 8 1 1 1
scal _ S 2 3 1, 5
AL (m, s tu) = i3 ® TIL67!!2S T (225 — btu)
T2,
_mgs (208 +3tu)
11
—W532(825s4 — 7tu(25s2 — 12tu))
m 1
13
_Wﬂ53(31554 + 8tu(6s? — Ttu)),
m o
4.4)
i 122 18
Spin _ L4z 2 S 3
AT lmos tu) = e T e s
1 1, 9 1 1, )
1
+Tg”1—052(290054 — Ttu(340s* — 171tu))
m 1
3 .
e g (308" + tu(4775° — 490tu))
1
W532(328336 — 6tu(549s® — 8tu(100s® + 23tu))).
(4.5)

Ahora la dependencia es de s y del producto tu, los cuales son los invariantes bajo permutaciones
de los dos ultimos momenta, ((k1, k2), (ks, k4)).

4.3. Comparacion entre los Términos Subdominantes y el Resultado Numérico

Ahora se tomaran los términos de la expansiéon de masa grande, desde el primero, y se iran su-
mando progresivamente; cada una de las expresiones resultantes se graficara junto con el resulta-
do numérico. La comparacién se realizard en diferentes rangos de la masa; m grande (m € [1, 10])
y m pequefia (m € [0.8,1.8]), esto para ver como los términos subdominantes se alejan mucho
mas del resultado numérico para masas pequefias y, por otro lado, el dominio que pueden tener
estos para masas grandes. Se empleardn los mismos valores fijos de (s, ¢, u) anteriores (1,2, —3).

Amplitud A(— + ++)

Para esta amplitud, en el caso de las masas grandes, el primer término de la expansion es
dominante sobre ésta. En el caso de masas pequenas, el comportamiento no es muy predecible al
tomar mas términos en la expansion.
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A
0003 "
R 0.101
0002
0.05F
0001
. . Lom
4 6 8 10 . . : m
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8
—0.0001
~0.0002 - —0.05p
(a) Masa grande (b) Masa pequetia
An
An
201
15k
Lo\
osh
L . . 20m
50 100 150

(c) Razén para m grande

Figura 4.5: A(— + ++). La linea punteada representa el resultado numérico. Las lineas sélidas representan la expansién para masa
grande. En (a), masa grande, ¢l primer término de la expansion domina y traslapa el resultado numérico. En (b), comportamiento de la
amplitud a medida que se le suman mas términos de la expansién, con masas pequenas (algunas curvas se traslapan). En (c) se puede

visualizar mejor la diferencia entre el resultado numérico y la expansién en masa grande, al tomar la razén entre las dos y compararlas con
1.
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Amplitud Agpin(— — ++)

En este caso la evaluacion numérica presenta el mejor comportamiento con respecto a las otras

amplitudes.
A A
0.025
0.020
0015
0.010
0.005
Cm . . . . L m
8 10 10 12 14 16 18
(a) Masa grande (b) Masa pequefia

Ay

Aa

100000 |

0.99998 [

0.99996 [

099994 |

099992 |

. . . 2
[ 50 100 150 "
(c) Razoén para m grande
Figura 4.6: A, pin(— — +-+)La linea punteada representa el resultado numérico. Las lineas s6lidas representan la expansién para m

grande. Para masa grande (a), el primer término de la expansion domina y traslapa el resultado numérico. Para masas pequenas ya no se

presenta tal dominio en la expansién. En la parte (c) se ve como la razén entre el resultado numérico y el analitico tienden a uno.
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Amplitud Ageqi(— — +4)

En este caso el comportamiento es tan bueno como en el anterior. La evaluacién numérica,
aunque no se aleja mucho del valor analitico, es de alguna forma inestable como se vera.

-0.002

—0.004

~0.006
~0.008
~0.010
(a) Masa grande (b) Masa pequefia
Ay
A
1.0015 |
10010 f
10005 -
1.0000 A\\J
0.9995
! . . . 20m
50 100 150

(c) Razén para m grande

Figura 4.7 Asear (——++). Lalinea punteada representa el resultado numérico. Las lineas sélidas representan la expansién para masa
grande. En (a), masa grande, él primer término de la expansion domina el comportamiento y traslapa el resultado numérico. Para masas
pequenas, parte (b), el comportamiento de la amplitud a medida que se le suman mas términos de la expansién. En la parte (c) se muestra
la diferencia entre el resultado numérico y la expansién en masa grande, no se aleja mucho de uno pero no se tiene un comportamiento

suave para la razon entre los resultados.
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Amplitud A(+ + ++)

Por ultimo se va a realizar un andlisis mas completo para el caso (+ + ++), ya que se cuenta
con un resultado exacto para esta amplitud.

0.025
0.020
0.015
0.010

0.005

L
8 10 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

(a) Masa grande (b) Masa pequeiia
Ay
A

1.0010

1.0005 -

1.0000 (-

20 40 60 80 100 120

(c) Razén para m grande

Figura 4.8: A(+ + ++). La linea punteada representa el resultado numérico. Las lineas sélidas representan la expansion para masa
grande. En la parte (a), cuando m es grande, el primer término de la expansién domina el comportamiento y esta en gran acuerdo con el
resultado numérico. Para masas pequefias, parte (b), el comportamiento cambia a medida que se le suman mas términos de la expansién y
hay coincidencia con el resultado numérico. En la parte (c) se puede visualizar mejor la diferencia entre el resultado numérico y la expansién
en masa grande, tambien se puede ver que la integracion numérica no es muy estable aunque el resultado no se aleja mucho del resultado

analitico.

A continuacién se van comparar los resultados obtenidos para la amplitud (+ + ++) con el
resultado exacto para la misma.

Comparacién con el Resultado Exacto para A(+ + ++)

Ahora, para A(+ + ++) masiva, se van a comparar las graficas del resultado numérico y la de
la expansién para masa grande con la gréfica del resultado exacto de (Bernicot, 2008. La gréfica
del resultado exacto fué proporcionada por J.M. Dévila). En este caso se toma (s = 1.42658,¢ =
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Figura 4.9: Ascal(+ + ++). La linea punteada representa el resultado exacto en las partes (a) y (b). En la parte (a), la linea sélida

representa el resultado numérico, tambien se puede ver concordancia con el resultado exacto. En la parte (b), las lineas s6lidas representan

las expansion en masa grande, la curva que se aleja de la punteada es la que se obtiene tomando sélamente el término dominante. Al

tomar todos los términos de la expansion se obtiene un mejor acercamiento con resultado el exacto, y también se puede llegar a masas mas

pequenas que con la evaluacién numérica. En la parte (c), aparece la razén entre el resultado exacto y el numérico, aunque la evaluacién

numérica no es muy coherente el resultado permanece muy cerca del exacto. En la parte (d), se muestra la razén entre el resultado exacto

y la expansion para masa grande, se puede precenciar la gran concordancia entre el resultado exacto y la expansion, mostrando esto que

tomando hasta este orden en la expansi6n es suficiente para evaluar esta amplitud, en este rango de masas. En el resultado exacto la parte

que esta antes del pico representa el umbral, donde la amplitud desarrolla una parte imaginaria.
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—0.38596, u = 1.81254)

En el caso numérico, no se puede realizar la integracién para m < 1 con los rutinas construi-
das de MATHEMATICA. Como se puede ver la expansién en m se aproxima mucho al resultado
exacto para esta amplitud, pero el término dominante con m~* no es suficiente. Para esta ampli-
tud, el resultado numérico esta muy de acuerdo con el exacto. El lado izquierdo antes del pico
en la gréfica del resultado exacto representa el umbral donde la amplitud empieza a desarrollar
una parte imaginaria, en los resultados numéricos de este trabajo no aparece esa parte ya que en
las amplitudes se sac6 un factor de fase global y también se trabajé con masas por arriba de este
umbral.

Continuando con la amplitud de 4 fotones on-shell, se estudi6 el caso masivo. En el capitulo
siguiente se estudiard el caso off-shell de la amplitud de 4 fotones cuando la masa es grande.
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Capitulo 5

Términos Dominantes para 4 Fotones Off-Shell

En la amplitud de 4 fotones completamente off-shell es muy poco el avance que se ha hecho,
el mayor avance ha sido tomando s6lo dos de los fotones off-shell (Constantini et~al., 1971). El
problema de esta amlitud radica principalmente en que la integral en pardmetros de Feynman
es altamente no trivial. Un intento de resolver esta integral con fuerza bruta lleva a expresiones
de cientos de paginas, lo cual no es aceptable. Una de las principales motivaciones para calcular
esta amplitud es que, en el caso sin masa, es finita e invariante conforme, por lo cual debe exhibir
unas interesantes caracteristicas (se debe poder escribir en términos de “conformal-cross-ratios”,
lo que debe llevar a grandes simplificaciones).

En este capitulo se van a estudiar los primeros términos de la expansion en el limite de masa
grande cuando los cuatro fotones son off-shell. Se podrd ver como aparece de manera manifiesta
la invariancia de calibracién término por término, lo cual tampoco era conocido hasta el momento.
Nuevamente la métrica se toma con signatura (— + ++)

En el caso off-shell el cambio mas importante aparece en el denominador. Cuando se trabajé
en el caso on-shell éste se podia dejar de una manera muy simple con variables de Mandelstam.
En pardmetros de Feynman a; y sin masa la expresion que va al cuadrado en el denominador
tiene la siguiente forma:

Z GBijkii . k]‘ = fa1a32k:1 . kQ - CLQCL42]€2 . ]{53. (51)

i<j

En el caso off-shell, a expresién toma la forma

ZGBijki . k’j = kl . k4(|u1| - ’LL%) + ]Cl . k‘z(‘ul - U2| - (Ul - U2)2) + ]CQ . k‘4(‘U2| - Ug)
1<j
k- ks(lun — ug| = (ur —u3)?) + ko - ks(Juz — us| — (uz — u3)?)
+ky - ka(lua| —u3)
(5.2)

donde se ha tomado u4 = 0y se puede retornar a los pardmetros de Feynman usando

ar =1— w1, ax =uy —up, az = up — Uz, ag = Us. (5.3)
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Adn teniendo este denominador se puede realizar la expansion realizada anteriormente para

masa grande, y realizar la integracién.
Se define

Q4(4B])+ Q7' ( B.7)Z<]_1 Bij ]+...].

mb

1
oy = / duldugdugdu4[ (5.4)
0

En este caso se integra solo el primer término de las Q)}*’s, ya que se generan los que siguen por
medio de permutaciones (como se discuti6 en el capitulo 3). Para el caso escalar, se obtiene lo

siguiente:

Z4(1234)  Z4(1234)

4 4 4

Q= auasn T gmen (6ky - kg + 5k1 - ks + Oky - by
+6ks - k3 + 5ka - ka + 6ks - ka) + 2 perm.

1
Qi = 7Zg(123)|:m(k‘2’F4’]€1+k1 'F4'k3+]€3‘F4‘]€2)
3

Tom3on (2((k3 “Fy-k))ky ko + (ky - Fy-ko)ky - ks + (ko - Fy - k3)ky - ko
—I—(kg - Fy - kl)kg . kg —+ (kg - Fy - kg)kl . k)g =+ (kl - Fy - kg)kg . kg)

+((ko - Fy - ks)ks - ka + (ks - Fiy - k1)ks - ka + (k2 - Fiy - k3)ka - ks

(ks - Py k)l -y (k- Fy - ka)ka by + (ky - Py ko)l <) )| 43 perm,

Jr

1
Q7 = -2x(12) [—3m67!! (7(/€1 cF3 Fy -k 4 ko F3 - Fy - kQ)

+A(ky - Fy - Fy-ky+ky - Fy- Fy - kg)) n m(m(kl CFy - ko)(ka - Fy k1)
—90((ky - Fy - Fy-ka)ky iy + (ko - Py - Fy - ho)ka - ks + (ko - Fy - Fy - )y - ka
(k1 Fy - F3 - ko)ko - ka) —31((k1 - F5 - Fiy - k1)ko - ks + (ko - F3 - Fy - ko)ky - ks
(k- Fy - Py Jy)ka - by + (ko - Fy - Fy - ko) - k) — 18((ka - Fy - Fy - by )y - ks
ko Fy-Fy-k)ko ko + (k- Fu - Fy - ko)ks - ka + (k1 - Fy - Fy - ko)ks - ka
( (
( (

k

ky
k

ki Fy-Fs-ko)ko - ks + kl-F4~F3-k2)k1-k4)—30((/€Q-F3~F4~/€2)k2~k4
k
k

)
)
1)
)
ki Fy-Fs-ky)ky-ks+ (k1 - F5-Fy-ki)ky - kg + (ko - Fy - F - ko)ko - ks

+(ki - F5- Fy - ky)ks - ks + (ko - F5 - Fy - ko)ks - ky) — 6ky - ko (ko - Fy - F5 - ky
oy Fy Fy ko) = 21ky ko (k- Fy - Fy ko + ki - By Fy ) )| + 5 perm.

525(12)Z5(34)  TZ5(12)Z5(34)
£ = 3mA45!! T T (5(ky - ks + ki - ka+ ko - ks + ko - ka)

+3(ky - ko + ks - k:4)) + 2 perm..

(5.5)

Tomando la expansion hasta estos érdenes se pueden identificar las estructuras invariantes
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que son: los Z,,’s que son proporcionales a tr (F") y los poductos (k-F'-k), y (k-F-F-k). A mayores
6rdenes estas estructuras invariantes se mantienen y sélo se multiplican por méas productos £ - k.

Con este capitulo termina el andlisis de la amplitud de 4 fotones en este trabajo, donde se
trataron varios casos de ésta. En el siguiente y tltimo capitulo se realizara un anélisis numérico
de algunos casos de la amplitud de 6 fotones on-shell con masa.
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Capitulo 6

Amplitud de 6 Fotones On-Shell con m # 0

En este tltimo capitulo se tratara la amplitud de 6 fotones con masa. Como ya se comenté en
la introduccién, esta amplitud sélo se ha calculado recientemente en el caso sin masa (Mahlon,
1994b; Binoth et~al., 2007; Bernicot and Guillet, 2008) y existe un calculo exacto del caso masivo
para las polarizaciones (4 + + + ++) (Bernicot, 2008; aunque este trabajo se encuentra en versién
preliminar en arXiv). El tratamiento que se va a realizar aqui es numérico, donde se usaran las
rutinas de integracion que vienen construidas en MATHEMATICA 7.01 sélamente.

Los casos que se tomaran aqui son (—+++++)y (++-+-+++) paraQED escalar y (++————)
para QED espinorial. Particularmente en los dos casos escalares resulta mejor usar la formula
maestra de Bern y Kosower (Bern and Kosower, 1992),

dr : _D
Pcallir, 213 i b, en] = (i) (2m)%6 (3 ki) / T e (4nT)
N 1 . 1 .
X H/ dT.L exp (§GBZsz . ]{3‘7‘ — iGBijEi . k‘j + EGBijgi . Ej> ,
multi—lin(eq,...,en)

(6.1)

i,7=1

mas adelante se vera por que. En el caso espinorial si se utilizard la expresion obtenida despues
del proceso de integraciéon por partes con unas modificaciones.

Nuevamente se regresa a la sifnatura para la métrica (+ — ——). En el célculo de todas las
amplitudes se evaluaran en los siguientes momenta (Ossola et~al., 2007):

ki = (3,-2.12132, —1.06066, —1.83712),
ky = (3,2.12132,1.06066,1.83712),

ks = (=2,-2,0,0),

ki = (—0.857143,0.315789, —0.796851,0),
ks = (—1,0.184211, —0.46483, —0.866025),
ke = (—2.14286,1.5,1.26168,0.866025),

(6.2)

y momenta de referencia adecuados para obtener mayor simplicidad en el integrando. Momenta
de referencia como estos re refieren a un proceso tipo 2 — 4 (dos particulas entrantes y cuatro
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salientes). Las particulas entrantes se identifican por tener energia positiva (kY > 0) y las salientes
negativa (kj < 0).
En este capitulo se utilizaran también las siguientes abreviaciones:

Gij = GBijEj, . kj7
Q,;j = C.TVBijgi * €4,
@ij = GBijki . kj.

(6.3)

Amplitud Ageqi(— + + + ++)

Para el célculo numérico de esta amplitud, se usa la férmula de Bern y Kosower antes de la
integracién por partes. Para los ¢’s se toman los momenta de referencia (kg, k1, k1, k1, k1, k1). Esta
escogencia lleva a las siguientes cancelaciones

g-g5; = 0, i,7j=1,...,6
€i k= 0, 1= , ,6
€1~k6 = 0

(6.4)

El numerador adquiere entonces la forma mas simple que puede imaginarse para una ampli-
tud de 6 puntos

6
Po(—+++++) = > G, G, Gy G, G, G - (6.5)

ip=1
Para la evaluacion numérica, es mds préactico dejar las expresiones fac-
torizadas, por lo que las sumas de este tipo se toman mejor como

(2, Gh;l)(zi2 GQZZ)(ZH G'gig)(zi4 G47;4)(Zi5 G5Z)(Zz( Gsis)- El resultado en un rango de
masas m € [4, 15] es el siguiente:
Amplitud Ascqr(+++ + ++)

Se continua en este caso usando la férmula de Bern y Kosower. Los €’s se toman todos con el
mismo momentum de referencia ¢ = (1, —1,0,0,0,0), lo que lleva a las siguientes cancelaciones:

& & = 0, i,j=17...,6.
(6.6)
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Figura 6.1: Resultado numérico para Agcq(— + + + ++)

no se cancela ningtn ¢; - k;,

El numerador adquiere la siguiente forma similar al caso anterior, pero con mas términos ya que

Para esta amplitud se puede tomar el primer término de la expansién para masa grande y com-

IAl

6
Ps(++++++) = Z Ghiy Giy G3iy Gaiy Gsis Goig -

ip=1

(6.7)

parar su comportamiento con el resultado numérico; el resultado obtenido es como sigue:

0.00035
0.00030
0.00025
0.00020 ¢
0.00015 ¢

0.00010

0.00005

.
.
.
.
.
.
.
.
o
.
.
.
“
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(a) Masa grande

Ay

An

50

Figura 6.2: Agcqi(+ + + + ++).(a) La linea punteada representa el resultado numérico. La linea

100 150 200
(b) Razoén para m grande

s6lida representa el primer término de la expansion en masa grande. (b) Comparacién mas deta-
llada entre los dos resultados, la linea gruesa, que es la razén, tiende a 1.

48
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Amplitud Agpin(++— — ——)

En un caso como este ya no es muy préctico el uso de la férmula de Bern y Kosower por lo
siguiente:

1. Cuando se tienen productos ¢; - ¢; diferentes de cero, éstos vienen acompafiados por una
G Bij que trae una funcién delta, la cual no estd bien implementada para cdlculo numérico.

2. En el caso espinorial, se debe supersimetrizar la formula de Bern y Kosower, lo cual lleva a
implementar variables de Grassmann e integraciéon de Berezin.

3. Despues de la integracién por partes simétrica el numerador queda listo para hacer el re-
emplazo que lleva de escalar a espinorial

GBiyisGBisis -~ GBini, — GBiiaGBisiy - GBiniy — GFivisGFizis - GFiyiy - (6.8)

En este caso es el resultado obtenido después de la integracion por partes el que se debe imple-
mentar. Para 6-puntos en QED escalar, el numerador después de la integracién por partes tiene la
siguiente forma compacta

Qo=ad+R+a+a+a—a —a —a —a +a> (6.9)

donde, con las abreviaciones que se introducieron anteriormente para los ciclos (cada cadena de
Gpij’s va acompafiada por su respectivo ciclo de Lorentz) y las colas, la expresiéon para cada
término es como se muestra a continuacion (Schubert, 2001)

@ = G(123456) + permutaciones (%' = 60 en total)
¢ = G(12345)T1(6) + perm. (45' (f) = 72 en total)
gi = G(1234)T5(56) + perm. (45 en total)
g8 = G(123)T3(456) + perm. (20 en total)
@2 = G(12)T4(3456) 4 perm. (15 en total)
G2 = G(1234)G(56) + perm. (45 en total)
¢ = G(123)G(456) + perm. (10 en total)
G = G(23)CEB)T(6) + perm. (60 en total)
@ = G(12)G(34)T»(56) + perm. (45 en total)
@ = G(12)G(34)G(56) + perm. (15 en total).

(6.10)



50

En esta amplitud aparecen nuevas estructuras. Aparte de los ciclos mds grandes, hasta orden
6, aparecen tambien la 3-cola y la 4-cola. Las 1-colas y 2-colas ya se introdujeron en el capitulo 2,
aunque en ese capitulo la 2-cola que se mostré es aquella a la que se le han removido los ciclos,
cuando ésta tiene ciclos adentro es de la forma

. 1. . .
Ts(ab) = GqjGpi + §Qab (@n - Qbi)-

(6.11)
La 3-cola tiene la siguiente estructura
T3(abe) = GaiGpjGer + 3 [Qab (Gck(@n — Cyi) + CGoi(Gea — Gcb)) +3 permutamones}.
(6.12)

En estas expresiones como en la que sigue, se suma sobre 7, j, k, . Finalmente se tiene la expresion
mas complicada, la 4-cola

Ty(abed) = GaiGrjGerGar + [égab (GeiGaj(Gar — Goi) + [Gei(Gaa — Gav)ar, + (¢ < d)]

+[(Gca — Gep)Gaclliay + (c d)]) +5 perml

GGl — )Gy — i)

+%($.ac — Cpe — Cag + Cpa)(Cai + Cri — i — @di)) +2 perm.}.

(6.13)

Dentro de estas colas no debe aparecer ningtn ciclo, como ya se coment6. Para el caso escalar
las cancelaciones de estos ciclos dentro de las colas se pueden lograr gracias al arreglo de los
signos que aparece en (Js. El arreglo de signos se puede cambiar a todos “+”siempre y cuando
se remuevan los ciclos de las colas de alguna manera. Esto se puede lograr con la introduccién
de algunos simbolos que se hagan cero para ciertos indices (como los usados en la 2-cola en el
capitulo 2); el inconveniente es que se deben expandir los productos de las sumas, lo cual no es lo
deseado.

Desafortunadamente el arreglo de signos que ayuda a remover los ciclos de las colas en Q¢
escalar, no funciona para el caso espinorial. Como se mostr6 anteriormente para pasar de escalar
a espinorial, se deben cambiar los ciclos de la forma

GBiligGBigzg e GBinil i’ GBi]izGBizig e GBinil - GFi1i2GFi2i3 e GFinil )

pero este cambio tiene sentido mientras se garantice que no hay ningtn ciclo dentro de las colas,
lo cual no se esta haciendo al recurrir al arreglo de signos.
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Para lograr quitar los ciclos de las colas, se analiza la estructura de éstas y se sustraen los
términos correspondientes, tratando de mantener las estructuras lo mas compactas posible. Asf,
para el caso de 6-puntos en QED espinorial, el numerador adquiere la siguiente estructura:

Qs = QE+QF+Qi+Qi+Q3+QF¥+QP+Q+Q¥ +Q8”
!
¢ = G(123456) + perm. (% =60 en total)
5 (s) 4! /6

Q¢ = G'¥(12345)T1(6) + perm. (5 )= 72 en total)

Qf = G®(1234)Ta(56) — G (1234)G(56) + perm. (45 en total)

QP = G (123)T5(456) — G (123)G(456) — G (123)G(45)T(6) + perm. (20 en total)

Q2 = GW(12)Tu(3456) — 2G*) (12)G(34)Ta(56) — 3G (12)G(34)G(56)

—G®)(12)G(3456) — G (12)G(345) Ty (6) + perm. (15 en total)

2 — G)(1234)G (56) + perm. (45 en total)

B = @¥(123)G® (456) 4 perm. (10 en total)

2 = @(123)G®)(45)T1(6) + perm. (60 en total)

2 GO)(12)G¢)(34)Tx(56) — 3G (12)G*) (34)G(56) + perm. (45 en total)

22— G12)G®) (34)G® (56) + perm. (15 en total),
(6.14)

donde
G (ivizig-in) = Zn(ivizis - in)(GBirisGBisis - GBiniy — GFiriasGrigis -+ Griniy),
é(iligig i) = GBiliZGBizis s 'GBiniu
(6.15)
T»(i5) es la 2-cola sin ciclos que se introdujo en el capitulo 2,

_ : : 1. . )

To(ab) = | NijavGBajca - kjGpvicy - ki + iGBabf‘:l - €p (HibGBaika ki — KiaGBmiky - kl)} .
(6.16)

Esta no es una estructura muy grande como para traer problemas en la evaluacién numérica. Con
la modificacién en el denominador para el caso espinorial se procede a implementar la integracién

namerica.
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Los momenta de referencia para los ¢’s de la forma (kg, k¢, k1, k1, k1, k1), llevan a las siguientes
cancelaciones:

51"51:0, 1122,...,67
€9 € =E4 E3=E5-E3=€E6-E3=¢E5-E4=¢Eg"E4=¢¢"€5 =0,

61'k6252'k6:€3'k1284*]61:85']61:66‘]4}1:0.

Reuniendo todo lo anterior se obtiene el siguiente resultado:

6.17)
1Al
0.0020 - :.
0.0015
0.0010
0.0005
L I m
6 8 10 12 14
(a) Masa grande
Figura 6.3: Resultado numérico Agpin(++ — — ——)

En esta amplitud todavia se puede trabajar mas a fin de optimizar la evaluacién numérica.

En este capitulo, se calcul6 por primera vez una amplitud de 6 fotones utilizando MATHEMA-
TICA, algo que es inpensable con el formalismo tradicional. Se espera entonces que los resultados

de este trabajo motiven a la comunidad a mirar hacia el formalismo linea de mundo, a la hora de
realizar calculos perturbativos en teoria de campos.
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Capitulo 7

Conclusiones

Se mostré como utilizando el formalismo linea de mundo para el cédlculo de las amplitudes,
se pueden obtener resultados que con el formalismo tradicional serfa una tarea muy complicada.

En el segundo capitulo vi6 una introduccién al formalismo linea de mundo para calcular las
amplitudes haciendo uso de éste, empesando a notarse las ventajas de este ante el tradicional (p.e.
en el paso de QED escalar a espinorial, no hay que sumar sobre permutaciones de los diagramas,
no hay que regularizar). En el tercer capitulo se us6 el resultado del capitulo anterior para calcular
amplitudes de 4 fotones on-shell sin masa con las polarizaciones usuales, recuperando resultados
conocidos. Se calculé esta misma amplitud tomando polarizaciones arbitrarias, algo que no se
habia realizado antes. En el cuarto capitulo se fué al caso masivo para la amplitud de 4 fotones
on-shell, se realiz6 la integracién ntimerica para las amplitudes usuales usando s6lamente MAT-
HEMATICA; en la otra parte se calcularon los terminos subdominates de la expansién para masa
grande, los cuales no eran conocidos ,esto se hizo nuevamente para las polarizaciones usuales;
al final de este capitulo se realiz6 una comparacién entre estos dos resultados (la expansién en
masa grande y el numérico). En el quinto capitulo calculé la expansion para masa grande de la
amplitud de 4 fotones off-shell, viendo de manera manifiesta la invariancia de calibracién en es-
ta expansién. Cabe anotar que para la amplitud de 4 fotones off-shell no se tiene casi nungtn
resultado, por tanto este es un aporte nuevo también. En el capitulo final de nuevo se realizar6
un analisis numérico para algunos casos de la amplitud de 6 fotones on-shell masiva, siendo es-
ta la primera vez que se realiza un calculo numérico de una amplitud de este orden usando un
programa como MATHEMATICA sélamente, esto con el propésito de mostrar las ventajas del
formalismo linea de mundo.
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Apéndice A

Técnica Spinor-Helicity

En este trabajo se han usado las mismas convenciones en Spinor-Helecity que son empleadas
en (Dixon, 1996). Las matrices de 7y se toman en la representaciéon de Dirac

1 0 . o o 0 1
0_ i_ ‘ 5 = ) Al
v (0 _1> , (—az 0) ;Y (1 0) (A1)

Se tienen las soluciones de la ecuacién de Dirac sin masa

VE+ VEk= e ivk
1 | VEk=elvr 1 —VE+
U+(k) = ’U,(k) = ﬁ \/k‘j ) u,(k:) = ’U+(k) = ﬁ _\/kie_iwk (A2)
k= eler VkT
donde
1 1.2 1 1.2
i = K EW K ER e oy (A3)

\/(k1)2 + (k)2 o NI

Se adopta ahora una notacién para los espinores, en el caso donde se tienen varios momenta

ki) = u—(ki) = v4 (ki) (A.4)
(i) = kil = u_(k;) = vi(ki),  [i] = [ki]l = up (ki) = v_(k;). (A.5)

Con esto ya se pueden definir los productos spinoriales como sigue

(if) = u_(ki)uy (k;) = \ /by K €%+ [k k; €94 = [[si;] e
[i] = uy (ki)u—(k;) = —\ /K] kS e 1Pk 4 VETES ek = [|5;] e i@t

aqui k‘? >0, k? >0, Sij = (kl + kj)2 = 2k; - k‘j,y

(A.6)
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+ + 20t _ 127+
Kbkl — Kk k2kF — k3K

N L e
1)1 g VA R A

El producto espinorial para el caso de energias negativas se defiene por continuacién analitica

cos(¢i;) = (A7)

del caso de energia positiva, en la férmula (A.6) se reemplaza k; por —k; si kio < 0, igualmente
para k;; y con un factor extra multiplicativo de i por cada particula con energfa negativa. Para [i]
se usa

Spinor-Helicity trae consigo una gran cantidad de identidades ttiles.

Tomando el cuadrado de la ecuacion de Dirac no-masiva se obtiene la ecuacién de Klein-
Gordon no masiva también, los vectores que satisfacen esa ecuacion se pueden escribir en térmi-
nos de espinores como

[ily*|8) = (i i] = ki (A9)
Usando el proyector quiral
1
Py = 5(1 +7s) (A.10)
se tiene también
il = Pk,
ijiil = Pk,
(A.11)
y con esta se deriva
Ko = iylil + |4)(i (A12)

Los espinores utilizados aqui tienen una propiedad adicional en el producto, antisimetria

(i) = —(4i),  lig] = =[7i], (@) = [id] = 0. (A.13)

A continuacién algunas identidades
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1) Arreglo de Fierz:

[ily*[5) [Elyall) = 2[ik)(L7)- (A.14)

2) Conjugacion de la carga de la corriente:

[i[v“17) = (ilv*]i]- (A.15)

3) Identidad de Schouten:

(i) (kL) = (ik)(5l) + (il) (k3) (A.16)

La conservacion del momentum ) " k¢ = 0 trae al juego otras identidades

n

> ity = o. (A17)

k2

Laidentidad de Schouten lleva a la cancelacién del siguiente determinante, en los casos N=4,6:

det([ig]) = det((ij)) = 0. (A.18)

Los vectores de polarizacién para un bosén de calibracién no masivo en términos de espinores
se definen como sigue

(q]valF] [q]7alk)
V2(gk)’ V2[gk]’

donde k es el momentum del bosén y ¢ es un vector auxiliar no masivo, llamado momentum de

eq(k,q) = e, (kyq) = — (A.19)

referencia. La libertad de escogencia de éste esta relacionada con la invariancia de calibracion.
Estos vectores de helicidad cumplen con las propiedades deseadas

e (k,q)-k=0. (A.20)

En la conjugacion compleja se invierte la helicidad

(e =¢. (A.21)

El denominador que aparece en la definicién da la normalizacién,



57

_ Liah[K]lahalk) _

2 {qk)[qk]

(alv*|%]{q|valk]
(gk)?

et (M) =¢t 7 =

1
€+'(€7)*:€+'€+:§ =0l

(A.22)

los resultados se obtienen utlizando el arreglo de Fierz y la conjugacién de la carga.
La efectividad de la técnica se obtiene al escoger momenta de referencia ¢ adecuados, que lle-
van a la cancelacion de un gran ntimero de términos en las amplitudes. Las siguientes identidades

llevan a las cancelaciones

5? q-q = 0, (A.23)
ei(@)ef@) = (@) -¢5(@)=0, (A.24)
e (kj) e;(q) = Ej'(q)-ej_(k:i)zo, (A.25)

(k)G = £kl =0, (A.26)

4 (k) = (il (k) =0. (A.27)

Segtin como convenga, se deben buscar momenta de referencia adecuados, para las polarizacio-
nes dadas.
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Apéndice B

Identidades

En este apéndice se muestran algunas identidades usadas, otras encontradas, a lo largo del

trabajo.
1) Identidad asociada a la conservacién del momentum

N N
> i) =) (ij)* =o. (B.1)
1<j 1<j

La anterior se demuestra utilizando la definiciéon del producto espinorial y luego la conservacién
del momentum (ver Apéndice C).

2) Identidades que involucran al tensor F

e Como el momentum de referencia ¢ estd asociado a la invariancia de calibracién, el tensor
invariante F,;, no depende de q. Con £(¢) = e*(k, ¢), y realizando un poco de algebra se obtiene

Fi+ab — kl[aszrb] — [Z‘,ya,yb‘z] (Bz)
2v2
independiente de g¢. En este caso se tomé F't, pero funciona analogamente para F~
. a-bl:
Fret = 77“';/7;”. (B.3)

o Identidades con (anti)conmutadores y traza:

1
{Ft, Fj}ab = _E[ij]%,ab, (B.4)
s 1, 9.
{FO By = =5t (B.5)
[FFF7)Y = o, (B.6)
tr (F'F7) = 0. (B.7)
e Productos:
12 b
(FFEN™ = % (kYRS — kSkY + K - kan® — i€k chog]
12
= [12] tr (P+%1M2’Ya’yb), (B.8)

4(12)



(F17F27)ab =

—\a — a 1 a
(FF)™ = (Fy B = —ath 12)[1]°[2)-

e trazas de productos de F’s:

tr (F;7FyF -
tr (Fy Fy -+
tr (B Fy - EFFCFy - F

FY) = 273(=1)"[12][23] - - [n1]
Fy) = 2772(12)(23) - (nl)

4

1
—tr (F{PE - F)te (B Fy -+ F).

59

(B.9)

(B.10)

(B.11)
(B.12)

(B.13)

Estas trazas son equivalentes a los ciclos de lorentz utilizados en las amplitudes de fotones en el
formalismo linea de mundo.

3) Propiedades de los invariantes de permutaciones o,

Recordando los o, que se introdujeron anteriormente para las amplitudes de 4 fotones

oy = 8"+t +u"

(B.14)

donde s+t + u = 0 = 0. Estos tienen unas caracteristicas peculiares, los siete primeros tienen la
forma

oy = 52+t2+u2,
o3 = 3stu,
L,
g4 = 50’2,
5
05 = —09203,
5 67298
1 1
g = 505—1—103,
_ T2
o7 = 120'20'3.

(B.15)

Como se puede ver, s6lamente se necesitan los dos primeros para generar los que siguen.
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Apéndice C

Implementaciones en MATHEMATICA Para el Cdlculo de la Amplitud de 6-fotones

A continuacién de adjuntan las implementaciones realizadas en MATHEMATICA para calcu-
lar:

= Productos espinoriales con spinor.helicity;
= Amplitud (+ 4+ — — ——) espinorial;

= Demostracién de la nueva identidad (B.1) mencionada en el apéndice.



Spinor - helicity products

(*implementation of the spinor products with the same conventions of Dixonx)
(#metric and inner productx)

n:= {{1, 0, 0, 0}, {0, -1, 0, O}, {0, O, -1, 0}, {0, O, O, -1}}

kkp := {kk[i_, j_] > k[i].n.k[j]}

(*k, & k_*)

plk_] :
m[k ] :

Part[k, 1] + Part[k, 4]
Part[k, 1] - Part[k, 4]

(*k® & ktx)

tp[k ] := Part[k, 2] +1 Part[k, 3]
tm[k ] := Part[k, 2] - i Part[k, 3]

(*angular brakets spinor products
(here p indicates positive energy and m indicates negative energy,
on the corresponding argument) %)

tp[k[i]] p[k[F]] - tp[k[j]1] p[k[i]]

App[i_, j_1] :

A\[PIRIE1] p[X[5]]

i tp[k[i]1 p[-k[]j]] - tp[-k[j]] p[k[i]]

Apm[i , j ] :

'\/P[k[i]] pl-k[3]]

i tp[-k[i]] p[k[]j]] - tp[k[j]1] pP[-k([i]]

Amp[i_, j_] :

'\/P[-k[i]]P[k[J']]

tp[-k[i]]l p[-k[]j]] -tp[-k[j]1] pP[-k[i]]

Amm[i , j ] :

'\/P[-k[i]] pl-k[3]]

(*square brakets spinor products (same as before for p and m) *)

2 xkk[i, 3]
Sppli_, j_] := ———— /. kkp
App[j, i]
2 xkk[i, 3]
spm[i , j ] := —— /. kkp
Apm[j, i]
2 xkk[i, 3]
Smp[i_, j_] := ——— /. kkp
Amp[j, i]
2 xkk[i, 3]
Smm[i , j ] := ————— /. kkp
Amm[j, i]

(*product epsilon.k (ek[i,j]) evaluation (e plus)
(here the m and p go to the corresponding argument, g is the reference momentum) *)
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App[q, j] *Spp[], 1]

'\/;App[q, i]

Apm[q, j] *Smp[]j, i]

\2 appla, i]

Apm[q, j] * Smm[j, i]

'\/2_Apm[q, i]

Amm([q, j] * Smm[j, i]

V2 amm[q, i]

Amp[q, j] * Spm[], i]

V2 amm[q, i]

Amp[q, j] * Spp[j, i]

A2 amplq, i]

App[q, j] * Spm[j, i]

V2 apm[q, i]

Amm[q, j] * Smp[], i]

V2 amplq, i]

(*¥ek[i,j] evaluation (e minus) the conventions are the same as beforex)

ekppplq_, i_, j_1] :=

ekppm([q , i_, j_] :=

ekpmm[q , i , j ] :=

ekmmm[q , i , j ] :=

ekmmp[q , i , j ] :=

ekmpp[q_, i_, j_] :=

ekpmp[q_, i_, j_] :=

ekmpm[qg , i ,j ] :=

sppla, j] *App[j, i]

\/2_Spp[q, i]

Spm[q, j] * Amp[j, i]

A2 sppla, i]

spm[q, j] * Amm[], i]

A2 spmlq, i]

Smm[qg, j] * Amm[j, i]

V2 smm[q, i]

Smp[q, j] *Apm[j, i]

A2 smm[q, i]

sSmp[q, j] *App[j, i]

V2 smpla, i]

Sppla, j] *Apm[j, i]

V2 spmlq, i]

Smm[q, j] *Amp[j, i]

A2 smplq, i]

(xee[i,j] evaluation (e[i] minus, e[j] plus)=*)

nekppplq , i_, j_] := -

nekppm[q , i , j ] :=-

nekpmm[q , i , j ] :=-

nekmmm[q , i , j ] :=-

nekmmp[q , i , j ] :=-

nekmpp[q , i_, j_] := -

nekpmp[q , i , j ] := -

nekmpm[q , i , j ] :=-

Spp[ql, i2] * Amm[qg2, il]

eepmmp [gl , i1l , g2 , i2 ] := -
Spm[gl, il] * Amp[g2, i2]



Spinor (++----)

= momenta for the evaluation of the amplitude

k[1] = {3.7, -2.1213203435596424", -1.0606601717798212", -1.8371173070873834 "}
k[2] = {3.7, 2.1213203435596424", 1.0606601717798212~, 1.8371173070873834"}
k[3] = {-2.7, -2.7, 0.7, 0.7}

k[4] = {-0.8571428571428571", 0.3157894736842105~, -0.796850604480708", 0.~}
k[5] = {-1.~, 0.18421052631578946~, -0.464829519280413", -0.8660254037844386"}
k[6] = {-2.142857142857143~, 1.5, 1.261680123761121", 0.8660254037844386"}

m e.k products rules, reference momenta for the e -> (k[6], k[6], k[1], k[1], k[1], k[1])

kk[i , i ] :=0
kk[i_, §_] :=kk[j, i] /; i > j
ee[i , i ] :=0
ee[j , i ] :=ee[i, 1 /:i>7]
ek[l , 1 ]:=0

(#this is the rule taht will lead to the cancelationsx)

ekval := {ek[1l, 2] » ekmpp[6, 1, 2], ek[1l, 3] » ekmpm[6, 1, 3], ek[1l, 4] -» ekmpm[6, 1, 4],
ek[1l, 5] » ekmpm[6, 1, 5], ek[1, 6] » 0, ek[2, 1] » ekmpp[6, 2, 1], ek[2, 3] » ekmpm[6, 2, 3],

ek[2, 4] » ekmpm[6, 2, 4], ek[2, 5] » ekmpm[6, 2, 5], ek[2, 6] -» 0, ek[3, 1] » O,

ek[3, 2] » nekpmp[1l, 3, 2], ek[3, 4] » nekpmm[1l, 3, 4], ek[3, 5] » nekpmm[1, 3, 5],

ek[3, 6] » nekpmm[1l, 3, 6], ek[4, 1] » 0, ek[4, 2] -» nekpmp[1l, 4, 2], ek[4, 3] » nekpmm[1l, 4, 3],
ek[4, 5] » nekpmm[1l, 4, 5], ek[4, 6] » nekpmm[1l, 4, 6], ek[5, 1] » 0, ek[5, 2] -» nekpmp[1l, 5, 2],
ek[5, 3] » nekpmm[1l, 5, 3], ek[5, 4] » nekpmm[1, 5, 4], ek[5, 6] » nekpmm[1l, 5, 6], ek[6, 1] » O,
ek[6, 2] » nekpmp[l, 6, 2], ek[6, 3] » nekpmm[1l, 6, 3], ek[6, 4] » nekpmm[1l, 6, 4],

ek[6, 5] » nekpmm[1, 6, 5], ee[2, 1] - 0, ee[3, 1] » 0, ee[4, 1] » 0, ee[5, 1] » 0, ee[6, 1] » O,
ee[3, 2] » eepmmp[1, 3, 6, 2], ee[4, 2] » eepmmp[1, 4, 6, 2], ee[5, 2] » eepmmp[1, 5, 6, 2],
ee[6, 2] » 0, ee[4, 3] » 0, ee[5, 3] » 0, ee[6, 3] » 0, ee[5, 4] » 0, ee[6, 4] » 0, ee[6, 5] » 0}

m green functions

G[i_, j_] :=Abs[u[i] -u[j]] - (u[i] -u[]j]) "2

Gp[i_, j_] :=8ign[u[i] -u[j]] -2* (u[i] -u[j])
GE[i , j ] :=8ign[u[i] -u[]j]]
(*propertiesx)

G[i , j 1 :=G[j, il /i i>7]
i ]:=0

G[i_, i_

Gp[i_, §_] :=-Gp[]j, i]1 /: i >3]
Gp[i , i ] :=0

GE[i , j_1 :=-GEf[J, i1 /; i>]
GE[i , i ] :=0

(*with company=*)

Gek[i_, j_] :=Gp[i, j] *ek[i, j]
Gee[i , j ] :=Gp[i, j] xee[i, ]
Gkk[i , j ] :=Gp[i, j] *kk[i, F]
Gek[i , =0

_oi]
Gee[i , i ] :=0
i] 0
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(*m-cycles for the scalar casex)

Gek[i , j ] :=Gp[i, j] »ek[i, ]
Gp6[i , j ,k ,1 ,m ,n ] :=Gp[i, j] *Gp[j, k] *Gp[k, 1] *Gp[l, m] *Gp[m, n] *Gp[n, i]
=Gp[i, j] *Gp[j, k] *Gp[k, 1] *Gp[l, i] * Gp[m, n] * Gp[n, m]

Gp33[i ,j ,k ,1 ,m,n ] :=Gp[i, J] *Gp[]j, k] *Gp[k, i] *Gp[l, m] *Gp[m, n] *Gp[n, 1]
Gp222[i ,j ,k ,1 ,m ,n ] :=Gp[i, j]*Gp[j, i] *Gp[k, 1] *Gp[1l, k] *Gp[m, n] * Gp[n, m]
Gp5[i , j ,k ,1 ,m ] :=Gp[i, j] *Gp[j, k] *Gp[k, 1] *xGp[l, m] *Gp[m, i]
Gp4[i_, j_,k_,1_] :=Gp[i, j] *Gp[]j, k] *Gp[k, 1] *Gp[1, i]
sk, 1 :=Gp[i, j] *Gp[j, k] *Gp[k, i] *Gp[1l, m] * Gp[m, 1]
Gp3[i , j , k ] :=Gp[i, j] *Gp[], k] »Gp[k, i]
Gp22[i_, j_,k_, 1] :=Gp[i, j] *Gp[]j, i] *Gp[k, 1] *Gp[1, k]
Gp2[i_, j_] :=Gpl[i, j]1 xGp[], i]

(*m-cycles for the spinor casex)

Gs6[i , j ,k ,1 ,m ,n ] :=Gp[i, j] *Gp[j, k] *Gp[k, 1] *xGp[1l, m] *Gp[m, n] *Gp[n, i] -
GE[i, j] *GE[]j, k] *Gf[k, 1] *GE[1l, m] * GE[m, n] *GE[n, i]
Gs42[i ,j ,k ,1 ,m ,n]:=
(Gp[i, j] *Gp[j, k] *Gp[k, 1] *Gp[l, i] - GE[i, j] »GE[j, k] *GE[k, 1] »GE[L, i]) *
(Gp[m, n] *Gp[n, m] - GE[m, n] *GE[n, m])
Gs33[i ,j ,k ,1 ,m,n ] :=(Gp[i, j] *Gp[j, k]l xGp[k, 1] -GEf[i, j] *GE£[]j, k] »GE[k, i]) *
(Gp[l, m] *Gp[m, n] *Gp[n, 1] -Gf[1l, m] *GE[m, n] *GE[n, 1])
Gs222[i ,j ,k ,1 ,m ,n ] :=(Gp[i, jJ] *Gp[j, 1] -GEf[i, J] »GE[], i]) *
(Gpl[k, 1] *Gp[1l, k] -Gf[k, 1] *G£f[1, k]) » (Gp[m, n] *Gp[n, m] - GEf[m, n] *GE[n, m])
Gs5[i ,j ,k ,1 ,m] :=Gp[i, j] *Gp[]j, k] *Gp[k, 1] *Gp[l, m] *Gp[m, i] -
GE[i, j] *GE[]j, k] *GEf[k, 1] *GEf[1l, m] * GE[m, i]
Gs4[i , j , k ,1 ] :=Gp[i, j]l *Gp[j, k] *Gp[k, 1] xGp[1l, i] -
GE[i, j] *GE[]j, k] *Gf[k, 1] *GE[1l, i]
Gs32[i ,j ,k ,1 ,m] :=(Gp[i, j]l*Gp[j, k] *Gp[k, i] -GE[i, j] *GE[j, k] »GE[k, i]) *
(Gp[l, m] *Gp[m, 1] -GEf[1, m] *GE[m, 1])
Gs3[i , j , k ] :=Gp[i, j] *Gp[], k] *Gp[k, i] -GEf[i, j] *GE[], k] *GEf[k, i]
Gs22[i ,j ,k , 1] :=
(Gp[i, j] *Gp[]j, 1] -GEf[i, j] *GE[F, i]) » (Gp[k, 1] *Gp[1l, k] -GEf[k, 1] *GE[1, k])
Gs2[i , j ] :=Gp[i, j] *Gp[]j, 1] -GEf[i, j] *GE[], i]



m |orentz cycles

z2[a_, B_] :=ek[a, B] xek[B, a] -—ee[a, B] *kk[a, B]

z3[a_, B_, ¥_]

:= ek[a, B] ek[B, ¥] ek[¥, a] - ek[a, ¥] ek[B, a] ek[¥., B] +

ee[B, ¥] ek[a, ¥] kk[a, B] -ee[a, ¥] ek[B, ¥] kk[a, B] -ee[B, ¥] ek[a, B] kk[a, ¥] +
eef[a, B] ek[y, B] kk[a, ¥] +ee[a, ¥] ek[B, a] kk[B, ¥] -ee[a, B] ek[¥, a] kk[B, ¥]

z4[a_, B_, ¥_, 6_]

eely, 8] ek[a, 6] ek[f,

ee[B,
ee[B,
eely,
eela,
eela,
eela,

z5[a_, B_, ¥, 6 _

ek[a,
ee[6,
ee[y,
eel[éd,
ee[f3,
eel[d,
eela,
eela,
eel[d,
ee[B,
ee[B,
ee[B,
eela,
ee[B,
eela,
eela,

z6[a_, B_, ¥_, 6_

ek[a,
eel[e,
eela,
eel[d,
eely,
ee[f3,
eele,
eel[éd,
eely,
ee[B,
eela,
eele,
eela,
eela,
ee[§,
ee[y,
eela,

¥] ek[a,
¥] ek[a,
6] ek[a,
B] ek[y,
6] ek[B,
B] ek[vy,

€] ek[B,
€] ek[a,
6] ek[a,
€] ek[a,
Y] ek[a,
€] ek[a,
B] ek [y,
Bl ee[6,
€] ek[a,
¥] ek[a,
¥] ee[6,
¥] ee[s,
€] ek[B,
Y] ek[a,
€] ee[y,
€] ee[y,

¢] ek[B,
¢] ek[a,
¢1 ek[B,
€] ek[a,
o] ek[a,
Y] ek[a,
¢] ek[a,
€] ek[a,
6] ek[a,
¥] ek[a,
B] ek [y,
¢] ek[a,
¢] ek[B,
B] ek [y,
€] ek[a,
6] ek[a,
B1 eefle,

6] ek[6,
Bl ek[6,
5] ek[B,
6] ek[6,
a] ek[vy,
B] ek[6,
s €] ==
a] ek[vy,
e] ek[f,
€] ek[B,
Bl ek[B,
Bl ek[&,
€] ek[B,
5] ek[S,
€] ek[y,
e] ek[B,
Bl ek[6,
€] ek[a,
€] ek[a,
a] ek[vy,
B] ek[6,
6] ek[B,
6] ek[B.,

¥] kk[a, B] -ee[a, 6] ek[B, ¥] ek[¥, 6] kk[a, B] -
B] -ee[y, 8] ek[a, B] ek[B, ¥] kk[a,
6] -eela, B] ek[y, B] ek[&,
¥] + ee[a, 6] ek[B, a] ek[Yy,
¥] + ee[a, B] ee[y, 6] kk[a,
5] -ee[B, ¥] ek[a, B] ek[&S,
6] +eela, 6] ee[B, ¥] kk[a, B] kk[Y¥.,

¥] kk[a,
¥] kk[a,
al kk[B,
al kk[f,
B] kk[¥,
al kk[y,
ek[a, B]
Bl ek[&,
¥] ek[y,
¥] ek[e,
¥] ek[vy,
¥] ek[e,
al] ek[vy,
e] ek[e,
5] kk[a,
a] ek[y,
€] ek[e,
e] kk[a,
Bl kk[a,
Bl ek[&,
Y] ek[e,
¥] kk[a,
a] kk[B,

ek[B, ¥] ek[y, 6] ek[6, €] ek[e, a] -

¥] ek[e,
5] kk[a,
8] kk[a,
8] kk[a,
5] kk[a,
81 kk[B,
a] kk[B,
€] kk[B,
B] kk[¥,
al] kk[vy,
Bl kk[¥,
€] kk[y,
¥1 kk[6,
a] kk[6,
B1 kk[6,
¥1 kk[6,

5] +

B] - ee[a, €] ek[f,
B] +ee[B, ¥] ek[a,
€] +eely, 6] ek[a,
€] +eela, B] ek[v.,
¥] + ee[a, €] ek[f,
¥] +ee[vy, 6] ek[a,
¥] -ee[a, B] ee[y,
8] - ee[a, €] ek[B,
6] +ee[a, B] ek[y,
6] +ee[a, €] ee[f,
6] -eel[a, B] eel[§,
€] -eely, 6] ek[a,
€] -eela, B] ek[v.,
e] -eela, €] ee[f,
e] +eela, B] eely,

Y] kk[a,
6] kk[B,
6] kk[B,
a] kk[vy,

¥] ek[v,
€] ek[&,
B] ek[B,
Bl ek[6,
a] ek[vy,
€] ek[B,
6] ek[e,
a] ek[vy,
B] ek[8,
¥] ek[&,
€] ek[y,
B] ek[B,
Bl ek[&S,
¥] ek[6,
6] ek[e,

5] +
5] -
¥] -
¥] -
5] +
6]

6] ek[6,
¥] ek[e,
Y] ek[e,
¥] ek[e,
6] ek[6,
al] ek[e,
6] kk[a,
Bl ek[6,
€] ek[e,
€] kk[a,
Bl kk[a,
Y] ek[e,
¥] ek[e,
¥] kk[a,
a] kk[B,

e] kk[a,
8] kk[a,
6] kk[a,
5] kk[a,
e] kk[B,
8] kk[B,
€] kk[B,
e] kk[y,
al kk[y,
Bl kk[vy,
€] kk[y,
a] kk[8&,
al] kk[6,
Bl kk[6,
¥] kk[8,

; €_, ¢_]1 :=ek[a, B] ek[B, ¥] ek[y, 6] ek[6, €] ek[e, ¢] ek[d, a] +

a] ek[y,
o] ek[B,
¥] ek[¥,
®] ek[B,
@] ek[B,
o] ek[6,
B] ek[B,
Bl ek[B,
B] ek[B,
B] ek[6,
B] ek[&,
¢] ek[B,
a] ek[y,
5] ek[6,
¢] ek[B,
@] ek[B,
o1 eklvy,

Bl ek[6,
¥] ek[vy,
5] ek[6,
¥] ek[y,
¥] ek[e,
Y] ek[e,
¥] ek[vy,
¥] ek[y,
¥] ek[e,
¥] ek[e,
¥] ek[e,
al ek[y,
5] ek[6,
€] ek[e,
al ek[vy,
al] ek[e,
51 ek[é6,

¥] ek[e,
5] ek[6,
€] ek[e,
6] ek[d,
6] ek[o,
5] ek[o,
5] ek[6,
6] ek[o,
5] ek[o,
6] ek[d,
6] ek[o,
5] ek[6,
€] ek[e,
¢] ek[o,
5] ek[o,
6] ek[o,
el kkla,

6] ek[¢, €] +
€] kk[a, B] -
¢] kk[a, B] -
€] kk[a, B] +
€] kk[a, B] -
el kk[a, B] -
€] kk[a, ¢] +
€] kk[a, ¢] -
el kk[a, ¢] +
el kk[a, ¢] -
€] kk[a, ¢] -
el kk[B, ¥] +
¢] kk[B, ¥] -
al] kk[B, ¥] +
el kk[B, ¥] -
el kk[B, ¥] +
61 kk[B, ¥1 -

:= ek[a, B] ek[B, ¥] ek[y, 6] ek[6, a] +ek[a, 6] ek[B, a] ek[y, B] ek[5, ¥] +

B] -
B] -
e] -
€] -
Y] -
Y]+
Y1+
5] -
5] -
5] +
5] +
€] +
e] +
€] -
€]
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eel[a, B] ee[6, €] ek[y, 6] ek[¢, €] kk[a, ¢] kk[B, ¥] +
eel[a, B] ee[y, 6] ek[e, 6] ek[¢, €] kk[a, ¢] kk[B, ¥] +
eele, ¢] ek[a, ¢] ek[B, a] ek[¥, B] ek[6, €] kk[Yy, 8] -
eel[a, ¢] ek[B, a] ek[¥y, B] ek[6, €] ek[e, ¢] kk[Yy, 6] -
ee[f, ¥] ek[a, B] ek[S6, €] ek[e, ¢] ek[d, a] kk[y, 6] +
eel[a, B] ek[¥, B] ek[S6, €] ek[e, ¢] ek[d, a] kk[Yy, b] -
eel[d, €] ek[a, ¢] ek[B, a] ek[¥, B] ek[d, €] kk[Yy, 6] -
ee[B, y] ee[e, ¢] ek[a, ¢] ek[6, €] kk[a, B] kk[y, 6] +
eel[a, ¢] ee[B, ¥] ek[6, €] ek[e, ¢] kk[a, B] kk[¥, 6] +
ee[fB, ¥] ee[6, €] ek[a, ¢] ek[¢p, €] kk[a, B] kk[Yy, 6] +
ee[BB, y] ee[e, ¢] ek[a, B] ek[6, €] kk[a, ¢] kk[y, 6] -
eel[a, B] ee[e, ¢] ek[¥, B] ek[6, €] kk[a, ¢] kk[Y¥, 6] -
ee[fB, ¥] ee[6, €] ek[a, B] ek[¢p, €] kk[a, ¢] kk[Yy, 6] +
ee[a, B] ee[6, €] ek[y, B] ek[¢, €] kk[a, ¢] kk[¥, &] -
eele, ¢] ek[a, ¢] ek[B, a] ek[¥, B] ek[6, ¥] kk[S, €] +
eel[a, ¢] ek[B, a] ek[y, B] ek[5, ¥] ek[e, ¢] kk[5, €] -
ee[y, 6] ek[a, B] ek[B, ¥] ek[e, ¢] ek[¢, a] kk[5, €] +
ee[fB, y¥] ek[a, B] ek[S6, ¥] ek[e, ¢] ek[d, a] kk[S, €] -
ee[a, B] ek[y, B] ek[6, ¥] ek[e, ¢] ek[d, a] kk[5, €] -
ee[y, 6] ee[e, ¢] ek[a, ¢] ek[B, ¥] kk[a, B] kk[5, €] +
ee[B, ¥] ee[e, ¢] ek[a, ¢] ek[S, ¥] kk[a, B] kk[5, €] +
eel[a, ¢] ee[y, 6] ek[B, ¥] ek[e, ¢] kk[a, B] kk[S, €] -
eel[a, ¢] ee[B, ¥] ek[S6, ¥] ek[e, ¢] kk[a, B] kk[S, €] +
eel[y, 8] ee[e, ¢] ek[a, B] ek[B, ¥] kk[a, ¢] kk[S, €] -
ee[fB, ¥] ee[e, ¢] ek[a, B] ek[6, ¥] kk[a, ¢] kk[S, €] +
eel[a, B] ee[e, ¢] ek[¥y, B] ek[6, ¥] kk[a, ¢] kk[S, €] +
ee[y, 8] ee[e, ¢] ek[a, ¢] ek[B, a] kk[B, ¥] kk[S, €] -
eel[a, ¢] ee[y, 6] ek[B, a] ek[e, ¢] kk[B, ¥] kk[S, €] +
eel[a, B] ee[y, 6] ek[e, ¢] ek[d, a] kk[B, ¥] kk[S, €] -
eel[a, B] ee[y, 6] ee[e, ¢] kk[a, ¢] kk[B, ¥] kk[S, €] -
eel[a, ¢] ek[B, a] ek[¥y, B] ek[6, ¥] ek[e, 6] kk[e, @] -
ee[d, €] ek[a, B] ek[B, ¥] ek[vy, 6] ek[¢, a] kk[e, ¢] +
ee[y, 8] ek[a, B] ek[B, ¥] ek[e, 6] ek[d, a] kk[e, @] -
ee[fB, ¥] ek[a, B] ek[S6, ¥] ek[e, 6] ek[d, a] kk[e, @] +
ee[a, B] ek[vy, B] ek[6, ¥] ek[e, 6] ek[¢, a] kk[e, ¢] +
eel[a, ¢] ee[S, €] ek[B, ¥] ek[v¥, 6] kk[a, B] kk[e, ¢] -
eel[a, ¢] ee[y, 6] ek[B, ¥] ek[e, 6] kk[a, B] kk[e, ¢] +
eel[a, ¢] ee[B, ¥] ek[S6, ¥] ek[e, 6] kk[a, B] kk[e, ¢] -
eel[a, ¢] ee[S, €] ek[B, a] ek[y, 6] kk[B, ¥] kk[e, ¢] +
eel[a, ¢] ee[y, 6] ek[B, a] ek[e, 6] kk[B, ¥] kk[e, ¢] +
eel[a, B] ee[b, €] ek[y, 6] ek[¢, a] kk[B, ¥] kk[e, ¢] -
eel[a, B] ee[y, 6] ek[e, 6] ek[¢d, a] kk[B, ¥] kk[e, ¢] +
eel[a, ¢] ee[S6, €] ek[B, a] ek[¥, B] kk[y, 6] kk[e, ¢] +
ee[B, y] ee[S, €] ek[a, B] ek[¢, a] kk[y, 6] kk[e, ¢] -
ee[a, B] ee[5, €] ek[y, B] ek[d, a] kk[y, 6] kk[e, ¢] -
ee[a, ¢] ee[B, y] ee[S, €] kk[a, B] kk[¥, 6] kk[e, ¢]

m tails

(*tails that contain cycles within themx)

(*1 & 2-tailsx*)

T1[i ] := Sum[Gek[i, 1, {F, 1, 6}]

T2[i , j_] := Sum[Gek[i, 1], {1, 1, 6}] x Sum[Gek[j, m], {m, 1, 6}] +

1
— % Gee[i, j] * (Sum[Gkk[i, 1], {1, 1, 6}] - Sum[Gkk[], m], {m, 1, 6}])
2

(*#3-tailx)
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t3b[i , j , k ] :

1
— % Gee[i, j] * (Sum[Gek[k, p]l, {p, 1, 6}] * (Sum[Gkk[i, m] - Gkk[j, m], {m, 1, 6}]) +
2

sum[Gkk[k, p]l, {p, 1, 6}] * (Gek[k, i] - Gek[k, 1))
T3[il , §2 , k3 ] :=
Sum[Gek[il, 1], {1, 1, 6}] * Sum[Gek[j2, m], {m, 1, 6}] * Sum[Gek[k3, n], {n, 1, 6}] +
t3b[il, j2, k3] + t3b[il, k3, j2] + t3b[j2, k3, i1]

(*4-tailsx*)

1
t4b[i , jJ , k , h ] := —xGee[i, j] *
2

(Sum[Gek[k, 1], {1, 1, 6}] * Sum[Gek[h, m], {m, 1, 6}] » Sum[Gkk[i, n] - Gkk[]j, n], {n, 1, 6}] +
(Sum[Gek[k, 1], {1, 1, 6}] * Sum[Gkk[h, m], {m, 1, 6}] * (Gek[h, i] - Gek[h, j]) +
(Sum[Gek[h, 1], {1, 1, 6}] » Sum[Gkk[k, m], {m, 1, 6}] * (Gek[k, i] - Gek[k, j])) +
((Gek[k, i] - Gek[k, j]) * Gek[h, k] * Sum[Gkk[h, 1], {1, 1, 6}]) +
((Gek[h, i] -Gek[h, j]) *» Gek[k, h] » Sum[Gkk[k, 1], {1, 1, 6}])))

1
t4c[i , J ., k , h ] := —xGee[i, j] »Gee[k, h] *
4
(Sum[Gkk[i, 1] -Gkk[j, 1], {1, 1, 6}] » Sum[Gkk[k, m] - Gkk[h, m], {m, 1, 6}]) +
1
— % (Gkk[i, k] -Gkk[]j, k] -Gkk[i, h] +Gkk[], h]) *
2
Sum[Gkk[i, n] + Gkk[]j, n] - Gkk[k, n] - Gkk[h, n], {n, 1, 6}]

T4[i , j ,k ,h ] :=
Sum[Gek[i, 1], {1, 1, 6}] * Sum[Gek[j, m], {m, 1, 6}] » Sum[Gek[k, n], {n, 1, 6}] *
Sum[Gek[h, o], {o, 1, 6}] + t4b[i, j, k, h] + t4b[i, k, j, h] + t4b[i, h, j, k] + t4b[j, k, i, h] +
t4b[j, h, i, k] + t4b[k, h, i, j] + t4c[i, j, k, h] + t4c[i, k, j, h] + t4c[i, h, j, k]

(*cycles free 2-tailx)

(#symbols for the cancelation of the cycles on the tailx)

cli , §.1:=1
cli , i ]:=0

Ali, j_,k ,1.]:=1
Ali, 3,41 ,3.]1:=0

(*¥2-tailsx)
Ta2[i , j_ ] :=Sum[A[l, m, j, i] * Gek[i, 1] * Gek[]j, m], {1, 1, 6}, {m, 1, 6}] +

1
— % Gee[i, j] * (Sum[c[1l, j] *Gkk[i, 1], {1, 1, 6}] - Sum[c[m, i] *» Gkk[§, m], {m, 1, 6}])
2

(#rules for the substraction of cycles from the tailsx)

rl :={Gs4[i ,Jj ,k ,1 ]1T2[m ,n ] ->Gs4[i, j, k, 1] T2[m, n] -Gs4[i, j, k, 1] Gp2[m, n]}
r2 :={Gs3[i ,j ,k ]T3[1 ,m ,n ]
Gs3[i, j, k] T3[1, m, n] -Gs3[i, j, k] Gp2[1, m] T1[n] -2Gs3[i, j, k] Gp3[1l, m, n]}
r3 := {Gs2[i , j ]1T4[k , 1 ,m ,n ] >Gs2[i, j] T4[k, 1, m, n] -2Gs2[i, j] Gp2[k, 1] Ta2[m, n] -
3Gs2[i, j]1Gp2[k, 1] Gp2[m, n] -Gs2[i, j] Gp4[k, 1, m, n] -Gs2[i, j] Gp3[k, 1, m] T1[n]}
rd4 := {Gs22[i ,3j , k ,1 ]1T2[m , n ] - Gs22[i, j, k, 1] T2[m, n] - 3 Gs22[i, j, k, 1] Gp2[m, n]}

|5
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m construction of the numerator

(*Cyclesx*)
(#here the m-cycles are multiplied by the corresponding lorenz
cycle. Since there is not an automatic way to get the inequivalent cycles,

then all of the permutations are taken and then divided by a suitable factors)

(*after the permutations then it comes the
application of the rules for e.k and k.k productsx)

(%Q%%)

Qsé6a := Permutations[£f[1, 2, 3, 4, 5, 6]] /. f[1i ,J ,r ,1 ,m ,n]->
z6[i, j, r, 1, m, n] *Gs6[i, j, r, 1, m, n] /12 /. ekval /. kkp // Total

(%Q%2%)

Qs42a := Permutations[h[l, 2, 3, 4,5, 6]] /.h[i ,j , r ,1 ,m ,n]>
z4[i, j, r, 1] z2[m, n] » Gs42[i, j, r, 1, m, n] /16 /. ekval /. kkp // Total

(#?22)

Qs222a := Permutations[h[1l, 2, 3, 4, 5, 6]] /. h[i ,J , r ,1 ,m ,n]->
z2[i, j] z2[r, 1] z2[m, n] » Gs222[i, j, r, 1, m, n] /48 /. ekval /. kkp // Total

(*Total Cyclesx)
(*here u[6] is taken 0 in order to reduce one integrationw)
pca := Qs6a + Qs42a + Qs222a /. u[6] » 0
(*Tailsx*)
(*here the estrategy to get the terms is the same that the previuos case,
but after getting the terms there goes the alications of the rules
for the substraction of cycles from the tails, according to the casex)
(xQ°%)

Qs5a := Permutations[h[1, 2, 3, 4, 5, 6]] /. h[il , i2 , i3 , i4 , i5 , i6 ] -
z5[il, i2, i3, i4, i5] »Gs5[4i1, i2, i3, i4, i5] *T1[i6] /10 /. ekval /. kkp // Total

(#Q%2%)

Qs32a := Permutations[h[1l, 2, 3, 4, 5, 6]] /. h[il , i2 , i3 , i4 , i5 , i6 ] -»
z3[il, i2, i3] z2[i4, i5] »Gs32[il, i2, i3, i4, i5] »T1[i6] /12 /. ekval /. kkp // Total

(%Q%%)

Qs4b := Permutations[h[1, 2, 3, 4, 5, 6]] /. h[il , i2 , i3 , i4 , i5 , i6 ] -
z4[il, i2, i3, i4] »Gs4[il, i2, i3, i4] » T2[i5, i6] /16 /. ekval /. kkp // Total

Qs4a :=Qs4b /. rl
(%Q*%x)

Qs22b := Permutations[h[1, 2, 3, 4, 5, 6]] /. h[il , i2 , i3 , i4 , i5 , i6 ] »
z2[il, i2] z2[i3, i4] »Gs22[il, i2, i3, i4] «+ T2[i5, i6] /48 /. ekval /. kkp // Total

Qs22a :=Qs22b /. r4

(*#Q3*)
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Qs3b := Permutations[h[1, 2, 3, 4, 5, 6]] /. h[il , i2 , i3 , i4 , i5 , i6 ] -
z3[il, i2, i3] »Gs3[il, i2, i3] »T3[i4, i5, 1i6] /36 /. ekval /. kkp // Total

Qs3a :=Qs3b /. r2

(%Q%*)

Qs2b :=
Permutations[h[1, 2, 3, 4, 5, 6]][[{1, 289, 313, 337, 433, 457, 577}]] /. h[il , i2 , i3, i4 ,
i5 , i6_] -» z2[il, i2] » Gs2[i1l, i2] » T4[i3, i4, i5, i6] /. ekval /. kkp // Total

Qs2a :=Qs2b /. r3

(*Total Tails, again one integration is taken outx)
pta := Qs5a + Qs4a + Qs3a + Qs2a + Qs32a + Qs22a /. u[6] » 0
(*Full numeratorx)

(#now the sum of the tails and cyclesx)

P6 := pca + pta

» denominator

(*this is obtained,
just by evaluating the k.k products in the formula for the denominatorsx)

dm ] :=
(m*2+1/2 (0.6347735975251538" (Abs[u[1]] -u[1l]*2) +36.~ (Abs[u[l] -u[2]] - (u[1l] -u[2]) *2) +

25.07951211676056~ (Abs[u[2]] -u[2] *2) -

20.485281374238568" (Abs[u[1l] -u[3]] - (u[1] -u[3]) "2) -

3.5147186257614305  (Abs[u[2] -u[3]] - (u[2] -u[3]) “2) - 14.571428571428571"
(3bs[u[3]] -u[3]"2) - 5.4934512713032495" (Abs[u[1] -u[4]] - (u[1l] -u[4]) *2) -

4.792263014411034" (Abs[u[2] -u[4]] - (u[2] -u[4]) “2) +

4.69172932330827" (Abs[u[3] -u[4]] - (u[3] -u[4]) *2) - 4.7368421052631575"
(Bbs[u[4]] -u[4]"2) - 9.386493756933026" (Abs[u[1l] -u[5]] - (u[1] -u[5]) "2) -

2.6135062430669738" (Abs[u[2] -u[5]] - (u[2] -u[5]) “2) +

4.7368421052631575  (Abs[u[3] -u[5]] - (u[3] -u[5]) *2) +0.8571428571428571"
(2bs[u[4] -u[5]] - (u[4] -u[5]) *2) - 6.406015037593985" (Abs[u[5]] -u[5]"2))) ~4

= Integration

(*for the integration the montecarlo method is the fastestx)

sixpsnum[m ] := 3! * NIntegrate[P6 /d[m], {u[l], O, 1}, {u[2], O, 1},
{u[3], 0, 1}, {uf[4], 0, 1}, {u[5], 0, 1}, Method » "QuasiMonteCarlo"]



new identity

(#Starting with the identity to demostrate, Zi<j<i|j> =? 0, A: angular brakets,
with the conventions of the program for spinor-helicity productsx)

Sp[1, 2]2+Sp[l, 3]2+Sp[1, 4]2+Sp[l, 5]2+Sp[1, 6]2 +Sp[2, 3]2+Sp[2, 4]2 +Sp[2, 5]2+
Spl[2, 6]%+5Sp[3, 412 +Sp[3, 5]%2+5Sp[3, 6]2+Sp[4, 5]1%+Sp[4, 6]2+Sp[5, 6]° /. evspinsA

Amm[3, 4]% +Amm[3, 5]% +Amm([3, 6]% + Amm([4, 5]° + Amm[4, 6]% + Amm[5, 6]% +Apm[1, 3]% +Apm[1l, 4]% +
Apm[1, 5]% +Apm[1l, 6]% +Apm[2, 3]% +Apm[2, 4]% +Apm[2, 5]% +Apm[2, 6]% + App[1l, 2]2

(#application of the definition of spinor product,
defining: p[k]:=k*:=k%+k3®, tp[k]:=kt:=k +ik?*)

Amm[3, 4]2+Amm[3, 5]2+Amm[3, 6]2+Amm[4, 5]2+Amm[4, 6]2+Amm[5, 6]2+Apm[1, 3]2+Apm[1, 4]2 +
Apm[1l, 5]% + Apm[1l, 6]% + Apm[2, 3]% + Apm[2, 4]% + Apm[2, 5]% + Apm[2, 6]% + App[1l, 2]2

(p[k[21] tp[k[1]] - p[k[1]] tp[k[2]1])® (p[-k[31] tp[k[1]] -p[k[1]] tp[-k[31])?

p[k[1]] p[k[2]] p[k[1]]1p[-k[3]]
(p[-k[31] tp[k[2]] - p[k[2]] tp[-k[311)® (p[-k[4]] tp[k[1]] -p[k[1]] tp[-k[4]])?
plk[2]] p[-k[3]] i plk[1]] p[-k[4]] i
(p[-k[4]] tp[k[2]] -p[k[2]] tp[-k[411)® (p[-k[4]] tp[-k[3]] - p[-k[3]] tp[-k[4]])?
p(k[2]] p[-k[4]] ' p[-k[3]] p-k[4]] i
(p[-k[51] tp[k[1]] - p[k[1]] tp[-k[511)® (p[-k[5]] tp[k[2]] - p[k[2]] tp[-k[5]])?
p[k[1]]p[-k[5]] i p[k[2]] p[-k[5]] '
(p[-X[5]] tp[-k[3]] -p[-K[3]] tp[-k[5]1)® (P[-k[5]] tp[-K[4]] -p[-k[4]] Ep[-RISI])®
p[-k[3]] p[-k[5]] p[-k[4]] p[-k[5]]
(p[-k[61] tp[k[1]] -p[k[1]] t[-k[6]11)® (p[-k[6]] tp[k[2]] - p[k[2]] tp[-k[6]])?
p[k[1]]p[-k[6]] i p(k[2]] p[-k[6]] '
(PL-k[6]] tp[-k[3]]1 -p[-k[3]] tp[-k[611)® (p[-k[6]] tp[-k[4]] -p[-k[4]] tp[-k[6]])>
pl-k[3]1 p[-k[6]] ' p[-k[4]] p[-k[6]] '

(p[-k[61] tp[-k[5]]1 -p[-k[5]] tp[-k[61])°
pl-k[5]1] p[-k[6]]

// FullSimplify

(*change of notation in vectors: k[i]-k; *)

Printed by Mathematica for Students
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_pl-k[6]] tp[k[1]]1 _pl-k[6]] tp[k[2]]1° . (p[k[2]1] tp[k[1]] - p[k([1]] tp[k[2]])? .

pIk[1]] plk[2]] p[k[1]] p[k[2]]
p[-k[61] tp[-k[311> (p[-k[31] tp[k[1]] -p[k[1]] tp[-k[3]])?
pl-k[3]] i p[k[1]] p[-k[3]] i

(p[-k[31] tplk[2]] -p[k[2]] tp[-k[3]11)? pl-k[6]] tp[-k[4]]?
p(k[2]] p[-k[3]] ' pl-k[4]] i

(p[-k[4]1] tp[k[1]] -p[k[1]] tp[-k[411)? (p[-k[4]] tp[k[2]] - p[k[2]] tp[-k[4]])?
p[k[1]]p[-k[4]] i p(k[2]] p[-k[4]] '

(p[-k[4]] tp[-k[3]] -p[-k[3]] t[-k[4]11)® pl-k[6]] tp[-k[5]]?
p[-k[3]] p-k[4]] ' pl-k[5]] i

(pI-X[5]] p[k[1]] -pIk[1]] p(-k[5]])® (P(-kI5]] tl[k[2]] -pK[2]] tpl-k[SI])®
p[k[1]]p[-k[5]] p[k[2]] p[-k[5]]

(p[-k[51] tp[-k[3]] -p[-k[3]] tp[-k[5]11)® (p[-k[5]] tp[-k[4]] - p[-k[4]] tp[-k[5]])
p[-k[3]] p[-k[5]] ' p[-k[4]] p[-k[5]] '

2 (tp[k[1]] + tp[k[2]] - tp[-k[3]] - tp[-k[4]] - tp[-k[5]]) tp[-k[6]] +
(-p[k[1]] -p[k[2]]1 +p[-k[3]] +p[-k[4]] +pP[-k[5]]) tp[-k[6]]?
pl-k[6]]

/- k[i ] -k

(*p[k] and tp[k] are linear in their argumentsx)

pl-k¢] tplki]® pl-ke] tplk2]? (plkz] tp[ki] -p[ki] tp[ka])?
+ +

plki] plk:] plki] plk:]
pl-kel tpl-ks]1? (p[-ks] tplki]l -pl[ki]l tp[-k31)? (p[-ks] tplk2] - plk2] tp[-ks])?
pl-ks] plk:] pl-ks] ) plk] P-ks] '
pl-ke] tp[-kel® (p[-ka] tP[ki] -P[k1] tP[-ka1)? (P[-ka] tP[k2] - P[k2] tP[-ka])?
pl-kd plk:] pl-ki i plk:] pl-ki '
(Pl-ka] tp[-ks] -p[-k3] tp[-ke1)? pl-kel tpl-ks1® (p[-ks] tplki] -pl[ki] tp[-ks])?
pl-ks] pl-ke] Y plki] pl-ks] i
(Pl-ks] tplk.] - plkz] tp[-ks])? (P[-ks] tp[-ks] -p[-ks] tp[-ks])®
plk2] pl-ks] ' pl-k3] p[-ks] '

(P[-ks] tp[-ks] -p[-ks] tp[-ks])?
Pl-ki]l P[-ks]
(-plka] -plke] +P[-ks] +P[-ke] +P[-ks]) tp[-ke]®
pl-ke]

+2 (tplki] + tp[k2] - tp[-ks] - tp[-kq] - tp[-ks]) tp[-ke] +

/-p[-(1)] »-p[l] /. tp[-(1_)] » -tp[1]

(*momentum conservation }k;=0%)
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plke]l tplki]® plke] tplk2]1® (plkz] tplki] -plki] tp[ks])?

+ + +
plki] plk:] plki] plk:]
plkel tplks]® (-plks] tp[ki] +p[ki] tp[ksl)? (-plks] tpl[kz] +p[k2] tp[ks])?
plks] ' plki] plks] ! plk2] plks] '
plkel tplkel® (-plka] tplki] +P[k1] tp[kal)? (-Plke] tP[k2] +P[k2] tp[ke])?
plki] ' plk1] plke] ' plk2] plki] '
(Plke] tplks] -pl[ks] tplke])® plke] tplks]? (-plks] tp[ki] +p[ki] tp[ks])®
plks] plki] T okl ' plki] plks] '
(-plks] tplk2] +plkz] tp[ks])? (plks] tplks] -plks] tp[ks])?
plk2] plks] ' plks] plks] '

(plks] tplkal - plka] tp[ks])?
Plks] plks]
(-plki]l -plk2] -plks] - plkal -pP[ks]) tplkel® ,

plks]
tplki] » -tp[k2] - tp[ks] - tp[ke] - tp[ks] - tp[ke] /. P[ka] » -P[k2] -P[k3] -pP[ke] -P[ks] - P[ks]

-2 (tp[ki] + tp[k2] + tp[ks] + tp[kq] + tp[ks]) tp[ke] -

(*then the simplificationw)

plkel tplk2]1? plkel tplks]® (-plks] tplk2] +p[k2] tp[ks])?
plk:] TS ' plk2] plks] ’
plkel tplkal® (-plkal tplka] +p[k2] tP[kal)?  (Plke] tp[ks] -p[ks] tp[ks])?
plki] ' plk2] plka] ' plks] plki]

plke]l tplks]? (-plks] tp[ks] +pl[ks] tp[ks])® (plks] tpl[ks] -plks] tp[ks])?

+ + +

p[ks] plk2] plks] plks] plks]
(plks] tp[ks] - p[ks] tp[ks])?
Plks] plks]
plkz] (-tplk:] - tp[ks] - tplks] - tplks] - tp[ke]))? /
(plkz] (-P[k2] -P[ks] -Plka]l -Plks] -plke])) + ((-plkz] -Plks] -plks] -Plks] -P[ks]) tp[ks] -
plks] (-tplkz] - tp[ks] - tp[ks] - tp[ks] - tp[ke]))? /
(plks] (-plk2] -pl[ks] -pl[ks] -plks] -plkel)) + ((-plka] -plks] -plks] -plks] -p[ke]) tplks] -
plks] (-tplke] - tp[ks] - tp[ks] - tp[ks] - tp[ke]))? /
(Plks] (-Plk2] -P[ks] -P[ka] -Plks] -plke])) + ((-plkz] -plks] -plks] -plks] -p[ke]) tplks] -
Plks] (-tplkz] - tp[ks] - tp[ks] - tp[ks] - tp[ke1))? /
(plks] (-plk2] -plks] -plks] -p[ks] -p[ke])) +
plks] (-tplkz] - tp[ks] - tp[ks] - tp[ks] - tp[ke])®

-p[kz2] -plks] -pl[ks] -pP[ks] -p[kel
tplke]? // FullSimplify

+

+ta (- (-p[k2] -pP[k3s] -p[ke] -P[ks] -P[ke]) tp[ka] +

+

0

(*Q.E.D.*)
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