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INTRODUCCION

El objetivo de este trabajo es estudiar el espacio de poliedros con vértices de dngulos coni-
cos entre 0 y 2. Por poliedro entenderemos una superficie homeomorfa a la esfera provista de
una métrica plana salvo en un nimero finito de puntos que llamaremos singularidades cénicas o

vértices.
La idea basica para estudiar el espacio de poliedros es la siguiente.

Dado un poliedro P con n + 1 vértices:

1. Se escoge un vértice v, de P.

2. Se escogen curvas de longitud minima 7y, y», . . . , ¥, que unen vy con cada uno de los demds
vértices de P.

3. Se corta P alo largo de estas curvas.

4. La superficie P \ {y; Uy, U---Uv,} se desdobla en el plano euclidiano, obteniendo asi un
poligono bien definido salvo isometrias de R

5. Este poligono tiene 2n vértices cuyas coordenadas determinan un punto en (R?)**. Llama-
remos €, a la regién en (R?)*" delimitada por los poligonos que se pueden obtener de
esta forma.

6. La ambigiiedad que existe al escoger otro vértice v; u otras curvas yj,%5, ..., Y, determina
distintos poligonos asociados a cada poliedro.

7. De manera que a cada poliedro P podemos asociarle una familia de poligonos con ciertas
propiedades decretadas por P.

En esta tesis se explican con detalle ciertos puntos dentro de este esquema. Por ejemplo:

1. Existencia y propiedades de las geodésicas en un poliedro.
2. El desdoblamiento isométrico de P \ {y; Uy, U ---Uv,} en el plano euclidiano.
3. Descripcion topoldgica de la region Q.

4. Las dificultades combinatorias que provocan las ambigiiedades mencionadas en 6.

Respecto al punto 4, en esta tesis se muestran explicitamente las dificultades provocadas por
las ambigiiedades y se menciona como son los distintos poligonos que obtienen de ellas. En este

v



VI INTRODUCCION

trabajo trataremos con detalle el caso de poliedros con tres vértices (caso n = 2) y célculamos

algunos espacios de tetraedros con angulos fijos (poliedros con 4 vértices, caso n = 3).

Esta tesis consta de cinco capitulos. En el primero de ellos se habla del espacio de poligonos y la
forma hermitiana en €l determinada por el drea. En el segundo se demuestran algunas propiedades
que satisface la regién determinada por los poligonos simples. El tercero muestra la forma en que se
desdobla un poliedro para obtener un poligono. En el capitulo 4 se estudian algunas propiedades de
la region Q. y se menciona que poligonos en ella estdn asociados al mismo poliedro. Por altimo,

en el capitulo 5 se describen algunas propiedades del espacio de tetraedros.



Capitulo 1
Una forma hermitiana en el espacio de poligonos.

Supongamos que n es un entero mayor o igual que 3 y P es un poligono de n lados (también
llamado n-dgono) con vértices consecutivos en {py, p2, ..., p,} C C. Entonces la n-ada de nimeros
complejos (p1, p2, ..., p») determina completamente a P, ya que podemos recobrar el poligono con-
siderando los segmentos de recta que unen a p; con p;.. Notese que pensamos en los subindices
modulo n. De manera que (zy, 2, ..., Z,) € C" determina al unico poligono en C con vértices conse-
cutivos en los puntos zi, 25, ..., Z,. Por lo tanto podemos pensar a C" como el espacio de n-dgonos

contenidos en C.

Al considerar a un poligono s6lo como una n-ada de complejos, permitimos cualquier tipo
de degeneracion en sus lados, ademds de cruces entre ellos. Algunas consecuencias de ver a los

poligonos como puntos de C" son:

e Automaticamente dotamos al espacio de poligonos con una estructura de espacio vectorial
complejo, i.e. estd bien definida la suma de poligonos y la multiplicacioén de un escalar complejo

por un poligono.

e Cualquier base de C" es una base para el espacio de poligonos. Por ejemplo, todo n-dgono
es una combinacion lineal compleja de los poligonos e¢; = (1,0,0,...,0), e; = (0,1,0,...,0), ...,
e, =(0,0,...,0,1) yaque

E :={e; =(0,0,..,0,1,0,..,0)}._,

es la base canodnica de C".

1. La forma hermitiana de area.

El 4rea con signo de un tridngulo contenido en R? y con vértices en los puntos (a, b), (c, d), (e, f),

estd dada por la formula:
ad+cf+eb—af —ed—cb

2

Sizy =a+ib,zp = c+idy z3 = e+if, entonces un cdlculo elemental muestra que el drea con signo

de T = (z1,22,273) € Ces

i _ _ _ _ _
AT) = Z(lez — 2021 + 2273 — 3% + 2321 — 2123)-

|



2 1. UNA FORMA HERMITIANA EN EL ESPACIO DE POLIGONOS.

Notese que el término z;Z; — z;Z;, calcula el drea con signo comprendida en el triangulo (0, z;, 7).
Ast A0, z;,zi)) = 0y A0, z;,zj)) = —A(0, z, ;). Entonces el signo en el drea de un tridngulo
estd dado por la orientacion que determina el orden en sus vértices, de manera que el drea es positiva
si giramos en el sentido contrario a las manecillas del reloj (en el resto de esta tesis tomaremos
este como el sentido positivo) al recorrer el tridngulo de forma creciente en la numeracién de sus

vértices.

Por la observacion anterior, tenemos que el drea con signo de un tridngulo 7" es igual a la suma
de las dreas con signo de los tridngulos que se forman con las aristas de T y el origen. Esto sugiere

definir el drea con signo de un poligono de la siguiente forma.

DEernicion 1.1. Si Z = (zy, ..., 2,) € C", el area con signo del poligono Z es
i~ _
AZ) = 2 ;(Zk2k+l — Zk+12k)
donde z,,1 = z;.

Observaciones: Sea Z = (z1, ..., 2,) un poligono.
1.- A(Z) € R, ya que es suma de imaginarios puros multiplicada por i.

2.- A(Z) no depende del vértice en el que se comienza a enumerar a Z, mientras lo hagamos
ciclicamente y en el mismo sentido. Ademas, si Z~ = (21, Zn, Zn-1,-.-,22) €S €l poligono Z pero

enumerado en sentido contrario al original, entonces A(Z~) = —A(Z).

3.- A(Z) es invariante bajo rotaciones, traslaciones y tiene modulo invariante por reflexiones:
Si f: C — Cesdelaforma f(z) = e’z +aconfe€[0,2r] ya € C* = C \ {0}, entonces para todo
Z € C" tenemos

Af(2)) = ﬁ D M€z + a)ezi + @) = (s + a)e Uz + )] =
k=1

. n
1 . ]
- - 6= - — i
1 Z[(Zkzkﬂ = Zkn1Z0) T ae”"(Ze — %) + ae(z =zl = AZ),
k=1
pues claramente los términos segundo y tercero de cada sumando se anulan cuando variamos k de 1

an. Ademas como toda reflexién sobre una recta de C se puede escribir de la forma g(z) = ez +a
conf € [0,2n] y a € C, tenemos que A(Z) = —A(g(2)).

4.- Supongamos que Z es un poligono convexo y ¢ pertenece a la componente acotada por Z
(i.e. g estd dentro de Z). Como A(Z) = A(Z—-q) y A(Z—q) es la suma de las areas de los tridngulos

'Notar que f actda en un poligono vértice a vértice.



1. LA FORMA HERMITIANA DE AREA. 3

(0, zi, z;) (que en este caso todas son del mismo signo), tenemos que la definicién es congruente con

la intuicién que nos dice “el drea de un poligono es la cantidad de superficie que este encierra”.

5.- A: C" — C es una forma cuadritica hermitiana pues A(1Z) = |A]>A(Z) para toda A € C.

Ademas para todos Z, W € C", la forma sesquilineal hermitiana

i n
(Z,W)q = 1 kZ:;(ZkaH = Zk+1Wk), ey

es tal que (Z,Z)# = A(Z2).
Observaciones: Sean Z = (zy, ..., 2,), W = (wy, ..., w,) € C".

5.1.- Si R y J son respectivamente las partes real e imaginaria de un nimero complejo, enton-

ces

RAZ,iW)yaqa = R(—I{Z,W)q) = I(Z, W) 4.

5.2.- Sean > 3 un entero impar. Si ZW = (21, W2, 23, «ccs Wn15 Zns W15 ees Tn—1> Wn) € C? es el

poligono formado alternando los vértices de Z y W, entonces la forma hermitiana ( , )# satisface

l. n
AZW) = 1 Z(kakﬂ = Wir1Zk) + (WkZke1 — Zks1Wi) =
=1

. n . n

1 _ _ 1 _ _

- E (TWke1 — Wi1Zk) + — E (WiZks+1 — Zks1Wi) =
4 k=1 4 k=1

(ZW)a+ (W, Z)a = 2R(Z, W)z

y por 5.1 A(ZiW) = 23(Z, W) 4. Ademads de la observacion 2 tenemos que A(ZW) = AWZ) y
AZIW) = A({WZ). Concluimos que

Z,W)q = %(ﬂ(ZW) + AZIW)) = %(ﬂ(WZ) + I AGWZ)).

El caso n par es diferente por que no hay un poligono ZW bien definido, ya que alternando los
vértices obtenemos los poligonos (z1, wa, ..., Zu—1, W) Y (W1, 22, ..., Wy—1, Z»). Pero existe una relacion

similar a la anterior con estos poligonos ya que

fﬂ(Zl,Wz, s a1 Wy) + AW, 22, ey Wys1, 20) =

i . _ B .
) Z[(kak+1 — Wiks1Zk) + WiZirt — zr1wi)] = 2R(Z, W) 4,
Py

nuevamente se utiliza la observacion 5.1 par la parte imaginaria.



4 1. UNA FORMA HERMITIANA EN EL ESPACIO DE POLIGONOS.

Proposicion 1.1. Si n > 3 es un entero. Entonces la forma hermitiana { , )z en C" tiene
signatura:

n—ln—l) ) (zn—2 n-—
, ara n impar, , ,
2 2 P P 2 > 2

(1,

) para n par

DemosTrAcION. Considerar en (C", (, )#) los poligonos:

2nil 2nil

(Pr= (1,65, @V, @), @y

El producto entre parejas de estos n-dgonos esta dado por:

2mil 2rim 2mil 2rim
<Pl, m>ﬂ— Z((e” kl(e ) —(en)(e n kl)_

_ 2mil 2ntim n
2mik(l- m) _ 2qil 2mim l(e n — @ n ) 2nik(l-m)
Z n € n —en = —4 e n (*)
k k=1
y ahora existen dos casos a considerar:
27i(l—m)
Caso | # m: Hacemos 1 = e~ = , entonces:
1 2mik(l 1
wik(l—m)
Z e = =0,
k=1 k=1

ya que A es una raiz n-ésima de la unidad (distinta de 1), por lo tanto anula al polinomio 7" — 1 =
("' + 7" 2+ ...+ 7+ 1)(z— 1), de forma que la suma de las primeras n potencias de A debe anularse
(yaque 4 — 1 # 0). Concluimos que el conjunto de los P; forma una base de (C",( , )4) tal que
(P, P)# = 0 para toda [ # m.

Caso | = m: En este caso (P}, P,)a = A(P)) y:

. . >0 st O0<l<n/2
nen —e n n
(%) = 5(T) = Esen(Zﬂl/n) =0 si [=0 6 [=n/2 (paran par)

<0 si n/2<l<n
Ahora se concluye que (, )# es degenerada y su signatura es la buscada. i

Ayudéandonos del conjunto mencionado en esta proposicion, construimos la base:

o P =P;JAP) sil+0,n/2
B = {P;} : donde ! AR /
1=0 P,=P; sil=0 ol=n/2 (sélo paran par).
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En esta base (, )4 tiene una expresion sencilla, ya que para todos Z, W € C”" existen z; y w; con
[=0,1,..,n—1 tales que:

ZWia=O aPp Y wiPpa= Y awi— ). zw.
1 1

O<l<n/2 n/2<l<n
Notar que hasta el momento hemos mencionado 2 bases para el espacio (C*, (, )5), estas son
n n—1
E={e}; y B ={Pi}»

Estas bases se estaran utilizando durante el resto de la tesis.

2. El espacio de poligonos médulo semejanza orientada.

Diremos que Z = (21,22, .., 2n), W = (W, wa, ...w,,) € C" son equivalentes si y s6lo si existe una
transformacion afin compleja f(a) = az + b con a # 0 tal que f(z;) = w;. Escribiremos Z ~ W para
decir que los poligonos Z y W son equivalentes (claramente ~ define una relacion de equivalencia
en C"). De las observaciones 3 y 5 de la seccién anterior, tenemos que si Z ~ W, entonces el signo
de A(Z) es igual al de A(W).

Llamaremos al cociente P(n) := C"/ ~ el espacio de poligonos modulo semejanza orientada.
Notar que, salvo traslacion, cada clase de equivalencia tiene un representante (zy, 22, ..., Z,) tal que
71+22+...+2, = 0. En efecto, para encontrarlo basta trasladar el centro de gravedad del representante

escogido al origen. Entonces, en el hiperplano
V(in) ={(z1,220 - 2) €C" |z + 22+ ... + 2, = 0}

los unicos poligonos equivalentes son de la forma AZ con 4 € C*. Se sigue que el espacio de
poligonos mddulo semejanza orientada se identifica con P(V(n)), la proyectivizacion compleja del

espacio vectorial V(n).

Obsérvese que los poligonos P; = (1, ¥/ (e¥riliny2 (eriliny3 (e¥il/my"=1y conl € {1, ...,n —
1}, pertenecen a V(n) (ya que la suma de las n potencias de una raiz n-€sima de la unidad es 0,
ver pagina 4). Ademas forman una base para este espacio. Luego V(n) es isomorfo, como espacio
vectorial, a C*! y por lo tanto:

P(n) = P(V(n)) = P(C"") = CP" 2,
Ahora nos gustaria definir el producto (1) sobre $(n). Para hacer esto consideremos los siguien-
tes subconjuntos:

V()" ={Z e V(n) | AZ) > 0} y Vin)" ={Z e Vn)| AZ) < 0}.
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Estos tienen las siguientes propiedades:

I.- Son abiertos pues la forma A: V(n) — R es continua y V(n)* = A '(R") y V(n)~ =
AYR"). Ademas A'(0) C V(n) es una subvariedad ya que A es forma cuadrética y por lo tanto

el 0 es valor regular.

2.- Para cualesquiera Z € V(n)",W € V(n)" y a € C*. Los productos {(aZ,aZ)x = |a|>*A(Z)
y {aW,aW)4 = |a|*A(W) no cambian de signo, por lo tanto las rectas C*Z = {aZ | a € C*} y

C*W = {aW | a € C*} estan contenidas en V(n)* y V(n)~ respectivamente.

3.- Los abiertos P(V(n)*) = P*(n), P(V(n)") = P~ (n) C P(n) tienen estructura de variedad

hermitiana con la forma inducida por (1) de la siguiente manera.

Aqui trabajaremos solamente con V(n)* pero el lector notara que se puede proceder de manera
analoga en V(n)~. Denotaremos conn: V(n) — P(n) ala proyeccion canonica y paratodo Z € V(n),
Zt ={WeVn)|{(ZW)sz =0}

Sea Z € V(n)". Supongamos que Z, ..., Z/_, € V(n) son tales que el conjunto {Z,Z],...,Z’ ,} es

linealmente independiente. Claramente los poligonos

Zk = Z;( - —ﬂ(Z)

Z con k=1,2,...n-2,

satisfacen que el conjunto {Z,, ..., Z, »} es linealmente independiente, ademas paratodak = 1,2, ..., n—
2, {(Zi,Z)a = 0. De aqui concluimos que Z,...,Z, , forma una base para Z* y por lo tanto
Vin)=CZa® Z*.

Consideremos en T,V(n)* = CZ & Z* la forma hermitiana:

8V = = A2

Notemos que la homotecia /,(Z) = aZ con a # 0, se restringe al abierto (V(n)*, g,) preservando a
g, Yaque para todos U,V € T,;V(n)*

(aU,aVya _ 1al{U,V)a _ g,(U, V).

81 M U)- hV)) = 8,,(aU,aV) = =277 = Sz =

Luego g,(U, V) no depende del representante en C*Z en el que se calcule, se sigue que g, baja al
cociente $*(n) (utilizaremos la misma notacién para la forma hermitiana en el cociente). Sabemos
que la transformacion lineal dnz: T,;V(n)" — Trz%P(n)" tiene nucleo igual a CZ, por lo tanto
dados (Uy, Us), (Vi,V,) € T,V(n)* con U,,V, € CZy U,,V, € Z* tenemos que

gz(dﬂz(Ul, U),drz(Vi, V) = 8Z(U2, Vo).
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Se sigue que drr; se restringe a Z* preservando la forma hermitiana. Es claro que la definicién
de g, depende fuertemente de que A(Z) # 0 (lo cual también pasa en V(n)~), debido a esto sélo
definimos esta forma en P*(n) y P~ (n) y no en P(A~1(0)) c P(n).

Ejemplo: El espacio de tridngulos modulo semejanza orientada.

En este caso P(3) = P(V(3)) = CP! es la esfera de Riemann y una base de V(3) estd dada por:
B={P,,Py} donde Pi= (1, (0P y Py = (1,6, (7)),

Si la pareja (¢;, ;) representa a T € V(3) en la base B, sabemos que A(T) = A(P,)(t,|* — |t,[*). Por

lo tanto los conjuntos:
V) ={ti,) eVO) [ Il >1nl} y S ={(t.0) e V) Il =Inl,

tienen como imagen bajo la carta afin (t;,1,) — f,/t; aldiscoP*(3) = A ={ e C||{| < 1} yal
circulo S = {¢ € C | |£] = 1} respectivamente. El conjunto C \ (A U S') es imagen de tridngulos
con drea negativa, s6lo faltaria P, = (0, 1) (el equivalente co € CP'). Esto demuestra que S divide

a P(3) en dos componentes conexas que parametrizan a los tridngulos® de drea positiva y negativa.

Ahora consideremos { € Ay U,V € T/A. Para calcular g (U, V), elegimos el representante
(1,¢) € V(3)*. Por lo tanto U = (0, ), V = (0, @). Como (1, )* es de dimension 1y (Z, 1) pertenece

a él, existen uy, uy, vi, v, € C tales que:

U=ui(LO+w@ 1) vy V=wl,0)+wn]1.

Multiplicando ambos vectores por (£, 1) (respecto al producto ( , )) para calcular la componente
de Uy Ven (1,{)* obtenemos:

A a
U = = y wm

AT 1) T A

por lo tanto:
& D@ Da _ whACD @
AL Q)| AL (1 -1¢P)?

g(l,{)(U’ V) =

Observaciones:

1.-Sid =4 +id, y @ = @y + i, tenemos que:
/11(1’1 + /12(1’2 /120’1 - /110’2
(1 =172 (I =172~

son respectivamente la métrica hiperbodlica y la forma hiperbodlica de area en el disco de Poincaré.

R g,(UV)= J g,(U,V) =

“Médulo semejanza orientada.
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2.- En este caso utilizamos la base 8 para calcular £(n) y la métrica en él. Aqui mostraremos

que también podemos hacer esos cédlculos en la base E.

Llamemos V’(3) al espacio {(0,z;,2,) € C* | z1,2 € C}. Entonces P(3) = P(V'(3)) = CP! y la
P y

base de V’(3) en este caso es:
E ={ey,e;} donde e, =(0,1,0)ye; =(0,0,1).

Ahora los conjuntos determinados por lo tridngulos de drea positiva y los de area O se ven en el
plano afin {(0, 1,z)|z € C} (que puede pensarse como la imagen de la carta (0,z;,2,) — 22/21)
como H = {(0,1,2) € V'(3) | 3 z > 0} y R respectivamente. Claramente el semiplano inferior
representa tridngulos de area negativa. Ahora R es quien divide al plano en las componentes conexas

determinadas por los tridngulos de drea positiva y negativa.

Consideremos U,V € T/H con ¢ = (0, 1, z), entonces U = (0,0,4) y V = (0,0, @). Como {* es

de dimensi6on 1y (0,1,7) = Zpertenece a él, existen uy, u,, vy, v, € C tales que:
U:u1{+u22 y V:V1§+VQZ.

Para calcular la componente de U y V en ¢* multiplicamos (respecto al producto (, )#) ambos
vectores por £, con esto obtenemos que
A a

= — y Vo) = ——,
AW AL
utilizando que .?((Z) = (I z)/2 concluimos:

g, (U V)= Wl vilya WAL A e

U

AQI AL @)  (F




Capitulo 2
La region de poligonos simples.

En los siguientes capitulos trabajaremos con poligonos simples, debido a esto dedicaremos la
seccion 1 de este capitulo para demostrar los resultados que nos interesan de ellos. Cabe mencionar
que aunque estos resultados son conocidos, decidimos integrar esta seccion para fijar la notacién
que se utilizara en el resto de la tesis. En la seccion 2 de este capitulo se define poligonal y se fija
notacion que serd utilizada posteriormente, por ultimo en la seccion 3 se estudian algunas de las

propiedades que tiene la region determinada por los poligonos simples en V(n).

1. Poligonos simples.

Para nosotros un poligono es una n-ada de nimeros complejos Z = (zy,22,...,2,) con n > 3,
las aristas de Z son los segmentos de recta orientados que unen a z; con z;;1 (tomando los indices
modulo 7). Durante el resto de la tesis denotaremos con z;z; al segmento orientado que une a z; con

z;yconzz; alinterior de tal segmento (i.e. ziz;” = zizj \ {2, 2;})-

DernicION 2.1. Decimos que un poligono es singular si tiene vértices repetidos o el interior de
alguna arista intersecta a otra, en caso contrario decimos que el poligono es simple. Denotaremos

con S(n) C V(n) al subconjunto de poligonos simples. Sea Z = (z, 22, ..., Z,) € S(n), entonces:

o Elinterior de Z es la region que queda a la izquierda al caminar por los lados de Z en el
sentido positivo (que no necesariamente es el determinado por el orden en sus vértices). Este se

denota Z°.
e Unadiagonal de Z es un segmento z;zj con j # i —1,i,i + 1.

e Decimos que qiq; estd contenido en Z, si q, y q» pertenecen a las aristas de Z y para todo

PEqiIq:, pEZ.

Proposicion 2.1. Sea n > 4. Todo n-dgono simple tiene una diagonal que estd contenida en
él. DEMOSTRACION. Dado Z = (21, 22, ..., 20) € S(n), elegimos tres vértices consecutivos z;_1, Z;, Zi+1-

9
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Tomando a z; como punto base, tracemos todos los segmentos que estdn contenidos en Z, estos seg-

mentos llenan todo el angulo del vértice z; que pertenece a Z°. Entonces existen dos posibilidades:

Todos los segmentos terminan en una arista. En este caso la diagonal z;_;z;, estd contenida en
Z.

No todos los segmentos terminan en una arista. De manera que algin segmento termina en un

vértice z;, luego z;z; es una diagonal que estd contenida en Z. —

Corolario 1. Si Z es un n-dgono simple con n > 4. Entonces Z admite una triangulacion con
n — 2 triangulos, donde los lados de cada tridngulo son aristas o diagonales de Z. DEMOSTRACION.
Procederemos por induccion sobre el numero de lados. Caso n = 4: La proposicion anterior nos dice
que existe una diagonal que estd contenida en Z, esta diagonal divide a Z en 4 — 2 = 2 tridngulos.
Supongamos que el resultado es vélido para n > 4 y demostraremos para n + 1.

Por la proposicion anterior existe una diagonal contenida en Z, esta diagonal divide a Z en dos
poligonos Z; y Z, con my n—m+ 2 vértices respectivamente. Por hip6tesis los poligonos Z; y Z, se
pueden dividir en m — 2 y n — m tridngulos con algunas de sus diagonales, pero todas las diagonales
de Z, y Z, son también diagonales de Z. Concluimos que Z se puede dividir con diagonales en

m—2+n—m=n -2 tridngulos. i

Corolario 2. Sea Z un n-dgono simple con n > 4. Existen al menos dos parejas de vértices
2j,Zjs2 Y Zi» Zis2 tales que las diagonales 7;zj.5 y ZiZiv2 estdn contenidas en Z. DEMOSTRACION. Sea T
una triangulacion de Z con diagonales. Notar que cada arista de Z pertenece solamente a uno de los
n — 2 tridngulos de T y por la simpleza no existe tridngulo formado con 3 aristas de Z. Por lo tanto

existen al menos dos tridngulos que tienen a dos aristas de Z como lados. -

En lo que resta de esta seccion solo trabajaremos en la region S(n)* c V(n) de poligonos
simples positivamente orientados, i.e. al recorrerlos en el orden dado por sus vértices, giramos en
sentido contrario a las manecillas del reloj. Todos los resultados que obtendremos son vélidos para
poligonos simples negativamente orientados, para verificar esto basta adaptar de la manera obvia
las definiciones.

DEFINICION 2.2. Sea Z € S(n)*:

e El dngulo interior a Z en el vértice z;, es el dngulo medido desde 7;z;| hasta 7;_1z; en el

sentido positivo. Este dngulo se denotard con 6,.

e FEl dngulo exterior a Z en el vértice z; es el dngulo a; = m — 6,.
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Observaciones: Sea Z € S(n)*:

1.- La suma de los dngulos interiores de Z es (n—2)n. Es inmediato del corolario 1 y del hecho

que todo tridngulo tiene suma de dngulos interiores igual a .

2.- Gauss-Bonnet para poligonos. De la definicion de angulo exterior, concluimos que para
todo Z (independientemente del nimero de lados):

icxi = i(ﬂ'—@i) =nr—(n-2)n=2n
i=1 i=1

3.- Notar que contrario a los interiores, los dngulos exteriores pueden ser negativos (basta que
0; > m). Para darnos una idea de lo que mide el angulo exterior al vértice z;, imaginar que recorremos
el poligono Z en sentido positivo. Cudando vamos en la arista z;_1z; y llegamos al vértice z;, el
angulo a; nos dice cuanto y en qué sentido debemos girar para colocarnos de frente a la arista 7;z,+1
y comenzar a caminar a través de ella. Este angulo comunmente se llama “el dngulo que gira la

tangente”.

2. Poligonales.

Una poligonal entre los puntos p,q € C, es un camino formado por un nimero finito de seg-
mentos de recta que inicia en p y termina en g. Aqui, denotaremos con L = [p,z1,22,...,Z0,q] @
la poligonal formada con los segmentos pzi, 2221, -.-,2n—12n> 2nq Y llamaremos vértices de L a los

puntos z;. Algunos ejemplos de poligonales se muestran en la figura 1.

DEriNniciON 2.3. Sea L = [p, 21, 22, ---» Zu» q] Una poligonal.
e [ es simple si no tiene vértices repetidos ni se autointersecta.

e El 4dngulo exterior a L en el vértice z;, es el dangulo con signo que gira la tangente al recorrer

L de manera creciente en sus vértices. Este dngulo se denota con ;.

e Elangulo final a L es el 4ngulo exterior entre los segmentos 7,q y @ donde @ = pz;+(qg—p)

(el trasladado de pz; a g), este dngulo se denota con a.

e Lasuma de los dngulos exteriores de Les )., a; + .

Observaciones: Sea L = p, z1, 22, ..., Zn, q] una poligonal.

1.- El dngulo «; coincide con el dngulo exterior de cualquier poligono que tenga a 7;_12; Y ZiZi+1
como aristas.
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INK

Ficura 1. Ejemplos de poligonales en C.

2.- Los angulos exteriores a la poligonal L™ = [q, 2,, ..., 21, p], son los negativos de los dngulos

exteriores de L.

3.- Silos segmentos pz; y z,q son paralelos y tienen el mismo sentido entonces «, = 0, si tienen

sentido contrario «, = 7.

El siguiente resultado es el andlogo para poligonales del corolario 2 de la seccion anterior, este

también es corolario de la proposicion 2.1:

Corolario 3. En toda poligonal simple L = [p, zi, ..., 2y, q] existe una pareja de vértices 7;_y, Zj+1,
tal que la poligonal L' = [p,zi,...,2j-1,2js1s > Zn> q] €s simple. DEMOSTRACION. Completemos L
en un poligno simple Z agregando el menor nimero de aristas posible. Del corolario 2 sabemos
que en Z existen dos vértices v;, v, no consecutivos, tales que las diagonales formadas con los
vértices adyacentes a ellos estdn contenidas en Z. Estos vértices pertenecen a L, pues de lo contrario
tomando alguna de estas diagonales y las aristas restantes, completariamos a L en un poligono

simple W de menor nimero de lados que Z. —

En esta seccion estudiaremos un tipo de poligonales que serdn fttiles en el desarrollo del si-

guiente capitulo. Estas poligonales se construyen de la siguiente manera:

Supongamos que p, ¢,z € C son distintos y estan en posicién general, i.e. 7, no pertenece a la
recta determinada por p y g. Consideremos tres puntos z;, w, z3 € pq tales que z; € pw, z3 € wq y
w € 7,23, puede ser que z; = p 0 zz = g. Deformemos pg moviendo w por el segmento wz; y fijando
PZ1, 239, continuamos la deformacion hasta obtener la poligonal L = [p, z1, 22, 23, q]. En este caso
decimos que L se obtiene de una deformacion por un punto de pqg y a z7;z3 lo llamamos segmento

base de la deformacion.

DEriNICION 2.4. Sea L = [p, 21,22, ---» Zn» q] Una poligonal.

e Decimos que L esté en zig-zag si L se puede obtener de pg con un nimero finito de defor-

maciones por un punto de manera que los segmentos base tienen interiores disjuntos.

e Dados x,y € L, denotaremos con L,, a la poligonal que determina L entre x y y.
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Ejemplos:
1.-Sea L = [p, z1,22, ..., Zn, q] una poligonal. Entonces L, ., = 2122 y L., = [21, 225 -.s Zul-
2.- Las poligonales 3 y la 5 mostradas en la figura 1 estn en zig-zag.

3.-SiL = [p,z1,22, ..., Zn, q] €s una poligonal que estd en zig-zag y x,y € L N pq, entonces L,,
estd en zig-zag.

4.- Si L = [p,z1,q] es simple, entonces L estd en zig-zag. Ademds a; y a, tienen la misma
magnitud pero sentido contrario ya que son dngulos entre una recta y dos paralelas. Por lo tanto

a) +a, =0.
La propiedad que nos interesa de las poligonales que estin en zig-zag es:

Proposicion 2.2. Toda poligonal que estd en zig-zag tiene suma de dngulos exteriores igual a
0.

DemosTrACION. Sea L = [p, 2y, ..., Zu, q] Una poligonal que estd en zig-zag. Supongamos que z;, 23
son extremos del segmento base de la primera deformacion. Llamemos L' = [p, z3, 24, ...,q] y @} al
angulo exterior a L’ en el vértice z3. El angulo a», exterior a L en z,, también es dngulo exterior al
tridngulo T = (z1, 22, 23) y por lo tanto es la suma (con signo adecuado) de los dngulos interiores 6;
y 65. Se sigue que

’
01:—91 y 03203—93

donde 6, y 65 tienen el signo determinado por «@,. Luego la suma de los angulos exteriores de Ly
L’ coinciden. Procediendo de forma andloga en cada deformacion, concluimos que la suma de los
angulos exteriores de L es igual a la de Xy, que claramente es 0.

Corolario. Sea L = [p, 21, 22, 23, q] una poligonal simple que se obtiene de pq con la deforma-
cion por un punto, tomando como segmento base a (z;,z3). Entonces para cualesquiera x,y € L la

poligonal L,, tiene suma de dngulos exteriores igual a 0.

DemosTrACION. Del ejemplo 4 y la proposicion anterior tenemos que los tnicos casos que faltan por
demostrar son cuando x € pz; y y € 7,73 6 cuando x € 7,2, Y y € Z3¢g. Aqui resolveremos el primer

caso, el lector notard que se puede proceder de manera andloga para el otro caso.

Tracemos el segmento z;y, por el ejemplo 4 tenemos que L' = [x, z1,y] tiene suma de dngulos
exteriores igual a 0. Una vez més «;, (el dngulo exterior a L en z,) es dngulo exterior del tridngulo
T = (z1,22,y) y por lo tanto es igual a la suma de sus dngulos interiores 6; y 6,. En este caso se
satisface:

’ ’
a; =a; -6 y a/y—ay—Hy
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donde 6, 6, tienen el signo determinado por @, y @; y @, son los angulos exteriores finales de Ly y

L’ respectivamente. Concluimos que la suma de los dngulos exteriores de L es igual alade L'. —

3. Laregion de poligonos simples.

El resultado principal de esta seccion es el siguiente:

Proposicion 2.3. La region S(n) C V(n) es abierta y tiene dos componentes conexas por tra-
yectorias. DEMOSTRACION. Primero demostraremos que S(n) € V(n) es abierto. Supongamos que
Z = (ZI’Z29 sy Zn) € S(n)

Para toda k € {1,2,...,n} hacemos Ly = [Zk+1» Zkt2s > Tn1s Zns 21 225 ---» Tu—11; I-€. Ly s la poligo-
nal contenida en Z que une z;_; con zx,1 y no pasa por z;. Llamemos r; a la minima distancia entre

21 Y Ly, 1 €s positivo ya que L es compacta 'y Z es simple. Entonces
[ [BsGo=ucvm
k=1

es una vecindad abierta de Z que estd formada con poligonos simples, i.e. U C S(n) C V(n).

Las componentes mencionadas estdn determinadas por los poligonos de drea positiva y negati-
va. Aqui s6lo demostramos el resultado en S(n)* C V(n); el lector notara que se puede proceder de
manera analoga para demostrar la conexidad por trayectorias de S(n)~ € V(n). Supongamos que
Z e S(n)*.

Basta demostrar que existe un camino I'z: [0, 1] — S(n)* tal que:
[200=2 y Tzl = (1" @ ("), ... (")) = Py
donde P, es el n-dgono regular. Para demostrar la existencia de I' procederemos por induccion.

En el caso n = 3 es claro que todo tridngulo T € S(3)* se puede unir con el equilatero de area
positiva con una trayectoria que pertenece a S(3)* (ver ejemplo, pagina 7). Supongamos que el

resultado vale para n. Por demostrar el caso n + 1.

Sean z;_1,7;, 241 Vértices tales que la diagonal z;_;z;;; estd contenida en Z (ver corolario 2,
pagina 10). Digamos que 7y; es la deformaciéon de Z = (zy, ..., Zi—1, Zi» Zi+1» --» Zn) €N €l poligono
W = (21, s Zi1, (i1 + Zi41)/2, Ziv1--5 Zn)s qQUE Mueve z; en (z;—; + zi+1)/2 mediante la recta que los
une y fija a los vértices restantes. Es evidente que para todo ¢, y;(f) € S(n)*. Sea W el (n— 1)-dgono
(Z1y -5 Zic1s Zit1s ---» Zn), (i.€. 0lvidemos el vértice que esté en el punto medio de la arista 7;_;z;;1). Por

hipétesis de induccion, existe deformacion y, entre Wy P = (1, €2/, ..., (e*/")=2, (e, ..., (e*™/my"1)
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que nunca se sale de S(n)*. Por tltimo llamamos 3 a la deformacién de P} en P, que mueve el

punto [(e>/")i=2 + (&2/")1]/2 en (e*™)=! por el segmento que los une.

Entonces I = y;3 o y, oy, es la trayectoria buscada. i

Mds propiedades de S(n) C V(n):

1.- Ser simple es proyectivo: Para cualesquiera Z € S(n) y A € C* el poligono AZ € S(n). Se
excluye 4 = 0 ya que 0Z = 0 € V(n) es singular.

2.- Existe involucion en S(n)*: SiZ = (zi,...,z,) € S(n)" entonces Z = (31, ...,Z,) € S(n)~ (la
regién de poligonos simples negativamente orientados) y Z = Z € S(n)*. Ademas esto vale para
cualquier reflexion en una recta de C, ya que las reflexiones son composicion de transformaciones

afines complejas (las cuales preservan la orientacidén) con la conjugacion.

3.- 8(n) no es invariante bajo sumas: Basta observar que para cualquier Z € S(n) el poligono
Z + Z es singular. Ain mas, notar que (0,1,1 +i,i),(1 +i,i,0,1) € S*(4) pero la suma (1 +i,1 +
i,1+1i,1+1i)es un cuadrildtero singular, por lo tanto la propiedad es cierta para S(n)* y S(n)".

4.- Existen encajes de S(n — 1) en S(n): Definimos ¢;: S(n—1) — S(n) tal que (z1, ..., 2,-1) —
(Z1y oos Zis (Zi+Zi41) /25 Zit1 s ---» Zn—1)s €. agregamos el punto medio de una de sus aristas como vértice.

De esta manera definimos n — 1 encajes.
Algunas propiedades de V(n) \ S(n) la region de poligonos singulares.

1.- Ser singular es proyectivo: De hecho tenemos que para cualesquiera Z € V(n) \ S(n) y
A € Cel poligono AZ pertenece a V(n) \ S(n) (no se tiene que excluir A = 0).

2.- Ser singular es invariante bajo reflexiones: Es claro.

3.- V(n)\S(n) no es invariante bajo sumas: Un ejemplo que ilustra esto es (0,0, 1,7)+(0, 1, 1+
i,1+i0)=(0,1,2+1i,1+2i) € Shn).

4.- Existe encaje de V(in — 1)\ S(n — 1) en V(n) \ S(n): Procedemos de forma andloga al caso

simple.

5.- V(n) \ S(n) es cerrada y conexa por trayectorias: La cerradura es clara y la conexidad se

debe a que todo elemento se puede unir con el cero.






Capitulo 3
Definicion de poliedro y algunas de sus propiedades.

En este capitulo definimos el concepto de poliedro y asociamos a cada poliedro una familia de
poligonos simples con ciertas caracteristicas. Esta idea de ver a los poliedros como poligonos nos
serd muy util en el siguiente capitulo para definir el espacio de poliedros y entender un poco sobre
su topologia.

1. Conos.

En la definicion de poliedro utilizaremos la nocién de cono euclidiano, por este motivo dedica-
mos esta seccidn para demostrar algunas propiedades de los conos con dngulo entre (0, 27). Cabe
mencionar que se pueden definir conos de angulo mayor pero estos estan fuera de las necesidades
de este trabajo. En el desarrollo de esta seccién denotaremos con ¢R* c C al rayo que emana del
origen con argumento 6 € (0, 27) y con Ay al conjunto {z € C | 0 < argz < 6} U {0}.

DEriNiciON 3.1. Dado 6 € (0, 2x). El cono euclidiano de dngulo 6 es el cociente:
Co = Ag/ Az 7).

Al punto J(0) € Cy donde J: Ay — Cy es la proyeccion al cociente, lo llamamos vértice del cono y

lo denotaremos con 0.

Observaciones: Sean 6 € (0,2r) y Cy el cono euclidiano correspondiente.
1.- Sean B € (0,2n)y ePAg={z € C| B <argz < (0 +B)} U{0}. El cociente
P Ay 2 €7,
define un cono isométrico a C, ya que la funcién f(z) = ¥z es una isometria de C.

2.- Cy es un espacio métrico: El conjunto C, = Cy \ {0} admite un atlas con cambios de
coordenadas que son isometrias de C (en el ejemplo de la pagina 25 se muestra explicitamente un
atlas), se excluye al 0 € Cy ya que €ste no tiene vecindades isométricas a abiertos de C. Por lo tanto
en Cj, esta bien definida la métrica plana de C. Sean x,y € C; y m’(x, y) la distancia geodésica entre
xXyy,ie m'(x,y) es el infimo de las longitudes de las curvas que unen a x y y. Extendiendo m’ al 0
de manera continua, obtenemos una distancia m definida en todo C,.

17
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3.- Para todos 0, € (0,2n) distintos los conos Cy y Cg son no isométricos: NOtese que una
isometria f: Cy — Cj, se levanta a las secciones angulares Ag \ ¢’R* y Ag \ ¢#R* ya que ahi J es
biyeccion. Sabemos que estas secciones angulares son isométricas si y s6lo si 8 = 8. Concluimos
que el espacio de conos euclidianos esta parametrizado por el intervalo (0, 27) y tiene como conos
limite a Cy = R* y Cyr = C.

4.- Para todo x € Ay se cumple que |x| = m(0, J(x)): Noétese que los puntos x,y € Ay que estdn
relacionados, tienen la misma norma (o distancia euclidiana al origen), por lo tanto la distancia al
0 no cambia bajo la proyeccién J. De la observacién 2 sabemos que el segmento J(0x) es la curva

de menor longitud en Cy que une a J(x) con 0.

5.- En Cy estd definida una funcion argumento: Cémo J preserva rayos por el origen y dngulos,
podemos bajar el argumento de C a Cy. De esta manera cualquier x € Cj, satisface que argx €
R/6Z. Por ejemplo el rayo J(R") tiene argumentos k6 para todo k € Z. Nétese que para cada
my € Z, el rayo R C Cy de argumentos 8 + m#, define en Cy \ (R U {0}) la rama de la funcién
argumento que toma valores en el intervalo (8 + my0, 8 + (my + 1)0).

6.- Cy tiene coordenadas polares: De las observaciones 4 y 5 tenemos que todo x € Cj, se puede
escribir de la forma re*™/?, donde r = m(0, x) y § = arg x € R/0Z. Ademads al quitar un rayo, las
coordenadas en la rama de la funcién argumento correspondiente son continuas. Por ejemplo, la

proyeccion del rayo a argumento 8 < 6 se expresa en estas coordenadas de la siguiente manera:

J(€PRY) = {re®™H 0 € Cy | r > 0).

7.- Sea R C Cy es el rayo de argumento S € (0, 6). La seccioén angular Cy \ (RU{0}) se identifica
naturalmente via las coordenadas polares definidas en 6 con el dominio en el plano complejo dado
por (e?Ay)°. Por lo tanto los segmentos de recta contenidos en (¢Ay)° definen segmentos de recta
(geodésicas) en Cy.

1.1. 1.1. Geodésicas en los conos. Aqui demostraremos el siguiente resultado que nos dice

como son todas las geodésicas de Cy.

Proposicion 3.1 Si 0 € (0,2n) y x,y € Cy, entonces existe una geodésica de Cy que une
a x con y. DEMOSTRACION. La observacion 4 muestra el resultado cuando x = 0 6 y = 0, falta
demostrar el caso x,y € Cj. Elegimos un rayo R tal que x,y ¢ Ry argR = g € (0,6), por lo
tanto R determina la rama de la funcién argumento tal que arg x, argy € (5,8 + 6). Sin pérdida de

generalidad supongamos que arg x < argy. Entonces existen dos casos:
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Caso 1.- argy — argx < m.- Por 7 sabemos que existe identificacion (via las coordenadas
polares) entre Cy \ (R U {0}) y (e®Ay)°. Claramente Xy esta contenido en (e”Ay)°. Por lo tanto xy

define la geodésica buscada en Cy.

Caso 2.- argy—arg x > .- Como 0 < 2r, tenemos que 0+ arg x —arg y < . Ahora quitemos un
rayo R’ C Cy tal que arg R’ € (arg x, arg y). Entonces en la rama de la funcién argumento definida
por R’, los valores de x y y cumplen arg’ y = argy y arg’ x = arg x + 6. Procediendo andlogamente

al caso anterior obtenemos el resultado. —

Corolario. Sean 0 € (0,2r) y x,y € C}. La geodésica de longitud minima que une a x con 'y no
pasa por O € Cy. DEMOSTRACION. Por la proposicion anterior existe geodésica y,, entre x y y que
no pasa por 0. Aplicando la desigualdad del triangular en el tridngulo euclidiano formado con las

geodésicas yyy, ¥,0 Y Yox, concluimos que el camino y,, €s mas corto que ¥y © Yoy. i

2. Poliedros.

Los ejemplos mas conocidos de poliedros son las superficies determinadas por los sélidos
platénicos, es por esto que nos ayudaremos de algunas propiedades en estas superficies para dar

nuestra definicidn precisa de poliedro. La primera propiedad a mencionar es topoldgica y dice:
° Todo sélido platénico es homeomorfo a la esfera S*.

Esta es una propiedad que pediremos a todos los poliedros independientemente de su nimero de
vértices. Las siguientes propiedades que nos interesan se satisfacen en todos los sélidos platénicos
pero dependen del numero vértices, debido a ello aqui utilizaremos el tetraedro 7 para ilustrarlas
mejor. Recordemos que 7 es un poliedro con vértices vy, v,, v3, v4 que se forma al pegar 4 tridngulos

equildteros por sus aristas. Las propiedades que nos interesan de 7~ son:
e El conjunto T \ {vi, v, v3, v4} tiene métrica plana:
e Las vecindades de un v; € T son isométricas a las vecindades de 0 € C,.

Si considerdramos otro sélido platénico, lo que cambiaria en el enunciado de estas propiedades

es el nimero de vértices y el dngulo en ellos. Esto nos conduce a la siguiente:

DEriNniciON 3.2. Un poliedro es una superficie P con n puntos especiales vy, vs, ..., v,, homeo-

morfa a S? y que satisface:
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1. El subconjunto P* = P\ {vy, v, ..., v,} tiene métrica planal.
2. Paratoda i, existe vecindad de v; isométrica a una vecindad del vértice de un cono eucli-

diano Cy,.

A los puntos v; los llamaremos vértices o “singularidades conicas”, al angulo 6; lo llamaremos

“angulo conico en v;” y al dngulo k; = 27 — 6; lo llamaremos “curvatura en v;”.

Observaciones: Sea P un poliedro con vértices en los puntos vy, vy, ..., V,.

1.- P es un espacio métrico: Basta extender continuamente la métrica de P* (definida por la dis-
tancia geodésica) a los v;. Denotaremos con u a la métrica obtenida de esta manera. La compacidad

de S? implica que (P, ) es un espacio métrico completo.

2.- Para todos x,y € P existe una poligonal que los une y no pasa por ningiin vértice: Sea
a: [0, 1] — P una curva simple tal que @(0) = x, a(1) = y y paratodo ¢ € (0, 1), a(t) € P* (« existe

ya que P* es conexo por trayectorias). Sea

ro = min{u(x,v;)}, esclaroque ry> 0,
Vi#EX

llamemos #; € [0, 1] al infimo de los ¢ € [0, 1] tales que para todo s > ¢, a(s) € P \ B, (x).
Por continuidad z; = a(t;) € 0B, (x), por lo tanto existe “segmento” que une x con z; (tiene
sentido decir segmento pues B, (x) es isométrica a un abierto de C, o de un cono si x es vértice),
denotaremos con xz; a dicho segmento. Ahora hacemos r; = min{u(z;, v;)} y llamamos #, al infimo
de los ¢ € [0, 1] tales que para todo s > #, a(s) € P \ B,,(z1). Entonces z, = a(t,) € B,,(z;) y por
lo tanto existe segmento entre z; y z,. Continuando con este proceso, la compacidad de @ nos dice
que vamos a terminar en k pasos. Luego para todo ¢ € [#, 1] se satisface que a(?) € B, (zx), lo cual

implica que existe segmento que une a z; con y.

Concluimos que la poligonal L = [x, z, ..., 2, ¥] C P une x con y, no pasa por ningun vértice y

su longitud es menor que la longitud de « ya que localmente lo es.

2.1. Geodésicas en los poliedros: Por definicion de poliedro, sabemos que las curvas que
localmente minimizan la distancia son los segmentos de recta (incluso cerca de los vértices, ver
seccion anterior), i.e. curvas para las cuales existe carta local en la que se ven como segmentos de
recta en C. Ahora demostraremos que las curvas que minimizan la distancia (de forma global) en P
también son de esta forma, para hacer esto utilizaremos la siguiente definicién de longitud de una

curva continua (ver [DYS], pagina 34).

"Meétrica plana en el sentido que admite un atlas con cambios de coordenadas que son isometrias de C que preser-

van orientacion, ver [Thul].
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DEriNicION 3.3. Sean (X, d) un espacio métrico y y: [a,b] — X una curva continua. Considere
una particiéon Y = {yo, y1,...,yn} de [a,b] tal que a = yy < y; < ... < yy = b. El supremo de las

sumas
N
> Ay, o),
i=1
sobre todas las particiones Y de [a, b], se llama la longitud de y con la métrica d y se denota £(y).

Decimos que una curva es rectificable si tiene longitud finita.

Propiedades del funcional €: C([a, b], X) — R. Supongamos que y € C([a, b], X) es una curva
continua (ver [DYS], pdgina 34). Se cumplen las siguientes:

1. Siyes C!y g es una métrica riemanniana en X, entonces fa b \/gy(t)(y’(t),y’(t))dt = {(y)
(por lo tanto la igualdad es valida para curvas diferenciables a trozos).

2. L(y) = d(y(a), y(D)).

3. Sic € (a, b), entonces £(y,.) + {(y) = €(y) (donde vy, denota la curva que define vy entre
Y@@y y(c)).

4. ¢ es inferiormente semicontinuo con respecto a la topologia uniforme (C°-topologia), i.e.
si {y;: [a,b] — X}ien €s una sucesion de curvas rectificables que convergen a 7y, entonces
liminf £(y;) > €(y).

5. Toda curva rectificable admite una parametrizacion por longitud de arco.

Proposicion 3.2. Sean P un poliedro y x,y € P. Entonces existe una curva y: [0,1] — P de
longitud minima (i.e. {(y) = u(x,y)) tal que y(0) = xy y(1) = y. Ademads para todo t € (0,1),
existe carta (¢, U) alrededor de y(t) tal que $(U Ny) C C es un segmento de recta. DEMOSTRACION.
Por definiciéon de u(x,y), existe una sucesion {a,: [0,[,] — P},en de curvas parametrizadas por
longitud de arco que unen a x con y, tales que la sucesion de sus longitudes {/,},c estd contenida
en el intervalo (u(x,y), u(x,y) + 1) y converge a u(x,y).

Para cada n € N, llamemos «,: [0,1] — P a la parametrizacion de @, tal que a,(t) = @,(l,?),
entonces {a@,},enn € C([0, 1], P). Claramente para cada ¢t € [0, 1] la cerradura de {a,(?)},cv €S un

subconjutno compacto de P (pues es un cerrado en un compacto).

Por demostrar que {a,},civ €s equicontinua en ¢y € (0, 1). Sea € > 0. Haciendo 6 = €/(u(x,y)+1)

tenemos que:

/’t(an(IO)aa'n(t)) = /l(dn(lnIO)’ d;n(lnt)) < lnlto - tl < lnE/(/J(X, )’) + 1) <€

El teorema de Arzela-Ascoli implica que {«@,},cv tiene una subsucesion que converge uniforme-
mente a una curva y € C([0, 1], P). Por continuidad sabemos que y une a x con y y por la semicon-
tinuidad inferior de £ tenemos que £(y) < lim {(«,) = u(x,y).
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Aplicando el método utilizado en la observacion 2 a la curva y, obetenemos una poligonal
L = [x,y(t),...,y(tx),y] tal que (L) < {(y). De la propiedad 2 se sigue que ¢(L) = {(y). Por
construccion de L sabemos que existe una vecindad plana U alrededor de x tal que y,, , Liyu,) C U
(la cerradura de U), por lo tanto Yo = L) ya que de lo contrario €(L.y,)) < {’()/0,1 ), y entonces
lacurvay, | © Ly, tendria menor longitud que y. Procediendo de forma andloga en cada intervalo
(t;, t;+1) concluimos que y = L.

Claramente los puntos p € L° distintos de los y(#;) = z; se ven localmente como segmentos de
recta. Sea (¢, U) una carta plana alrededor de z;. Supongamos que el dngulo 6 (cualquiera de los
dos que definen) entre los segmentos ¢(xz; N U) y ¢(z1z2; N U) es distinto de . Entonces existen
puntos p € ¢(xz; NU) y g € ¢p(z12, N U) tales que el segmento pq tiene menor longitud que L,
luego la curva L, o pg o Xp une a x con y y tiene menor longitud que L. Esto contradice que L es
la curva de menor longitud, se sigue que 8 = 'y que L alrededor de z; se ve como un segmento.
Procediendo andlogamente en todos los z; obtenemos el resultado. .

La propiedad que menciona esta proposicion sobre curvas que minimizan la distancia nos con-

duce a la siguiente definicion.

DErNICION 3.4. Sean P un poliedro y y: [a,b] — P. Decimos que y es una geodésica de P si
para todo punto p € y° existe una carta local (compatible con la estructura plana de P) (¢, U) tal

que pe Uy ¢(y N U) c Ces un segmento de recta.

Ejemplos: Pueden existir muchas geodésicas entre dos puntos. Con estos ejemplos intentamos

ilustrar las siguientes dos cosas.

I - Las geodésicas minimas no son Unicas (curvas en rojo de la figura 1).
II - En general existen muchas geodésicas de distintas longitudes entre dos puntos (curvas en azul

de la figura 1).

1. En el cubo considerar p y g los centros de 2 caras adyacentes. Aqui hay varias geodésicas
pero s6lo una minima, ver figura 1 — a.

2. Considerar en el tetraedro un vértice y el centroide del tridngulo no adyacente a él. Entre
estos dos puntos hay sélo 3 geodésicas minimas, ver figura 1 — b.

3. En el octaedro considerar dos vértices entre los que no hay arista. Entre ellos existen sélo
4 geodésicas minimas, ver figura 1 — c.

4. En el cubo consideremos los puntos p, g como se muestra en la figura 1 —d. Entre estos dos

puntos existen varias geodésicas pero s6lo dos minimas, ver figura 1 — d.
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—_ /- - =

Ficura 1. Ejemplos de geodésican en poliedros.

Proposicion 3.3 Sean P un poliedro con vértices vy, vy, ...,v,. Si para toda i € {1,...,n}, v;
es una geodésica minima que une vy con v;, entonces para i # j, ¥; Ny; = 0. DEMOSTRACION.
Sabemos que y; # ¥, ya que v; # v;, ademads por el corolario de la seccion anterior, las y; no pasan
por vértices diferentes a vy y v;. Procediendo por contradiccion demostraremos que las geodésicas
no se intersectan en su interior. Sin pérdida de generalidad supongamos que y; Ny, = {x}. Sea

r = mini{u(x, vi)}.

En la vecindad plana B,(x) C P las intersecciones y; N B,(x) y y» N B,(x) son geodésicas
minimas, pasan a través de x y cruzan a B,(x), por lo tanto son didmetros. Pensando que las y; van
de vy a v;, denotemos con p;, s; a los puntos primero y segundo en y; N B,(x) y con /; a la longitud de
la curva que define y; entre vy y x, ver figura 2. Supongamos que /; < [, (procedemos andlogamente
si [, < [}), entonces la curva entre vy y v, definida al seguir y; de vy a x y y, de x a v, tiene menor
longitud que 7», lo cual no puede suceder. Se sigue que /; = [, y que las longitudes de los pedazos
de y; y y» comprendidos entre vy y p;, p» respectivamente miden lo mismo, ya que a las dos les

falta un radio de B,(x) para llegar a x.

La longitud de p,s; es menor que la de pysy, pues las cuerdas de mayor longitud en un circulo

son los didmetros, ver figura 2. Entonces la curva que se define al seguir y, de vy a p,, después p,s;
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Ficura 2. Las godésicas minimas no se intersectan.

y por ultimo y; de s; a v; tiene longitud menor que 7y, esto es una contradiccion. De manera la

interseccion no puede ser s6lo un punto.

La y; Ny, no puede ser una geodésica y, ya que entonces existe x € 7y tal que y; (6 tal vez

por ;) en x no tiene una carta local en la que se vea como un segmento de recta. Concluimos que

YiNy, =0. ]

Corolario. Sean P un poliedro, x,y € Py <y una geodésica minima que une a x con y. Entonces y
es unica salvo clases de homotopia en P*. DEMOSTRACION. Supongamos que £ C P es una geodésica
minima que une a x con y y es homotdpica a y. Procediendo de forma andloga que en la proposiciéon
anterior, concluimos que y°N.L° = (. Por lo tanto el lazo I' = £ oy divide a P en dos componentes
abiertas B; y B,. En una de estas componentes no debe haber singularidades, pues de lo contrario y
y L no serian homotdpicas. Sin pérdida de generalidad supongamos que B; es dicha componente.
Entonces B; es isométrica a abierto B C C que estd limitado por segmentos de recta. Esto es una

contradiccion pues en el plano sélo existe una geodésica entre dos puntos. —

Observacion: Notese que entre los puntos p y g de la figura 1 — a, no hay una geodésica que los
una y pase entre los vértices vy, v, en el cubo. De manera que dados cualesquiera x, y en un poliedro
P y una clase de homotopia en P*, no necesariamente existe geodésica de P que una a x cony y
pertenezca a la clase de homotopia escogida.

3. La aplicacion desarrolladora.

En esta seccion definiremos la aplicacion desarrolladora de una estructura analitica (i.e. los
cambios de coordenadas son funciones que admiten expansion en serie de Taylor) en una variedad

analitica simplemente conexa.
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DEFINICION 3.5. 2 Sean M una variedad analitica, (¢o, Up) una cartade M, xo € Upy a: [0,1] —
M una curva tal que a(0) = xj. La continuacion analitica de (¢g, Uy) a lo largo de «, es una familia
de cartas ¥ = {(¢,, U,) | t € [0, 1]} que satisface:

1) a(t) € Uy, paratodo t € [0, 1].
2) Para cada t € [0, 1] existe € > O tal que si |t — 5| < € entonces ¢, = ¢, en U, N Uj.

3) Las cartas (U, ¢;) pertenecen a la estructura analitica de M.

Ejemplo: Continuacion analitica a lo largo del circulo unitario en Cs.

En este caso M = Cy y la estructura plana estd definida por las cartas (¢, V) y (o, W) donde
V = J(Ay), W = {re® € Cq | B € (0/2,0/2 + 0)} y las funciones : V — C, p: W — C son tales
que:
re9 si 0<B<6/2

W(reP) = re?,  plreP)=1"
re® si 0/2<p<6
e D2 5i 1 € [0,1/2] ) o
y a()=1 es el circulo unitario de C,.
e?=D12gi e [1/2,1]

Ademads x, = />
Es claro que la carta (¢, By) con By una vecindad pequeiia de x y ¢ la restriccion de ¢ a B,
es compatible con la estructura en Cy. Procedemos a calcular la continuacion analitica de (¢, By) a

lo largo de @ = ([0, 1]).

Para todo r < 1/2 las continuaciones analiticas son vecindades alrededor del punto «(¢) enca-
jadas en C con la restriccion de . Notese que la continuacion analitica para t = 1/2 es una carta
(¢1/2, B12), donde B); es una vecindad de a(1/2) € Cyy ¢1/2: By — Ces tal que ¢y »(re®) = re
conf € (6 —¢€,0+¢€) C R/0Z (notar que By, no pertenece al dominio de ¢). Finalmente para todo
t > 1/2 las cartas que sirven como continuacion analitica son vecindades alrededor del punto a(t)

con funciones
d(re®) =re® con B e (6,20).

Observaciones del ejemplo:

1.- Al realizar continuacion analitica de la carta (¢, By), la curva @ se mapea en un semicirculo

de longitud 6 contenido en C que comienza en el punto xy.

2.- Si2a c Cy es el circulo unitario recorrido 2 veces. Procediendo de forma andloga tenemos

que la imagen de 2« es el semicirculo de longitud 26 contenido en C. Entonces existe un n € N para

2Ver [V].
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el cual la imagen de na (el circulo unitario recorrido n veces) bajo las cartas que son continuacion
analitica de (¢, By) cubre a S' c C.

Proposicion 3.4 Sean M una variedad analitica, (¢o, Uy) una carta de M, xo € Uy y a: [0, 1] —
M una curva tal que @(0) = xo y a(1) = x;. Entonces existe ¥ = {(¢;,U;) | t € [0, 1]} que es
continuacion analitica de (¢y, Uy) a lo largo de a. Ademads sin es otra trayectoria tal que n(0) = x,,
n(l) = x; y es homotdpica a «, entonces la continuacion analitica F = {(Y,,U,) | t € [0, 1]} de

(¢o, Uyp) a lo largo de n satisface que Y\ = ¢ en una vecindad de x;.

La demostracion de esta proposicion es muy técnica y por lo tanto no se muestra en esta tesis
(ver demostracion en [V]). Notese que esta proposicion utiliza el principio de continuacion analitica
para “desarrollar” una carta a toda la variedad, ademas muestra que la continuacién analitica a lo
largo de una curva depende de su clase de homotopia. Aqui s6lo nos interesa el caso M simplemente

conexa por lo tanto evitamos problemas con la clase de homotopia.

DEerNICION 3.6. Sean M una variedad analitica simplemente conexa de dimensién n, (¢, Up)
una carta compatible con la estructura y xy € U,. La aplicacion desarrolladora de M es la funcion
D: M — R" tal que x — ¢ (x) con ¢ la dltima funcién de la familia {(i,, U,)|t € [0, 1]} que es

continuacion analitica de (¢g, Uy) a lo largo de un camino que une x, con x.

Ejemplo: La aplicacion desarrolladora de V = J (AZ)3.

Ahora debemos calcular la continuacion analitica de (¢, By) a lo largo de toda curva contenida
en V C Cy (ver ejemplo pagina anterior). Notar que toda carta que es continuacion analitica es de
la forma (,, B) con B C V una pequefia vecindad. Se sigue que en este caso D coincide con ,

luego D(V) = (V) que es el interior de la seccion de dngulo 6 contenida en C.

Notar que por continuidad podemos extender D a dV = R* U {0} € Cy. Entonces D(0) =0 € C
y para cada r € R* C Cy los posibles valores en C para D(¢) son r 6 €r, dependiendo de por
donde nos aproximamos. De esta manera concluimos que la extension es univaluada en el vértice

y 2 valuada en el rayo que emana de él.

4. Los poliedros vistos como poligonos.

Durante toda esta seccion, P serd un poliedro con vértices vy, Vi, ...,V Y Y1, Y2, ---» ¥n C P serdn

geodésicas minimas tales que para cada i € {1,2,...,n}, y; une a vy con v;. Llamaremos araia al

3Notar que Cy pues no tiene estructura plana, aunque es simplemente conexo.
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conjunto A := {y; Uy, U ... Uv,}, punto base de la arafia a la singularidad conica v, y denotaremos

con A a la superficie P \ A.
Observaciones:

1.- De las proposiciones 3.3 y 3.2 y los ejemplos de la seccion 2 en este capitulo, sabemos que

siempre existe una A C P pero que no necesariamente es Unica.

2.- A es simplemente conexa, por lo tanto podemos calcular la aplicacion desarrolladora de la
estructura plana que ésta hereda de P. Para hacer esto debemos elegir p € Ay (¢, U) carta alrededor
de p. Llamaremos D: A — C a la aplicacion desarrolladora obtenida a partir de estas condiciones
iniciales (p y (¢, U))*.

3.- Es claro de la definicién que D preserva angulos y es isometria local. Se sigue que D es
inmersion y manda geodésicas en geodésicas. De manera que si p,g € A son tales que existe una

geodésica L C A que los une, entonces D(p) # D(q).

Proposicion 3.5. Sean p,q € A. Si existe una geodésica L: [0,1] — P que los une y tal que
L N A = {a}, entonces D(p) # D(q). DEMOSTRACION. Procederemos por contradicciéon, supongamos
que D(p) = D(q). Sin pérdida de generalidad supongamos que a € y; y que L estd parametrizada
por longitud de arco. Sea

ry = %’nf : u(vy, x)  por la compacidad el infimo se alcanzay r; > 0.
x€(ANy1

De la seccién 1 sabemos que y; define un argumento en B, (v;), por lo tanto hay un rayo en B, (v;)
que es bisectriz del dngulo definido por ;. Llamemos z; al punto en tal rayo tal que u(z;,v;) = /2.
Sean ¢ € (0, (L)) el tiempo tal que L(7) = a. Escojemos €, > 0 tal que la poligonal L" = [p, L(t —
€),z1, L(t+€), q] estd contenida en A (existe €; ya que las y; son disjuntas), nétese que la poligonal

L’ estd en zig-zag.

Sea L: [0,£(L")] — P la parametrizacion por longitud de arco de L’. Llamemos s” € [0, £(L')]
al minimo ndmero tal que D(L(s")) = D(L(s)) para algiin s < s, s’ existe ya que por hipotesis
s = (L") y s = 0 cumplen. Entonces D(Ly5(sy) C C es un poligono simple y por lo tanto la suma
de sus dngulos exteriores es 2x. Esto es una contradiccion ya que D preserva angulos y la suma de
los dngulos exteriores a L5y €s 0 (ver corolario de la proposicion 2.2, pagina 13). Concluimos

que la restriccion de la aplicacion desarrolladora a L es inyectiva. —

Corolario. Supongamos que P es un tetraedro (poliedro con cuatro vértices), entonces D: A —
C es un encaje. DEMoSTRACION. Como se mostro en el ejemplo de la seccion anterior, utilizando

la continuidad podemos extender D a A. Sea D dicha extencién. Nétese que para demostrar el

4Despues mencionaremos como cambia D cambiando las condiciones iniciales
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resultado es suficiente demostrar que D es inyectiva en A, ya que si existen puntos a, b € A tales que
D(a) = D(b), entonces también existen p, g € A tales que D(p) = D(q). Una vez mas, procederemos
por contradiccién, supongamos que existen p, g € A tales que D(p) = D(q). De la observacion 3,
sabemos p € y;y q € y;coni # j. Sea L C P una geodésica minima que une a p con g. Entonces

hay dos posibilidades:
* L°N A= 0. En este caso tenemos una contradiccion con la observacion 3.
* L°N A = {a}. Ahora la contradiccién es con la proposicién anterior.

El interior de la geodésica L no puede intersectar a A en mds de un punto, ya que esto implicaria
que £ intersecta a alguna de las y; en mds de un punto. Lo cual no puede suceder, ver proposicion

3.3 pagina 22. .

Estos ultimos 2 resultados son corolarios del siguiente teorema, que es el resultado principal de

la seccion.

Teorema. Sean P un poliedroy A C P una arana. La aplicacion desarrolladora D: P\ A — C

es un encaje.

Este resultado no se demostrard aqui, el lector interesado puede ver la proposicién 7.1 en la
pagina 541 de [Thul].

e Propiedades de D(A):

1. Como muestra el ejemplo de la seccion anterior, los vértices v; con i # 0 tienen una sola
imagen bajo D y las y; tienen a dos segmentos como imagen. Ademds el angulo entre dichos
segmentos es 6; (el angulo cénico en el vértice v;).

2. El vértice v, (o punto base de la arafia) tiene n imdgenes distintas bajo D, pues la intersec-
cion de cada pareja consecutiva de geodésicas y;, define una imagen diferente.

3. Por lo tanto D(A) C C (la imagen de A bajo una funcién multivaluada) es un 2n-4gono sim-
ple con interior D(A). Denotaremos con Dp(A) a tal 2n-dgono y le llamaremos el poligono
desdoblado de P por medio de la arafia A, notar que por el momento Dp(A) C C es s6lo un

conjunto (no tiene coordenadas).

Llamemos z; a un vértice de Dp(A) que es imagen de vy, procedemos a enumerar los vérti-
ces restantes de manera creciente al recorrer Dp(A) en el sentido positivo. Ayudandonos de esta

convencion’, obtenemos un 2n-dgono Zp que es simple, positivamente orientado y satisface:

3En el siguiente capitulo se menciona que sucede cuando la cambiamos.
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e Para k par, las aristas 7;_12x Y ZxZx+1 tienen la misma longitud. Esto se debe a que ambas son

imagen bajo D de alguna de las ;.

e Las singularidades cénicas distintas de vy, tienen a los vértices pares de Zp como image-
nes. Ademds los dngulos internos en dichos vértices, son los dngulos conicos en la singularidad

correspondiente.
e Lasuma de los dngulos interiores a los vértices impares de Zp, es igual a 6.

Corolario, (Gauss-Bonnet poliedrico). En todo poliedro P con n+1 singularidades conicas de
dangulos conicos 6;, se cumple que ky+k; +...+k, = 4m. DEMOSTRACION. Recordemos que ; = 21 —6,.

De lo anterior tenemos que

D 6i=2r(n—1), porlotanto » (2w —6) =2r(n+1)=2x(n— 1) = 4r.

i=0 i=0






Capitulo 4

El espacio de Poliedros.

Sean P un poliedro con n + 1 singularidades cénicas en vy, vy,...,v, YA = {y; Uy, U ... U vy,}
una arafa de P con punto base en v (i.e. las y; son geodésicas minimas de P tales que cada y; une
a vy con v;). En la dltima seccion del capitulo anterior se demostrdé que cortando P a través de A,
obtenemos un 2n-dgono simple Dp(A) con aristas de longitudes £(y;) y suma de dngulos internos

igual a la suma de los angulos conicos en P. Este procedimiento tiene las siguientes ambigiiedades:

El punto p en que comenzamos a calcular la aplicacion desarrolladora.
El vértice v, (eleccion del cuerpo de la arafa).

Las geodésicas y; (eleccion de las patas de la arafia fijando el cuerpo).

el A

La numeracién de los vértices en Dp(A) (esto una vez que se quiere dar coordenadas a
Dp(A)).

Ahora mencionamos como son los diferentes poligonos que se obtienen al cambiar las elec-
ciones en 1 y 4. Para hacer esto pensaremos que Zp es una numeracion de Dp(A) que inicia en un

vértice que es imagen del punto base de A y se realiza en sentido positivo.

1. Elegimos un punto x € A := P \ A distinto de p: Si Wp es el 2n-dgono imagen de P bajo
la aplicacion desarrolladora calculada iniciando en x. Entonces Wp tiene la misma numeracion en
los vértices (suponemos que s6lo cambia el punto p), los mismos dngulos internos y las mismas
longitudes en los lados que Zp. Por lo tanto existe una funcién f(z) = az + b con |a| = 1, tal que

f(w;) = z;. En este caso decimos que Wp y Zp son isométricos bajo f.

4. Numerar de otra manera el poligono Zp: Hay 4n maneras distintas de numerar al poligono
Dp(A), ya que podemos avanzar en ambos sentidos (positivo o0 negativo) una vez elegido el vértice
inicial. Notar que cada una de estas numeraciones define poligonos Wp que son iguales a Zp como
subconjutos de C, pero en general son diferentes como poligonos, i.e. no hay semejanza orientada

entre ellos. Para eliminar algunas de estas formas tomaremos la siguiente convencion:

“Numerar en el sentido positivo y comenzar en un vértice que sea imagen de la singularidad

que es punto base de la arafia.”

Con esta convencion, solamente quedan n posibilidades distintas de numerar.
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En la siguiente seccion se muestran las consecuencias que trae el poder numerar desde vertices
distintos y se menciona culaes son las dificultades combinatorias que provocan las ambigiiedades
2y3.

1. El espacio de poliedros con angulos fijos.
Noétese que todo poliedro P tiene dngulos conicos dados por algin elemento del hipeplano:

Oner = (60,01, ... 0,) €R™' | Y 6; = 27(n — 1) y para toda k, 6 € (0,27)}.
i=0
Sean P un poliedro con n + 1 singularidades conicas y A C P una arafia con punto base V.
Sea Zp = (21,22, ---» Z22n) UN 2n-agono que se obtiene al numerar a Dp(A) de alguna de las n formas
permitidas (decimos que Zp es un poligono asociado a P). Si X = (6y,04,...,6,) € O, es el
elemento tal que para toda k € {1,2,...,n}, 6; es el angulo interior a Zp en el vértice z,;, entonces

decimos que X determina los dngulos interiores de Zp (notar que esto implica que 6, es €l angulo

conico en la singularidad vy). Sabemos que para toda k € {1,2,...,n}, €(Za—122t) = €(ZoxZox+1)

(tomando los subindices médulo 2n), por lo tanto las entradas de Zp satisfacen las ecuaciones
2ok-1 — 2ok = €% (Zoke1 — 200)-
Para todo X = (6y, 04, ...,0,) € ©,.1, hacemos:

iy
. 2 € " 2k+1 — 22k-1

Vi ={(z1,22, .-, 20n) € C™" | paratoda k € {1,2,...,n}, 201 = W}'

Por definicion tenemos que todo Z € V} esta determinado por sus coordenadas impares, por lo

tanto Vj C C*" es un subespacio vectorial de dimensién n. Una base de Vj, estd dada por:

n—1
ﬁ = {PI(X) = (17 aZ’ /ll’ ooy /ll(k_l), a2k7 /llka seey /ll(’l—])’ aZn)}l_O
donde A = e’ (ver proposicion 1.1, pagina 3) y los complejos a,; se pueden calcular de la defini-
cion.

Recordemos que V(2n) C C*" es el subespacio vectorial determinado por los 2n-d4gonos tales
que su centro de gravedad esta en el origen. Al considerar los representantes de los poligonos P;(X)
en V(2n) (i.e. trasladar su centro de gravedad al origen), se anula el poligono Py(X) = (1,1, ..., 1).

Entonces el subespacio Vy determinado por V3§ en V(2n) tiene dimensién n — 1.

Observacion. Sean P un poliedro con n + 1 singularidades cénicas y {6y, ..., 8,} el conjunto (sin
orden) de angulos cénicos en P. Si X = (6,04, ...,0,) € ©,,1, entonces no necesariamente existe

un poligono en Vx que sea asociado a P. Inversamente, no todo Z € Vy simple y positivamente
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orientado, proviene de un poliedro cortado a través de una arafia. Ejemplos de esto se muestran en

la seccion 2 del siguiente capitulo.

DErINICION 4.1. Para X € O, denotaremos con Px C Vx al subconjunto determinado por los

poligonos que provienen de desdoblar poliedros por medio de arafias.

Como se mostrard en la seccién 2 del siguiente capitulo, el conjunto Py C Vx no necesaria-
mente es abierto. Ahora con ayuda de la notacién introducida en esta seccion, mostraremos las

complicaciones generadas por las ambigiiedades 2, 3 y 4 mencionadas al principio de este capitulo.

Supondremos que P es un poliedro con singularidades cénicas vy, vy, ..., v,, A C P es una arafia
con punto base vy, Zp = (21, 22, ..., Z2,) €S una numeracion de Dp(A) y X = (6, ..., 0,) es el elemento

en 0, tal que Zp € Py.

2. Cambiar las geodésicas: Supongamos que A’ C P es una arafia con punto base v, tal que
A # A’ (notar que para que exista A" alguno de los v; debe tener dos geodésicas minimas que lo unan
con vp). Sean Z;, una numeracion del poligono Dp(A") y X’ € O, tal que Z, € Py .. Entonces X
y X’ tienen la misma primera coordenada y las siguientes n difieren por a permutacion no ciclica
(salvo cuando hay dngulos que son iguales). En este caso no sélo los elementos en P para los que
existe la arafia A" tienen un poligono equivalente en Py (en la seccion 2 del capitulo siguiente se

muestran ejemplos de esto).

3. Cambiar el punto base de la araria: Supongamos que A’ C P es una arafia con punto base
en vi y Wp es un numeracion del poligono Dp(A’). Sea ¥ € O tal que Wp € Py. Entonces las
coordenadas de Y estdn determinadas por una permutacién de longitud n + 1 de las coordenadas de
X.

4. Numerar de otra manera el poligono Dp(A): Si Wp es el poligono obtenido al numerar de
manera distinta a Dp(A) (digamos comenzando en el vértice zz € Zp). Entonces Wp € Py, donde
X' € ©,,; tiene primera coordenada igual a la de X y las siguientes n coordenadas son un corri-
miento de las coordenadas en X (siguiendo con el ejemplo, tenemos que X’ = (6y, 61, 03, ..., 6,, 61)).
La conclucién es que esta ambigiiedad define una identificacion f: Py — P, donde o € § Jles
una permutacion de longitud n que actda en las dltimas n coordenadas, i.e. si o = (1,2,3,...,n),
entonces o (6, 01, ..., 6,) = (6y,6,,0,6,, ...,6,_1).

La dificultad de las ambigiiedades 2 y 3, radica en que en un poliedro no necesariamente existe
una geodésica minima para cada clase de homotopia, (ver observacion pagina 24). Por lo tanto no
sabemos ;Cudntas arafias hay en un poliedro con el mismo punto base?, mucho menos sabemos

(Cuantas arafias hay en un poliedro con cualquier punto base?.

15, el grupo de permutaciones de n elementos.
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Observacion. Sea P un poliedro con n + 1 vértices tal que n de sus dngulos conicos son iguales
a ¥ € (0,2m). Sea A una arafia con punto base en el vértice de dngulo cénico diferente (en caso
de que los n + 1 dngulos sean iguales se puede elegir cualquier vértice). Cortando a P a través
de A y numerando el poligono desdoblado, obtenemos un 2n-dgono que pertenece a £ donde
9 = (0p, 3,9, ...,9) € O,,,. Ademds, en este caso las ambigiiedades de numerar de forma distinta
y elegir distinta arafia con el mismo punto base, definen poligonos diferentes en P3.

2. El espacio de poliedros.

Derinicion 4.2. El espacio de prepoliedros con n + 1 singularidades cénicas es

Qi1 = U Px.

Xe®n+l

Notemos que en €, existe un ndmero finito de poligonos no isométricos asociados a un po-
liedro P, ya que en P s6lo hay un numero finito de arafias y por la convencion tomada, para cada

arafia hay s6lo n numeraciones del poligono desdoblado.

Proposicion 4.1. La topologia que Q,., hereda de V(2n), es localmente como la de C"~' x R".
DEMOSTRACION. Sean Z € Q.1 y X = (b, ..., 0,) € O, tales que Z € V. Nétese que para cualqueir
valor de 6y, la ecuacién z; — z, = € (z3 — z,) implica que el vértice z, pertenece a la mediatriz 1,

del segmento z;z3. Andlogamente sucede en todo vértice par.

Claramente Z € S(2n)* (el conjunto de poligonos simples positivamente orientados) y por lo
tanto existe una vecindad abierta U ¢ S(2n)* C V(2n) (proposicién 2.3, pagina 14) tal que z € U.
Notese que la vecindad U define intervalos I, C 1,5, (1a mediatriz del segmento Zo;_122¢+1) alrededor
de cada vértice zp; € Z.

Si movemos el vértice z, a través de 15, cambian solamente los dngulos internos a Z en los vérti-
ces 71, 73 ¥ 22. Procediendo de manera andloga en cada uno de los vértices pares de Z, obtenemos
que los n movimientos determinados por los intervalos I, Iy,...,I5, son independientes (i.e podemos
modificar el dngulo interno a un vértice par dejando fijos los restantes). Notar que los poligonos
obtenidos mediante estos movimientos, pertenecen a €),,,; y tienen las mismas coordenadas en los

vértices impares.

Por la seccion anterior sabemos que la funcion (zy, 22, ..., 22,) = (21,235 ---» Z24—1) €S UN iSOMOTI-
fismo entre Vx y V(n). Por lo tanto todo punto en €,,,; cercano a Z, estd determinado por una pareja
[W, Y] tal que W = wi,wy,...,w,) € V(n) y Y =(@,6,....6,) € O,,. i
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Ayudéndonos de la notacion introducida en la proposicion anterior, definimos para todo Z €
V(n) el conjunto
Oz :={X € Oy | [Z,X] € Qi1 }.

Observacion: Sean Z € V(n) y X = (6y,6,,6,, 05, ...,0,) € Oz tal que [Z, X] € ©z. Si movemos
7p a través de n, hacia el inteior de [Z, X] hasta llegar al punto z;, € n, N [Z, X], obtenemos un
poligono singular [Z, Y] con Y = (6,,0],6,, 65, ...,0,) tal que 6 < 6y y 6] > 6,. Y pertenece a © pues
6 + 6, = 6, + 6;. Concluimos que parar todo Z € V(n), ©, # O.

Por lo tanto, €, también esta dividido en espacios de la forma @.

2.1. Elespacio de formas de poliedros. Sean P un poliedro con n+ 1 singularidades conicas,
A una arafia contenida en Py Dp(A) el poligono desdoblado de P a través de A.

Supongamos que Q es un poliedro tal que existe isometria F': P — Q. Denotaremos con D(A)
al poligono cortado de Q a través de la arana F(A). Sea que Zp es la numeracién de Dp(A) tal
que la proyeccion de v, es el segundo vértice de Zp. Llamemos Z; a la numeracion de Dy(A) de
manera que F'(v;) define el segundo vértice, de esta manera obtenemos que Zp y Z, son poligonos
isométricos. i.e. existe f(z) = az+ b con |a| = 1 tal que f(Zp) = Zy.

Ahora supongamos que Q es un poligono tal que existe homotecia H: P — Q (funcién que
en cartas se ve como una funcién afin compleja). Entonces cortando Q a través de la arana H(A) y
numerando como antes, tenemos que los poligonos Zp y Z, son semejantes, i.e. existe i(z) = az+b
cona € C* tal que h(Zp) = Zy.

Decimos que Z, W € Q,, estan relacionados (escribimos Z ~, W) si son poligonos no seme-
jantes que estdn asociados al mismo poliedro P. Es claro que ~, define una relacién de equivalencia

en £,,1, ademads por las observaciones anteriores tenemos que ~, baja al proyectivo PQ,, ;.

DEriniciON 4.3. El espacio de formas de poliedros con n + 1 singularidades es

T(n+1) := PQu/ ~p -

Observaciones:

1.- El espacio Y'(n+1) tiene dimension real 2(n—2)+n. Al hacer la proyectivizacion (compleja),
baja en dos la dimension real de €,,.;. N6tese que cada clase en '(n + 1), tiene un un ndmero finito

de representantes en PQ,,,, por lo tanto estos dos espacios tienen dimensiones iguales.

2.- Por la dltima observacion de la seccidn anterior (pagina 33), tenemos que el espacio de
formas de poliedros con n + 1 singularidades y dngulos cénicos determinados por ¢ es Yy(n+ 1) :=
PPs/ ~,






Capitulo 5

Ejemplos.

Sea P un poliedro con n + 1 vértices de angulos cénicos 6y, 6y, ..., 6,. Al final del capitulo 3 se
mostr6 que la suma de las curvaturas «; = 2 — 6; es igual a 47, luego el minimo nimero de vértices

en un poliedro es 3 (recordemos que sélo estamos considerando 6; € (0, 27)).

Los objetivos de este capitulo son los siguientes:

1. Calcular con todo detalle el espacio de poliedros con 3 vértices (caso n = 2).

2. Calcular el espacios de tetraedros con angulos conicos de la forma (r, 7, 7, 7).

1. El espacio de triangulos dobles.

Supongamos que P es un poliedro con 3 singularidades cénicas vy, vy, v, de dngulos conicos
6o, 01, 0, respectivamente. Notese que entre cualesquiera dos vértices de P, existe s6lo una clase
de homotopia de caminos en P*. Por lo tanto sélo existe una arafia A C P con punto base en v,

andlogamente para otro vértice.

Si Z = (21, 22,23, 24) €s la numeracion del cuadrilatero Dp(A) (el poligono desdoblado) tal que
7, es la imagen de vy, entonces Z € Py con X = (6y, 01, 6,). Observar que la diagonal z,z4 estd con-
tenida en Z y divide a este en 2 tridngulos congruentes. Ademads para construir a P, se deben pegar
los tridngulos mencionados doblando a través z,z4. Esto demuestra que todo poliedro con 3 vértices

es el doble de un tridngulo.

En este caso el espacio vectorial Vy tiene dimensién compleja igual a 1. Proyectivizando con-
cluimos que existe s6lo un poliedro con 3 singularidades cénicas de dngulos conicos 8y, 8;, 6, modu-

lo homotecias. Entonces, cada punto en la variedad:
®; = {(6y,61,6,) € R3 | 6y + 6, +60, =21 y para toda k, 6, € (0, 2n)}.

determina un cuadrilatero (mddulo semejanza orientada) que proviene de un tridngulo doble. Se si-
gue que para calcular el espacio de formas de poliedros don 3 vértices basta entender que elementos

de ®5 determinan el mismo tridngulo doble. La pregunta es:

(En que cuadrilateros se puede desdoblar P al cambiar algunas de las ambigiiedades?
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Cambiando la numeracion: Es claro que hay solamente dos formas de numerar (de acuerdo a
la convencién tomada), ademas al numerar a Z comenzando en z3, obtenemos el cuadrilatero cuyos
angulos estdn determinados por (6, 6,,6,). Por lo tanto esta tercia determina el mismo tridngulo
doble que X.

Cambiando de punto base: Supongamos que A’ es una arafia con punto base en vy, procediendo
de manera andloga que con A obtenemos que las tercias (6, 6y, 6,), (61, 6,,6y) € O3 determinan
cuadrilateros asociados al mismo tridngulo doble que X. Andlogamente al elegir a v, como punto
base, obtenemos que las tercias (6,, 0y, 6y), (6>, 6y, 1) € @3 también determinan el mismo tridngulo
doble que X.

Como antes se menciono, en este caso no hay ambigiiedad para elegir una arafia dado el punto
base. Entonces tenemos que hay 6 cuadrildteros diferentes que se obtienen desdoblando P (salvo
cando algunos de los angulos son iguales). Por lo tanto el espacio de formas de tridngulos dobles

es:
T(3) = 03/§3.

Donde S5 actia en ®; permutando las entradas (i.e. si o = (0, 1,2) € S5 entonces 0(6y, 0y, 6,) =

(6>, 6y, 6,)). Para concluir mencionamos algunas propiedades geométricas de este espacio.

e 7T(3) es un tridngulo rectangulo sin el mayor de sus catetos, los dngulos interiores de Y(3)
son /3y /6 (ver figuara 1).

e La hipotenusa de Y(3) parametriza a los tridngulos dobles con 2 dngulos iguales y menores

que 2r/3.

e El cateto menor de T'(3) parametriza a los tridngulos dobles con 2 angulos iguales y mayores
que 27/3. Cabe mencionar que la longitud del cateto menor es igual a la mitad de la longitud de
la hipotenusa y que el vértice formado entre el cateto menor y la hipotenusa es el tridngulo doble

determinado por el tridngulo equilatero (ver figura 1).

e El cateto mayor no pertenece a Y(3) pues sus elementos equivalen a que un dngulo conico

se haga 0 (no son compactos).

2. El espacios de tetraedros con angulos cénicos iguales a 7.

En esta seccion describiremos con detalle el espacio de tetraedros con dngulos cénicos de la
forma 7 = (7, m, m, ). Antes de pasar al ejemplo particular hacemos los siguientes comentarios del

caso general.
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Ficura 1. El espacio de formas de poliedros con 3 vértices.

e Notese que puede haber a lo mds 2 geodésicas minimas que unan a vy y con otro vértice v;,
pues entre vértices s6lo hay 2 clases de homotopia en 7~ \ A de curvas que los unen. Supongamos
que 7 es tal que existe y| # y; geodésica minima entre vy y vi. Entonces no puede existir y, # y»
geodésica minima entre vy y v, ya que si existiera esta deberia intersectar a | y esto contradiria la
proposicion 3.3 del capitulo 3 (pagina 22). Procediendo andlogamente con v; concluimos que “en

T hay mdximo dos araiias con punto base en vy”.

e Sin pérdida de generalidad supongamos que y; # 7, es una geodésica minima entre vy y v;.
Sea Z la numeracion de Dy-(A) tal que el vértice z, es la proyeccion de v;. Entonces | se proyecta
en la diagonal 75z, C Z y por lo tanto £(z5z;) = €(z1z2). Si trazamos las diagonales 7,7 y 7224, €nton-
ces los triangulos (22, 21, Z6), (22, 23, 24) SON congruentes con (22, Zs,26) Y (22, Z5, 24) respectivamente
(ver figura 2). Sabemos que 7 se construye identificando las arists de Z que provienen de la mis-
ma geodésica minima, nétese que al hacer esto obtenemos el doble del cuadrilatero (z,, z6, 25, 24)-
Procediendo de forma andloga cuando existen dos geodésicas minimas entre v, y otro vértice, con-
cluimos que “los tetraedos en los que hay dos ararias con el mismo punto base son dobles de

cuadrildteros”.

Siempre supondremos que 7 es un tetraedro con vértices vy, vy, v2,v3, A = {y; Uy, U y3} C
7 es una arafa con punto base en vy y Ds(A) es el poligono desdoblado de 7 al cortar por A.
Ayudéndonos de la tdltima observacion del capitulo anterior (pagina 13), sabemos que T,(4) se

obtiene identificando los hexdgonos en PP, que son asociados al mismo poliedro.

Notemos que Ds(A) es un hexdgono que tiene 3 dngulos interiores y alternados iguales a 7 y tal
que la suma de los otros 3 dngulos interiores es 7, por lo tanto Ds(A) es un tridngulo con los puntos

medios de sus aristas marcados. Por la seccion 1 del capitulo anterior sabemos que V; es isomorfo
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Ficura 2. Hexagono desdoblado de un tetraedro con dos geodésicas minimas entre

2 vértices.

a V(3). En este caso olvidando los puntos medios de las aristas dicho isomorfismo se ve como la
identidad en V(3).

Observaciones: Sea Z € V; la numeracion de Dp(A) tal que 7, es la proyeccion de la singulari-

dad v,.

1.- Supongamos que Z es un tridngulo obtusangulo con el dngulo obtuso (dngulo mayor que
n/2) en zs. Entonces la mediana z;Z5 que proviene de una geodésica de 7 entre v, y v, distinta
de 7y, tiene longitud menor que €(Z;z>). Esto contradice que A C 7 esta formada con geodésicas
minimas. Si el dngulo obtuso estuviera en cualquier otro vértice impar de Z, entonces sucederia lo
mismo con el punto medio de la arista no adyacente a dicho dngulo. En conclucidn, los tridngulos

obtusangulos en V(3) no son asociados de ningun tetraedro.

2.- Si Z es un tridngulo acutangulo (todos sus dngulos son menores que 7/2), entonces todas
sus medianas tienen longitudes mayores que la mitad de la longitud de la arista de Z que intersectan
en su punto medio. De hecho es facil demostrar que hay una mediana con longitud igual a la mitad
de la longitud de la arista correspondiente si y s6lo si Z es un tridngulo rectangulo. Conclucimos

que la region P; C V(3) es la determinada por lo tridngulos acutdngulos y los rectdngulos.

Por la dltima observacién del capitulo 1 (pdgina 7), sabemos que CP' = PV(3) es el espacio
de tridngulos médulo semejanza orientada y que los tridngulos positivamente orientados estin pa-
rametrizados por las tercias (0, 1,Z) con Z € H, donde H es el semiplano superior. Es claro que

los pardmetros en H que equivalen a tridngulos rectingulos son los que pertenecen al conjunto
LU L, UC donde

L1={zeC|Rz=0}, Lry={zeC|Rz=1} y C={z€C|l|z—1frm—e|l =1/2}.

Ademais los tridngulos acutdngulos corresponden a los pardmetros en a la region R que se muestra

en la figura 3. De manera que en este caso PP; = R con R la cerradura de R.
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FiGura 3. Laregion R determinada por los tridngulos rectangulos y los acutdngulos.

Para calcular T,(4), necesitamos entender cudles son los distintos tridngulos rectangulos en
OR = L, U L, UC que son asociados al mismo tetraedro, i.e. hay que calcular qué tridngulos
rectangulos se pueden obtener del mismo tetraedro cambiando las ambigiiedades. Para hacer esto

supongamos que 7 es un tetraedro tal que Ds(A) es un tridngulo rectangulo.

e Distintas forma de numerar.
Las posibles maneras de enumerar a Ds-(A) implican que el dngulo recto puede estar en cualquiera
de los vértices. Por lo tanto en cada una de las tres componentes de dR debe haber un tridngulo aso-
ciado a 77, ya que cada una de estas determina tridngulos con el dngulo recto en distintos vértices.
De manera que la funcién de Mobius f que identifica a los tridngulos rectangulos que se obtienen
al numerar de formas diferentes debe satisfacer f(0) = 1, f(1) = coy f(c0) = 0, se sigue que

1
f(Z) = I_—Z

Observar que f es una rotacién hiperbélica de 27/3 (ver [V]) con centro en A = ¢*7/¢ € H.

e Cortar por arafias distintas.
Sean Z; la numeracién de Ds(A) que tiene como segundo vértice a la proyeccionde v y Z € Heel

parametro que determina a Zg-.

Supongamos que el dngulo recto estd en O, por lo tanto Z € L. Sea A’ C 7 la otra araia
que existe con punto base en vy. Si numeramos a Ds(A”) de manera que la proyeccion de v; sea

el segundo vértice, obtenemos un tridngulo con el dngulo recto en 1 tal que las longitudes de sus
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aristas son iguales a las de Zs . Por lo tanto la funcién que identifica los tridngulos obtenidos al

cortar a través de arafias distintas pero con el mismo punto base es h(z) = 1 — Z.

De esta forma concluimos que el espacio méduli de poliedros con dngulos cénicos determina-
dos por 7 es el cociente:

T.(4) = R/ < f(2),h(z) >
donde < f(z), h(z) > es el grupo generado por las funciones f'y A.

Para entender el espacio Y';(4) notemos que los puntos i, (1 +i)/2 y 1 +i equivalen al tridngulo
rectangulo iséceles y f(i) = (1 +1)/2, f(1 +i)/2) =1+1iy f(1 +i) =i. Como f es una isometria
hiperbdlica (ver [Ver]), las rectas hiperbdlicas entre A y cada uno de dichos puntos también se
identifican con f (ver figura 12). Se sigue que la accién de f en R identifica las regiones delimitadas

por los cuadrildteros hiperbdlicos con vértices

I—{oo,1+i,A4,i}, IL—-{0,i,A,(1+1)/2} y IIIL-{1,(1+i)/2,41+i}.

Notar que el cuadrildtero I sirve como region fundamental para el cociente R/ < f(z), h(z) >.
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