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INTRODUCCION

El objetivo del presente trabajo estudiar los ideales y filtros sobre conjuntos numerables, los que
comunmente conocemos como filtros sobre w o ideales sobre w. Dentro de estos, nos enfocaremos
en la clase de 7 -ultrafiltros los cuales fueron estudiados por James Baumgartner en [11]. Y dentro
de esta clase de ultrafiltros, nos concentraremos cuando 7 es {A C w : ) ,c4 8(n) < oo}, también
conocido como ideal sumable con respecto a g, donde g es una sucesion de nimeros reales no

negativos.

En el capitulo 1 hacemos enfasis en las herramientas que serdn utilizadas a lo largo de este tra-
bajo, tales como familias casi ajenas maximales, arboles, invariantes cardinales, clases especiales
de ultrafiltros y agregamos aderas una lista de ejemplos de ideales sobre w. También dedicamos
una seccion especial para el tema de 7 -ultrafiltros donde estudiamos caracterizaciones de ultrafil-

tros selectivos, p-puntos, g-puntos en términos de J -ultrafiltros

El capitulo esta dedicado a estudiar un articulo de Jana FlaSkova titulado More than 0-point; en
€l estudiamos a detalle la construccion de un 7 ,-ultrafiltro en ZFC, cuando g es la sucesion ,11 Tam-
bién revisamos qué se tiene hasta el momento cuando g es una sucesion de nimeros reales arbitraria

y miramos a través del vidrio del Axioma de Martin o a través de la Hipotesis del Continuo.

El cuarto capitiulo estd dedicado a exponer los resultados que fueron encontrados al revisar y
estudiar algunos articulos que han sido estudiados en los capitulos anteriores. Hablando especifica-
mente, probamos que asumiendo b = d existen 2T 1 -ultrafiltros débiles; para esto, esencialmente
las herramientas que usamos son: familias casi ajenas maximales, los invariantes cardinales b y D,
un teorema de caracterizacion sobre b, y un lema sobre las funciones finito a uno de w en w que
rescatamos en el camino. También afiadimos un bloque en donde damos una revision entre cual es

la relacion entre los p-puntos, los ultrafiltros rapidos y los ultrafiltros sumables.

Finalmente el quinto capitulo estd dedicado a estudiar un teorema de K. Kunen sobre ultrafiltros
selectivos, para esto nos ligamos un poco con teoria de modelos y forcing. Dicho teorema, prueba
que es consistente que los ultrafiltros selectivos no existan. Para esto, divimos el capitulo en tres
secciones: en la primer seccion introducimos las herramientas necesarias para probar el teorema,

es decir, recordamos algunos teoremas de teoria de modelos y algunas nociones de forcing. La
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segunda seccion, ya con el arsenal preparado para comenzar a probar el teorema damos pie a la de-
mostracion. Y, finalmente en la dltima seccidon hacemos un bloque en donde damos las conclusiones

del presente trabajo.

Cabe notar que para comenzar con los primeros cuatro capitulos solo es necesario un curso
basico de teoria de conjuntos, dnalisis, y tal vez un poco de topologia, pero ya para el quinto

capitulo si es necesario estar familiarizado con teoria de modelos y forcing.

1. Preliminares

Decimos que un conjunto x es transitivo si para todo y € x, y es un subconjunto de x; o sea,
y € x. Un conjunto x es un nimero natural si: x es transitivo, (x, €) es un 6rden lineal estricto, todo
subconjunto no vacio de x tiene elementos minimo y maximo en el 6rden €. También, un conjunto x
es un numero ordinal siy solo si: x es transitivo, x es bien ordenado bajo la relacion €, es decir, para
todo subconjunto y no vacio de x, y tiene elemento minimo. Nétese que los nimeros naturales son
exactamente los nimeros ordinales finitos, asi, w = {0, 1,...,n,n + 1, ...} es el primer ordinal mds
grande que cualquier nimero natural. El conjunto w, es el que conocemos como el de los nimeros

naturales.

Un conjunto X se llama numerable si existe una funcion f : w — X biyectiva. Dados A, B
conjuntos, decimos que A y B tienen la misma cardinalidad, i.e. |A| = |B|, si existe una funcién
biyectiva f : A — B. Por [A]*X denotamos al conjunto {A C X : |A| < |X|}. Por w=¢ denotamos al
conjunto de todas las sucesiones finitas s : » — w donde es un numero natural. Por w“ entendemos
el conjunto de todas las funciones f de w en si mismo. Si s € W= tiene dominio n € w e i € w, por

s —~ i denotamos la sucesion ¢ con dominio n + 1 tal que ¢, = sy t(n) = i.

Recordemos el cuasi-6rden <* sobre w®: Para f, g € w®, escribimos f <* g si y sélo si existe
N € w tal que f(n) < g(n) para cada n > N. Una familia ¥ C w“ se dice que es una familia
dominante si para cada g € w” existe f € ¥ tal que g <* f. Decimos que ¥ C w” es acotada, si
existe f € w® tal que para todo g € F se tiene que g <* f. Algunos de los cardinales invariantes
asociados a dicho cuasi-6rden son:

d = min{[F|: F € w” AF es dominante }
b = min{|F|: F C w” AF es no acotoda (<*)}

que serdn tratados en el presente trabajo.
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Recordemos que una familia F C P(w) es k-ligada, si para toda {A, : n < k} C F se tiene que
(n<k A, €s infinito. Decimos que una familia # C P(w) es centrada si para todo k € w se tiene que
F es k-ligada.

Si A, B € [w]”, decimos que A esta casi contenido en By lo denotamos A C* B, si A\ B es
finito. Usando esta notacion recordemos otro cardinal invariante, conocido como el niimero de la

pseudointerseccion:
p=min{|F|: F C [w]’,F escentrada, ¥ no tiene pseudointersecciones }.

Denotemos por N el cardinal de w y por w; el conjunto formado por todos los niimeros or-
dinales numerables; este también es el primer cardinal no numerable que a veces lo denotamos
indistintamente por N,. La cardinalidad del continuo, es decir, la cardinalidad de R es denotada
por ¢. Visto como conjunto, ¢ es un conjunto bien ordenado tal que cada segmento inicial de ¢ tiene

cardinalidad estrictamente menor que .

Hipotesis del Continuo y Axioma de Martin

No olvidemos que dado un conjunto parcialmente ordenado (P, <p), D C PP es denso si para todo
p € Pexiste d € D de modo que d <p p y también ¥ C Pes un filtro si p € ¥ y p <p ¢, entonces
q € F ysip,qge€ F,entonces existe r € ¥ de modo que r <p py r <p q. Dados p,q € P se dice
que p y g son compatibles si existe r en P de manera que r <p p y r <p ¢, de otro modo se dice que
P, g son incompatibles y lo denotamos por p L g. Un subconjunto A C P es una anticadena si para
todo p, g € A se tiene que p L g. Decimos que P tiene la condicion de la cadena contable (c.c.c) si
toda anticadena A C P es a lo mas numerable. También, P es o-centrado si existe familia de filtros
(Fn:newyenPtalque P = e, Fu-

Si © = {D, : @ < k} es una coleccién de densos en P, diremos que ¥ es D-génerico si

F N D, # 0 para todo « < k. El Axioma de Martin respecto a un cardinal « es:

MA,(P): Sea P un 6rden parcial con c.c.cy si D = {D,, : @ < «} es una familia de subconjuntos
densos en P entonces existe ¥ C P filtro D-génerico. MA es la sentencia que afirma que es valido
para todo k < ¢, MA,(P).

MAY

o—centrado

densos en P entonces existe ¥ C P filtro D—génerico. MA,_cenuado €8 12 sentencia que afirma que
es valido para todo x < ¢, MA* (P). Similarmente, se define MA* (P) y MAontable-

o—centrado contable

(P): Sea P un 6rden parcial o-centrado y si D = {D, : @ < «} es una familia de

La Hipotesis del Continuo (CH) establece que no existen conjuntos A para los cuales 8y < |A] <

c. Otra forma de enunciar la Hipétesis del Continuo es con la afirmacién ¢ = w;. Es bien conocido
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que CH es tanto consistente como independiente de la usual axiomdtica para la teoria de conjuntos,

la axiomatica de Zermelo-Fraenkel con Eleccion (ZFC).



Capitulo 1

Nociones Elementales

1. Familias Casi Ajenas

Sea « un cardinal infinito. Si x,y C «, decimos que x y y son casi ajenos si |[x N y| < k. Una
familia A C P(k) es casi ajena si para todo x € A se tiene que |x| = k y para todo x,y € A se tiene
que x y y son casi ajenos. Una familia A es MAD si esta es una familia casi ajena y maximal en el

sentido C.

Sea « un cardinal infinito. Puesto que |k X k| = « existe g : kK — « X k biyeccion. Luego, Sea
a € ky considere A, = {a} X k. Note que si @ # S, entonces A, N Ag = 0. Luego, pongamos
A ={g7'[A.] : @ < k}. Asi A es una familia disjunta de cardinalidad «.

Para cada r € R escojasé una sucesion de racionales (g, : n € w) que converge a r. Sean

f : w — Quna funcion biyectiva y

A =lkew: (@new(fk) =q))

para cada r € R. Entonces A = {A, : r € R} es una familia casi ajena de cardinalidad c.

Sea k > w un cardinal regular, entonces:

1. Si A C P(k) es una familia casi ajena y |A| = k, entonces A no es maximal.

2. Existe una familia casi ajena maximal 8 C P(x) de cardinalidad > «*.

DEMOSTRACION. 1) Sea A = {A; : £ < «} familia casi ajena. Sea By = A; \ U, A,. Note que
B: # 0 yaque B = Ag \ U, <c(Ac N Ay, |Ael = kY [ U, <e(Ae N Ayl < k, por la regularidad de «.
Escojasé B¢ € By y pongamos D = {B; : £ < «}. Luego D tiene cardinalidad k y DNA, C {B; : £ < n},

asi que D y A, son casi ajenos para cada 7.

2) Sea B C P(x) familia casi disjunta de cardinalidad «, por 1) dicha familia no es maximal,

asi extendamos a una familia maximal usando el Lema de Zorn y obtenemos que |B| > «.

(1
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(MA) Sea k < ¢ un cardinal. Si A C P(w) es casi ajena y es tal que |A| < k, entonces A no es

maximal.

DEMosTRACION. Sea A una familia casi ajena de cardinalidad x < ¢ y consideremos el siguiente

orden parcial:

P={s,F):selw]”Fec[F]“)

donde (s, F'1) <p (s2,F>)siysOlosis; 2 s,, F1 2 F, y xNs; C s, paratodo x € F,. Notemos que
P es c.c.c puesto que si {(s,, Fy) : @ < w;} C P fuese una anticadena, tendriamos que |[w]*’| = w;
ya que si @ # 3 entonces s, # Sg.

Ahora, para cada A € A pongamos Dy = {{(s,F) € P : A € F} y veamos que es denso: Sea
(s, F) € Pynote que (s, F U{A}) <p (s, F) y (s, F U{A}) € Dy, luego D, es denso.

Dado n € w, consideremos D, = {(s, F') : s £ n} y veamos que es denso: Sea (s, F') € P, como A
es casi ajena se tiene que w \ |J F es infinito y asi elijam € w \ |J F de modo que m > n. Luego
(sU{m}, F) <p (s, F)y(sU{m},F) € D,.

SeaD ={Dy : A e AAU{D, : n € w}y note que |D| = k < ¢, entonces existe G filtro
P-génerico. Pongamos X = J{s € [w]** : AF € [A]")({s, F) € G)} y veamos que {X} U A es
familia casi disjunta que extiende a A. Dado A € A se tiene que Dy NG # 0, entonces existe (s, F)
conA € Fy (s, F) e G.Bastaprobar que X N A C s: Sea x € X N A entonces existe (5", F') € G tal
que x € 5" y como G es filtro existe (s”, F”’) € G tal que (s, F"") <p (s, F) y(s"", F"") <p (§', F') y

portalrazéon x € s C 5" yANs” C s, de aqui que x € s.

Finalmente, X es infinito puesto que G N D, # 0 lo que indica que X € n para todo n € w.

(1

2. Arboles

La teoria de arboles forma una parte rica e interesante de la combinatoria infinita, teniendo
aplicaciones en otras dreas de la teoria de conjuntos asi como en otras dreas de las matematicas (en
particular, topologia general). En la presente seccion abordamos los conceptos basicos de la teoria

de arboles y tratamos de familiarizarnos un poco con la construccién de objetos através de estos.

Un éarbol es un conjunto parcialmente ordenado (7, <7) tal que para todo x € T, el conjunto

X ={y €T :y<r x}esbien ordenado por <r.
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Sea T = (w*“, <). Dados s,t € w=“, decimos que s < 7 si y sélo si s 2 t. Entonces, T es un

arbol.

Recordemos que para cualquier conjunto (X, <) que es bien ordenado, existe un inico nimero
ordinal « tal que (X, <) es isomorfo a @ con el 6rden usual. Dicho @ es llamado el tipo de 6rden de
(X, <.

El tipo de 6rden del conjunto X bajo <7 es llamada la altura de x en T, denotada por hty(x).
Si @ es un ordinal, el @-é€simo nivel de T, es el conjunto

T,={x€eT: htr(x) = a}.

Denotemos por T, el conjunto (s, T y por T}, a la estructura T restringida a este conjunto.

Sea T un arbol. Un subconjunto linealmente ordenado b de T con la propiedad de que siempre

que x € by y <r x, se tiene que y € b, es llamado una rama de T.

Sea 6 un ordinal, A un cardinal. Un arbol T se dice que es un (6, A)-drbol si y solo si:

e Ya < 6)T, #0).
° Tg = 0.
e Va<6)(T,| < A.

En otras palabras, un (6, 1)-arbol es un arbol de altura 0 y anchura menos que A.

Un arbol T se dice que tiene limites unicos si siempre que « es un ordinal limite y x,y € T,, si

X =¥, entonces x = y.

Un (6, 1)-arbol T se dice que es normal si T tiene limites tnicos y cada una de las siguientes

condiciones se satisfacen

o |Tol = 1.
e Sia,a+1<6yxeT,, entonces existen y;,y, € T, de modo que x <7 y; y x <7 5.
e Siaa <fB<0yuxeT,,entonces existe y € Tp tal que x <7 y.

Sea « un cardinal infinito. Un k-arbol es un (k, k)-arbol normal. Es fécil ver que todo w-arbol
tiene una w-rama, pero no podemos aplicar el mismo razonamiento para deducir que cualquier w -
arbol tiene una w,-rama. De hecho, una construccidn de tales drboles fue dada por N. Aronszajn y

estos con conocidos como drboles Aronszajn.
[Aronszajn] Existe un arbol Aronszajn

DemosTrACION. La idea es hacer que los elementos de T, sean a-sucesiones estrictamente creciente

de numeros racionales y el 6rden del drbol estard dado por x <7 y si 'y sélo si x es un segmento
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inicial de y, i.e (x C y). Note que si b fuese una w;-rama, entonces (_J b deberia ser una w;-sucesion
estrictamente creciente de nimeros racionales, lo cual es imposible. Ahora, veamos la construcciéon

por recursion de tal arbol asegurandonos que en cada paso a < w;, T), satisfaga lo siguiente:

P(a) : T, es un (@, w)-arbol normal y para cada 8 < ¥ < ay cada x € T y cada racional
g > sup(x), existe y € T, tal que x C y 'y g > sup(y).

Para comenzar la construccion, pongamos

Si Tje+1) esté definido y satisface P(a + 1)), definamos

Torn={x~{q): x€Ty ANg€QAq>sup(x)}.

Claramente, T),+2) satisface P(a + 2).
Finalmente, supongamos que « es un ordinal limite y T|, ha sido definido y satisface P(a).

Afirmacion: Para cada x € T}, y cada racional g > sup(x), existe una a-rama b de T}, tal que x € b
y sup(UDd) < ¢

Dado x € T, y ¢ € Q tal que ¢ > sup(x) escdjase una w-sucesion estrictamente creciente
de ordinales (@, : n € w) cofinal en « tal que x € T,,. Como P(a) es vélido, podemos escoger

recursivamente elementos y, € T},, tal que x C y, C y,4; paratodo n € w 'y sup(y,) < q. Pongamos

b={yeT,:(Anew)ycCy)l

Claramente, b es una a-rama de T el cual contiene a x y es tal que sup(l Jg) < ¢. Ahora si,
estamos preparados para construir el nivel 7, como sigue:

Para cada x € T), y cada racional ¢ > sup(x), escOjase una a-rama b(x, g) de T}, como en la

afirmacién anterior y considere

T, ={|Jb(x.q): x€ T Age Qg > sup(x))
Asi, T,y satisface P(a + 1). En particular, T, es numerable ya que tanto Q y 7', lo son.

[
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3. Filtros e Ideales sobre w

Sea S un conjunto no vacio. Un filtro sobre X es una coleccién # de subconjuntos de X que

satisface las siguientes condiciones:

e XcF yOF.
e SiAeF yBeF,entoncesANBeT.
e SiAeF yACBCX,entonces Be F.

Sea X un conjunto no vacio y A € X no vacio. Entonces la coleccion ¥ = {BC X : A C B} es
un filtro sobre X.

Distinguimos entre dos tipos de filtros:

Sea ¥ un filtro sobre S, entonces decimos que F es libre si (| F = 0y es fijo de otro modo.

Considere ¥ = {A C w : |w \ A| < w}. Dicha coleccién es un filtro libre: Dado n € w
consideresé V, = w \ {n} y note que V,, € ¥ para todo n € w, luego (¥ € (e Vn = 0. Dicha
coleccidon F es conocida como el filtro de Fréchet.

Vease ejemplo 3 y note que dicho filtro es fijo.

Dado un conjunto X no vacio y una familia # € $(X), recordemos que ¥ tiene la propiedad
de la interseccion finita si dada cualesquier subcoleccién finita G C F se tiene que (G # 0. La

siguiente proposicion nos indica cuando una familia se puede extender a un filtro.

Sea G una coleccion de subconjuntos de X tal que tiene la propiedad de la interseccion finita.
Entonces existe un filtro ¥ sobre X tal que G C F.

DEmosTRACION. Sea ¥ la coleccién de todos los subconjuntos A de X con la propiedad que existe

un subconjunto finito {X;, X>, ..., X,,} de G tal que

ﬂXigA.

i<n
Claramente, X estd en ¥ y () no pertenece a ¥ puesto que G tiene la propiedad de la interseccién
finita. Dado A, B € ¥, entonces existen A; € Gy B; € G tales que
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consecuentemente ()., A; N ()< B; S AN Byasi AN B € ¥ y obviamente dicha coleccion es

cerrada bajo superconjuntos, por lo tanto ¥ es un filtro sobre X.
[

Hay filtros que son muy especiales, algunos tienen la propiedad de que dado cualquier subcon-
junto del conjunto base, este elige si tal elemento estd en el filtro o bien estd su complemento. Este
tipo de filtros es el mas importante por aplicaciones en diversas areas, a estos filtros son los que

conocemos como ultrafiltros.
Un filtro U sobre X es un ultrafiltro si paracada A € X setieneque A€ Uo X\ A € U.
La siguiente proposicion es una caracterizacion de ultrafiltros.
Sea ¥ un filtro sobre X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. ¥ es un ultrafiltro sobre X.

2. SiA,BC Xsontalque AUB € ¥ ,entoncesAeF oBeF.

3. ¥ es maximal con respecto a (C).
DEMosTRACION. 1)—2) Sea F un ultrafiltro sobre X. Sean A, B C X tal que A U B € ¥ entonces
X\(AUB)=(X\A)NX\BYF,luvego X \AF o X\ Bf deaquique Aec F oBeF.

2)—1) Sean ¥ un filtro sobre X y A C X, entonces X = AU (X \A) € F,luego A € ¥ o
X\ A € . Por lo tanto, ¥ es un ultrafiltro sobre X.

2)—3) Suponga que ¥ no es maximal, entonces existe filtro ¥’ que contiene propiamente a ¥,
escOjase A € F' \ ¥, como F es filtro sobre X y X = AU (X \ A) se tiene que X \ A € ¥, pero
F cF',asique X \ A € ¥, lo cual es contradictorio.

3)—1) Suponga que existe A € X tal que AF ni X \ A¥. Ahora, note que ¥ U {A} tiene la
propiedad de la interseccion finita, puesto que si existieran Ao, ..., A, € F de modo que ();, A;NA =
0, entonces (;<, A; € X\A, lo cual es contradictorio. Por lema existe filtro " que extiende ¥ U{A},
por lo tanto ¥ C ¥.

(1

Sea n € w. Considerese la coleccion {A C w : n € A}, dicha coleccion es un ultrafiltro sobre w.

Sean U, V ultrafiltros sobre w. Consideresé la coleccion

UXV=ACwXxw:{new:{mew:(n,m)eA}eU}eV}
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tal coleccion es un ultrafiltro sobre w X w.

El siguiente teorema establece que cualquier filtro puede extenderse a un ultrafiltro. La de-
mostracion usa una equivalencia del Axioma de Eleccion, y de hecho el teorema no puede ser
probado sélo en Zermelo-Fraenkel (ZF). Recordemos el Teorema de Kuratowski-Zorn, aunque no

sera demostrado. Para una demostracion consultese [7].

[Kuratowski-Zorn] Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado y no vacio en el cual toda

cadena C tiene una cota superior. Entonces P tiene un elemento maximal.
Necesitaremos el siguiente resultado que hard posible aplicar el Teorema 3.

Si C es un conjunto de filtros sobre S y si para cada 77, F, € C se tiene que 7 C ¥, 0 7, C 71,
entonces la unién de C también es un filtro sobre S. DEmosTRACION. Sea C un conjunto de filtros
sobre S tal que si ¥y, %, € C se tiene que 1 € 7, 0 F> C F:

1. 0lJC pues si 0 € [JC implica que 0 € ¥, para algun filtro ¥ sobre S en C, lo cual es
contradictorio. § € |JC pues S € ¥ para todo filtro ¥ sobre S en C.

2. Sean X, Y € |JC, entonces X € F,y Y € ¥, para algunos 71,7, € | JC como F; € > 0
F> C ¥ sin pérdida de generalidad 7, C ¥». Tenemos que X, Y € %5, luego X NY € F,.
Asi, XNnYelJC.

3. Sean X € ([JCy X CY CS,entonces X € ¥ para algin ¥ filtro, luego Y € ¥, de aqui que
YelJC.

.

(Tarski) Todo filtro sobre S puede extenderse a un ultrafiltro sobre S.

DEMOSTRACION. Sea F un filtro sobre S y P el conjunto de todos los filtros ¥ sobre S tales que
Fo € ¥ . Consideremos el conjunto parcialmente ordenado (I, C). Si C es una cadena en P entonces
por lema anterior, C tiene una cota superior en P. Aplicando el Teorema de Kuratowski-Zorn, existe
U filtro maximal en P y por lema 3 U es un ultrafiltro sobre S tal que ¥y € U. -

Antes de enunciar el siguiente teorema notemos que el filtro de Fréchet (ver ejemplo 3) no es
un ultrafiltro sobre w, pues w = {2n: n € W} U {2n+ 1 : n € w}y por teorema 3 se sigue que dicho
filtro no es ultrafiltro. Sin embargo, para garantizar la existencia de un ultrafiltro libre sobre w basta

extender el filtro de Fréchet como veremos a continuacion.

Sea U un ultrafiltro sobre w. Entonces U es un ultrafiltro libre si y s6lo si este contiene al filtro
de Fréchet.
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DEMOSTRACION. Sea U un ultrafiltro libre sobre w. Sea A C w tal que w \ A es finito y note que

w=w\AUA, como w \ A es finito y U es ultrafiltro libre se tiene que w \ AU asi que A € U.

Sea U ultrafiltro que extiene el filtro de Fréchet. Sea A € U y considere {a; : k € w} enu-
meracion de A. Ahora, paratodon € wsetieneque A, = A\ U{a; : i <n} e Uy e, An = 0, por
lo tanto (U = 0. -

Notemos que si # es un filtro sobre un conjunto X, entonces existen al menos dos ultrafiltros
que lo extienden: Por lemma, existe U ultrafiltro sobre X tal que ¥ C U, luegosea A € U\ F.
Ahora, sea xp € F \ Ay pongamos B = {xr : F € ¥}. Luego, ¥ U {B} tiene la propiedad de la

interseccion finita, asi existe U’ ultrafiltro sobre X que extiende ¥y U # U’.
La nocién dual de filtro es la de ideal, definida de la siguiente manera.

Sea X un conjunto no vacio. Un ideal sobre X es una colecciéon 7 de subconjuntos de X que

satisface las siguientes condiciones:

e DeT.
e SiA,Be J,entonces AUB€ 1.
e SiACByBe,entonces A € 1.

Note que si F es un filtro sobre X, entonces la colecciéon F* = {X\ A : A € ¥} es un ideal sobre

X, conocido como el ideal dual a 7.

Denotemos por FIN la coleccién de todos los subconjuntos finitos de w. Dicha coleccién es un

ideal sobre w y de hecho su filtro dual 7* coincide con el filtro de Fréchet.

Sea 7 un ideal sobre X. A partir de este momento decimos que J es un ideal sobre w si X es un
conjunto numerable y este contiene todos los subconjuntos finitos de X, i.e, FIN C 7. En general,

podemos asumir que tal conjunto X es w, el primer ordinal numerable.

Densidad. Sea A un conjunto de nimeros naturales. Paracadan € w,seaA(n) = [AN{0,...,n— 1},

el nimero de elementos de A que son mds pequefios que n. Si el limite
. A
d(A) = 1lim,_, %

existe, es llamado la densidad de A. Por ejemplo, el conjunto de todos los nimeros pares tiene den-
sidad 1/2. Todo conjunto finito tiene densidad 0, aunque existen conjuntos infinitos cuya densidad
también es 0. (Como el conjunto de todas las potencias de 2, {2" : n € w}). S1 A C B C w, entonces
A(n) < B(n) para todo n y si tanto A y B tienen densidad entonces d(A) < d(B). En particular, si
d(B) = 0, entonces d(A) = 0. Asimismo, para cada n, (A U B)(n) < A(n) + B(n) y si Ay B son
disjuntos entonces (A U B)(n) = A(n) + B(n). Consecuentemente d(A U B) < d(A) + d(B) (siempre
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y cuando la densidad exista) y d(A U B) = d(A) + d(B) si A 'y B son disjuntos. Si d(A) y d(B) son

cero, entonces d(A U B) = 0. El ideal de los conjuntos con densidad 0, es
I,={ACw:dA) =0}

Tenemos @ € 7,y que wl,, porque d(w) = 1.S1A C By B € 1, entonces A € 1,y si tanto
A € I,como B € I, entonces AU B € 1,. De aqui que 7, es un ideal. Este ideal contiene todos

los conjuntos finitos, pero también algunos conjuntos infinitos como {2" : n € w}.

Otro ideal interesante sobre el conjunto de los nimeros naturales que sera utilizado posterior-

mente es el siguiente.

Sea g : w — [0, 00) tal que:

e lim, ., g(n) = 0.
e g es estrictamente decreciente.

i Znew g(n) = 00.

Ahora, considere la siguiente coleccion 7, = {A C w : 4 &(n) < oo}. Dicha coleccion es
un ideal sobre el conjunto de los nimeros naturales. Veamos que 7, tiene la propiedad de que si

{Ax : k € w} C 1, entonces existe A € 7, de manera que A; C* A para todo k € w puesto que para

1

todo k € w existe ny de tal modo que 3,414, 8(1) < 3¢

2inea 8M) £ X ew % y A, € A paratodo k € w.

asi haciendo A = | ¢, A \ 1i se tiene que

A los ideales que cumplen dicha propiedad se les conoce como p-ideales. Notemos que si
A € [w]”, entonces existe B C A infinito tal que B € 1, para ver esto considere enumeracion de
A ={a; : k € w} y pongamos by = min{fm € A : g(m) < 1}y b,y = min{fm € A : g(m) < 2,,%} \ {b; :
i <n}paran>0.

La siguiente definicion es crucial para consideraciones futuras de dicho trabajo.

Sea J un ideal sobre w. Entonces decimos que 7 es un ideal alto, si para todo A € [w]“ existe
Be[A]l”talque B € 1.

Sea g : w — [0, co0) funcién como en ejemplo 3 . Ahora, I, es ideal alto siy solo si lim,,_,., g(n) =
0: Sea e > 0y supongamos que 7, es alto, entonces existe A C w tal que )}, g(n) < oo asi podemos
escoger N suficientemente grande de modo que },c4 v g(n) < €. Luego, pongamos N’ = min{n €

A :n > N} ynote que sin > N’, entonces g(n) < € pues g es decreciente.

Ahora, supongamos que lim,_ g(n) = 0. Sea A C w y asuma que A7,, en particular, A es

infinito. Sea
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by =min{n € A : g(n) < 1}

1
b,sp =min{n € A : g(n) < 5}\{!),- 11 < nj

Luego, B=1{b, :n € w} C Aesinfinitoy B € 1,.

Antes de pasar a la siguiente seccidn, no olvidemos el ideal ED (Eventually Different Ideal)

sobre w X w.

Consideremos la siguiente la coleccion de subconjuntos de w X w:

ED={ACwXw:@Am,necwMk=>n)(Ay <m))}

donde (A); = {n € w : (k,n) € A}. Dicha coleccion es un ideal sobre w X w. Ademas dicho ideal
es alto: Sea A C w X w infinito y sin pérdida de generalidad asumamos que 3%k € w de modo que
(A # 0. Sea by = min{l € w : A; # 0}. Escéjase (b, ap) donde ay = min{/ € w : (by,l) € A}.
Suponga que se ha definido (b,, a,). Asi entonces, sea b,,; = min{l € w : A; # OAL > b,}y

pongamos a,,; = min{l € w : {(b,41,[) € A}. Luego, {{(b,, a,) : n € w} satisface lo requerido.

Consideremos la siguiente la coleccion de subconjuntos de w X w:

FINXFIN={ACw:{n€ew:{me w:{(nmye AJFIN} € FIN}.

Tal coleccion es un ideal sobre w X w. Dicho ideal es alto: Sea A C w X w infinito de modo que
AFIN X FIN, entonces 3k € w de modo que (A), es infinito. Sea j = min{/ € w : |(A)/| = w}.

Luego, (A); satisface lo requerido.

4. Clases especiales de ultrafiltros sobre w

Resumimos en esta breve seccion algunas clases de ultrafiltros sobre w que serdn usados en el

estudio de 7 -ultrafiltros , simplemente por la preocupacion de saber cudl es la relacion entre estos.

Un ultrafiltro U libre sobre w se dice que es p-punto si para toda particion {P, : n € w} de w
existe k € w de modo que P; € U o bien existe A € U tal que |A N P,| para todo n € w. Una
descripcién combinatoria equivalente es la siguiente: U es p-punto si y sélo si para toda coleccién
{A, :new} CUexiste Aec Utalque A C* A, paratodo n € w.

Sea ¥ un ultrafiltro sobre w. Las siguientes condiciones son equivalentes:
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1. F es un p-punto.
2. Para cada particiéon {Y, : n € w} de w, se tiene que existe n € w tal que Y, € F o existe

X € ¥ tal que X N'Y, es finito paran € w.

DEmosTRACION. (1)—(2) Sea {Y, : n € w} una particién de w. Supongamos que Y, para n € w.
Sea X, = U;<, ¥i- Notemos que X, y ademds obtenemos una sucesion de la forma X,, € X,,,| para
cadan € w. Como ¥ es ultrafiltro, entonces w \ X,, € ¥ y ademads se tiene que (w\ X,,) 2 (w \ X,+1)
para todo n € w. Asi, por hipétesis, existe X € F tal que X C* (w \ X,) para cada n € w, pero
X\ (w\ X, = XNX, paracada n € w. Mds atn,

XNnX, = XnY,Uhu...uY,).

XNX, (XNYH)UXNY)U...uXNY,),

de aqui que X N Y, es finito para cada n € w.

(2)—(1) Supongamos que {X,, : n € w} € F. Sin pérdida de generalidad, asumamos que X,, 2
X,+1 paratodon € w. Sea Yy = w\ Xy, y en general ¥, = X,,_; \ X,,. Esclaro que {Y,, : n € w} esuna
particion de w y, por hipotesis, existe X € F tal que X N Y, es finito para todo n € w. Sabemos que
X N Uiy Yi es finito. Sin embargo, X N U, Vi = X \ (w \ Ui, ¥i) = X\ X,,, dado que la sucesion
{X,, : n € w} es decreciente. Por lo tanto, X \ X, es finito para cada n € w. i

Fue un problema abierto por muchos afnos saber si los p-puntos en w* podrian ser construidos

en ZFC. Finalmente, S. Shelah demostr6 que es consistente que los p-puntos en w* no existan.

Un ultrafiltro U es selectivo si para toda particién {P, : n € w}existe A € U talque |[ANP,| < 1
para todo n € w. También tenemos la siguiente caracterizacion de ultrafiltros selectivos: U es
ultrafiltro selectivo si y sélo si para toda f € w® existe A € U tal que fj4 es uno a uno o bien es

constante.
(CH) Existe un ultrafiltro selectivo.
DEMOSTRACION.

Enumeremos todas las particiones {#, : @ < w;} de w y construyamos por recursion sobre w,

bases de filtro ¥, como sigue:

1. ¥ es el filtro de Fréchet.

2. Fo C Fp siempre que a < 5.

3. Paratoda a < w existe k € w tal que P{| € ¥, 0 bien existe A € F,, tal que [Py, NA| < 1.
4. Fy = Uscur Fa-

5. Paratoda a < wy, se tiene que |F,| < a - w.
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Notemos que en 1) ya ha comenzado la recursiéon. Supongamos que se tiene definido 7, y

construyamos ¥, como sigue:

e Caso A: Existe A € ¥, y k € w de tal modo que A C |J;, P{ Afirmacion: Existe m €
{0, 1,2, ..., k} de tal suerte que ¥, U {Py} es una familia centrada. Supongamos lo contrario,
entonces existen {A; : i < k} C F, de tal modo que |A; N P¢| < w, luego |[A N (), Ail < w,
lo cual es contradictorio.

e Caso B: Paratodo A € F, se tiene que 3°n € wtalque ANPY # (0. Como F ={A, : n € w}
(pues @ < wy), consideremos B, = ()., A; paran € wy construyamos el siguiente conjunto

como sigue: Como By € ¥, se tiene que existe kg € w tal que By N P;; # 0y pongamos

by = min By N Pgo

— z. 104
by =min B,y NP

donde k,; = min{k € w : (k > k,) A (P} N B,;1)}. Finalmente, pongamos B = {b, : n €
w} con lo cual obtenemos que ¥, = ¥, U {B} es familia centrada y [BN P;| < 1 para todo
neE w.

Note que si y es limite no hay nada que hacer. Para concluir, pongamos ¥ = (J,,, Fo
y por construccion es centrada. Ahora, considere U cualquier ultrafiltro que extienda a 7,

luego por teorema , U es libre y por lo tanto selectivo.

(

Los ultrafiltros selectivos no necesariamente existen pues en el articulo Some points of Bw de K.
Kunen publicado en 1976, construye un modelo de ZFC en el cual no existen ultrafiltros selectivos,
el cual serd estudiado en el capitulo 4. De cualquier modo, si asumimos la Hipétesis del Continuo
tales ultrafiltros son facilmente construidos ya que la construccién en teorema 4 fue hecha para

reflejar esto.

Un ultrafiltro U se dice que es un g-punto si para toda particiéon {P, : n € w} en piezas finitas
existe A € U de manera que |A N P,| < 1 para todo n € w. Una caracterizacioén de g-punto es: Un
ultrafiltro U es g-punto si para toda funcion f € w® finito a uno, existe A € U de manera que fjs

€S uno a uno.
Notemos que todo ultrafiltro selectivo es un g-punto. Sin embargo, no todo g-punto es selectivo.

Sea U un filtro sobre w. Decimos que U es rdpido si para cada funcién f € w® existe X € U
tal que |X N f(n)| < n para todo n € w.



5. ACERCA DE 7-ULTRAFILTROS 13

Observemos que si ¥ es g-punto entonces ¥ es rapido: Sea f € w® estrictamente creciente y
consideresé R = {[0, f(0))} U{[f(n), f(n+ 1)) : n € w} (sin pérdida de generalidad f(0) > 0). Note
que R es particion de w en conjuntos finitos, de aqui que existe X € ¥ de modo que [X N P| = 1
paratodo P € R, luego X \ f(0) € F y f <" ex\ s, (donde e(x\ £y €s la funcion de w en si mismo
que enumera crecientemente los elementos de X \ f(0)). El nombre de filtros rapidos tiene su origen
en la observacion de que para cada f : w — w existe un X € F que crece mds rdpido que f. En la

seccion 6 teorema 7 se hace esto explicito.

Un ultrafiltro rapido no necesariamente es un g-punto. Como antes mencionamos todos los
g-puntos son ultrafiltros rapidos y también mencionamos que la hipdtesis del continuo implica que
los g-puntos existen, puesto que teorema 4 abarca este caso. La consistencia de que no existan
ultrafiltros rapidos es debida a Arnold W. Miller. Por otro lado Bukovsky y Copldkova demostraron
que no todo ultrafiltro rdpido es un g-punto en el articulo nombrado asi por obvias razones, Rapid
Ultrafiler need not be Q-point el cual fue puede obetenerse mas informacion cosultando: In Zdenék
Frolik (ed.) Proceedings of the 10th Winter School on Abstract Analysis. Circolo Matematico di
Palermo, Palermo, 1982. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Serie 11, Supplemento No.
2. pp-[15]-20.

5. Acerca de 7 -ultrafiltros

La definicién de J -ultrafiltro fue dada por James Baumgartner en su articulo Ultrafiltros sobre
w [11]. Sea 7 una familia de subconjuntos de un conjunto X tal que 7 contiene los singuletes y
es cerrado bajo subconjuntos. Dado un ultrafiltro U sobre w, decimos que U es un I -ultrafiltro si
para toda funcién F : w — X existe A € U tal que F[A] € 1.

Si solamente son consideradas las funciones ' : w — X finito a uno, entonces nos referi-
mos a los correspondientes ultrafiltros como 1 -ultrafiltros débiles y si solamente consideramos las
funciones F : w — X uno a uno, entonces nos referimos a tales ultrafiltros como 7 -ultrafiltros

amigables.

En el presente trabajo consideramos los 7 -ultrafiltros cuando X = w y asumimos que 7 es un
ideal sobre w el cual contiene todos los subconjuntos finitos de w. Recordemos que si U es un
ultrafiltro fijo sobre w, entonces existe n € w de modo que U = {A C w : n € A}, asi que si
f € w®, entonces f[{n}] € I. A partir de este momento cualquier ultrafiltro sobre los naturales que

consideremos asumimos que este contiene el filtro de Fréchet.

Si 1 no es un ideal alto, entonces los 7 -ultrafiltros no existen.
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DEemosTRACION. Supongamos Z no es un ideal alto, pero que existe al menos un 7 -ultrafiltro, dig-

amos U.

Como 7 no es un ideal alto, entonces existe A € [w]“ de modo que para todo B € P(A) N [w]”
se tiene que BJZ. Sea ¢4 : w — w la funcién que enumera crecientemente los elementos de A.
Entonces, existe C € U de modo que e4(C) € 7, pero es(C) C A, lo cual implica que e4(C) es

finito, lo cual es contradictorio, pues e4 €s uno a uno y C es infinito. i

Dado un espacio topolégico X, recordemos que un subconjunto A de X es disperso si todo
subespacio de A tiene al menos un punto aislado. Para el siguiente teorema consideremos X = 2%,
si 1 consiste de todos los subconjuntos discretos de 2“, entonces nos referimos a un 7 -ultrafiltro
como un ultrafiltro discreto, similarmente cuando 7 es la familia todos los conjuntos dispersos de
2%,

Notemos que si J es la familia de todos los subconjuntos finitos de w, los 7-ultrafiltros son
precisamente los ultrafiltros fijos: Puesto que si U es libre y f : w — w es finito a uno, entonces
para todo A € U se tiene que f[A] es infinito. Antes del siguiente lema, dada f € wyn € w

denotamos por [f,] a la coleccion {g € 2¢ : g, = fi.}.

(D. Booth) Si 7 = {Y C 2¢ : Y es finito o tiene tipo de 6rden w o w*}, entonces los 7 -ultrafiltros

son exactamente los p-puntos.
DEMOSTRACION.

Note que el tipo de 6rden de Y es calculado con respecto a el 6rden lexicografico. Recordemos
quen un ultrafiltro es un p-punto si para toda coleccion {A,, : n € w} C U existe A € U de manera

que A C* A, para todo n € w. Supongamos que U es un p-puntoy F : w — 2¢.
Afirmacion: Existe f : w — 2 tal que F‘l([fm]) € U paratodo n € w.

Sin =0, para f € 2 se tiene que fjp = 0, luego [fp] = 2“. Asuma que existe f € 2¢ tal que
para cada i < n se tiene que F~'([£;]) € U. Note que F'([f,.]) = F ' ([fi, —~ (n,0)]) U F7Y([f;, ~
(n,1)]) € U, y por teorema 3, F'([fi, ~ (n,0)]) € U o bien F'([f,, ~ (n, 1)]) € U, sin pérdida
de generalidad asuma que F~'([f,, ~ (n,0)]) € U, asi haciendo

g(k) = f(k)
sik <n,gn)=0ygk)=1sik>nse tiene lo requerido.

Como U es p-punto, existe A € U tal que A C* F~([;,]) para todo n € w. Afirmacion: f es el

unico punto limite de F'(A) es f. Si existiese otro punto limite, digamos g, considere k = min{m €
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w: f(m) # g(m)} y como A C* [ fi] se tiene que F[A] N [gy] es finito, lo cual es contradictorio. Si
B={meA:Fm)< flyC={meA:F@m)> f}, entonces F(B) € I, F(C) € 1. Finalmente,
como A = BUCU F![{f}] por teorema 3 B,C o F~'[{f}] € U. Por lo tanto, U es un 7 -ultrafiltro.

Ahora, supongamos que U es un J-ultrafiltro y (A4, : n € w) es una sucesion de elementos
de U. Sin pérdida de generalidad, asumamos que A,;; 2 A, paratodon € wy que (e, An = 0.
Fijemos f € w®” y definasé F : w — 2 tal que F es uno a uno, y sin € w y m es maximal con
n € A, entonces F(n) € [fju] \ [fin+1]. Ahora, como U es un 7-ultrafiltro existe A € U de modo
que F[A] € I, considere A” = AN Ay € U y note que F[A’] C F[A], entonces F[A'] estien I y
como F es uno a uno se tiene que F[A’] tiene tipo de 6rden w u w*. Finalmente, f es punto limite
de F[A’], luego A" C* A, para todon € w.

Sea U ultrafiltro sobre w. En la siguiente lista de condiciones sobre U, se tiene que 1) — 2) —
3).

1. U es p-punto.
2. U es discreto.
3. U es disperso.

DEMOSTRACION.

2) — 3).Sea f : w — 2%, ahora como U es discreto se tiene que existe A € U de manera que
fIA] es discreto en 2%, luego si B C f[A], se tiene que B es discreto en 2, luego f[A] es disperso
en 2%,

[

Otra caracterizacion de ultrafiltros selectivos en términos de 7 -ultrafiltros.

Sea U un ultrafiltro libre sobre w. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. U es selectivo.

2. U es un ED-ultrafiltro.

3. U es un ED-ultrafiltro débil.

4. U es un ED-ultrafiltro amigable.

DEMOSTRACION. 1) — 2) Sea F : w — w X w arbitraria y consideremos la particién {F~'[{n} X w] :
n € w} de w. Como U es selectivo, existe A € U tal que |A N F~'[{n} X w]| < 1, luego F[A] € ED.

4) — 1) Sea {R, : n € w} particion de w en conjuntos infinitos. Definase la siguiente funcién

F : w — w X wcomo sigue:
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F(m) = {k,n) si m es el k-ésimo elemento de R,,.

Note que F es uno a uno y por hipétesis U es un ED-ultrafiltro amigable de aqui que existe
A € U tal que F[A] € ED y asi que existen Vi, V, C w X w tal que F[A] € V; UV, donde
Vi C [0,n] X w para algin ny € w y existe m € w tal que |V, N {n} X w| < m para todo n € w.
Finalmente, como U = F7'[F[U]] C F~'[V,]U F~!'[V,] y por teorema 3 se tiene que F~'[V|] € U
o bien F~'[V,] € U. Si F~'[V,] € U obtenemos que existe k € w tal que R, € U. Si F![V,] € U
tenemos que |[F~!'[V,] N R,| = m donde m > 0, y por teorema 3 se que existe A’ C F~![V,] de

manera que |A’ N R,| = 1 para todo n € w.

(1

Sea U un ultrafiltro libre sobre w. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. U es p-punto.

2. U es un FIN x FIN-ultrafiltro.

3. U es un FIN x FIN-ultrafiltro débil.

4. U es un FIN x FIN-ultrafiltro amigable

DEMOSTRACION. 1) — 2) Sea F : w — w X w 'y considere la particién {F™'[{n} X w] : n € w} de
w. Como U es p-punto, existe k € w de modo que F~![{k} X w] € U o bien existe A € U tal que
IANF~![{n} X w]| < w para todo n € w. Si F~'[{k} x w € U] entonces, F[F~'[{k} x w]] € FIN x FIN
y si A es un elemento del ultrafiltro que satisface que |A N F~'[{n} X w]| < w se tiene que {n € w :
{m e w : (n,my € FI[A]JFIN} = ( € FIN.

4) — 1) Sea {R, : n € w} particién de w. Definase F : w — w X w como sigue:
F(m) = (k,n) si m es el k-€simo elemento de R,,.

Notemos que F es uno a uno y como U es un FIN X FIN-ultrafiltro amigable existe A € U de
manera que F[A] € FIN x FIN. Asi que existen V|, V, C w X w de manera que F[A] C V,; UV,
donde V, C [0,n] X w para algiin ng € wy |V> N {n} X w| < w para todon € w. Si F![V;] € U
se tiene que existe k € w de modo que R; € U para algin k < ny. Si F~'[V,] € U se tiene que
IF-'[V,]1NR,| < w para todo n € w.

(1

Denotemos por R el sistema de todas las particiones R de nimeros naturales en piezas finitas.
Dada una particién R de w en piezas finitas, i.e, R € R, consideremos la coleccién I¢ = {X C w :
(dk € w)(VR € R)(|R N X| < k)}. Note que dicha coleccién es un ideal sobre w y ademas es alto:
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Enumeremos la particién R como {R,, : n € w}y sea A € [w]” \ I con lo que se tiene que 3%°n € w
de manera que A N R, # 0. Enumeremos {n € w : R, N A # 0} como {n; : j € w}. Finalmente, dado

JEw,seab; =minR, N Ay pongamos B = {b; : j € w}. Luego, B satisface lo requerido.

Sea U un ultrafiltro libre sobre w. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. U es g-punto.

2. U es un I g-ultrafiltro débil para toda R € R

3. U es un I g-ultrafiltro amigable para toda R € R
4. UNIg+QparatodoR eR

DEMOSTRACION. 1) — 2) Supongamos que f : w — w es una funcion finito a uno y que R es una
particién de w en piezas finitas. Ahora, Ry = {f'[R] : R € R} es una particion de w en piezas
finitas y como U es g-punto se tiene que existe A € U tal que |A N f~'[R]] = 1. Notemos que
|fTA] N P| = 1 para todo P € R, de aqui que f[A] € . Por lo tanto, U es un 1 g-utrafiltro débil.

4) — 1) Sea R particion de w en piezas finitas. Como U N I¢ # () entonces existen A € U
y k € w de manera que |A N R| = k para todo R € R. Note que A lo podemos escribir como
A=Uig 1A AiNA;=0sii# jy|A;NR| =1 paratodo R € R. Finalmente, por teorema 3 existe
m < k—1tal que A,, € U con lo cual se tiene lo requerido. .

6. Algunos cardinales invariantes
Como lo hemos anticipado antes, trabajaremos con algunos cardinales invariantes y dedicamos
esta seccion para presentar algunos resultados importantes sobre estos.

Recordemos que w® es el conjunto de funciones de w en w. Nos interesa dotar a tal conjunto

de un 6rden parcial y estudiar las cardinalidades definidas anteriormente (vedse seccion 1).

Primeramente, notemos que w; < b < ¢: Dada una familia {f, : n € w} C w® consideresé

h(n) = max{f;(n) : i < n}.

Luego, si k € w se tiene que fi(n) < h(n) paratodo n > k.
Axioma de Martin implica d = c.
DEMOSTRACION.

Seank < cyF ={f, : @ < k} C w”. Veamos que ¥ no es una familia dominante, i.e, existe

g € w” de manera que g £* f, para todo « < k.
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Considere P = w=“, donde s <p t siy sélo si s 2 7. Notemos que (P, <p) es un 6rden parcial

numerable, asi que P es c.c.c.

Para cada @ < k y n € w definasé:

Dy, ={s € P:|dom(s)| > n A (Ym € dom(s) \ n)(s(m) > f,(m))}

Veamos que D, , es denso paratodoa < kyn € w: Sean s € P, @ < ky n € w. Sea k = |[dom(s)|

definamos ¢ : k + n + 1 :— w como sigue:
ttm) =s(m)sim<nytim)= f,(m)+1sim=>n

Note que |[dom(?)| > n, t 2 sy t(m) > f,(m) para todo m € dom(z) \nasiquet € D,, yt <p s,
por lo tanto D, ,, es denso.

Consideremos D = {D,, : @ < k,n € w} la cual es una coleccion de densos en P tal que
|D| = «, asi que existe G C P filtro D-génerico. Note primeramente que dom(| JG) = w pues
dado @ < k y n € w arbitrarios se tiene que G N D,,, # 0, luego existe s € G N D,, y en
particular |dom(s)| > n. Ahora, veamos que | JG es funciéon: Sean n € wy s1,s5, € G de modo
que n € dom(s;) y n € dom(s,), como G es filtro, existe s3 € G de manera que s3 2 s§1,5; ¥
asi s;(n) = s,(n). Finalmente, dado n € w y @ < « arbitrarios tenemos otra vez que G N D, , # 0
asi que existe s € G N D,, y asi |dom(s)| > n'y s(m) > f,(m) para todo m € dom(s) \ n y como n

es arbitrario se tiene lo deseado.

(1

Ahora, notemos que sik < by F = {f, : @ < k} C w* entonces existe g € w* de modo que
fo <7 g para todo @ < k. Pongamos h,(n) = g(n) + 1y claro que g £* f, para todo a < «, i.e, ¥ no

es una familia dominante, por lo tanto, b < d.

Antes de continuar con el siguiente nimero cardinal, recordemos algunas definiciones que us-

aremeos.

Sean B un élgebra booleana y u, k.4 nimeros cardinales. Decimos que B es (k, 4, u)-distributiva
si para cada familia (P, : @ < k) de particiones de B tal que |P,| < A para cada a < «, existe P

particion de B tal que si p € P, entonces |[{g € P, : p A g # 0} < u para todo « < «.

Dada un édlgebra booleana B, en el caso en que A de la definicion 6 sea igual a B, esto es que

las particiones P, pueden ser de cardinalidad arbitraria, diremos que B es (x, -, u)-distributiva.
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La propiedad de (x, -, u)-distributividad nos permite introducir un nimero cardinal, el cual lla-

maremos el niimero de distributividad.
h = min{x : P(w)/FIN no es (k, -, 2)-distributiva}

Sea « un cardinal. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. k<)

2. Si{A, : @ < «} es una coleccion de familias casi ajenas maximales de subconjuntos infinitos
de w respecto a C*, entonces existe A familia casi ajena maximal que es refinamiento
comun de tales familias.

3. Si{D, : @ < «} es una familia de subconjuntos densos y abiertos en P(w)/FIN, entonces

Na<c Do €8 N0 vacio.

DEmMosTRACION. 1) — 2) Supongamos que k < by sea {A, : @ < k} una coleccion de familias casi
ajenas maximales de subconjuntos infinitos de w. Dado que A, es MAD se tiene que A, es particion
de P(w)/FIN para todo @ < k' y como « < ) existe A particion de P(w)/FIN que refina a A, para
todo @ < k. Luego, como A es particiéon de P(w)/FIN se tiene que A es MAD.

2) — 3) Sea {D, : @ < «} familia de densos y abiertos en P(w)/FIN. Para cada @ < «, sea

A, € H, maximal con la propiedad de que si A, B € A,, entonces |[A N B| < w.

Afirmacion: (Va < «) (A, es MAD): Suponga que existe 8 < k de modo que Az no es MAD,
entonces existe A’ de manera que Az C A’ y consideres€é B € A"\ Ag como Dy es denso entonces

existe C € Dy de modo que C C* B, luego Ay C Ag U {C} lo cual es contradictorio.

Sea A refinamiento comun de {A, : @ < k}. Ahora, veamos que A C D, para todo a < k: Sea
A e Ay a < k como A es refinamiento de A, entonces existe B € A, tal que A C* B, luego
A € D,. Por lo tanto, A C D,.

3) = 1) Sea {P,, : @ < k} familia de particiones en $(w)/FIN. Para cada a < «, sea

D, ={XCw:(FA e P,)(X <" A)}

Afirmacion: (Va < «k)(D, es denso y abierto): Sean @ < kx, X € D, y B C* X, entonces existe
A € P, de modo que X C* A de aqui que B C* A, por lo tanto D,, es abierto. Por otro lado,
dado X € [w]” como P, es MAD (pues es particiéon de P(w)/FIN) entonces existe A € P, tal que
XNAe€[w] luegoXNACXyXeD,,asi D, es denso.

Pongamos D = (), D, y veamos que es denso y abierto. Sean Y € [w]” y para cada @ < «
definase ', = [Y]“ N D,. Notemos que L', es denso y abierto en $(Y)/FIN para todo @ < 'y
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por hipétesis existe A € (,<x Do € (Vo< De- Por lo tanto, D es denso. Luego, si A € D es MAD,
entonces es refinamiento comun de los P,.

.

Un arbol base para P(w)/FIN es un arbol 7~ que satisface:

1. Cada nivel de 7 es una familia casi ajena maximal (MAD).
2. 7 esta ordenado por C*.

3. Para cada D € 7, este tiene ¢ sucesores inmediatos.

4. 7 es denso en P(w).

El siguiente teorema relaciona el nimero de distributividad con arboles como lo indica el sigu-
iente teorema. Para ver mds detalle de esto puede consultar [1].

[B. Balcar, J. Pelant y P. Simon] ) es la minima altura de un arbol base para $(w)/FIN.

h <b.

DEMoOSTRACION. Sea {f, : @ < b} familia no acotada en w®. Ahora, para cada @ < bsea D, = {A €
[w]“ : eq =" f,} ,donde e4 es la dnica funcién que enumera crecientemente los elementos de A.
Veamos que D, es denso y abierto para cada @ < b: Dado A € [w]” y @ < Db, construyasé una

sucesion creciente de elementos de A recursivamente como sigue: Sea

nyp=min{n € A : n > f,(0)}

n=minfneA:n> f()}\{n:i<k-1L,k>0

Sea B = {n; : k € w} ynote que B € [w]”y ep =" f,, por lo tanto D, es denso. Por otro lado,
si A C* B entonces ey >* ep de lo cual se sigue que D, es abierto para cada @ < b. Finalmente,
si ocurriera que (\yep Do # 0, sea A € (N, Do y NOte que e4 >* f, para todo @ < b lo cual es

contradictorio. .

7. Conexion entre 7-Ultrafiltros y Ultrafiltros rapidos

En esta seccidon nos ocuparemos por revisar otros dos articulos uno de Peter Vojtas y otro de J.
Flaskova los cuales estan enfocados en investigar cual es la conexidn entre los 7 -ultrafiltros y los
filtros rapidos.
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Estudiaremos indirectamente la compactacién de Cech-Stone Bw del espacio de los nimeros
naturales w con la topologia discreta. Este espacio es uno de los principales en la topologia usado

muchas veces para encontrar ejemplos y contragjemplos.

Recordemos que una compactacién de un espacio topolégico de Tychonoft X, es un espacio
compacto Hausdorff K junto con un encaje e : X — K con ¢[X] denso en K. Usualmente identifi-
camos a X con e[X] y consideramos a X como un subespacio de K. Dado un espacio X nosotros nos
concentraremos en su compactacién de Cech-Stone, BX, la cual tiene la propiedad de que para toda
funcidn real, continua y acotada sobre X se extiende continuamente a su compactacion. Equivalen-

temente si f : X — K es continua y K compacto, entonces existe Sf : X — K continua tal que
Bf X = /.

Hay varias maneras de construir a Sw, ver [8], en particular se le puede interpretar como:
{p : p es un ultrafiltro sobre w}.

Denotemos Sw \ w por:
w* = {p : p es ultrafiltro libre}.

Un ndmero natural n € w queda identificado con el ultrafiltro fijo

{ACw:neA}l

Para cualquier A C w, definamos:
A={pecPw:AcplyA =A\A.

A Bw la equiparemos con la topologia generada por (A:AC w) y la topologia de w*, como
subespacio de Sw, estd generada por la familia {A* : A € [w]}.

A los ideales y filtros sobre w los podemos ver como subconjuntos de w* en el siguiente sentido:
Dado 7 ideal sobre w le asociamos o(Z) = (J{A* : A € I}y para ¥ filtro sobre w le asociamos
oF) = (A" : A € F} y asi tanto o(Z) como 6(Z*) vistos como subespacio de w* adquieren
derecho de tener propiedades topoldgicas; en este caso, estudiaremos la relacion entre los ideales

sumables y los subconjuntos nunca densos de w* en algun sentido.

Mary Ellen Rudin es una matemética norteamericana originaria de Texas y es reconocida co-
mo una de las mayores contribuyentes del conocimiento actual de SBw a través de su estudio de
ordenes parciales de los tipos de ultrafiltros. Su monografia Lectures on set theoretic topology fue

la referencia estandar por muchos afos.
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[Vojtas] Sea 7 un ideal sobre w. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. o(Z) es denso

2. 6(Z™) es nunca denso
3. I es alto

DEMOSTRACION. 1)—2) Sea B € [w]“, como o(J) es denso, entonces existe p € A"y p € B* para
algin A € 7. Luego A € py po(I*) puestoque w \ A € 1™,

2)—3) Sea A € [w]” y suponga que AZ. Como 6(Z ™) es nunca denso, entonces existe p € A* tal
que po(Z™), asi que existe B € 1" tal que pB*,luegow\B€ pyw\ BNA C w) B. Por lo tanto, 7

es alto.

3)—1) Sea A € [w]®. Como I es alto, entonces existe B € [A]* y B € 1. Luego B* C A"y
B*Nao(Z) # 0. Por lo tanto, A* N (1) # 0.

o

Estaremos concentrados en sucesiones con valores reales positivos, es decir, el espacio [0, c0)®.

Denotaremos como:

I ={g € [0,00): ) gln) < oo}

new

co = {g € [0,00)” : lim g(n) = 0}

Recordemos que 7, es {A C w : },cq 8(n) < oo} donde g € ¢y \ [;. Observemos que g € co \ [; siy

solo si 6([:,) # () y nunca denso en w".
Antes de enunciar el siguiente lema definamos el siguiente par de funciones. Sean f, g € ¢ \ /1,
entonces:
min(f, g)(n) = min{f(n), g(n)}.
max(f, g)(n) = max{f(n),g(n)}.

Sean f, g € [0, c0)“. Entonces (5(]}) Noé(l,) = (5(Ijm,n(f’g)) = (5(([} UI%))
DEMOSTRACION. Veamos que 6(1,)N6(Z ;) € 6(Ifm,n(f’g)): Sea p € 6(£7)NS(L ), entonces 1 UL, C p.

Ahora, sea A € 7 min(f.)? entonces
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D" min{f(n), g} < oo
new\A
Consideremos X; = {n €e w\A : f(n) < g}, Xo ={new\A: f(n)=gn)}yX;=1{ncec
w\A: f(n)> g(n)} Notemos que X, € 17, pues ey, f(n) = X,cx, min{f(n), g(m)}, Xo € Iy NI,
y X3 €1, Asique w\ X; eI},w\Xg eI}yw\X3 EIZ,. Por lo tanto,

w\(@\A)=w\ X UXUX) = |w\X €p.
i<3
Ahora, sea p € 6(Z5,s,))» entonces I, € p'y notemos que I € T o0y Lo © L)
Luego F, UL, C I S D

(

6(I*f) N 6(];‘) = () siy s6lo si min(f, g) € [;.

*

DEMOSTRACION. Sean f, g € [0, 00)“. Simin(f, g) € [;, entonces 1 ym(1,q) €5 ideal sobre w, asi 7 min(/.g)

es filtro sobre w y como consecuencia 6(Z 7 ) # 0.

Por otro lado, si min(f, g) € [,, entonces J fm,n( fo) = P(w), luego 6(1

n(fe) = 5(1;)05(1—;) =0.

[

0L VST, =61 4 s

DEMOSTRACION. Sea p € w" de modo que 7| . 1.0 S Py suponga que I ¢ pyl, ¢ p. Entonces,
existe A € I tal que Ap y B € I, de modo que Bp. Asi que

D, mixifm.gmi< Y fw+ Y s

new\(AUB) new\(AUB) new\(AUB)

luego w \ (AU B) € 1 sxrq S p, de aqui que AUB € I:néx(f,g)' Finalmente A U B € p y por la

proposicion 3 se tiene que A € p, lo cual es contradictorio.
Por otro lado, sea p € 6(Z ;}) U o ;) y sin pérdida de generalidad asumamos que p € 6( ;2),

entonces 7 » € p 'y notemos que 1 i ro S I - Luego, p € O F.o)" -

Sean f € ¢\ [; y X € [w]”. Definamos fjx : w — [0, c0) como sigue:

(f)(m) = f(n) sin € X,
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(fix)(n) = 0 si nX.
Sea f € ¢ \ [;. Entonces,

I. feco\ (:)Xﬂé([})(:)Xe[Jt.
2. 5(];){) = 6(Il>;)ﬂX* = 6((I}U {X1).

DEMOSTRACION.

1) Si fix € ¢o \ [;, entonces 2, fix(n) = oo pero por defincion de fiy se tiene que fix(n) = 0
para todo n € w \ X, de aqui que 2,cx fix(n) = 00, luego 3},cx f(n) = coy asi X € 1. Por lo tanto,
6(];5) NX*#0.

Ahora, supongamos que X N 6(Z7%) # 0y que X1 ;, luego X € 1y, entonces e, x f(n) = oo,
Le,w\ X € I'.. Asique si p es cualquier ultrafiltro libre sobre w de modo que 17 2 p, se tiene que

Xp. Por lo tanto, 6(Z }) N X* = 0, lo cual es contradictorio.
SiXe I;Z, entonces .y f(n) = oo, luego .,y fix(n) = co. Por lo tanto, fix/;.

2) Veamos que 6(];2‘.)() = 6([;'1) NX*.(2)Seape 6(];.), asi que I} Cpyxep.Seadce I;i‘.x.
Notemos que fix(n) = 0 paracadan € w\ (X UA). Tenemos que },c,\a fix(n) < ooy X\A Cw\A.
Luego, X\ A € 4, entonces w \ (X\A) e I, Cpyw\(X\A)NX=XNA € p. Por lo tanto,
A € p.

(©)Como fix< fyXel PRE tiene lo requerido.

Finalmente, probemos que 6([;.) NX* = 6(([;. U{X}).(S)Seap e 6(];.) N X*, entonces I;i. Cp
y X € p. Ahora, veamos que (I*} U{X}) € p: Dado A € (I;; U{X], existe {A; : i < n} C I;} U {X}
de modo que (,.,A; € A, luego A € p. Por lo tanto, (I} U {X}).

(2)Seap e 6((Ij; U {X})), entonces (I} U{X})C p,deaquique X € py I} C p. Por lo tanto,
pE 6(];) N X*.

(1

(Vg € co \ [1)(6(Z) es denso en si mismo).

DEMOSTRACION. Supongamos que 6(Z,) tiene un punto aislado, entonces existe X € [w]“ de manera
que X*N6(Z,) = {p}. Primeramente veamos que ', no es ultrafiltro sobre w. Dado que 3.,x g(n) =
oo, es posible encontrar A, B C X disjuntos tal que AU B = X de modo que A, B € 7;: Dado N = 1,

existen Ny, M, € w tal que:
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Z gn)>1

neXNNy
Z gn) > 1.
neXnNy\No

Asi, dado N = k, existen Ny, M) € w de manera que

R CER

neXNN\My—y

Z g(n) =

neXNM;\Ny

| =

Finalmente, pongamos A = (e, X "Ny \ M1 Y B = Uge( X N Mj \ Ny_1. Note que si A € 17,
entonces w \ A € I, pero B C w \ A, lo cual es contradictorio. Finalmente como todo filtro propio
puede extenderse en al menos dos ultrafiltros distintos, se tiene que [6(1;) N X*| > 2.

(1

Existen una gran variedad de cardinales estudiados en el dnalisis real, la topologia, el dlgebra,
etc. Dada una relacion binaria R, decimos que D C rng(R) es R-dominante si (Yx € dom(R))(dy €
D)((x,y) € R) y B € dom(R) es R-no acotado si (Yy € rng(R))(dx € B)((x, y)R). No olvidemos

b(R) = min{|B| : B € dom(R) A B es no acotado}

d(R) = min{|D| : D C rng(R) A D es R dominante}

Ahora, hablaremos sobre relaciones binarias y veremos la conexion entre las series sumables y
(w®, <¥). Recordemos que un par de funciones (E, F') es conocida como una conexion de Galois-
Tukey de R a S, donde Ry S son relaciones binarias si £ : dom(R) — dom(S)y F : rng(§) —
rng(R) son funciones y si (E(x),v) € § implica que (x, F(v)). Notemos que la existencia de una
conexion Galois-Tukey de R a S trae como consecuencia que b(R) > b(S) y d(R) < d(S): Pues
dado k < b(S)y A C R tal que |A| = « se tiene que E[dom(A)] € dom(S), y |E[dom(A)]| = |A| =
k < b(S) de aqui que existe y € rng(S) de manera que (E(x),y) € S con x € A lo que implica que
(x, F(v)) € R. La nocién de Galois-Tukey fue introducida para expresar el contenido combinatorio
de desigualdades entre cardinales investigados primeramente en el dnalisis real, para ver mas sobre

esto vease [8].
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Definamos una relacion binaria CONV C ¢y X [w]“ como sigue:

(f,X) € CONV si y s6losi Y f(n) < oo.

neX

Mostraremos que la relacion CONV y (w®, <*) son Galois-Tukey equivalentes, i.e, existe una
conexion Galois-Tukey de CONV a (w®, <*) y una conexion Galois-Tukey de (w®“, <*) a CONYV, lo
que implica que b(CONV) = b(w®, <*) y 3(CONV) = d(w®, <¥).

La relacion CONV y {(f,g) € w” X w® : f <* g} son Galois-Tukey equivalentes.
DEMOSTRACION.

Dada f € w® (sin pérdida de generalidad asumamos que f es creciente), definase

log(n + 1)

E(N0) = ——

siysolosii € [f(n—1),f(n) paran > 0. Dado X € [w]” pongasé F(X) = ex, donde ey es la
unica funcion que enumera crecientemente los elementos de X. Ahora, supongamos que (E(f), X) €

CONV y que ex £ f, entonces existen 1°n € w de manera que ex(n) < f(n) y note que si N € w,

entonces
N log(N + 1)
ZO] (0 = (N + D222,
luego
N log(N + 1
DL ERD = D EPex(@) = lim (N + 1>% .

ieX i=0

Ahora, veamos la conexién Galois-Tukey en la otra direccidn, i.e., de {(f,g) Cw X w : f <* g}

a CONV. Definase £ : ¢y = w” y F : w* — [w]“ como sigue:

E(f) = hyy F(g) = mg(g)
donde h¢(n) = min{i € w : (Vj > )(f()) < ZL}

Sean f € ¢y, g € w* y supongamos que E(f) <* g entonces existe N € w de modo que Yn > N

se tiene que
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EOEDY 21

new\N new\N

[

Recordemos que un ultrafiltro ¥ es rdpido si para toda f € w® existe X € ¥ de tal modo que
|X N f(n)] < n para todo n € w. El concepto de ultrafiltro rdpido fue inicialmente usado por G.

Choquet aunque €l atribuye el concepto de rapidez a Mokobodzki.

[Vojtas] Sea ¥ € w* . Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. ¥ es rapido.

2. Existe fy € w® tal que para toda f € w® existe X € F tal que |[X N f(n)| < fo(n) para toda
ne w.

3. Paratoda g € ¢( existe X € F tal que }},cx g(n) < oo.

4. F € Nfee, o ).

5. F €0 \ Uper, 6I7.

DEMOSTRACION. 1) — 2) Pongamos fy(n) = n. Ahora, sea f € w“ y como ¥ es rapido existe X € ¥
tal que | X N f(n)| < n = fy(n) para todo n € w.

2) — 3) Sea k € w y consideresé €, = entonces existe Ny € w de modo que si n > N;

1
So(k)-2k
entonces g(n) < ., pues g € c¢o. Observemos que

S Ne< Y o <o

kew kew

Ahora, sea f € w tal que g(m) < g(Ny) param € [f(k — 1), f(k)). Por hipétesis, existe X € F de
modo que |[X N f(n)| < fo(n) para todo n € w luego

D ek < folk) - g(Ny) < oo,
keX kew
3) — 1) Suponga que f € w® es estrictamente creciente. Para k € [f(n), f(n + 1)) pongamos
gk) = % Como g € ¢y, existe X € ¥ de modo que ) ,.x g(n) < 1 de aqui que |X N f(n)| < n para
todon € w.

3) — 4) Sea f € cy, por hipotesis existe X € ¥ de modo que ),y f(n) < o0,ie, X € I, NF
de aqui que ¥ € X", luego ¥ € o"(L ) y como f es arbitraria se sigue que F € ()¢, 0 (L y).
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4) — 3) Sea g € cp, como F € (e, 0(L ) se tiene que ¥ € o(Z,) de aqui que existe X € 7,
de manera que X € ¥, i.e, ),y 8(n) < oo.

4) — 5) Suponga que F w* \ Uy, 6(Z}) entonces existe g € ¢o de modo que F € 6(1y), ie,
I, C ¥, porlotanto F NIy =0.

5) — 4) Suponga que F (s, 0({ ) entonces existe g € co de manera que ¥ o(Z) ,de aqui que
F NI,=0yporteorema 3 se tiene que I, C F luego F € (7).
(o

Notemos que teorema 7 nos indica que ¥ es rapido siy sélosi 7, NF # O donde g € ¢y \ [;.

Antes de seguir, recordemos que un ultrafiltro libre U sobre w es g-punto si para toda particién

{P, : n € w} de w en conjuntos finitos existe X € U tal que |X N P,| < 1 para todo n € w.

Sea ¥ € w". Decimos que ¥ es g-punto si para toda particion {P, : n € w} de w en conjuntos

finitos existe X € ¥ de modo que | X N P,| < 1 para todo n € w.

Recordemos que por R entendemos el sistema de todas las particiones R C [w]™* de w. Y

también que para cada R € R, le tenemos asociado el ideal alto

Ig={XCw:(JFkecw)(VP e R)(IPNX|<k)}

Sea ¥ € w". Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. ¥ es g-punto.

2. Para toda particion R € P existe X € ¥ de modo que existe k € w tal que |P N X| < k para
todo P € R.

3. F € Ngrep (L R)-

DEMOSTRACION. 1) — 2) Es inmediato.

2) — 3) Sea R € P, por hipdtesis existe X € Tg N F, luego ¥ € X* asi que F € o(L) y como
R es arbitaria se sigue que ¥ € [ \gep (L ).

3) — 1) Sea R particiéon de w en conjuntos finitos, por hipétesis existe X € J¢ de modo que,
i.e, existe k € w tal que |X N P| = k para todo P € R, de aqui que podemos escribir a X como

X =UixAi,donde A;NA;=0sii# j,i,j<kyporteorema 3 existe m < k talque A,, € ¥.

Sea 1, un ideal alto sobre w determinado por la funcion g y asuma que h(n) = g(2n) para todo

n € w. Entonces, 7, = 1},.
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DemosTtrACION. Como la funcién g es mondtona se tiene que g(2k) + g(2k + 1) < 2g(2k) = 2h(k) y
que g(2k — 1) + g(2k) > 2g(2k) = h(k) para todo k € w. Entonces,

Z 2h(n) < g(0) + Z g(n) < g(0) + Z 2h(n)

new new new

.

Supongamos que [ € w®, T,, 1, son ideales sumables altos, tal que para toda f € w® existe
A € 1, tal que f~'A]Z,. Si H es un subconjunto infinito de w tal que HI, y I[H]1,, entonces
existe A C [[H] talque A € I,y I"'[A]1 N HI).

DemosTRACION. Enumeremos I[[H] como 4, : n € w y definamos [:w— wcomo
I(n) = 2h, sine Hyl(n) =2h, + 1 sinH.

Note que [[H] N I[w \ H] = 0. Ahora, existe A € T oy de manera que I"'[A]1,,, puesto que
por hipétesis se tiene que existe A € 1, tal que I"'[A]Z},. Ahora, pongamos B = {h, : 2h, € A}.
Finalmente, como A € T, por lema 7 se tiene que B € I, y observemos que I"'[A] N H 2 ["'[A] €

I,. 3
Supongamos que 7, y 1, son ideales sumables altos tal que para f € w® existe A € 7, tal que

f~[A]7},. Asuma también que F es una base de filtro tal que ¥ N 7, = (. Entonces, dada [ € w*
existe G C wtal que I[[G] € I,y GN FI,paratodo F € F.

DemosTtrACION. Como ¥ es numerable, podemos listarlo como ¥ = {F, : n € w} y sin pérdida
de generalidad podemos asumir que F,,; 2 F, para todo n € w. Por hipétesis ¥ es una familia

numerable de conjuntos 7 ,-positivos asi que existe H C w tal que H C* F, para todo n € w.
Si tenemos que /[H] € 14, entonces pongasé G = H.
Sil[H]Z1,, porlema 7 existe A C [[H]de modoque A € 1,y I"'[A]NHI,. Pongasé G = ["![A].

Finalmente notemos que /[G] € 1,. Ahora, como G N HI,y (G N H) \ F es finito para todo
F € F,sesigue que G N FI,paratodo F € F.

(1

[FlaSkovd] (CH) Para cualesquier ideales sumables 7,, 7, que satisfacen que siempre que f €

w” existe A € 1, de modo que f ~1[A],, existe un 1 o-ultrafiltro el cual no es un 7 ,-ultrafiltro.
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DemMosTrACION. Enumeremos todas las funciones en w® como {f, : @ < w;}. Por recursién con-

struyamos bases de filtro ¥, satisfaciendo:

Fo = Fréchet.

Fo S Fp, sia<p.

Fy = Ua<y Fa» para y limite.

(Va < w))(|Fal < ).

Va <w))(FoaNI) = 0).

(Ya < w)F € For))(ful F1 € T ).

AU T o

Notemos que por 1), la recursion ya ha comenzado. Ahora, supongamos que se ha construido
hasta el paso «, i.e, ¥, ha sido construido. Por 4) y 5), podemos aplicar el lema 7 a f, y F,, de
aqui que existe G € [w]® de manera que f,[G] € I, y G N AT, para todo A € F,. Pongamos,
Far1 = Fo U{G}. La base de filtro 7, satisface 4) y 6).

Finalmente, sea F = ¥, = Jo<y Fo. Todo ultrafiltro U el cual extiende ¥ es un 7 g-ultrafiltro
por 6). Puesto que ¥ N 1, = 0, este puede extenderse a un ultrafiltro U de modo que U N 1, = 0.
Por lo tanto, U no es un 1 ,-ultrafiltro pero si un 7 ,-ultrafiltro.

(1

El siguiente teorema mejora la cantidad de ideales sumables utilizados para caracterizar los

filtros rapidos, puesto que teorema 7 usa ¢ ideales sumables para ello.
[Flaskova]

Existe una familia D de ideales sumables altos tal que |D| = b tal que U es rapido si y sélo si

U tiene interseccion no vacia con todo ideal sumable en D.
DEmosTRACION. Primeramente, construyamos la familia de ideales sumables altos como sigue:

Asuma que F C w® es una familia dominante y || = d y sin pérdida de generalidad podemos
suponer que para toda f € ¥ se tiene que f(j + 1) > f(j)+ j+ 1 para todo j € w y ademads es

estrictamente creciente. Para toda f € # definase g¢ : w — [0, o) por:

gs(m) = 1sim < f(0), gs(m) = 5 sim € [f(j), f(j+ 1))

Sea D = {I,, : f € F}. Veamos que dicha familia satisface lo requerido. Notemos que si U
es ultrafiltro rdpido por teorema 7 es inmediato que U tiene interseccion no vacia con todo ideal
sumable alto de D.
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Supongamos que U € w* y que para todo I, € D se tiene que U N I, # 0. Sea I, un ideal

sumable arbitrario: Definase f, : w — w de modo que:

L. feG+ 1D > fo()+j+ 1.
2. Sim > f,(j), entonces g(m) < 5.

Veamos que esto si es posible: Como 7, es alto, entonces lim,_,, g(n) = 0 de aqui que para
e = 1 existe Ny € w de modo que si n > Ny, entonces g(n) < 1. Pongamos f,(0) = Ny, fo(j + 1) =

max{N;, f(j) + j + 1} donde N; es un nimero natural suficientemente grande de tal suerte que si

L

577 Recordemos que F es una familia dominante en w®, entonces existe

n > Nj;, entonces g(n) <
h € w® tal que f, <* h, i.e, existe k, € w de manera que sin > ky, entonces f,(n) < h(n). Para todo
n > h(ky) existe un unico j > kj tal que n € [h(j), h(j + 1)). Como n > h(j) > f,(j), obtenemos que
gn) < % < f+1 = gr(n). Finalmente, puesto que g <* g se tiene que 7, C I,. Ahora, siU € w" y

UN T, + 0paratodo f € D, se sigue que I, N U # () de aqui que U es réapido.

(1

La existencia de una familia de ideales sumables altos como en teorema 7 nos da la posibilidad
de probar que existen 2° filtros rapidos. Basta ver que si g € ¢ \ [; entonces existe una familia A
MAD con la propiedad de que si A € A entonces )4 g(n) < oo, i.e, A € I,: Sea A familia casi
ajena y maximal con respecto a la propiedad de que siempre que A € A, entonces A € 1, ahora si
A no es MAD, entonces existe A" MAD tal que A C A’ y escojasé B € A" \ Ay note que existe
C C B de modo que C € 1, puesto que el ideal 7, es altoy A C AU {B}, lo cual es contradictorio.
Para mas detalle vaya al capitulo 3 (teorema 1).

(b = d) Existen 2° ultrafiltros rapidos.

[Flaskova] Si D es una familia de ideales sumables altos y [D| < b, entonces existe un ideal
sumable alto 7, tal que 7, C 1), paratodo 7, € D.

DEemosTRACION. Para todo 7, € D defina una funcién f;, € w® tal que siempre que m > f,(j) >
h(m) < 5.

Ahora, la familia ¥ = {f;, : 1, € D} tiene cardinalidad menor que b, asi que existe f € w® tal
que f, <" f paratoda f, € ¥. Asuma que f es estrictamente creciente y definase g : w — [0, )

como sigue:

gm) = 1sim < f(0), g(m) = 57 sim € [f(j), f(j+ 1))
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Para una funcién f;, € ¥ existe k, € w tal que f,(k) < f(k) para todo k > kj,. Ademds, note
que para todo n > f,(k;) existe un tinico j > k;, tal que n € [f(j), f(j + 1)) pues f es estrictamente

creciente. Finalmente como

nz f(j)z fu())

tenemos que

1 1
5 <7 =80

Por lo tanto, 7, C 1.



Capitulo 2
Mas que un O-punto

1. Sobre la existencia de un 7 ; -ultrafiltro en ZFC.

En su platica durante /2th Winter School on Abstract Analysis in Srni, A. Gryzlov defini6 0O-
puntos y construyo tales ultrafiltros en ZFC. Recordemos que un ultrafiltro U libre sobre w es un

0-punto si para toda funcién f € w® uno a uno, existe A € U tal que A € 7.

El presente capitulo exhibe una construccién en ZFC de un 7 :-ultrafiltro débil que fue dada
por Jana Flaskova.

Notemos que todo conjunto que pertenece al ideal sumable 7 : tiene densidad cero,i.e, 71 C 7.

Pero, el reciproco no se tiene.

Sea ¥ € P(w), decimos que ¥ es sumable si para toda funcién f : w — w uno a uno, existe
A e F talque f[Al e 1.

Note que dicha definicion es posible extenderse a cualquier ideal alto 7, con g : w — [0, o0)
satisfaciendo los requerimientos de ejemplo 3 y para cualquier funcién f € w®. Aunque por el

momento, s6lo serdn consideradas las funciones uno a uno, y el ideal alto 7 ;.

Sea U ultrafiltro sobre w libre, decimos que U es sumable, si para toda funcién f : w — w uno
aunoexiste Ae Utalque U € 7.

Antes de comenzar la construccion, veamos el siguiente lemma.

Si F; es una familia k-ligada de subconjuntos infinitos de w para todo k € w, entonces

F ={F Cw: (Yk € w)AU; € F1)(U, C* F)

es una familia centrada.

DEMOSTRACION. Sean Fy, ..., F,, € ¥ y paracada j =0, ..., n, escOjase U,f € ¥ tal que U,{ C* F/ para
todo k € w. Para todo k > n la familia 7 es n-ligada, de aqui que ), U;f es un conjunto infinito.
Tenemos que

33
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para todo k > n. Por lo tanto, ¥ es centrada.
-

La siguiente proposicion, es pieza clave para la construccion que exhibe J. FlaSkova en el pre-
sente articulo; la idea, es que dado cualesquier conjunto infinito A de nimeros naturales dividirlo
a este en bloques finitos disjuntos usando para esto una enumeracion de A que serd explicada
posteriormente. Aunque ella comenta que la idea de tal construccion es debida a Gryzlov, por la

construccion que este tltimo dio para un O-punto en ZFC.
Sea A C w infinito. Entonces, para todo k € w existe una familia 7, C $(A) sumable y k-ligada.
DEMOSTRACION. Sea k € w fijo. Dado n € w definase
n n—1
Sy =ao a0 taje Y- 0GN\ D 0GD,0<j<k)
i=0 i=0
donde Q(j,n) = 2"%.
Note que (J,c, S, €s numerable y que S, NS, = 0 si n # m. Ahora, enumere a A fielmente en
bloques finitos disjuntos, pongasé
B,=1{by:9€S,}

Para cada i <k, sea x € Yn_o Q(i,m) \ Y’y QGi,n), 5 € [15,1(Znog QUm) \ Xnfy O(j, m)). Para
cadan € w, sea

i—1 n n—1
By(i, %, 8) = by 9 € | [ O] 0G:m)\ Y 0G,m)).
j=0 m=0 m=0
Ahora, dada f : w — w uno a uno, pongamos mf: = min f[B,(i, x, 5)]. Sea x(f, s) € Y _o O, m)\
ZZ;‘O Q(i, m) para el cual m,s ) €s MAXimo, i.e., My(s5) = max{m’ : x € Ym0 O, m)\Z,’j;]O o, m)}.

Ahora, definase

A=\ JB]

new
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donde B/(i) = U{B,(,s) : s € Hlj':m(zzzo Q(j,m) \ X", O(j, m))}. Afirmacién 1: {A/ : f € w*
uno a uno} es k-ligada. Primero veamos que |, ﬂ';zo B ¢ ﬂljzo Ali. Sea x € U2, ﬂ']‘.zoBf ,
entonces existe m € w \ {0} tal que x € ﬂ’;zo Bf,'," , entonces x € Bgf para todo j < k, asi x € A/ para

todo j < k, luego x € Ni_y A7

Es suficiente mostrar que ﬂ’;zo Bf:'" # () para cadan € w. Definase recursivamente ¢ = {ay, ..., a)-
Pongasé so = 0y ax = (x(f0,50)) ax—1 = (x(f1,851)),....a0 = (x(fi, Sx)). De aqui que by €
Mg Bulk = jy5)) € Moo B (k= ) € Nz B

Afirmacion 2: f[A’] € I, para toda funcién uno a uno.

Primero, estimemos la suma de los recfprocos en f[Bj (i, s)] paratodoi < ky s € [T, (Zh_o Q(j.m)\
Sl O, m)). Como

i-1
F1BLG )1l = (+) QGim)
=0

se tiene que:

! i1 1 211-(2i_1)
1.1 S " ) '
(1.1) 2 @ > Q R TR

aeBl(.s) Mr.9)

Pongamos ¢;, = @];:l. . 9(j,n) y enumere

k n n—1
s se | [OQ0G.m\ > 0G,m)

Jj=i+1 m=0 m=0

en forma creciente como {m; : [ = 1, ..., g;,}. Ahora, como f es uno a uno, se tiene que m; > [-Q(i, n)

para todo /, de aqui que:

din 4in ) 1+ k._. 10 .,n
(1.2) Zi <1 -Zl cArlomdin 142l OGN
—m— QU,n) A1 Q(i,n) Q(i,n)
Ademas
k k
(1.3) 1+ > log, QUm) < T+n Y 27 = 1+n@ 1) <n2!

J=i+1 J=0
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De (5.1),(5.2) y (5.3), obtenemos

1 A 1+ 3 log, 0Gin) okt
o BZWT“)SQQ(J’H)' oim o

Asi que para todo n € w tenemos que:

(1.5)

1 Z": n2! ok + 1)2’<+l
 f(@) ) 2"

acBy,

Y finalmente

s k+1
(1.6) D L ZM < 2k + 1)2.
acAS ‘f(

Por lo tanto, f[A/] € 1.

[

Ahora si, estamos listos para enunciar y demostrar el siguiente teorema.
[Flaskova] (ZFC) Existe un ultrafiltro sumable sobre w.
DEMOSTRACION.

Consideremos una familia de subconjuntos infinitos de w {A; : k € w} tal que si n # m entonces
A, NA,, = 0. Por la proposicién anterior, para cada k € w existe una familia F; € P(A;) sumable y

k-ligada. Por Lema anterior, la familia

F ={F Cw: (Vk € w) AU, € F)(Uy C* F)}

es centrada. Considere U, un ultrafiltro sobre w, tal que ¥ C U. Veamos que dicho ultrafiltro es
sumable. Note que si A C w es tal que |w \ A| < w, entonces A € ¥, luego U es libre. Ahora, sea
f :w — wuno auno, dado k € w existe Uy € ¥ tal que f[U;] € I%. Como I% es p-ideal existe
U € I tal que f[U;] €* U paratodo k € w y como f es uno a uno, se tiene que U, C* f~![U] para
todo k € w. Luego Ul e Fy fIf U C U, asi f[f[U]] € Il Por lo tanto, U es ultrafiltro

sumable.
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[

Existen 2° ultrafiltros sumables sobre w
DEMOSTRACION.

Sea {A; : k € w} subconjuntos infinitos de w tal que si n # m, entonces A, N A,, = (. Por lema
anterior, para cada k € w existe ¥, C P(A;) sumable y k-ligada. Sea U ultrafiltro libre sobre w.

Considere para cada k € w,

Gr=FrU{A\F 1 A€ T, F € [A]™)

Note que Gy es k-ligada y sumable. Ahora, definase ¥, como sigue:

FeFysiysolosilnew: FNA,eGileU

Veamos que ¥ es familia centrada. Sean Fy,...F,, € ¥, entonces para cada i € {0,...,m}
se tiene que {n € w : F; N A, € G,} € U. Ahora, si n > m entonces (), F; N A, es infinito y
(Ni<n FiN A, € (i<, Fi. Por lo tanto, Fq; es centrada. Considere el ultrafiltro p#,, generado por Fq,.
Veamos que dicho ultrafiltro es sumable. Sea f : w — w uno a uno, entonces para todo k € w existe
Ui € Fi tal que f[U] € I% y como I% es p-ideal existe A € I% tal que f[U;] C* A para todo
k € w. Finalmente, considere f~'[A] y note que f~![A] € Fy1 vy fIf[A]] C A, asi f[f![A]] € I,

Por lo tanto, pg,, es sumable. —

En teorema 1 hemos visto la construccién de un 7 : -ultrafiltro amigable. Como lo comentamos
anteriormente, es posible ampliar nuestra definicién de 1 tal y como lo hace el autor del presente

articulo:
(Seré posible construir un 7 1 -ultrafiltro débil en ZFC, o mas ain un 7 : -ultrafiltro en ZFC?

En su tesis doctoral titulada Ultrafilters and small sets, responde afirmativamente la pregunta
si la Hipétesis del Continuo es cierta y por otro lado asumiendo que se cumple Axioma de Martin
para ordenes parciales o-centrados; de hecho, construye un 7 -ultrafiltro para 7 cualquier ideal alto

en ambos casos.

Para ver que la hipdtesis del continuo implica la existencia de 7 -ultafiltros basta probar que si
F =1{A, 1 n € w} C [w]” es una familia centraday f € w* tal que f[A]J paratodo A € ¥, entonces
existe A € [w]“ tal que ¥ U {A} es centrada y f[A] € 7: Sin pérdida de generalidad ¥ es cerrada
bajo intersecciones finitas y notemos que {f[A,] : n € w} es una familia centrada y numerable,
entonces existe B € [w]“ tal que B C* f[A,] paratodon € wy B € I (esto es posible, pues I es
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alto). Y note que f~![B]NA, es infinito paratodon € wy f[f'[B]] C B, asi pongamos A = f~![B]

funciona.

Por otro lado, asumiendo p = ¢ es posible probar la existencia de 7-ultrafiltros con el mismo

razonamiento que utilizamos asumiendo hipétesis del continuo, en el parrafo anterior.



Capitulo 3

Ultrafiltros Sumables sobre w

1. Sobre la existencia de 7 -ultrafiltros

En el presente capitulo exhibimos algunas pruebas de consistencia sobre 7 -ultrafiltros asociadas
con los cardinales invariantes d y by que fueron encontradas al investigar y revisar algunos resultados

ya comentados en los capitulos precedentes.

El siguiente lema nos perfila para la construccion de 2¢ 7 -ultrafiltros donde 7 es un ideal alto.
Para esto, construimos recursivamente un (¢, ¢*)-arbol en el cual los niveles de dicho arbol seran
familias MAD y donde también nos apoyaremos en una de las equivalencias de teorema 6 que

mencionamos en la seccidn 3.

Sean A € [w]®, f € w” e T un ideal alto, entonces existe una familia MAD A tal que para todo
B € A se tiene que f[B] € 1.

DEMOSTRACION.

Sea A familia casi ajena y maximal respecto a la propiedad de que siempre que B € A se tiene
que f[B] € 1.

Veamos que A es MAD. Supongasé que no lo es, entonces existe 8 MAD tal que A C B. Sea
C € B tal que CA y notemos que f[C]C, pero como I es alto, entonces existe D € [w]® tal que
D C f[A]y D € I. Ahora consideresé A U {f~![D]} y note que A C AU {f~'[D]} y ademds dado
A € Asetiene que |AN f[D]| < wy f'[D] € [w]?, lo cual es contradictorio, pues A es maximal
respecto a la propiedad.

.

(b = ¢) Sea J un ideal alto sobre w. Entonces, existen 2¢ 7-ultrafiltros sobre w.
DEMOSTRACION.

Sea {fy+1 : @ < ¢} enumeracién de w®. Construyamos un (¢, ¢*)-4rbol por recursién sobre los

niveles asegurdndonos que en cada paso de la construccidn, T), satisface la condicion.
P(a) :

39
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1. Ty, es un (a, ¢*)-drbol.

2. (VBiy<oB<y<ayxeTpyeT,)(y< x).
3. (Va' < c)(x € Ta+1 = foz+1[x] € I)

Para comenzar, péngase Ty = {w}. Si T, estd definido y satisface P(a + 1). Definamos 7T
como sigue:

Para cada x € T, por Lema 4.1, existe A, MAD tal que para todo B € A, se tiene que
Jor1[Bl € Ty A, € P(x). Pongamos

To1 = U{ﬂx :x €T,

Asi Ty, estd definido y satisface P(a + 2).

Sea @ un ordinal limite y asumamos que T, esta definido y satisface P(a). Como {73, : B < a}
es coleccion de familias MAD, con a < ¢ = b, existe A, MAD que refina a T, para cada 8 < a.
Pongamos T, = A,.

Veamos que T, satisface P(a + 1). Sean 8 < a y x € 7. Como T, es MAD, entonces existe
y € T, tal que x Ny es infinito y mds aun, T, es refinamiento de T de aqui que existe z € T tal que
¥y € z. Siy\ x es infinito, entonces x # z 'y zN x es infinito, lo cual es contradictorio, pues z, x € Ty
y Tg es MAD. Por lo tanto, y C* x.

Consideremos la coleccion B de todas las ramas del arbol T: Primeramente, notemos que B
tiene cardinalidad 2 pues el arbol es de anchura ¢* y altura ¢. Enumeremos B = {b, : @ < ¢}y
notemos que para cada a < ¢ la rama b,, genera un ultrafiltro sobre w que de hecho es J-ultrafiltro
puesto que si g € w® entonces existe @ < ¢ de modo que g = f,4; y por construccién para cada
x € Tyy1 se tiene que f,[x] € 1.

(

Antes de pasar al siguiente lema, veamos que para la definicion del cardinal invariante d es
posible cambiar <* por <: Sea ¥ C w® con || < d, como |F| < D, entonces existe f € w* tal que
f £ g asi que ¥ no es dominante segtn <. Por otro lado, sea una familia dominante ¥ segtin <* y
consideremos la familia ¥* = {g € w* : (Af € F)(f =" g)} la cual es dominante seglin <* puesto
que si f € w” existe g € ¥ de modo que f <* g, i.e, existe N € w suficientemente grande tal que si
n > N, entonces f(n) < g(n). Luego, definase & : w — w como h(n) = f(n) sin < Ny h(n) = g(n)
sin > N. Se cumple que f < hy h € ¥*. Por dltimo nétese que |F| < |F*| < |F|- w = |F]|.
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(d = w,) Existe una familia ¥ C w* tal que || = w; y para toda funcion f : w — w finito a

uno, existe g € ¥ tal que g <* f.
DEMOSTRACION.

Sea f € w® finito a uno. Sea my = 0, m; = max{m € w : f(m) = min flw]}, m;y; = max{m €

w : f(m) =min{f(k) : kK > m;}} coni > 0. Ahora, pongamos k, = f(m,,) para todo n € w.

Sea g(n) = k; siy s6lo si m; < n < my,,. Definase h(n) = m,.,;. Como ¥ es dominante, existe
[ € ¥ tal que h < [. Ahora, considere

I'(n) = min{k € w : I(k) > n}.

Veamos que /" < g. Sea k € w, entonces existe i € w tal que m; < k < m;;; y note que i < k;. Por
ultimo, I'(k) < ipues m; < k < myy1 y l(i) > h(i) = mj;; > k. Por lo tanto, I’ < g < f. -

(d = wy) Existe un 7 ;-ultrafiltro débil.
DEMOSTRACION.

Sea ¥ = {g, : @ < wi} como en Lema 4,3. Por induccién transfinita construyamos bases de
filtro 7, tal que:

1. ¥ es el filtro de Fréchet.

2. Foa SFp, sia<p.

3. Fy = Ua<y Fa» si y es limite.

. (Va < )Tl £ a- w).

5. (Yo < w)(FA € Fort) Eimea 5 < )

N

Supongamos que tenemos construido #,. Si existe A € F, tal que ) ,.ca < ©co, entonces

Salm)
hacemos F,.1 = Fo.
Ahora, tenemos ¥, = {A, : n < w}y g.[A,] es infinito para cada n € w. Escdjase A, C A,

< L Pongamos C = |J,., A/, entonces F,.1 = F, U {C} es como se

infinito tal que ;,,c4, g_zm) = o

requiere.

Para concluir, pongamos ¥ = (J,<,, ¥, note que por construccion, ¥ es centrada. Ahora
considérese cualquier ultrafiltro U tal que ¥ € U. Veamos que U es un 7 1 -ultrafiltro débil.

Sean U ultrafiltro sobre w tal que ¥ € Uy f € w finito a uno, entonces existe @ < w; tal que
8o < [y por construccién se tiene que existe A € F tal que 3,14 % < Dimea % < Dimea éﬁ < oo,
Por lo tanto, U es un 7 ; -ultrafiltro débil sobre w. —



42 3. ULTRAFILTROS SUMABLES SOBRE w

Observemos que lema 1 nos indica que existe una familia ¥ C w® de cardinalidad d que
representa a todas las funciones finito a uno de w en si mismo, en el sentido de que si f € w* finito
a uno, entonces existe g € ¥ de modo que g < f. De este modo, usando lema es posible construir
un arbol de altura d de modo que en cada nivel del arbol le asociamos una familia MAD donde
cada elemento de la familia es testigo para una funcion de la familia # tal y como lo hicimos en la

proposicion 1:

(b = d) Existen 2° 7, -ultrafiltros débiles.

2. Sobre p-puntos-rapidos-g-puntos y sumables

Como siempre, durante el folklore matematico cabe siempre la pregunta: ;qué relacion hay
entre los ultrafiltros sumables con respecto a una funcién g € ¢ \ /; y los ultrafiltros selectivos, los

p-puntos, los g-puntos, los filtros rapidos?

Veamos que si es U es un ultrafiltro selectivo entonces U es un 1 ,-ultrafiltro, donde g € ¢y \ [;.
Sea f : w — wy suponga que ), §(n) = oo, de otro modo para cualquier elemento A en U
se tiene que f[A] € 7,. Construyamos una sucesion de numeros naturales {N; : k € w} C flw]
satisfaciendo:

e N; < Ny paratodo k € w.
e Sim € [Ny, Ny.1), entonces g(m) < .

Como g € ¢y \ [ existe Ny suficientemente grande de modo que si n € f[w] \ Ny, entonces
gn) < 1.

Suponga que se tiene construido hasta N;. Sea N € w de manera que si n > N se tiene que

gn) < 2% y ademads con N > N, (es posible, pues f[w] es infinito) y prigase N1 = N.

Finalmente, consideremos P = {f~'([0, No))} U {f "' ([N, Nis1)) : k € w} la cual es particién de
w'y como U es selectivo existe A € U de modo que [ANP| = 1paratodo PPy

Zg(n)32%<oo.

neA new

Ahora, note que si U € w" es un 71 ,-ultrafiltro y consideramos el ultrafiltro U X U sobre w X w
el cual fue presentado en el capitulo 2 como ejemplo 3 obtenemos que: Sea F : w X w — wy

consideresé F,(m) = F(n,m). Como U es un 1, ultrafiltro existe A, € U de modo que
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Z g(m)<%

meF,[A,]

Pongamos A = | J,,c,,{n} X A,. Notemosque A e U XUy

FIl_Jtm x A0 =) Flin} x 4,1 = ] F.lA,]

new new new

Finalmente

D am= Y gms<y o <o

meF[A] meF,[A,] new

y U X U no es p-punto, pues si consideremos $ = {P, : n € w} particiéon de w X w y existiese
A € U X U de manera que |A N P,| < w paratodo n € w obtenemos que {n € w : {m € w : (n,m) €
Ale U} =0U.

Con respecto a los g-puntos se tiene lo siguiente.

[FlaSkova] (MA conuable) Existe un g-punto el cual no es un 7 ,-ultrafiltro para todo ideal sumable

alto.

Sin embargo, si s6lo son consideradas las funciones finito a uno: Dado U € w* el cual es g-
puntoy g € ¢o \ /; se tiene que U si es 1 ,-ultrafiltro: Sea f : w — w finito a uno, como g € ¢y \ /

escojase particion de w en intervalos como sigue:

1
m € [Ny, Niy1) = g(m) < %

con N; < Nj, para todo k € w. Luego, {f '([Ni, Nis1]) : k € w} es particion de w en piezas finitas
y como U es g-punto existe A € U de manera que |A N f~'([Ni, Nis1]) = 1 con lo cual se tiene
lo requerido. [FlaSkova] (MA onwbie) Existe U € w* tal que U es un 7 ,-ultrafiltro para todo ideal

sumable alto 7, y U no es g-punto.






Capitulo 4

Un modelo sin selectivos

Finalmente, concluimos con el presente capitulo el cual estara enfocado a estudiar un teorema
de K. Kunen sobre ultrafiltros selectivos usando el forcing de Solovay, mejor conocido como el
random forcing el cual estd definido como el cociente de la o-dlgebra de Borel de 2¢, médulo el
ideal de conjuntos nulos de 2, respecto a la medida, lo que nos involucrara con teoria de modelos

y forcing, y para esto dividimos en dos secciones para una mejor y mas comoda lectura.

1. Nociones de Forcing

El metédo de forcing fue introducido por Paul Cohen en su prueba de la independencia de
la Hipétesis del Continuo y el Axioma de Eleccion. Dicha técnica resultd ser bastante fructifera
para producir un gran nimero de modelos y resultados de consistencia relativa. La idea principal
del forcing es que a partir de un modelo transitivo M de ZFC extender este a través de un nuevo
conjunto G para obtener un nuevo modelo transitivo M[G] de ZFC, dicha extension es llamada

extension génerica.

Sea M un modelo transitivo de ZFC, el modelo base. En M, consideremos un conjunto parcial-
mente ordenado (P, <). Llamamos a (P, <) una nocion de forcing y a los elementos de P condi-
ciones. Decimos que p es mds fuerte que g si p < g. Si p 'y g son condiciones y existe r tal que
r < pyr <gq,decimos que py g son compatibles; de otro modo, decimos que son incompatibles
y lo denotamos como p L g. Un conjunto W C P es una anticadena si para todo p,q en W estos
son incompatibles. Un conjunto D C P es denso si para todo p € P existe ¢ € D de manera que
q < p. Recordemos que un conjunto G C P es un filtro si G es no vacio, si p < gy p € G, entonces
g € Gy finalmente si p,q € G entonces existe r € G de modo que r < py r < g. Un filtro
G C P es génerico sobre M si G N D # () para todo D C P denso en M. Por V¥ denotamos la clase
de P—nombres y si M es un modelo transitivo de ZFC y P € M por M* denotamos la coleccién
{r € M : Tesun P — nombre}. Anticipamos que para este capitulo recordaremos una serie de de

teoremas sin involucrarnos en sus pruebas, para ver més detalle de dichas pruebas vedse [12].

Para el siguiente teorema, recordemos la siguiente definicion.

45
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Sean M modelo transitivo, P y ¢ una férmula. Diremos que p fuerza a ¢, lo cual denotaremos

por p I+ @, si:
(VG C P filtro M—genérico)(p € G = M|[G]).

[De verdad]

Sean M modelo transitivo de ZFC y P una nocién de forcing en M. Si o es una oracion del

lenguaje de forcing, entonces para todo G C P filtro génerico sobre M se tiene que:
M[G] o siy s6lo si existe p € G tal que p I 0.

Antes de seguir recordemos una lista de propiedades de forcing que son de suma importancia.

Sean M un modelo transitivo de ZFC, P una nocién de forcing en M y sea MF 1a clase de todos

los nombres en M, entonces se tiene que:

Sipleygq< p,entonces q I ¢.

Noexiste pe Ptalque p - @y p IF —¢.

Para todo p existe ¢ < p de modo que g - ¢ 0 g IF —p.

p - ¢ siy s6lo sinoexiste g € Pde modoque g < pyq I ¢.
proAysiysolosipl-oypi-i.

p - Vxpsiy sélosip Ik ¢(a) para todo a € M*.

Pl Viysiysolosiparatodog < pexister < gtalqueri-gori-y.

®© NN R LN =

p - dg siy sélo si para todo g < p existen r < gy a € M* de modo que r I ¢(a).

También no olvidemos los H(6): Sea 8 un cardinal infinito y recordemos que H(6) es la colec-
cion {A : |cltr(A)| < 6}, es decir, es la coleccion de conjuntos de cardinalidad hereditariamente
menor que 8. Tenemos el siguiente resultado sobre H(6).

Si 6 es un cardinal regular no numerable, entonces H(¢) = ZFC — P, i.e, H(6) modela los

axiomas de Zermelo-Fraenkel con eleccidn excepto Axioma de Conjunto Potencia.

Y bajo esta linea no podemos dejar atrds el teorema sobre submodelos elementales de Léwenheim-

Skolem que reza como sigue:

[Lowenheim-Skolem] Sea U una estructura con universo A, y X C A. Entonces existe una

subestructura elemental B de U cuyo universo contiene a X y su cardinal es max{Ny, |X]}.

SiM < H(H), 0 es regular y « € M es un cardinal tal que k C I, entonces para todo X € M con
|X| < k, X es un subconjunto de M. En particular, cada elemento numerable de 9t es un subconjunto
de M.
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2. Teorema de Kunen sobre selectivos

Sea B un dlgebra booleana completa. Una medida sobre B es una funcién u : B — [0, 1] que
satisface lo siguiente:

1. u(0) =0.
2. Sia < b, entonces u(a) < u(b).

3. Si{a, : n € w} es una anticadena en B, entonces

D i) = u(\/la, :n e w)).

new

Decimos que una medida u es estrictamente positiva si satisface que u(a) = 0 siy sélo sia = 0.

Sea B un dlgebra booleana completa. Decimos que B es un dlgebra de medida si existe u sobre

B como en la definicién 2 tal que u es estrictamente positiva.

Sea u la medida de Lebesgue sobre [0, 1]. Considere B = Borel/N, donde N es la coleccion
{A C[0,1]: u(A) = 0}. Note que B es un dlgebra de medida.

Si B es un dlgebra de medida, entonces B es c.c.c.

DEMOSTRACION. Supongamos que {a, : @ < w;} es una anticadena en B. Ahora, u(1) = a para
algtin a € (0, o) (pues u es estrictamente positiva). Para cada @ < w, existe n, € w de modo que

L < u(a,) y notemos que existe n € w tal que ¥ = {@ < w; : n, = n} es no numerable. Sean

Ny

m>n-ayla, :i<m}CYynotemos que

1 n-a
az Ay, 11 <m}) = an)>m-—>—
,U(\/{ , ) ,-gm w(aq,) - .
, 1o cual es contradictorio. —

Sean M modelo numerable y transitivo de ZFC y G-filtro 8,,-génerico sobre M. Entonces para
toda f : w — wen M[G] existe g € M tal que f(n) < g(n) paratodan € w.

DEMOSTRACION. Sea p I f : w — w; encontremos ¢ < p y alguna g € w® N M de tal manera que g

domina a f. Para cada n € w escéjase g(n) suficientemente grande de manera que:

. 11
up \ [[f(n) < gm)]]) < TR - u(p).

Consideremos el conjunto boreliano g = p NN, [[f(n) < g(n)]] y notemos que u(g) < e q<p

2 9
yql- [[f(n) < gm]] para todo n € w.
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.

Brevemente, recordemos la nocién de U-limite: Sean U un ultrafiltro sobre w y {a, : n € w).

Decimos que un niimero real a es el U-limite de la sucesion y lo denotamos por:

Ulima, = a.
new

si para cada € > 0 se tiene que {n € w : la, — al < €} € U. Observemos que si un U-limite
existe, entonces es unico. También si {a, : n € w), (b, : n € w) son sucesiones de nimeros reales,
entonces U lim,,(a, + b,) = Ulim,, a, + U lim,, b,, siempre y cuando los U-limites existan:
Supongamos que U lim,,c,, a, = ay Ulim,e, b, = b. Sea & > 0, entonces {n : |a, —al <5} e Uy
{n:1b, —bl <%} €U, luego |(a, +b,) —(a+b)| <|a,—al+|b,—b| <% +%=¢e Y como

{n:|a,,—a|<g}m{n:|bn—b|<§}e(u,

se tiene que {n : |(a, + b,) — (a + b)| < €} € U. También si {a, : n € w) es una sucesion acotada de
ndmeros reales, entonces U lim a, existe, como muestra el siguiente lema.

Sea U un ultrafiltro sobre w y sea {(a, : n € w) una sucesién acotada de nimeros reales.
Entonces limq; a, existe. DeEmosTRACION. Como (@, : n € w) es acotada, existen nimeros a y b tal

que a < a, < b para todo n € w. Para cada x € [a, b], sea
A, ={n:a, < x}

Claramente, A, = 0,A, = wy A, C A,, siempre que x < y. Por lo tanto, A,U, A, € Uy
siempre que A, € U y x < y se tiene que A, € U. Ahora sea

c =sup{x: A, U};

Afirmamos que ¢ = limq a,. Como para cada € > 0, A._. U mientras que A.,, € U y como

Ape=Ac Un:c—e<a,<c+el,deaquique{n:la, —cl<eleU. —

Sea U un ultrafiltro selectivo y {€, : n € w} C R tal que

limle,| =0
u

Entonces, existe A € U de manera que )., |€,| < oo.

DEMOSTRACION.
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Para cada n € w, sea A, € U de manera que si k € A, entonces |g| < 2% (esto es posible,
pues limq, |€,| = 0). Sin pérdida de generalidad podemos asumir que A,,; € A, paratodon € wy
que (e An = 0. Ahora, la familia {w \ Ag} U{A, \ A,;1 : n € w} es una particién de w. Note que
w\AU Yy A, \ A,;1U para todo n € w, pues si existiese k € w de manera que A \ Ay € U, se
tiene que Ag 1 N (Ag \ Ags1) = 0. Puesto que U es selectivo existe A € U tal que |ANA, \ Ay =1

asi que

Z l€,| < Z 2n1+1 < o0

neA new
-

Una funcién p : P(w) — [0, 1] es una medida finitamente aditiva si y sélo si para cualesquiera

a,b C w ajenos se tiene que

plaVb) = pla) + p(b) y
p@) =0,p(w) = 1.

Se dice que p es no atomica si para cada x C w tal que p(x) > 0 existe y C x de manera que
0 < p(y) < p(x).

Si p es una medida finitamente aditiva y no atémica, entonces el conjunto {x C w : p(x) = 1}

no puede ser extendido a un p-punto.

DEmMosTRACION. Supongamos lo contrario, es decir, existe U p-punto de modo que {x C w : p(x) =
I}yCU.

Por recursién construyamos {A, : @ < w;} € U tal que {p(A,) : @ < w,} es estrictamente

decreciente como sigue:

1. Ay = w.

2. Va < wy)(p(A,) > 0).

3. (Va,pB < w)(a < B) implica p(Ag) < p(A,).
4. Va < wy)(A, € U).

Note que por 1) ya ha comenzado la recursiéon. Suponga que se ha definido A,. Tenemos que
p(A,) > 0 con A, € U. Como p es no dtomica existe y C A, de modo que 0 < p(y) < p(Ay).
Definase A, = ysiy € U. Si yU tenemos que y U A, \ y = A, y por teorema 3 se tiene que
A, \y € U. Ahora, como p(A, \ y) +p(y) = p(A,) obtenemos que p(A, \y) > 0y p(A,) > p(As \ y).
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Siy < w; es limite. Suponga que se ha definido para todo @ < y. Sea A € U pseudointerseccion
de {A, : @ < 7} (esto es posible, pues U es p-punto). Note que p(A) > 0 pues si p(A) = 0,
se tiene que p(w \ A) = 1, luego w \ A € U lo cual es contradictorio. Ademas p(A) < p(A,)
para todo @ < 7y puesto que A, = (A, \A)UA, NA) YA = (A\ A, U (A, NA) de aqui que
p(A) = p(A, NA). y p(Ay NA) + p(A, \ A) = p(A,). Finalmente, como p es no atomica existe
y € A de manera que 0 < p(y) < p(A) siy € U poéngase A, = y, de otro modo A \y € U
yp(A\y) < p(A) < p(A,). Pongamos {p(A,) : @ < w} la cual es una sucesion estrictamente
decreciente, lo cual es contradictorio. .

No olvidemos que si B € M, donde B es un algebra booleana completa, M es un modelo

transitivo de ZFC y 7y, 13, ..., T, € M, entonces

[[$(T0, T2, s Tl = \/ 1P € B : p Ik (T, ., T}

[[¢(10, T2, ..., T1))]] €s llamada la veracidad de ¢(y, ..., 7).

Sean M un modelo ZFC+CH, U ultrafiltro selectivo, k > w, cardinal regular, u la medida de
Haar en 2“ y G filtro B(k)-genérico sobre M. Entonces en M[G] no hay p-puntos que extiendan a

U.
DEMOSTRACION. Definamos una medida finitamente aditiva p en P(w)™L%! como sigue:

Si X es un nombre para un subconjunto infinito de w, pongamos

p(H) = Ulim p([[n € x]1)

Notemos que p estd bien definida, pues para cualesquier sucesion acotada de nimeros reales
a este le correspone un unico nimero real, por lema 2. Supongamos que X,y son nombres para
subconjuntos infinitos de w. Ahora, para cadan € w sea B, = [[n € X]] y B? = [[n € y]]. Pongamos

u(BY) = €, u(Bj) = € y notemos que €, = €; + € por la propiedad mencionada en U-limites.

Veamos que p es no atémica: Sea X un nombre para un subconjunto infinito de w tal que 1 I
p(x) > 0. Ahora, para cada n € w escdjase g, C [[n € x]] tal que u(g,) < %,u([[n € xIDy

consideremos y = {{(n, g,) : n € w} con lo cual tenemos que

0<p(y) = (Ll}jergu([[n eyl = ‘ngelgu(qn) < ”Ll}jeral}u(x) = p(X).
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Ahora bien, usaremos la selectividad de U para demostrar que si p(x) = 1, entonces 1 I x € .
Basta probar que si p(x) = 0, entonces 1 I p(x) = (dy € (LVI)(y N x = 0): Sea p € B(k) tal que

£

u(p) = €y consideremos 6 = § como U es selectivo, por lema 2 existe A € U de manera que

D uline D <6

neA

pongamos ¢ = p \ \/,cal[n € X]], con lo cual obtenemos que g < p, u(g) >0y g - xNA = 0, pues
paratodon € A se tiene que [[n € Xx]]Ng =0y asi g < [[nx]]. -

Antes del siguiente lema, recordemos que si o € V¥, entonces un nombre bonito para un sub-
conjunto de o es 7 de la forma | J{{n} XA, : 7 € dom(o)}, donde A, es una anticadena en P. También

tenemos la siguiente proposicion que es de suma importancia:

Sea M modelo numerable, transitivo de ZFC.SiPe My o,u € MF, entonces existe un nombre

bonito T € M* para un subconjunto de o tal que
lr(uCo=u=1).

DemMosTRACION. Para cada m € dom(o), sea A, C P tal que:

I. VpeA,) = (prmep).
2. A, es una anticadenaen P, y

3. A, es maximal con respecto a 1) y 2).

Pongamos

7= {{m} X A, : m € dom(0)}

Para mostrar que 1 I+ (u C o) = (4 = 7) , mostremos que siempre que G es un filtro P-genérico
sobre M, de modo que ug C 0g = Uc = Tg. Asumamos que g C Tg. Sea a € ug. Como ug C og,
a = 7 para algin 7 € dom(o). Si A, NG # 0, consideremos p € A, N G; entonces (m,p) € Ty
p € G,asique a = 1 € 175. Por otro lado, si A, NG =0, seaq € G tal que p L g paratodo p € A,.
Seaq’ € Gtalque ¢’ I+ m € u, y consideremos r € Gtalque r < gy r < ¢’; pongamos A, U {r}y

notemos que satisface 1) y 2), contradiciendo la maximalidad de A,

Finalmente, veamos que 75 C ug; sea a € g, entonces a = ng donde (x, p) € T para algin

p € G. Por definicién de 7, obtenemos que p IF T € u, asi que a = 7 € Ug-.

(1
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Sean G filtro B(k) genérico sobre V, k > w, regular y U € V[G] ultrafiltro selectivo entonces
existe Y C « tal que |Y| = w; y U N V[G)y] es ultrafiltro selectivo en V[Gy].

DEMOSTRACION. Sea U/ un B(x)-nombre para un ultrafiltro selectivo y B € G de modo que B I
U es ultrafiltro selectivo. Sea M submodelo elemental de H(x") tal que «, U,B e M, M| = w
y M“ C M (esto es posible, por 1 y 1). Asi que M = B I U es ultrafiltro selectivo (por ser
submodelo elemental). Pongamos ¥ = M N « y notemos primeramente que M[G] = M[Gy] E

U es un ultrafiltro selectivo.

Ademds M NP(w) = VNP(w) pues dado, A € V NP(w) este lo podemos listar como A = {a, :
newlya, € Mparatodon € w, asi que A € M C M N P(w).

Observemos que si A es un B(Y)-nombre bonito para un subconjunto de w por ser, B(Y) c.c.cy
M® C M obtenemos que A € M N P(w), en particular M[Gy] N P(w) = V[Gy] N P(w). Con esto
tenemos que si V[Gy] = A es selector para {A, : n € w}, donde {A, : n € w} es particion de w segin
V[Gy], por teorema 1 se tiene que existe B € G de modo que B I A es selector para {4, : n € w}
, escogiendo nombres bonitos para estos subconjuntos de w (esto es posible por lema 2), y por
observacion anterior se tiene que tanto A € M y A, € M para todo n € w de aqui que M[Gy] E

A es selector para {A,, : n € w}. -

La siguiente proposicion es una caracteristica importante de este forcing y que es necesario para
la demostracion que estamos estudiando. Sin embargo, dar una demostracion de esta prolongaria

en demacia esta tesis pues involucraria conceptos de iteracion de forcing. Para ver sobre esto vedse
[12].

Sea k > w,, Y C ktal que |Y| = wy, entonces B(k) = B(x \ Y) = B(Y).

Ahora si, estamos preparados para terminar de hilar la tan deseada prueba del teorema de

Kunen, que habiamos prometido anteriormente.

[Kunen] Sean V un modelo de ZFC+CH, k > w; y G un filtro B(k)-genérico sobre V. Entonces

en V[G] no hay ultrafiltros selectivos.

DemosTrACION. Sea U € V[G] ultrafiltro selectivo, por lema 2 existe ¥ C « tal que |Y| = w; y
VIGy] E U N V[Gy] es ultrafiltro selectivo. Ahora, note que V[G] = V[Gy][H] donde H es B(k)
genérico sobre V[Gy] y por lema 2 en V[Gy][H] no hay p-puntos que extiendan a U N V[Gy] pues
B(k) = B(Y) « B(x \ Y), lo cual es contradictorio. i
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3. Conclusiones

Iniciamos este trabajo estudiando el articulo de J. Flaskova titulado More than 0-point el cual
lo presentamos aqui en el capitulo 3; en él estudiamos la construccién de un 7 -ultrafiltro amigable
en ZFC cuando 7 es la coleccion {A C w : >, %}. Sin embargo, queda planteada la pregunta:
(Existird en ZFC un 1 1 -ultrafiltro débil o bien un 7 -ultrafiltro? Para esto, encontramos que bajo
la Hipétesis del Continuo es posible construir un 7-ultrafiltro, cuando 7 es un ideal alto sobre w y

que bajo p = ¢ también es posible construir un 7 -ultrafiltro, siendo 7 alto.

En si, determinar la existencia de un 7 -ultrafiltro débil en ZFC, primeramente nos ha llevado a
la busqueda de evidencias de que en realidad esto si sea posible; en esta busqueda hemos recorrido
caminos en los cuales hemos estado aprendiendo sobre cuales son algunos de los dificultades para
poder construir estos objetos en ZFC, asi como las herramientas necesarias para recorrerlos, i.e,
hemos estudiado sobre algunos cardinales invariantes tales como b, d, entre otros. Cabe recordar,
que en la seccién probamos que p < b con el cual nuestra prueba de que bajo ) = ¢ existen 7-
ultrafiltros adquiere mds valor en cuanto en cuanto evidencia se trata, y mas ain no solo probamos
su existencia, sino probamos que existen 2° ultrafiltros. También, bajo este camino encontramos
que bajo b = d es posible construir 2° I 1 ultrafiltros débiles, que es basicamente la misma idea que

el teorema comentado anteriormente.

Por otro lado, hemos abordado el tema de cual es la conexion entre ultrafiltros rapidos y los
J -ultrafiltros, en particular cuando 7 es un ideal sumable con respecto a una funcién g € ¢y \ [;
motivado por el articulo ultrafiltros and summable ideals de J. Flaskovd; ya recorrido el camino
comentado anteriormente y estudiando este articulo resulta bastante natural probar que bajo ) = d
existen 2° ultrafiltros rdpidos pues en dicho articulo FlaSkova da una caraterizacion de filtros rapidos
con una familia de cardinalidad d de ultrafiltros sumables el cual es una mejora a teorema de Vojtas
el cual nos indica que un filtro es rapido si y s6lo si este tiene interseccion no vacia con cualesquier
ideal sumable alto.

Para terminar el trabajo, estudiamos un teorema de K. Kunen sobre ultrafiltros selectivos el cual
es una prueba de que es consistente que no existan ultrafiltros selectivos; para ello fue necesario
familiarizarnos un poco con teoria de modelos y forcing, sin embargo el objetivo del trabajo no
fue saturar el trabajo de teoria de forcing pues no era la intencion especializarnos por ese lado,
aunque si creemos que dicho teorema es muy importante para la teoria de ultrafiltros y también
comenzar a familiarizarnos de algin modo con la técnica de forcing pues creo que dicha técnica
en esta area de las matematicas es fundamental para la investigacién y amplia en gran medida la
vision, asi entonces serd pensar para un proyecto a futuro detenernos un poco en el camino del

forcing.
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