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Capitulo 1

Introduccion

Los cardinales medibles son objetos en matematicas cuya existencia es indecidible, lo cual los
hacen mas interesante, ya que hay teoria bajo cada suposicion: existen o no existen. En este trabajo
mezclaremos estos cardinales con herramientas de teoria de modelos, como los ultraproductos y

forcing, y se presentan algunos resultados interesantes.

En el primer capitulo, se desarrollard un poco de teoria de ultraproductos; se probard que ba-
jo V = L no existen cardinales medibles, lo que hace consistente su no existencia. También se

establecen algunas relaciones entre cardinales grandes.

En el segundo capitulo se construird usando forcing, y por supuesto, con la existencia de un
cardinal medible «, una extensién genérica, aunque no agrega (o destruye) cardinales y no agrega

conjuntos en V,, aun asi destruye la regularidad de a.

Suponemos que el lector esta familiarizado con los conceptos de filtro, ultrafiltro, cofinalidad,
cardinales regulares asi que no nos detendremos en eso. Es conveniente que el lector conozca un

poco de teoria de modelos.

Un lenguaje £ es una terna (R, ¥, C) de conjuntos de simbolos ajenos por pares de simbolos.
A los elementos de R, ¥ y C se les llamardn simbolos de relacion, simbolos de funcién y simbolos
de constante, respectivamente. A los simbolos del lenguaje le agregaremos algunos simbolos extras
que necesitamos para construir las formulas: Paréntesis ), (; variables vy, vy, ..., v, ...; conectivos
A, —; cuantificadores 1; identidad =. Un término es una sucesion de simbolos del lenguaje que se

puede obtener aplicando un nimero finito de veces los siguientes esquemas:

1. Cada variable es un término.
2. Cada simbolo de constante es un término.
3. Si F es un simbolo de funcién y fy, ..., t,-; son términos, entonces F (f, ..., 1,-1) €s un térmi-

no.
Los términos haran el papel de un sustantivo en una férmula, mientras que las relaciones la del
verbo como se puede apreciar en la siguiente definicion.

Una férmula atémica es una sucesion de simbolos de la siguiente forma:

1



2 1. INTRODUCCION

1. Sity y t; son términos entonces #, = #; es una férmula atémica.
2. Si R es un simbolo de relacién y ¢, ...,,_; son términos, entonces R (¢, ...,f,—1) €S una

féormula atomica.

Y una férmula es de nuevo una sucecion de simbolos que se puede obtener aplicando un nimero

finito las siguientes tres reglas:

1. Cada férmula atomica es una formula.
2. Si ¢ y ¢ son férmulas entonces tambien lo son (¢ A ¥) y (—gp).

3. Si v es una variable y ¢ una férmula, entonces (3v) ¢ es una férmula.

Una oracidn es una férmula en la que todas sus variables aparecen cuantificadas.
Por un modelo para un lenguaje £ nos referimos a una n-ada
M = (M’ RO’ "'Rk’ FO’ b Fl’ CO’ A Cln) 2

donde los R;, F;, ¢; corresponden a los simbolos de relacidn, simbolos de funcion y simbolos de
constante de £y M es una clase que le llamaremos universo de M. Basicamente un modelo es
un conjunto donde podemos verificar una férmula y darle un valor de verdad: Verdadero o falso,
por lo que la funcién principal de un modelo es ser el puente entre las férmulas del lenguaje y sus

interpretaciones.



Capitulo 2

Ultraproductos

Los ultraproductos son una herramienta que nos permite generar nuevos modelos a partir de
otros conocidos. En este capitulo se desarrolla parte la teoria de ultraproductos, por supuesto su
definicién y el teorema fundamental de los ultraproductos que es el que nos facilitard el traba-
jo posterior. También veremos en este capitulo algunos resultados sobre cardinales medibles, la
consistencia de su no existencia y su relacion con otros cardinales grandes como inaccesibles y

compactos.

1. El teorema fundamental

Dados un conjunto / y un filtro D sobre / y una familia {U; : i € I} podemos definir una relacion

sobre C = [];e; U; de la siguiente forma: dados f, g € C decimos que fy g son D-equivalentes si
{iel: f()=g}eD,

y lo denotamos por f =p g. Es facil ver que =p es una relacion de equivalencia, la reflexividad se
sigue de que I € D, la simetria se hereda de la simetria de la relacion de igualdad y la transitividad

se satisface ya que

liel: f)=ginfliel:g)=hM}cliel: fG)=h@)}.

Denotaremos a fp como la clase de f y al conjunto de clases de equivalenca por [[,A;, el
producto reducido de los A; médulo D. Si D es un ultrafiltro le llamaremos ultraproducto a [ [ A;.
Silos conjuntos A; son iguales, digamos A; = A para cada i € I podemos llamarle potencia reducida
o ultrapotencia en el caso de que D sea ultrafiltro. Ahora vamos a dar una definicién de producto

reducido para modelos.

Sea I un conjunto no vacio y D un filtro sobre I y para cada i € I sea U; un modelo. Conven-
dremos que en U; los simbolos de relacién R son intepretados por R;, los simbolos de funcién F

por G; y constantes ¢ por a;.
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El producto reducido []p U; de los modelos U; tiene como universo [[, U; y las siguientes

interpretaciones:

1. Si P es un simbolo de relacion, la interpretacion de P en [ [, U; es la relacion S tal que

S (fbs oo f) siy sSlosi {i € I Ri(f' (i), ... " (i)} € D,
2. Si F es un simbolo de funcioén, la interpretacién de F en [], U; es la funcién H definida
por
H(fhoon £3) = (Gi(fon ) i € 1>D,

3. Si c es una constante, se interpreta por el elemento b € [, U; definido por
b=(a;:iel)y.

Para ver que tenemos una buena definicion de S y H se tendrd que probar que no importa

qué representante tomemos, eso lo garantiza el siguiente resultado.

ProposiciON 2.1. Sean I un conjunto, D un filtro sobre I, para cada i € I sea U; un modelo para

Lytome f)gh ... fo.¢" € [1p Uss si f) = g, ... f = g entonces
{iel:R(f' (). f' @)} e Dsiysolosi{iel:Ri(g"G),....g" (1))} € D,
(Gi(f' () f1 D) i € 1) =p (Gi(g" (D), g" (D) i €1).
DEMOSTRACION. Probemos la primer equivalencia, supongamos que
fiel:Ri(f' G)... /" ()} eD.

es claro que

ier:Ri(s' @ g D)) > (Vfic 2 F() = 0] € D,

j<n
lo que prueba que {i €l:R; (g1 @,....8" (i))} € D. La otra implicacién es completamente analoga.
Para la segunda parte note que
(iel:Gi(f' @ /" D) = Gi(g (D" @)} 2 [ [i€T: () = gD} € D,
j<n

lo que prueba la segunda parte de la proposicion. —

Directamente de la definicion anterior podemos saber cudndo una oracidn ¢ se satisface en un
ultraproducto [ [, U; siempre y cuando ¢ sea lo bastante simple para poder hacer los célculos; sin
embargo, si ¢ es muy compleja, poder decidir si se satisface en [],U; s6lo bajo la definicién puede
ser bastante tedioso y laborioso. El siguiente teorema nos dice que podemos evitarnos esto, nos da

una forma bastante facil de decidir a ¢.
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TeorREMA 2.2 (Teorema fundamental de los ultraproductos). Sea I un conjunto, D un ultrafiltro

sobre I y U; un modelo para cada i € I, entonces:
(1) Para cualquier término t (x,, ...x,) y para cualesquiera fé, . I € I1p U; tenemos,
t5 (£ o 13) = (tu, (£ @)oo @) i €T
(ii) Dada una formula ¢ (xy, ..., X,) ¥ fps s [ € [1p Ui tenemos,
[ Ui (£ f) siysolosi fie I: Uk (f' (). f" ()} € D.
D
(iii) Para cada oracion ¢ tenemos,

nUi Eosiysolosi{iel: Uk} eD.
D

DEMOSTRACION. (1) y (i1) se hardn por recursion sobre la complejidad de los términos o férmulas

respectivamente.

Para (i), de la misma definicién de producto reducido tenemos el teorema valido si 7 es o bien

una constante o un simbolo de funcidn F. S6lo nos falta el caso inductivo, si

(X1 ey X)) = F (81 (X1 ee X)) 5 ey By (X150 X))
donde cada 7, satisface (i). Luego
(1.1) t5 (f oo f3) = H (t15 (s cor £5) s on s (s s 1))
donde H es la interpretacion de F en [ [, U;. De nuevo, como los #; satisfacen (i) tenemos que

lkp (fDl’ -~-af1§) = &b
g =(tw, (' (). f1 ) i €T),
y de la definicién de la interpretacién de funcién en el producto reducido
H(ghs - 85) = (Gi(g' (). 8 (D) i € I)D
y asi que
(£ @)oo 1 (D) = Gi (8 () n 8" (D).

combinando las 2 igualdades anteriores y la igualdad (1.1) obtenemos
t5 (oo 1) = H(8ho - 85) = (tu (£ @)oo f1 D) i €T) .

Para (ii), es claro que se satisface para férmulas atomicas por definicién de la interpretacion de
relacion en el ultraproducto.
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Ahora si ¢ (xy, ..., x,) = " (xy, ..., X,), como D es un ultrafiltro, las siguientes son equivalentes

[ Juike (£ 13)
D
[ |uikw (£ 1)

liel:Uky(f' G, .. /" D)} ¢ D,
fiel:UEe(f' @... " ()} eD.

Ahora, si ¢ (xq, ..., X,) = ¥ (x1,..., x,) A 0(xq, ..., X,), con ¢ y 6 satisfaciendo (ii) entonces las

siguientes son equivalentes

[T ke (5 12).
[0 0 (7 13) 3 [ [0 005 £5).

iel:URs(f @, @) €Dy (i1 UEO(F @), f )} € D,
(€U RS (f' @ " D) AO(f (), 7 (D)) € D.

Por ultimo, si ¢ (xy,...,x,) = (Axo) ¥ (X0, X1, .. Xu) ¥ ¥ (X0, X1, ..., X,,) satisface (ii), entonces los

siguientes son equivalentes

];[Ui (/s s f3)
existe fJ € ]_[U,- tal que ]_[U,- E (9. f)-
D D
existe £ € HA,» tal que {i € I Ui ¢ (f° (). .. /" (D)} € D,
D
liel:UEe(f' @)... ")} eD.
(i11) es consecuencia de (1) y (ii). .

Un resultado interesante que se desprende directamente del teorema fundamental de los ultra-

productos es una prueba bastante sencilla del teorema de compacidad.

CoroLARIO 2.3. Si X es un conjunto de oraciones, I = [X]™ es el conjunto de subconjuntos
finitos de %, y, para cada i € I, U; es un modelo para i, entonces existe un ultrafiltro D sobre I tal

que el ultraproducto []p U; es un modelo para X.
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DEMOSTRACION. Paracada o € X,seac ={i€l: o €i}yseaE = {0 : o € X}. Note que el conjunto
{o1,...,0,} € ﬂ - o':j; asi que E tiene la propiedad de interseccion finita. Usando el axioma de
j<n

eleccion se puede extender a un ultrafiltro D.

Sii € o entonces o € i y entonces como U; [= i se tiene que U; = oy luego para cada o € Z,
occliel:UkEo}lyasicomoo € E C Dsetieneque {iel: U, o} € Dy por el teorema
fundamental [[, U; o y sigue que [[, U; E . i

2. Cardinales medibles

DErINICION 2.4. Si D es un filtro sobre un conjunto 1 y « es un cardinal infinito, decimos que D
es a-completo si (VE € [D]™*) (N E € D).

PROPOSICION 2.5. Si D es un filtro sobre un conjunto I con |I| = a 'y si D es a*-completo, entonces

D es principal.

DEMOSTRACION. Sea
E={I\{i}: I\{i} € D},

entonces |E| < @ < a* asi que como E C D, (| E € D. Afirmamos que D es el filtro generado

por NE,yaque (VX e D)(NECX)puessii ¢ X entonces X C I\ {i} asi que I\ {i} € D luego
I\{i} e Easiquei ¢ NE. i

Es claro que cualquier filtro principal es a-completo para cualquier «, es por eso que nos con-

centraremos en filtros libres.

El siguiente resultado nos muestra una equivalencia bastante util de completez en términos de

particiones.
LEmA 2.6. Sea D un ultrafiltro sobre I. Entonces D es a-completo siy sélo si para cada particion

{X7}7</3 de I con B < a existe y < g tal que X, € D.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es una particion de I en 8 < « partes, entonces
Yy<p

(vx, =0

r<B

como D es a-completo, existe y < S tal que I \ X, ¢ D. Dado que D es ultrafiltro X, € D.
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Reciprocamente, sea E € [D]™%, digamos

E = {67 }y<ﬂ

para alguna $ < a. Definamos una funcién f : I — S+ 1 dada por

B, siie NE

) = ,
ml’n{7<,8:i§£ey}, sii¢ N E

Entonces { ! (7)}%/3 es una particién de 1, y por hipétesis existe y < 3 tal que f~! (y) € D.

Siy < Bentonces i € f~' (y) entonces i ¢ e, asi que f~' (y)Ne, = 0. Ademés e, € E C D,

como D es un filtro, debe suceder que f~'(y) ¢ D, asi que debe ser que y = f3, en este caso

NE=f"PeD.

ProposicioN 2.7. Sea U un modelo tal que |U| = a y D un ultrafiltro sobre un conjunto I,
entonces el encaje natural d : U — [ U dado por d(a) = {a : i € I)} es sobreyectivo si y solo si

D es at-completo.

DEMOSTRACION. Supongamos que D es a*-completo, tome fp € []p U, entonces { f'@:acU }
es una particién de / de a lo mas |U| = @ < @* miembros, asi que por el lema 2.6 tenemos que para
algunaa € U, ™' (a) € Dy asi que f =p (a),, y se concluye que f;, = d (a). Consecuentemente

d es sobreyectivo.

Reciprocamente, de nuevo utilizamos la caracterizacion del lema 2.6. Tomemos una particion P
de I en a pedazos, como |U| = a podemos indizarlo sobre los elementos de U, es decir, P = {X,} ,c¢
definamos f : I — A tal que f(i) = asii € X,. La funcién f estd bien definida ya que P es
particion. Como d es sobreyectivo, existe a € U tal que d (a) = fp, entonces [ =p (a);;. Se sigue
que ! (a) € D, pero f~! (a) = X, por lo tanto X, € D. -

De ahora en adelante denotaremos d al encaje definido en el teorema anterior sin siquiera men-

cionarlo, al menos que se especifique lo contrario.

Recuerde que para un cardinal regular infinito «, el lenguaje infinito £, es exactamente el

conjunto de férmulas de £ agregando la siguientes tres reglas:

(1) L, tiene a simbolos de variable.
(2) Si ® es un conjunto de férmulas de £, tal que |®| < a entonces A @ es una férmula de £,.
(3) Si V es un conjunto de variables de £, tal que |V| < @ y ¢ una férmula en £, entonces

(AV) ¢ es una férmula en £,.
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Observe que £ = L, ya que los puntos (2) y (3) son equivalentes a

(2°) Si ¢y i son férmulas en £, entonces ¢ A ¥ también lo es.
(3’) Si ¢ es una férmula en £, entonces y x un simbolo de variable entonces (dx) ¢ también lo

€S.

El siguiente resultado muestra que el teorema fundamental puede generalizarse para lenguajes
de longitud « si ademds pedimos que el ultrafiltro sea completo. Tiene sentido hablar del lenguaje
L., yaque probaremos que todo cardinal medible es regular, y mds aun, es fuertemente inaccesible.
La prueba es bastante similar al teorema fundamental original, s6lo tenemos que cuidar un poco
mas las conjunciones y existenciales de longitudes infinitas, que no serd problema por la completez
del ultrafiltro.

TrorEMA 2.8. Sea B el ultraproducto [[p U; con D un ultrafiltro libre a-completo en I, en-

tonces:
(i) Dada cualquier formula ¢ (xy,...) de Ly y fp. ... € [1p Ui,
[ Uik (£ ) sivsdlosi {iel:Uike(f' (),..)} € D.
D
(i) Para cualquier oracion ¢ de L,,

l_lUi Fosiysolosi {iel:U;Ep}eD.
D

DEemosTRACION. Para (i), si ¢ es una férmula atémica, entonces ¢ ya estaba en el lenguaje L y por el

teorema fundamental el resultado el valido.

Si ¢ = -y entonces, como D es un ultrafiltro, para cada f}., ... € [ U; las siguientes afirma-

| [uike(s. ).
D

ﬁﬂUi Fu (£ )
D

{ier:Uky(fh..)}eD,
{iel:Uke(fh..)} €D

Ahora si ¢ = ),z con B € a'y los i, satisfaciendo (i), tome /s - € [1p Ui. Por la completez

ciones son equivalentes

de D las siguientes afirmaciones son equivalentes

[ [ue Av(£).

vep
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paracaday < S l—[Ui Fy, (f,%, ),
D

paracaday < S {i el:Uky, (f[l,, )} €D,

liel: vy <p (Ui, (f.))) €D

{i e UEN _u(fh )} eD.

Por dltimo si ¢ = (Jyy,...) ¢ y fijemos f,,... € [1p U, entonces en [], U; (p(fDl, ) si 'y solo si
Iy, .) :,D(fé, ) siy solo si existen g}, ... tales que ¢ (flg, s 8l )

Por hipétesis de induccién

]_[ Ui b (fr o gbn ) siy s6losi (i € 12 U; g (fpn - ghe o)} € D.
D

De nuevo, en U; si existen g, ... tales que ¢ (fé, s &1 ) siy sdlo si ¢.

Juntando la cadena de equivalencias tenemos la buscada

l_lUi Eo (f,;, ) siy sélo si {i el:U; Fp (f,%, )} e D.
D
g

DErFINICION 2.9. Un cardinal no numerable « se llama medible si existe un ultrafiltro a-completo

sobre a.

Si @ es un cardinal medible y D un ultrafiltro libre a-completo sobre @ podemos construir una
funciéon p : P(a) — 2 tal que u(X) = 1 siy s6lo si X € D. Tal funcién tiene las siguientes
propiedades

(1) n(@) =0.
(2) u({y}) = 0 para cualquier y € a.
3) u (Uﬂm Xﬁ) = Dlp<a M (Xﬁ) si los X, son una familia disjunta de subconjuntos de .

Note que la suma en (3) estd bien definida, ya que como D es un filtro a lo més uno de los
X pertenece a Dy asi que a lo mas uno de ellos tiene medida 1. Reciprocamente, si se tiene
una medida sobre un cardinal @ que cumple (1), (2) y (3) podemos construir un ultrafiltro libre
a-completo D = u~! ({1}); por esta razén se le da este nombre a estos cardinales.

TeoREMA 2.10. Sea a un cardinal medible. Si ® es un conjunto de formulas de L, con |®| = a

y si cada @y € [P~ tiene un modelo, entonces ® tiene un modelo.
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DEMOSTRACION. Sea D un ultrafiltro libre a-completo sobre a. Sea {go,g B < a/} una enumeracion
de ®@. Témese para cada B € @ un modelo Uy tal que para y < 8 Ug F ¢, y luego considere el
ultraproducto [ ], Ug.

Afirmamos que [ ], Ug F® ya que para cada ¢z € @
B, a) C {y €a: Uylzgoﬂ}

y (B,a) € D pues (B,a) = [, (@\{y}) € D, asi que {y cEa: Uylchﬁ} € Dy por el teorema 2.8
[IhUs F®.

Los cardinales no numerables que cumplen la consecuencia del teorema anterior se les llama
débilmente compactos, asi el teorema anterior puede traducirse como fodo cardinal medible es

débilmente compacto.

Nos hemos interesado sobre ultrafiltros libres a@-completos sobre «. ;Podemos debilitar la
condicion sobre el ultrafiltro de tal forma que en ZFC podemos encontrar uno de estos ultrafil-
tros? Podemos preguntarnos si existen ultrafiltros libres S-completos sobre @ para w < g < «; el
siguiente resultado afirma que no es posible decidir en ZFC esta condicion mds débil, ya que de

existir un ultrafiltro asi, algin y € [B, @] es medible.

ProposicioN 2.11. Si D es un ultrafiltro libre sobre I, entonces hay un mdximo cardinal « tal

que D es a-completo, y ademds a = w o bien a es medible.

DemosTtrACION. Como D es libre, D no es S-completo, para alguna  minima, si fuera limite quiere
decir que existe y < S tal que D no es y-completo, lo que contradice la eleccién de 3, asi que 8 = a*

y entonces «a es el maximo cardinal tal que D es a-completo.

Como D no es a*-completo, existe una particion {Xn} . tal que X,, ¢ D para cadan € a.
nea

Definimos f : I — a por f (i) = nsii € X,, entonces el conjunto
E={Yca:f"(¥)eD)

es un ultrafiltro libre a-completo, pues si Y1,Y, € E, f~L(Y)) N f71(Yy) = f1(Y;NY>), asi que
YiNY, € E;luegosiY C ByY € E entonces f~! (Y) c f~'(B)asique f!(B)ye Dy B € E; si
Y C a entonces como D es ultrafiltro, f~! (Y)o f ' (@a\Y)=INf'(Y)eDasiqueYoa\Y € E.
Para ver que E es libre, tome 1 € @ entonces

=X, ¢D,

luego {n} € E'y por lo tanto E es libre. Por lo tanto a es medible. —



12 2. ULTRAPRODUCTOS

Algo interesante sobre los ultraproductos es que agregan ordinales en el sentido de que si con-
sideramos el modelo (@, <) entonces en [ [, (@, <) hay mas ordinales que en el original (e, <), a
saber (y 1 ¥y < a)p € [[p (@, <) es de tipo de orden al menos a, objeto que no existe en (a, <), para

ser mds precisos tenemos el siguente resultado.

Lema 2.12. Sea a un cardinal medible y D un ultrafiltro libre a-completo sobre a. Si B =

[1p (e, <) entonces

(i) B es una estructura bien ordenada de tipo de orden mayor que a.

(11) Para cada y < a, d (y) es el y-ésimo elemento de B.

DemosTrACION. B ya es bien ordenado por el teorema fundamental, ya que (@, <) lo es. Como d
preserva orden, se tiene que el tipo de orden de B es mayor o igual que @. Denotemos por ¥ al

v-€simo elemento de B.

Probemos (ii) por induccién sobre vy, sea y < @ y suponga que para toda ¢ < y se satisface (ii).

Para cada 6 < a agrege una constante ¢; que en (@, <, 9);.,, Se interprete como 6.

En (a, <, 6);., se satisface (Vx) (x <c¢, o Vi{x=c:0< y}) y por el teorema 2.8 también en
(B, d (0))s-, asi que los elementos menores que d (y) son los dcond <y asiqued(y)=7.

Para probar (i), note que como D es libre no puede ser @*-completo asi que por la proposicién

2.7 d no puede ser sobre y por la parte (ii) la imagen de « es in segmento inicial propio de B. -

Recuerde que un cardinal « es fuertemente inaccesible si es limite y siempre que y < @ implica

que 27 < a.
TeorEMA 2.13. Sea a un cardinal medible. Entonces

(i) a es fuertemente inaccesible.

(11) a es el a-ésimo cardinal fuertemente inaccesible.

DEMOSTRACION. Sea D un ultrafiltro libre a-completo sobre @, y U = (@, <,b),., Yy B = [[p U, y
sea 8 el tipo de orden de B. Denotamos por %y al y-ésimo elemento de B. Por el lema 2.12 a < 8, y
d(y) =y siy < a, y cada constante ¢, es interpretada por y en U y por d (y) en el ultraproducto B.

Primero mostramos que « es regular, suponga que no, entonces existe y < a y una funcién

F : vy — a cofinal, defina F (6) = 0 si 6 > y. Considere el ultraproducto

B,G)=| (. p,
D
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asi que para cada ¢ < a, se tiene que
G(0)=Gd(©®)=d(F(©)=F@©) <a,

la primera y la tercera igualdad son claras, la segunda se sigue del teorema fundamental, ya que
G(d(0)=d(F(5))siysolosi{o€a: F()=F(@)}e D locual se satisface.

Note que
(B.G)E @0 () (y<¢, = FO) <),
pues tome x = @ y la desigualdad anterior hace el trabajo. Ahora como F' es cofinal en a se tiene
que

(U,F) E (40 @) (y < ey Ax < F (),

y por lo tanto también lo satisface (B, G) lo que es una contradiccion, asi que « es regular.

Veamos ahora que y < @ = 27 < a. Supongamos lo contrario, es decir, que existe y < «a tal

que a < 27. Entonces existe una funcién F : @ — P (y) uno a uno. Sea

R={n,0)eaxy:6€F},

B,8) =] [(U.R.
D
Defina F : 8 — P (y) por
Fap={s<p:5(7.9)).

F (1) € P(y) ya que
(U.R) E (x,) (R(x.y) = y < ¢),

y por lo tanto también en el ultraproducto (B, S ).
F es inyectiva ya que, como F lo es, se tiene
(U,RY E (Yx,y) (x # y = (F) = (R(x,2) © R(1,2))),
y por lo tanto también se satisface en (B, S ).
Note que si 7 < a entonces
F)=1{6:R@.0)=1{5:5(7.6)} = F .

asi que el conjunto X = F (@) no pertenece al rango de F ya que F es inyectiva y coincide con F
en @. Ademdas X € P (y).

Sea
o= @A) () (R(ey) o \/ly=c;:6€ X)),
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entonces (B,S) F ¢ tomando x = @ pero ¢ es falso en (U, R) y tenemos una contradiccion de

suponer que existe tal v, asi que hemos probado que y < @ — 2¥ < ay por lo tanto « es inaccesible.

[

Para los siguientes resultados necesitaremos algunas definiciones.

Definamos por recursion los nimeros beth:

u :0 = w.
u :a+1 = |P (:a)l
m J, = UJV si « es limite.

y<a

Para cada « ordinal defina V,, de la manera siguiente:

u Vo =0.

8 Vi1 = P(V,).

sV, = UVV si a es limite.
y<a

ProposiciON 2.14. Sean a y B ordinales entonces

(1) V, es un conjunto transitivo.
(i1) Si a < g entonces V, C Vp.
(iii) |Vitel = Jo
(iv) a Cc V, peroa ¢ V,.

DEemosTrACION. La prueba para (i) y (i1) se puede hacer por induccién simultineamente, si x € V,,
por la transitividad de V, se tiene x C V, y luego x € V,,;. Ahorasiy € x € V,,; entonces
y € V, C V4qq. El caso limite en ambos incisos es trivial. (iii) se sigue directamente de la definicion

y (iv) directo por induccion. —

Una prueba mas completa se puede encontrar en [2].
Para cada cardinal 6 defina el siguiente conjunto
H (0) = {x: (Ay) (y es transitivo, x C y, [y| < 6)}.

Un conjunto x pertenece a H () si x es herediariamente pequefio, es decir, si x, como sus elementos,

los elementos de sus elementos, etcétera, tienen cardinalidad menor que 6.

Algunas propiedades bésicas de los H (6) nos la da la siguiente proposicion.



2. CARDINALES MEDIBLES 15

ProposiciON 2.15. Sean 6 y k cardinales entonces

(i) H(6) c V,.
(i1) Si 6 < k entonces H (0) C H (k).
(iii) 6 c H (6).
(iv) Si 6 es un cardinal regular no numerable entonces (H (0) ,€) E ZF \ P.

La prueba de esta proposicion se puede encontrar en [4] pag. 130.

Si (B, E) es un modelo bien fundado, diremos que el tipo de (B, E) es el tipo de orden de los
ordinales de (B, E).

TreoREMA 2.16. El axioma de constructibilidad es equivalente a que para cada cardinal regular
a > w, cada modelo bien fundado (B, E) de ZF \ P de tipo de orden « es isomorfo a (H (@) , €).

TeOREMA 2.17. (Teorema de Scott)

El axioma de constructibilidad implica que no existen cardinales medibles.

DEmMosTRACION. Supongamos que existe un cardinal medible, sea « el primero de ellos, y definimos
20 |+
8= ‘22 .

V,+3 €s un conjunto transitivo de cardinalidad menor que 8, ademds como V,,,3 es transtitivo se
tiene que V,.3 € H (B). Por otro lado, de la regularidad de 8 tenemos que (H (), €) es un modelo
de ZF \ P.

Ahora sea D un ultrafiltro libre @-completo sobre a. Formamos la ultrapotencia
BEY=][H®B.e).
D

Por el lema 2.12, es un modelo bien fundado de ZF \ P. Afirmamos que el tipo de orden de (B, E)
es (.

Para la primer desigualdad, si O es el conjunto de ordinales en (B, E) entonces d encaja isomOrfi-

camente S en O, asi que el tipo de orden de (B, E) es al menos S.

Para la otra desigualdad, tomemos x un ordinal de (B, E), entonces existe f : @ — S tal
que x = fp. Como cof (B) = B > «a entonces f no puede ser cofinal asi que existe y < f tal
que f : @ — 7. Para cada y tal que yEx podemos tomar g : @ — 7y tal que y = gp ya que si
y = gp» como yEx y por el teorema fundamental {6 : g’ (6) < f (6)} € D, y tomamos g (6) = g’ ()
si g (6) < f(0) 0 g(6) = 0 en caso contrario, asi que gp = g, y g estd acotada por y. Por esta
observacion |{y : yEx}| < y%, como y < 22" también v < 2% < S, entonces cada ordinal x tiene

menos que S predecesores y concluimos que el tipo de orden de la ultrapotencia (B, E) es .
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Sea ¢ (x) =“x es el primer cardinal medible”. ¢ (x) puede tener sus cuantificadores acotados
por P(P (P (x)) ya que ¢ solo necesita verificar cada familia de subconjuntos de x para decidirse;

entonces por la forma en que tomamos 3 tenemos

(HP).€e) Felx) «— x=a,
y por el teorema fundamental

(BEYE ¢p(x) e x=d(a).

Sea fp el a-ésimo ordinal de (B, E), entonces fpEd («), en particular fp # d (@).

Veamos ahora que (B, E) no puede ser isomorfo a (H(B),€). Si¥ : (H(B),€) — (B,E)
es isomorfismo entonces ¥ (@) = fp, y ademds ¢ (@) se satisface pero no ¢ (fp), pues el tnico
elemento de B que satisface ¢ es d (@), asi que no puede haber tal isomorfismo. Esto contradice el
axioma de constructibilidad. i

El lema 2.12 nos dice como son los primeros < « ordinales en [] (@, <), son exactamente los

d (y) paray < a. Podemos mejorar este resultado si escogemos con més ciudado al ultrafiltro D.

DEriNICION 2.18. Dada una sucesion <xy> tal que x,, C « se define su interseccion diagonal
y<a

AyeaX, = {6€y L 5e ﬂxy}.
yed
DEerINICION 2.19. Un ultrafiltro libre D sobre a > w se llama normal si para cualquier sucesion

<Xy>y€w en F, su interseccion diagonal A,co X, € F.

Proposicion 2.20. Si D es un ultrafiltro a-completo sobre «, entonces las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:

(1). D es normal.
(2). Para cada funcion f : @ — «a tal que {B: f (B) < B} € D existe y € a tal que el conjunto
{oea: f(6)=y}eD.

(3). El a-ésimo elemento en la ultrapotencia [ (a, <) es Idp.

DEMOSTRACION. (1)==(2): Suponga que paracaday € « f~' (y) ¢ D, entonces e\ g"' (y) € Dy sea
B = Ayeq (a’ N g_l (7/)) €D.

SiB € Bentonces § € a \ g ' (y) para cada y < B, asi g(8) > f3; por lo tanto se tiene que
0=Bn{B:gB) <pB}eD.
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(2)=(1): Sea <Xy>yea una sucecion en D. Sea X = A,¢,X,; supongamos que a \ X € D, defina
fy)=min{d€a:y¢Xs}.

Sea B € a \ X entonces existe y € ftal que B ¢ X,, asi que f(f) < Bycomoa\X € D
f es regresiva en D. Por hipétesis existe y tal que f~'(y) € D entonces X,N ' (y) € D, pero
Bef1(y)= f(B) =y =B ¢&X,. Asi que esta interseccion es vacia y no puede pertenecer a D.

(2)=(3): Sea f : « — atal que en [ (@, <) se tenga fp < Idp, entonces

ly:f(y») <vteD,
por hipdtesis existe d < « tal que
{y: f(y)=6}eD,
y por el lema 2.12 fp = d(0) tiene tipo de orden ¢, esto prueba que el tipo de orden de Idp es a lo

mas a, pero de nuevo por el lema 2.12 no puede ser menor que .

(3)=(2): Sea f : @ — «a como en la hipodtesis de (2) entonces opr el teorema fundamental
fp < Idp, pero por hipétesis Idp tiene tipo de orden « asi que fp tiene tipo de orden y < a, por el
lema2.12 fp =d(y)obien{6: f(0) =y} € D. —

El resultado anterior nos da mucha informacién sobre un ultrafiltro normal, pero a la vez que es

bastante restrictivo; ain asi podemos asegurar su existencia.

ProposiciON 2.21. Si a es un cardinal medible entonces existe un ultrafiltro normal sobre .

DemosTRACION. Sea E un ultrafiltro libre a-completo sobre a, considere la ultrapotencia [ [ (@, <),

y sea fg su a-ésimo elemento. Defina
D={Xca:f'(X) eE|,
es claro que D es un ultrafiltro a-completo. D es libre ya que para caday < «
diy)=y<a= [
asique (YD) ={B<a:f(B) =yl ¢ E yasi{y} ¢D.

Sdlo falta la normalidad de D. Sea g : @« — a tal que X = {8 : g(B) < 8} € D probaremos que
gp = y para algunay < a. Sea h = g o f asi que para cualquier 8 € ! (X)

hB) =g (fB)<fB),
como f~'(X) € E (pues X € D) tenemos que hy < fr = a@. Entonces existe y € a tal que

hg=y=d(y)y
B g =yD=1{B:h(B =7y} €E,
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entonces {B: g(B) =yt € D.

El siguiente resultado ademds de ser un ejemplo de por qué los ultrafiltros normales son bastante
importantes, nos dice que toda relacion de pertenencia en V,,; estd determinado por los niveles

anteriores.

Proposicion 2.22. Si a es un cardinal medible y D un ultrafiltro normal sobre a. Si para cada
xeVy,mlx) = <x N Vg, e>ﬁ€a, entonces

T {Vyi1, €)= 1—[ <Vﬁ+1,e>.

D

DEmMosTRACION. Para notacion, sea (B, E) = [[) <Vﬂ+1, €>. Veamos primero que 7 es inyectiva. Sean
X,y € Vg4 distintos: Entonces, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que existe alguna
z€x\y.Comoz € x € V,, entonces z € V, y como a es limite, existe y < a tal que z € V,,. Para
cualquier S € [y, @)

Z€ (xﬂVﬁ)\(yﬂVﬁ),

yaque z = zN Vg; como D es a-completo y libre, [y, @) € Dy por la definicién de 7,

n(2) En(x) A~ (2) En(y).

Ahora probamos que

xey=>nx)Erx®).
Supongamos que x € y. Por el mismo argumento que arriba, x € V, para alguna y € a y para
cualquier 8 € [y, @),

x=xNVp,

y como x € Vg,

xNVg=xe€ynVp,
y por la definicion de 7 llegamos a que 7 (x) Ex (y).

Afirmamos que si fpEgp para alguna gp € B, entonces existe u € V, tal que 7 (1) = hp pues si
se satisface esta hipdtesis,

B<a:fPB)egPBleD,
pero como (B, E) = [[p <Vﬁ+1, €> paracada S < a g(B) € V.15 asi h(B) € Vi y por lo tanto,
{,8<a:f(,8)evﬁ}eD.

Para cada 8 < «, sea h () = min {y : f(B) e Vy+1}- Afirmamos que % es regresiva en X. Sea 8 € X,
si B es limite, como f (B) € Vp, se satisface que f(B8) € V, C V,,; para algunay < 8y como A (B)



2. CARDINALES MEDIBLES 19

es la menor de estas 7y, entonces h (5) < . Si 5 es sucesor, digamos 8 =y + 1, f(B) € Vg =V,
asi que g (8) < y < 8. Ahora por la proposicion 2.20 existe y < atalque Y = {8: g(8) = y} € D.

Como « es inaccesible por el teorema 2.13 se tiene
|V/y+1| = :’)’+1 < :a/ = .

Consideremos la siguiente particion {a \ Y} U { f'w:ue Vy+1}. Por la @-completez de U alguno
de ellos pertenece a D, note que @\ Y ¢ D pues Y € D. Asi que existe u € V,.,y  tal que f~' (u) € D.
Veamos que esta u es la que funciona. Si 8 > y tenemos u N Vg = u y asi

B:f®=unvyfsly,@nf'weD,
y por lo tanto fp = mu, lo que prueba la afirmacion.

Probemos ahora que

nxEny = x € y;

supongamos que rxEmy entonces por la afirmacion x € V,,, asi que existe y < a tal que si 8 € [y, @)

entonces x = x N Vj; ademas,
Z={B:xNVzeynVsleD,
entonces [y, @) N Z € D, en particular no vacio, tome 8 € [y, @) N Z y tenemos
x=xNVgeynVgCy,
asi que x € y.
Sélo falta probar que 7 es sobreyectiva. Tome fp € B. Sea
x={y eV, :nyEfp},

asi x € V, y x € Vuur. Afirmamos que mx = fp. Como los <Vﬁ, €> modelan extensionalidad, B

también, asi que basta probar que para cada hp € B
hDEfD — hDET()C.

Si hpE fp entonces hp = mu para alguna u € V,, y por definicion de x, u € x, como ya probamos

que & preserva relacion
hpEnx.

Reciprocamente, si hpEnx de nuevo existe u € V,, tal que hp = mu entonces muEnx y por lo que
probamos anteriormente u € x, luego por la definicion de x tenemos que muE fp por lo tanto hpE fp.

(1
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Existen mas aplicaciones de ultrafiltros normales, por ejemplo, el teorema 2.13 afirma que
cualquier cardinal medible a es el a-ésimo cardinal fuertemente inaccesible, se puede demostrar
que si D es un ultrafiltro normal sobre «, entonces no s6lo tenemos la conclusion del teorema 2.13,
ademds podemos afirmar que el conjunto de cardinales fuertemente inaccesibles menores que

pertenece a D.



Capitulo 3
Forcing de Prikry

En el capitulo anterior se trabaj6 con cardinales medibles a través de los ultraproductos. En este

capitulo trabajaremos con los cardinales medibles utilizando métodos de forcing.

DEFINICION 3.1. Dado un cardinal k y un filtro F sobre «, el forcing de Prikry es Pr = [k]™ X F
con el orden (s,A) < (t, B) si t es segmento inicial de sy AU (s \ t) C B.

En la definicién anterior pedimos que F sélo sea un filtro para mantener cierta generalidad,

aunque los resultados mds importantes presentados aqui, F' serd un ultrafiltro normal.

El sentido de este forcing es agregar un nuevo subconjunto de , cuyos elementos estén contro-
lados por el filtro F.

El siguiente lema resume las propiedades basicas de este forcing.

Lema 3.2. Sea k un cardinal y F un filtro libre k-completo sobre k entonces:

(1). si(s,A),(t, By € Pr son compatibles, entonces s es un segmento inicial de t o viceverza.

(2). Py tiene la k*-cc.

3). Si G es Pp-genéricoy x = U {s : A ((s,A) € G)}, entonces x C k no es acotada y de tipo
de orden w. Ademds V [x] = V [G].

DemMosTRACION. Para demostrar (1), sea (u, C) € Pr que extiende a ambos (s, A), (t, B). Entonces s
y t son segmentos iniciales de u, asique s = uNa 'yt = u N B. Suponemos que @ < 3, entonces

s=uNa=uNBNa=tNa;asique s es seccion inicial de ¢.

Para demostrar (2), note que si s € [k]*“ y A, B € F entonces (s, A) y (s, B) son compatibles
y (s,A N B) extiende a ambos. Asi que el cardinal de una anticadena en Pr no puede exceder

|[K]<“’| =K.

Para demostrar (3), Para cada a < «k defina

D, ={(s,Ay € Pr:AB € s(a < B)}.
21
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Afirmamos que D, es denso, tome (s, A) € P, supongamos que (s, A) ¢ D,, como F es k-completo

y libre entonces,
[yek:a<B}eF,
y asi

ANn{yek:a<pleF.

Entonces AN{y € k : @ < B} no es vacio. Tome é € AN{y € k: @ < B}. Se sigue que (s U {£},A) €
D,y (sU{&},A) < (s,A).

Ahora tome « € «, por la genericidad de G tome (s,A) € G N D, entonces existe B € s tal que
a < B. Por otra parte, como (s,A) € G, s C x, asi que 8 € x y por lo tanto x es no acotado y ademas
tiene tipo de orden infinito. Para la dltima parte, como x € V [G] tenemos V [x] C V [G]. Para la
otra contencion defina

G, = {(s,A) € Pr : s es segmento inicial de x y x \ s C A} € V [x].

Afirmamos que G, = G. G C G, se satisface pues si tomamos (s,A) € G, por definicién de x,
s es un segmento inicial de x. falta probar que x \ s C A. Tome y € x \ s, de la definicion de x
existe (sg,Ag) € G tal que y € 59, y tome extension comun (¢, B) € G de (sy,Ag) y (s,A). Como
(t, By < (s,A) se tiene que ¢ \ s C A; por otro lado, como (¢, B) < (s9,Ao) obtenemos que sy C 'y

por lo tanto y € t y concluimos que y € # \ s C A. Para la otra contencion sea (s, A) € G, y defina
D ={{t,B) € Pp : (1, B) < (5,A) V{1, B) L (s5,A)}.

Afirmamos que D es denso en Pp. Tome (s’,A") € Pp, si (s’,A") L (s,A) ya terminamos, en caso
contrario tome (f, B) € P tal que (¢, B) < (s, A") y (t, B) < (s,A), por esta segunda (t, B) € D,
asi que D si es denso. Como G es Pr-genérico existe (t, By € G N D. Note que (t, B) y (s,A) no
pueden ser incompatibles ya que como G C G, tenemos que (t, B),(s,A) € G,, por definicion
de D entonces, (s,A) > (t,B) € G y tenemos G = G,; esto prueba que G € V [x] y por lo tanto
VIG] c V[x]. i

TeoREMA 3.3. Suponga que a es un cardinal medible y D un ultrafiltro normal sobre «a, si

[ [al™ — vy, y < a entonces existe A € D homogéneo para f.

Se puede encontrar la prueba en [3] pag. 86.

Si(s,A) € Ppy ¢ una féormula del lenguaje del forcing, diremos que (s, A) decide ¢ o (s, A) ||
si (s,A) IF ¢ 0 bien (s,A) IF .
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Lema 3.4. Si « es un cardinal medible y D un ultrafiltro normal sobre «, entonces para cada

(s,A) € Ppy cada formula ¢ del lenguaje del forcing existe B € U tal que B C A y (s, B) ||¢.

DEMOSTRACION. Definimos f : [A \ (mdx (s) + 1) — 2, donde f (t) = 0siy s6losi AX ((s U 1, X) IF ¢).
Por el teorema 3.3 existe B C A \ (méx (s) + 1) con B € D homogéneo para f.

Afirmamos que (s, B) ||¢ pues de no ser asi, existen fy, t1, By, By tal que (s U t;, B;) < (s, B) para
i €2 yademas (s U ty, By) - ¢, (s U t, By) F ~¢ ademds podemos suponer que |ty| = |t;]. Note que
¢ (tp) = 0; asi que por homogeneidad ¢ (f;) = 0 y consecuentemente (s U t;, X) I ¢ para alguna
X € D, pero (s U t;, X N By) es extension comun de (s U t;, X) y de (s U t;, By) lo cual es imposible.

(1

El siguiente lema afirma que el forcing de Prikry no agrega subconjuntos de conjuntos pequefios.

Lema 3.5. Si a es un cardinal medible y D un ultrafiltro normal sobre a entonces para cada

Pp-nombre Ty cada conjunto y con |y| < a existeunz C ytal que v T Cy = 7 = Z.

DEemosTRACION. Veamos que el conjunto de (b, B) € Pp que forzan la conclusion es densa. Sea
(a,A) € Pp, por el lema 3.4 para cada x € y existe A, € U tal que (a,A,)||x € 7. Sea

z={xey:(a,Ay) Fx €T},

y tomemos B = AN (., A, B € Uyaque |yl < a. Afirmamos que {(a, B) - T = Z, pues si x € gz,
(a,B) <{a,A;) + x € T,y analogamente, si x ¢ z,{a,B) F x ¢ T.

TEOREMA 3.6. Sea a un cardinal medible y D un ultrafiltro normal sobre «, si G es un filtro

Pp-genérico, entonces:

() (Va)¥ = (V¥
(i1) Los cardinales de V y de V [G] coinciden.

(iii) cof¥' (@) = w.

)V[G]

DEemosTRACION. Para (i): Es claro que )" c (v, , probemos la otra contencion por induccion

D vV _ VIG] . v VIG]
sobre el rango. Trivialmente (V)" = (V) "". Supongamos que y < a es limite y (V/;) = (Vﬁ)

(Vy)v _ U (Vy)v _ U (Vy)V[G] _ (Vﬁ)V[G] ’

Bey Bey

para cada 8 < 7y, entonces,

lo que termina el paso limite. Ahora supongamos que (Vy)v = (Vy)V[G] para algin y < @, queremos

)V[G] VIG]

14 VIG] )
probar que (VyH C (VyH) ; tomemos x € (VyH) entonces x C (Vy) , €scojamos un
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. . 14 ,
nombre 7 para x. En V, como « es fuertemente inaccesible, (Vy) ‘ < a, asi que por el lema 3.5

existe z ¢ (V,)" tal que - T C y = T = Z, note que
VIG]E x Cy, asi que,
VIG]E x =z,
por lo que x € (Vo).
Para (ii): Como Pp, tiene la a*-c.c., los cardinales mayor que a de V' 'y V [G] coinciden, ahora
si k < a es cardinal en V, tambien lo es en V [G], supongamos que no lo es, entonces existen y < k

y f 1 k = vy inyectiva, pero f € (V3)"1% ¢ (V)1 = (V,)", 1o que contradice que « es cardinal

en V. Ademads « sigue siendo cardinal, ya que supremo de cardinales es cardinal.

Para (iii): La enumeracion creciente de x definida en 3.2 es numerable y cofinal en k. —



Bibliografia

[1] C. C. Chang; H. Jerome Keisler Model Theory. North Holland, tercera edicién 1990.
[2] T.Jech Set Theory. Springer, tercera edicién 2006.

[3] A. Kanamori The Higher Infinite. Springer, segunda edicidn.

[4] K. Kunen Set Theory An Introduction To Independence Proofs. North Holland, 1983.

25



