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INTRODUCCION

En la teoria de conjuntos uno de los objetos centrales de investigacion es el algebra booleana
P(w)/Fin, el conjunto potencia de los nimeros naturales cociente con los subconjuntos finitos de
los mismos. Para el estudio de ésta estructura se han definido invariantes cardinales que capturan
algun aspecto de ella. Una de las maneras mas comunes de definir un invariante cardinal es tomar
la minima cardinalidad de un elemento de alguna subfamilia de P(w)/Fin como, por ejemplo, la

minima cardinalidad de una anticadena maximal.

En éste trabajo se pretende estudiar las proyecciones en C(H), el dlgebra de Calkin, que se
define como el cociente entre los operadores acotados de un espacio Hilbert separable entre sus
operadores compactos, desde el punto de vista de la teoria de conjuntos. Es conocido que existe un
encaje natural de P(w)/Fin al subconjunto de las proyecciones en el algebra de Calkin P(C(H))
y a través de éste es posible definir andlogos no conmutativos de sus invariantes cardinales, y en
algunos casos obtener resultados de ésta a través de métodos inicialmente disefiados para el estudio
de P(w)/Fin.

Un problema conocido que mantiene una relacion estrecha con invariantes cardinales en P(C(H))
es la llamada conjetura de Hadwin. En [5], D. Hadwin demostré que usando la hipétesis del con-
tinuo, todas las cadenas maximales dentro de P(C(H)), las proyecciones en el algebra de Calkin,
son isomorfas (logra ésto demostrando que éste poset es w-saturado y construyendo un isomorfis-
mo con un argumento de “back and forth”) y conjeturd que ésta condicion podria ser equivalente
con la hipétesis del continuo. Es sabido que usando los mismo métodos que los usados por Shelah-
Steprins en [7] se puede demostrar que la conjetura andloga dentro de P(w)/Fin es falsa, es decir,
es consistente con ZFC que todas las cadenas maximales de P(w)/Fin sean isomorfas junto con la

negacion de la hipétesis del continuo.

Una utilidad que tienen éstos invariantes cardinales es ayudar al estudio de las gaps. Estas
juegan un papel importante en varias ramas de las matematicas. En particular, el concepto de gap
aparece a menudo en la teoria de dlgebras de operadores ya que se relaciona con conceptos de
completitud. Por ejemplo, la propiedad de ser w-saturado se puede entender como la no existencia

de (w, w) gaps. Otro ejemplo es: una AW*-algebra es una C*-algebra M tal que cada C*-subdlgebra
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conmutativa maximal estd generada por proyecciones y las proyecciones de M forman una lattice

completa. En particular no podemos tener gaps del tipo (w, k) en M para ningun «.

En la Teoria de perturbaciones de C*-dlgebras se conjeturé que cualquier par de C*-dlgebras
que estén ‘“‘suficientemente cerca” deben ser unitariamente equivalentes. En [2], M.D. Choi y
E.Christensen dieron un ejemplo de dos C*-dlgebras que estan “suficientemente cerca” y, sin em-
bargo, no son siquiera *-isomorfas. Su ejemplo se basa en construir dos C*-subalgebras A y B de

B(H) tal que m(A) y n(B) (sus imagenes en el dlgebra de Calkin) forman una gap.

Es pertinente hacer notar que la investigacion de estos invariantes cardinales es relativamente

nueva y, por lo tanto, la mayoria de las preguntas sobre €stos siguen abiertas.

En el primer capitulo se define el concepto de una C*-algebra y se mencionan los preeliminares
necesarios sobre los espacios de Hilbert, los operadores acotados y los operadores compactos. En el
segundo capitulo se define el algebra de Calkin y se obtienen resultados que facilitan el andlisis del
orden definido dentro de P(C(H)). En el tercer capitulo se definen el encaje diagonal de P(w)/Fin
hacia P(C(H)), algunos de los invariantes cardinales mas comunes en P(w)/Fin, se estudian las
definiciones analogas dentro de P(C(H)) y para concluir se obtienen resultados acerca de éstos

nuevos invariantes cardinales aplicando técnicas andlogas a las conocidas para P(w)/Fin.



Capitulo 1
Espacios de Hilbert y C*-algebras

En éste capitulo se mencionan algunos resultados basicos de la teoria de C*-algebras y de la
teoria de operadores acotados sobre un espacio de Hilbert. Estos son necesarios para el desarrollo

de los capitulos posteriores.

Una C*-algebra es un dlgebra de Banach con una operacion de involucion*“*” que satisface para
todo x,y € A:

*

I.(x+y) ' =x"+y
2. (xy)" =yx*

3. (Ax)* = Ax*

4, (x) =x

2
5. (1" = llxex].

Un elemento a € A se llama unitario si a*a = aa* = 1, autoadjunto si cumple a = a* y positivo
si existe b € A de tal forma que @ = bb*. Un elemento p € A se llama proyeccion si cumple
que p = p?> = p*. Para familiarizarnos con estas definiciones, tomemos como un primer ejemplo

Cexkd

aCcon como la conjugacion en los nimeros complejos, los elementos autoadjuntos coinciden
con los nimeros reales y los positivos con los reales positivos, un elemento unitario dentro de éste
Cr-algebra es precisamente un elemento del circulo unitario dentro de C*, las unicas proyecciones

dentro de C son el cero y el uno.

Esempro 1.1. Si X es un conjunto, definimos /*(X), el conjunto de todas las funciones acotadas

de C a X. Entonces [*(X) es una C*-algebra con las operaciones definidas puntualmente.

Esempro 1.2. Si Q es un espacio topoldgico localmente compacto, el conjunto Cy(£2) de todas
las funciones continuas de  a C que cumplen para cada € > 0 el conjunto {x € Q : |f(x)| > €} es
compacto. es una C*-subdlgebra de C,(Q2) el conjunto de todas las funciones continuas y acotadas
de QacC.

Para mostrar otro ejemplo importante empezamos por tomar un H espacio de Hilbert sobre C
que es un espacio vectorial Banach sobre C donde la norma estd dada por un producto punto, mds
especificamente es (v, v) para cada v € H.
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Un operador lineal 7" en un espacio Hilbert se llama acotado si existe una M > 0 tal que
para todo v € H se tiene que ||[T(v)|]| < M|v||, es facil ver que ésto resulta equivalente a que
para todo v € B1(0) = {v € H : |v]| < 1} se tenga ||T(v)]| < M. Tampoco es dificil ver que un
operador es acotado si y solo si es continuo, denotaremos al conjunto de los operadores acotados
de un espacio Hilbert por B(H). Por la definicion de un operador acotado tiene sentido definir
ITIl = sup{lITO)Il : v € Bi(0)}, y asi:

ek

Esempro 1.3. (B(H), ||-||) define una C*-dlgebra donde la involucién estd dada por obtener

el operador adjunto que se caracteriza por la relacion

(Yv,w € HHKT (v), w) = (v, T"(W)))

En éste caso notemos que las proyecciones dentro de B(H) coinciden con las proyecciones

ortogonales a un subespacio cerrado de H.

Se puede demostrar que de hecho todas las C*-dlgebras son isomorfas a una subalgebra norma
cerrada de una con ésta forma, éste resultado se conoce como el teorema de representacion de
Gelfand-Naimark.

A un operador K dentro de un espacio Hilbert que cumple que 7(B;(0)) es precompacto, se le
Ilama un operador compacto. Es claro que todo operador compacto es acotado. En el caso particular
de los espacios Hilbert se puede demostrar que la imagen de la bola unitaria a través de un operador
compacto, es de hecho, compacta. Al conjunto de los operadores acotados en un espacio de Hilbert
lo denotaremos como K (). Es bien sabido que K'(#) es un ideal bilateral cerrado de B(H) que
cumple K € K(H) siy s6lo si K* € K(H).



Capitulo 2

El Algebra de Calkin

En éste capitulo se define el algebra de Calkin, el orden en sus proyecciones y se obtienen

resultados necesarios para entender el orden dentro del algebra.

Sea H un espacio de Hilbert separable. El dlgebra de Calkin se define como el cociente de los
operadores acotados B(H), entre los compactos K(H). Este cociente es posible ya que K(H) es
un ideal bilateral cerrado dentro de B(H) y tiene estructura de C*-algebra donde la norma esta dada

por

IIBIll = inf{llB + KI| : K € K(H)}

Es decir, la norma de una clase de equivalencia [B] es el infimo de las normas de todos sus
elementos. Denotaremos como 7 a la funcién
B(H)
K(H)
B — [B]

7 B(H) -

que es ademds un homomorfismo de C*-algebras.

1. Proyecciones en el Algebra de Calkin

Antes que nada es necesario sefialar que las proyecciones en el dlgebra de Calkin pueden de
hecho ser vistas como imagen a travéz del cociente de proyecciones en B(H), éste teorema se

puede encontrar en [11].

TeoreMA 2.1 (Weaver, [11]). Sea p € P(C(H)) existe un P € P(B(H)) tal que n(P) = p.

En cualquier C*-algebra podemos definir un orden en sus elementos autoadjuntos de la siguiente
manera a < b si'y s6lo si b — a es positivo. Cuando restringimos el orden a las proyecciones de

dicha C*-dlgebra tenemos que p < g siy s6lo si pg = p.

Es til notar en éste punto que para una proyeccion P € B(H) se tiene que n(P) = 0 (es decir,
P es compacta) si y s6lo si el rango de P es de dimension finita.

3
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Nuestro objetivo es caracterizar el orden “<” en las proyecciones del algebra de Calkin a través
de un orden “<g” en P(B(H)), de tal forma que para todo P, Q € P(B(H)) tengamos que P <g Q
si 'y s6lo si 1(P) < n(Q). Para esto primero notemos que

Nota 2.2.
n(P) <n(Q) & a(P)n(1 - Q) =0 a(P(1-0))=0

Es decir, m(P) < m(Q) sty solo si P(1 — Q) es compacto.

La siguiente proposicidn nos serd muy util para analizar el orden en el Algebra de Calkin.

ProprosicioN 2.3. Sean B € B(H), P € P(B(H)) y {a; : i € w} base ortonormal de ran(P).
Entonces PB es compacto siy solo si ||P,B|| — 0 cuando n — oo, donde P, define la proyeccion en

span{a; : i > n}.

DEMOSTRACION. (&)

Primero notemos que para todo n € w, n(P,) = n(P). Entonces,
Ix(PB)|| = [ln(P,B)Il < [|P,Bll < €

para cualquier € > 0 siempre que n sea suficientemente grande, lo cual nos dice ||7(PB)|| = 0, que

es claramente equivalente a PB compacto.

(=) Supongamos que la segunda condicién no se cumple y sin embargo el producto PB es
compacto, entonces existe un € > 0 tal que podemos encontrar una sucesion {v;};c,, de vectores
unitarios en H con la propiedad de ||P,B(v,)|| > € para cada n. Dado que PB es compacto y los
v, unitarios, podemos encontrar una subsucesion {PB(v,, )}, que converge. Ahora para cada k
Py B(vs)

€
definamos N, > k de tal manera que | | < 3 Entonces

|PB,,,) = PB(v,,)

||

P”NkB(vnNk) - PnNkB(vnk)

>3
2

Pero esto implica que {PB(v,, )}.e», N0 puede ser una sucesion de Cauchy, una contradiccion. i

La notacion usada en ésta proposicion se repetird varias veces a lo largo de éste trabajo, de

ahi la necesidad de la siguiente definicion.

DEerFINICION 2.4. Sea P € P(B(H)) y {a; : i € w} una base ortonormal de ran(P). Definimos P,

como la proyeccion en span{a; : i > n}.

Notemos que ésta notacion depende de la base elegida, sin embargo, cuando la base y su nume-
racion sean claras (o cuando el resultado sea independiente de la eleccién y numeracion de la base)

simplemente escribiremos el sufijo en las correspondientes proyecciones.
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Usando la Proposicion 2.3 podemos demostrar un resultado mas general.

TeorREMA 2.5. Sean B € B(H), P € P(B(H)) y{a; : i € w} una base ortonormal del rango de

P. Entonces

(P = lim [IP, Bl

DEemosTrACION. Por un lado, tenemos que para cada n € w
lix(PB)|| = |l=(P,B)Il < ||P,Bll

Lo cual nos dice que ||[7(PB)|| < lim ||P,B||. Para obtener la otra desigualdad, tomamos € > 0y
K € K(H) tal que

in(PB)I| < [IPB + K|| < |In(PB)|| + €
Notemos que
1PuBIl = 1P Kl < [|P,B + P,K]| = ||P,[PB + K]|| < [|PB + K|| < |I7(PB)|| + €,

Como PK es claramente compacto, aplicando la Proposicion 2.3 tenemos que ||P,K|| — 0. Lo cual

nos dice
lim ||P,B|| < ||[7(PB)|| + €.

Como € > 0 es arbitrario, la desigualdad restante se sigue. -

CoroLARIO 2.6. Sean B € B(H), P € P(B(H)) y {a; : i € w} una base ortonormal del rango de

P. Entonces

(B = lim [IBP,|.

DEemosTtrAcION. Usando las propiedades de C*-algebra, el hecho que P es una proyeccion y tomando

en cuenta que 7 es un homomorfismo de C*-dlgebras tenemos:

I7(BP)I| = lxBPVNl = lix(PBII = lim [|P,B7|| = Tim ||BP,|
-

Ahora estamos en posicion de caracterizar el orden de P(C(H)) dentro de P(B(H)).

TeOREMA 2.7. Sean P, Q € P(B(H)) entonces son equivalentes:

1. n(P) < n(Q).
2. P(1 — Q) es compacto.
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3. Existe una base (a);c,, del rango de P tal que ||P,(1 — Q)|| — 0.

4. Existe una base (a);c., del rango de (1 — Q) tal que ||P(1 — Q),|| — O.
5. Para toda base ()i, del rango de P, |P,(1 — Q)|| — O.

6. Para toda base (a);c,, del rango de (1 — Q), ||[P(1 — Q),|| — O.

DEemosTrACION. Inmediato del comentario 2.2, Teorema 2.5 y el Corolario 2.6. i

Asi obtenemos la definicion deseada de la siguiente manera

DErINICION 2.8. Sean P, Q € P(B(H)) decimos que P <g Q si y solo si cualquiera de las
condiciones del Teorema 2.7 se cumple. Si PQ es compacto diremos que P es casi ortogonal a Q' y

escribiremos P14 Q.

2. Otras propiedades de P(C(H))

En ésta seccion demostramos algunas propiedades ttiles sobre las proyecciones en el dlgebra
de Calkin.

DEFINICION 2.9. Dado un espacio de Hilbert H y una base ortonormal {e; : i € w} de dicho
espacio podemos definir un encaje P : P(w) — P(B(H)) llevando a cada A C P(w) a P, la
proyeccion en el subespacio span{e; : i € A}. Este encaje se conoce como el encaje diagonal de

P(w) con respecto a{e; : i € w}.

Este encaje lleva subconjuntos finitos de P(w) en proyecciones compactas, por lo tanto, induce
un encaje de P(w)/Fin en P(C(H)). Esta es una de las razones por las cuales a P(C(H)) se le
considera un andlogo no conmutativo o “cudntico” de P(w)/Fin, una exposiciéon mas detallada de

éstas ideas se puede encontrar en el libro “mathematical quantization” de Weaver [10].
Para ver que éste mapeo respeta el orden basta notar que para cualesquiera A, B € P(w), P <¢

Paup = Py + Ppa = P+ Py\3.

Otras propiedades de éste encaje que vale la pena senalar son P,Pg = Py = PgPs = Pg A Py

y Psup = P4 V Pg. Es decir, éste encaje preserva las propiedades de lattice de P(w).

Proposicion 2.10. Sean p, g € P(C(H)) proyecciones. Entonces pq = qp si'y sélo si pq es una
proyeccion en cuyo caso tenemos pq =pANqyp+q—pq=pVq.

DEmosTRACION. Si pg = gp, entonces tenemos que pgpq = ppqq = pqy (pq)* = ¢*p* = qp = pq,
por lo tanto pg es una proyeccion. Si pg es una proyeccion, pg = (pg)* = gp. En este caso,

claramente tenemos pg < py pq < g, ahorasir < pyr < g, entonces r = rpq, es decir,
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r < pq. Similarmente (1 — g)(1 — p) = (1 — p) A (1 —¢q) y ésto nos dice que 1 — (1 —g)(1 — p) =
I-(=-p)A(d-g)=pVaq

Notemos que en la proposicion anterior no usamos ninguna propiedad particular de P(C(H)).

Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado:

CororarIO 2.11. Sea A una C*-dlgebra conmutativa. Entonces P(A) es un dlgebra booleana.

Es importante notar que dados dos elementos p,g € P(C(H)) éstos no necesariamente tienen

un infimo o un supremo en el orden, la siguiente proposicion demuestra ésta afirmacion.
ProposicioN 2.12 (Weaver, [4]). P(C(H)) no es una lattice, es decir, existen dos proyecciones

en P(C(H)) que no tienen infimo.

DEMOSTRACION. Primero tomamos {&,,,, 7 : M, n € w} base ortonormal de H y definimos

M = span{n,, : m,n € w}

= span{ \/7§mn \/ nmn Tm,n € w}

Definiendo P como la proyeccion en M y Q como la proyecci(’)n en N. Queremos demostrar que
7((1 = P)) y n((1 — Q)) no tienen infimo. Para ésto tomamos un R € P(B(H)) tal que R <« (1 — P)

y R <% (1 — Q). Primero necesitamos la siguiente afirmacion:

(2.1) Vn € w)(Ve > 0)(AM € w)(Vv € spani{é,,, : m > M}P)(|V| < 1 = |[RW)|| < €)

Por simplicidad, denotaremos ¢, = \/gfm,, + /1= }l M- S€AN E WYV = Yo p Vinmn de norma

menor o igual que uno. Definamos v' = 3,5y Vindmn» €8 fécil ver que

1 1 ,
\/;HR(V)II -1 - p IRPull < IROGHI < IROll

De donde se deduce:

1
IRV < Vi(IRQull + [T = — IRPy[l)

Dado que RQ y RP son compactos, por el Teorema 2.7 la afirmacion se sigue. Definiendo L" como
la proyeccion en span{é,,, : m € w}, ésta afirmacion nos dice que RL" es compacto para cada n

natural.

Dada una funcién f € w“ definamos R, la proyeccién en span{é,,, : n € wAm < f(n)}. Es claro

que tanto PR’; como QR son compactos, ademas, tenemos que dado v € H la siguiente igualdad
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se cumple
(1= R)O) = ) Ly + P,
i=0

Ahora elijamos para cada n natural un M, € w como en la afirmacion con € = 1/2". Tomando

cualquier f € w® tal que se tenga M,, < f(n) para cada n natural, es facil ver que dadoun N € w

, ’ z S i s S i 1 - 1
Iim [|Ri(1 - R))| < ;gg;; IReL || + IRCPI) < ,}gg[; |RLiy 1+ 55 + lim IRWPI < 75

Por la arbitrariedad de la N y, de nuevo, el Teorema 2.7 tenemos que R < R’f <x R}. ., (donde
(f + 1)(n) = f(n) + 1) y éste tltimo es el R” deseado. 3

De la demostracion de la proposicion anterior podemos extraer éste teorema:

TeorREMA 2.13. Sea {X; : i € w} una familia de subconjuntos de wy Q € P(B(H)). Si para cada
i € w tenemos que Px,Q es compacto, entonces existe un X C w tal que para cada i € w se tiene

X; C* X y ademds PxQ es compacto.

DEmosTRACION. Para cada i € w se tiene que lim,,_, ||(PXi)nQ|| = (. Tomemos para cada i € w
un N; con la propiedad que ||(PX,,)N1.Q|| < 1/2'. Ahora definamos X = Uie‘u{mg : j = N;} (donde
{mj. . J € w} = X;, es la numeracion que hereda de w cada X;), es claro que siempre se cumple
X; C. X.

Para ver que Px(Q es compacto, primero notemos que para cada v € H.

1Px)ll < > [IPx w10

=0

Esto nos dice que

00 M 1
1Pxll < ) [lPuw 0l < 3 lPew 0l + 5
i=0 i=0
De donde se deduce que para cada M € w se tiene

, 1
,}I_TOHPXQ"H < 7k

Por el Teorema 2.7 se sigue que PxQ es compacto. —

CoroLaRIO 2.14. Sea {X; : i € w} una familia de subconjuntos de w 'y Q € P(B(H)). Si para
cada i € w tenemos que Px,Q es compacto, entonces existe un Y C w tal que para cada i € w se
tenga |Y N X;| < wy ademds Q <y Py.
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DEemostrACION. Tomando el X que nos da el Teorema 2.13, definimos ¥ = w \ X. Por la definicion
de la casi contencién es claro que |Y N X;| < w para cada i € w, mientras que (1 — Py)Q = PxQ

compacto nos dice por el Teorema 2.7 que Q <g Py. i

TeoreMA 2.15 (Farah, [3]). Si{p; : i € w} C P(C(H)) es una familia numerable de proyecciones
que conmutan dos a dos, entonces existe {e; : i € w} base de H tal que para todo i € w existe un

X; C P(w) que cumple p; = n(Px,).

DEMOSTRACION. Primero tomamos un conjunto {r; : i € w} denso numerable dentro de H_,. Ahora,
definiremos recursivamente P, € P(B(H)) paracada a € {1.L}", k(n) € wy {e; : i < k(n)} conjunto
ortonormal (denotaremos r, como la proyeccién en {¢; : i < k(n)}") respetando las siguientes
condiciones:

ﬂ(zaeu 1 Py1) = Pt

Zae{] i Py =1,

(Va e {1.L}")(Pory = 1 Po)

Ma e {1.L}")(Ym = n)(w(Po)pm = purt(Pa))

Va € {1.L}Y")(Py £ Py, )

Va,B e l{l, L") # B — P, LPp)

(kin—=1)<m < kn) A(ae{l, L") - P,(e,) € {ey, 0}.
Mn-1 € spanfe; = i < k(n)}.

® NN kAW

Para hacer ésto primero tomemos P € P(B(H)) tal que n(P) = py, €sto es posible por el Teo-
rema 2.1. Para el paso k = 1 tomamos Py = P, Py = (1 = P), k(1) = 2, ey = P(170)/ ||P(m0)l|
y er = (1 = P)(no)/ |I(1 = P)(no)l|, en éste caso ry = Id. Ahora el paso inductivo k = n + 1, pri-
mero para cada @ € {1, L}" tenemos que p,n(r,P,) = n(r,P,)p, (notemos que n(r,) = 1 pues
es la proyeccion en el complemento ortogonal de una proyeccién de rango finito), por la Propo-
sicién 2.10 éste producto es una proyeccion. Por el Teorema 2.1 existe un P,~; € P(B(r,P.(H)))
tal que n(P,~) = n(r,P,)p, definiendo P,~, = (1 — P,~1)(r,P,) tenemos, usando la hipétesis de
induccién (y para el caso 2 el hecho que r,r,_; = r,), que 2, 4 y 6 se mantienen mientras que 5 se
mantiene trivialmente. Notemos ademés que

7 ). Pe)=7( ), P)ps=pa
aefl,L}? aefl,L}?
Es decir, 1 se cumple. Para continuar con la construccion del conjunto ortonormal primero tenga-
mos en cuenta que (dado que 2 se mantuvo)

I=r+(-r)= > Py+(-r)

a€ll, L)+
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y con ésto
M= ), Pelm)+ (=1
ae{l,J_}”“

Como sabemos que 6 se mantuvo tenemos que {P,(17,)/ [|P.(m)ll : @ € {1, 1)1 es un conjunto
ortonormal, ademads, estd contenido en ran(r,), es decir, es ortogonal a {e; : i < k(n)}. Por lo tanto,
definimos el siguiente paso de la construccién del conjunto ortonormal como la unién de estos dos,

con k(n + 1) la cardinalidad de ésta union. Es claro que 3, 7 y 8 se mantienen.

Notemos que la condicién 8 hace que nuestro conjunto ortonormal sea denso en H, es decir,
que sea una base ortonormal dentro de éste. Definamos Q,, = >’ ,¢(1.1)» Po~1, las condiciones 5, 6 y

7 nos dicen de hecho que:

(k(n) < j = Qule)) € {e;, 0})

Entonces si tomamos X(n) = {j > k(n) : Q,(e;) = e;}, es claro que p, = 7(Q,) = 7(Px@).

CoRrOLARIO 2.16. Sean p,q € P(C(H)). Si tenemos que p < q, entonces existen P, Q € P(B(H))
tal que n(P) = p, n(Q) = g y ran(P) C Ran(Q) .

DEemosTrACION. Tenemos que pg = gp = p. Aplicando el Teorema 2.15 existe una base y conjuntos
X,, X, Cwtalque n(Px,) = py n(PXq) = g. Tomamos P = Px Px, = Px,x, y O = Px,. i

CororArIO 2.17. Sean p,q € P(C(H)). Si p < q entonces para cada r € P(C(H)) tenemos
llprll < ligrll.

DemosTRACION. Tomando P, Q € P(B(H)) como en el Corolario 2.16, para cada R € P(B(H)) se
tiene [r(PR)|l = 1im IPR,| < 1im [|QR,I| = l7(QRIl.

ProposicioN 2.18. Sean p,q € P(C(H)). Entonces existe r € P(C(H)) distinto de cero tal que
(r<pAr<q)siysolosilpg| = 1.

DEMOSTRACION. Primero tomemos P, Q € P(B(H)) que cumplan n(P) = py n(Q) = q.
(<) Tenemos entonces que ||7(PQ)|| = 1. Definiremos recursivamente v, € ran(Q) tal que
Lo vall =1
2. (Vi < n)(viLlv,)
1
3.0(L = P)wp)ll < >
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Tomamos vy como cualquier vector de norma uno en el rango de Q. Ahora, con vy, vy, ..., v, defi-
nidos, éstos son un subconjunto ortonormal dentro del rango de Q, entonces podemos extenderlos
auna base {v; : i < n}U{w; : i > n} de todo ran(Q), por hipdtesis y el Corolario 2.6 tene-
mos que lim;, ||[PQ;|| = 1, en particular ||PQ,|| = 1 (recordemos que ésta es una sucesion
decreciente), por lo tanto, existe un v,,; € Ran(Q,,;) de norma uno, con la siguiente propiedad
1Pl > VT = 1/220%D y ésto nos dice que [[(1 = PYi)IP = 1= [P0l < 1/2°") ya que
es claro que éste vector es ortogonal con todos los anteriores (v,+1 € Ran(Q,+1) = span{w; : i > n}),
éste es el vector que estabamos buscando.

Definimos R como la proyeccion en span{v; : i € w}, la eleccion de los v; nos da para cada

x =Y, Xv; € Ran(R,) de norma menor o igual que uno
I(1 = P)()Il < Z I I(1 = P)(wpll < 1/2"!

de donde se deduce ||(1 — P)R,|| < 1/2"!, entonces por el Teorema 2.7 tenemos que R <« P,

mientras que tenemos trivialmente R <4 Q. El resultado se obtiene tomando r = 7m(R).

(=) Supongamos que |[7(PQ)|| < 1. Entonces tomando un R <4 P distinto de cero tenemos
que ||7(R(1 = Q)| = 1 = [|7(RQ)|| = 1 — ||x(PQ)|| > 0, donde la dltima desigualdad se sigue del
Corolario 2.17. Es claro entonces que ~(R <x Q).

Notemos de la proposicion anterior que si tenemos P, Q € P(B(H)), entonces estos son <g-
incompatibles siy sélo lim,,_,, [|QP,|| < 1, mientras que estos son casi ortogonales si lim,, ., || QP,| =
0, en particular, notemos que ser casi ortogonales implica ser incompatibles pero existen pares de
proyecciones que no son casi ortogonales y sin embargo son <g-incompatibles. Un ejemplo senci-
llo de ésta situacion es tomar P € P(B(H)) con rango de dimension infinita tal que (1 — P) también
tenga rango de dimension infinita, una base {e; : i € w} del rango de P y una base {e*; : i € w} del
rango de (1 — P) y definir Q como la proyeccion en {(e; + ¢;")/ V2 i€ w}, como [[7(QP)|| = 1/ V2
(de hecho, también tenemos ||7(Q(1 — P))|| = 1/ \/5), podemos ver que Py Q son <g-incompatibles
sin que su producto sea compacto.

ProposicioN 2.19. Existen P, Q € P(B(H)) tal que n(P) = n(Q) y ran(P) N ran(Q) = {0}.

DEemosTrRACION. Tomemos {1, &, : n,m € w} una base ortonormal de H y definamos:

M = span{n, : n € w}

N—span{ﬂl——n,, \/75,1 n e w}
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Entonces ||Py(1 — Py),ll < +/1/n y notando que

1 1
Nl:span{\/jnn— l--¢&,:new)
n n

Tenemos que ||(1 — Py),.Pyull < +/1/n, entonces por Teorema 2.7 tenemos que (Py, <x Py)y
(Py <% Py), es claro que ran(Py) N ran(Py) = {0} —

ProposiciON 2.20. < es un orden separativo.

DEMOSTRACION. Sea P € P(B(H)), tomamos una base {e; : i € w} del rango de P. Definiendo P’
como la proyeccion ortogonal en {e; : i es par}y Q" = (1-P")P tenemos que éstas dos proyecciones

estdn <y-abajo de Py son <g-incompatibles, de hecho, son ortogonales. —



Capitulo 3

Invariantes cardinales del algebra de Calkin

En éste capitulo hablaremos de invariantes cardinales en el dlgebra de Calkin, a grandes rasgos
un invariante cardinal es una férmula en ZFC que define un cardinal a través de alguna estructura.
Este tipo de definiciones es usual en la teoria de conjuntos particularmente cuando tomamos la

estructura base como el conjunto potencia de los nimeros naturales, algunos ejemplos de estos son
a = minf{|A| : A es madf en P(w)}

donde a un subconjunto A de P(w) se le llama familia casi dijunta (almost disjoint family) si
para cada A, B € A se tiene que |[A N B| < w y se le llama madf (maximal almost disjoint family) si

es maximal.
p = min{|P| : P es una subfamilia de [w]“ con sfip y sin pseudointerseccion infinita }

Donde a una familia # de subconjuntos infinitos de w tiene la propiedad sfip (strong finite
intersection property) si para cada subconjunto finito F C % se tiene que | () F| = w y no tiene

pseudointerseccion infinita si no existe Q C w infinito tal que para cada P € £ tengamos |Q\ P| < w.
s = min{|S| : S es una splitting familia}

Ser una familia splitting es tener la propiedad que para cada A € w infinito existe S € S tal que
IS NAl=(w\S)NA|=w.

t = min{|7| : 7 es una torre}.

Donde una torre es un subconjunto 7~ de P(w) tal que para cada subconjunto FF C 7, existe
un A € F con la propiedad que para cada B € F tengamos |B \ A| < w y no existe A C w tal que
|A\ B| < wparatodo Be 7.

Es 1til notar que todas éstas propiedades pueden ser vistas como propiedades en (P(w)/Fin, C")
donde [A] C* [B] siy solo si |A \ B| < w. Asi, ser una familia casi disjunta es ser una anticadena
en este orden, tener sfip se traduce en que cada subconjunto finito esté acotado por abajo, no tener
pseudointerseccion infinita en que no exista una cota distinta del vacio debajo de todo el conjunto,
ser una familia splitting en que para cada elemento A de P(w)/Fin exista uno dentro de la familia
tal que tanto el como su complemento sean compatibles con A, y una torre es un subconjunto de

P(w)/Fin tal que todos los subconjuntos tienen C*-maximo y no tiene una C*-cota inferior.

13
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Es consistente con la teoria de conjuntos que cualquiera de estos cardinales sean estrictamente
menores a la cardinalidad de los numeros reales asi como es consistente que todos ellos tengan
valor ¢, la meta es definir algunos de éstos usando como estructura base el dlgebra de Calkin y

analizar un poco que valores cardinales pueden consistentemente tener.

1. Invariantes cardinales del continuo y el encaje diagonal
El objetivo de esta seccion es analizar los objetos sobre los cuales se definen algunos invariantes
cardinales en P(w) y su comportamiento a travéz del encaje diagonal.

Antes que nada cabe mencionar que algunas de las definiciones de los siguientes invariantes
cardinales no tienen una “cuantizacion” clara y que pueden llegar a tener equivalencias cuyas tra-
ducciones (asumiendo que se puedan lograr) no necesariamente son equivalentes (o al menos no

trivialmente equivalentes).

Empezamos con:
a = min{|A| : A es madf en P(w)}

Aqui, en la literatura se encuentran dos formas de “cuantizar” ésta definicion. Para entender
por qué, notemos que la Proposicién 2.18 nos dice que P y Q son incompatibles si y solo si
Im(PQ)|| < 1, mientras que es de especial interés el caso en el que |[7(PQ)|| = 0, a una familia
con la propiedad que todas éstas normas son cero se le conoce como familia casi ortogonal (almost

orthogonal family). Asi las cosas, las definiciones son

ag = minf{]A| : A es una <g-anticadena maximal en P(B(H))}

a; = min{|A| : (Al = w)(VP, Q € A)PQ es compacto) A A es maximal}

En lo sucesivo denotaremos aj = a*. Notemos que a través del encaje diagonal una adf va en
una aof. La primera pregunta que viene a la mente es si una madf se mantiene maximal a través del

encaje diagonal, esto resulta no ser cierto por un resultado de Wofsey [Teorema 3.4].
También podemos definir:
p* = min{|P| : P es una subfamilia de P(C(H)) con sfip y sin pseudointerseccion infinita }

Donde llamamos a un ¢ € P(C(H)) una pseudointerseccién infinita de P si ¢ # 0 y para cada

p € P se tiene que ¢ < p, en general escribiremos ésta segunda condicién como ¢ < P.

t* = min{|7| : 7 es una torre}.
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y tenemos

Proposicion 3.1. p* <ty p* < a”.

DemosTrACION. Es claro que toda torre es en particular una familia con sfip sin “pseudointerseccion
infinita”. Para ver la otra desigualdad, para cada A maof infinita podemos definir | - A ={1 —A:
A € A}. Ahora si tomamos un subconjunto finito F € Ay un elemento A € A \ F sabemos que
para cada P € F, PA es compacto y por Teorema 2.5 esto implica A <¢ 1 — P, es decir, | — A
tiene sfip, y una “pseudointerseccion infinita” de ésta familia seria un elemento Q € P(B(H)) casi

ortogonal con cada A € A, pero ésto seria contradictorio con la maximalidad de A. -

DEerINICION 3.2. Un k-limite en un poset (P, <p) es una pareja (L,L) donde L € P, L = {L, :
A < k} es un subconjunto de P bien ordenado con tipo de orden k y se tiene que no existe un C € P

tal que L <p C y C <p L, cuando se tenga un C con ésta propiedad diremos que C interpola a

(L, L).
Notemos en la definicion anterior que si tenemos un «-limite ((Ly),«, 1) en P(C(H)) entonces
{1 —L,: A€ «}esuna torre, y viceversa.
Lema 3.3. Sea P € P(B(H)) con rango de dimension infinita. Entonces
Ip={X Cw: PPx es compacto}

es un P-Ideal de Borel propio.

DemosTrACION. Usaremos la bien conocida caracterizacion de Solecki [8]. Esta dice que 7 es un

P-Ideal de Borel si existe una submedida semicontinua inferiormente tal que

I = Exh(u) ={X €2 : lim w(X \ n) =0}

Entonces definimos
w2 —10,1]
X ||PxP|
Para cada X,Y € 2“ tenemos que ||[PxuyP|| < [|PxP|| + ||PyP||, en particular ||[PxP| < ||PyP||
siempre que X C Y. Es decir, u es una submedida. Ahora demostremos que para cada X € 2¢

u(X) = lim u(X N n)
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Claramente lim,,_,, ||Pxn. P|| < ||PxP||, para obtener la otra desigualdad notemos que para cada cada
v € H se tiene que lim,,_,, Px~,P(v) = PxP(v)y de aqui es facil deducir que ||PxP|| < lim ||Pxn, P
Es decir, u es semicontinua inferiormente. Notemos que Zp = Exh(u) pues por el Teorema 2.5

sabemos que lim,,_,., u(X \ n) = [|7(PxP)||.

Hacemos notar que el hecho que éste ideal es un P-ideal es una demostracion alternativa del
Teorema 2.13.

TreoremA 3.4 (Wofsey, [12]). Existe A C P(w) mad family tal que Py = {P, : A € A} no es

maof.

DEMOSTRACION. Primero definamos

2n+l_]

1
‘fn:@Zei

i=2"

y Q la proyeccién en span{é; : i € w}, ahora tomemos 7 = {A C P(w) : P,Q es compacto },
notemos para cada A subconjunto de w podemos definir A’ = | J,,c, minfAN{i € w : 2" < i < 2"1}}
quecumple A’ € 7y A’ C A, es decir,  es un ideal denso en P(w). Ahora, simplemente tomemos A
una madf dentro de 7, por ser J denso tenemos que la familia es maximal en todo P(w) y notemos

que Q es casi ortogonal con P, en particular, P# no es maximal. —

TreoremA 3.5 (Wofsey, [12]). CH implica existe un k-limite tal que al llevarlo a travéz del mapeo

diagonal no permanece limite.

DEMOSTRACION. Primero tomemos {A, : ¥ € w;} una enumeracion de los subconjuntos infinitos de
w con complemento infinito e 7 el mismo ideal que el definido en el Teorema 3.4. Definiremos

recursivamente un w;-limite de elementos dentro de éste ideal.

Definamos Ly = (. Para el paso 8 = a + 1, por la densidad de 7, tomamos un B, € 7 infinito
tal que B, C (w \ A,) y definimos L,,; = L, U B,. Para el paso S limite, primero tomemos una
sucesion {y, : n € w} cofinal en §. Por la Teorema 2.13 podemos tomar un Lz € 1 que casi contenga
a cada elemento de {L,, : n € w}. Es claro que ((Ly)yeq,, 1) €s un w;-limite y que (1 — Q) interpola
a (Pr)yeons - [

TeoreMA 3.6 (Béasicamente Wofsey, [12]). Sea A C P(B(H)) tal que |A| < p y tal que todo
F C A finito es <y-acotado por arriba (por un elemento no equivalente con uno). Entonces existe

una proyeccion R € P(B(H)) de dimension infinita que es casi ortogonal con cada elemento a € A.
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DEMOSTRACION. Primero definimos un Q c H_; denso numerable con la propiedad que para todo
F c Q finito Q@ N F* sea denso en H_; N F* (F* denota el espacio [span{v : v € F}]*). Esto
lo hacemos de la siguiente manera, tomemos un subconjunto denso numerable de H y dividiendo
todos los elementos de éste denso entre su norma obtenemos @, después notemos que para cada
F C Q finito, F* N H es un espacio de Hilbert separable. Esto nos permite tomar un Q) denso
numerable dentro de F- N H_,. Ahora tomemos Q; = |pcg,j<w @ - Recursivamente definimos Q,

y finalmente Q = | J,c,, Q. €s el subconjunto deseado.

Ahora definamos un poset de la siguiente manera
P={s,F):5seQ“AWNi,jedom(s)i# j— s@)Ls())) AF CAAI|F| <w}
con el siguiente orden

1
(s',F'y<(s,F) & (sCs)YANF C F')A(Vn € dom(s") \ dom(s))(Na € F)(|la(s’(n))|| < ﬁ)'
Notemos que el poset P es o-centrado (basta verlo como P = | Jq{(s, F) : F € A} ya que
cantidades finitas de elementos con la misma primera coordenada son claramente compatibles).

Para cada a € A definimos
D,={s,F):a¢€F}.

Cada D, es denso ((s, F' U {a}) es una extension en D, para cualquier (s, F') € P). Junto con éstos

definimos para cadan € w
E,={s,F):ncdom(s)}.

Para ver que cada uno de estos conjuntos es denso basta demostrar que cada (s, F') tiene una exten-
sion en Egym5)+1 pues aplicando esto recursivamente podemos extender cualquier (s, F') a un ele-
mento de Egy(s)+m para cualquier m € w. Sea (s, F') € P, por simplicidad denotaremos n = dom(s).
Por hipotesis F' tiene una <¢-(cota superior) g € P(B(H)). Ahora empezando con {a; : 1 <i < N’}
base ortonormal de span{(1 — q)(s(k)) : k < dom(s)}, y extendiendo a {a; : i € w} base ortonor-
mal del rango de 1 — ¢, por Teorema 2.7 tenemos que lim,_,, ||p(1 — g);|]| = 0. Ahora, tomamos un

N > N’ tal que para cada p € F se tenga que

1
Pl =l < 55
En particular ||p(ay)|| < 27"*?, al mismo tiempo tenemos que

(s(k), ay) = (s(k), (1 = g)an) = (q(s(k)), (1 = @ay) + {(1 = g)(s(k)),an) =0
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para cada k € n, en otras palabras ay € H_; N{s(k) : k € n}*, y por la eleccién de Q podemos tomar
unv e Qn{sk) : k € n}* tal que |lay — v|| < 272, ahora tenemos que

1 1 1
PO < llpr = awll + @l < 3,55 + 555 < 307

para cada p € F y con esto notamos que (s'v, F’) < (s, F) es una extensioén dentro de E,.,. Por
| Al < py por MA (o—cenrado)(P) €Xiste un genérico G que intersecta a todos estos densos y €ste nos
permite definir f = (J{s : (AF € Q)((s, F) € G)} una funcién de los naturales a Q. Ahora tomamos
R como la proyeccion en span{f(k) : k € w} (notemos que el rango de f es una base ortonormal
del rango de R y por esto los E, nos dicen que el rango de R es infinito) y es claro que para cada
pEA

lim [|pR,|| = 0

Pues existe un (s, F) € G tal que p € F y para cada n > dom(s) tenemos que [|pR,|| <2"".

CoRroOLARTO 3.7. 1. p<p~
2. No existen k-limites en P(C(H)) para k < p.
3. p<a.
4. p<t*

DEMOSTRACION. 1) Sea P = {p, : 1 < «} € P(C(H)) una familia con la propiedad de sfip tal que
k < p. Primero la levantamos a ' = {P, : 1 < «} € P(B(H)) por el Teorema 2.1. Entonces la
familia 1-P" = {1-P : P € '} cumple la propiedad que cada subconjunto finito es <g-acotado por
arriba, por lo tanto existe un R € P(B(H)) de dimensiodn infinita tal que para todo P € £’ tenemos
que R(1 — P) es compacto, es decir, R <¢ P con lo que tenemos que % tiene una pseudointerseccion

infinita.

Los demads incisos se siguen de la Proposicion 3.1 y el inciso 1. -

Cororario 3.8 (Wofsey, [12]). Asumiendo MA. t* = a* = p* = 2“ y no existen k-limites para
K < 2%

DemosTrACION. MA implica que p = 2¢. 3

Otro cardinal que tiene una cuantizacion conocida es:
b = min{|B| : B es un subconjunto no acotado de “w }

Para hablar de b* es necesaria la siguiente definicion
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DEerinNiciON 3.9. Una pareja de buenos subordenes (A, B) de un orden parcial es una (k, A)-
pregap si tenemos que A < B (para cada A € Ay cada B € B se tiene que A < B), cf(A) = «
y cf(B) = A (donde cf(X) es la cofinalidad de X). Si ademds tenemos que no existe un C € P tal
que A < CyC < B, entonces decimos que la pareja (A, B) es una (k, 1)-gap.

Notemos que en el caso de los posets que estamos manejando existe una relaciéon “L” y una

funcion ““” tal que tiene lugar lo siguiente

([A]L[B]) & ([A] < [B])

En P(w)/Finlarelacion “L”es (|JANB| < w) y la funcidn ““” es tomar el complemento, mientras que
en P(B(H)) son “Lg” y tomar la proyeccion “(1-B) 7, respectivamente (Teorema 2.7). Revisando
la definicion anterior podemos notar que (A, B) es una pregap si y solo si AL(B) (paratodo A € A
y cada B € B se tiene [A]L[B‘]), y es una gap si ademads se tiene que no existe C € P tal que ALC
y (B)¢ < C. Por ésta razén en lo sucesivo cuando hablemos de gaps nos referiremos a un par de
subconjuntos que cumplan ésta propiedad.

Ahora notando que se conoce la siguiente caracterizacién de b :
b = min{k : existe una (w, x)-gap en P(w)/Fin}.
Definimos b* como el minimo cardinal « tal que existe una (w, «)-gap en P(C(H)).

DEerINICION 3.10. Sean P y Q dos posets dirigidos. Entonces una funcion F : P — Q se llama
Tukey si la preimagen de cada subconjunto acotado de Q es un subconjunto acotado de . Una

funcion G : Q — P se llama convergente si lleva subconjuntos cofinales de Q a subconjuntos
cofinales de P.

La existencia de una funcién Tukey de # a Q es equivalente a la existencia de una funcién
convergente de Q a P. Si esto sucede decimos que P es Tukey reducible a Q y escribimos P <r Q.

Si tenemos también que Q <7 P, diremos que £ y Q son Tukey equivalentes.

TeorReMA 3.11. Sea (X;) una particion de w en conjuntos infinitos y {e; : i € w} una base

ortonormal de H. Entonces definiendo

P ={X € Pw): (Vi€ w(X;NX|) < w}

Q={0 € P(B(H)) : (Vi € w)(Px,Q es compacto)}

tenemos que (P, ") y (Q, <g) son Tukey equivalentes.
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DemosTrACION. Por el Corolario 2.14 tenemos que para cada Q € Q existe un ¥ € P tal que
0 <x Py.

Ahora definamos F : P — Q como F(X) = Py (larestriccion del encaje diagonal a ). Primero
demostraremos que ésta funcion es Tukey. Si tenemos un Q' C Q acotado por Q € @, entonces por
la afirmacién anterior existe un Y € P tal que Q < Py, esto nos dice que F~!(@’) esta acotado por
Y. Para ver que ésta funcion es convergente, tomemos un subconjunto #’ cofinal en # y un Q € Q,
por la afirmacion anterior existe ¥ € P tal que Q <x Py, por ser cofinal, existe un X € £’ tal que
Y c* X, lo que implica que Q <y Py <x Py, es decir, que F(#’) es cofinal en Q, por lo tanto £y
Q son Tukey equivalentes. 3

CoroLARIO 3.12 (Zamora-Aviles, [13]). b = b*

DEMOSTRACION. Sea (A, B) una (w, k)-gap en (P(C(H)), <). Sin pérdida de generalidad podemos
asumir que A = {a; : i € w}yque B = {b, : 1 < k}. Por el Teorema 2.15 tenemos que existe
{e; : i € w} base ortonormal de H y una familia de subconjuntos A’ = {X; C w : i € w} tal que para

todo i € w, n(Pyx,) = a;.
Tomando B’ = {B, : A < k} C P(B(H)) tal que n(B,) = b, tenemos que
B cQ={0 e P(B(H)) : (Vi € w)(QPyx, es compacto)}.

Si ademads definimos P = {X € P(w) : (Vi € w)(|X; N X|) < w} sabemos por el Teorema 3.11 que
éstos dos conjuntos son Tukey equivalentes. En particular, existe una funcién Tukey de G : Q — P.
Como (A, B) es una gap, sabemos que B’ es no acotado en Q. Entonces G($B’) es no acotado en P
lo que implica que (¢(A’), p(G(B’))) es una gap en P(w)/Fin, donde ¢ : P(w) — P(w)/Fines la
funcion paso al cociente. Por lo tanto b < b*. De manera andloga tenemos que b* < b. 3

De hecho, se puede demostrar que el encaje diagonal lleva gaps de P(w)/Fin en gaps de
P(C(H)). Para ver ésto citamos sin demostracion un resultado de Todorcevic [9].

DErFINICION 3.13. Decimos que una familia ‘A de subconjuntos de w es o-dirigida si para cada

{Xi:iew}cAexisteun Y € A tal que para cada i € w se tiene X; C* Y.

DEerNICION 3.14. Sean A, B C P(w). Decimos que A estd numerablemente generada en B si
existe una sucesion (B,) de elementos de B tal que cada elemento de A esté contenido en alguno
de los B,’s.

DErFINICION 3.15. Para ‘A una familia de subconjuntos de w definimos A+ = {B C w : (YA €
ANIBNA| < w)}
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TeorEMA 3.16 (Todorcevic, [9]). Sean Ay B dos familias ortogonales de subconjuntos de w
tal que A es analitico. EntoncesA estd numerablemente generado en B* siy solo si cada subcon-
junto numerable de B puede ser separado de A. En particular, si ambos son o-dirigidos, entonces

pueden ser separados.

TreorREMA 3.17 (Zamora-Avilés, [13]). Si (A, B) es una gap en P(w)/ Fin, entonces (n(P#), n(Pg))
es una gap en P(C(H)).

DEMOSTRACION. Sea (A, B) una gap en P(w)/Fin. Tomamos A’ y B’ conjuntos de representantes
en P(w) de A y B respectivamente. Ya que el encaje diagonal preserva el orden, tenemos que
(Pa, Pg) es una pregap en P(B(H)). Supongamos que tenemos un P € P(B(H)) que los separe,
paracada A € A’ se tiene P4 P es compacto y para cada B € B’ tenemos Pg(1—P) es compacto, €sto
nos dice que tomando 7 p y Z;_p) definidos como en el lema 3.3 se tiene A" C Ipy B’ C I(_p).
Veamos que estos conjuntos son ortogonales. Sea A € Ipy B € 1_p), tenemos entonces:

Panp = PsPg = PA(P + (1 = P))Pg = (PAP)(Pp) + Pa[(1 — P)Pg]

De aqui se deduce que P4np €s compacto, lo cual es cierto si y solo si A N B es finito. Por el
Teorema 3.16 tenemos que é€stos ideales pueden ser separados, lo cual es contradictorio a que

(A, B) es una gap. i

Si definimos el espectro de gaps de un poset $? como el conjunto {(k, A) : existe una (k, 4)-gap en P}.
Entonces el teorema anterior nos dice que el espectro de gaps de P(w)/Fin esta contenido en el es-
pectro de gaps de P(C(H)). Por un resultado de Zamora-Avilés [13] es consistente con ZFC que el
espectro de gaps de P(C(H)) sea estrictamente mas grande que el espectro de gaps de P(w)/Fin,
mas especificamente, esto es cierto asumiendo el axioma de Todorcevic (Open Coloring Axiom),
MAYy ¢ = w,.

2. Forcing en P(C(H))

En ésta seccion demostraremos entre otras cosas que es consistente con ZFC que existan k-
limites para todo w; < k < 2¢ en P(C(H)). Para hacer ésto, seguimos la misma estrategia que
la usada por Wofsey en [12] donde se toma el argumento de forcing originalmente definido por
Hechler en [6] y se demuestra que el «-limite obtenido a partir del filtro genérico se mantiene limite

a través del encaje diagonal.
Definimos el siguiente poset para S algtin conjunto de ordinales:

Ts ={f:FXn—-2:(FCS)AN(F|<w)A (new)).
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Dondepara f : Fxn -2y f 1 F'xn — 2
[ sfeo(fcHNIByeR)B<y—> Vkewn<k<n — f(Bk<f(y.k)

Para S’ C § es claro que T se encaja completamente en Ts a través de la inclusion, pues para
cada f : FXn — 2 € Tg tenemos que [’ : (FNS’)xn — 2 es unareduccion de f dentro de 7.
Para cualquier familia no numerable {f, : F, X n,}, existe alguna n, que se mantiene constante una
cantidad no numerable de veces, y asi por el lema del A-sistema 75 es ccc. Ademds, si tenemos que

N

k“ = k es facil demostrar que 7, I+ “2% = k”.

DErINICION 3.18. Sea {a; : i € w} un conjunto ortonormal. Para un v = ), v;a; definimos el

soporte de v con respecto a ésta base como sup(v) ={i € w : v; # 0}.

Esta definicion depende del conjunto ortonormal. Sin embargo, por simplicidad cuando sea cla-
ro en el contexto que conjunto esta siendo considerado para obtener el soporte obviaremos nombrar

el conjunto especificamente.

Es util notar que si tenemos una base ortonormal, el encaje diagonal y el soporte con respecto

a ésta base, entonces para cada X C wy cada v € H tenemos que sup(Px(v)) = sup(v) N X.
Antes de seguir con ésta demostracion necesitamos el siguiente lema:

Lema 3.19. Si tenemos P,Q € P(B(H)), una base {a; : i € w} del rango de Q. Entonces
lim, . ||PQ,|| > € siy solo si para cada n € w existe un w € ran(Q,) de norma menor o igual que

uno 'y de soporte finito tal que |P(w)|| > €.

DEMOSTRACION. (=) Para cada n € w existe un v € Ran((Q,) de norma uno tal que [|[P(v)|| > e,
tomando en cuenta que v = )°, v;a; tenemos que

n P (Zm: vid;)

lim = [|[POW)|| > €

Ahora podemos tomar un m adecuado y tener un w € ran(Q,) de norma menor o igual que uno y

de soporte finito tal que ||[P(w)|| > €. La otra direccion es trivial. -

Lema 3.20. Sean Q € P(B(H)), {a; : i € w} un conjunto ortonormal en H y X € P(w). Si
tenemos P : P(w) — P(B(H)) el encaje diagonal con respecto a {a; : i € w}. Entonces QPx no
es compacto si'y solo si existe € > 0 tal que (Yn € w)(AS € [w \ n]*)(TAv € H)(sup(v) = S C
X)([PMII > €)

DEemosTRACION. Se sigue del Teorema 2.7 y el Lema 3.19. i
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TeOREMA 3.21. Sea k un cardinal regular no numerable. Entonces T, v * para cada A < «

regular no numerable existe A-limite en P(C(H))” .

DEemosTRACION. Sea G un filtro 7,-genérico, entonces G : k X w — 2. Para cada @ € « definimos
G.(k) = G(a, k) y A, = G;l(l), demostraremos que ((P4,)q<1, Pa,) €s un A-limite en M[G] para
todo A ordinal tal que (1 < k A A regular no numerable).

Para cada (x € w)M!%, es decir, un niimero real, podemos tomar un 7, buen nombre {i X A; : i €
w} donde cada A; es una anticadena en 7. Ya que T es ccc, cada uno de éstos (A; es numerable. Si
tomamos S = {a : (i € w)(A(p : F,xn, = 2) € A;)(a € F))}, podemos notar que éste T, nombre

es de hecho es un Ts nombre y que S es numerable.

)M(G)

Supongamos que (P < P, . Entonces, ya que la desigualdad es estricta, existe f : Fy X

ny — 2 con f € G tal que
f Ik “(1 = P)P4, no es compacto”.
Por el Lema 3.20 tenemos que para cadan € w

f A8, € [w\nI™)@v e Ha)(S, = sup(v) € A)(|(1 = PYW)|| > )

Tomamos un buen nombre para cada S,. Ya que son una cantidad numerable de nombres para
subconjuntos de w, existe un L C x numerable tal que todos éstos nombres son 7, nombres, también
podemos pedir Fy C L'y A € L. Como L es numerable y A es regular no numerable sabemos que

L N Aestd acotado en A. Tomamos y € A una cota de éste conjunto.

Ahora definimos Dy = {g : FXn — 2 : (35 € (w\ N))[g + “(Av € Ho)(sup(v) = S c
Al)(”(l - P)(v)” > €)' ANye F)AN(S cn)Ak € S)q(y,k) = 1)]}. Demostraremos que cada uno

de éstos conjuntos es denso debajo de f.

Antes de seguir notemos que para cualquier S subconjunto finito de los naturales, para cualquier

r: Fxn— 2enT,y para cualquier n ordinal, se tiene que:

(3.1) [ri-<S c Al me FAS cnA(VkeS)(rn, k) =1)].

Seag: Fxn —> 2talque g < fyN € w, sin pérdida de generalidad y € F. Tomando
m > max{n, N} tenemos que g fuerza que S, es un subconjunto finito arriba de m contenido en A,.
Sea G’ un T,-genérico que cumpla g € G’, ya que el encaje i : T, — T, es completo y S,, es un
T;-nombre podemos tomarun S € (w\m)<’yunr€i ' (G)={p: Fxn—>2:FCLApeG)}
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abajo de f tal que 7 I “S = §”". Tomando
qg=rVUguUl((a,k),i): (e (F\F,))Nken,\n)Ar(min(F,\ a),k) = i}
U{(a, k), 1) s (@ e (F\F)) Ak en, \n) A (F,\ a=0)}
Entonces g € Dy, para ver ésto basta observar la férmula (3.1) y notar que ¢ < r < f, g < g,
yeF\F,yquemin(F,\vy)=A
Para cada N natural, el hecho que G N Dy # 0 nos dice:
[(3S € (@ \ N)*)Av € Ha)(sup(v) =S € A)(I(1 = PYW)]| > 1"

Por el Lema 3.20 y el Teorema 2.7 se sigue (P, £% P)'!. Por lo tanto, en M[G] se tiene que no

existe P que interpole. —

CoroLARIO 3.22. Es consistente ZFC +1t =1" = wy + w, = 2¢.

DEMOSTRACION. Empezamos con un modelo de CH. Forzamos con T, tomamos ((L,)<w,, 1) un
w-limite de P(C(H)) en M[G], tomando el complemento de éste limite {(1 —L, : 1 < w)} es claro
que éste conjunto es una torre. -

CoroLarIO 3.23. Existen cadenas <g-maximales dentro de P(B(H)) no isomorfas es consis-
tente con ZFC.

DEMOSTRACION. Tomamos un G que sea 7,,-genérico, por el teorema anterior tenemos que en M|[G]
existe un w;-limite ((Py)a<w,> 1) y un wy-limite ((Qa)a<w,, 1). Extendemos estos limites a cadenas
maximales. Ahora, si existiera un isomorfismo ¢ entre éstas cadenas podriamos definir una funcion

fQ) = min{B : ¢(P,) < Qp} cofinal de w; a w», lo cual es contradictorio. .

Para obtener un resultado similar para a* tomamos una familia X de conjuntos disjuntos y

definimos el poset:
UX:{p:FXn:FCUX/\IF|<a)/\n€w}
con el siguiente orden: para f : FxXn —=2y f' : F' xn' — 2:
(f<hHe(fcfHANXeX)Vx,ye XNF)Vkew)n<k<n — f'(x,k)- f'(y,k)=0)

Por la misma razén que el poset anterior éste poset es ccc. Para Y c |J X, definimos U f\/, ={f:
Fxn—2:feXAF cY}. Esclaro que lainclusién i : Uy — Uy es un encaje completo. Sea
X € X, para un filtro Ux-genérico G y un x € X definimos G, (k) = G(x, k) y A, = G;'(1). Antes de

iniciar necesitamos un lema:
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LeEma 3.24. Sea {a; : i € w} una base ortonormal de H un espacio de Hilbert y {X; : i € n} una
familia finita de subconjuntos de w. Entonces PP,_ x, es compacto si'y solo si para cada i € m

tenemos que PPy, es compacto.

DEMOSTRACION. (<) Definimos para cada j € nel conjunto ¥; = X;\U,.; X;. Es claro que PP _ x, =
PPy, = Xien PPy, que es suma de compactos. La otra direccion es trivial. 3

TeorReMA 3.25. Si X es una familia de conjuntos disjuntos no numerables. Entonces Uy IF
“(VX € X)({Py, : x € X} es una maof en P(B(H)))".

DEmMosTRACION. Sea G un filtro U x-genérico, supongamos que para algin X € X se tiene que (AP €
P(B(H)))(¥x € X)(P4 P es compacto A P no es compacto))(6!. Tomamos P un nombre para ese
P yun f € G tal que fuerza ésto, por el Lema 3.20 (con X = w) tenemos, en particular, que para

todon € w

F @3S, € [w\ n™) v € Ha)(sup(v) = S ,)(

1P| > &)

Tomamos S, buenos nombres para cada uno de éstos S,. Como son una cantidad numerable de
U x-buenos nombres para subconjuntos de w y Uy es ccc, existe Y C | X numerable tal que todos
éstos son U {’\C nombres, podemos ademds pedir que Fy C Y. Dado que X es no numerable podemos
tomar un xy € X\ Y. Ahora para cada N € w definimos Dy ={g: Fxn — 2 : (35 € (wW\N)*“)[q I
“Av € Ho)(sup(v) = S’)(”P(v) | > €/2)" AN(xo € F) A (S € n) A(Yk € S)(g(xo,k) = 1)]}.
Demostraremos que cada uno de éstos conjuntos es denso debajo de f.

SeaNewyg: Fxn— 2tal que g < f, sin pérdida de generalidad x, € F. Sabemos que g
fuerza que P es casi ortogonal con P, para cada x € (F N X) \ {xo}, por el Lema 3.24, g fuerza que
P es casi ortogonal a P (eFrnisgh Ax » POT ésto y por el Lema 3.20 (de hecho, por la contrapuesta de

€éste lema) podemos tomarun g’ < g, ¢’ : Fy X ny — 2y una N’ tal que

(32 g F e Hoplsup) € [0\ N'T) = [PPU g 0. 0| < €721

Abhora, si elejimos un m > max{n,, N, N’} tenemos que g’ fuerza que S, €s un subconjunto
finito de w arriba de m. Tomando un G’ filtro Ux-genérico tal que g’ € G’, como i : U§ — Uy
es un encaje completo y S, es un U {’Q nombre, podemos tomar un r € i~'(G’) abajo de f con
FNYNXCF,yunS’ €[w\m]*tal quer - “s :S;;.

Entonces con § = {m € S" : r i+ “m & U ernyny) Ay}, notemos que paratodo x € Y N F N X

y todo k € S tenemos que r(x,k) = 0 (de otra forma r no podria forzar k ¢ A,). Ahora podemos
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definir
qg=8 UrU{((xp,k),1):keS}U{((x0,k),0): k¢S A(ny <k<n,)}
U{((3,6),0) k€ (n, \ ng) ANy € (Fg \ F))}.

Notemosque g <ry g < g < g < f.Con ésto y la formula 3.2 tenemos que g fuerza que existe

un v con soporte S’ con la siguiente propiedad:

€< ||P(V)|| < HP(PU(xe(me)\(xo))Ax(v))H + HP(] - PU(xe(FﬁX)\(xo)Ax(v))H <€/2+ Hp(l - PUxe(me)\(xo)-Ax(v))”

También tenemos que fuerza lo siguiente sup((1 = Py, oy 0y 40 (V) = S\ Uernxnion Ax = S c

A, . Entonces g es una extension de g dentro de Dy. El hecho que G N Dy # 0 nos dice que
(3S € [w\ NI*)@v € Heo)(sup(v) = S C A )(IPM)I| > /2))".

Pero, por el Lema 3.20 ésto implica (PP, no es compacto)*l. Una contradiccién. -

COROLARIO 3.26. a = a" = w; + 2% = w, es consistente con ZFC.

DEemosTrACION. Empezamos con un modelo de CH. Tomamos un X de cardinalidad w; y un X’ de

cardinalidad w, con interseccion vacia. Definiendo X = {X, X"} forzamos con Uy.
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