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Capitulo 1

Introducciéon

En la presente tesis, estudiaremos la acreciéon estacionaria de materia por un agujero negro
en simetria esférica, basados en el articulo de Michel [I]. El agujero negro recordemos, es
el estado final del colapso gravitacional completo de una estrella muy masiva (mayor a tres
masas solares). La acrecion, es el proceso por el cual la materia cae hacia un objeto, en este
caso a un agujero negro, por efectos del campo gravitacional. En una situacion astrofisica
realista, el agujero negro esta rotando. Esta rotacién hace que el agujero negro arrastre
materia de sus alrededores (por ejemplo de una estrella) formando un disco llamado disco
de acrecion. Uno de los casos por el cual estos discos son de interes [2], es debido a que el
gas cuando se acerca al agujero negro, las grandes velocidades que adquieren los discos de
acrecion cerca del horizonte hacen que la materia, por efectos de viscosidad, se caliente y
emita rayos X. Esto permite observar el espectro y compararlo luego con modelos teodricos,
y esperar de esta manera que se pueda observar y diferenciar los agujeros negros de estrellas
de neutrones de manera indirecta.

Como indicamos arriba, en este trabajo, consideramos tunicamente la acrecién en simetria
esférica. Esta simetria es un caso muy particular ya que con la solucién a las ecuaciones de
Einstein en el vacio obtenemos la métrica de Schwarzschild g. En este problema suponemos
un fondo fijo donde la métrica es g y esto nos permite dejar de lado las ecuaciones de
Einstein y resolver solo las ecuaciones para el fluido. Esto se debe a que el fluido no deforma
el espacio-tiempo debido a que se desprecian los efectos del fluido sobre la métrica ya que
suponemos que la masa del gas es mucho menor que la masa del agujero negro. Estamos
despreciando ademas en la descripcion del fluido acretado, efectos de viscosidad y produccion
de entropia. Con las suposiciones antes mencionadas, el problema a solucionar es: dado un
bano de particulas en el infinito, jexiste un unico flujo radial, estacionario sobre el fondo
de Schwarzschild que sea regular en el horizonte? Notamos que este modelo también se ha
usado para entender la acrecion de materia oscura, ver por ejemplo [3].

Bajo estas suposiciones, las ecuaciones del fluido se reducen al estudio de las curvas de nivel
de una funciéon F),(z, z), donde x y z se refieren al radio de area y a la densidad de particulas
normalizadas. Entonces, se busca una curva de nivel que se puede representar globalmente
de la forma z = z(z), es decir, a cada radio de 4area le corresponde un tnico valor de la
densidad. Esta solucion global es fisica en el sentido que describe un flujo estacionario de
acrecion de la materia en el agujero negro. En esta tesis vamos a estudiar dichas soluciones
fisicas para diferentes ecuaciones de estado: la ecuacion de estado politropica, la ecuaciéon de
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estado para un gas de Fermi y la ecuaciéon para un gas de polvo, es decir, donde la presion
es cero.

Para estudiar las curvas de nivel, vamos a usar el teorema de las funciones implicitas y
técnicas de los sistemas dindmicos, ver por ejemplo [4} [5] para referencias sobre estos temas.
Para esto, definimos un campo vectorial cuyas curvas integrales generan las curvas de nivel.
Como vamos a demostrar, este campo vectorial posee un punto critico hiperbolico [5], con
ramas estables e inestables correspondientes. Usando métodos globales para extender estas
ramas probaremos que existe una tunica solucién fisica al problema, dado una densidad de
particulas en el infinito.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera: En el capitulo [2] vamos a dar la descrip-
cion general de los fluidos perfectos relativistas y el comportamientos de estos en el limite
Newtoniano. Derivamos la ecuacion de estado para el gas de Fermi, y basado en ella también
motivamos la ecuacion de estado politropica. En el capitulo [3] vamos a ver las ecuaciones
que describen la acreciéon estacionaria de materia en simetria esférica y las cantidades con-
servadas debidas a las simetrias del problema. En el capitulo[d] describimos el espacio de fase
para las curvas de nivel de la funcion F),(x, z). Encontramos sus puntos criticos y analizamos
de que tipo son (punto silla o extremo local), y qué representan para el sistema dinémico.
Luego, se analizara el comportamiento global del sistema dindmico y se identificaran las
soluciones fisicas que describen el flujo de acrecion radial. Por dltimo, en los capitulos
y [6] vamos a ver la acrecion estacionaria para el gas de Fermi y el polvo, respectivamente.
Finalmente, en el apéndice describimos la linealizacién de un sistema dinamico alrededor de
los puntos criticos y analizamos el flujo del problema linealizado para distintos casos.



Capitulo 2

Fluidos perfectos relativistas

En este capitulo analizaremos la descripcion general de los fluidos perfectos relativistas (ver
por ejemplo [6]) en un espacio-tiempo dado. En la seccion veremos qué suposiciones
fisicas se tienen que hacer para la descripcion de dichos fluidos, y veremos que pasa con las
ecuaciones de movimiento del fluido relativista cuando vamos al limite Newtoniano. En la
seccién estudiaremos el comportamiento del fluido para el gas de Fermi. En este caso,
encontraremos la ecuacién de estado que describe este gas. Por ultimo, en la seccion de
este capitulo, definiremos la ecuacién de estado politropica y miraremos como se relaciona
con la ecuacion de estado del gas de Fermi.

2.1. Descripciéon general de los fluidos perfectos relati-
vistas

Consideramos un espacio-tiempo (M, g) dado. El ejemplo mas simple, es el espacio de Min-
kowski, donde M =R* y g es

g = —c2dt* + dz® + dy? + dz?,
donde ¢ es la velocidad de la luz. Otro ejemplo de un espacio-tiempo (M, g) es el agujero

negro de Schwarzschild que se discutiré en el capitulo

Para el caso que queremos analizar, el fluido perfecto relativista, se desprecian los efectos
de viscocidad y el transporte de calor. Las cantidades que describen este fluido son n (la
densidad de particulas), p (la densidad de energia), p (la presion) medidos por un observador

que se estd moviendo con el fluido y u* (la cuadrivelocidad). Las funciones n, p, p y el campo

vectorial u = utd,, son cantidades sobre (M, g). Por definicion u es tal que g(u,u) = —c*.

Ahora, la dindmica del fluido esta descrita por las ecuaciones de movimiento [6]

V. J" =0, (2.1)

vV, T" =0, (2.2)

9
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donde la ecuacion (2.1) viene de la conservacion del namero de particulas y la ecuacion (2.2))
viene del acoplamiento entre la métrica y los campos materiales. Esto es,

o 87TGN

%
G a

TH. (2.3)

La ecuacion (2.3) son las ecuaciones de Einstein, G*” el tensor de Einstein y Gn es la
constante gravitacional Newtoniana.

Por las identidades de Bianchi,

V.G =0,

entonces, de (2.3]) tenemos

V. T* = 0.

La solucion a las ecuaciones de Einstein en el vacio y simetria esférica es la métrica de
Schwarzschild, ver por ejemplo [7]. En esta seccion, suponemos un fondo fijo cuya métrica
de fondo es g. Podemos suponer que el fluido no deforma significativamente el espacio-
tiempo por si mismo. Entonces, no es necesario resolver las ecuaciones de Einstein, podemos
despreciar la autogravedad del fluido y fijamos la métrica. Para el fluido perfecto, la densidad
de corriente de las particulas J* y el tensor de energia-impulso T#" son

JH = nut, (2.4)

T .= (p + p)u”u” + pgh", (2.5)
respectivamente.

Para encontrar el sistema de ecuaciones que describen el comportamiento del fluido, con-
a . So uu

traemos (2.2)) una vez con u, y otra vez con el proyector h& := 6% + =% que proyecta en

direccién ortogonal a u. Los resultados de la contraccién, son las ecuaciones relativistas de

continuidad y de Euler dadas por

Vup+(p+p)0 =0 (2.6)

y
h,u "Vop+ (P + p)a# =0, (2'7)
respectivamente, donde 0 := V, u* es la expansion y a, := V,u, es la aceleraciéon de un

elemento de fluido.

Tenemos ademaés, otra ecuaciéon de la conservacion del nimero de particulas.

Vun+nf =0 (2.8)
que viene de V,J# = 0. Despejando 6 de (2.6) y reemplazandola en (2.8) obtenemos,

Vup — fVyun =0, (2.9)
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donde f es la entalpia por particula, definida por

f=ec+

ISE RS

con € := £ la energfa por particula.

Tenemos para nuestro sistema 5 ecuaciones independientes (1 ecuacion de (2.6, 3 ecuaciones
de (2.7) ¥ 1 ecuacion de (2.8]) ) y 6 cantidades a encontrar, p, p, n y ut. Entonces nos falta
una ecuaciéon para cerrar el sistema. Una posibilidad para la sexta ecuacién, es dar una
ecuacion de estado en la forma

p=p(p), (2.10)

y considerarla junto con las 4 ecuaciones (2.6]) y (2.7)). De esta manera se obtiene un sistema
cerrado para las 5 cantidades p, p y u*.

Otra posibilidad es dar funciones,

p=p(n), p=pn).

Para esta ultima, vemos que tenemos 7 ecuaciones y 6 cantidades desconocidas. Entonces,
no todas las ecuaciones son independientes. Veamos porque. Tomemos un elemento de fluido
y supongamos que es valida la primera ley de la termodindmica en este elemento. Como es
valida la primera ley, cada elemento de fluido se mantiene en equilibrio durante su evolucion.
Esto es

de = Tds — pdv, (2.11)

donde T es la temperatura, s la entropia y v el volumen del elemento. Este tltimo se relaciona
con la densidad de particulas de la forma v = 1/n.

La ecuacion (2.11)) es equivalente a

d
de — pni; = Tds (2.12)
y a la vez,

dp — fdn = nTds. (2.13)

Para un cambio infinitesimal, el elemento de fluido se mantiene en equilibrio. Las derivadas
totales de (2.13]) se pueden cambiar por derivadas del tiempo de la forma

Vup — fVun =nTV,s. (2.14)
Con esta suposicion del fluido en equilibrio, para que las ecuaciones ([2.14]) y (2.9)) coincidan,
Vus =0.

Esto significa que no hay produccién de entropia a lo largo de las trayectorias del fluido.
Vemos entonces que no se pueden elegir las funciones p(n) y p(n) de manera arbitraria. Se
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requiere que se cumpla la primera ley de la termodinédmica, dp = fdn.

Otra cantidad a definir, es la de la velocidad del sonido V; que serd de mucha utilidad en
los siguientes capitulos. La definicion de Vi es

V.\? _ op
Vs _ 9P 2.1
() 2z (2.15)
y en general,
Va\? _ dlog(f)
c)  dlog(n)’

porque, de la primera ley y de ds = 0,

1 1 d
af =de+d () = —pd <> +d(p> _d
n n n n
de tal manera que

dlog f n dp _ldpdp _dp

dlogn ~ fndn  fdndp dp

2.2. Limite Newtoniano

Para conectar las ecuaciones dinamicas del fluido relativista (2.6])-(2.8) al caso Newtoniano,
vamos a tomar el limite no-relativista de dichas ecuaciones.

En el limite Newtoniano, existe una carta local de (M, g) tal que

1. 9w = N + R, || < 1, (la métrica g, es casi plana y 1, es la métrica de
Minkowski ),

2. 1|0¢hy| < |0ihy|, con i=1,2,3, (casi estacionaria),
3. p < p, (velocidades mucho menores que la velocidad de la luz, |9] < c¢).

De manera més precisa, suponemos h,,,, = O(g?), 2 = O(e), con un parametro pequeio &.

Como vamos a ver, las ecuaciones relativistas de continuidad y de Euler, se reducen a
la ecuacion de continuidad y a las ecuaciones de Euler de la hidrodinamica clasica (sin
viscosidad). Con p ~ c¢%p,,, donde p,, es la densidad de masa y, los indices u y v se refieren
a las componentes espaciales y temporales. En (2.6) tenemos

Vup = ufVyp = utdup,

donde u* = ~(c,¥). En nuestra aproximacion, la condicién g, utu’ = —c?

v =1+ O(e?). Tenemos ademas, el término de la expansion

implica que

Vglut).

0=V,u' =

Li(
Vgl Oz
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Expandiendo este tltimo término tenemos

N S
N 1+%h8x0

1 0

[(1 + 0(82)) C] + @%

[(1+0@H))v'] =V -7+ 0().

Dividiendo a 6 entre v,

0 =
~ =V -7+ 0(e?).
v

Entonces despreciando términos cuadraticos en €2, llegamos a la ecuacién de continuidad

9, =
ap—i—V(pv)—O.

De ([2.7) miremos la componente i

h*¥Vup + (p+p)a’ =0, (2.16)

como p K p entones,
RV ,p + pa’ = 0. (2.17)

Tenemos que
k j Gk
i i | Y % vlv
a = iyt ?(hoz,k — how,) + ?(hzo,j — hjou) + T(h]‘l,k + higj — k)
! 0'd 0 (i I (vt 2

+ 5005 (') + 0l (), (218)
donde ¢ = — ng"", es el potencial gravitacional Newtoniano. El término entre corchetes lo

despreciamos frente a los otros porque, h ~ 2 y v/c ~ ¢ entonces, el corchete es del orden
3 y los otros términos van como £2. Reemplazando esta aproximacion en (2.18) llegamos a

1 o . S
a' 500+ 5 (v0") + 0’ ('),
y lo mismo ocurre para h¥V,p entonces,

h*"V,p ~ 0'p.

Con las aproximaciones vistas antes en (2.7), llegamos a la ecuaciéon de Euler de la hidrodi-
namica clasica
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En resumen, las ecuaciones en el limite Newtoniano son :

5" +V-(n?) =0, (conservacion del nimero de particulas) (2.19)
%p + V- (p?) =0, (conservacion de la masa) (2.20)
- 1o =
%6—1— (V- V)i=—=-Vp—Vo. (ecuaciones de Euler no-relativista) (2.21)
p

2.3. La ecuacion de estado para un gas de Fermi

Como ejemplo de ecuaciéon de estado vamos a tratar el caso del gas de Fermi. Esto es, un gas
de particulas relativistas libres, de espin 1/2 y masa m cada una. Por simplicidad, asumimos
el gas dentro de una caja ctibica de lado L, = L, = L, = L y ademaés, asumimos condiciones
de frontera periodicas. El cubo de lado L es grande a nivel microscopico pero, pequeno a
nivel macroscopico.

Calculemos la energia total de los fermiones que se encuentran en el cubo a temperatura
cero. Para esto, vamos a recurrir al principio de exclusion de Pauli (dos fermiones no pueden
coexistir en un mismo estado cuantico). Cada fermion contribuye con una energia relativista

e(k) = e/ (hk)? + m3c2, (2.22)

y debido a las condiciones de frontera periddicas, esto determina los posibles valores del

nimero de onda k,

2T
ke A= ==75.
k€ 7

La energia total para los fermiones dentro del cubo es,

Eoy = 2¢(0,0,0) + £(27/L, 0,0) + 2(0, 21/L, 0) + 2¢(0,0, 21 /L) + 2¢(27/L, 27 /L, 0) + ...
=2 Y k) (2.23)

keA~,|k|<kj

donde k¢ es el nimero de onda méaximo, llamado nimero de onda de Fermi, que se relaciona
abajo con el nimero de particulas N dentro de la caja.

Reemplazando (2.22) en (2.23),

Eo=2 Y  c/(hk)>+m2c. (2.24)
keA~,|k|<ky

El factor 2 viene del hecho que hay 2 estados cuéanticos (correspondientes a los valores de
espin £1/2 ) para cada k € A*. Los dos primeros fermiones se encuentran en el estado base,
los dos siguentes en el primer estado excitado y asi sucesivamente debido al principio de
exclusion de Pauli.

Con la energia total dentro del cubo podemos definir ahora la densidad de energia fermiénica
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de la siguiente manera:

Eqy

p(n) == I3 (2.25)
donde n = % es la densidad de particulas. En el limite continuo L. — oo obtenemos de esta
manera

Ey 2 [27\° 5
R G N
keA* |k|<ky
c T E—
|k|<kg

Integrando el lado derecho de la ecuaciéon (2.26) llegamos a la siguiente expresion para la
densidad

ch 9
p(n) = m[xﬂ [x% + 1(22F 4 1) — arcsenh(zf)], (2.27)

con x5 = Acky, Ac es definida como la longitud de onda de Compton dada por

N=2 > 1, (2.28)

keA~, |k|<ky
y tomando el limite continuo

N

= =/ e Bk
NTIE T s
|E|<kg

1 1 (a5’
— 3 _
=33 k= 3.2 (%) . (2.29)

Con la densidad de energia podemos encontrar la presion suponiendo equilibrio termodina-
mico local y ausencia de produccion de entropia. Para esto, calculamos primero

d
f:ﬁzmc%/lm; (2.30)

y esto implica £ = f — ¢, entonces
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con p = ne la densidad de energia. Entonces, la presion es,

, xf(2¢% — 3)y /1 + 2% + 3arcsenh(z f)

p(n) = mc*n 83:;1

(2.31)

En resumen, obtenemos para un gas de Fermi,

» p(n) = %mc%l%[xf, /14 2%(1 + 22%) — arcsenh(z )],
= p(n) = émcznx%[xf@x? —3)y/1+ a7 + arcsenh(z)],

con zy = A.(3m2n)

f(n) =me, /1 + 2%,

1/3.

Ahora vamos a analizar limites particulares:

(i) y < 1 (Limite no-relativista. Significa que todas las particulas satisfacen |7] <

¢): sabemos que z; es proporcional a n'/3-L pues, A\, = 2. Si n es muy pequeiio

(densidad de particulas pequena) entonces todo el término es pequeno.

Con lo anterior, la expansion de Taylor para las expresiones 4/l + x?c y arcsenh(x )
que estan dentro de las ecuaciones (2.27)) y (2.31) para la densidad de particulas y la

presion son:
2 L 5 4
V1t+zi=1+ 227 + O(x%),

1
arcsenh(zy) = xy — éx?p + O(ac?c)7

y reemplazandolas en la ecuacion (2.27)) tenemos
3
p(n) = mc*n [1 + 170)\‘23(37r2n)2/3 + O(x;%) (2.32)

(37T2)2/3 hjns/?a

: [1+O(x7)], (2.33)

p(n) =

la densidad de energia y la presion en el limite no-relativista. Aqui mc?

energia en reposo por particula. Notamos que p = mc?n + %p =¢eon + %p.

= gg es la

x5 >> 1 (Limite ultra-relativista. Namero de particulas grande y la mayoria de los
fermiones tiene velocidades cercanas a c¢): Las aproximaciones para este caso son

zp(l+ szc), /:z:? +1l= 2le£,

arcsenh(zy) ~ log xy,
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que al reemplazarlas en (2.27) y (2.31) obtemos

h 3
p(n) = 87:7)\421“} = 1(3772)1/3071714/3, (2.34)
Y 1
p(n) = Z(37r2)1/3dm4/3, (2.35)

la densidad de energia y la presion en el limite ultra-relativista. Notamos que p = 3p.

2.4. La ecuacién de estado politrépica

En la seccién anterior, encontramos para el gas de Fermi,

4/3

= p~n*/* en el limite ultra-relativista,

5/3

= p~n’* en el limite no-relativista.

Proponemos entonces una ecuacion de la forma

p(n) = Kn”, (2.36)

que es la ecuacion de estado politropica donde K > 0 y v > 1 son constantes. Con esto,
(37‘!‘2)2/3 hz

vemos que para el caso no-relativista, v = % vy K = =— ' Y para el caso ultra-relativista,

v = % y K= 7(?”‘-24)1/3 ch

Encontremos la forma de la densidad de energia a partir de la ecuaciéon (2.36)). Usando la
primera ley con ds = 0,

de = Kn""2dn, (2.37)

integrando y multiplicando por n llegamos a

K
p=ne= (n'y_l—i—so)n
v—1

p
= —— +¢gon, 2.38
v—1 on ( )
donde g es la energia de reposo por particula.

En resumen para la ecuaciéon de estado politropica encontramos que

] 8(’[1) = %n””l + &g,

. p(n) = L5 +<on,

-1
= f(n) = o+ M,
VZ(n) _  y(y=1)En""!

" 2 T ego(y—1)+Kynv—1-







Capitulo 3

Acrecidon de materia en simetria
esférica

En el presente capitulo vamos a derivar las ecuaciones de movimiento para un fluido perfecto
con simetria esférica que representa el material acretado por un agujero negro. El fluido
perfecto es estacionario. Se desprecia la correccién que el fluido perfecto induce sobre la
métrica, porque suponemos que su masa es mucho menor que la masa del agujero negro.
Otra suposicion es, el agujero negro es no-rotante y esto implica que la métrica que describe
el campo gravitacional es la métrica de Schwarzschild.

3.1. Espacio-tiempos esfericamente simétricos

Considérese un espacio-tiempo (M, g), donde M es una variedad diferenciable de dimension
cuatro y g es una métrica Lorenziana sobre M. En este trabajo se requiere que (M, g)
sea esféricamente simétrica, esto significa que la variedad es de la forma M = M x 52 de
tal manera que (M,§) es un variedad pseudo-Riemmaniana de dimension dos y S2 es la
2-esfera unitaria con métrica § = d¥? + sen? ¥dp? en coordenadas polares (¥, ). Ademas,
7 > 0 es una funcion real sobre M definida de la siguiente manera: Sea p € M, y sea
S, := {p} x S? la esfera que pasa por p. Entonces por definicion, 7(p) es tal que el area de

Sy es A(p) = 4nr?(p), es decir, r(p) = Alp) r(p) es llamado radio de area.

4r

Para el problema que vamos a estudiar, la métrica g es la de Schwarzschild, donde

2m
17T

2 2
G=— (1 - T) (cdt?+ T s om. (3.1)

Entonces, g posee el vector de Killing estatico, k = %. Esta métrica es la solucién més
general en simetria esférica a las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio, ver por
ejemplo [7]. La constante m, es proporcional a la masa M del objeto central y es de la forma
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siendo G la constante gravitacional y ¢ la velocidad de la luz.
En lo que sigue, usamos unidades tales que ¢ = 1.

Veamos que pasa en (3.1)) cuando analizamos los puntos r — oo, r =2m y r = 0:

» 7 — 00, § — —dt? +dr? y g — n (la métrica de Schwarzschild converge a la métrica
de Minkowski ). Entonces, el espacio-tiempo es asintéticamente plano.

» 7 = 2m (singularidad en la componente g,..).

s 7 =0 (singularidad en la componente g ).

i, Qué tipo de singularidades son estas?, ;jsingularidades de la geometria o singularidades de
las coordenadas?

Para » = 0, la singularidad puede ser encontrada calculando el escalar de curvatura I =
R”“O‘ﬁRwag donde tenemos que para Schwarzschild, el escalar es

_ 48m?

I==3

Para
r— 0,1 — oo,

entonces, 7 = 0 es una singularidad de la geometria. La métrica no puede ser regular en
r = 0. Para r = 2m, se tiene una singularidad de las coordenadas, no de la geometria.
Para ver esto, introducimos las coordenadas (T,r,19,¢) de Eddington-Finkelstein donde
T =t+r+2mlog|5— — 1|. En estas coordenadas, la métrica se ve como

2
g=— (1 — m) dT? + 2dTdr + r2§. (3.2)
T

Vemos entonces que en r = 2m la singularidad desaparece. Fisicamente el espacio-tiempo
(M,g) con g = §+12§y g como (3.1)) describe un agujero negro, en donde r = 2m es el
radio del horizonte de eventos, también llamado radio de Schwarzschild.

En forma més general, podemos considerar la dos-métrica

dr?
N(r)’

G =—S(r)>N(r)dt* +
donde S, N : [0,00) — R son funciones suaves con S > 0y

u N(T‘H) :0,
= N(r) — 1 cuando r — oo,

« N(r)>0, r>rg.
(Cudl es el significado geométrico de N y S?

N =g" = g(dr,dr),
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0 0
2 = —q = —q —_ =

entonces N es la norma cuadrada de la diferencial dr del radio de drea y —S?N es la norma
2m

cuadrada del vector de Killing k = %. Para el caso de Schwarzschild: S =1y N =1 - =%,
pero para espacio-tiempos esfericamente simétricos en la presencia de materia las funciones

S y N podrian tomar formas méas generales.

3.2. Fluidos perfectos esfericamente simétricos

En esta seccién consideraremos (M, g) definido anteriormente y las ecuaciones y (2:2).
Por la simetria esférica de nuestro problema, la cuadrivelocidad solamente tiene componentes
radial y temporal

(ut) = (u*,u",0,0),

es decir, u es tangente a M. Ademas, ut, u”, n, p, p, por describir un flujo estacionario
solamente dependen de r.

La pregunta es jcémo definir una velocidad radial del flujo? Queremos una definicién cova-
riante, independiente de coordenadas locales. Una posibilidad es definirla como u" = dr(u).
La definicion es covariante porque r lo es, y también dr y u, de tal manera que dr(u) es una
funcion bien definida sobre (M, g). Pero, jqué significa fisicamente? En el caso de Minkowski
la dos-métrica tiene la forma

§ = —dt* + dr?,

y (u®) = (1, 3), donde [ es la velocidad radial con respecto a observadores inerciales que

o) _ 1 _
se mueven a lo largo de 5; y v = T De esto, vemos que u” = v3 # 3, entonces u” no
es buena definicion de velocidad, porque incluso puede ser mayor que la velocidad de la luz.

El caso anterior (de Minkowski) motiva a expandir a u en una base ortonormal preferida,
una base adaptada al vector de Killing k& = % fuera del horizonte (en el horizonte, el vector
de Killing es nulo g(k, k) = 0).

Sea k = Wk y otro campo vectorial [ sobre M tal que

g(ifvi) =0,
g(za Z) =1,
gk, k) = —1
y . .
[[r] =dr(l) > 0.

Entonces {k,,l,} es una base ortonormal del espacio tangente T, M para cada 7(p) > rp.
Para r > rg, expandimos
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donde v = 11_52 y 18] < L.

En Minkowski, S(r) = N(r) = 1; por lo tanto k= 2 y = 2 y

0 e 0
U= — — ],
T\ o or
entonces [ es la velocidad radial. En general, fisicamente, 8 es la velocidad radial medida
por un observador estacionario que se mueve sobre una curva integral de k.

;Cual es la relacion entre las dos definiciones anteriores? Para r > ry en coordenadas de
A4 be_ 1 0 7_ 2 i
Schwarzschild, k = SOV O y I = /N(r)5., entonces

1 0 0
u= (S(r) W{?t+ﬁ\/m(%“> 5

de donde se tiene que u" = v34/N(r), otra confirmacion que la u” es invariante geométrico.

(Qué pasa en r — rg? Puesto que N — 0y si " # 0 entonces 73 — oo y esto implica que
8 — —1 pero, dado que [ es acotada (|3] < 1) entonces, 5 no esta bien definida y esto se
debe a que el vector de Killing en el horizonte, es un vector nulo, g(k, k) = 0.

En conclusion, con la primera idea para definir una velocidad radial, tenemos que u” = dr(u)
estd bien definida geométricamente incluso en el horizontes pero, cuando vamos al limite
de Minkowski, vemos que u” no es una buena definicién de la velocidad. Con la segunda
idea, cuando expandimos u en la base ortonormal adaptada al vector de Killing, se tiene
una definicion que mide la velocidad radial con respecto a los observadores de Killing, pero
la definicion se rompe en el horizonte, debido a que el vector de Killing k es nulo sobre el
horizonte r = rp.

3.3. Conservacion de namero de particulas

En esta seccién analizamos la ecuacién de conservacion de la densidad de corriente
V. J" =0, (3.4)

para un fluido esféricamente simétrico estacionario sobre un espacio-tiempo esféricamente
simétrico. Expandiendo la derivada covariante,

Vudb =8, J" +Th I

1 0
— 12 / 12
a/ﬂ] + ﬁ|g| <8$“ |g> J

= = VI, (33

donde I'",, son los simbolos de Christoffel contraidos y, estan dados en términos de la

v
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métrica del espacio-tiempo por

1 1 9
., = 59" 9w + Gy — Guwn} = ——= 5=V 4gl, (3.6)
/ 2 1284 YV b 1322%4 |g‘ 8$

donde \/m = \/@7"2 send. En nuestro caso, el problema que estamos considerando es un
agujero negro con simetria esférica, entonces la métrica que describe la geometria radial es
o de manera mas general . Puesto que J#* = nu* no tiene componentes angulares,
y que /gJ" no depende de ¢, la ecuacion se reduce a

Tl =0, (3.7

con

Vgl = V13r? sen9 = S(r)r? sen .

Integrando la ecuaciéon anterior con J" = nu” encontramos

S(r)yr*nu” = c1, (3.8)
donde c; es una constante de integracion.

Para entender la interpretacion fisica de ¢, integramos la ley de conservacion (3.4) sobre
un volumen Q = [Ty, T»] x [2m, R] x S? en el espacio tiempo

0= [ V,J*
Q

R
= (Ty — T1)47r/ dir(rzS(r)nuT)dr
2m

= (Ty — T))47r2S(r)nu”| % . (3.9)

Definiendo el niamero de particulas que pasa por la superficie r = R = const por unidad de
tiempo como

G 1= 42 S(r)nu” = const = 4wy, (3.10)
y de (3.9) llegamos a

G = ATr2S(r)nu”| g = 4Tr2S(r)nu” | 2m.

Tenemos entonces que el flujo de particulas que pasa a través de la superficie r = R (R >
2m) es igual al flujo de particulas que pasa a través de la superficie r = 2m (el horizonte),
como se esperaba de la conservaciéon de particulas. Concluimos que la constante ¢; en
es directamente proporcional a dicho flujo.
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3.4. Conservacion de la energia

A continuacién, analizamos las implicaciones de la ecuacion,

V,.TH =0, (3.11)
donde el tensor de momento-energia es

™ = (p+p)uru” + pg"”. (3.12)
La divergencia covariante es
1
varl

Por ser una ecuacion vectorial y no escalar, no podemos integrar la ecuacion (3.13]) como lo
hicimos con ([3.4]). Entonces para obtener una ecuacion escalar que podemos integrar, vamos
a contraer primero la ecuacién 1) con el vector de Killing k = % :

)
VI = o T T T 4 Ty T = —=0, (Vg TH) + Ty T (3.13)

kY T =V, (k,TH) = TH'N .k, , (3.14)

pero el segundo término del lado derecho se cancela porque TH” es simétrico en u y v
mientras que de la ecuacion de Killing (V,k, + V, k, = 0), el otro término es antisimétrico
en los mismos indices. Por lo tanto,

Vu(=k'T) =V, P =0, (3.15)
con PV .= —k,TH,

Como en el caso de la conservacion del flujo de particulas, la ecuacion (3.15]) se reduce a la
ley de conservacién radial simple

0 (S(r)r*P") =0, (3.16)
lo que implica que
S(r)r?P" = const = cy, (3.17)
con una constante cs, donde
P"=—(p+p)usu. (3.18)

Para encontrar a u; en funciéon de u” usamos
uuy 4+ uluy = —1, (3.19)

1 s
Uyr = grrur = N(T)u , (320)
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1
¢t
u' = g"tuy = 502 (r)ut' (3.21)

Reamplazando (3.20) y (3.21) en (3.19) obtenemos u,

ur = =S(r)y/(u")? + N(r).

Sustituyendo u; en (3.18)

P"=S(r)(p+pu"+/(u)?+ N(r). (3.22)

Para encontrar el significado de la constante cg, integramos (3.15)

0= / v, P*
Q
R

— (Ty — Ty)4n / dii(r25(r)Pr)dr

2m

= (Ty — T))4mr?S(r)P"|& (3.23)
donde el flujo de energia se define como

e := 4nr?S(r)P" = const = 4mey (3.24)
y de (3.23)) llegamos a

412 S(r)P | g = 4nr?S(r) P" |om.

Entonces el flujo de energia que pasa a través de la superficie r = R (R > 2m) es igual al
flujo de energia que pasa a través de la superficie r = 2m (el horizonte). Concluimos que la
constante co en (3.17)) es directamente proporcional a dicho flujo.

Hasta ahora, solamente analizamos las componentes de V,T#" = 0 paralelas a k, pero ;qué
pasa con las otras componentes? Podemos contraer con u. En este caso, la ecuaciéon que
obtenemos es equivalente a la ecuacién para la conservacion del nimero de particulas, como
vimos en la seccién Luego, podemos contraer V,T"” = 0 con los tres generadores 10,
j =1,2,3, de las rotaciones sobre la esfera (ver, por ejemplo, la ecuacion (3.1) en [g]),

0 sempi

9, 7 0 feospd w9
09 tand dp

1= Y] + tan1) O’ 4 Oy’

1M = cos g

Esta es la base de vectores que generan la rotaciéon alrededor de los ejes x, y y z, respec-
tivamente. Lo que obtenemos de la contraccién con estos vectores es la conservacion de las
componentes del momento angular. Esto es,

a ~ i TV
(VI T™) =0,

entonces



26 Capitulo 3. Acrecion de materia en simetria esférica

2/ |G T™ = const.

Pero en nuestro caso, T = 0 porque las componentes angulares de u son cero.

En conclusién, de la ecuaciéon V, T"” = 0 tenemos 4 ecuaciones, que al contraerlas con los
vectores k, u, [(9), se obtiene la conservacion de 5 cantidades fisicas. Estas son, la conservacion
de la energia, la conservacion del niimero de particulas, y las tres componentes del momento
angular. En nuestro caso, las componentes del momento angular son triviales (iguales a cero)
pues el flujo es radial.

3.5. Las ecuaciones para la acrecién radial
Reemplazando (3.22)) en (3.17) y dividiendo entre (3.8)) obtenemos
S*(r)r*u”(p +p)y/(u)? + N(r) _ je (3.25)

= — = t,
S(r)r2u™n Jn cons

cancelando términos y elevando al cuadrado

i\
f2(n)S*(r)[(u")* + N(r)] = (j;) = const, (3.26)

donde recordamos que f(n) = 2P o5 1a entalpia por particula. Para la métrica de Schwarz-
schild, S(r) = 1y N(r) = 1 — =2, por lo tanto las ecuaciones que determinan la acrecion
estacionaria estan dadas por el sistema

P2 () (r) = ijr — const., (3.27)
F(n)? [1 - 27’” + (M)?] _ (jn)z — const., (3.28)

donde n(r) y u”(r) son las desconocidas, representando la densidad de particulas y la velo-
cidad radial, y donde j, y j. son el flujo de particulas y de energia, respectivamente.



Capitulo 4

Analisis del espacio fase

En este capitulo, primero expresaremos las ecuaciones para la acreciéon radial en términos
de cantidades adimensionales. Esto nos simplifica las ecuaciones y nos facilita el trabajo
cuando queremos hacer un anélisis sobre el comportamiento de las soluciones. Reduciremos
el problema al analisis de las curvas de niveles de una funcion F),(z, z) de dos variables,
donde = y z representan el radio de area y la densidad de particulas, respectivamente. Lo
que queremos, es una curva de nivel que se puede escribir globalmente de la forma z = z(z),
donde z(x) es una funcién diferenciable en z definida para todo x en y fuera del horizonte.
Esto es, para cada radio  dado existe un tnico valor de la densidad z(x), y este valor
depende suavemente de z.

Para esto, estudiamos primero los puntos criticos de F),(x, z), esto es, donde VF),(x,z) = 0.
Estos puntos son de interés porque, son puntos donde el teorema de funciones implicitas
ya no es aplicable. Por ejemplo, si uno de los puntos criticos es un punto de silla, en este
punto se cruzan dos curvas de nivel y la solucién ya no es tunica. Otro ejemplo donde se
viola las suposiciones del teorema de funciones implicitas es un méximo o minimo local de
F,,. En este punto, la curva se degenera a un punto. Es decir, cerca de un punto critico no
podemos escribir la curva de nivel como z = z(x). Definiremos un campo vectorial X p(z, 2)
ortogonal a VF),(x, z) el cual, es tangente a las curvas F), = const. Con este campo vectorial
obtenemos el sistema dinamico (%7 g—f\) cuya solucion son las curvas integrales a X g, y por
ende, generan las curvas de nivel de F),. Analizaremos el diagrama de fase mediante la
linealizacién del campo vectorial alrededor del punto critico el cual, es un comportamiento
local. Por ultimo, para el caso especifico de la ecuacion de estado politropica estudiaremos
el (o los) punto critico (s), su naturaleza y el comportamiento global de las lineas de nivel
de F),. Como veremos, solamente una de estas lineas de nivel corresponde a una solucién
fisica describiendo un proceso de acrecion.

4.1. Consideraciones generales

Queremos expresar las ecuaciones (3.27) y (3.28) en cantidades adimensionales. Para esto,
definimos

» 2 =7r/2m (el radio de area normalizado tal que el horizonte sea en z = 1)

27
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u_

.y = Cr (la componente radial de la cuadrivelocidad entre la velocidad de la luz, ¢ = 1)

» 2 = n/ng (la densidad de particulas dividida por una densidad tipica, ng, que se
determina abajo para el caso politrépico )

v h(z) = fé:) (donde h(z) es la entalpia especifica y €¢ es la energia en reposo del gas)

. VQ(Z) __ Ologh(z)

51 (V es la velocidad del sonido V entre c)
og z

» W(z) = %%—Z
Con esto, podemos escribir f(n) = goh(z), donde z = n/ng.

Para el caso de una ecuacién de estado politrépica p = Kn?, donde K es una constante y
~ > 1 el indice politréopico. En este caso,

f(n) =eo[l + A7, (4.1)
kyny 1
donde A = Eo('vo—l)'
Ahora elegimos ng tal que A =1,y h(z) =1+ 2771, Entonces, ng_l = %07771

Calculemos V?2(z) para luego encontrar %—‘Z/ y asi, calcular W:

V2 0log h(z)
dlog z
_(y=1!
142071
v—1

= —1—7
7 14271

La derivada de V respecto a z es

oV 1 (y—1)2 2
0z 2V (1+20-1)27 (43)

y W es entonces,

v—1

W= R

(4.4)

De esta manera las funciones, h, V y W para una ecuacién de estado politrépico son
» h(z)=1+42771,
—1)7 L
L] V(Z)2 = %7

. W(2) = gpls

2(Atz-1)"
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Reemplazando en (3.27)) las cantidades n y r en términos de las cantidades adimensionales

2uz = p, (4.5)

donde p = ﬁm Vemos entonces que p es proporcional al flujo de particulas a través
del horizonte.

Entonces u = %5 y reamplazando en (3.28) obtenemos

e (1-Ls £ ) Zp (4.6)
: v 2t) b '
N2
donde E; = 8% (%) , con j. el flujo de energia y j, el flujo de particulas. Definimos ahora
0 n
la funcion,
(2 I
F.(x,2) :=h(2) 1—; 2,1 ) z>0,2>0. (4.7

De acuerdo a (4.6]), buscamos las curvas de nivel de F),, F,(z, z) = const = E.

Una forma de estudiar las curvas de nivel, es considerar la interseccion de la gréfica de F),
con el plano E; = constante en el espacio xzF7, donde se obtiene el conjunto de los puntos
(x,2, E1) tales que Fy,(z,2) = Ey = const. Buscamos una curva de nivel que proviene del
horizonte y se extiende hasta x — oo, es decir una curva que se puede describir globalmente
de la forma z = z(x), porque para cada radio de area esperamos tener cantidades fisicas
como densidad de particulas, la energia y la velocidad bien definidas.

Como no se puede resolver explicitamente z = z(x), entonces hay que hacer uso del teorema
de funcién implicita. Para obtener la funcién implicita, hay que ver si se cumplen las hipotesis
del Teorema de la funcién implicita (ver, por ejemplo [4]) que nos dice:

Teorema 4.1.1 Sea F,, : U C R? — R una funcion continuamente diferenciable sobre un
subconjunto abierto U C R2. Sea (x¢,z0) € U tal que F,(xo,20) = co y %FH(.TQ,Z()) # 0.
Entonces existe una tnica solucion z = z(x) local de F,(x,z(x)) = co tal que z(xog) = zo.

Ademds, g—; es localmente de la forma

-1
T = |G| G o), (45)

Una segunda version del teorema se da para el caso donde los papeles de x y z se invierten,
es decir, si se cumple %FH(:CO, 20) # 0 entonces, existe una tnica solucion x = x(z) local
de F,(z(2),2z) = co tal que z(2) = xo.

. . OF,
Una tercera version del teorema es cuando VF),(zo, 20) # 0. En este caso, si 5 (x0, 20) = 0,
oF,

52 (7, z(r)) # 0 entonces, existe una tinica soluciéon z = z(x) y para el caso contrario, donde
%(mo, z0) =0, aa%(xm 29) # 0 entonces existe una tnica solucion z = z(z).

Definicién 4.1.1 Sea (z.,z.) € U C R? tal que VE, (2., z.) = 0, entonces (x, z.) se llama
un punto critico de F),.
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Para el problema que estamos estudiando (acrecion de materia), queremos investigar la
existencia de estos puntos criticos. En estos puntos las suposiciones del teorema de funciones
implicitas ya no se cumple pues VF),(z., z.) = 0 y por lo tanto, no pasa una tinica curva a
través de dicho punto.

Nos preguntamos entonces, jqué pasa con las curvas de nivel cerca de un punto critico
(¢, 2¢)? Para responder a esta pregunta, primero introducimos un campo vectorial X (x, z)
que es ortogonal a VF),(z, z) para todo (z, z), definido de la siguiente forma:

N OF, (x,z)
Xp(z,2) = (VEu(2,2))" = | _9i%.2) (4.9)
ox

y, el sistema dindmico asociado como

dr  OF,(x()),2(\))

d\ 0z ’
& R0, 20)
dx Ox ’

Lo elegimos asi para que sea analogo a un sistema Hamiltoniano (ver, por ejemplo [5]) .
Dado un Hamiltoniano H (g, p) sobre el espacio fase {(q, p)}, dicho sistema es de la forma:

p oH a(q,p)
() = ( oitam ) (4.0
dq
En nuestro caso el espacio de fase consiste de los puntos (z,z), > 0,z > 0, y el sistema
Hamiltoniano con respecto a F), es

@ OF, (z,z)
(z) = Xp(x,2) = —BFiz(w,z) . (4.11)

ox

Dado que fuera de los puntos criticos de F},, el campo vectorial X es ortogonal a VF), que
a su vez es ortogonal a las curvas de nivel, X es tangente a dichas curvas. Por lo tanto, las
curvas integrales (z(\), z())) del sistema dindmico Hamiltoniano generan las curvas
de nivel. Entonces otra manera de estudiar las curvas de nivel es a través del espacio fase

(z, z) del sistema dinamico (4.11)).

Los puntos criticos (z., z.) de F, coinciden con los puntos de equilibrio de X, es decir
Xp(xe,2c) = 0 siy solo si VF,(xc,2.) = 0. Entonces para analizar el comportamiento
de las curvas de nivel cerca de dichos puntos, podemos acudir a la teoria de los sistemas
dinémicos y linealizar el campo vectorial Xp(z, z) alrededor de un punto critico, obteniendo

9?F, 9°F,
Oxdz 022
DXp(xe,2.) = . (4.12)
-9°F, —0°F,
T 022 020z / lxg,ze

Definicion 4.1.2 Un punto de equilibrio (x.,z.) € U se llama punto de equilibrio hiperbo-
lico de (4.11]) si ninguno de los eigenvalores de la matriz (4.12)) tienen parte real cero.
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Con la linealizacion del campo vectorial Xy alrededor de los puntos criticos, encontramos
el flujo del sistema lineal en términos de los eigenvalores y eigenvectores de la matriz (4.12]).
Los eigenvalores son importante pues nos determinan que tipo de punto critico se tiene,
ver el apéndice [A] Con el flujo del sistema lineal, podemos entender el comportamiento del
sistema lineal en la vecindad de este punto. Para regresar al sistema nolineal, vamos a hacer
uso del teorema de Hartman-Grobman (ver [5], pagina 119) o teorema de linealizacion. Este
teorema se refiere al comportamiento local de un sistema dinamico en la vecindad de un
punto de equilibrio hiperbdlico (ver [5], pagina 102). En palabras, el teorema de Hartman-
Grobman dice que el comportamiento de un sistema dinamico cerca de un punto de equilibrio
hiperbélico localmente tiene el mismo comportamiento de su linealizacién cerca del punto
de equilibrio. Por lo tanto, cuando se trata del punto critico hiperboélico se puede usar la
linealizacién del sistema y ver el comportamiento de éste al menos localmente en el sistema
no linealizado.

En nuestro caso, la linealizacion (4.12)) del campo vectorial X satisface Tr(DXp(z,, 2:)) =
0, entonces sus eigenvalores \ satisfacen \> + D = 0, donde D = det(DXp(w¢, 2.)) =
det(V?F,(z., z.)). Distinguimos tres casos:

1) D<0— My = j:\/ﬁ . Tenemos un punto de equilibrio hiperbélico con un eigenvalor
positivo y uno negativo. Las soluciones correspondientes al eigenvalor positivo con-
vergen al punto critico en el pasado, y generan una curva en el espacio fase, llamada
rama inestable. Su vector tangente en el punto critico es dado por el eigenvector corres-
pondiente. De manera similar, las soluciones correspondientes al eigenvalor negativo
convergen al punto critico en el futuro, y generan la rama estable. Este punto critico
representa un punto silla de la funcién F},.

2) D >0 — Ay = +iv/D. En este caso, los eigenvalores de DX (., z.) son puramente
imaginarios, y por lo tanto son puntos de equilibrio no-hiperbélicos de Xr. Repre-
sentan un extremo local de la funcién F),. Notamos que el Hessiano V2F),(z., z.) de
F,, no coincide con la matriz DXg(z., 2.). Aunque sus determinantes son iguales, el
Hessiano es simétrico y por lo tanto sus eigenvalores son reales.

3) D = 0. En este caso no se puede decir nada a menos que analicemos las terceras
derivadas de F),(z, z).

En resumen, hay dos maneras de formular nuestro problema de acreciéon radial. La primera
es mediante el teorema de funciones implicitas siempre que VF,(x.,2.) # 0. A partir del
cual, podemos encontrar la funciéon z = z(z) o z = x(z), dependiendo de cual derivada
parcial de F),(z, z) es distinto de cero en (z, z.). La otra es mediante el sistema dinamico
Hamiltoniano cuyas curvas integrales generan las curvas de nivel. Un punto critico
de F}, corresponde a un punto de equilibrio de X, y podemos entender el comportamiento
del flujo cerca de este punto linealizando el sistema dindmico alrededor de (z., z.), siempre
y cuando el punto de equilibrio (., z.) es hiperbolico.

4.2. Comportamiento para r — oo

Para analizar el comportamiento asintotico de las curvas de nivel para z — oo, definamos

primero s = %7 s € (0,00), de tal manera que x = oo corresponda al punto s = 0. Entonces
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definimos
~ 1
F,(s,z)=F, <S,z> = h(2)*(1 — s +u?), u="H1" (4.13)

Nos interesa saber que pasa cerca de s = 0. En s = 0, suponemos que z > 0,

F,(0,2) = h(2)*. (4.14)

Las derivadas parciales de F (8, z) respecto a s y a z evaluadas en s = 0 son

6FM(8, z) B 9
By = —h(z)%, (4.15)
s=0
y
FL h(z)2 2
0z B z
siz > 0.
Usando el Teorema de funciones implicitas
OF,
0
az 70 # )

existe una tnica familia de soluciones local z = z(s) con 2(s = 0) = 25, > 0
y ademas,
E,(s,2(s)) = const = h(z0)>. (4.17)

. . d
Derivando la ecuacion (4.17) respecto a 7- tenemos

OF,(s,z(s)) n OF,(s,z(s)) dz

ds 9:  ds (4.18)
y esto implica que
dz OF -1 OF
ds <a;> B (4.19)
Evaluando % en s = 0,
d oF,\ ' oF,
dfi - (8;> o | mh(sz = ﬁ (4.20)

s=0
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encontramos que asintoticamente, las curvas de niveles tienen la forma

A0 = 145755 +0 ()] (121)

2VZx z2

De la ecuacion (4.21]) tenemos la densidad de particulas en funcion del radio de area para
radios grandes. Nos preguntamos ahora si alguna de estas soluciones se puede extender hasta
el horizonte z = 1.

4.3. Puntos criticos

A continuacién, encontramos los puntos criticos de la ecuacion (4.7)). Para esto, igualamos
a cero las derivadas parciales de F),(z, z),

(%Fu(x,z) - hchQ)Q [1 _4(;:22] =0, (4.22)
%Fu(m) = % [V(z)2 (w —1+ x@f;) - m’;;>] =0, (4.23)

Despejando el término zéf—; de las ecuaciones (4.22) y (4.23) llegamos a

(4ze — 3)V2 =1, (4.24)

donde el subindice ¢ se refiere a un punto critico. Reemplazando la ecuacion (4.24)) en (4.23))

encontramos

442

2 _

z = 3 (4.25)
Ahora queremos ver si existe un punto critico y si es inico. Tenemos que analizar el sistema
de ecuaciones (4.24) y (4.25). Para ello, necesitamos la ecuacion de estado. Vamos a tomar
el caso de la ecuaciéon de estado politrépica p = Kn?, y como sabemos de la introduccién
de este capitulo,

(y—D
Introduciendo (4.26)) en (4.24) obtenemos
— 1)1
(dze — S)W = 1. (4.27)
c

Despejando z. en términos de x. en (4.25) y reemplazandola en (4.27]),
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Y esto también se puede escribir como

=1

(y—1)(dz, —3) =1 + (4;552) :

Para analizar las soluciones para x. de esta ecuacién definimos la funcién

SN\
= (@) O VR0 —4(y - D)o+ 3y -2

1

’ [(2u)(71)x;(5—37) —4(y =1 +37 -2

donde F(z) evaluado en el punto x. es cero.

Vamos a ver los siguientes tres casos:

m CasoI: 1 <y <5/3:

De la ecuacion (4.28)) vemos que cuando
x — 00, Flx)— —00

porque cuando vamos al infinito, el término lineal en x crece mas rapido que el término
con exponencial 3(y — 1)/2. Por otro lado, F(0) = 3y — 2 > 0. Por la continuidad de
F, existe por lo menos un cero de F para x > 0.

La funcién F se comporta como se muestra a continuacion en los diferentes intervalos:

para

3y—2
O<az< 1= 4.29
4(y-1) (4.29)

F(x) es positivo. Entonces un cero de F(x) debe estar en el intervalo

w

—1 1 1
So-1)+1_3 Y w0

> =4 - —>°=
T 41 4Ti-1) 17873

Por lo tanto, un punto critico z. satisface z. > %, es decir, se encuentra fuera del
horizonte de eventos.

Ahora nos preguntamos si el punto critico x. es tnico. Para esto, calculamos la derivada

de (T25).

OF (x)
or

= 2y = D)W OO a(y 1), (131)
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De F(z.) = 0 se tiene que,

xc%(v—l)
W =4(y - Dze — (37— 2).

Evaluando (4.31) en . se tiene

oF 3

(@)= (= 1) |(67 - 10) = S (37 ~2)—| <. (4.32)

2 c

Entonces existe un tinico punto critico porque para los ceros de la funcion F acabamos
de mostrar que la derivada en ese punto es menor que cero. Es decir, si la curva corta
al eje donde la funcién es cero, lo hace por encima del eje y por tanto, sblo existe
un punto critico, porque si existiera otro punto critico entonces la derivada en algtn
momento cortarfa al eje por debajo y esto implicaria que la derivada en el punto cero
es positiva y esto estaria en contradiccion con lo que se acabamos de mostrar.

» Caso II: v =5/3:
Para este caso, la ecuacion (4.28) se reduce a la funcion lineal

Flx)y=1+ ) — = (42 - 3)
1 8
_3+x{ﬂﬁﬂﬁ_3}' (4.33)

Entonces existe un tinico punto critico si y sélo si la pendiente de la recta correspon-

diente es negativa. Como vemos, esto nos pone una restriccion sobre el pardmetro p,
RN 3

y ocurre si y s6lo si 2p > (%) 2. En este caso,

_ 9(2/1)%
8(2u)% — 3

c

9
e 4.34
> 9 (4.34)

y como en el caso I, el punto critico se encuentra fuera del horizonte de eventos.

= Caso III: v > 5/3:

En este caso,

F(z) >0
es positivo sobre el intervalo
3
O<z < —
— 4
y para
T — 00

Para ver si F(x) también toma valores negativos, determinamos su minimo. Si g
denota la posicion del minimo, la derivada de F(z) es cero en zp, y de la ecuacion
(4.31) obtenemos

w370 = S(py,
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Entonces F(zg) es

5
F(zo) = —4zo {W’— 3} +37 -2,

donde v — % y 37 — 2 son positivos. Por lo tanto, tenemos que distinguir entre los tres
siguientes subcasos:

(a) Sizg < ( 5), entonces F () > 0y la funcién F no posee ceros.
(b) Sizg= 377_5), entonces F(zo) = 0 y F posee un Gnico cero en z. = To.

(c) Sizg > 4( 0), entonces F(xg) < 0, y F posee dos ceros x.1 y Z.2, uno en el

intervalo 3/4 < x.1 < xo y el otro en x.2 > xo. Esto se debe al comportamiento
de la funcion F que vimos arriba.

Obtenemos més informacion sobre los ceros x., y x., en el subcaso (c): definamos el

siguiente término
3y -2

~ A4(y—-5/3)
Para este caso, sabemos que z.o > x¢ > B entonces, x.o > B pero, para 3/4 < x4 <

T, no sabemos si x.; esta por debajo o por encima de B. Miremos donde se encuentra
ZTe1. Sabemos:

1) 3/4 <z < o, x9 > B,
_ 1/2(3v—5 —
2) B1/2(3v=5) <x0/ (3y=5) _ %(2lﬂ 1)’
3) F(B) = (2u)~ O~V B¥27=5/2B—4(y—1)B+3y—2 < 5B—4(y—1)B+3y—2=0.

En 3), prlmero usamos 2) y después, reemplazamos B. Concluimos que F(B) < 0y
por tanto, < T < B= ﬁ

Entonces para v > 5/3, la funcién F),(z, z) puede tener ninguno, uno o dos puntos criticos,
dependiente del valor de p.

4.4.

La naturaleza del punto critico

A continuacién, vamos a analizar si los puntos criticos encontrados en la seccion previa
corresponden a maximos locales, minimos locales o a puntos silla de la funcién F),. Para
esto, calculamos el Hessiano de F), en los puntos criticos.

Definamos primero G7 y G2 de la siguiente forma

I
=
—
&

W
~—

Gi(z,2) - % - hiz)z [1 _ 4 ] : (4.35)

Golz,2) = %Fu(x,z) _ 2he)? [V(Z)Q <x 1+ x“:) - “;] . (4.36)
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Entonces, el Hessiano de F), evaluado en los puntos criticos es:

o axGl azc;’l
Je = (@;Gg 8ZG2> o (4.37)
Las segundas derivadas evaluadas en los puntos criticos son entonces:
2h2 [10p2
0:Gili.s = 5 [z |
2h2 4p2 442
0.G1|(zp 2y = —< |V2 (1~
2h2 [ o 3p° 3
01G2|(xc,zc) = Zole |:Vc (1 - ngé) + ngg]
4h? .o T Il 2
82G2|($C,ZC) = xczg |:‘/c Wc <.Tc - 1 + ngg + ngg (1 - Vc )
donde recordemos que h. := h(z.), V, := V(z.) etc. Concluimos que
) 3 2
h Te Ze
Jo=— (4.38)
Te th %[Wc +1-— V'CQ]
Ahora, calculemos la determinante de (4.38)). Definamos,
D = det(J,). (4.39)

Si D es menor que cero entonces, el punto critico es un punto de silla. Si D es mayor que
cero, el punto critico es un extremo local (un maximo o un minimo local). Si D es igual a
cero, no se puede decir nada mirando nada més al Hessiano.

Calculamos entonces D,

D = (83;G1)(82G2) - (833G2)(82G1)

|(@e.z0)

h2 ) h2
= 5B+ 1-V2) -4 =55, (4.40)

donde
Vi=1-3(W,—-V2).

Entonces el punto critico (z., z.) representa un punto silla si ) > 0 y un extremo local si

Y < 0. Analizamos esta condicion para el caso de la ecuaciéon de estado politropica en los
tres casos

n 1<y <5/3,

=7 =5/3,
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=y >5/3.

Para esto, encontramos primero una expresion simple para ). De las ecuaciones (4.2)) y (4.4)
obtenemos primero

6y —4)z2"' — 3y -5)

Y= 4.41
201+ 2271 (4.41)
Luego, utilizando las ecuaciones 1' YV 2. = 23‘/‘2,
. 23071
i - _ _ _
0< Zc - (2u)7_1 - 4(’7 ]-)xc (37 2)7
llegamos a la expresion
y_34xc(§—7)+3'y—2_3 5 L9 1 (4.42)
B e — 3 “2\3 1) T8y - '

Recordamos que, de acuerdo a la ecuacion (4.30), x. — 3/4 > 1/(4(y — 1)) > 0, y por lo
tanto, Y < 3y — 2.

» Casos Iy II: 1 <~y <5/3:

Concluimos enseguida que ) > 0, por lo tanto D < 0 y el punto critico es un punto
silla de F),.

= Caso III: v > 5/3:

Como vimos en la seccion previa, en este caso puede haber ninguno (subcaso (a)), un
unico (subcaso (b)) o dos (subcaso (c)) puntos criticos, dependiente del valor de p.

3v—2
4(v—-3)’
y llegamos a Y = 0. Entonces, D = 0 y no podemos llegar a ninguna conclusion en
este momento.

En el subcaso (a), no hay nada que hacer. En el subcaso (b), tenemos z. = xg =

En el subcaso (c) tenemos dos puntos criticos, .1 ¥ 2. El primero se encuentra en

el intervalo 3/4 < z¢ < %7 y por lo tanto, Y > 0. Concluimos que x.; es un
(3v—2)

punto silla. El otro punto critico satisface x.o > xg > 1=5/3)" Por lo tanto, Y <0y

entonces D es positivo y tenemos un extremo local de F),. Este extremo debe ser un
minimo local porque de acuerdo a la ecuacion ([4.38) se tiene (F),)q, = 3hZ/x2 > 0.

Como habiamos mencionado, los puntos criticos (z, 2.) de F}, corresponden a puntos de
equilibrio del sistema dinamico (4.11)). En estos puntos, el campo vectorial linealizado (4.12))
es

2 2 LH1+W.-V? he (2 G(4—D?
DXF<xc,zc)m2<j% # s | === <_3A 3A(_2 )>, (4.43)

donde hemos definido A := z./x. y D := /). Los eigenvalores de la matriz (4.43]) son dados
por

2
hc
2
c

A=+

D. (4.44)

T2Ze
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Los eigenvectores correspondientes son

Ty = (%A) ) (4.45)

1
r_ = (SA) . (446)
2-D
Sabemos D = /) < /3y — 2, entonces D < 2 para 7 < 2. Las pendientes para z, y z_
respectivamente son,

—3A
—3A

A continuacién, mostramos la grafica de la curva de nivel que pasa por el punto critico en la
figura .1} Como vemos, esta generada por el punto critico y las ramas estables e inestables
correspondientes. La figure sugiere que la rama inestable se extiende hasta x — oo por un
lado, y hasta el horizonte en x = 1 por el otro. Este comportamiento se establecera en la
siguiente secciéon para todo 1 <y < 5/3.

14 -

12 A

=
2m

|— F(x,z)=const |

Figura 4.1: Grafica donde se muestra el punto critico y las ramas estables e inestables para
y=4/3, 2. =20y p=4.77.
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4.5. Extension de las ramas estables e inestables

En esta seccion, vamos a ver si es posible que las ramas (estables e inestables) del punto
critico, se extiendan hasta x = oo y ademas, si cortan el horizonte en x = 1. La extensién
de estas dos ramas, nos permiten ver si existe una curva fisica que nos describa si tenemos
0 no acrecion.

Primero, vamos a ver el comportamiento de las dos curvas no fisicas I'y y I's donde I'y, es
la curva determinada por

2u
z1(z) = 2273 (4.49)

or, o1 4w\
%*h(z) < >07

2 x

y que viene de

y I's es la curva tal que

Bz —1)= ( L _ 1> “—j =: H(z), (4.50)

que viene de

OF, _ 2h(2)* [ s M2
il V2 (z—1 L -
0z Tz v + 322 322 0

El analisis de las curvas I'; y I's, nos van a permitir dividir el espacio de fase en 6 regiones,
ver figura de las cuales sélo analizaremos cuatro de ellas. Con ayuda de estas regiones,
vamos a poder determinar la extension de las ramas estables e inestables. De (4.49)) tenemos
que

» z1(z) — 0 cuando & — oo,
» z1(x) — oo cuando x — 0,
v z1(z) — 2p cuando x — 1,

: / _ 4 .,
y su derivada, 2} (z) = —3 —£ es menor que cero para todo x. Entonces 21 (), es una funcién

monotona decreciente. De (4.50), H(z) es una funcién invertible porque,

» H(z) — oo cuando z — 0,

» H(z) — 0 cuando z — oo,

y en los otros puntos tenemos que la derivada de H(z) es

H'(2) = 2 {W + <1 _ 1)} _w? {74—14—2(2—7)27_1 <0,

23 2(y — 1)zt

donde el término entre corchetes para la ecuaciéon de estado politropica y 1 < v < 2 es
mayor que cero. Entonces se tiene que H'(z) < 0 para toda z y por lo tanto, la funcion
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H(z) es una funcién monétona decreciente. H : (0,00) — (0,00) entonces su inversa H 1
es H=1:(0,00) — (0,00).

La funcién zo(x) se puede encontrar a partir de

zo(x) = H Y (23(z — 1)). (4.51)

Como H(z) = 23(x —1), en el horizonte H(z) — 0 cuando x — 1. Por lo tanto z3 : (1,00) —
(00, 0).

De las ecuaciones (4.49) y (4.51) podemos entonces ver que las funciones z1 (z) y 2z2(z) van
a cero cuando x va al mﬁmto y, en el horizonte, x = 1, z2(x) se va al infinito mientras que
z1(x) cruza el horizonte. Las pendientes de las curvas I'y y I'; respectivamente son:

le 3
Iy .= —| =-—=A 4.52
! dv |, 27 (4.52)
dZQ 3A 2
lyg := — = 4.
" dx|,  2-D2+D’ (4.53)
donde recordamos que A = 2¢ y D = /Y, con Y = 1 — 3(W, — V2). Comparando con las

pendientes z; y z_ correspondlentes de las ramas estables e inestables (ver - ) v ( -
tenemos

= z; > z_, la rama inestable, con vector tangente x; pasa por encima de la rama
estable, con vector tangente vector zz_ del lado derecho del punto critico (z, z.), y del
lado izquierdo del mismo punto, pasa por debajo.

= |1 > I3, la curva I'; pasa por encima de la curva I's del lado derecho del punto critico
(¢, 2c) y del lado izquierdo del mismo punto, pasa por debajo.

= z; > [1, la rama inestable con pendiente z; pasa por encima de la curva I'; del
lado derecho del punto critico (., z.) y del lado izquierdo del mismo punto, pasa por
debajo.

= [ > z_, la curva I'; pasa por encima de la rama estable con pendiente z_ del lado
derecho del punto critico (x.,z.) y del lado izquierdo del mismo punto, pasa por
debajo.

Concluimos que para 1 < v < 2
2o <l <y < z4.

Entonces, las curvas I'y y I's en una vecindad del punto critico, se encuentran entre de
las ramas estables e inestables. Ahora, analicemos el comportamiento de las ramas en las
regiones I,II, III, VI, ver la figura [1.2] donde I'; se refiere a la rama inestable y I, a la
rama estable. Para el siguiente andlisis, suponemos que 1 < v < %

= Para la regién I, que esta por encima de la curva I‘1 del lado derecho del punto citico,
x>xcyz(1‘)>z1(x)=w23%,tenem0s—>Oy > 0.
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Figura 4.2: Grafica donde se muestran las seis regiones, donde I'; indica la rama inestable
y I'e indica la rama estable.
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Por lo tanto, dentro de esta regiéon, x crece y z decrece en el sistema dinamico .
Ademas, el campo vectorial Xz apunta dentro de la region I en sus fronteras (x =
Te, 2> 20) Y (> e, 2 = 2z1(x)). (En los puntos (z > z., 2 = z1(z)) el flujo apunta en
direccién x positivo.). Entonces la region I es atrapada en el sentido que el flujo no
puede salir de ella.

Estas observaciones implican que la rama inestable se extiende hasta x — oo, pues no
puede salir de la region I, y por ende z crece y z decrece.

= Para la region I1, que se encuentra por debajo de I'y del lado derecho del punto critico,
x>z y 2(x) < z2(x), %<Oy%—§<0.

Entonces x decrece y z crece en el sistema dindmico . Ademas, el campo vectorial
X apunta fuera de la regiéon en sus fronteras. Por lo tanto, el flujo es atrapado en el
pasado, y la rama estable no puede salir de ella. Entonces podemos extender la rama
estable en el pasado hasta z — ooy z — 0.

= Para la region I11, que se encuentra por encima de I's del lado izquierdo del punto
critico, x < x. y 2(x) > z2(2), £ >0 y 2L >0

Por lo tanto dentro de esta region, x crece y z decrece en el sistema dindmico .
Ademas el campo vectorial X apunta fuera de la region de sus fronteras. Por lo tanto,
el flujo es atrapado en el pasado, y la rama estable no puede salir de ella. Entonces
podemos extender la rama estable en el pasado hasta z — coy z — 1.

= Para la region IV, que se encuentra por debajo de I'; del lado izquierdo del punto
critico, x < xz. y z(x) < z1(z) = m?,,% enI'y, %—5 <0 y % < 0.

Por lo tanto, dentro de esta region, x decrece y z crece en el sistema dinamico .
Ademas, el campo vectorial X apunta dentro de la region IV en sus fronteras (x =
Tey2 < 2e) ¥ (¥ < ey z = 2z1(x)). (En los puntos (z < z., z = z1(z)) el flujo apunta en
direccion x negativo.). Entonces la region IV es atrapada en el sentido que el flujo no
puede salir de ella.

Estas observaciones implican que la rama inestable se extiende hasta x = 1, pues no
puede salir de la region IV, y por ende x decrece y z crece.

Del analisis anterior, vemos que las ramas estable e inestable no pueden salir de las regiones
LILIIT y IV. En el caso de la rama inestable, tenemos la rama fisica que buscamos pues, es
la tinica rama cuya curva de nivel conecta el horizonte con x — co. Por ejemplo si tomamos
otra curva integral en la regién I, esta conecta r — o0; por otro lado no puede conectar
el horizonte porque de otra manera tendria que cortar la rama estable en la regiéon III. La
rama estable, en cambio, no genera una curva de nivel fisica, porque al no poder salir de la
region 11, se va a infinito en el horizonte, lo que implicaria una densidad de particulas que
diverge en el horizonte. Concluimos que para el diagrama de fase, existe una tnica curva de
nivel que se extiende hasta el infinito y que corta al horizonte. Es decir, existe una tnica
curva fisica z = z(x) que describe acrecion de materia.

La figura nos muestra las curvas de nivel de F}, para un caso particular.
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Curvas de F(x,z)=const

\

Figura 4.3: Grafica donde se muestran las curvas de nivel de F, para v = 4/3, z. = 2.0,
w=4.771y z. = 3.37.
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4.6. Comportamiento global de la rama fisica paral <y <5/3

Lo que queremos ahora, es ver si podemos conectar la rama fisica con una de las soluciones
asintéticas que vimos en la seccién Para esto definamos la siguiente funcion

L(z):= |1+ (4.54)

2
-3

430(7—1)—37-1—2] { 4x]’

tal que

L(xc) = Fu(xe, zc).

Para que la rama se conecte con una de las soluciones asintoticas en la seccion [£.2] necesi-
tamos que
o _ 2
£(ze) = lim Filw, 2) = B2, (455)

z— 00

donde hoo := 1+ 2271 vy 20 > 0 un parametro libre. Vemos de la definicién de £ que,

» L(z) — 1 cuando z — oo,

» L(z) — oo cuando T — Ty, donde Ty, = % + 4@1771).

Derivando a £(x), se tiene

[(v = D42 — 3)*[42(3y — 5) + 3(2 — 37)]
dx2[dx(y—1) — 3y +2)3 ’

£(z) = (4.56)

donde vemos que £'(x) < 0 para todo = > x;,, mientras que 1 < v < 5/3. Entonces, L(z)
es una funcién mondtona decreciente y

» L (24im,0) — (1,00) es invertible y existe L7 : (1,00) — (@i, 00).

El comportamiento tipico de la funcién £ para 1 < v < 5/3 se muestra en la figura

Concluimos que dado un valor z,, > 0 para la densidad de particulas en el infinito, existe
una dnica posicién x. del punto critico para la cuél se cumple la condicién necesaria (4.55)
para la conexién de la rama inestable con una de las soluciones asintoticas.

Para ver si las ramas realmente se conectan, analizamos el comportamiento asintotico de la
rama inestable para x — co. Dado que z crece y z decrece a lo largo de la rama, existe el
limite zo := lim z(x) > 0. Entonces para que la rama se conecte con una de las soluciones

Tr—00

asintéticas de la seccién basta mostrar que z,, # 0. Para demostrar esto, notamos
primero que en la region I vale z > 2 (z) = 2u/x2/3. Por lo tanto,

B 1
Uu=— < —=
2?2z 2z

y entonces lim wu(z) < lim 1/(24/x) = 0, y entonces us = 0. Por ende, la rama inestable
r— 00

r—00

z = z(x) satisface

L(xc) = Fu(xe,2.) = lim Fy(z,2(x)) = hgo,

r—00
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Funcion L(x)

L(x)

Figura 4.4: Grafica de L£(x) para el caso v = 1.3 .

y dado que L(z.) > 1, concluimos que zo, > 0.

Para la rama estable, en cambio, tenemos zoc =0y 1 < L(z.) = F,(z., 2.) = lim F),(z, z(x)) =

r—00
1 +u?,, lo que implica que uqy # 0.
Concluimos entonces que dado una densidad de particulas zo, que viene del medio interes-
telar, este valor fija la posiciéon x. del punto critico a través de la ecuacion ([4.55)), y entonces
Ky ze quedan tnicamente determinados por la ecuaciones (4.28) y (4.25), respectivamente.
Por lo tanto existe un tnico flujo estacionario y radial que es regular en el horizonte para
un valor de z,, dado.

4.7. Comportamiento para vy > 5/3

En esta seccion analizamos el caso 111, en donde v > % Recordamos que en este caso, existen
tres subcasos que corresponden a ninguno, uno o dos puntos criticos de F, s Tespectivamente.
Empezamos con el analisis del subcaso (a), en donde no hay ningtn punto critico. Luego,
presentaremos algunos resultados parciales en el subcaso (¢), donde existe un punto silla y
un minimo local de F),.

4.7.1. El subcaso (a)

Para el subcaso (a), donde no hay puntos criticos, las curvas I'y y T's definidas en las
ecuaciones y no se cortan. Mientras tanto 5/3 < v < 2, las funciones z;(z) y
zo(x) que describen dichas curvas decaen monotonamente a cero para  — co. Ademas, la
funcioén zo tiende al infinito cuando x — 1 se acerca al horizonte. El comportamiento tipico
de estas curvas se puede observar en la figura donde tenemos I', la curva verde y I'y,
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es la curva roja.

Curvas no puntos criticos

0.018 ]
0.016 ]
0.014 i
0.012 i
2(x) 0.010 ]
0.008 ]
0.006 i
0.004 ]

0.002

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 4.5: Grafica de las curvas I'; y I'y para el caso v = 2.

De la figura [£.7] se puede observar que las curvas I'y y I's dividen el espacio fase en tres
regiones. La region I que se encuentra por encima de I's, la region 11 estd por debajo de la
curva I'7 y la region III que se encuentra entre las curvas I'y y I's. Analicemos que pasa en
las regiones Iy II, ver figura [4.6]

= Para la region I, %—5 >0y %—5 > 0, entonces en el sistema dinamico T crece
v z decrece. Como el campo vectorial X apunto en la direccién z negativa en todos
los puntos de la frontera I's de esta region, el flujo es atrapado en el pasado. Por lo
tanto, una curva integral que emana de un punto dentro de esta region, no se puede
extender hasta el horizonte, porque tendria que cruzar la curva I's en el pasado.

= En la region 11, %—5 <0y %—f < 0, entonces x decrece y z crece. Como el campo

vectorial X apunto en la direccién x negativa en todos los puntos de la frontera I'y
de esta region, el flujo es atrapado en el futuro.

Concluimos entonces que no pueden existir curvas de nivel z = z(x) que toman un valor
finito en el horizonte y que se extienden hasta z — oo con un valor positivo z. > 0. Por lo
tanto, en el subcaso (a), no hay acrecion de materia con un bafio de particulas finito.

4.7.2. El subcaso (c)

Finalmente, analizamos el subcaso (c), donde existe un punto silla y un minimo local de F,,

ver la seccidon La posicion del punto silla z.; se encuentra en el intervalo 3/4 < z. <

% . 3y—2 .. o .
= sy < xo y la posicion x.o del minimo local satisface z.o > xg.



48

Capitulo 4. Analisis del espacio fase

Figura 4.6:

Grafica donde se muestran las tres regiones.



4.7. Comportamiento para v > 5/3 49

Recordamos que una condicién necesaria para que la rama inestable se conecte con una
solucién asintética con zo, > 0 es L(z.) = h2,, donde la funcién £ esta definida en la
ecuacion . Lo interesante del caso v > 5/3 es que la funcién £ ya no es monétona.
Efectivamente, de la ecuacion se puede ver que £ posee un minimo local en z* =
%, donde £ toma un valor menor que uno, ver la figura Como h?, > 1 para
Zoo > 0, esto implica que la posicion del punto silla z.; no puede tomar valores arbitrarios,
sino que debe encontrarse en el intervalo

Tiim < Tel < Temaz

donde Z¢pmqz es el punto donde la funcion £ toma el valor de uno. Es decir,

1 21 3
4xcmaz(7 - 1) - 3’}/ + 2 4zcmam '

Simplificando, encontramos la ecuacién cuadréatica,

L(Temaz) =1= |14

3
1(7 - 1)2(4xcmaw - 3)2 = [chmaw(ry - 1) - 6’Y + 5]xcmaw7

que tiene la siguiente solucion, tomando en cuenta que Temaz > Tiim,

1892 — 42y + 23 + /12y — 11
Temaxr =
4(y — 1)(6y — 10)

1.12 4
1.10 4
1.08

1.06

Lx) 1041

1.02

1.00

0.98 4

0.96

— Lk 1

Figura 4.7: Grafica de L(x) para el caso v = 2, donde xj;,, = 1y * = 3.
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De ahora en adelante, analizamos el caso especifico v = 2. Para este caso, tenemos z;;,, = 1
YV Temar == 1.8257, y entonces la condicién necesario para tener una curva de nivel global
que pasa por el punto silla se reduce a

1<z < 1.8257. (4.57)

Para encontrar la posicion del otro punto critico, acudimos a la ecuacon (4.28]) con v =2y
obtenemos

x3/2

Evaluando en el punto z., es decir, F(z.) = 0, llegamos a la siguiente ecuacion para z.

3 =16(2u)?(z, — 1)%

Tomando la raiz cuadrada obtenemos
23/ = 8pu(z, — 1).
Definamos la siguiente ecuacion
y* +8u(l —y*) =0, (4.58)

donde y = z1/2. Tomemos un valor de z.; dentro del intervalo 1 < z. < 3 y encontremos

el otro punto critico mediante la ecuacion (4.58) es decir,

3

3 1% 2 2 y+wn
Yy~ — 1=y )=Wy—un (y +un >=0,
1*1/%( )= ) 1—yf

3 1/2
donde 8y = —ﬁ—ly%, con y; = xc{ )

El primer cero, lo encontramos en y = y; y el segundo cero, en y?(1 — 1) +yy/Te1 +2e1 = 0
y esto es,

_ WV Tl + Tel (41'61 - 3)
VT2 =Y = 2(3301 — 1) .

A continuaciéon mostramos dos ejemplos, uno que satisface la condicion necesaria (4.57) para
que la rama inestable se conecte en el infinito y otro que viola dicha condicién.

En el primer ejemplo, z.; = 1.82 y z.o ~ 6.37. Las figuras y muestran las ramas
estables e inestables y las curvas de nivel de F), para este caso. Se espera que la rama
inestable se extiende hasta x — oo en este caso.

En el segundo ejemplo, z.1 = 2.4 y .o ~ 3.90. Las figuras [£.10] y [£.11] muestran las ramas
estables e inestables y las curvas de nivel de F), para este caso. Como podemos ver de las
figuras, la rama inestable no se extiende hasta el infinito en este caso, sino que se conecta
con la rama estable.
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Grafica punto critico

0.9 1
0.8
0.7 1

0.6

0.4 1
0.3
0.2

0.1+

Figura 4.8: Grafica donde se muestra el punto critico y las ramas estable e inestables para
vy=2, 2, =182y x.o =6.37.

Curvas de nivel

Figura 4.9: Curvas de niveles de la funcién F), para v = 2 y x,; = 1.82. El segundo punto
critico (el minimo local) esta en x.o = 6.37.
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Grfiﬁca donde se muestran dos puntos criticos
035
0.30 -
0.25 -
7=z(x) 0.20 -

0.15

0.10 ]

Figura 4.10: Grafica que muestra las ramas estables e inestables para v = 2, ., = 24y
Ze, = 3.90. Como se puede ver, las dos ramas se conectan en este caso.

0.20

0.15

Figura 4.11: Curvas de niveles de la funcién F), para v = 2 y 2,1 = 2.4. El segundo punto
critico (el minimo local) est4 en x.o = 3.90.



Capitulo 5

Acrecion de gas de Fermi

En esta seccion, queremos ver si para un gas de Fermi, este puede ser acretado por el
agujero negro. Primero encontramos la funcion F,(z,z) para este gas. Para ello, tenemos

que f(n) = j—z y de la ecuacion (2.30)),

d
ﬁ :mc21/1—|—x?,
1/3

donde g9 = mc? es la energfa en reposo y ¢, esta relacionado con z de la forma zy = z!/3.
Esta relaciéon es dada porque
zr = \(3mn)'/3

donde ). es la longitud de Compton.
Tenemos que z = n/ng entonces, reemplazamos z en la ecuacién anterior y obtenemos
z5 = A(312no) 3 (2)1/?

y definimos entonces

1

no = =5
3m2\3

Quedando la expresion para f(n) de la forma,
f(n) =mc*V1+ 22/3.

Ahora como h(z) = %)”), tenemos que

h(z)? =1+ 2%/3,

y la ecuacion (4.7) queda de la forma

T 22zt

Fo(xz,2) = (14 223 (1 Sy ) .
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Teniendo la ecuacion anterior encontremos sus puntos criticos, es decir, los puntos (z, z.)
tales que
VF,(xc, 2c) = 0.

Las componentes de esta ecuacion son 0, F),(xc, 2.) = 0y 0,F,(xc, 2.) = 0, y implican las
ecuaciones:

(o) = . (5.1)
y ) 5
23z —1) = % (2 + 22/3> = H(2). (5.2)

Vamos a ver si existen puntos critico. Para ello, reemplazamos (5.1]) en , obteniendo

x(4—M£;B):6. (5.3)

Vemos de (5.3)), que hay una restriccién para p porque, el término dentro del paréntesis
tiene que ser positivo. Esto es,

3

e

0
entonces,
(4u*)? > 3/4.

Tenemos entonces que la ecuacion (5.3 es lineal en z y por tanto, es una funcién monoétona
y tiene un dnico cero.

Analizamos ahora el determinante del Hessiano (4.38]) para ver que tipo de punto critico es
el punto que tenemos. Recordemos que la determinante es dada por

h?
D=-=5Yr

2
Zede

donde Yy := 1—3(W,.—V?2). Los términos W, y V2, se encuentran a partir de las definiciones
V(z)? = %{Z(n") y W(z) = 29X, Y de esta encontramos V(z)? = %% y W(z) =
%HZ%/S Estos términos, los evaluamos en )Yy y encontramos el signo de Y que nos va a

decir que tipo de punto critico tenemos. Esto es,

2,22/3

2/3

Vi=—"n
14+ 2z

>0,

lo que implica que D < 0. Entonces, el punto critico, es un punto de silla de F,.

Miremos ahora que tenemos que el punto critico es un punto de silla, el comportamiento
global de las ramas estable e inestable (asociados a los autovalores negativo y positivo de
DXp). Para ello, vamos a analizar las curvas I'; y T's, cuyas ecuaciones respectivamente son

G1) vy G2
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El comportamiento de la curva I'y, con la ecuaciéon que la vamos a llamar z;(x), nos
muestra que en los extremos z1(z) — oo cuando x — 0y z1(z) — 0 cuando x — 0.
Como la derivada de z;(z) es negativa para toda x, entonces tenemos que la funcion z(x)
es mondtona decreciente.

El comportamiento de la curva I's, con la ecuacion ([5.2)), nos muestra que en los extremos
H(z) — oo cuando z — 0y H(z) — 0 cuando z — oco. En los otros puntos tenemos que

la derivada es H'(z) = —42%2 (1+ Z3/3) < 0 para todo z. Entonces, H(z) es una funcion
mondtona decreciente. H : (0,00) — (0,00) y existe la inversa H~! : (0,00) — (0,00). La
funcién zo(z), se puede encontrar a partir de zy(x) = H~[z3(x — 1)].

Del anélisis anterior, tenemos que las curvas I'y y I's son mono6tonas decrecientes. Miremos
ahora las pendientes de estas curvas,

Para I'y tenemos

dz 3
| = 3A 4
dx . 27 (5.4)
y para I'y
dzy 1 dz 4 1
2 = AN - D - 55
da |, We—VZ+1]  de|, 3W,—VZ+1 (5:5)
donde A = 2=.

c

Introduciendo las expresiones explicitas el W, y V.2 encontrados anteriormente, llegamos a

1 314223
W,—V2+1 224 22/3

y reemplazandola en ([5.5)) tenemos

dZQ

2(1 + 2%/%)
dz |,

2+ 22/3

_da
_dxm

2/3 . . .
Como % > 1, tenemos que la pendiente asociada a I's es menor que la pendiente

asociada a I'y, por tanto, las curvas se cruzan.
La ecuacion (.5) también la podemos expresar en términos de D = /Yy como

4
. 4-D2

dz
dx |,

_da
T dx

para asi, poderla comparar con las pendientes a las ramas que veremos a continuacion.

Los pendientes asociados a las ramas inestable y estable son respectivamente,

_ -3A

2y = 2—|—D’ (56)
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_ —3A

- 2-D’
donde vemos que la pendiente de la rama estable z_ es menor que la pendiente z; de la
rama inestable. Comparando estas pendientes z; y z_ con las pendientes para las curvas

I'y y 'y, se tienen que la pendiente z_ es menor que la pendiente %\mc y la pendiente 2z

dzy
dx

El diagrama fase para el gas de Fermi tiene exactamente el mismo comportamiento que
el gas politropico con 1 < v < 5/3, ver la seccion La rama inestable no puede salir
de las regiones I y II. Miremos si es posible conectar la rama inestable con una solucién
asintotica. Esto es, si se puede asociar a una densidad z., en el infinito dado, un tnico punto
critico(x., z.). Analizamos entonces la funcion

Lor) = <1+ 4333_6> (1— 41) (5.8)

donde Lf(z.) = Fu(xc, 2.) y donde z%/® = 2. El comportamiento en los extremos es
L¢(z) — 1 cuando  — o0, y Ly(z) — oo cuando z | 3/2.

(5.7)

zZ_

es mayor que la pendiente

Te*

Veamos mediante la derivada el comportamiento de L;(x) en los otros puntos. La derivada
de Lf(x) es

—9(4x — 3)

[,'f(x) = m

(5.9)

Vemos que L () < 0 para todo x > 3/2 entonces, la funcién L(z) es monétona decreciente.
Sabemos que 22 > i—‘; en la region I. Entonces,

o 1
u=— < —F.
2 2\/x
De la ecuacién anterior concluimos que
Uso = 0.

Esto implica que F,(x,2) — 1 cuando z — oco. Como
Fu(xe,2.) > 1
porque,
Lf(xe) =Fu(xe,20) > 1
pues L;(x) ya mostramos es una funciéon monoétona decreciente entonces,

Zoo > 0,

donde recordemos, el punto critico se encuentra en el intervalo 3/2 < x. < co. Entonces la
rama inestable se extiende hasta el horizonte t =1y a z — oc.
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Concluimos entonces que dado una densidad de particulas z,, que viene del medio inter-
estelar, existe un unico flujo radial y estacionario que es regular en el horizonte. Ver las
figuras y donde se muestran las ramas estables e inestables y las curvas de nivel de
E,.

Acrecion de gas de Fermi
0.7

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1 1

Figura 5.1: Grafica donde se muestra el punto critico y las ramas estable e inestable para
uw=0.7 2. =376y z. = 0.19. La solucion fisica que describe la acreciéon corresponde a la
curva de nivel generada por el punto critico y la rama inestable.
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Curvas de nivel F(x,z)=const. Gas de Fermi

7

2w

Figura 5.2: Grafica donde se muestran las curvas de nivel de F),(z,z) = const para u = 0.7
y x. = 3.76.



Capitulo 6

Acrecion de polvo

Finalmente, en este capitulo, analizamos un caso sencillo del fluido de particulas donde la
ecuacion de estado, es la de polvo. En este caso, la presion p es cero lo que implica que
f=c¢0y h(n) =1. Entonces, la funcion (4.7) toma la forma simple

1
Fu(m,z)zl—;—l—uQ, U= 5 x>0,2>0. (6.1)

Cuando = tiende al infinito, queremos que la velocidad u se haga cero. Por lo tanto, la
solucion fisica es dada por la curva de nivel F,(z,z) = 1, y entonces,

u(z) =

e
Como z2uz = p, tenemos que la funcién densidad de particulas para la ecuaciéon de polvo
es

z(x) = 2 (6.2)

y obtenemos una funcién bien comportada para todo = > 0 y todo g > 0. Sin embargo,
notamos que estas soluciones tienen z,, = 0, y por lo tanto no es posible conectarlas con un
bano de particulas en el infinito.

Una grafica que describe la densidad de particulas se encuentra en la figura |6.1
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Acrecion de polvo

7(X)

0.5

Figura 6.1: Grafica de la densidad de particulas z(x) en funcion de = para p = 1.



Capitulo 7

Conclusiones

En el trabajo presentado, estudiamos la acrecién estacionaria de materia por un agujero
negro con simetria esférica. Supusimos que el espacio-tiempo es un fondo fijo, es decir, des-
preciamos los efectos del T*” de fluido sobre la métrica de fondo. Ademaés, despreciamos
efectos de viscosidad y de produccién de entropia. Supusimos un fluido estacionario. Estu-
diamos la acreciéon de materia para la ecuaciéon de estado politropica donde encontramos un
punto critico en el espacio fase y demostramos que dicho punto es un punto hiperbélico del
sistema dindmico. Linealizamos el sistema dindmico alrededor de este punto critico. De los
eigenvalores y eigenvectores del campo vectorial linealizado, obtenemos el flujo del problema
linealizado que, localmente por el teorema de Hartman-Grobman, también describe el flujo
del problema nolineal. En nuestro caso, encontramos ramas estables e inestables del siste-
ma, que corresponden a los puntos que convergen al punto critico en el futuro y el pasado,
respectivamente. Usando métodos globales, demostramos que la rama inestable se pueden
extender hasta el horizonte y la regiéon asintética, y se puede llegar a un entendimiento del
espacio de fase.

Mostramos que para el caso donde el indice politrépio v estd dentro del intervalo 1 <
v < 5/3, la rama fisica, describiendo acrecién de materia, es la rama inestable. Ademaés,
demostrarmos que dado una densidad de particulas z,, existe un tnico flujo radial y esta-
cionario que es regular en el horizonte. Es decir, resolvimos el problema astrofisico: Dado
una densidad de particulas que proviene del medio interestelar, existe un unico flujo radial
y estacionario de acrecion. Luego, estudiamos el caso para v = 2 y al igual que en el caso
anterior, estudiamos el espacio de fase. Encontramos que, dependiendo de los pardmetros,
pueden existir un tnico, dos o ningtn punto critico. En caso de dos puntos criticos, demos-
tramos que uno de ellos es un punto silla y el otro un extremo local. Para el punto de silla,
tenemos que las ramas estables e inestables en el espacio de fase se comportan, localmente,
igual que para 1 <y < 5/3. En el caso v = 2, no sabemos atn si hay o no acrecion ya que,
puede suceder que la rama inestable se extienda al infinito, o bien que la rama inestable se
conecte con la rama estable. También estudiamos el gas de Fermi y el gas de polvo (presion
cero) y se pudo ver que para estos dos casos, también hay acreciéon de materia.

El estudio de la acreciéon de materia no termina aqui. Una continuaciéon de este trabajo, se
podria extender al caso para v > 5/3 donde parcialmente se analiz6 v = 2 pero, no se estudio
a fondo. Otro tema a estudiar en el futuro es el caso donde el agujero negro esta rotando
y examinar la posible formacién de discos de acrecion alrededor de él, lo que representa un
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caso mas realista que el estudiado en este trabajo.



Apéndice A
Apéndice

En este apéndice analizamos el flujo local cerca de los puntos criticos de un sistema dindmico

Hamitoniano de la forma
i OF (x,z)
(£) = xe@9) =  Zofle ). (A1)
ox

Tomemos un punto critico (z, z.), donde Xpg(z., 2.) = 0, y miremos qué pasa cerca de el.
Hacemos entonces una expansion de X en serie de Taylor alrededor de este punto,

Xrp(z,2) = Xp(xc, 2.) + eDXp(2e, 2¢) <g§) + O(€?). (A.2)

El primer término de la derecha se cancela pues Xp(z., z.) = 0. Por otro lado,
A oz
()= () (%) =
entonces de la ecuacion (A.1]) encontramos,

; <§”z”> — DX (ze, ) (gi) +0(&). (A.4)

Despreciamos el término cuadratico (pues lo que queremos es un analisis lineal en €) y
cancelando términos iguales tenemos

(‘;ﬁ) — DXy (a0, 2.) (gj) — A (gﬁ) , (A.5)

siendo A = DX p(z., z.) el Jacobiano de Xp(z,z) en el punto critico.
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La solucién del problema linealizado es

(‘gj) = et (gj) oo (A.6)

A=UAU"', A= (Aol AOQ) 7 (A7)

Si A es diagonalizable,

siendo U la transformacion lineal que tiene los eigenvalores de A como columna. Entonces,

—1
eAt — GUAU t
— UektU—l

eMt 0 _
— U( 0 eM) Ut (A.8)

Si definimos

(@)= (®

entonces,
= AL(1)
(2
= UM AUE(t) = A&(1)
— ()(‘)1 £2> £(t), (A.10)
de donde
Mt
(0= ou)€0. (A1)

Concluimos que R
1t
() o-vew-v (" J)eo, (A12)

Este anélisis de linealizar el sistema es para luego compararlo localmente con el problema
real no linealizado. Esto se puede hacer mediante el Teorema de Hartman-Grobman (ver,
por ejemplo [5]) que nos dice que el flujo linealizado describe cualitativamente el flujo no
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lineal bajo la condicion Re();) # 0 (punto de equilibrio hiperbélico).

Para el caso donde los eigenvalores son reales y la matriz es 2 x 2, tenemos 5 casos para A;
y Ago. Estos son (ver [5]):

AL <0< A, A< XA<0, A =X<0, 0<X<A, 0<A=2A1

Para el caso donde Ay <0 gy Ay > 0, tenemos un punto critico y su grafica en el espacio
de fase donde se muestran las curvas de nivel se muestra en la figura[A1] Las ramas estables
e inestables corresponden a los puntos para los cuales la solucién converge al punto critico
(0,0) en el futuro y el pasado, respectivamente.

Figura A.1: Grafica del espacio de fase para A\; <0 y A > 0.

Para el caso donde \s = A; > 0, tenemos un nodo propio inestable y para Ay > Ao > 0
tenemos un nodo impropio inestable, ver la figura [A-2]

Para el caso donde A\; = Ay < 0 tenemos un nodo propio estable y para A\; < A2 < 0 tenemos
un nodo estable impropio, ver la figura
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Figura A.2: Gréfica del espacio de fase para 0 < Ay < Ap.

Figura A.3: Grafica del espacio de fase para A\; < Ay < 0.
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