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INTRODUCCION

En el estudio de espacios con producto escalar uno de los conceptos mas importantes es el de
Base Ortonormal. Este concepto permite que cada elemento en el espacio sea escrito como *“ com-
binacion lineal ’de elementos de la Base Ortonormal; sin embargo algunas de las condiciones para
que una familia de elementos en el espacio con producto escalar sea Base Ortonormal son muy
restrictivas; como por ejemplo la dependencia lineal y algunas veces la ortogonalidad respecto a un
producto escalar se hace dificil y hasta casi imposible de probar en muchos casos. Esta es la razén

por la cual se deben encontrar herramientas mas flexibles.

Los Marcos (Frames) son una de esas herramientas. Un Marco para un espacio con producto
escalar permite que cada elemento en el espacio pueda ser escrito como “combinacion lineal “de
elementos en el Marco; pero la independencia lineal y la ortogonalidad entre los elementos del
Marco son condiciones que no se requieren, intuitivamente se puede pensar acerca de los Marcos

como una “ Base generalizada”, ya que este tiene mds elementos.

Los Marcos aparecieron por primera vez en 1952 en el trabajo A Class of Non-Harmonic Fou-
rier Series, realizado por Duffin R.J. y Schaeffer A.C.[11]. En este trabajo los Marcos (Frames) se
usaron como herramienta en el estudio de series de Fourier no armoénicas. Y 30 afios después, en
1986, Daubechies, 1., Grossmann A., Meyer, Y. en su trabajo denominado Painless nonorthogonal
expansions[9], usaron los Marcos para encontrar expansiones en series de funciones en L,(R) muy

similares a la expansion en series utilizando Bases Ortonormales.

Durante los tultimos afios la teoria de Marcos ha sido desarrollada rdpidamente debido al de-
sarrollo de nuevas aplicaciones. Los Marcos son comunmente aplicados en el procesamiento de
senales e imagenes, comprension de datos, pero también son usados para mitigar efectos de perdi-
das de sistemas de comunicaciones basados en paquetes, y por lo tanto para mejorar la transmision
de datos (ver [8]).



VI INTRODUCCION

En este proyecto abarcaremos los Marcos en espacios de Krein. La investigacion se centra en
mostrar que si se tienen Marcos para espacios de Krein se tienen Marcos para el espacio de Hilbert
asociado y viceversa. También se analiza que sucede con los marcos para L, (R, du) cuando sobre
€ste se considera la forma bilineal (W,-, -), donde W, : L, (R,du) — L, (R, du) es un operador
lineal autoadjunto tal que W, f = ¢ f con ker W, = {0} y ¢ una funcion real medible que satisface

(pf € L2 (R’ dlu) si f € L2 (R’ dlu)

En el capitulo 1 se dan nociones y propiedades bésicas de espacios de Krein, se construyen
ejemplos de estos espacios a partir de espacios de Hilbert mediante la asignacion de W—métricas y

este proceso nos da como resultado espacios de Krein llamados regulares o singulares.

En el capitulo 2 se dan las nociones y propiedades basicas de los Marcos para espacios de Hil-
bert, algunos resultados importantes que seran analizados a fondo para ver si siguen siendo validos
en los diferentes tipos de espacios de Krein construidos en el capitulo 1. También en este capitulo
encontraremos una clase importantes de Marcos para el espacio de Hilbert L,(R), el cual es llamado
Marcos de Gabor (Gabor Frames). Estos son muy importantes en la teoria de Marcos y en el andli-
sis de sefiales e imagenes por su estrecha conexion con el anélisis de Fourier. Todos los resultados

en este capitulo son dados sin demostracion, ya que estas pueden ser encontrados en [7].

El capitulo 3 es el centro de el proyecto, aqui encontraremos el resultado principal, el cual nos
dice que hay una equivalencia de Marcos entre espacios de Krein y Marcos en el espacio de Hilbert
asociado, se estudia si los resultados basicos y de gran importancia dados en el capitulo 2 siguen
siendo validos en los diferentes tipos de espacios de Krein construidos en el capitulo 1, y si no
lo son, se dan resultados andlogos a los dados para espacios de Hilbert. Se muestra el comporta-
miento de los Marcos en espacios de Krein regulares y singulares, el cual es equivalente al usual
en espacios de Hilbert cuando se considera un espacio de Krein regular, y se muestra que en espa-
cios de Krein singulares el comportamiento es totalmente diferente debido a las propiedades de la

W—-métrica, senalando las causas de este hecho.

Finalizamos este proyecto mostrando en el capitulo 4 ejemplos que ilustran las diferentes situa-

ciones que explican el ;Por que? del desarrollo de este proyecto.



CAP{TULO 1

ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO INDEFINIDO

En este capitulo se dan algunas nociones basicas de los espacios con producto interno indefini-

do. Los resultados de este capitulo pueden ser encontrados en [3], [4] y [5].

1. Nociones Basicas

DEeriNicION 1.1. Sea V un espacio vectorial sobre C. Un producto interno en V, es una funcion
[,-] : VXV — Ctal que:

[x+y,z] = [x,2] + [v,z] paratodo x,y,z € V.

1.
2. |ax,y] = a[x,y] paratodo x,y € Vy a € C.
3. [x,y] = [y, x| paratodo x,y € V.

Al par (V, [+, -]) se le llama espacio con producto interno .

DernicION 1.2. Sea V un espacio vectorial sobre C. Si [+, -] : VXV — C es un producto interno

tal que para cada x € V se satisface:

1. [x,x] >0,
2. [x,x]=0 x=0.

Entonces se dice que [, -] es un Producto Escalar. En caso de que el segundo item no se cumpla se

dice que el producto interno es Semi-definido.

DEerinicioN 1.3. Sea (V,, [+, -]) un espacio con producto interno. Decimos que x € V es:

m Positivo, si [x, x] > 0.
= Negativo, si [x, x] < 0.

m Neutro, si [x, x] = 0.

Esta definicion nos lleva a distinguir los siguientes conjuntos
1
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BTi={xeV:[x,x]>0},

B ={xeV:[xx] <0}
B i={xeV:[x,x]>06x=0}
B i={xeV:[x,x] <06x=0}

DEriNiciON 1.4. Sea (V, [+, -]) un espacio con producto interno. Si este posee elementos positivos

como negativos, se dice entonces que (V, [+, -]) es un espacio con producto Interno Indefinido. Esto

es, " # {0}y B~ # {0}

DEerINICION 1.5. Sean V, V' € W subespacios de W tales que V NV’ = {0}, la suma directa (en el
sentido usual) de V'y V’ es denotada V @ V’. Se define V[+]V’ como la suma directade V' y V' tal
que parax € Vyy € V' se tiene que [x,y] =

DEeriNniciON 1.6. Decimos que (V, [+, -]) es descomponible si admite una representacion de la

forma

V=V [+ V [+V, vt c gt Vo CcpT,
donde V° := {x €V :[x,y] =0 Vy € V}eslaparte isotrépica de V,y V-, V* son subespacios de
V.

DEerinicion 1.7. Sea (V, [+, -]) un espacio descomponible, se dice que V es no degenerado si
V% = {0}. En este caso

V=V+]V"
Tal descomposicion recibe el nombre de Descomposicion Fundamental.

OBservaciON 1.8. Si (V, [+, -]) admite una Descomposicién Fundamental, entonces todo x € V se

puede escribir de manera Unica

x=x"+x", x*eV*

Proposicion 1.9. Sea (V, [+, -]) un espacio con producto interno indefinido, descomponible y no

degenerado. Sobre V definimos

(1.1) (xy) =[xy =[x, y7]

entonces tenemos que (-,-) es un producto escalar sobre V.
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Demostracion. Sea x € V entonces (x,x) = [x*,x"] — [x7,x7], pero como x* € V* entonces
+[x*, x*] > 0, por lo cual (x,x) > 0. Si (x, x) = 0 entonces tenemos que [x*, x*] = [x~, x™], pero

como [x*,x"] > 0y [x7,x7] <0, sélo nos queda que x* = x~ =0, y por ende x = 0.

Dado « € C se tiene
(ax,y) = [ax",y" ] = [ax",y ] = a([x", x"] = [x7,x7]) = a(x,y)

Por otro lado sean x,y,z € V, teniendo en cuenta que la escritura de x + y € V unica entonces

(x +y)* = x* +y*, por lo cual
x+y,2) =[x+ =[x+, 2 1= +y", 2" =[x +y,z7]
=[x -1+ L =L = () + (0, 2).

Obviamente se tiene (x,y) = (y, x). En conclusion (-, -) es un producto escalar sobre V. —

OgservaciON 1.10. Sea (V,[-,-]) un espacio con producto interno indefinido, que admite una
Descomposicion Fundamental, entonces si sobre V definimos el producto escalar dado en (1.1) este
hace que (V*,[-,-]) y (V7, —[-,-]) sean espacios pre-Hilbert. Esto es, no son completo con respecto

a la norma generada por estos productos escalares.

Derinicion 1.11 (Espacios de Krein). Un espacio con producto interno (V, [+, -]) que admite una

descomposicion fundamental de la forma
V=V'[+V", VB, Vocp

con (V*,[,-]) y (V7,—[:,-]) espacios de Hilbert con respecto a las normas ||x*|| = V=x[x*, x*] si
x* € V* recibe el nombre de espacio de Krein.

ComenTtario 1.12. De ahora en adelante cuando se considere un espacio de Krein sera denotado
R. Con descomposicion fundamental R = R*[+]R".

DEerINICION 1.13. Sea R = (R*[+]R 7, [+, -]) un espacio de Krein, consideremos las siguientes

proyecciones P* : R — ‘R* dadas por
(1.2) Pr(x"+x)=x", P +x)=x

que estan bien definidas y son ortogonales con respecto al producto escalar (-, -) definido en (1.1).
Los operadores P* se llaman Proyectores Fundamentales y el operador J(x* + x7) = x* — x™ se

llama Simetria Fundamental.
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DErINICION 1.14. Sea R = (R*[+]R7, [, -]) un espacio de Krein, consideremos la siguiente

forma sesquilineal [-,-]; : R X R — C definida por

[x,y]; := [Jx,y]

A esta se le llama J-producto interno y a la norma inducida denotada por ||-||; = V[:, ], se le llama

J-norma.

Comentario 1.15. El J-producto interno satisface la siguiente igualdad [x,y]; = [x,y*] —

[X_,y_] = (X, y)

DEFINICION 1.16. Sea R = R*[+]R 7, sean x,y € R, decimos que x es ortogonal a y si [x,y]; =

0y es denotado x L y. Decimos que x es J—ortogonal a y si [x,y] = 0y es denotado x[_L]y.

OBservACION 1.17. Como el propésito principal serd estudiar operadores lineales actuando en
espacios de Krein, la topologia de éste espacio es importante para cuestiones relacionadas con la
acotacion, cerradura de operadores y su teoria espectral etc. Dicha topologia es generada por la J-
Norma dada en la definicion 1.14. La proposicion 1.9 y la definicion 1.14 pueden crear la impresion
de que dicha topologia dependa de la eleccion de la Descomposicion Fundamental de ‘R, mas sin
embargo, Azizov y lokhvidov [3] (capitulo I) demuestran que: Todas las normas definidas por
diferentes Descomposiciones Fundamentales resultan ser equivalentes. Asi la topologia generada

por la J-norma no depende de la eleccion de la Simetria Fundamental.

OBserRVACION 1.18. La Simetria Fundamental y el producto interno indefinido satisfacen las si-

guientes condiciones:

1. Se satisface J>2 =1d, J=J",
[Jx,y] =[xy 1 =[x,y T =[x,y =y 1+ [x,y" =y 1 =[x, Jyl,
[Jx, Jy] = [J*x,y] = [x,y].

_J+Ud Id-J

, en forma similar se tiene que P~ = ——.

2. P*
2

3. [x,x]; 20, | Lo, 11 < Myl

DErINICION 1.19. El sistema {e;} ;4 en R, donde A es cualquier conjunto arbitrario de indices,

es llamado J- ortonormal si [e;, e;] = £6;, donde ¢ ; es la delta Kronecker.

DerinicioN 1.20. Un sistema J-ortonormal {e;} 4 en R, se dice Maximal si no hay otro sistema
J—ortonormal que lo contenga, y se dice ser J-completo si no hay un vector J-ortogonal a este

sistema.
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Un ejemplo sencillo de un sistema J-ortogonal de R = R*[+]R " es la union de dos sistemas
ortogonales de los subespacios ‘R*. Ademas el sistema J—ortogonal es linealmente independiente
y el subespacio generado es no degenerado. En efecto dado N C A un subconjunto de indices finito,

entonces para dados a; € C con j € N, se tiene que
[Z ajej, ez] = ajle;, ei] = a;.
JEN
TeoremA 1.21. [4] Sea {e;} ja un sistema J—ortonormal en el espacio de Krein R = R*[+]R",

las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i). R admite descomposicion fundamental
R =RTHR™ Rcp™, R cf

tales que los e;’s con [ej,e;] = 1 estdn en R* y forman en (%*, [ -]) un sistema ortonor-

mal completo, ademds los e;’s con [e;, e;] = —1 estdn en R~y forman en (‘R‘, -, -]) un
sistema ortonormal completo

[k,ej]‘z <o VYkeRy

ii). Tenemos que 3 ey

-3 el e 3 el wen

[ejejl=—1 lejejl=1
iii). Se tiene
ki kol = )" (e e] [kiej] [es ] Vhi o € R
JjeN
DEeriNIcION 1.22. Sea R = RKR*[+]R ™ un espacio de Krein separable, decimos que el sistema
J—ortonormal {e} ;4 en R es una Base J-ortonormal si {e;};c4 en R es un sistema J—ortonormal

el cual es base (Schauder) en R. (A lo mds contable.)

Comentario 1.23. En Azizov y Iokhvidov [3] se muestra: Si el sistema J—ortonormal {e;} jc4 €n

‘R es una Base J—ortonormal entonces los subespacios
L, = Span {e.,- Dlejejl =1, je A}
de ‘R son subespacios maximales de B** y S~ respectivamente.

OBSERVACION 1.24. Como cada espacio de Krein R se transforma en un espacio de Hilbert
cuando se considera el J-Producto interno, entonces algunas definiciones de la teoria de operadores

se tienen[1]. Por ejemplo, se define el conjunto de operadores lineales y acotados sobre R como

B(R) = {T :R — R: linealy ||T||= sup T x|l - Oo}

xeR\{0} ||x[] s
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Por otro lado, si 7 : R — R acotado donde R y R espacios de Krein con Simetria Fundamental
Jy J respectivamente, entonces existe el operador lineal 7*/ que satisface [Tx,y] 7 =[x, Ty];.
También existe el operador lineal T"*! que satisface [T'x, ylg = [x, T"*y]x paratodo x € R,y € R,

ya que
[Tx.y] = [fo’y]fz [Tx’ fy]T: [x’ T*ffy]f
= [x, JT*7J~y]

entonces T'*) = JT*/J. El operador lineal T™*! es llamado el operador adjunto de T en el espacio de
Krein R. Notamos que T y T"! son unitariamente equivalentes, por lo tanto las propiedades de
T+ 1as preserva T,

Un operador T se dice Autoadjunto en el espacio de Krein R si T = T!*1. Un operador T se dice
J—Autoadjunto si T = T*.

Un operator autoadjunto T tal que [Tk,k] > O para cada k € R se dice Positivo. Un operador
autoadjunto T tal que [Tk, k] > a||k||; para cada k € R y para algin a > 0 se dice Uniformemente
Positivo. Un operador U : R — ‘R se dice Unitario en el espacio de Krein (o simplemente

unitario si no hay peligro de confusién)R si UU™ = UMU = 1d.

TeoreMA 1.25. ([3] y [4]). Cada operador uniformemente positivo A € B(R) es invertible.

2. Espacios de Krein dado por una W—-Métrica sobre un espacio de Hilbert

En esta seccion daremos una construccion muy natural de generar espacios de Krein a partir de
un espacio de Hilbert. Esta construccion es importante por que en este tipo de espacios de Krein que
queremos construir hay muchas propiedades que son de gran interés y que nos ayudan a extender

los Marcos de espacios de Hilbert a Marcos en Espacios de Krein.

Sea $ un espacio de Hilbert con producto escalar (-,-), y norma || - || = -, -). Consideremos

un operador W € B(%) autoadjunto, la forma sesquilineal Hermitiana
(1.3) [ 1= (W),

define sobre $ un producto interno indefinido, el cual llamaremos W-métrica, o, W-Producto in-

terno. A el operador lineal W que satisface (1.3) se le llama Operador de Gram.

Notemos que

e, Y11 = KW, I < WY Yx,y €9,
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1.e, paray € el funcional lineal f(-) = [-, y] es acotado sobre $ con respecto a la norma || - ||.

Sobre $ vamos a considerar la siguiente condicion:
(A) El espacio $ es no degenerado con respecto a la W-Métrica.

Esta condicion nos permite tener una descomposicion fundamental, y ademds es equivalente a:
(A”) 0 ¢ 0,(W), donde o ,(W) denota el Espectro Puntual del operador W.

Esto nos indica que A = 0 no es un autovalor de W (o lo que es igual es que el operador W~! exista

pero no necesariamente acotado).
(A”) Rang W = .

Asf el dominio Dy-1 = Rang W, es denso en $ y por ende el operador W~! es un operador autoad-

junto (pero no necesariamente acotado).

Observemos la siguiente cualidad
kerW={xeH: (Wx,x)=0}={x€9H:[x,x] =0}

Esto nos indica que (9, [+, -]) es un espacio no degenerado si y s6lo si la condicion (A”) se satisface,
ya que Rang W =kerW = $* = {0}.

Consideremos el operador de Gram W, luego o(W) C [—||W]|, ||W]|], entonces por el teorema
espectral de operadores normales acotados [13] tenemos que existe una tnica medida espectral E,

tal que

(1.4) W= AdE,
[=IIWILIIWI

por lo cual tendremos que los Proyectores Fundamentales vienen dados por
(1.5 P = f dE; = Ex([-[IW]1,0]), P" = f dE, = 1d — E,([-|IW]], 0]).
[=1IW11,0] [0.IWI1]

DEernicion 1.26. El W-Producto interno se diceregular cuando 0 € p(W). Y se dice singular
cuando 0 € o.(W).

En el caso de la pertenencia de 0 a el conjunto Resolvente p(W) juega un papel importante.

Pues en este caso la W—métrica es regular, i.e, las normas || - |ly = +/{ VW-, VW+) y la norma

usual || - || son equivalentes. El ejemplo mas simple es cuando el operador de Gram es la Simetria
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fundamental, i.e W = J.

Si W es el operador de Gram tal que 0 € p(W), entonces en $ podemos introducir un nuevo pro-
ducto escalar (-, -); andlogo a (1.1). El cual da en $ una nueva estructura de Hilbert $; con la norma
llxlli = V(x, x); equivalente a la norma original y tal que [x,y] = (J;x,y);, donde J; = P* — P~ es

la Simetria Fundamental de $; con P* dados en (1.5) (los casos J; = +Id no se excluyen).

La anterior construccion estd contenida como un caso especial en un argumento mds general
aplicable cuando 0 ¢ p(W), esto es, 0 € o.(W) donde o.(W) denota el espectro continuo de el

operador de Gram W.

Proposicion 1.27. Un espacio de Hilbert con una W—métrica arbitraria puede ser encajado de

manera densa en un espacio de Krein Sy con Simetria fundamental J.

IDEA DE LA DEMOSTRACION:. Sean $ un W—Espacio, y P* los orto-proyectores dados en (1.5). Intro-

ducimos en $ un nuevo producto escalar dado en forma andloga a (1.1)
(y) =[xy =[x,y 1 Yrye$

y su correspondiente norma || - ||y = \/a donde [+, -] es dada en (1.3). Entonces la forma [x, y] es
continuamente extendible sobre la completacion Hy de H. Asi Hy es un espacio de Krein relativo
a la forma [x,y] = (m), donde J es la Simetria Fundamental de $Hy tal que es una extension de
Jo:=Pt—P de HaDHy. -

ComMmentario 1.28. De ahora en adelante supondremos que sobre un espacio de Hilbert $ una
cierta W—Metrica es dada, y que la condicién de no degenerado (A) se satisface.

Sea T un operador linear arbitrario en $ con dominio 97 y consideremos

Drw={ye9H: existeze H:[Tx,y] =[x,2] VxeDs}

notamos que el vector z es Unicamente determinado si Dy es denso en 9, si esto ocurre, una vez
verificado que Dy es un subespacio lineal entonces el operador T1*! dado por Ty = z (y € Dyia1)
es llamado W—-Adjunto del operador lineal 7. Ahora algunas propiedades del operador 7 (en

sentido usual) son retenidas por el W—adjunto de 7.
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ProposiciON 1.29. [2] Sean R un W—espacio de Kreiny T : Dr € R — R un operador lineal

tal que WDy = 9, entonces algunas propiedades del operador lineal T™ son:

i). El operador T es cerrado.
i), T+ 78 < (1) + T,
iii). 7T < (1, Ty)".
iv). Supongamos que el operador T es uno a uno de Dr sobre Rang T con ambos densos en

9, entonces el siguiente operador existe

oy -y
en particular, (W["‘])_l = (W‘l)[*].

V). Si Ty C T, y el dominio de T es denso en 9, entonces TZ[*] C T1[*]-

vi). Supongamos que el operador T tiene cerradura T y el dominio de T es denso en $,

entonces (T) T i,

vii). Si el dominio de T y de T"™ son densos en $, entonces T c T,

Notemos que por la condicién (A) el operador W~! es tinicamente definido sobre el dominio
Dw-1 = Rang W el cual es denso en £, y es un operador autoadjunto (no necesariamente acotado).
Por otro lado, demostremos que W~'T*W < T*: Sea y € Dy-i7+y , luego para todo x € Dy
tenemos

[Tx,y] = (Tx,Wy) = (x, T*Wy) = (x, WW ' T*Wy) = [x, W T*Wy]

Estoes, y € D y THy = W-IT*Wy, por lo cual se establece lo dicho.

Ahora, sea y € Dz, Para todo x € D7 se tiene

[Tx,y] = [x, T"y] = (x, WTly)
pero es equivalente a

[Tx,y] =WTx,y) =(Tx,Wy)

por ende, (Tx, Wy) = (x, WT™ly) y por lo tanto Wy € Dy. y WTl*ly = T*Wy. Esto es, T*Wy €
Rang W = Dy y WIT*Wy = Ty, 1o cual nos dice que

™ cw'T'w
indicando ello que TV = W-IT*W.

DErinicioN 1.30. Se dice que un operador 7' con dominio D7 denso en £, es W—-Simétrico si
[Tx,y] =[x, Ty] paratodo x,y € Dr, o que es lo mismo (WTx,y) = (x, WT'y) para todo x,y € Dr.
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EsempLo 1.1. Un ejemplo de operador W—simétrico es el mismo operador W y su inversa W',

OBservACION 1.31. Para que un operador 7 sea W—simétrico es suficiente y necesario que 7' C
T

DEriNiciON 1.32. Un operador lineal V con dominio Dy se dice W—isométrico si [Vx, Vy] =

[x,y] para todo x,y € Dy.

OsservacION 1.33. Es claro que si un operador W—isométrico T es invertible, entonces 7!

también es un operador W—isométrico.

DEeriniciON 1.34. Un operador W—isométrico T es llamado W-semi-unitario si Dy = 9, y se
dice W-unitario si D7 = Rang T = 9.

Las pruebas de las afirmaciones anteriores son dadas por Azizov y lokhvidov en [2].



CAP{TULO 2

MARCOS EN ESPACIOS DE HILBERT

En este capitulo se dan algunas propiedades basicas de Marcos en espacios de Hilbert inclu-

yendo resultados importantes sin demostracion, estas se pueden hallar [6], [7], [8], [10] y [12].

1. Propiedades Basicas

DEeriNicION 2.1. Una familia de elementos {x,},an € $ es llamado un Marco para $ si existen

constantes A, B > 0 tal que

2.1) AllxIP? < Z K xa)P < Blladl?,  Yx e $.

neN

Los nimeros A, B son llamados Cotas del Marco. Estas no son unicas, las cotas 6éptimas del
marco son el mayor valor posible de A y el menor valor posible de B que satisfacen (2.1). Si sucede
el caso que A = B, es llamado Marco Ajustado. Si se deja de ser un marco cuando se remueve un

elemento de la familia, entonces recibe el nombre de Marco Exacto.

DErINICION 2.2. Sea {x,},cn un Marco para $, el operador lineal

(2.2) T:0MN) =%, Tle,) = Z o,

neN

es llamado Operador Pre-marco.

OBsERVACION 2.3. En la anterior definicion el operador T es acotado por que

ITcll = sup KT'c,g)l = sup

D e )

ligli=1 llgli=1 | 4ent
1/2
- 2 2
< sup " [e(x, @)l < sup [Z leal® > e, @) )
llgli=1 neN llgli=1 neN neN

llgll=1 llgll=1

= llcll VB

1/2
= [lell sup [Z g xn>|2) < [lxll VB sup lgl
neN

11
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por lo cual ||T|| < VB.
DEriniciON 2.4. El operador adjunto del operador Pre-Marco es dado por
(2.3) T :9— CMN), Tx={x Xy -
DEerINICION 2.5. Sea {x,},en un Marco para $. Definimos el operador lineal

2.4) S99, Sx:TTx:ED@JQ%

neN

llamado el Operador Marco.
OBSsERVACION 2.6. El operador Marco S es acotado, y autoadjunto. En efecto,
ISl =IITT*| = IT* < B
y se satisfaceque S* = (TT*)" =TT* = S.
DErINICION 2.7. Sean {x,},en, {Vn e Marcos para el espacio de Hilbert $), tales que

(2.5) k=) 5y = ) (G x)y, Yxes.

neN neN

Entonces se dice que {f,}.civ €s Marco Dual de {x,},cn.

TEOREMA 2.8. Sea {x,},exy un Marco para el espacio de Hilbert $. El operador Marco S satisface

las siguientes propiedades:

1). Es invertible y satisface

B'ld<S!'<A'ld

ii). {S~'x, e es un Marco con cotas B™',A™', llamado el Marco dual de {x,},cn.

TeoreMA 2.9 (Descomposicion de Marcos. ). Sea {x,},cn un Marco para el espacio de Hilbert
9. Entonces se satisface
x=SS"1x= Z(X,S_lxn>xn, para todo x € 9.
neN
También puede ser usado de la forma

x=8"15x= Z(x, xS 1x,, para todo x € 9.
neN

TeOREMA 2.10. Sea {x,},ar un Marco ajustado para el espacio de Hilbert $) con cotas A = B =
1. Si||x,ll = 1 para cada n € N, entonces {x,},a es una Base Ortonormal para el espacio de
Hilbert $.
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Lema 2.11. Supongamos que {x,},c es una sucesion en el subespacio denso V C $ tal que

existen A, B > 0 que satisfacen

AllxlP? < Z Kx, x)P < Bllx|” Vxe V.
neN

Entonces {x,},a: es un Marco para $) con cotas A, B.

El siguiente resultado es una caracterizacion de Los Marcos en espacios de Hilbert.

TeOREMA 2.12. [7] Una sucesion {x,},en € 9 es un Marco para el espacio de Hilbert $ si 'y solo

si el operador lineal
T:6M) =9, {eahar > ) ety
neN
es bien definido y sobreyectivo.

OBSERVACION 2.13. Se puede dar una explicacion intuitiva del ;Por que? los Marcos son impor-
tantes. Supongamos que se quiere transmitir la sefial x perteneciendo a un espacio con producto
escalar (V, (-, -)), de un transmisor A C V a un receptor R C V. Si ambos tienen conocimiento de

un Marco {x,}"_, para V, la transmision puede hacerse de la siguiente manera:

m
n=1’

Si A envia los coeficientes {(x, S 'x,)} entonces el receptor R basado en estos coeficientes
puede reconstruir la sefal x utilizando el teorema de Descomposicion de Marcos (teorema 2.9).
Supongamos ahora que R no recibe una sefial muy buena. Es decir, se tiene una perturbacion de los

coeficientes, y los nuevos coeficientes son
-1
{687 X)) + el

Por lo cual, el receptor R basado en estos nuevos coeficientes tendria que la sefial emitida fue:

m m m m
Z ((x, S_lxn) + cn) X, = Z(x, S_lxn)x,, + Z CpXpy = X + Z CnXy
n=1 n=1

n=1 n=1
implicando ello que se difiere de la sefial correcta x por una perturbacién )", ¢, x,. Si {x,}"",
es sobre completa (se repiten los elementos de la sucesion, por ejemplo x, = X,;; = X, para

n=1,4,...,m—2) el operador pre-Marco podria tener un Kernel no trivial, implicando que la

m

™ , esuna base

parte de la perturbacion agregada podria ser cero. Sin embargo esto no sucede si {x,}

ortonormal, en tal caso,
m m

2
Z CnXn|| = Z |cn|

n=1 n=1

asi cada contribucion de la perturbacion empeora la reconstruccion.
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Luego debemos ver que dado x € V los coeficientes del Marco {(x, S ‘1xn)};":] tienen norma

{»,-minimal a lo largo de todas las sucesiones {d,}"_, para los cuales tengamos que

X = Zm: d,x,.

n=1
2. Marcos de Gabor para L,(R)

Consideremos los siguientes operadores lineales sobre $ := L,(R).

= Traslacién por a € R, T,: 95— 9, T.Hx)=f(x-a),
= Modulacién por b € R, E,:H— 9, (Epf)x) = e f(x).
DeriNICION 2.14. Un Marco de Gabor es un Marco para $ de la forma {E,,, T8}, ,cz> donde

a,b >0y geHesuna funcion fija.

A la funcion g se le llama Funcion Ventana (Window Function) o el Generador. Explicitamente,

2rimbx

EwTh.g(x) =e g(x — na)

Los siguientes resultados dados pueden ser encontrados en [7].

Lema 2.15. Sean f,g € L,(R), ya,b > 0, k € Z, entonces la serie

(2.6) Z f(x —na)g (x —na— I—C), xeR

nez b
Converge absolutamente para casi toda x € R. Dicha serie define una funcion de periodo a. La

restriccion de 2.6 al intervalo [0, a] pertenece a L(0, a).

2.1. Condiciones Necesarias.

Abhora la cuestion acerca de como obtener Marcos de Gabor {E,,;T'1ag},, nez Para Ly(R).

DEriNICION 2.16. Sean $ un espacio de Hilbert. Una familia {x,},cv en $ es llamada sucesion

de Riesz si existen constantes 0 < ¢ < C < +oo que satisfacen:

2.7) C(Z |a,,|2) <[> anx 2 < C{Z |an|2]

neN neN neN

para toda sucesion de escalares {a,} en el espacio de Hilbert £,(N) . Una sucesioén de Riesz es una

Base de Riesz si

(2.8) gen{ x,: neN}=$.
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Uno de los resultados fundamentales establece que el producto ab decide si es posible que

{EmbTnagb ez S€a un Marco para Ly(R):

TreoREMA 2.17. Sea g € L,(R) y a, b > 0 son dados. Entonces lo siguiente se cumple:

1). Si ab > 1 entonces {E,,T g}, ez N0 es un Marco para Ly(R)

). Si{E,pT gl nez €s un Marco, entonces ab = 1 & {E,, T8}, 7 €S una Base de Riesz.

Esto es, solo es posible para {E,;,T a8}, nez S€r un Marco si ab < 1, y es un Marco sobre completo
siab < 1.

La siguiente Proposicion da una condicion necesaria para que {E,; Ta8},, 1ez S€a un Marco para
L>(R), esta s6lo depende de la funcién g y su traslaciéon por un parametro a. La siguiente funciéon
es usada frecuentemente, simplemente nosotros escribimos
(2.9) G(x) = ) lg(x— na)’.

nez
ProposICION 2.18. Sea g € Ly(R), a,b > 0 son dados, supongamos que {E,, T8}, ez €5 un

Marco con cotas A, B > 0 entonces
(2.10) bA < G(x) <bB c.t.penR.

Mas precisamente: Si la condicion de cota superior en (2.10) no se satisface, entonces {EpT1a8) ez
no es una sucesion de Bessel; si la condicion de cota inferior en (2.10) no se satisface, entonces

{EnbT 108} nez, N0 satisface la condicion Marco de cota inferior.

2.2. Condiciones Suficientes.
Las condiciones suficientes para que {E,;T g}, ..z s€a un Marco para L,(R) se conocen desde
1988.

TeOREMA 2.19. Sea g € L,(R) y a, b > 0 son dados, supongamos que existen A, B > 0 tal que

(2.11) A<Gx)<B ctp.enR

y

(2.12) DD Tuag Trs3l| <4
k#0 || neZ 00

entonces \E,; T8}, ez €5 un Marco de Gabor para Ly(R)

Para demostrar que {E,,, T8}, e €8 un Marco, se necesita estimar la serie Z IKf, Em;,Tnag>|2.
m,neN
El siguiente lema da una formula para |{f, E,,»T,.g)| en términos de coeficientes de Fourier de una

funcién ,17— periddica.
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Lema 2.20. Sean f,g € L,(R) y a,b > 0 dados. Dado n € Z consideremos la funcion F, €
L(O0, %) definida por

Fo(x) = Zf(x——) (x—na—%)

keZ
entonces, para cualquier m € Z,

1

b ,
<f’ Emanag> = f Fn(x)e—mebxdx
0

en particular, el m—th coeficiente de Fourier para F, con respecto a la base ortonormal { \/Eez”imbx}

mez
para L,(0, %) es
= \/E<f, Emanag> .
A continuacion se calcula la serie Z I(f, Ey Tag))* usando la funcién G dada en 2.9 y expre-
m,neN
siones como en 2.6 y es herramienta indispensable para saber cuando {E,,;T},ag},, ,exr €8 un Marco.
Lema 2.21. Supongamos que f es una funcion acotada y medible con soporte compacto y que
la funcion G definida en (2.10) es acotada. Entonces
(2.13) -
k
DK En T = 5 f FP G)dx+ Z f Feof (x - —) D glr-nayg (x na - —)dx
m,nez k:#O nez b

Los lemas anteriores nos ayudan a mostrar el siguiente resultado.

TreOREMA 2.22. Sea g € L,(R), a,b > 0y supongamos que

(2.14) B = l sup Z Zg(x na)g (x na — g)

b x€[0.a] Y27 | ez

< o0

entonces tenemos que {E,yT 1.8}, 1z €S una sucesion de Bessel com cota del Marco B. Si también

Zlg(x na)l® —Z Zg(x—na)g(x—na—g)} >0

k#0 [nezZ
Esempro 2.1. §). La funcion g = x\0.1) genera un Marco de Gabor para todo 0 < a, b < 1. Ya

(2.15) - 1nf

entonces \E,p T8}, nez €s un Marco para L,(R) con cotas A, B.

que se sigue inmediatamente que la funcion G dada en (2.9) es una funcion simple para todos los

valores de 0 < a b < 1. Y por lo tanto satisface el teorema 2.19[12].
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ii). Sean a = b = 1 y definamos la funcion
1+x, sixe(0,1],
(2.16) g(x) = 3 six e (1,2],
0, en otro caso.

Consideremos para n, k € Z la funcion x — g(x — n)g(x — n — k) para x € (0, 1]. Dado que g es
de soporte compacto, entonces esta es no cero si n € {—1, 0}. Para n = —1 puede ser no cero para

k € {0, 1}, y para n = 0 puede ser no cero para k € {—1, 0}. Por lo tanto

g(rglx + 1), sik=-1,
g(x)? +g(x+ 12, sik=0,
gz: glemmglemn =0 = gx + 1)g(x), sik=1,
0, en otro caso.

G sik= -1,

_ w, sik=0,

T = sik=1,

0, en otro caso.
Ast .
G(x) = 5(’“%1), x € (0,1,

por lo tanto se tiene que

DD st =mgx—n-k|=1+x? xe1],

k#0 | nezZ
entonces el teorema 2.22 nos dice que {E ;T .8} mnez, €s un Marco de Gabor para L,(R) con cotas
A =1, B=9 (ver[7]).






CAPITULO 3

MARCOS EN ESPACIOS DE KREIN

En este capitulo abarcamos la generalizacion de algunos de los resultados dados en [7], garan-
tizando en primera instancia la existencia de Marcos para espacios de Krein. Ademas se muestran

resultados anélogos a los dados en la teoria de Marcos en espacios de Hilbert.

1. Equivalencia de Marcos Entre espacios de Krein y espacios de Hilbert

Un resultado adaptado de [10] nos da una idea intuitiva de como encontrar Marcos en espacios
de Krein, el cual es el siguiente.

TreoremA 3.1 (Existencia de Marcos en espacios de Krein).
Si{ktan € (RY, [ D y ik, baw € (R, [+, 1) son Marcos para los espacios de Hilbert (R*, [, ]),
(R, —[,-]) con cotas A*, B* > 0, respectivamente, entonces {k; },ex U {k;, }uenv €s un Marco para el
espacio de Hilbert (R*[+]R ", [, 1)) con cotas min{A*, A™}, max{B*, B~}.

Demostracion. Dado k € R se tiene que k = k* + k™. Por lo tanto si k, = k! + k;, se tiene que

Dok kil = 3 ks + L] = D [k k[

neN neN neN neN
< B[k, k'] - B[k, k] < méx{B*, B} ([k*, k'] - [k, k)

= max{B*, B} |IkI7.

Y para la cota inferior se tiene

Dok kil = 3 ks + L[ = D [k k[

neN neN neN neN

>

> Ak, k) - ATk, k7] > min{AY, A7) ((KF, k'] = [k, k7))
= min{A*, A7} [k][}.

-

A continuacion se introduce la nocion de Marcos en espacios de Krein.

19
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DEeFINICION 3.2. Sea R un espacio de Krein. {k,},oy C R es llamado un Marco si existen cons-
tantes A, B > 0 tales que

(3.1) Al < Z Ik, ka]I* < BIKI, Yk € R.

neN

Los numeros A, B son llamados Cotas del Marco . Estas no son unicas, las cotas del marco
optimas son el mayor valor posible de A y el menor valor posible de B en (3.1). Si sucede el caso
que A = B, es llamado Marco Ajustado. Si se deja de ser un marco cuando se remueve un elemento

de la familia, entonces recibe el nombre de Marco Exacto.

A continuacién se muestra que si tenemos Marcos en espacio de Krein podemos tener Marcos

en su espacio de Hilbert asociado y viceversa.

TeoreMa 3.3 (Equivalencia de Marcos.). Sea ‘R un espacio de Krein con simetria fundamental

J, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

D). {kn}nen es un Marco para el espacio de Krein R con cotas, A, B > 0.

)- {

ii). {Jk,}nen es un Marco para el espacio de Krein R con cotas, A, B > 0.

iii). {ky}nen €s un Marco para el espacio de Hilbert (R, [-,-];) con cotas, A, B > 0.
v). {

iv). {Jku}nen es un Marco para el espacio de Hilbert (R, [-,-];) con cotas, A, B > Q.

Demostracion. La prueba se basa en propiedades de la Simetria Fundamental J.
i) = ii)

Al = AIJKIE < > Ik kP = D Ik, Jha P < BIJKIG = BIKIG Vi e R.

neN neN
i) = iii)
Al < > Ik, TP = 3 Ik, k> < BIKIG Vi e R
neN neN
iii) = iv)

AlIKIF = AIlJKI; < Z Tk, k1,1 = Z |k, Jk,1,> < BIJKI; = BlIkl; Yk € R.

neN neN
iv) = 10)
A < " 1k, Ty = > Ik, kP < BIKIE Yk € R.

neN neN
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ProposicioN 3.4. Todo Marco en un espacio de Krein R es la suma J-ortogonal de un Marco

para R* y un Marco para R~ con las mismas cotas.

Demostracion. Sea {k,},o; un Marco para ‘R con cotas A, B, se tiene que k, = P*k, + Pk, para

todo n € N, entonces basta probar que {P*k,},oy €s un Marco para ‘R* con cotas A, B. En efecto,
sea k* € R*, luego se tiene P*k* = k* y por ende

AN = ANPERER < O IPRE P = ) IKS, PRI = 1K kP < BIPREI = BIKEIS.

neN neN neN

-

ProposiciON 3.5. Sean R y R espacios de Krein con simetria fundamental J y J respectivamen-
te. SiV: (R, [,y = (‘R, G, -)7) es un operador unitario, entonces {k,},ex es Marco para ‘R con
cotas A, B siy solo si {Vk,},en es Marco para R con cotas A, B.

Demostracion.

=] Si {k,,},a €s Marco para R. Entonces para dado k € f& se tiene que

_ 2
AlIKIE= AV VITTHE = AIVIIKIE < 3 [[VUIk k[ = 3 10k VEDE < BIVIIKIE = Bllklz

neN neN

[ La prueba es igual al caso anterior con V reemplazado por V. i

DEFINICION 3.6. Sean {k,},en, {7 }er Marcos para el espacio de Krein ‘R, tales que

(3.2) k=Y lk filky = > [k kil fu VkeR.

neN neN
Entonces se dice que {f,}.en €s Marco Dual de {k,},cn.

PrOPOSICION 3.7. Si { f,}hent ¥ {kn e son Marcos duales para el espacio de Krein R y U : R —

R es un operador unitario, entonces {U f,}pen y {Uky e son Marcos duales para el espacio de
Krein ‘R.

Demostracion. Por hipétesis se tiene Z[k, fulk, = Z[k, k,1f, = k. Entonces

neN neN

k=UUYk= ) Uk, £,1Uk, > [k, Uf,1Uk,

neN neN
= > [0k kUL, Y Tk, Uk, U f,.
neN neN
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DEeFINICION 3.8. Sea {k,},c un Marco para el espacio de Krein R. Consideremos el espacios de
Hilbert £,(IN) . Definimos el Operador Pre-Marco de manera andloga al caso de espacios de Hilbert.

Sea {k,},c un Marco para el espacio de Krein R. El Operador Pre-Marco se define como

(3.3) T: 6 =R, x= (e T = ) ek,

neN

OBSERVACION 3.9. (1). En la anterior definicion el operador es bien definido y acotado por que

T xll; = sup [[Tx,gl,l = sup
llglly=1 llgll,=1

> Gl gl

neN
1/2
< sup " [Elkn gl < sup [Z |cn|22|[kn,g]f|2]
liglly=1 ey llglls=1 \ 5yene o

172
= Ilxl] sup (Zukn,gw) < 1zl VB sup ligll,
neN

llglls=1 llglls=1

= |IxI VB

por lo cual ||T|| < VB (como en la seccién 2.1).
(2). Notemos que si x = {x, },en € £2(N), entonces

[k, Tx] = " Glks el = UK, Ko lberr )

neN

ie, TWk = {[k,k, ]}, Yk € R. Con un calculo andlogo tenemos
(3.4) Tk = {[k, knlsbuerr Yk € R,

Equivalentemente, 7" = T*/J. El operador T*/ es conocido el Operador Andlisis en el espacio de
Hilbert (R, [-,-],).

DEerINICION 3.10. Sea {k,},o un Marco para el espacio de Krein R. El operador lineal acotado
S : R — R dado por

(3.5) S =T17"
se llama el Operador Marco.

ProposICION 3.11. Sea {k,},cq un Marco para el espacio de Krein *R. El operador Marco en el

espacio de Krein ‘R satisface las siguientes propiedades:

i). Sk= )" [kkk, VkeR.
neN
ii). S es un operador autoadjunto.
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iii). El operador S es invertible, y satisface
(3.6) BlJ<s <A

). {S _]kn}neN es un marco con cotas B~' y A'\y es un Marco Dual de {k,},cy.

Demostracion.

). Sk=TTWk =T ({[k, ku1},e00) = Z [k, k. k, VkeR.

neN

ii7). Notamos que

[((BJ = S)k,k] = B[Jk,k] =[Sk, k] = Blk,k]; — Z [k, k, ]|

neN
> Bk, k], - BlIk|l; = 0

(S —ADk, k] =[Sk, k] —A[Jk, k] = Z |k, k11> — A [Jk, k]

neN

> A|Ikll; — A [k, k], = 0.

Esto es AJ < S < BJ. Implicando ello que el operador Marco S € B(R) es un operador uniforme-

mente positivo y por ende es completamente invertible. Ademas se tiene

B'Jy<Ss <Al

iv). Sea k € R. Entonces como S ! es un operador autoadjunto se tiene

>k | Sy =57 (Z k.5 'k knJ =5 [Z (S ™)k ki k,,]

neN neN neN
=5 (Z (ST &, | k,,) =5 [Z [k k| k,,]
neN neN

=575 (s7%) =5k,
Por lo tanto, para cada k € R por la desigualdad (3.6) se tiene

BIKE < ) [k 7'k

neN

T sk < AT

Por ello {S _lkn}neN es un marco para el espacio de Krein ‘R. -
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TeoreMA 3.12 (Descomposicion de Marcos). Sea {k,},cy un marco para el espacio de Krein
‘R. Entonces

3.7) k=" [kS |k VkeR.
neN
La descomposicion de marcos también se puede usar de la siguiente manera:

(3.8) k= Z [k.k,]1S 'k, VkeR.

neN

Demostracion. Como el Operador Marco es invertible y autoadjunto se tiene que:
k=88"k=S(57'k) = D[Sk ko = D [k, S k|
neN neN

De manera analoga se procede k = S ~'Sk. E!

El teorema de Descomposicion de Marcos es el resultado més importante obtenido en la Teoria
de Marcos. Se muestra que si {k,},oy €s un Marco en ‘R, cada elemento en el espacio de Krein
tiene una representacion como una combinacion lineal infinita de elementos del Marco y se da una
formula explicita para calcular los coeficientes. Es natural ver un Marco como la biisqueda de una

"Base Generalizada ™.

DEerINICION 3.13. Sea {k,},ar un Marco para el espacio de Krein R. El operador lineal M
{>,(N) — ‘R dado por

(3.9) M (xahya) = ) x0Ty

neN

es el operador Pre-Marco correspondiente a la familia {Jk,,},,c-

PropoSICION 3.14. Sea {k,},cn un Marco para el espacio de Krein R. El operador Pre-Marco

M satisface las siguientes propiedades:
i). Estd bién definidoy M = JT .
i), MW =T+ ; M+ =TH: M = M J.

Demostracion.

i). El operador M es bién definido debido al teorema 3.3 y la observacién 3.9. Ademas

M (1) 1= ) Ty = J[Z xnkn] = JT ({Xhner)

neN neN
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ii). Dado x € {,(N) se tiene que
[Mx,k] = [JTx,k] = [Tx,kl; = (x,T"k) VkeR
por ende M = T*/_ Por otro lado también tenemos
[Mx,kl; = [JTx,kl; = [Tx, k] = (x, T"k)  Vk € R.

Esto es, M* = T!. Y por tltimo se tiene que por propiedad del operador Pre-Marco T y la
observacion 3.9 se satisface

MY =T =17 = M.

d

Debido a que el operador M es el operador Pre-Marco correspondiente a la familia {J/k,},qy,

podemos encontrar otro operador acotado S : R — R dado por:
(3.10) S = MM"

ProposICION 3.15. Sea {k,}nen un Marco para el espacio de Krein *R. El operador Marco S

satisface:
i). S =JSJ.
ii). S =5
iii). Sk = Z[k, k1, Jky. Y por lo tanto [Sk, k] = Z Ik, k1,12

~ neN neN
iv). S es un operador invertible y satisface

(3.11) B'lJ<S <Al
V). {g‘len}neN es un Marco para el espacio de Krein R con cotas B™' y A~ Este Marco es

un Marco Dual de {Jk,} -
Demostracion.
i). Debido a la proposicién 3.14 se tiene que: S = MM™ = JTT™J = JS J.

ii). Por la definicion de S se obtiene: S = (MMM = My = §.

iif). Dado k € R se tiene por la proposicion 3.14 y la observacion 3.9 que

Sk=MM"k = M(T*’k) = M ({[k, k] per) = Z[k, kn17Jk,

neN
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y asi tenemos [§k, k] = Z [k, k1)

iv). El operador S es invertible por que el operador Marco S y la Simetria Fundamental J lo

son. Y por lo tanto
St=uUsnHt=us"y

pero por la proposicién 3.11 se tiene B~'J < S~! < A71J. Por el item i) se tiene

B'J=B'P<Jys'y=8S"'<Aa'P=4a"1y

v). Anéloga al item iv) de la proposiciéon 3.11 y el teorema 3.12. i

ProPOSICION 3.16. Sea {k,},ery un Marco para el espacio de Krein ‘R . {S _]kn}neN es un Marco
Dual de {k,},c Si y solo si {JS_lkn}neN es un Marco Dual de {Jk,},cx.

Demostracion. Como J*! = J = J~! entonces se sigue de la proposicién 3.7. -

OBservAcION 3.17. En espacios de Krein si {k,},a €s un Marco tenemos dos Marcos duales,
uno para la familia {k,},o y otro para la familia {Jk,},cy. Por lo tanto si {k,},cn un Marco para el

espacio de Krein R con cotas A, B > 0, debido al teorema 3.16 se tiene que

{S_lkn}neN es un Marco Dual de {k,},c si y solo si {g‘ljkn} L esun Marco Dual de {Jk,}, -

ne.

TeoremA 3.18. Sea {k,},cy un Marco ajustado para el espacio de Krein separable R con cotas
A =B =1.S8i|lk,ll; = 1para cadan € N, entonces {Jk,},c; ¥ {k,},ene SOn Bases Ortonormales para
el espacio de Hilbert (R, [+, 1))

Demostracion. Por hipétesis tenemos que ||k,||; = 1 para cada n € Ny {k,},oy €s un Marco

Ajustado con cotas iguales a 1. Por lo tanto para dado m € N se tiene

U= lklly = > 1Wons el = ) s > + 1,

neN neN
n+m

y por ende se concluye [k,,, k,]; = 6,,. Por otro lado, un Marco siempre es completo ya que para
dado k € R se satisface
k=" ciky, dondec, = [k,5 k],

neN
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OBSERVACION 3.19. En el teorema 3.18 se observa que las familias {Jk,},a Y {kn}ner sOn Bi-
ortogonales con respecto a la forma sesquilineal [, -] en el espacio de Krein R. Esto es, [Jk,, k;] =
Oni-

TeoremA 3.20. Sea R un espacio de Krein Separable, y sea {k,},oy un Marco ajustado para
R con cotas A = B = 1. Si |[ky, k,]| = 1 para cada n € N, entonces {k,},o es una Base J-

ortonormalizada para el espacio de Krein ‘R.

Demostracion. Sean P* las Proyecciones Fundamentales. Notemos que

- lilws = VL1 oy M- Hile- = V=0

Seak, = k' +k, €k, :[ky,k,] =1} € R. Como {k,},a es un Marco ajustado para R con cotas
A = B = 1, entonces por la proposicion 3.4 tendremos que {P*k,},cy un Marco ajustado para R*
con cotas A = B = 1. Por ello

(3.12) Dol kall” + ks k| = [k ki

neN
m#n

sin embargo recordemos que 1 = [k, k,,] = [k}, k'] + [k, &k, ] < [k, k). Si [k}, k'] > 1, entonces
en la ecuacidn (3.12) notamos que
[l k] < (e k| < > Uk Kl

neN
m#n

|tk k2 = [k K

m?

Lo cual nos lleva a una contradiccién. Por ende solo nos queda que [k, k] = 1. Este nos indica

entonces que k, = 0y en (3.12) se tiene que [k;,k,] = [k, k,] = 0 Vm # n. Por lo tanto

tendremos que
Pk, : [knky) =1, ne N} ={k, : [ky,k,] =1, n e N} c R,

Por otro lado, de manera anédloga procedemos sobre los k,, € {k, : [k,, k,] = —1; n € N} teniendo

en cuenta que

= L k] = ~ 1k k5] + [ k| < 1K

= > ik,

neN
m#n

m? m |

Gl = [ K3l

Por lo cual si ocurre que |[k,‘”, k,‘n]| > 1, entonces llegamos a una contradiccion. Por ello solo queda

que |[k;1, k;1]| = |[ku, k]| = 1, logrando asi demostrar que k;, = 0y [k, k,] = 0, Vm # n. Entonces

P ik, :[ky, k.0 =—-1,neN}={k, : ki, k,]=-1,ne N} cR".
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Y por el teorema 2.10 {k,, : [k,,k,] = 1, n € N}y {k, : [k,,k,] = —1, n € N} es una Base ortonormal

de R* y R~ respectivamente. Observemos que
{kntnew =1k @ [k, knl = +1, n € N} U {k, : [ky, k] = -1, n € N},

asf la familia {k,},cy es una Base J-ortonormal de R. —

ProposiciON 3.21. Supongamos que {k,},cq es una familia en el subespacio denso V C ‘R tal
que existen constantes A, B > 0 para el cual se tiene
(3.13) AIWKIG < ) 11k, kP < BIKIG, k€ V.
neN

Entonces {k,},c es un Marco para R con cotas A, B.

Demostracion. Es importante tener en cuenta que V es denso en el espacio de Krein ‘R si lo es con
respecto a || - ||;. Equivalentemente, V es denso en el espacio de Hilbert (R, [+, -],). Por tanto esto
nos dice que la desigualdad

AllKIB < > 17k k)P < BIKIR

neN
esta es vdlida en V con las propiedades del J—producto interno. Luego por el lema 2.11 se tiene que

la desigualdad 3.13 se satisface para todo k el espacio de Hilbert (R, [, -],). Esto es, {k,},cy €S un
Marco para espacio de Hilbert (R, [+, -];). Sin embargo por el teorema 3.3 se concluye que {k,},cx

es un Marco para espacio de Krein ‘R. i

El siguiente resultado es vélido también para los Marcos en espacios de Krein. Este aparece en

[7].

TeEOREMA 3.22. Una sucesion {k,},ene € R es un Marco para el espacio de Krein R si y solo si

el operador lineal

T:6(0N) > R tal que  {Cplpen — Z Ckin
neN
es bien definido y sobreyectivo.

Demostracion.

=] El teorema 3.3 nos dice que {k,},cn s un Marco para el espacio de Hilbert (R, [, ])).

Entonces por el teorema 2.12 se tiene lo asegurado.

[« Si el operador lineal T : 6,(N) — (R, [, -],) es bien definido y sobreyectivo, entonces el
teorema 2.12 asegura que {k, },ci €s un Marco para el espacio de Hilbert (R, [+, -],). Pero el teorema

3.3 implica que {k,},cn es un Marco para el espacio de Krein R. —
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Motivacion: Si R = £,(N) entonces podemos considerar el operador pre-marco 7' como operador
entre el mismo espacio. Ahora nos preguntamos que sucede con los resultados anteriores si ¢,(IN)

se considera un espacio de Krein.

Consideremos ¢,(N) con la forma sesquilineal no degenerada
() 1 LAN) X HIN) = C

Tal que (£,(N), (+, -)) es un espacio de Krein con Simetria Fundamental J,,. Denotamos a este espa-
cio de Krein como H := (£,(N), (-, -)). El J;,-Producto interno sobre este espacio de Krein H es tal
que

(" ')J[z = <'7 >

Esto es, el Jg,-producto interno es el producto escalar usual.

Ahora definimos el Operador Pre-Marco de manera andloga al caso de espacios de Hilbert.

DEFINICION 3.23. Sea {k, },a un Marco para el espacio de Krein R. El Operador Pre-Marco se

define como

T:H >R T(cha) = ) ks

neN

OBSERVACION 3.24. 7 = T 1d. Donde Id es el operador lineal Id : H := (6,(N), () —
(&(N), (-,") ,[2) tal que Idx = x. Ademads

(3.14) Id" =J,
En efecto,
ddx,y)y,, = (6, ¥)s, = (6 J6Y)

Entonces se tiene lo dicho.

ProposICION 3.25. Sea {k,},an un Marco para el espacio de Krein *R. El operador Pre-Marco

T satisface las siguientes propiedades:

i). Es bien definido y acotado.
ii). T = J,,T™, donde T es el operador Pre-Marco definido en 3.3 .
ii). TWk = J, {lk. k)l pew Yk € R. YT =T*. Donde T es definido en 3.3. El operador
T+ es llamado el Operador Andlisis en el espacio de Hilbert (R, [-,];).

Demostracion.
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i). El operador lineal 7 es bien definido por que el operador 7" lo es. Y acotado por que

7711 = 1T 1d|| < |7l |IId]| = |IT)| < VB.

ii). Por (3.14) se tiene que
7 = (T 1) =1d" T = J,, TV
Por lo tanto se tiene (7 1d)™*! = J,, T,

iii). En el item ii) por la observacién 3.9nos damos cuenta de 7"k = Jo, {[k, ky e Yk € R.

Y por la observacion 1.24 tendremos que
Tk = Jo, Tk = [k, kul Yt Yk € R

Equivalentemente, 7/ = T*/.

Definamos el siguiente operador acotado S = 77 *I. Este satisface

(3.15)  [Sk.kl = (TUk, TUk) = (Jo, (k. kulbserr » o, (ks Kulbnere) = (TR K Thers - (T K ero)
Y es autoadjunto en el espacio de Krein. Esto es,

S =(r7) " = s
Sin embargo este operador no es positivo.

EsempLo 3.1. Sea (-, ) : £2(N) X £,(N) — C un producto interno indefinido sobre €,(N) tal que:

(xy) = > (1" x5,

neN

con Jp,x = {(—1)"+1xn}neN, este satisface (J;,x,y) = Z Xy, = {X,y), entonces tenemos
neN
[Sk, K] = > (=1 [k, o IP
neN

esto implica que S no es un operador positivo.
OBSERVACION 3.26. A partir de la definicion del operador lineal S se observa que:

= Si {[k, k,]},a¢ € €5(N) entonces el operador S es uniformemente positivo y por lo tanto
invertible.
» Si {[k, k,]},en € €5 () entonces el operador —S es uniformemente positivo y por lo tanto

invertible.
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DEeFINICION 3.27. Sean H := (L,(N), (+,+)) y R espacios de Krein con Simetrias Fundamentales
Je, y J respectivamente. Sea {k,},o; un Marco para el espacio de Krein R. El operador lineal
acotado Sy, : R — R dado por

SJ(,Z = TJ[ZT[*]

Se llama el Operador Marco.

ProposICION 3.28. Sea {k,},c un Marco para el espacio de Krein R. El operador Marco en el

espacio de Krein R satisface las siguientes propiedades:

0. S Iy = S, donde S es el operador lineal dado en (3.5).
ii). S,sz = Z[k, k,lk, y por ende [S,izk, k] = X e |k, kP para todo k € ‘R.

neN
iii). Sy, es un operador autoadjunto.

iv). El operador S, es invertible, y satisface

(3.16) BlJ<S; <A

V). {87 k,t  esun marco con cotas B™' y A7'. Y es un Marco Dual de {k,} .
e neN

Demostracion.

i). Por la definicién del operador lineal 7 y el item i) de la proposicion 3.25 tenemos que
Sy k=TI, Tk =TId Jp, Jp, Tk = TT"k = Sk Vk € R.

Por lo tanto las pruebas de las afirmaciones de esta proposicion son equivalentes a la prueba de la

proposicion 3.11 dada para caso del operador § . —

ProPOSICION 3.29. Sea {k,},erv un marco para el espacio de Krein R. Entonces

(3.17) k= [kSitk| ki VkeR

neN

También la Descomposicion de Marcos se puede usar

(3.18) k=) k]S k, VkeR

neN

Demostracion. La prueba se sigue del hecho de que S sy =S i
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Como consecuencia de el teorema 3.3 podemos considerar el operador Pre-Marco correspon-

diente a la familia {Jk,},cy-

DEerINICION 3.30. Sea {k,},ey un Marco para el espacio de Krein R. El operador lineal M :
(&,(N), (-,-)) = R dado por

(3.19) MAx ) = D x0Tk,

neN
Es el operador Pre-Marco correspondiente a la familia {Jk,},c-

ProposicionN 3.31. Sea {k,},a un Marco para el espacio de Krein *R. El operador Pre-Marco

M satisface las siguientes propiedades:

i). Es bién definidoy M = J7T .

iy, MA =J, 7 MY = J, TH MU = g, MY T
Demostracion.

i). El operador M es bién definido debido al teorema 3.3 y la proposiciéon 3.25. Ademds

M) 1= ) % Jky = J[Z xnkn] = JT (b

neN neN
ii). Por la definicion del operador lineal My la proposicion 3.25 se tiene que
M =g =T =02 T T =0, (T, T I) =0, T
por ende se tiene M = J,, 7. Por otro lado también tenemos
M =T =T T = (I, TVNI) T =0, T
Esto es, M* = J,, 7" Y por dltimo, con la ayuda de los item’s anteriores se satisface
M =0, T = g, ME

Equivalentemente M = J, MJ.

Ahora podemos encontrar otro operador acotado S: R — R dado por:
(3.20) S := MM = g7y = JSJ
Este operador satisface:

1. 8=JSJ=JS"J=8".
2. 8 =JSvy=JSJI=8
3. [Sk. k] = (M, MUK = ((Tkok ] hers AT L))
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OBSERVACION 3.32. En el ejemplo 3.1, notamos que [Sk, k] = Z(—l)"“ [k, k11> Yk € R, i.e,
neN
S no es un operador positivo.

DEerniciON 3.33. Dado un espacio de Krein (£,(N), (+,-)) con Simetria fundamental J,, sea
{k,} e un Marco para el espacio de Krein R. El operador lineal y acotado S Iy R — R da-
do por

(3.21) Sy k= MUy M.

Recibe el nombre de Operador Marco correspondiente al Marco {Jk,},o: en el espacio de Krein

R.

ProPosSICION 3.34. Sea {k,},c; un Marco para el espacio de Krein R. El operador Marco corres-

pondiente a {Jk,},c en el espacio de Krein satisface las siguientes propiedades:

Q). S I, €S un operador autoadjunto, S Iy = JS e, J.Y

Sik =Yk JhalJky = > [k ks Tk, Vk € R

neN neN

ii). Sy, es un operador invertible y satisface

(3.22) BlI<S; <A™

iii). {[g‘;{l Jkn} es un Marco para el espacio de Krein R, con cotas B™' y A™!, este Marco es
2 neN
un Marco Dual de {Jk,},cx

Demostracion. Basta probar la igualdad
Sy, =180 =JSJ.

Asi la demostracion es analoga a la proposicion 3.11. Teniendo en cuenta la proposicion 3.25 y la
proposicién 3.31 obtenemos

Sy, = Mo, MO = JT 0y, (4o, T) = IT Jyy (TV) = 18,0

L

En espacios de Krein si {k,},en €s un Marco tenemos dos Marcos duales, uno para la familia
{k,} 0 ¥ otro para la familia {Jk,},cy. El siguiente resultado muestra que se tiene Marco dual para
la familia {k,},cy Siy sOlo si se tiene Marco dual para {Jk,},c-
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OBSERVACION 3.35. Sea {k,},ar un Marco para el espacio de Krein R, con cotas A, B > 0. Nota-

mos que por el teorema 3.3 y las proposiciones 3.28 y 3.34 se satisface la siguiente equivalencia:

{S;; kn} es un Marco Dual de {k,},c; Si 'y s6lo si {g;{l Jkn} es un Marco Dual de {Jk,},c -
2 neN 2 neN

ProposicioN 3.36. Sea {k,}.eny un Marco para el espacio de Krein R, con cotas A,B > 0,

{S}{l2 kn} es un Marco Dual de {k,},ay iy sélo si {JS},IZ kn} es un Marco Dual de {Jky}pe
neN neN

Demostracién. Como J*! = J = J~! entonces se sigue de la proposicién 3.7. —

ProposicioN 3.37. Sea {k,},c un Marco para el espacio de Krein R. Entonces

D). THke G(N) Vke RsiysolosiS==+S,,
ii). Tk € (G(N) VkeRsiysolosiS =S,

Demostracion.

i). =] Se nota que
S-S, =7 1d-Jp) T =27 P, 1T, Sy, +S=T (J;, +1d) T = 2T P} T

Por lo tanto, si 7"k € &5 (N)  Vk € R, entonces S = £S5, .

[ Para todo k € ‘R se tiene

S,k k] = " Ik Kl = MK K Bhaerily = 0K KaBhieaaly i+ 806 KTl

neN

[Sk. k] = (TPk, T1k) = (K, Kalbuers ALK Kalhoerd) = ([T Kbl 00, = 10 KD

Por lo cual, si S = +8,, , entonces {[k, k,1};cy = P} T k=0 Vk e R. En efecto,

0= (ijz — S)k =2 ||{[k’ kn]}r:EN

||§2(N) '

Esto es, 7"k € £3(N) para todo k € R.
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ii). Se Razona andlogamente al caso anterior teniendo en cuenta la proposicion 3.31 y la rela-
cion:
Sy, =8 =M 1) M = M(Jp, = 1d) I, T = M1 = Jp,) T = 2MP 0 T
Sy, +S =M, + 1) M = MU, +1d) I, T = M(Ud + J0,) T = 2MPL T

d

OBserRVACION 3.38. En la proposicion 3.37 nos damos cuenta que si se considera el espacio de
Krein trivial (€,(N) = £&,(N)[+]{0}, (-, -}, av)) entonces tendremos que 7"k € R+ = £,(N). Impli-
cando ello que S = S Iy = S, donde S es el operado Marco dado en 3.5.

TeoremA 3.39. Una sucesion {k,},er € R es un Marco para el espacio de Krein R si y sdlo si
el operador lineal
T :H—>R tal que {cp}pen —— Z cnk,

neN
Es bién definido y sobreyectivo.

Demostracion.

=] Si la sucesién {k,},cn €s un Marco para el espacio de Krein R. El operador Pre-Marco T
dado en 3.3 es bién definido y sobreyectivo por el teorema 3.22. Por lo tanto el operador 7 := T Id

es bién definido y sobreyectivo.

[« Siel operador 7 := T Id es bién definido y sobreyectivo. Entonces se tiene que el operador
T es bién definido y sobreyectivo. Por lo tanto el teorema 3.22 nos asegura que la sucesion {k;, },en

es un Marco para el espacio de Krein R. —

2. Marcos en espacios de Hilbert con W—Mgétrica

En esta seccion veremos que suceden con los Marcos en espacios de Krein regulares y singula-
res retomando la construccion dada en la seccion 2 del capitulo 1. Primero estudiaremos Marcos en
espacios de Krein regulares. Y seguidamente analizaremos si los resultados dados para este tipo de
espacios de Krein se mantienen para el caso singular. Ademds también observaremos que sucede

st la condicion de que el operador de Gram sea acotado no se tiene en cuenta. Para ello tomaremos
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algunos hechos basicos dados en la teoria de operadores lineales no acotados.

2.1. Generalidades.
Recordemos que si $ es un espacio de Hilbert y W* = W € B(9) es el operador de Gram, entonces

podemos considerar la descomposicion polar de este. Sea u : (ker |W|)* = Rang |W| = Rang W =

$ — Rang W = § la isometria parcial tal que se tiene que
(3.23) W = u|W|.
Pero como ker u = {0}, entonces el operador u es en realidad un operador unitario.

Proposicion 3.40. El operador unitario u que satisface (3.23) tiene las siguientes propiedades:

D). ulW| =|Wiu.
ii). u? =1d.
iii). uW = Wu.

Demostracion.

i). Por el teorema espectral se tiene que existe una unica medida espectral E, tal que
(3.24) W= AdE,.
(=W Wl

Las propiedades de la medida espectral nos ayudan a mostrar que W |W| = |[W|W. Por lo cual
ulW||W| = WIW| = |[W|W = |[W|u|W|. Implicando esto que (u|W|— [W|u) |[W| = 0. Sin embargo

como Rang |W| = (ker |W|)* = $, entonces se tiene que

u|lW| = |W|u.

ii). Como el operador de Gram es autoadjunto se tiene que u|W| = W = W* = |W|u*. Por lo

tanto
[Wlu = ulW| = |W|u".

Esto es, |[W|(u—u*) = 0, por ende ux = u*x = u'x, para todo x € $ ya que ker|W| = {0}.

1

Equivalentemente u = u* = ™', y asi

u’ =1d.

iii). Por item i) se concluye que uW = u (u|W|) = u (|\Wlu) = u|Wlu = Wu. i
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OBSERVACION 3.41. La proposicion anterior muestra que el operador u es una Simetria del espa-
cio de Hilbert. Por lo tanto de ahora en adelante cuando consideremos la descomposicion polar del

operador de Gram W sera de la siguiente manera:

(3.25) W = J|W|, J esuna simetria del espacio de Hilbert $.

OBSERVACION 3.42. Supongamos que W = W* € 8(9) y 0 € p(W). Entonces se tiene que
(3.26) Wl = r(W) := sup{|A] : 1 € o(W)} = || W] ||
donde r(W) es el radio espectral de W. Ademds notamos
(3.27) inf{|A] : A € (W)} Id < |W| < ||W]| Id.
Pero
inf{|A] : 2 € o(W)} = sup{|A|™' : L€ o(W)} ' = sup{|A| : A e c(W )} = W
Por lo tanto

(3.28) O<|WH'Id< W <WIId, y O<|[W|'Id<|WI" < |W|Id.

2.2. Marcos en espacios de Krein regulares.

Retornamos a la construccidn de espacios de Krein mediante W—metricas dado en la seccién 2
del capitulo 1. Sea $ un espacio de Hilbert con producto escalar (-, -), y norma || - || = V-, -), sobre
$ consideramos el operador de Gram W € B($) tal que la forma bilineal [-, -] : H X H — C dada en
(1.3) hace a (9, [+, ]) es un espacio de Krein regular. Teniendo en cuenta la descomposicion Polar
de W podemos definir el producto escalar

(3.29) [x, 1 = [Jx, y] = (WJx, y) = ((Wlx, y), Vx,y € 9.

Luego como 0 € p(W) se tiene que la norma usual de £ y la norma inducida por (3.29) denotada

[ - ||3 = [+, -]; son equivalentes. En efecto, por la desigualdad (3.28) se tiene que
x5 = (x W) < IW]) 111,
115 = (e W) = IWH17H .

Esto es,

(3.30) W P < 15 < WP

por lo cual se tiene que

s

(3.31) Sw =1 =® 1)
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OBSERVACION 3.43. Notemos que se cumple la siguiente relacion

[x,y] = {x, Wy) = (x, JIW|y) = [Jx,y];
y notamos que:

IAIG = (TLAWF) = (LTI = (AW = L 1 = 1A

Se observa inmediatamente que el teorema 3.3 en espacios de Krein singulares o regulares es
también valido. Ahora vamos a ver que sucede entre los Marcos de espacios de Krein $y y Marcos
de espacios de Hilbert ($, (-, -)).

ProposiICION 3.44. Sea Hw un espacio de Krein regular. {k,},en es Marco para (9, -, -)) si 'y solo

Si {ky e es Marco para Hy.

Demostracion.
=] Supongamos que {k,},cy €s un Marco para el espacio de Hilbert $ con cotas A, B. Notemos

primero que por la desigualdad (3.28) se tiene
IWKP = (Wk, Wky = ( VIWIk, W IWIk) 2 1w (Vwlk, Viwik)
= WMk Yk e 9.
IWKI? = ( VIWIk, Wl ViWlk) < W ( VIWIk, VIWIk)
= [IWILIKIZ, Yk € $.
Por estas desigualdades y la hipdtesis obtenemos que

AWK < AWK < Z KWk, k) = Z Ik, ka]> < BIWKIP < BIWII Ik, Yk € $.

neN neN

Luego se tiene A’ = A||W~!||"! y B’ = B||W]|| son cotas tal que {k,},c €s marco para Hy.

[< Supongamos que {k,},cn €s Marco para $y con cotas A’, B’. Teniendo en cuenta la des-

igualdad (3.28) nos damos cuenta que
AWK < AWk kY = AW W W Ry = APIWT KIS = A7 WG = ATIW kG

2
< W kok]| = D 10k k)P < BIWKIE = BILWITKIE = BOWI & k)

neN neN
< B W [IKII%, VK € $.

Por lo tanto considerando A = A’||W||"! y B = B'||W™!|| se tiene que {k,},c; €s marco para $. 3



2. MARCOS EN ESPACIOS DE HILBERT CON W-METRICA 39

2.3. Marcos en espacios de Krein singulares.

Sea $ un espacio de Hilbert con producto escalar (-, -), y norma || - || = V-, -). Sobre $ consi-
deramos el operador de Gram W € B(9) y la forma bilineal [+, ] : $ X $ — C dada en (1.3) tal que
hace a Hy un espacio de Krein singular. Por la proposicion 1.27 tenemos que $ es denso en Hy y

las normas satisfacen la relacion:

(3.32) llxdl; < VIWII I,

donde || - ||; es la norma inducida por el J—producto escalar dado en (3.29). Por la proposicion 1.27

podemos definir
—Ills

(3.33) Dw =D

En este tipo de espacios de Krein obtenemos que la proposicién anterior ( proposicién 3.44) no

se satisface.

ProposicioN 3.45. Sea Hw un espacio de Krein singular, si {k,},en Marco para (9,<-,-)) con

cotas A, B > 0 entonces {k,},en no es Marco para Hy.

Demostracion. Sea {k,},o un Marco para (9, (-, -)) con cotas A, B > 0, esto es
(3.34) AllfIP < Z Kfo k) < BIfIP,  Vfe€S.

neN
Para dado 6 > 0 se tiene que

©,5] = U[g,a].

neN
Si E, es la medida espectral tal que se satisface (1.4) se tiene que E, ([0,6)) 9 # 0 debido a
0 € o.(W) . Por ende existe ny € N tal que

(e

ademds, E, (| £.6])9 ¢ D y Ea([2.6])9 € D 1. Sea g € B, ([2.6]) $ tal que igll = 1.

no

Definimos & := [W]| !g, entonces

715 = (IWIVIWI g, VIWI™'g) = llgl* = 1.
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Por lo cual, teniendo en cuenta el teorema 3.3 tenemos

Dkl = > KWl k)P < BIWIAIE = B(IWINIWI™ g, IWIVIWI' ) = B{g, IWg)

neN neN
=P AldE  S\DIEL|g) = B , (DI (E
<g («[T(W)| | A) («[T(W)X(["O’&D( ) A)g> L(W)X([w’5])( N ( /I)g’g
(3.35) < Boligl* = Bs

donde (E;),, = (g, E.g) es una medida de Borel regular tal que (E,),, (co(W)) = llgl[>. Por la
desigualdad (3.35) se tiene
(3.36) inf Z I, k1> =0

neN

lIAlls=1

entonces se concluye que {k,},ciy no es Marco para Hy, por que si lo es, entonces existe A" > 0 tal
que
2 ’
Dl k> ARG, VR € S
neN

pero tomando /4 como anteriormente se tiene que A" = 0 por (3.36), lo cual es una contradiccion. -

Ahora queremos encontrar una manera de extender Marcos del espacio de Hilbert (9, (:,-)) a
Marcos en el espacio de Krein singular $y. A continuacién se da una forma de hacerlo y lo que es
mas interesante manteniendo las cotas. Para ello procederemos por casos. Primero observaremos
para el caso de que el operador de Gram sea positivo y después cuando su espectro contiene nume-
ros reales positivos y negativos.

2.3.1. 19 Caso: W € B(9) es un operador de Gram con W > Q.

Supongamos primero que el operador de Gram W € B(9) es tal que W > 0. Consideremos el
operador autoadjunto VW : $ C Hw — 9, entonces se tiene que

” \/Wk”z = (VWk, VWk) = (k, Wk, ) = ||k||>.

Implicando esto que VW es una isometria. Por lo tanto tiene extension VW : Hy — 9, la cual es

una isometria. Por eso Rang (VW) C $ es cerrado. Sin embargo

Rang(ﬁ’g):Rang(W)cﬁ) y Rang(\/V_V):(ker \/W)lzg.
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Esto es, Rang (\/W ) = $ por ser denso y cerrado. Como ker(\/W ) = {0} entonces VW es una
biyeccion de Hy sobre $. Asi el operador lineal U € B (9, Hw) dado por

JE——

-1
(3.37) Uz(\/W) L9 - Hw
es bien definido y unitario. Dicho esto se garantiza el siguiente resultado.

TEOREMA 3.46. Sea W el operador de Gram acotado tal que W > 0. Si U es el operador lineal
dado en (3.37) se concluye:

D). Si {ky}eny € D es un Marco para 9, entonces {Uk,} a0 C 9 es un Marco para el espacio
de Krein Sy
ii). Si{fu},en C Dw es Marco para el espacio de Krein Hy, entonces {U‘lfn} o C 9 es Marco

ne

para el espacio de Hilbert $.

Demostracion. Como U y U~! son operadores unitarios, la prueba de i) y ii) se sigue inmediata-

mente de la proposicion 3.5 y el teorema 3.3. —

OBSERVACION 3.47. El teorema 3.46 nos dice que si { f,},,ciy €s un Marco para el espacio de Hilbert

9, entonces podemos formar un Marco para el espacio de Hilbert con W-métrica Hy y viceversa.

2.3.2. 2% Caso: W € B(9) es un operador de Gram tal que 0 € o(W) C [—||W]|, [[W]]].

Supongamos que el operador de Gram W es acotado y que contiene elementos negativos y

positivos en su espectro. Esto es 0 € (W) c [—||W]|, [|W][]

Consideremos la descomposicion Polar de W dada en (3.23). Como |W| > 0 entonces existe un

operador autoadjunto G : Dg = H C Hyy — H tal que

(3.38) G := +/|W|.
Entonces
(3.39) | GKII* = (Gk, Gk) = (k, G*k) = (k, |W|k) = IKI[3,

por lo tanto, G : $ C Hy — 9 es una isometria. De manera andloga al caso que el operador de
Gram sea positivo se tiene que su extension G: %y — Hesun operador unitario. Concluimos que
el operador lineal V € 8 (9, Hw) dado por

(3.40) V=G":9- 9y

es bien definido y unitario. Y el siguiente resultado se tiene.
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TeOREMA 3.48. Sea W € B(9H) el operador de Gram tal que 0 € o.(W). Sea V el operador
lineal dado en (3.40). Entonces:

0). Si {kp}ey € 9 es un Marco, entonces {Vk,},eny es un Marco para el espacio de Krein
singular Hy.

ii). Si {fu},en €8 Marco para el espacio de Krein singular Sy, entonces {V_lf"}neN es Marco

para el espacio de Hilbert $.

Demostracion. Como V y V! son operadores unitarios, la prueba de i) y ii) se sigue inmediata-

mente de la proposiciones 3.5 y el teorema 3.3 . —

ProposicioN 3.49. Sea W el operador de Gram. Entonces

0). Si 0 ¢ o(W) entonces (Hw, [, 1) = (9, [, “11)-
ii). Si0 € o(W) se tiene (9,[-,-1)) & Dw, [+, -17).

Demostracion.
i). Se sigue directamente de la equivalencias de las normas (ver (3.30) ).

ii). Por la proposicion 1.27 se tiene que $ C Hy. Supongamos que $H = Hy entonces se tendria

que las normas || - || y || - ||; son equivalentes por que el operador lineal
Id:H— Sw

es continuo por la desigualdad (3.32) y
Id"': oy - $

es continuo por el teorema del inverso continuo. Por otro lado, para dado 6 > 0 existe g €
E, ([0,6]) H tal que [|g]l = T'y

ol = Weo) = [ ad(Eoy, <o

[0,0]

lo cual es una contradiccién a la equivalencia de las normas || - || y || - ||;- i
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2.4. El operador de Gram W es no Acotado.

Observando los resultados anteriores es natural cuestionar si estos siguen siendo validos aun

cuando el operador de Gram W es no acotado.

Sea W = W~ el operador de Gram tal que es no acotado con dominio Dy y rango Rang W
densos en $ y contiene elementos positivos y negativos en su espectro. Por el teorema espectral
para operadores autoadjuntos no acotados tendremos que existe una tinica medida espectral E, que
satisface

(3.41) W:f/ldEA.
R

Observemos que W : Dy — 9. Entonces la W—métrica dada en (1.3) estd bién definida para todo

x,y € Dy. La descomposicion polar del operador de Gram viene dada por
(3.42) W = J|W|.
Asi se tiene que

[)C, y]J = <|W|)C, )’>

por lo cual con la ayuda de la proposicién 1.27 definimos
(3.43) Sw =Dy ",

y [+, -], se extiende a todo Hy por continuidad.

Un resultado andlogo a la proposicion 3.45 se cumple para operadores de Gram W no acotado
independiente de que 0 € (W) 0 0 € o(W).

Proposicion 3.50. Sea {k,},ene € Dw un Marco para 9. Entonces {k,},ex C Dw no es Marco

para Hy.

Demostracién. Como Wy G := +/|W]|son no acotado, si la medida espectral E; que satisface (3.41)
es tal que paradadom € N cumple E; (R \ [-m, m]) = {0}, entonces se tiene que E, ([-m, m]) H =
9y por ende el operador de Gram W es acotado. Lo cual es una contradiccion. Ahora tenemos que
el subespacio

JE s e mom+ k) $

keN
esdensoen E, (R \ [-m,m]) H # {0}, y ademds para cada k € N tenemos

E,({1: [l €e[mm+k]})H C Dy
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asi E;(R\ [-m,m]) 9 N Dy # {0}. Seay,, € E;(R\ [-m,m]) H N Dy tal que |[y,|| = 1, Vm € N.

Definimos
1
Xy = — dEﬁ) Vms Vme N,
(fR\[—m,m] ‘/m

Por lo tanto ||Gx,|| = |[ymll = 1; Vm e Ny
IWx,lI* = f |Ald (Ey),, ,, >m, YmeN.
R\[-m,m]

Luego para cada m € N se tiene que

D Ml kall? = > KW k) 2 AW, | > Am

neN neN

por lo que se concluye

sup " |, Kl = oo.

lenlls=1 255

Esto es, {k,},cn no es Marco para Hw. —

Cororario 3.51. Sea W es el operador de Gram en $) tal que O ¢ o-(W). La proposicion 3.44 es

vdlida si 'y solo si W es un operador acotado.

Demostracion.

[< Si W es el operador de Gram el cual es acotado con 0 ¢ (W), entonces el espacio de Krein

es regular y por ende la proposicion 3.44 se satisface.

=] Supongamos que el operador de Gram W es no acotado. Entonces se tiene por la proposi-
cion 3.50 que {k,},en € Dy no es un Marco para Hy. El cual es una contradiccion. Implicando que

lo supuesto no es valido y por ende W es un operador acotado. —

CoMEenTARIO 3.52. Recordemos que si K; son espacios Pre-Hilbert i = 0, 1, con K, C K denso,
entonces las completaciones son isomorfas. Esto es

%o = K.

Proposicion 3.53. Consideremos el operador G = «|W| dado en (3.38). Sobre el subespacio

D¢ definimos la norma
(3.44) llxllw == IG x|
entonces

(3.45) De C DHw.
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Demostracion. Consideremos sobre Dg la norma || - |l = V{(G-, G-). Notemos que Dy C D =
D i y para todo x € Dy se tiene

lIxllyy = (VIWlx, VIWIx) = (x, [Wx) = |Ix]3
por lo tanto || - |lwlp, = II-ll;. Sea x € D, definimos
X, = Ej([-n,n]) x, Vn € N,

donde E, es la medida espectral tal que satisface (3.41). Asi obtenemos

=ty = 1GCx, = 9IF = || VIWIC1 = Ex(l=n

= f |/1| XR\[—n,n](/D d (E/l)x,x
a(W)

donde (E,), , = (x, E;x) es una medida de Borel regular. Como x € Dg = D ; la funcion A - |4
esta en L; (O’(W), (E A)X,x). Ademds, lim || yr\[—n.nj(4) = O puntualmente. Entonces el teorema de

convergencia dominada de Lebesgue nos dice que
lim ||x, — x|lw = 0.
n—oo

Asi se concluye que la sucesion {x,},en € Dy es una sucesion de Cauchy y su limite en Dg es x.

Por el comentario 3.52 se concluye

——llw

(3.46) Hw = Dg

Y ademds notamos que las normas || - ||y y || - ||; coinciden en un conjunto denso. Entonces se tiene
que

(3.47) [x,x]; = [|GxI*> Vxe Dg.

Q

Queremos ver si los resultados dados para el caso de que el operador de Gram sea acotado si-
guen siendo véalidos aun cuando éste es no acotado. A continuacion dividiremos la investigacion en
dos casos. El primero basado en el operador de Gram no acotado pero con 0 ¢ o(W). Y el segundo
caso basado en el operador de Gram con 0 € o(W).
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2.4.1. 1 Caso: El operador de Gram W es no acotado con 0 ¢ o(W).

ProposiciOn 3.54. Si W es el operador de Gram tal que es no acotadoy 0 ¢ o(W)y G = |W|,

entonces

(3.48) Sw = (Da, |l - llw) -

.z C . —— Il
Demostracion. La proposicion 3.53 nos dice que D C Hy := Dy ’. Basta entonces mostrar que

D¢ es completo con respecto a la norma || - [|y. Como 0 ¢ o(W), entonces existe € > 0 tal que

e <|W|.

Sea {x,},an C D¢ una sucesion de Cauchy con respecto a la || - ||y. Notemos que
1
2
||xn - xm” = f 1 d(E/l)()Cn—)Cm),()Cn—)Cm) S - f |/1| d(E/l)(xn_xm)’(xn_xm)
R\(-¢,e) 2 R\(-¢,&)

1 1
= - ”G (xn - xm)”z = - ”-xn - xm”%)[/ .
& &

Por tanto {x,},cv €s una sucesion de Cauchy en $. Mds aun {(x,,, Gx,)},c €s una sucesion de Cauchy

en el Gréfico I' (G). Pero como el Grafico I' (G) es cerrado entonces existe x € Dy tal que

lim (x,,Gx,) = (x,Gx).

n—o00
En particular
. p 2
lim |, — x|l = lim |G (x, = 0)|I” = 0,
n—00 n—o0
entonces x = lim x,, con respecto a la norma ||-||y. Esto es, D¢ es completo con respecto a la norma

n—o00
Il

TeOREMA 3.55. Sea W el operador de Gram tal que es no acotado y O ¢ o(W). Entonces
0). {Xp)ner C O es Marco para $ si y s6lo si {G™' x,},ent € Sw es Marco para Sy.
ii). {k,}en C Dw es Marco para Sy siy solo si {Gk,},en C O es Marco para $.
Demostracion. El operador G™! : § — Dy es un operador unitario. En efecto,
67"y, = |G G| = 1

y es sobreyectivo por que 0 ¢ o(W). Por lo cual i) y ii) se siguen inmediatamente por la proposicién
3.5 y el teorema 3.3. i
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2.4.2. 2% Caso: El operador de Gram W no acotado con 0 € o(W).

Recordemos que G = v/|W|. En particular ker G = ker W = {0}.

Proposicion 3.56. Sea W el operador de Gram tal que es no acotado y 0 € o(W). Entonces el

operador
G: Z)G C g)W e g)

tiene una unica extension a un operador unitario

(3.49) U=G: Sy — 9.

Demostracion. El operador G : (Dg, ||-lw) — 9 por definicidn satisface
GxI| = [lxllw

es decir es una isometria. Ademas se tiene Rang G = (ker G)* = $. Por lo cual su extension

G:Hy — Hesun operador isométrico y satisface Rang G = $. Por lo tanto es unitario. 3

Proposicion 3.57. Si W es el operador de Gram tal que es no acotado y 0 € o-(W). Entonces se

tiene

(3.50) Ds & Hw-

Demostracion. Por la proposicion 3.53 se satisface Dg C 9y . Ahora si la igualdad se tiene, enton-

ces en la proposicion 3.56 se tendrd que el operador G satisface
Rang G = Rang G=9,

luego por el teorema del Grafico cerrado tendremos que G™' € B($). Implicando esto que 0 ¢

o(W). Lo cual es una contradiccion a la hipétesis. Entonces lo supuesto no es valido, es decir que
Do & Dw
TreorREMA 3.58. Sea W el operador de Gram tal que es no acotado y 0 € o(W). Entonces

0). {Xp)ner C 9 es Marco siy sélo si (U™ x,}uen € HSw es Marco.

ii). {k,}nen C Dw es Marco siy solo si {Uk,}en C 9 es Marco.

Donde U es el operador unitario dado en la proposicion 3.56.
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Demostracion. Como U y U~! son operadores unitarios, la prueba de i) y ii) se sigue inmediata-

mente de la proposicion 3.5 y el teorema 3.3.



CAPITULO 4
Ejemplos

En este capitulo daremos algunos ejemplos de Marcos en espacios de Krein teniendo en cuenta
la proposicion 3.3 y la construccion de espacios de Krein asignando una W—-Meétrica a un espacio
de Hilbert.

1. Consideremos el espacio L,((—a, a)) con —co < a < oo y consideremos el operador
(4.1) W:Ly((-a,a)) = Ly((-a,a)) dado por (Wf)(x) = f(-x),Y[f € Lr((—a,a)), x € (-a,a)

este operador es isométrico y acotado con ker W = {0}, en particular es unitario con W? = Id. El

espectro es o(W) = {1, 1}, por lo cual la forma bilineal

42) [ L([-a,a) X Ly([-a,a]) > R = [f,g] ={/, Wg>=f f(=0)g(x)dx

es tal que (Ly([—a, a)), [+, -]) es un espacio Krein regular. Por lo tanto tenemos equivalencia de Mar-
cos en el espacio de Krein y en el espacio de Hilbert asociado por proposicién 3.3. Y ademads

también se tiene que es vélida la proposicion 3.44.

2. Consideremos el espacio de Hilbert $ separable. Sea W = W* € K(9) el operador de Gram,
ker W = {0}. El teorema espectral para operadores normales compactos nos garantiza que si {e, },en
es la base ortonormal de $ entonces

W= Z A5 enden
neN
donde 4, e c(W)talque |4 > ... > |1, > ... >0y lim |4, = 0.
Sobre $ consideremos la forma sesquilineal [x, y] = (rl;o;?Vy) y J—norma

x5 =[x, X1y = x, W) = Z Al K6, €)1

neN
Definimos
(43) LMy 1= { {eabuer € €70 D I el < oo}.
neN

49
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Entonces £,(IN)y es un espacio de Hilbert con producto interno

(44) <<{Cn}n€Na {dn}nEN>> = Z |/lnlcn d_n

neN

Para todo x = Z cpe, € 9 tenemos
neN

0 = Co Wl = 3 Al leal = 1Heah 1 an, -

neN

entonces el operador lineal U : (9, [+, ]) = (&N)w, ((-,-))) tal que

U [Z cnen) = {Cutnen

neN
es una isometria. Se observa facilmente que U ($) es denso en £,(N)y, por lo cual su extension

U: Dw, [ -]) = (L2(N)y, (-, -))) es un operador unitario, es decir

HSw = LNy

Ahora la isometria G : L)y =~ Hyy — H de la seccion 2 del capitulo 3 estd dada por

(45) 5({Cn}n€N) = Z \/mcnen

neN

con Inverso

(4.6) 5—1( ):{ 7”} .

El operador F:$— Hy dado por la cerradura de

F(Z a/nen] = Z \j;i;l a,e,; VZ ape, €D CH, ¢,€l0,2n)

neN neN n neN

es unitario. En efecto, notemos que |I::| = U-! 5‘1, y F = ulﬁ, donde u € B(%H) dado por

ue, = €% e,, es tal que uu* = u* u = Id.

Como u, U, G son operadores unitarios y F=uU"'G", se tiene que por el teorema 3.58 si
{k.}nen C Dp es un Marco para $ con cotas A, B > 0, entonces {I:: ku}nen €S un Marco para Hy y
viceversa: Si {f,,},en C $ €s un Marco para $Hy, entonces {F e C D7 es Marco para $.
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3. Consideremos $ = (L, ((a,B), 1)), (-, -)) espacio de Hilbert, con —co < @ < f < o0y u
medida de Lebesgue. El operador de Gram es el operador lineal W,, : Dy, € $ — $ tal que

(W) () = @) f(x)
donde ¢ : (@, ) — R es una funcién medible en (a, ) con u {go‘l ({O})} = 0. El subespacio
Dy, ={feH:ofeHICH

es denso con respecto a la norma usual. Para ver esto recordemos que |¢| : (a,8) — [0, o) es tal

que

(@) =il (0, n1).

neN
Por lo tanto, si f € $ tendremos que la sucesion de funciones medibles {f,},en C Dy, donde

fi=xef vy Ki=lel™ ([0,n])

satisface

If, - fI2 = f( 1= P
a’B

= f Xopnk, (%) |F(0)Pdu
(a,B)

pero como [vwank, f| < Ifl € 9,y Im xwpng, [ = Xnat@snky f =0 ctpen R. Luego el
teorema de Convergencia dominada de Lebesgue nos dice que

lim I, = fll = 0

y esto no es mas que Dy, = H. Ademas el operador W, es tal que ker W, = {0}. En efecto, si
(W¢ f ) (x) = 0 entonces se tiene

0 = W, /11 =f If(X)IZIQD(X)IZdu:f |F)Plp(x)du.
@B

(@B)\¢~1({0})
Sea € € N, los conjuntos M, = {x € (a,f) : |f(x)| > &} son medibles y
M = {x e (@p): If] >0} = | | M.
geN

Notemos que

0= f PPy > & f (P
M, M,

implicando ello que ¢ = 0 en casi toda parte en M, para todo € € N. Como u (cp‘l ({0})) =0

tenemos
uM,)=0, YeeN = u(M")=0.
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Concluyendo asi que |f| = 0 en casi toda parte en (a,8). Esto es f = 0 en casi toda parte en (a, ) .

Es decir que el operador W, tiene como kernel solamente al 0.

OBSERVACION 4.1. Recordemos que el operador lineal 7 : f +— A f(A1) es un operador autoadjun-

to. Asi el teorema espectral nos garantiza que existe una unica medida espectral E, tal que

T = f /ldE,i,
(@:B)

entonces si tomamos ¢ medible tendremos

wnzf P(DdE, = W,.
(@)

Ahora notemos que
» 1€ 0(W,)siy solo si para toda vecindad U de A se tiene que u ((p‘] u )) # 0.

Esto se debe a que si para A, existe una vecindad U tal que u (go‘l(U )) = (0 vamos a tener que

W, — Al = (@A) = ) dE, = f (p() = A9) dE,
@B @P\¢~(U)

donde E, denota la media espectral del operador multiplicacion (7 f)(1) = A f(1) dada en la obser-
vacion 4.1. Entonces como (¢(A) — A0)~! existe y es acotado para todo A € (a,8) \ ¢! (U), se tiene
que el operador acotado autoadjunto dado por

R = f Xapre' @) (@) — ) " dE,
(a,p)

satisface R (W¢ - /101) = (W¢, - /101)R = 1. Es decir que Ay € p(W,,).

OBSERVACION 4.2. Nos damos cuenta que 0 € o(W) si y sélo si para todo € > 0 se tiene que
u(e7(-&.9)) £ 0.

Definimos

Ly((a. B), pdp) := {fr (@,f) — C  medible : f|f(x)|2|<ﬁ(x)| dx < 00}.
R

L,((a,B), l¢ldu) es un espacio de Hilbert con respecto a la medida |¢|du. L,((a, ), ¢ du) es un
espacio de Krein singular con Simetria fundamental (Jf) = sign(¢)f (operador multiplicacion)

con respecto a la forma sesquilineal Hermitiana

mg:wwwzﬁvmew



4. EJEMPLOS 53

y el J—producto interno viene dado por

[f.8ly = (W,lf. 8) = F(x)g(x) l(x)| dax.
(@)

Esto es, el espacio de Hilbert asociado al espacio de Krein L,((«, 8), ¢ du) es el espacio de Hilbert
con peso Ly((a, ), |¢| du).

{1

Observamos que S, := Dy, = La((@, B), ¢ du) por que (D, [-1) € La((@, B), ¢ du) es un

subespacio denso.

ComMEenTarIo 4.3. Nos damos cuenta que si la funcién ¢ € C*((a,B)) a la hora de tomar en
consideracion el espacio de Hilbert con peso L,((a, ), |¢| du) se pierden muchas propiedades de
diferenciabilidad de ¢. Este es uno de los motivos por el cual se trabaja Marcos en espacios de
Krein.

Sea F : L, ((a,fB),du) — L, ((a,B), ¢du) un operador lineal tal que (Fg)(x) = i(—x), donde

(x)

la funcién ¥(x) es una funcién tal que [¥|> = |¢| en casi toda parte en (@, ). Como u (le‘l {O}) =
u (el {0}) = 0,

IFfI5 =f( )|f(x)|2|1//_1|2|g0|d/1 =f [fOOP du = 1117
@B

(@p)
y F tiene inverso F~' : L, ((a, B), ¢ du) — L, ((@, ), du) tal que

(F7£) (0 = w0 f(x)

el cual estd bién definido, entonces F es un operador unitario.

Anadlogo al caso de espacios de Hilbert se considera la siguiente definicion.

DEeFINICION 4.4. Un Marco de Gabor es un Marco para el espacio de Krein R := L, ((a, ), ¢ du)
es una familia de la forma {E,; T8}, ,cz> donde a,b > 0y g € R es una funcion fija.

A la funcién g se le llama La Funcién Ventana (Window Function) o el generador. Explicita-
mente,

2rimbx

EypThag(x) = ™" g(x — na).

Por lo cual 8i {E,, T8}, ez €8 un Marco de Gabor para L, (R) tendremos que si ¢ es a-periédica
W(x+a) = ¥(x); Yx € (a,B)), entonces FE, T8 = EnpTnaF'g 'y por ende {E, ;T g}, 7 €8 un
marco de Gabor para el espacio de Krein L, ((a,3), ¢ du) (Para ejemplos de Marcos de Gabor ver

el capitulo 2).
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