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INTRODUCCION

En este trabajo de tesis estudiamos interacciones entre campos fundamenta-
les, tales como aquellos que representan particulas cargadas que interaccio-
nan con la fuerza electromagnética por ejemplo: bosones (que son particulas
con spin entero) cargados representados por un campo escalar ¢ y fermio-
nes (particulas con spin semi-entero) cargados que representamos por medio
de campos espinoriales 1. Tales interacciones se dan en el contexto de la
Electrodinamica Cuantica, que es la teoria que nos permite estudiar la inte-
raccién entre estos distintos elementos. Podemos mencionar también que la
Electrodindmica Cuédntica (QED por sus siglas en ingles) es la teoria mejor
comprobada por los cientificos hasta la actualidad, (un ejemplo es la razén
giromagnética del electréon que se ha medido hasta 7 cifras significativas).
Una motivacién fundamental para realizar este trabajo de tesis en un princi-
pio fue estudiar interacciones de N fotones a un ”loop” con particulas en el
"loop” como escalares o espinores. De hecho, el objetivo inicial era trabajar
en el formalismo de tiempo propio de Schwinger o formalismo de linea del
mundo en analogia a las integrales que se llevan a cabo en Teoria de Cuer-
das. Sin embargo, dada la complicacién fisica y matematica del problema,
nos concentramos al estudio del calculo de 2 fotones a un "loop” para fer-
miones y escalares como particulas que realizan un ”loop”. De este modo, el
trabajo fundamental realizado en esta Tesis fue llevar a cabo el calculo de la
amplitud a un "loop” de 2 fotones con escalares y fermiones. En QFED), este
calculo se conoce como la polarizacion del vacio. Para estudiar esta interac-
cién, necesitamos el estudio de las ecuaciones que gobiernan las particulas
escalares (spin s = 0), como caso particular de campos bosonicos, sus inva-
riancias, propiedades y soluciones. Es decir, el estudio de las particulas que
obedecen la ecuacién de Klein-Gordon, esto se revisa en el capitulo 1. En el
capitulo 2 realizamos un andlisis y revision similar para las particulas fer-
miénicas que de hecho obedecen la ecuacién de Dirac (spin s =1/2). En el
capitulo 3, llevamos a cabo el estudio de las interacciones entre los tres cam-
pos de interés: el campo eléctromagnetico A, el campo escalar y el campo
de Dirac, los célculos de la amplitud para 2 fotones a un ”loop” de los casos
escalares y espinoriales los llevamos a cabo independientemente en el capitu-
lo 4. Finalmente damos algunas conclusiones y un bosquejo del trabajo, por
ultimo, se ha agregado un apéndice para incluir material que puede ser 1til
al revisar la obra expuesta y que ayuda a que este trabajo de tesis sea una
obra autocontenida.






Capitulo 1

Particulas bosonicas.

Resumen

En éste capitulo se estudiara la mecéanica cuantica no relativista de una
particula de spin menor, también se veran como son los estados estacionarios
de espacio-momento asi como los operadores de la energia-momento para
una particula. Se andlizara como es la ecuacion de Schrodinger en un campo
electromagnético y la teoria de perturbacion a primer y segundo orden en el
caso no relativista que es dependiente del tiempo, finalmente llegaremos a la
ecuacion de Klein Gordon para una particula escalar sin spin.

1.1. Mecdnica cuantica no relativista de una particula
de spin menor.

En ésta seccion revisaremos algunos resultados de la mecanica cuantica
para una particula no relativista que se describe por medio de una funcién de
onda 1(Z, t), donde & es la posicién de la particula a tiempo t. Si esta particula
es representada por el vector de estado a un potencial V(Z,t) entonces 1 (%, t)
satisface la ecuacion de Schrodinger:

h? o
— — V24V (ZOW(E, t) = ih— (T, 1.1
[ oV V@O = i (1) (11)
donde m es la masa de la particula. Una particula libre es descrita por la
ecuacién de Schrodinger con ¢(&,t) una solucién de onda plana:
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= 1 —1 ip-T
¢(x7 t) - L3/2 e Et/he p /h

la cual esta normalizada dentro de un volumen L?:

9T 0OE D F =1

donde el asterisco denota conjugacién compleja. Aqui p’ es el momento y E
es la energia de la particula £ = p 2/2m. Tomando el complejo conjugado
en la ecuacion de Schrodinger:

i OLES

(—o VAV @D @0 =~k (@0, (12)

y multiplicando (1.2) por ¢*(Z,t) la ecuacién se reduce a:
9 n’
h* 2 _ _ *v72 o 2 % . * 2 1
O (U) =~ (V% — ) + (V- VP, (13)

donde el argumento (Z, t) lo quitamos por conveniencia. Supongamos V' = V*
un potencial real entonces la ecuacién (1.3) puede escribirse como:

Ip(& S
pgi’ D@ =o, (1.4)
donde:
- h
p=(E@ P, J= 55 W (@ OVY(E 1) — (@, VY@, 1), (1.5)

Py ] son reales. La ecuacién (1.4) es una ecuacién de continuidad y p es
interpretada como la densidad de probabilidad de corriente de la particula,
con p > 0. Si integramos la ecuacién (1.4) sobre un volumen V' limitado para
una superficie S, obtenemos:

0 L=
a/v pd3x+j/sj~d5:0, (1.6)

donde dS es normal para S, por lo que el teorema de la divergencia es usado
en el segundo termino de la ecuacién (1.6) entonces reescribiéndola como:

0 . >
_a/v pd?’x:/sj-ds (1.7)

el decremento de la probabilidad determina la particula en un volumen V'
que es igual al flujo de la probabilidad dada por j dentro de V' de la seccién
de la superficie S donde dS es normal dentro y a lo largo de S.

8



1.2. Estados estacionarios de espacio momento, energia

y operadores de momento.

En esta parte repasaremos brevemente algunos resultados bésicos de la
mecanica cuantica no relativista, que sera utilizado directamente o extendido
convenientemente para tratamientos mas completos. Si V() es indepen-
diente de t, V(Z,t) = V(Z), entonces la dependencia de 1(Z,t) esta dada
por:

V() = e P (@) (1.8)
donde (%) satisface la ecuacién:
52
[— 5~V + V(@(F) = Ep ()], (1.9)

la energia de una particula cuya funcién de onda esta dada por las ecuaciones
(1.8), (1.9) es independiente del tiempo y la particula se encuentra en un
estado estacionario. La funcién de onda de espacio momento 1 (p) es definida
por la transformada de Fourier:

D) = / B Py (), (1.10)

con la funcién inversa:
1 —ip-T
V) = Gy | P D), (1.11)

donde 9 (p) satisface la ecuacion:

[p*/2m + V(P)J(p) = Ev(p)], (1.12)

V(p) es la transformacion de Fourier, notemos la analogia entre la energia
total E y la energfa cinética p?/2m+ la energfa potencial V (p). La ecuacién
de Schrodinger en coordenadas espaciales puede escribirse en la forma de
la ecuacién (1.12), si introducimos el operador de la energia y el operador
momento:

E=ih—, p=—ihV, (1.13)
entonces la ecuacion (1.12) queda como:
{7"/2m + V(Z O} (7, 1) = By(,1)
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donde la ecuacién (1.9) es una eigenfuncion de E con eigen-valor F, por lo que
eP*/" es una eigenfuncién de p con eigen-valor p. De esto modo los operadores

~

E, p provienen de la interpretacién de la particula (energia-momento) de la
funcién de onda .

1.3. La ecuacién de Schrédinger en un campo elec-

tromagnético.

La ecuacién de Schrodinger para una particula de carga (e > 0) mo-
viendose en un campo electromagnético descrito por un potencial A y un
potencial escalar ¢ se determina tomando el operador de energia como:

E=(p— %ff)2/2m +ed (1.14)

el cual se obtiene haciendo las sustituciones en la relacion de la particula
energia-momento:

E = p? /2m.
Si retomamos la correspondencia de los operadores de las ecuaciénes (1.13)
y (1.14) obtenemos:
h? eh PR
V2 LY (AY) + A VY] +
2mc

2m

247 0
A resp=inl (115)
ot
usando V - (ffzﬂ) = A Vi +9V-Avy cambiando A y ¢ probamos que
V-A=0y ¢ =0 por lo que la ecuacion se reduce a:
R, ieh - e2 A2 oY
_0 A = ih— 1.1
2mV w+2mc vz/}—'—277102w ih ot’ (1.16)

que es la ecuacion de Schrodinger en un campo electromagnético dependiente
del tiempo.

2mc?

1.4. Teoria de perturbacién de primer orden no rela-

tivista dependiente del tiempo.

En esta seccion recapitularemos la derivacion de la, "regla de Fermai”
para la transicién de probabilidad por tnidad de tiempo, para el caso de
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una sola particula en un potencial, el cual es considerado como causa de la
transicion. Supongamos que el potencial lleno consiste de una dependencia del
espacio para W (Z) y una dependencia del espacio-tiempo V' (Z, t). La ecuacién
de Schrodinger para una particula singular en este potencial combinado es:
2
[— I +W(Z) + V(7 1)0(T,t) = z’ha—zﬁ(:a t) (1.17)
2m ot

donde suponemos que V' (Z,t) es pequena y queremos determinar las solucio-
nes para (1.18) las cuales son correctas a primer orden en V' (Z, t), expandien-
do ¢(Z,t) en términos de las soluciones del estado estacionario y definiendo
el indice f en V(Z,t) = 0 tenemos:

00 = X ag () (1.18)
donde: .
[— %VQ + W(@)]uy (%) = Epuy(T), (1.19)

los coeficientes de expansion ay(t) dependen de t y a(t)* da la probabilidad,
si ¢(7,t) es normalizada bajo la accién de V(Z, t) la particula debe tener una
transicién para el estado f en un tiempo ¢ y la suma en la ecuacién (1.19)
es interpretada como una integral si los estados f son continuos. A primer
orden en V/(Z,t) los coeficientes son dados por:

o(t) = [ Vil hepl P yar (1.20)

el superindice® indica que la formula es inicamente valida a primer orden en
V(#,t) donde:

Vi) = / WS (T (F, )y (F)dPF (1.21)
en la ecuacién (1.21), i es el indice de un estado estacionario inicial, el cual

es el estado de la particula en un tiempo 7' = ty, cuando el potencial es
insignificante:

1 o o
() = = / / ' (2)e B MY (3t (2)e B AT A (1.22)
(4 espacio time

un caso simple para considerar es cuando el potencial V(:E, t) es independiente
de t excepto en algin tiempo ¢t = —7'/2 y cambiado en un tiempo final en 7'/2,
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esta condicién de limite es 1til idealizando un proceso de dispersion, donde
la particula se piensa como una aproximacion en la region de interaccion en
un potencial V' = 0 para t < —T'/2, entonces en cierta etapa la dispersién
del potencial es durante un tiempo 7', y finalmente detectada en la regién de
interaccién como una particula libre aumentada con V' = 0 para t > T'/2.

1.5. Teoria de perturbacién para segundo orden y or-

den superior.

Para el segundo orden en V', uno puede probar que para agcl) en la ecua-
cion: Ve 1y
ay’ = —— e dt 1.23
! th J-1/2 ( )
se tiene que sumar el termino:
(2) . 1

n#i

donde la suma es sobre todos los estados conectados por el potencial para
1y f. Este resultado se puede representar graficamente por figuras y puede
ser generalizado para todos los ordenes, asi la expresion para py; es:

27
i = €|Tfi|2Nf(Ei)a (1.25)

donde la amplitud es T%;. Para todos los ordenes en V' y es una suma de
series que se denota por:

1 1 1
Tpi = Vi + va"mv"i + ZZanEm — EnV"mEi - Emvmi + ...

n#i
(1.26)

donde m # n,m # .

1.6. Ecuacion de Klein Gordon.

Para deducirla escribiremos una ecuacion de onda para una particula sin
spin la cual es denotada como ¢. La ecuacion es obtenida de la ecuacién de

12



momento: )

P’ =p'p, = < U= m*c’ (1.27)

donde los operadores diferenciales (0/cot, —V) forman las componentes de
un vector contravariante 0* de este modo se forma un cuatri -vector contrava-
riante p* = (F/c, p). Esta es la primera y basica conexién entre la relatividad
especial y la mecdnica cuantica, que es hecha para tratar los operadores de
energia y momento E y P como parte del mismo cuatri-vector p* = (E /¢, D)
por lo tanto escribiendola en forma covariante:

pt = iho" = ihV. (1.28)
Sustituimos los operadores diferenciales para E y P en la teorfa cuantica:
0 -
E— iﬁ&, p — —ihV, (1.29)

a carencia de la covarianza de Lorentz para una particula libre en la ecuacién
de Schrodinger:

R ) 2
By=2"y 0 n2__h
2m

R v )
5 = 5 VU (1.30)

se presenta de la forma no covariante en el cual Ey P 6 (8/dt y V) aparecen

n (1.31). Si tomamos 1) para que sea un escalar de Lorentz, el lado izquierdo
y derecho de la ecuacion se transforman bajo las transformaciones de Lorentz
(de este modo E y P2 son escalares), vy utilizando la ecuacion:

By = (p? + m2ch) Yy, (1.31)

la cual incorpora la relacién correcta de la energia momento de la teoria
especial de la relatividad en el espacio de coordenadas de la ecuacién (1.29)
quedando:

50V

815
donde el cuadrado de la raiz del operador diferencial resulta un operador no
lineal. En algunos casos en una ecuacion covariante se puede ver que E y P
0 0/0t y V aparecen simétricamente por lo tanto para una ecuacién de onda
de spin 0 usamos la ecuacién (1.32) y obtenemos:

10 = m?c?

(G —v2)¢+7¢:0 (1.33)

= (—h2APV2 + m2ch) 2y, (1.32)

13



los dos primeros términos corresponden a la ecuacién de onda y se pueden
agrupar bajo la forma del Alembertiano como se denota a continuacion:

(O +m?)¢ =0, (1.34)

que es la ecuacion de Klein Gordon, esta fué derivada simultaneamente e
independientemente por muchos autores, entre ellos Schrodinger, de Broglie
y por supuesto Klein y Gordon de manera independiente. La deduccion de
la ecuacién del Alembertiano se deduce en el apéndice.
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Capitulo 2

Particulas fermionicas.

Resumen

Aqui se dard una breve resena del grupo de Lorentz y se revisara la ecua-
cion de Dirac que tiene gran importancia en la teoria cuantica de campos en
doénde la ecuacion de klein Gordon tiene dificultades tales como el hecho de
que la densidad de probabilidad p sea negativa y que la ecuacion admita so-
luciones de energia negativa. Andalizaremos ademas la importancia de juntar
al electron en el campo de Maxwell, lo cual da origen a la electrodindmica
cuantica

2.1. Grupo de rotacién y SU(2).

En general una rotacion espacial se puede escribir de la forma:

=)y 21)

donde R es la matriz rotacién que preserva distancias en el origen, 22 + ¢ +
2?2 =2 +y? + 22 6 vy’ = rTr, (T=transpuesta) por lo tanto:

r"RTRr = rTr

15



R'TR=1 (2.2)

R es una matriz ortogonal de 3 x 3. Estas matrices forman un grupo:

(RiRy)"RiRy = RERTRIRy = 1,

el cual es denotado como O(3); para matrices en n dimensiones se denota
O(n). Las matrices unitarias también forman un grupo denotado por U(n).
La ecuacién de Dirac se puede deducir de los espinores, para esto considere-
mos una transformacién de Lorentz de forma que halla dos tipos diferentes
de componentes espinoriales y definamos a continuaciéon los generadores:

A= (] +iK) (2.3)
B= ;(f— ik) (2.4)

[A;, Ay] = iA, y permutaciones ciclicas

[B., By] = iB, y permutaciones ciclicas

[AMAJ] =0 (Zaj = xay7z)7

esto prueba que A y B generan un grupo SU (2) y los dos grupos conmutan.
El grupo de Lorentz es entonces esencialmente SU(2)®SU (2), transformando
los estados en algo bien definido para dos momentos angulares (i, ;') donde
uno de los primeros corresponde a A y el segundo B como caso especial uno
de los otros debe corresponder al spin cero dados por:

(7,0) = JW =iK7 (B =0)

(0,§) = JW = —iK/  (A=0)

16



este factor corresponde a las dos posibilidades en:

—

K= ig, (2.5)

podemos definir dos tipos de espinores que son del tipo I y tipo I1, los espi-
nores del primer tipo estan dados por:

E 0y JO Zgpe ROUD Z _igp,

si (0, ¢) son los pardmetros de una rotacién, entonces £ se transforma como:

£— exp(i%-g—l— %- h)E
- exp[z%-(é— id)E = Me. (2.6)

Los espinores del segundo tipo son:

5) JWD =gr2, KWV = iz/2,

donde los espinores se denotan por 7 y se transforman como:

(0,

—

n — exp[i% (G+id)ln= Nn. (2.7)

Es importante notar que estas representaciones de equivalencia del grupo
de Lorentz es la matriz S que muestra que N = SMS™! que es un factor

relacionado con:
N =M€ con € = —io, (2.8)

donde:

—

090 "oy = —035’ = —0,

entonces:



Notemos que el det M = det N = 1 matrices complejas de 2 x 2 con deter-
minante unidad forman el grupo SL(2,C'), que tiene seis pardmetros por lo
que las matrices son de la forma:

M:<a b), ad — bc = 1.
c d

Estas matrices consisten de cuatro nimeros complejos y dos condiciones, es-
tos seis parametros son relacionados para tres dngulos y tres velocidades de
las transformaciones generales de Lorentz; donde tenemos dos tipos diferen-
tes de dos componentes de espinores transformados respectivamente por las
ecuaciones (2.5) y (2.6), estas ecuaciones corresponden a las representaciones
(3,0), (0,1) del grupo de Lorentz.

2.2. Ecuacién de Dirac.

Un propédsito de la ecuacion de Dirac concierne parcialmente en las di-
ficultades de interpretacién con la ecuacién de Klein Gordon, que hay dos
inconvenientes: (a) el hecho de que la opcién de probabilidad p puede ser ne-
gativa y (b) que la ecuacién admita soluciones de particulas libres de energia
negativa. Estos inconvenientes estan relacionados en la ecuacién de Klein
Gordon, pero Dirac observo que se pueden separar. Para obtener tal separa-
cién es necesario inicamente tener una ecuacion la cual sea lineal en 0/0t
semejante a la ecuacion de Schrodinger. Entonces el valor de la funcion de
onda puede ser arbitrariamente especificada en algin tiempo dado y debemos
hacer a p no negativa, como en el caso de la ecuaciéon de Schrodinger, pero
tenemos todavia la ecuacién relativista covariante. Si es lineal en 0/0t esta
tiene que ser lineal en V también, por lo que la transformacion de Lorentz
es lineal y homogenea en x y t, por lo que la forma de la ecuacion debe ser
preservada en V que aparece linealmente si 9/t es lineal. Dirac de este modo
propuso la ecuacién para una particula de masa m dada por:

oY 0 5 O 3 0

. R B 1
th@t [ ihfa ox! ta 0x? ta o0x3

) + Bmc] 1, (2.9)

donde ¥ (z,t) y el termino mc se ponen para obtener la ecuacion relativista
de energia-momento. La ecuacién de Dirac difiere de la ecuacién de Klein
Gordon, en que es de primer orden y tnicamente para particulas de spin
%; la ecuacion de Klein Gordon nada mas expresa la relacién entre energia,
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momento y masa de algiin spin, por lo tanto la ecuacion de Dirac tiene un
origen diferente y pueden ser derivada de las propiedades de transformacion
de espinores bajo el grupo de Lorentz. En esencia la ecuacién de Dirac es
una relacion de estos espinores, introduciremos la operacién de paridad bajo
la cual la velocidad cambia de signo en el (boost) de Lorentz v — —, los
generadores K también cambian de signo K— —-K y son las componentes
de un vector .J que no cambia de signo pero se transforma como J— +J
teniendo un vector axial o un pseudovector, por lo que el indice se trans-
forma como un momento angular bajo paridad, esto es que (7,0)y (0, 5) son
representaciones intercambiadas denotadas como:

(7,0) < (0,7), bajoparidad (2.10)
donde:
£,

si consideramos paridad, entonces no es suficiente considerar los dos espinores
¢ y n separadamente, por lo que el cuatri-espinor es:

w:(i), (2.11)

bajo las trasformaciones de Lorentz y 1 se trasforma como:

1/28-(6—i
3 el/20°(0—i¢) #0# | 3
n 0 61/20-(9+z¢) n

_ ( DE)A) D?A) ) ( f] ) (2.12)

D(A) = £D*(A)ET, (2.13)

donde A denota las transformaciones de Lorentz que pueden escribirse como:

Ccon:

't = A, (2.14)

y bajo paridad 1 se transforma como:

()= (0 0)(5)
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El cuatri-espinor 1 es una representacion irreducible del grupo de Lorentz
que aumenta por paridad, notemos que la representacién (2.10) no es tnita-
ria, esto es debido a que la matriz exp(& - q;) tampoco es tnitaria. En general
en mecanica cuantica, se esta interesado inicamente en representaciones tni-
tarias de un grupo de simetria, estas preservan la probabilidad de transicion
entre dos estados. Esto esta relacionado con el grupo de lorentz. Ahora ve-
remos las transformaciones de la ecuacién (2.10) para el caso de un boost de

Lorentz § = 0 en el mismo tiempo los dos espinores &, 7 son:

§— ¢r, 11— o, (2.15)

por lo que poniendo R, L por derecha e izquierda, tenemos:

Op — 61/25'(%1%

— [cosh(¢/2) + & - @ sinh(/2)]x, (2.16)

aqui 77 denota un vector unitario en la direccion del boost de Lorentz. Supon-
gamos que el espinor original se refiere a la particula en reposo, ¢(0) y la

transformada de una particula con momento p, ¢z(p) si ponemos cosh(¢/2) =
(v +1)/2)"/2, sinh(¢/2) = [(y — 1)/2]*/* entonces:

6n(p) =[50 4 5 () P16ml0), (27)

donde la particula tiene energia total £, masa m y momento p, v = E/m
con ¢ = 1 entonces:

E+m+ad-p

Pr(p) = [2m(E+m>]1/2¢R(O), (2.18)
de manera similar:
 E+m-—-7-p
¢L(p) = [2m(E+m>]1/2¢L(O), (2.19)

pero cuando una particula esta en reposo no se puede definir el spin como
vuelta a la izquierda o vuelta a la derecha, asi que ¢r(0) = ¢1(0) entonces
las ecuaciones (2.16) y (2.17) son:

o) = 217 Py () (2.20)

m
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60(p) = ——Lop(p), (2.21)

que podemos reescribir como:

—mor(p) + (po + 7 - P)oL(p) = 0,
(po — @ - P)or(P) — méL(p) =0,

o en forma matricial:

P T e

Y(p) = ( o1(7) ) =0, (2.23)

donde las matrices 4 x 4 son:

7_<10 T 0 ) (224)

haciendo los calculos en la ecuacién (2.20) obtenemos:
("'po + 'pi — m)b(p) =0, (2:25)
notando que:
pu = (E,—p), porlotanto (Y’po + ¥'pi =7"po — v P)
que se puede reescribir como:
(Y'pu — m)y(p) =0, (2.26)

que es la ecuacion de Dirac para particulas con masa de spin % La ecuacion
de Dirac tiene relacion con las ecuaciones de Maxwell debido a la cuantizacién
libre del electron y la cuestion de juntar el electréon en el campo de Maxwell
como se mostrara en la siguiente seccion.
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2.3. Ecuaciones de Maxwell .

Las ecuaciones de Maxwell son de gran importancia en la fisica, debido a
que constituyen la base del eléctromagnetismo. Queremos discutir la cuestion
de juntar el electrén con el campo de Maxwell A,,. Iniciaremos este andlisis
con una discusion breve de las ecuaciones de Maxwell, que como se sabe las
ecuaciones de Maxwell(1831-1879) fueron escritas en términos de los campos
eléctrico E e induccién magnética B después referido como campo magnético
en el sistema de unidades CGS-ESV. Nuestra discusion del campo de un spin
sin masa comienza con las clésicas ecuaciones de Maxwell:

V-E=p (2.27)
- 190E -
VXB—-—-——=1J 2.28
x c Ot ( )
V-B=0 (2.29)
. 10B
VXE+-—=0. 2.30
X B c Ot ( )
Las cuales contienen implicitamente la conservacién de la carga:
- Op
V-j+ = =0. 2.31
It (2.31)

Debido a que la divergencia de un rotacional igual a cero, y a que el rotacional
del gradiente igual a cero, podemos remplazar el campo magnético y el campo
eléctrico con potenciales A° y A como sigue:

E=-VA"- ——B=VxA (2.32)

ot

El hecho es que estas ecuaciones no se transfoman de acuerdo a las transfor-
maciones Galileanas, esto de alguna forma condujo al descubrimiento de la
teoria de la relatividad. Para ver la invariancia relativista definamos:

At = (A°, A) (2.33)

J'=(p,7)

entonces se puede demostrar utilizando el teorema de Noether que se puede
ver en el apendice; que la corriente es conservativa, y se escribe como:

(2.34)

9" = 0, (2.35)
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entonces las ecuaciones de Maxwell en una forma resumida son:

O FH = J¥ (2.36)
donde:

W = v (2.37)

esto quiere decir que el tensor es simétrico y su representacion matricial es:

—0 —-E' —E* —E?
E' 0 -B® B?
E* B 0 -B
E3 —B> B! 0

= (2.38)

entonces podemos derivar las ecuaciones de Maxwell escribiendo la accién
como:

1 1
(= ZFWFW = §(E2 — B?) (2.39)

si sustituimos esto en la ecuacién de moviento de Euler Lagrange, determi-
namos que las ecuaciones de movimiento estan dadas por:

8 F" =0 (2.40)

que justamente son las ecuaciones clasicas de Maxwell. Una consecuencia de
esta construcion es que la teoria de Maxwell es invariante bajo una simetria
local, que es un parametro el cual es dependiente en el espacio tiempo:

A, = 0\ (z) (2.41)

donde una transformacién cuyos parametros son constantes es llamada una
transfomacion global, si aplicamos sucesivamente la transformacién podemos
determinar que forman un grupo con las leyes de suma:

Ay = Ay + Ay (2.42)

esta es la misma ley de grupo para U(1) por lo que las ecuaciones de Maxwell
son localmente invariantes bajo U(1), sin embargo esta trasformacién del
tensor de Maxwell es invariante:

§Fy, =0 (2.43)
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que trae como consecuencia que también el lagrangiano sea invariante donde
una aplicacién del teorema de Noether nos da el tensor de energia momento
que es igual a:

1
T = —_FRJ” A, + ZgWFWFW, (2.44)

el cual es un tensor no simétrico. Esto quiere decir que el tensor de momento
angular no se conserva, por lo que haciendo una transformacion al tensor de
energia momento quedaria:

TH — TH 4 O\(FM A, (2.45)

resultando el tensor de energia momento simétricamente conservado dado
por:

1
T = FYF) 4 19" Fp P (2.46)

Es importante notar que la suma de este termino extra no afecta las cargas
integradas, las cuales son medidas directamente. Para ver que las cargas
asociadas se conservan con el tensor energia momento sea:

1 = o
T = §(E2 + B?) (2.47)

T° = (E x B)' (2.48)

la cudl es la densidad de energia y el vector Poynting. De este modo el tensor
energia momento es una cantidad fisicamente aceptable y compatible con la
medida invariante.
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Capitulo 3

Amplitudes en QED escalar y espinorial.

Resumen

Hasta ahora nuestra discusion ha sido algo formal no conectado con el
experimento. Debido a eso tenemos que concentrarnos en las funciones de
Green, que describen el movimiento de particulas donde pi # m?. Para ha-
cer la conexion con el experimento, necesitamos reescribir nuestro resultado
previo en términos de numeros que pueden ser medidos en el laboratorio,
por ejemplo rapidez de decaimiento de particulas inestables y de secciones
transversales. Son muchas maneras en las cudles se define la seccion eficaz
pero quizd la mas simple e intuitiva es como definir el tamano efectivo de
toda particula en el blanco. La seccion eficaz es de este modo el area efécti-
va de toda particula en el blanco, segin lo visto por una rayo entrante. La
seccion eficaz es frecuentemente medida en términos de "barns”, por ejemplo
un nucleén es cerca de un fermi 10~ 3cm, su drea es cerca de 1072%cm? o
cerca de .01 barns, lo que nos da la secciéon transversal de una particula en
una cierta reaccién, asi podemos calcular el tamano eficaz de la particula en
relacion a un nucleén. Por otro lado, histéricamente los calculos de QED
fueron aparentemente usando dos formulas independientes. Una formulacion
fue desarrollada por Schwinger y Tomonaga usando la generalizacion de los
métodos del operador covariante desarrollado en mecénica cuantica. De es-
te modo la formulacién fue excesivamente dificil para el calculo por lo que
se descarto y se busco otro método mas simple. La segunda formulacion
fue desarrollada por Feynman aprovechando el uso del propagador, Feyn-
man postulo una lista de reglas simples de las cuales se pueden organizar
graficamente para el calculo de matrices de dispersion de complejidad arbi-
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traria. El punto débil de los métodos graficos de Feynman es que no fueron
demostrados rigurosamente, Dyson demostro la equivalencia de estas dos for-
mulaciones para derivar las reglas de Feynman de una interaccién grafica. En
este capitulo primero veremos como probar el método rapido del propagador
de Feynman, este método es conveniente para los términos de orden menor
de la matriz de dispersion por lo que debemos desarrollar el formalismo de
reducciéon Lehmann-Symanzik-Zimmermann (LSZ), para los diagramas de
Feynman de complejidad arbitraria de donde ahora en adelante haremos la
aproximacion para ciertos campos, por ejemplo el campo electromagnético,
el desarrollo de la teoria de dispersién que en esta aproximacion es mas in-
tuitiva.

3.1. Seccién eficaz.

Para calcular la seccién transversal en términos de los indices de colisiones
en un experimento de dispersién, imaginamos un blanco con N particulas,
toda particula con area efectiva o seccién transversal o, el area total tomada
por estas particulas es Nyo, por lo que si lanzamos un rayo de particulas a un
blanco con area A, entonces para que una particula golpee el area que ocupan
las particulas (Nro) dividamos por el area A, asi el nimero de particulas en el
rayo que es absorbido o reflejado es Ng, de este modo el niimero de dispersion
esta dado por:

numero de eventos

oA (3.1)

o=

esto confirma que la seccién transversal tiene dimensiones de area, en la
practica es mas conveniente la manera de expresar la seccion transversal en
funcion del flujo lo cual es igual a pv, si el rayo se esta moviendo a la velocidad
v para un estado estacionario entonces el nimero de particulas en el rayo Ng
es igual a la densidad del rayo p del volumen, si el rayo es un pulso que
regresa en t segundos, entonces el volumen del rayo es vtA. De este modo
Np = prtA, entonces la seccién transversal puede escribirse como:

numero de eventos

(pvtA)Nr/t 4,

(3.2)

o=
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donde Np esta normalizado y la transicién es el nimero de dispersién de
eventos por segundo. El siguiente problema es escribir la transiciéon para
que aparezca en la seccién transversal en términos de la matriz S. De este
modo podemos calcular la probabilidad de una coleccién de particulas en
algin estado inicial ¢ que debe decaer o dispersar dentro de otra coleccion de
particulas en un estado final j. De la mecanica cuantica no relativista sabemos
que la seccién transversal o puede ser calculada analizando las propiedades
de la dispersion de la onda, ademas la dispersion estacionaria de una onda
plana e”* en la dispersién de un blanco inmévil esta dado por:

ikz
— 3.3
e + , e, ( )

donde el termino e**" representa la dispersién de la onda, la cudl se expande
radialmente del blanco, de este modo | f(6)|? es proporcional a la probabilidad
de que una particula se disperse dentro de un angulo #. Mas precisamente,

la seccién transversal esta dada por el cuadrado de f(0):

do 9
OO, (3.4

donde la diferencial del angulo solido esta dado por:

/ Q) — /0 " o /_ 11 dcos, (3.5)

y la seccion transversal total es:

/dQ|f(9)|2 — /dQ;lg — o, (3.6)

sin embargo para nuestros propdsitos esta formulacién no es conveniente de-
bido a que es intrinsecamente no relativista. Por lo que para dar una formu-
lacion relativista, empecemos por describir el proceso que toma de un estado
inicial consistiendo de una de estados asintéticos en ¢ — —oo a un estado
final |f) cuando t — oo, para calcular la probabilidad de un estado inicial
a un estado final introducimos la matriz S:

Sfi = <f’S‘Z> = (Sfi - i(27T)4(54(Pf - PZ)Ffl (37)

donde dy; son las particulas que no interactian y FYy; es la matriz de tran-
sicién, la cudl describe la dispersion no trivial. Una de las constricciones
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vienen de la mecédnica cuantica, esto significa que la matriz S es unitaria y
se representa como:

> S35k = Ok (3.8)
f

donde si tenemos el cuadrado de la matriz S, podemos calcular la transicién
de probabilidades. La coleccion de los estados de probabilidad ¢ hacen la
transicion para el estado final f y es:

Pri = S;kfisz' (3.9)

asi mismo la probabilidad total de todos los posibles estados de dispersién
iniciales y finales son:

Priotal = Z S;zsfz (310)
f

Ahora calcularemos mas precisamente la > ¢, definamos nuestros estados en
una caja de volumen V:

|P) = \/(27)32E,/Vat(p)|0) (bosones) (3.11)
de la misma manera:

|P) = \/(2m)3(E,/mV )at(p)|0) (fermiones) (3.12)

de esta forma si normalizamos los estados para los bosones y fermiones que-
daria como:

(P|P') = (2m)%2E,0%(5 — p')/V (bosones), (3.13)
(P|P') = (%)3%53@7— P')/V (fermiones). (3.14)

Con esta normalizacion, el operador inidad puede ser expresado en forma de
una integral dada por:

1= / (;C)lsijp[]?)(]?] (bosones), (3.15)

similarmente para el calculo de fermiones seria:

Vd?
1= Sp E|P>(P| (fermiones), (3.16)
(2m)°E, E,
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para probar esta normalizacion, podemos decir que el nimero 1 actia en un
estado arbitrario |¢), donde los niveles de estado son invariantes. Esto nos da
un numero de estados en un momento p, por lo que con estd normalizacién
podemos determinar que:

(plp) = (27)*2E,6°(0)/V, (3.17)
lo cuéal no tiene sentido, esto se puede demostrar utilizando la propiedad:
{plp) = 6(p — p), (3.18)

de este modo interpretaremos las densidades de las particulas dentro de una
caja de longitud L y volumen V', ahora definamos ¢ en funcién del momento
p, esto es que:

L—oo —L/2

*(p) = lim ((271r)3 ///L/2 drdydze™ T, (3.19)

esto implica que si tomamos la definicion:

v
(2m)*’

decimos que el volumen de la caja V' tiende a infinito tinicamente al final del
calculo. El origen de este problema es que tenemos que conocer el comporta-
miento de las ondas planas, ademas que los paquetes de onda son confinados
a una regién especifica del espacio y tiempo. Para estas ondas planas no lo-
calizadas podemos dividir con cuidado cantidades infinitas proporcionales al
volumen del espacio y tiempo, de esta forma podemos calcular cantidades
finitas, (otro anélisis es usando paquetes de onda que son completamente
localizados en el espacio y tiempo, este desarrollo de los paquetes de onda
restringen mas a los paquetes de onda para definir una regién en el espacio
y tiempo, este andlisis con paquetes de onda es mucho mas complicado pero
de igual forma se llega al mismo resultado). Nuestra tarea ahora, es calcular
la dispersion de la seccion eficaz 1 +2 — 3 + 4 + ... y estimar el decai-
miento de una particula singular 1 — 2+ 3..., entonces podemos normalizar
la suma sobre los estados finales, esto es que debemos integrar sobre todos
los momentos de los estados iniciales y sumar sobre todos los posibles esta-
dos finales, para todo estado final, debemos integrar en toda covarianza de
Lorentz, entonces usando:

d'p 4, o 2 _ d’p
/(2@45 (p™ —m”)6(po) _/(27r)32Ep’ (3.21)

5(0) = (3.20)
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dénde la densidad de estados dNy, es el nimero de estados de anchura p'y

P+ dp dado por:
Ny

dN; = ,

Z.Zl_Il (2m)3
y como antes la diferencial de la seccién eficaz do es el nimero de transiciones
por tnidad de tiempo y unidad de volumen dividida entre el flujo J de
particulas incidentes y es expresado como:

Vd'p

(3.22)

J transiciones por segundo por cm? ( S 1|2 d Ny
o = =
flujo incidente

=
vr g’

(3.23)

pero sabemos que la transicién por unidad de volumen (con intervalo de
espacio momento) es: Transicion estimada por cm? =
|Syil*dNy _ (2m)*| Fyi*0* (ps — pi)9*(0)
VT vr

ANy, (3.24)

donde (27)*6%(0) = V'T. Para calcular el flujo incidente primero debemos
tomar una composicién colineal, como prueba de laboratorio del centro de
masas, el flujo incidente J es igual al producto de la densidad del estado
inicial {- y la velocidad relativa v = |v; — v|, donde vy = [pi|/E;1. En el
centro de masas, p; = —ps, por lo que tenemos:

V(2E\)(2E,)] = (2E1)(2E;) |01 — va| = 2E12Es| 8- — 2| = 4[pi B> — 1By
= 4[|pi|(By + E2) = 4(p1 - p2)* — mim3)'/?, (3.25)

el ultimo paso es un pequeno error que aparece en el flujo como una inva-
rianza de Lorentz en todo el desarrollo, la ultima igualdad tnicamente se
cumple si las dos particulas son colineales, el ultimo paso no es necesaria-
mente verdadero para un sistema arbitrario de Lorentz en el cudl las dos
particulas no son colineales. Para ver esto podemos escribir el flujo para un
rayo moviendose en la direccién z como:

J ~ Eayu PPy, (3.26)

el flujo se transforma como componentes x ,y de un tensor antisimétrico de
segundo rango, que es una area inversa, donde la seccion eficaz es una area
para una particula en el rayo, esto se puede transformar como una area bajo

30



una transformacion arbitraria de Lorentz. De ahora en adelante supondremos
que todas las formas de Lorentz son colineales, por lo tanto haremos esta
distincion. La formula final para bosones para la seccion diferencial eficaz
paral+2 —3+4...es

_ m) M2 oy — pi) & i
4[(191 ']92) - 77”517”2]1/2 im (27)32Epi 7

(3.27)

en forma colineal donde Fy; = [IY,(2E,;V)~Y2My;, notese que todos los
factores de V' en la matriz S tienen precisamente cancelados los factores que
vienen de dNy y del flujo. Finalmente usando este formalismo para calcular la
probabilidad de decaimiento de una particula singular, la probabilidad esta
dada por:

Piotal = Z/dNﬂsz‘l2 = Z/de|Ffi|2[(27T)454(pf — i), (3.28)
7 7

si tomamos d7; = 0 para un proceso de decaimiento, la tltima expresién
desafortunadamente, es singular debido a el cuadrado de la funcion delta,
como antes supondremos que todos los calculos estan dados en una caja
finita de volumen V' sobre un intervalo de tiempo grande 7. De este modo
reinterpretaremos una de las funciones delta como sigue:

VT

§4(0) = 2t (3.29)

ahora definamos el decaimiento de la relaciéon I' de una particula inestable co-
mo la transicion de probabilidad por iinidad de volumen de espacio y tiempo

dado por:
transicion de probabilidad Pt

b= 3.30
volumen x segundo - VT(2E;)’ (3-30)

por lo tanto el resultado final para el decaimiento de la relacion es:
2E /H 32E | My 54(pf —pi), (3.31)

donde el tiempo de vida de la particula 7 es entonces definida como el inverso
de la relacién de decaimiento:
T =

1
= (3.32)
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3.2. Teoria del propagador.

En este punto podemos enfatizar que las funciones de Green aparecen en el
propagador aprovechando que no satisfacen la condicién de masa superficial
p* = m?., ninguna de ellas obedece las ecuaciones usuales de movimiento
ya que las funciones de Green describen particulas virtuales no fisicas, el
desarrollo de las funciones de Green en el espacio momento de un polo son
p* = m?, esto no es una violacién a los principios de la fisica debido a
que las funciones de Green no son cantidades medibles. La tnica cantidad
medida es la matriz S donde las particulas externas obedecen la condicién de
masa superficial. Para seguir calculando la seccion eficaz hagamos un examen
cuidadoso del método del propagador ordinario en mecanica cuantica, dénde
debemos resolver la ecuacion.

(th —H)p=0. (3.33)

Supondremos que el Hamiltoniano es cierto para H = Hy+H; y la interaccion
H; es pequena, queremos resolver para el propagador G(Z,t; 2/, t") dado por:

(z'gt — Hy— H)G(Z, t; 2/, 1) = 683(& — 2/)(t — 1), (3.34)
donde resolveremos las funciones de Greeen para el caso de interaccciones,
entonces podemos usar el principio de Huygens para resolver la evolucion
del tiempo de la onda, recordemos que el principio de Huygens dice que la
evolucion del futuro de una onda puede ser determinada para asumir que
todo punto a lo largo de una onda es una fuente independiente de una onda
infinitesimal, si sumamos sobre todas estas pequenas contribuciones podemos
determinar el lugar en el espacio de la onda. Mateméticamente esta expresion
es denotada por:

W(Z,t) = /d%’G(f,t;ﬂ,t’);ﬁ(f’,t’) :donde t > t', (3.35)

donde nuestro objetivo es resolver por completo la funciéon de Green G, en
términos de la funcién de Green Gy la cual queremos entender para determi-
nar el propagador, para el caso de interaccién tenemos que expander en Hj
usando la siguiente formula para operadores A y B dada por:

1 1 B 11
A+B  A(1+A"'B) 1+A'BA
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=(1-A"'"B+A'BA'B+..)A™!

A ' AT'BAT 4+ AT'BAT'BAT + . (3.36)

Otra forma de escribir esto es:

1 1
= A1 - BA™! :
A+ B A+ B ’ (3:37)
con los valores dados por:
A=—-Hy+i—
0 + Zat )
B = _Hlu
1
G =
A+ B
1
Gy = — 3.38
0 A? ( )

entonces tenemos las identidades:

G = Gy + GH;G
G == G() + G()H[Go + G(]H[G()H]GO + ... (339)
mas explicitamente, podemos escribir esto recursivamente como:
G(:a t7 flu tl) = GO(fv tv fl? t/> + /dtl / dgle(f7 tu 'fh tl)
XH[(fl,tl)Go(fl,tl;f,,t/), (340)
si expandemos esta expresion en serié de potencias encontramos:

QT 1) = Co(T, 17 1) + / dt / Py
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X Go(Z, t; F1, t1) Hi (T, 1) Go(F, tr; &, 1)
n / dtdtodP e dPraGo(T, 1 71, 1) Hy (71, 1)

XGo(fl, tl, fQ, tQ)Hl (52, tQ)Go(fg, tQ, 11_3"/7 t/) + ... (341)

entonces usando el principio de Huygens podemos expander para la evolucion
de la funcién de onda en el tiempo

Y(Z,t) = Yo(,t) + /d4$1GO(fat;flatl)wo(flatl)
+/d4$1d4$2 Go(Z,t; 71, 1) Hi (Z1, 1) Go (1, tr; T, t2) o (T2, t2)
—|—...—|—/d4$1...d43§'nG0(f,t;fl,tl)Hl(fl,tl)...

XGO(fn—latn—l;fnatn)¢0(fn7tn) + ... (342)

Veamos ahora como resolver para la matriz S de orden mas bajo. Postulamos
que hay una infinidad de ondas planas dadas por ¢ = e~ /(27)3/2 y ne-
cesitamos calcular la transicion de probabilidad de un paquete de onda que
comienza en un estado inicial ¢ del potencial de dispersién, entonces la onda
emerge como otra onda plana, pero en un estado diferente al estado final
f, para el orden mas bajo la probabilidad de transicién puede ser calculado
examinando el principio de Huygens dado por:

(T, t) = oy (2,t) + /d4:1:’G0(f,t; o S VH (T )i (T 1) + . (3.43)
donde para extraer la matriz S, multiplicamos esta ecuaciéon de la derecha

por ¢ y integramos el primer termino de la derecha esta dado entonces por
di;, si Hacemos expancién sobre la funcién de Green podemos expresar la
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funcién de Green en términos de Gy de estos campos libres. Posteriormente
por integracién determinamos:

Spi= 05 +i / dia s (2 H () i) + ..., (3.44)

de esta forma la matriz de transicion es proporcional a los elementos de la
matriz del potencial H;. Ahora generalizaremos este ejercicio para el proble-
ma en cuestién. El calculo de QE D de la dispersion de un electrén debido a
un potencial de Coulomb. Nuestro punto principal es el electrén de Dirac en
la presencia de un potencial externo de coulomb, la interaccion de la ecuacién
de Dirac es:

(170, — m)(x) = eAl0)(x), (3.45)
donde se utilizara tinicamente para orden menor, consideraremos el poten-
cial A, como un potencial cldsico, entonces podemos resolver esta ecuacién

usando unicamente el método del propagador, por lo que la solucién de esta
ecuacion es:

V(@) = vole) + e [ d'ySe(z — y) Ay)ely) (3.46)

donde 1)y es una solucion libre homogénea de la ecuacién de Dirac. Para
calcular la matriz de dispersion es conveniente insertar la expansion del pro-
pagador de Feynman Sg(x — 2) en términos de la funcién orden-tiempo
6(t — t'), determinando:

wla) = ile) —ie [ dtyib = 1) [ @p LG @UAGG) (347

cuando ¢t — o0o. Ahora queremos calcular en esta expresién la amplitud de
partida de la onda () que es dispersada en el estado final, dado por ¢ ¢(z),
este hecho se usa para multiplicar ambos lados de la ecuacién por ¢y y
integrar sobre todo el espacio-tiempo. El resultado nos da la matriz de orden

| Spi = b5 — e [ d' () A (), (3.49)

si insertamos ahora la expresion para el vector potencial, el cual corresponde
a un potencial eléctrico Ay, denotado por el potencial estandar de Coulomb
1/ry es:

Aglz) = (3.49)

 4nl|Z]

35



su transformacién de Fourier esta dada:
4

Br ..

et =5, (3.50)

7] [
insertando la expresion de la onda plana para el fermiéon de campo dentro
de la matriz de dispersién ecuacion (3.48) y haciendo la integracién sobre x,
tenemos:

i7e? / 1. /m ,
7;_ d 1pf-x 0 i\ S —1P; T
iZe? a(py, sp)7"u(pi 5:)
_ 2mS(E — E;) 3.51
% \EfE GE (Er — £ (3:51)

recordemos que Vd®p;/(27)% es el niimero que contiene un estado final en
el intervalo d®p;, si multiplicamos esto por |Sy;|* y tenemos la probabilidad
de transiciéon de una particula dentro de estos estados, el cuadrado de la
matriz S da unas cantidades divergentes como §(0), la cudl es debido al
factor que no tenemos localizado en en paquete de onda. Si 276(0) = T,
entonces localizamos el proceso de dispersién en una caja de longitud V' y
duracion 7', dividiendo por T nos da la razon de transicién R por tnidad de
tiempo dentro de este intervalo de momento, finalmente, si dividimos por la
razon de transicién el flujo de particulas incidentes |7;|/V nos da la seccién
diferencial eficaz dada por:

Vdgpf 1
(2m)3 VT )V~

do = |Sp|? (3.52)

Para calcular la seccion eficaz por iinidad de angulo solido, debemos descom-
poner el momento como elemento de volumen:

d®p = dQp* dp, (3.53)
entonces usando el factor prdpy = EydEy, tenemos el resultado:
do  AZ%0*m? 1, 0 )
- g > §|U(pf, sp)y ulpi, 8i)|

spin

_422a2m 1 Oﬁi+m70}/f+m

a0 ), (3.54)

2m 2m
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en la ultima parte usamos el hecho de que la suma de spines pueden ser
escrita como:

iy Tus|* = (4T i) (u/Tah)
= (asL) (@l Tyouy)

= Gy st gl (0T 0) 6018

p’i-i-m

:(]/f+m 2m

o )64 (0IY0).5

)5,a Fa,ﬂ(

+m i +m

donde tenemos que usar el factor para que la suma sobre los spines nos den:

S us(p, 8)ia(p, s) = (L™

S 2m
spines

)Ba (3.56)

aqui la ultima traza de niimeros pares de matrices de Dirac sobreviven:

Try°) 7y s = 42E;E; — p; - py) (3.57)

finalmente, necesitamos alguna informacién cinética, si 6 es el angulo entre
Py y pi, entonces:

pi-py =m?+23°E*sin*(0/2)
con:
@ = 4]p|*sin?(0/2), (3.58)
obteniendo la seccion eficaz:
do Z2a?
A~ 4p2 sin*(6/2)

en el limite no relativista 0 — 0 y se obtiene la formula de dispersion de
Rutherford.

[1— 3 sinQ(z)] (3.59)
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3.3. Reduccién de formulas LSZ.

En esta seccion se introducird un método mas conveniente que es el for-
malismo de reduccion LSZ, del cual podemos derivar las amplitudes de dis-
persién para todo orden en teoria de perturbacion. El método LSZ da una
simple derivacion de las reglas de Feynman las cudles son originalmente deri-
vadas de una aproximacion mas intuitiva, la teoria LSZ aproxima fisicamente
la matriz S. Empezaremos por definir la "entrada” y "salida” de estados, los
cuales son particulas libres en tiempos asintoticos que son cuando t — oo y
t — —oo respectivamente. Nuestro objetivo es expresar la interaccion de la
matriz S definida en términos del campo de interaccién ¢(z) de estos esta-
dos asintoticos libres, la matriz S es definida como el elemento de matriz de
transicion de un estado asintotico fijo a otro, entonces sea f una coleccion de
estados asintoticos libres cuando ¢t — oo, por lo que i se refiere a otra colec-
cion de estados asintoticos cuando ¢ — —oo, entonces la matriz S describe
la dispersion de estados ¢ dentro de estados f dada por:

Sti = out(fli)in , (3.60)
si postulamos que la existencia de un operador S que convierte estados asinto-
ticos en t = oo a estados en ¢ = —oo denotados como:

|f>in - S|f>out )

donde la matriz S es:

Sfi = 011t<f|5|i>0ut = in<f|S|i>ina (361)

para estos estados asintoticos tenemos campos asintoticos ¢y, ¥ dout que son
campos libres de esta forma se describiran estos estados asintoticos libres.
En particular definiremos el vector estado como el estado vacio multiplicado
por operadores de creacion denotados como:

D= ah(@I0n = =i [ @' ,(2) Dooun(@) 0. (362)

El método de LSZ nos ayuda para reducir todas las expresiones que ocasiona
que el campo de interaccién ¢(z) este lleno (por lo que el elemento de matriz
no se puede calcular tan facilmente), en expresiones mas simples que implican
el campo asintotico libre ¢;, v ¢out, 1a matriz S es escrita como una transicién
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que no es util. El objetivo del método LSZ se aprovecha, de este modo
para continuar el proceso hasta que se extrae gradualmente fuera (out) de
la matriz entera S, de los campos que contienen los estados asintoticos. Hay
sin embargo un punto sutil que se debe mencionar, donde el campo que es
tomado en el tiempo infinito negativo o positivo debe acercarse suavemente
al valor de los campos asintoticos libres de modo que:

r— —o0;  ¢(xr) — Zl/zgzﬁ(x)m, (3.63)

donde el factor Z'/? resulta debido a los efectos de normalizacién. De este
modo la suposicién es correcta, entonces se puede probar que la matriz S se
transforma mas facilmente y no toma el lugar de dispersion. De esta forma
tomamos la suposicién mas fuerte de que los elementos de la matriz de los
dos campos ¢(x) v ¢y, toman el tiempo infinitamente negativo quedando:

z— —o0;  (fle(@)]i) — ZY*{f|ou(2)li) (3.64)

que por el momento no tomaremos en cuenta las implicaciones y regresare-
mos a la evaluacion de Z después. Si tomamos arbitrariamente el elemento
de matriz para la dispersion de m particulas con momento ¢; dentro de n
particulas con momento p; obtenemos el campo ¢;, del estado asintotico:
Out<p17p27 pn|917 q2, “'Qm>in - 0ut<p17p27 "'pn|a;[n(q1)|q27 g3, "'Qm>in
= —1 tEI}loo/dgaj 6(11(1:)80 Out<p17p27 "'pn|¢('r>in|q17QQ7 "'Qm>in7 (365)

pero queremos convertir la integral [d3x en una de cuatro dimensiones,
asi que usando la identidad:

t—o0 t——o00

(lim — lim )/d% Az, t) = /OO dtgt/d?’x Az, 1), (3.66)

tenemos un termino cuando t — —oo, si sumamos y restamos el mismo ter-
mino; ¢ — oo entonces nos da una integral para el espacio tiempo de cuatro
dimensiones:

out<p17p27 pn‘qla q2, "'Qm>in

4 iz / d'z Boleq, () Do out(pr, P2, - |(2) g2, - in]
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—iZ 72 )i [ @5leq,(2) Do anpr,pos 6@l Jul . (367)

este ultimo termino puede ser escrito como el operador creacion de un estado
fuera (out):

7V i / Bleg (1) Do out (D1, P2y -.|6(2)| g2, - in]

t—o00

= out<p17p27"’la’j)ut(QI”un"'>in7 (368)

y como convertimos una integral tridimensional a una cuatridimensional en-
tonces tenemos que generar un termino nuevo cuando t — oo, el cual es un
elemento de matriz de un operador fuera a:rmt(ql). Este operador es un ope-
rador de aniquilacién que actia por la izquierda, en general esto da cero, la
unica excepcion es la coleccion de estados fuera que tienen precisamente el
mismo estado con momento g, por lo que el elemento de matriz desaparece
a menos que, el zestmo estado con momento p; tenga exactamente el mismo
momento ¢; denotado como:

out (P1, P2, ---|ab e (@1) g2, G5 Jin D 207 (27)26% (pi — 1)

X out (P15 -+-Dieers Pr|G25 - Gm)in » (3.69)
donde el signo intercalado significa que suprimimos esa variable particular,
este termino es llamado(grafica desconectada) debido a que una particula
emerge inafectada por el proceso de dispersion por lo tanto se desconecta del
resto de las particulas. Ahora daremos un paso en el calculo que hasta ahora
las expresiones son no covariantes debido a la presencia de dos derivadas del
tiempo, convertiremos las derivadas del tiempo en el elemento reducido de la
matriz en completamente un objeto covariante restaurando asi la invarianza
de lorentz, esto es posible debido a el operador 92 — 9? + m? que aniquila
la onda plana exp(—iq; - x), si integramos por partes podemos convertir las
derivadas del tiempo en derivadas totalmente covariantes 85 quedando como:

/ 'z Boleq, () Do ot (P, | 6(x) |2, -]
= — [ d"2lRen (0)]ow P, - 0@z, -

+/d4xeq1 (2)82 D1y D) g2, - Vin
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— [ d'al(=02 + m¥)eq, ()] oua(pr, - |6(@) gz, Y
+/d4xeq1(l’)0§ out(P1, - |0(7)]q2, - )in

- / dweq, (2)(02 +m2) o (D1, - |6(@)] 2, - Yin (3.70)

por lo tanto determinamos que:

out (D1, D2 Pu|q1, @2, -y @m)in = grafico desconectado

#0272 [ e (2)(B2 + P )oulpr, P2 A0 g s (BT)

ahora completaremos el primer paso del programa LSZ para determinar el
estado con momento ¢; de los estados dentro(in), reduciremos el elemento de
la matriz abstracta S dentro de un campo ¢ y continuaremos con el proceso
dentro de todos los campos asintoticos extraidos de los estados asintoticos
una complicacion se presenta cuando extraemos el segundo campo del es-
tado fuera(out) con momento p;, determinemos como adoptar el orden del
tiempo del producto de dos campos (o en otras palabras no podemos hacer
la transicién de la derivada del tiempo a la derivada covariante de Lorentz),
repitiendo el calculo anterior y incluyendo esta importante caracteristica del
orden del tiempo:

out<p17 W(ﬂ?l)‘(h; >m = out<p27 ‘(b('rl) ain(p1)|q2> -~->in

+iZ72 [y 6, ()0 + m)y ounlpe, - TS0, ins (372)

aqui el operador a;, actia a la derecha y es un operador de aniquilacién
que destruye un estado con momento exactamente p; generando una grafica
discontinua, completando todos los pasos tenemos el doble elemento de la
matriz reducida:

out{P1; -+ |q1, ---)in = grafico desconectado
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+ (127122 [ dted'ys e, (n)eq (@) (02 +m?),, (02 +mP).,
X out Py -/ TH(y)01) s )i (3.73)

entonces para aplicar este proceso de reduccion de todos los campos conte-
nidos internamente con los vectores asintoticos la tinica complicacion es que
generamos graficas discontinuas y tenemos que ser cuidadosos con el orden
temporal, asi que nuestro resultado final es:

Sfi = in<p1,p2-~-pn|5|Q1y QQ---C]n>m

out {1, D2, -+, Pnl@1, G2, @m)in = grafica desconectada

+(iZ’1/2)”+m/d4y1...d4azm 1111 &, (wi)eg, ()

i=1j=1

X (02 4 m?)y,...(0% +m?)e,, (01T (y1)...0(xm)]0) (3.74)

en general escogemos el momento por lo que las gréaficas desconectadas son
cero. Para valores del momento donde la grafica desconectada son no cero,
podemos usar este formalismo para reducir los términos.

3.4. Reduccién de los espinores de Dirac.

Ahora aplicaremos el formalismo de los espinores de Dirac para la reduc-
ciéon de matrices fermidnicas S, siguiendo los pasos del caso de los bosones
de esta forma podemos escribir los operadores de creacién y aniquilacion en
términos del campo de Dirac, asi que escribimos la condicion asintotica como:

2 — o0y {flY(@)]i) — Z P {flun(2)li) (3.75)

mas adelante escribiremos la matriz S y reduciremos un operador de creacion
fuera(out) utilizando la ecuacion:

aik) = [ E@V @ (@), (3.76)
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aplicando esto obtenemos:

out (f1k, 4)in = out<f‘bjn<ka€)’i>in = —¢ lim /dgm 0ut<f’E<x)’i>inUk(xae>

t——o00

= ot Fobue ks Nia = 2572 [ ()] ous (B@)ihin(—) D 0 V(€

+ out (F[0(@)]8)in(—1) T 07° Uk(, €], (3.77)

de forma similar que la anterior transformamos %9, a la forma covariante
"0, con esto podemos concluir debido a que podemos remplazar la deriva-
da del tiempo con una derivada de espacio (debido a el espinor u(k, €)e=*®
satisfaciendo la ecuacién de Dirac), esta forma nos permite escribir diferen-
tes tipos de formulas de reduccién, dependiendo de el proceso de creacion
o aniquilacién que estemos andlizando, la reduccion de las formulas a una
reduccion singular se expresan como:

Bk i = =125 [ @2 a5l T = m)Ui(a,
ou Tl (ks ik = +i2,"% [ a0 Vi@, i T = mhow (102 i
out (f|bout (K, €)])in = _iZ;l/Q/d4xﬁk(xa €)(i 5 —m) out(f¥(2)]i)in

out (f|dout (K, €)]i)in = +iZQ_1/2/d4x out<f’$(x)|i>in(_i ? —m)Vi(z,€),

donde tenemos la grafica desconectada. Haciendo reducciones sucesivas hasta
que todos los operadores de creacién y aniquilacién sean reducidos fuera(out),
podemos tomar los elementos de la matriz del orden-tiempo de los diferen-
tes campos. Tomemos el elemento de la matriz entre las particulas entrantes
y las particulas salientes, las particulas entrantes son dadas por p1,ps, ..., ¥
las antiparticulas entrantes dadas por pi,pj, ...,, las particulas salientes son:
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¢1, G2, ---, ¥ SUS respectivas antiparticulas salientes dadas como: q1, g5, ..., en-
tonces los elementos de la matriz después de la reducciéon produce lo siguiente:

out<0|bout(Q1)"- dout(Qi)"- b;rn(pl)"- d;rn(pll)-'-|0>in

= (=izy Py izy Py [t d ety

<(OIT [ () (1) (1) 1b())-..]]O)

(=i @ = m) Uy (@1)o (=i § —m)y Vi (4))-, (3.78)

donde hemos desechado los gréficos desconectados, de esta manera podemos
reducir fuera(out) los procesos de dispersién uniformemente mas complejos
de los términos de las formulas de reduccion.

3.5. Evolucién del operador temporal.

Las formulas de reduccién LSZ pueden convertir el elemento abstracto de
la matriz S en el producto de los valores de la expectativa de vacio de los
campos que obran reciprocamente. De este modo podemos saber como tomar
el elemento de matriz de los campos de interaccién, donde no podemos de-
terminar la extracciéon de nimero fuera(out) de estos elementos de matriz, el
problema es que todo es escrito completamente en términos de la interaccién
del campo, del cual no sabemos casi nada, para esto hacemos una aproxima-
cién en la teoria para poder expander en la constante que se junta, la cual
es del orden de 1/137 para QED. Comencemos partiendo el hamiltoniano en
dos partes distintas:

H=Hy+ H, (3.79)

donde Hj es el hamiltoniano libre y H; es la parte interactuando. Para la
teorfa ¢*, por ejemplo la parte de interaccién es:

44



donde:
Y = o (3.80)

En este punto es ttil recordar de la mecénica cuantica varios ”esquemas” en
los cuales se describe la evolucién del tiempo. En la ecuacion de Schrodinger
la funcién de onda ¥ (x,t) y el vector de estado son funciones del tiempo ¢,
pero los operadores en la teoria son constantes en el tiempo. En el ”esquema”
de Heisenberg, al contrario es verdad que la funcién de onda y estado son
vectores constantes en el tiempo, pero la evolucion de los operadores en el
tiempo y variables dinamicas de la teoria son gobernadas por el hamiltoniano:

o(Z,t) = (7, 0)e 1. (3.81)

En el formalismo LSZ debemos determinar esto convenientemente para de-
finir otro "esquema”, el cual asemeje al "esquema” de interaccién en este
nuevo ”esquema”, necesitamos determinar el operador unitario U(t) que to-
ma completamente el campo de interaccién ¢(x) para el estado asintotico
libre dentro(in):

6L, 7) = U™ (8)gua(t, D)U(D), (3.52)

donde: U(t) = U(t, —o0), es la evolucién del operador tiempo el cudl obedece:

U(ti,t2)U(te, t3) = Ulty,ts)

U=ty ty) = Ulty, t1)

por lo tanto:
U(t,t)=1, (3.83)

Tenemos ahora los dos tipos de campos escalares, uno libre y el otro interac-
tuando por lo que se tiene que ser cuidadoso para distinguir el hamiltoniano
escrito en términos de la interaccion libre de campos. Entonces el campo libre
®in v la interaccién de campo satisface las dos ecuaciones de movimiento:

0
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0 ,
Si0n(t.3) = (H (6. ), (334)

si resolvemos para U (t) necesitamos extraer un poco mas de las identidades
diferenciando la expresién UU~! = 1 entonces:

[iU(t)]U‘l(t) + U(t)%U—l(t) =0, (3.85)

ahora tomemos la derivada ¢;, por lo que si utilizamos las identidades tene-
mos:

9 - -1
Si0n(t.3) = S UL

U)(U ™ ¢u)U™ + U)[iH (¢, ), gJU "+ UU ¢, UU ™
UU¢i+iU[H (¢, 1), QU 4¢3 UU ™ = [UU+iH (¢in, Tin ) Pin, (3.86)

la ultima expresién dentro de los paréntesis debe ser igual i[H{", ¢,], esto
es lo mismo que la expresién que conmuta con todo operador dentro(in) y
donde debe ser un niimero ¢ por lo que la ecuacion es:

UU™" +i[H (¢in, Tin) — Hy'"] = numero ¢ (3.87)

(donde se puede probar que ¢ no contribuye con la matriz S), de este modo
el operador U(t) satisface lo siguiente:

z'aatU(t,to) = H;(t)U(t,to) (3.88)
donde: ‘
Hi(t) = H(in, min) — Hy" (3.89)

que es H;(t) definida para ser la interaccién hamiltoniana, definida inicamen-
te con campos asintoticos libres, donde H;(t) no necesariamente conmuta con
H;(t'), a diferentes tiempos la integracién de la ecuacién anterior se toma co-
mo un pulso, de este modo se puede probar que:

U(t) = U(t, —o0)

46



= Texp (—i/too dtyHy(t1))

= Texp(—i /too dty /d3 vy IE(71,11)), (3.90)

donde el operador T lo integramos sobre el orden del tiempo ¢;, para probar
esta expresion basta con sustituir en la ecuacién (3.88), sin embargo esta
expresion no es muy util, por lo que debemos determinar una manera mucho
mas conveniente, si expandemos en series de potencias de Taylor la expresion:

=~ (=)" t ot
U(t):1+ZT/ dml/ dzs...

n=1

<[ ; 3 T SFE (1) S (22).... SFE ()] (3.91)

tenemos una solucién explicita para U(t), descompongamos la funcién de
Green tomando el elemento de la matriz de una interaccion de series del
campo ¢, debemos usar el operador u(t) para convertir la expresién entera
para un campo asintotico libre. Para esto primero elegimos una secuencia de
puntos de espacio-tiempo 2%, definidos como x? > 29 > ...2%, podemos orde-
nar el operador del tiempo T', entonces podemos remplazar todos los campos
de interaccién con los campos libres, haciendo la conversiéon ¢ = U~1¢;,U
por todas partes:

(O]T(p(x1)p(22)...0(7,))|0) = (Ol (21)...0(,)[0)
OIU (1) din (1)U (1)U~ (t2) dim (22) U (t2)
U (tn)U ™ (tn) Gin () U (£0)]0)

= <0‘U71(t1)¢m(x1)U(tl> t2)¢m(l’2)'“U(tn*1> tn)¢zn(xn)U(tn>’0>
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= (OUTH (Ut t1)din (1) - Gin (€n) U (£, —t)U (~1)[0)
= (0[U (U (t, 11) i (21)...in(20) U (£, —t)U (—1)|0)

— (O[U ()T [Gin (1) i (£2) - Gin () U (£, —1)] U (—1)]0)
— (0| U ()T [on (1) .. oom () exp ( / dt' Hy(t)|U(=)]0),  (3.92)

donde t es arbitrariamente mucho mayor que ¢; y —t mucho menor que ¢,,
fijaremos mas adelante t = oo en la ultima linea, donde tenemos el orden del
operador tiempo T, que nos permite mover todos los U's dentro de la matriz
elemento y de esta manera combinarlos todos dentro de U(t, —t), asi que
puede ser expandido como una funcién de interacciéon Lagrangiana (definida
estrictamente en términos de los campos asintoticos libres). Aqui hay una
parte que no se ha calculado por lo que ahora la desarrollaremos, aunque
todavia tenemos el termino U(—t) y (0|U~*(¢) a eliminar en el limite cuando
t — o0, en general suponemos que el vacio es estable para esta teoria y
sabemos que el vacio es un eigen-estado del operador U para alguna fase,
donde U(t) = U(t,—o0), entonces podemos fijar:

}im U(—t)|0) = |0}, (3.93)
donde se toma el limite de modo que U(—o0,00) = 1, sin embargo para
el otro estado (0|JU!(¢t) debemos ser mas cuidadosos ya que el limite es
U~ (o0) = U™(—00,+00), donde el vacié es estable. Esto significa que el
vacio en t = —oo sigue siendo el vacio en t = 400, hasta una fase de modulo
A, de este modo determinamos:

1im (0|U~1(¢) = (0], (3.94)

t—oo

para la ecuacién con |0) la fase A, es igual a:

A = 1im (0|U*(¢)]0)

t— 00
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~ lim OU()]0)!

— (0|T exp(i / AUz £1(¢i)|0) 1 (3.95)

La fase A nos da la contribucién para la gréfica del vacio (es decir sin cualquier
grafico externo), poniendo de este modo todo junto tenemos una expresién
para la funcion de Green definida para los campos de interaccion:

G(x1, T2, ..., xy) = (0|T[p(x1)P(22)...0(x,)]]0) | (3.96)

esta interaccién de la funcién de Green escrita en términos de los campos
libres se convierte en:

G(l‘l,xg, ,iL‘n)

_ {OIT (1) Gunn) expi | d*2-21(0in)HO)
- (0| Texp{i [ d*z£1]dsm(2)]}]0) : (3.97)

Si usamos el formalismo que se construyé anteriormente, podemos reescribir

la matriz en términos de los campos asintoticos libres, dentro de la expansion
de potencias de la exponencial en la funcion de Green:

G(r1, 29, ..., Ty) = i (=

m=0

() IE 1 (1) FE 1 (y2) - IE 1 (Ym)]|0) (3.98)

donde el subindice ¢ se refiere a los diagramas conectados tnicamente. De
ahora en adelante se denotara por el subindice a todos los campos dentro(in),
sin embargo debemos recordar que tenemos hecha la transicién del ” esquema”
de Heisenberg para este nuevo ”esquema” donde todos los campos son libres,
el proximo paso es evaluar el producto del orden del tiempo de un nimero
arbitrario de campos libres, todo esto nos conduce al teorema de Wick que
lo veremos en la siguiente seccion.

Ot g 0T Io) )

m

3.6. Teorema de Wick.

Comenzaremos nuestra discusion definiendo los operadores ordenados nor-
malmente, en general la situacion cldsica no es semejante, el producto de dos
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campos cuanticos tomados en el mismo punto:

lim o) (y) = oo (399
Desafortunadamente nuestra accién consiste de campos multiplicados en el
mismo punto, tal que la transicién para la teoria cuantica es levemente ambi-
gua para nuestras expresiones. Recordemos el producto del orden normal de
dos campos. Veamos como descomponer el campo escalar dentro de los opera-
dores de creacién (etiquetando por un signo menos a los operadores de aniqui-
lacién y por un signo mas a los operadores de creacién) ¢(x) = ¢*(z)+ ¢ ()~
entonces el producto del orden normal de estos campos cambia las partes de
creacién y aniquilacion, tales que los operadores de creacion siempre aparez-
can en la izquierda, y los operadores de aniquilaciéon siempre aparezcan en la
derecha, por lo que el orden del producto normal es definido como:

O(2) 9" (y) + d(x) ¢  (y) + d(y) o™ (2)
+ o(z) 9 (v), (3.100)

Una consecuencia del orden normal es que el valor esperado del vacio de cual-
quier producto de orden normal se anula, esto es debido a que los operadores
de aniquilacion aparecen a la derecha:

L p(x)o(y) :

¢*|0) = (0]¢~ =0. (3.101)

De forma similar se puede definir el orden del producto normal para pro-
ductos mas complicados de campos. Ahora procederemos a determinar una
relacién entre el orden normal de productos y el orden de productos del tiem-
po, para probar la siguiente identidad o teorema de Wick para dos campos:

T[p(x1)p(x2)] =: ¢(x1)P(x2) : + unnumero c, (3.102)

la tnica diferencia entre el orden del tiempo y el orden del producto normal
es que tienen modificados varias partes de creacién y aniquilacion de los
campos, tomemos la expresion del niimero ¢ con el valor esperado del vacio
por ambos lados, donde el valor esperado del vacié del orden normal produce
cero como se muestra:

Tp(x1)p(r2)] =: ¢(x1)P(w2) : +(0|T[p(z1)P(x2)] |0) . (3.103)
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Si tenemos tres campos el teorema de Wick queda como:

T((z1)d(z2)d(23)) =1 ¢(21)P(w2)P(w3) :

+O|T[p(z1)p(22)] [0)p(23)

+(0|T[p(22)¢(w3)] 10) (1)

+(0[T[¢(x5) (1) |0)d(22) , (3.104)
donde los ultimos tres términos pueden ser sumados por - .. mutacioness 12
cual se suman sobre todas las permutaciones de x1,xo,x3,.... Para probar

ésta expresion con tres campos escalares, tomamos la identidad original jus-
to con dos campos escalares y multiplicamos ambos lados de la ecuacion en
la derecha por ¢(z3), la cual tiene el tiempo mayor, si introducimos ¢(x3)
dentro del producto del orden normal, combinemos ¢*(x3), donde los opera-
dores de aniquilacion estan en la derecha de todas formas, asi combinando
¢~ (x3) dentro del producto del orden normal es mas dificil para ¢~ (x3) que
debe moverse pasando ¢~ (1) y ¢~ (x2), en todo tiempo se mueve pasando
uno de estos términos, tomando la expresién del niimero ¢, la cual es igual a
el producto del orden del tiempo:

(0" (22)¢™ (x3)[0) = (0] (x2)¢(x3)[0)
(OIT [¢(x2)p(3)] [0} , (3.105)

de esta forma tomemos todos los términos de la identidad de Wick, asimismo
para cuatro campos el calculo es similar y es dado por:

(O] [p(z1).--d(4)] [0) =1 P(21)...0(24) :

+ D> (0T [d(21)p(x2)]10) + d(w3)(xa) :

permutaciones
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+ D 0T [@(21)d(22)] [0)OIT [¢(25)p(24)] |0) (3.106)

permutaciones

Por ahora el producto del orden del tiempo de n campos pueden ser escritas
en términos de suma de productos de orden normal, para el caso general de
n puntos (sinespar) el teorema de Wick es:

T(¢(z1)(22)...0(xn)] = : G(21)P(22)...0(2n) :

+ > (0T [p(z1)d(x2)][0) = P(x3)...0(wn) :

permutaciones

+ D (0T [g(21)p(x2)] [0)(O|T [(w3)p(x0)] [0) = B(a5)...0(wn) :

permutaciones

+ > 0T (d(x1)p(22)) [0)...00|T ($(@—1)d(20)) [0),  (3.107)

permutaciones

donde el pentltimo término es:

Y. 0T (é(x1)e(2)) [0)...(0IT [¢(2n-2)$(20-1)] [0) b () . (3.108)

permutaciones

Estas formulas se prueban por induccién en n, se supone que es cierto para
n — 1 y se prueba para n, entonces podemos multiplicar la formula entera
de la derecha por ¢(z,), en la cudl el tiempo aumenta mas rapido asi com-
binando ¢(z,) con el resto de los productos se determina la formula para n.
El teorema de Wick para valores esperados en el vacio nos da:

OIT [p(x1)P(22)...0(x1)] |0) = Z OIT [p(x1)d(2)] |0)

permutaciones

A0 [§(2n—1)p(2n)] 0) - (3.109)

La generalizacion para campos fermionicos es semejante, la tinica compli-
cacion es que se toma un signo menos extra debido a las propiedades de
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anti-conmutacién de los campos fermionicos asi que por mas complicados
que sean los productos se inserta (—1) para el caso de campos fermiénicos
por lo que el teorema de Wick es:

Tl (@)d(y)] =: (x)d(y) : +OIT [(x)¥(y)] [0, (3.110)

si insertamos las ecuaciones (3.98) y (3.110) en (3.74) nos da una reduccién
completa de la matriz S escrita como funciéon de de campos de interaccion
en términos de las funciones de Green de campos libres, en el ultimo paso
debemos eliminar (97, 4+ m?) factores que aparecen en la ecuacién (3.74) de-
bido a que actian en dos puntos de las funciones de Green convertidas en
funciones delta:

(9 +m*)o (0T [p(2)d(y)] |0) = —id*(z —y)

(i@ — m). (O|T [(x)(y)] |0) = id*(x —y), (3.111)

de esta manera tenemos que completar la reduccién de los elementos de la
matriz S dentro de productos de sumas de dos puntos en las funciones de
Green. En la practica la descomposicion precede rapidamente, para ver esto
debemos analizar bien la funcién a primer orden dentro una interaccién dada
por —\¢*/4!, donde si expdndemos:

Gla1,..wq) = —"r! / &4 y(O|T[p(x1)...0(x)d(y)4]|0) + ...

+H=i) [ty TTOT)ow))0) + .

+(—M)/ Ay TLEAr(rs = o) + . (3.112)

usando el teorema de Wick, el termino 4! desaparece debido a que aqui hay
4! lineas externas en z; que pueden ser conectados para los cuatro campos
contenidos en ¢*. Otro ejemplo de esta descomposicién es dada para la fun-
cion a segundo orden:
A 1 4 4
Gor, ) = (=5 [ d'wn [ 'O T{o(). o)
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< [0 [6(y2) 1) (3.113)

donde la expansion por el teorema de Wick es:

Cla1,.a) = (_;A)Q / o / d* s {[iAr (g1 — y2)2Au

+iAr(yr — y)IiAF (11 — v2)]As} (3.114)

con:

Ay = AF(xl - y1>AF(I2 - yl)AF(wS - y2)AF($4 - y2)

+Ap(z1 — 1) Ap(rs — y1) Ap(xe — y2)Ap(z4 — o)

+Ap(r1 — y1)Ap(2s — Y1) Ar(T2 — Y2) Ap(T3 — y2) (3.115)

Ap = Ap(x1 —y1)Ar(xs — y2) Ap(xs — Y2) Ap(xs — Yo)
+Ap(x1 — Y2) Ap(xe — 1) Ap(zs — y2) Ap(z4 — y2)

+Ap(x1 — Y2) Ap(xe — y2) Ap(zs — y1)Ap(z4 — y2)
+Ap(T1 = y2) Ap(z2 — y2) Ap(z3 — Y1) AR (T4 — Y2) (3.116)

estos cédlculos se prueban graficamente. Finalmente pasamos del espacio x al
espacio p usando la transformada de Fourier:

d*k

Ap(z —y) = / (2ﬁ)4e—ik<z—y>AF(k), (3.117)
y también:
P ipa—y) VPu M
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Cuando cambiamos la integracion en x, obtenemos una funcién delta en todos
los vertices, los cuales representan la conservacién del momento y cuando
todo el espacio x es cambiada la integracion y esta por la izquierda una
funcién delta representa toda la conservacion del momento. Cuando esta
por la izquierda con un momento de integraciéon para todo ”loop” interno,
entonces todas las reglas de Feynman pueden ser representadas en el espacio
momento.

3.7. Reglas de Feynman.

En esta parte se interpretaran graficas para las reglas de Feynman a las
cuales podemos hacer una inspeccién acerca de las funciones de Green de
complejidad arbitraria con una Lagrangiana de interaccion dada por —\¢? /4!
donde My; aparece en la ecuacion:

(2m)* | Myil 0 (s — i) 77 dps

do = , 3.119
Aoy - pa)? —mzm2) 2 1L oryag, (3.119)

1=

que puede ser calculada como:

1. Todas las posibles graficas conectadas, topologicamente distintas, inclu-
yendo "loops” con n términos pares, ignorando el vacio a vacio de graficas.

2. Para toda linea interna se le asocia el propagador dado por:

- r i) =

; - (3120)

3. Para cada vértice se agrega el factor —i\.

4. Para todo momento interno correspondiente a un ”loop”, asociado con

un factor de integracién:
d*p

/W. (3.121)

5. Dividir toda la grafica con una simetria total por el factor S correspon-
diente a el nimero de direcciones o caminos permutando las lineas internas

95



y los vértices, permitiendo tener fijas las lineas externas.

6. El momento es conservado en todos los vértices donde el factor de si-
metria S se puede calcular para los cuatro puntos de la funciéon dados por
1/4! que viene de la interaccién Lagrangiana cancelando el 4!, la direccién
en la cudl las cuatro lineas externas pueden ser pares fuera con los cuatro
campos escalares apareciendo en ¢*, de tal manera que S = 1.

Si ahora consideramos los dos puntos de los diagramas conectados a se-
gundo orden, el cudl es un doble "loop” tiene la topologia del simbolo ¢,
aqui son cuatro direcciones en las cuales todos los pares externos pueden
ser conectados por otro vértice y hay 3 x 2 direcciones o formas en los cua-
les los vértices internos pueden ser pares fuera, por lo que dado un factor de
1/8 = (1/41)(1/4!) x (4 x 4) x (3x2) = 1/3!, de forma que S = 6. Para QED,
las reglas de Feynman son mas complicadas y la interaccion Hamiltoniana
es:

F = —ieyy'yA,, (3.122)
la expansién de potencias de la lagrangiana de interaccién debe ser bajo
varios factores de H/i. Si usamos el teorema de Wick para pares de fermio-
nes y el vector mesoén para formar las lineas de los vertices del propagador,
hay pocas diferencias que notar, primera: cuando tenemos un fermién a un
"loop” hacemos la descomposiciéon de Wick, entonces debe tener un factor
extra —1 en todas las integraciones de los "loops” de fermiones. Segundo:
varios propagadores del vector meson en diferentes medidas pueden ser usa-
dos, pero todos los términos proporcionales a p, o p, desaparecen debido a
la medida de invarianza, de esta forma las reglas de Feynman para QF D son:

1. Para toda linea interna del fermién, asociada a un propagador:

, B i i)
iSr(p) = J—mitic P—mitic e (3.123)

2. Para todo linea interna del foton:

Zg#l/ AN (3 124)

ZDF(p)MV - _p2 + 7/-6 Iz P v

3. En todo vértice, poner un factor de:

—iey, s (3.125)
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5. Para cada "loop” interno, integrar sobre:

dq

/ o (3.126)

6. Un factor relativo —1 aparece entre graficas que difieren de cada uno de los
otros por un intercambio interno de dos lineas de fermiones idénticos externos.

7. Las lineas internas del fermién aparecen con flechas en ambos lados, sin
embargo a la derecha y izquierda los diagramas son topoldgicamente equiva-
lentes y se cuentan solamente una vez:

8. las lineas externas del electrén y del positrén que incorporan un grafico
aparecen con los factores u(p, s) y 9(p, s) respectivamente, las lineas externas
del electron y del positron que salen de un gréafico aparecen con los factores
u(p,s) v v(p,s), donde la direccién de las lineas del positron se toma para
ser contrario a las lineas del electron, de modo que los positrones entrantes
tengan impetus el salir del diagrama.

Por ejemplo para electrodinamica escalar, con el termino adicional en el la-
grangiano:

L=D,¢'D'¢p —m?¢'¢, (3.127)

se tiene el siguiente operador hamiltoniano de interaccion:
H = —ie¢! (5, — D)o A" — 2A2¢1¢ (3.128)
y las reglas de Feynman son:

1. Para cada vértice escalar-escalar insertar el factor:

donde p y p’ son el momento para la linea escalar.

3. Insertar un factor de:
2ie% g, (3.130)

para cada grafica:
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2. Insertar un factor adicional para cada ”loop” con tnicamente dos lineas
para el foton.

En resumen tenemos que ver que hay dos métodos para los cuales estudiamos
QED, el primer método es el de Feynman con el propagador este aunque es
un poco mas simple no es muy riguroso, el segundo es el mas convencional
utilizando el operador de Sc.
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Capitulo 4

Descripcién de la polarizacion del vacio.

Resumen

Antes de comenzar el cdlculo nos podemos preguntar con que clase de
respuesta contamos y cudal seria su interpretacién, nuestra discusion de la re-
normalizacion de la fuerza del campo en este capitulo dejara claro el papel de
los diagramas de correciones radiactivas y que la identidad Z; = Z5 asegura
que la suma de las correcciones virtuales del fotén desaparece mientras que
la transferencia ¢ del impetu va a cero, a este proceso se le llama diagrama
del orden de la polarizacién del vacio. Podemos decir también que el foton se
puede ver como modificacién a la estructura de un par virtual del electrén
dispersado. En esta parte se hara el calculo para la polarizacion del vacio del
caso fermidnico y escalar.

4.1. Descripcién de la polarizacién del vacio para fer-

miones.

La parte interesante en esta parte es el lazo del electréon donde las reglas
de Feynman para el caso de fermiones a un ”/loop” nos dan la ecuacion:
d*k 7 i

5 trly” v ],
et " —m T v i—m
mas generalmente se define ¢ [[*” para que sea la suma de todas las inserciones
de una particula irreducible en el propagador del fotén, asi que i [[5” es la

14 (@) = (—ie*(-1) [ (4.1)
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contribucién a segundo orden en (e), por lo que en i [T* los tinicos tensores
que pueden aparecer son g y ¢*q”, la identidad "Ward” sin embargo dice
que ¢, [T""(q) = 0, esto implica que [[* es proporcional al proyector (g"* —
q"q" /¢*) ademds esperamos que [[*/(g) no tenga un polo en ¢*> = 0 ya que
la inica forma de que haya un polo es que debe ser una particula de masa
reducida de estado intermedio, lo cual no puede ocurrir en el diagrama 1P/,
sin embargo es conveniente extraer la estructura del tensor [[*” dado por:

1" (q) = (¢*9" — ¢"¢")11(¢%), (4.2)

donde T1"*(g?) es regular en ¢*> = 0, ahora se hard el calculo de []5”(¢q) usando
la ecuacion:

i[15(q) = (—i6)2(—1)/ (d l; " ;é_ Vk+;—m]
- —462/ d'k k'(k+q)" + k' (k+q)" — g"(k - (k + q) —m®)
(2m)* (k2 —m?)((k + )2 — m?)

si introducimos los parametros de Feynman para el denominador:

. (4.3)

1 1
AB / J:A+ 1—-z)B ]QZ/C)dxdy5($+y_1)[wA+yB]2

_ 1 /d 1
(K2 =m?)((k+q)? —m?) k2 — 2zk - q + xq? — m?)?

1
_/ €2+x1—x) —m?)2’

donde z +y =1y ¢ = k + zq, si ponemos el nimerador en términos de ¢
queda como:

numerador = 20" — g (* — 2x(1 — x)q"q” + g™ (m? + x(1 — x)q?)
+(terminos lineales en /) | (4.4)

haciendo una rotacién de Wick a la ecuacién (4.3) y substituyendo ° = i(9%,:

4
= —4je? / dx/dEE
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29" + ¢ — 22(1 — 2)g"q” + g (m* + 2(1 - 7)¢?)

(G5 + A)? ’
tenemos A = m? — z(1 — x)¢?, esta integral es divergente por lo que le da al
foton una masa infinita que es una contradiccion con el experimento, pero se
puede rescatar utilizando algunos reguladores como el de Pauli-Villars. Este
regulador preserva la relacién Z; = Z;. Si consideramos el espacio tiempo pa-
ra tener una dimensién en el tiempo y(d—1) dimensiones del espacio, entonces
podemos usar la rotacién de Wick para las integrales de Feynman, para que
nos den integrales sobre un espacio Euclidiano d-dimensional. Haciendo una
regularizacion dimensional a la ecuacion (4.5):

[ gt o

donde la primera parte de la ecuacion es:

2mrd/2
] %= 7

(4.5)

y el segundo factor:
o d—1 0o 2\4-1
/ dgei — 1/ d(ﬁ)&
0 2+ A2 2o (02 4+ A)?

L1, gt 1-4 4
= —( — 2 d 2 1_ 2
2<A) /o v 7) ’

si hacemos la sustituciéon z = A/(¢* + A) y tilizamos la definicién de la
funcién beta:

vz~ (1 - 2)""" = B(a, f) = m (4.7)
d'p 1 1L T2=9) 1, .

['(z) tiene polos aislados en z = 0, —1, —2...,;por lo que la integral también
tiene polos en d = 4, 6, 8... para determinar el comportamiento cerca de d = 4
definimos € = 4 — d y usando la aproximacion:

INOES g) =T(e/2) = i—7+19(e), (4.9)
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aplicamos la formula de regularizacién dimensional para la integral de mo-
mento en (4.5), los términos con % quedan como:

dy (=24 1)g™ 02 1 d A1,
/k%V RN EAE L U

- <47r1>d/2f<2 - D -ag™),

por lo que tenemos un polo en d=2, puesto que la divergencia cuadratica
en 4 dimensiones se convierte en una divergencia logaritmica en 2 dimensio-
nes, evaluemos los términos en (4.5) y usando A = m?—z(1—xz)q? obtenemos:

1 1 Te2-9
— Aip2 2
= —4die /0 d:v(47r)d/2 A2—dj2

x[g" (—m?* + (1 — 2)¢®) + ¢"' (m* + 2(1 — 2)¢*) — 22(1 — 2)¢"q"]
= (g™ — ¢"¢") - i[] 2(*), (4.10)
donde:

o —8er 1 re-19)
HQ(Q)—W/O dff(l—f)w

que es la solucién para el caso de fermiones.

4.2. Descripcién de la polarizacién del vacio caso es-

calar.

Para este caso algo que es muy importante y que reduce bastante el cal-
culo es que las trazas de las matrices de Dirac no aparecen ya que son iguales
a cero por lo que el calculo del caso escalar a un ”loop” utilizando las reglas
de Feynman son:

e / & —ie(k+ k) —ie(k + k)
) 2m)t k2 —m2 +ie (k+q)2 — m?+ie’
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donde: A" = A*(q,m,e)

B (—ie)2/ dt (k4 k)" (k+ k)"
B (2m)* k2 —m? +ie (k+q)? —m? +ie

R d* 2k +q)* (2k + q)”
= (—ie) /(27?)4 2t 1 gl —miiic (4.11)

para k' = k + ¢. Ahora utilizando los parametros de Feynman para la parte
del denominador:

1 1
= [ dxdyé 1)
AB / xA+ 1—2)B /o zdy oz +y )[xA+yB]2’
conx +y =1,
B 1 / dr 1
(B2 = m?)((k 4 q)2 — m?) k? — 2zk - q + xq? — m?)?
1 1 1 dz
— [ d - / (412
/o :B(KQ +2(l—x)¢> —m?2)2  Jo [+ x(1 —2x)¢®> — m?]? (4.12)
si hacemos A = z(1 — x)¢*> — m? y sustituimos en la ecuacién (4.12):
1 1 L dx
[ [
o (P+az(l—x)?—m2)?2 Jo [2+ A
sustituyendo en la ecuacién (4.11) y desarrollando el niimerador:
/ / d4k (2k + q) (2k + q)”
—ie) myNE
d4k 2kF2KY + 2(ktq” + k¥ q") + q"'q”
— 4.13
c / / (2 — A2 ’ (4.13)
cambiando el nimerador en términos de ¢
numerador = 4(* — x¢")(¢* — xq") + 2((¢" — x¢")q" + (" — 2q")¢") + ¢"¢”,

si hacemos una rotacién de Wick ¢° = i¢%, el niimerador nos queda como:
numerador = 4[¢%0%, — xlhq” — xl%q" + 2°¢"q"]
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+2[05q" — xq"q” + (5" — xq"¢"] + ¢"¢”
= 40000 — dallnq” — Axlgt + 4xPqtq”
+205q" — 2xq"q” + 205¢" — 224" ¢" + ¢"q”

= A0l + (Cpa” + l5q") (2 — 42) + ¢"¢" (42° — 20 + 1) — 22¢"¢",
sustituyendo en (4.13)

4
A (g, m,e) = —e / /d 22

Ay + (2 = 4o) (0l + ¢7¢") + (1 — 22 + 42”)¢"q" — 224" ¢"
- o7 ’
donde el termino (2 — 4x)(¢50Y + ¢“¢*) = 0. Asi que la ecuacién nos queda
como:

d4£ WW 1 — 2z + 42?)qq” — 23¢"q"
/ / g+ ( v+ 42%)q"q xqq7(4ll4)

[0 — AP

si aplicamos regularizacio’n dimensional:

2m) [2, — A2 (4m)¥2d  T(2) ()

/ dUs  (3059") I 1P2—§-1) 1,4,

_ 1 ar@-=g) tya, 1
= anirz ) A 9T

finalmente:




x[g’“’(m2 —x(l — x)qQ) + (1 -2z + 4$2)q“q” —2x¢"¢"], (4.15)

que es la solucién final para el caso escalar.

Conclusiones

En esta tesis se realizo el caso de dos fotones a un ”loop” para fermiones
y escalares, el caso de un fotén a un "loop”’no se realizo ya que es el caso
trivial, nuestro trabajo principal consistio en revisar el caso fermiénico y ha-
cer el calculo del caso escalar en el cual algo que es muy importante es que
las matrices de Dirac no aparecen, esto debido a que son iguales a uno, esto
permite que el calculo se simplifique un poco, pero el desarrollo es similar al
caso fermonico por lo que de manera semejante la carga aislada es infinita-
mente mas grande que la carga observada, esta diferencia no es observable
lo que se puede observar es la dependencia de ¢? de la carga eléctrica eficaz,
esta cantidad depende de la diferencia:

2

m
—z(1 — x)qg? )

(4.16)
la cual es independiente de € ya que en el limite ¢ — 0. Si consideremos la
estructura analitica de ﬁ2 (¢?). Para ¢*> < 0, que es el caso cuando el pro-
pagador del foton para 1:[2 (¢?) es real y analitico, entonces para un proceso
¢* debe ser positivo, ya que la funcién del logaritmo tiene un corte ramal
cuando su argumento es negativo, es decir, cuando m? — z(1 — z)¢*> < 0 el
producto z(1 — z) es mayor que 1/4, asi que [[, (¢2) tiene un corte ramal en
¢*> = 4am? en el umbral para la creacién de un par electrén-positrén. Para la
parte imaginaria de [[, tenemos ¢2 > 4m?2 para ¢2 donde los valores de z que

contribuyen son entre los puntos x = % + %ﬁ, con = 4/1 —4m?/q*> donde
Im[log(—X =+ i€)] = +m, tenemos:

= , o 4m? 2m?
Im[][(¢* £ie) = ;5,/1 — ?(1 + ?). (4.17)
2

Para el caso fermiénico la seccién transversal para la produccién de un par
fermion-antifermién seria justo lo que esperariamos de la relacion tnitaria con
la dispersién de bhabha que nos da la seccién eficaz total para ete™ — ff
donde el parametro (3 es la velocidad de los fermiones de todo el centro de
masa. Para los dos casos si se modifica la interaccion electromagnética, en

—

IL, (@) = 4" (@)~ 4% ©) = =22 [ a1~ )iogl

65



el limite no relativista tiene sentido calcular el potencial para la interaccién
entre cargas no semejantes, donde la correccion del termino para el potencial
indica que la fuerza electromagnética es mas fuerte a pequenas distancias.
Este efecto puede ser medido en el atomo de hidrogeno donde los niveles de
energia cambian. Por ultimo debido a la complejidad del calculo el caso de n
fotones no se realiza ya que es bastante complejo y requiere bastante tiempo.
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Capitulo 5

Apéndice.

5.1. Notacién relativista y espacio de Minkowski

En un principio se consideraba el éter como un sistema universal de refe-
rencia con respecto al cual se suponia que se propagaban las ondas luminosas,
Eisten encontrd que no existia tal eter ya que si todo el espacio estuviera lleno
de éter, podriamos referir a éste todos los movimientos. La ausencia del éter
implica, por tanto que no hay un sistema universal de referencia puesto que
la luz o en general, las ondas electromagnéticas es el iinico medio por el cual
se puede trasmitir informacion a través del espacio vacio. Consideremos dos
eventos en el espacio-tiempo (x,y,z) v (x+dx, y+dy, z+dz) entonces podemos
generalizar la nocion de la distancia entre dos puntos en el espacio para el
"intervalo.®®tre dos puntos en el espacio-tiempo; designando esto como ds.
Sea da* las componentes de un vector que tiene asociada una norma ds?;
entonces esto se puede escribir como:

ds? = datdr, = (dz')’ + d(da®)? + (d2®)* + .. + (d2™)?  (5.1)

si establecemos que ds es el mismo para todos los observadores inerciales,
esto debe ser invariante bajo las transformaciones y rotaciones de Lorentz
r ue: ds® = 6, dxtdx nde:
or lo que: ds? = 4, dz*dx, donde

Ox*Oxb

abaxﬂax” (52)

O — Guv = 0,

67



finalmente ds* = 4, dx"dx, con:

10 0 O
0 -1 0 O
0o 0 0 -1

con esta definicion los eventos son separados para conservacion del tiempo
ds* > 0 para conservacién del espacio ds* < 0 y para la conservacién de
longitud nula ds?> = 0 en tres dimensiones el vector se considera como:

dr? = da® + dy* + dz* (5.4)
que es invariante bajo rotaciones. Definiendo:
ot = (2% + 2t + 2%+ 2%) = (ct, 2,9, 2) (5.5)
x, = (20, 21, T2, x3) = (ct, —x, =y, —2) (5.6)
entonces podemos usar la regla de bajar y subir indices:
3
ds* = datdz, = dt* — (da* + dy* + dz2°) (5.7)
o
y la relacion entre los dos vectores introducen un tensor metrico g,, donde
el vector covariante se denota como:
_ v _ 0 1 2 3
Ty = G’ = guo® + §uT + gur” + gu3T (5.8)

por lo tanto, se puede escribir lo anterior como una matriz diagonal denotada
como:

1 0 0 0
0 -1 0 0

Jw=10 0 -1 0 (5.9)
00 0 -1

en el espacio de Minkowski, por lo que g,,,, contiene toda la informacién acerca
de la geometria del espacio. En relatividad especial el tensor métrico juega
un papel pasivo. Pero en relatividad general juega un papel activo donde la
geometria del espacio no es fija, por ejemplo las ecuaciones de Eisten son
ecuaciones diferenciales para ¢, esto es comunmente una particula, para
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trabajar en unidades donde ¢ = 1, ds* = datdx,. Si definimos ahora los
operadores diferenciales como:

0

10 0 0 0 .
8u—ﬁ—(30,31782,33)—(an%yafyaa)—ga,v (5.10)
' 10
b vy (Y T

entonces el segundo operador diferencial de segundo orden es:

1 02 0? 0? 0? 1 02 -
= e toptor) @V OB

que es llamado el operador Alembertiano.

5.2. Principio de la minima accién.

En esta seccién hablaremos sobre la importancia que tiene las ecuaciones
de movimiento, también conocidas como el principio de la minima accién;
antes de empezar esta discusion de teoria de campos utilizaremos ¢ = 1 y
h = 1. En mecanica clasica hay dos formulaciones equivalentes, una basa-
da en las leyes de Newton y otra en el principio de la minima accion, estos
dos formalismos parecen tener muy poco en comun ya que el primero de-
pende de cambios infinitesimales de una particula y el segundo depende de
todos las posibles trayectorias entre dos puntos; uno de los grandes logros
de la mecénica clasica fue la demostracién de las ecuaciones de Newton que
son equivalentes a minimizar la accién sobre todas las trayectorias entre un
punto inicial con uno final y la relaciéon del principio de incertidumbre de
Heisenberg para introducir probabilidades considerando todas las posibles
trayectorias que toma la particula. En mecanica cuantica sabemos que es
una probabilidad finita, esta desviacion de la trayectoria es muy pequena
en la escala determinada por la constante de plank. En tres dimensiones la
particula tiene tres grados de libertad ¢ y el movimiento de la particula esta
determinado por el lagrangiano L(q’, ¢*) el cual es una funcién de la posicién
y la velocidad de la particula:

L=_m(¢')* = V(q) (5.13)
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donde V(q) son algunos potenciales en la cudl se mueve la particula. Clasica-
mente el movimiento de la particula es determinado minimizando la accién
la cuél esta dada por:

t2 .
S:/ L(qi, ¢)dt (5.14)
t

1

derivando para minimizar la accién:
0S5 =0 (5.15)

si hacemos una pequenia variacién en la trayectoria de la particula dq'(t) y
mantenemos los puntos extremos fijos:

5q'(t1) = 0¢'(t) =0 (5.16)

entonces para calcular la 05 debemos variar la lagrangiana con respecto a
los cambios en la posicion y la velocidad:

tr 6L . OL_.
68 = [ dt(S=6gT + “=66°) = 0 5.17
\ ( 5q + 7 ) (5.17)

si integramos la ultima expresion por partes:

§L dSL, d,. .0L

donde la variacién desaparece en los extremos de la integracion, entonces la
accion es minimizada como:

la cudl es la ecuacion de Euler Lagrange, sustituyendo la lagrangiana en la

ecuacion de movimiento:

d’¢" _ 9V(q)
= — 4 .2
m— o (5.20)

la cual forma la base de la mecénica Newtoniana.
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5.3. Teorema de Noether.

La ventaja de este formalismo es que podemos usar las simetrias de la
accion para derivar el principio de conservacion, por ejemplo: en mecénica
clasica si el Hamiltoniano es independiente del tiempo, entonces la energia se
conserva. La presicién de la formulacién matematica de esta corresponden-
cia esta dada por el teorema de Noether. En general una accion puede ser
invariante bajo una transformacion del campo, o bajo la simetria del espacio
tiempo, pero primero discutiremos la simetria donde el campo ¢% varia de
acuerdo a algunos parametros de y la accion varia como:

I L U A AN
58—/dm(5¢a6¢ + 57,5700 )_/d;c(%amam + 57,7000
5.21
4 o (5.21)
:/d 20,55 599" (5.22)

i

donde usamos la ecuacién de movimiento y convertimos la variacion de la
accion dentro de la derivada total. Esto define la corriente:
i 5 6¢°
o 60,00 e’

(5.23)

si la accion es invariante bajo la transformacion, entonces la corriente con-
servada es:

8" =0 (5.24)

o
por lo tanto la carga:

0. = / &z.J° (5.25)

también se conserva.
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