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Introduccion

Por medio de este trabajo de tesis tratamos las particiones p-regulares de
n, donde n es un enntero y p es un nimero primo, para finalizar analizando
las dimensiones de las representaciones irredusibles de S,, sobre un campo de
caracteristica p.

En el capitulo uno, damos loos prerrequisitos: En primerlugaar definimos
el grupo simétrico S, o el grupo de permutaciones de n; en segundo lugar
definimos los prerrequisitos de la teoria de representaciones.

En el capitulo dos, se dan los conseptoos de un tableau, asi como los tabloides,
y de ahi definimos los politabloides y vemos el médulo de Specht S*, que es
el méulo generado por todos los politabloides de la forma p.

En el capitulo tres, nosotros damos la definicién de las representaciones irre-
ducibles y definimos el diagrama de gancho, por medio de este diagrama se
puede encontrar la dimensién de S*. Se da la dimensién de D"~ explici-
tamente y se da una demostracién. Y por iltimo se dan las dimensiones de
D(™=22) para un campo de caracteristica p, estos datos fueron buscados en
Symmetrica.

En el capitulo cuatro, por medio de los datoos encontradoos en Symmet-
rica pudimos dar formulas explicitas para D22 el célculo de la dimensién
de D22 s un proceso bastante costoso, desde el punto de vista de tiempo,
debido a que para esto se debe encontrar el rango de la matriz de Gram. .
También se dan demostraciones de algunos de estos casos, y los otros se dejan
como conjeturas.

En el capitulo cinco se hace un programa en GAP para calcular explici-
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tamente S*NS*L. Esto se hace con el fin de poder encontrar las dimensiones
para D™=2%2) cuando n = 2 (mod 4).

Pero nada mas se pudo dar explicitamente el conjunto cuando n = 6. Y al
analizar el conjunto pudimos analizar las dimensiones.

En el capitulo seis, nosotros damos las conclusiones quue pudimos encon-
trar segun los datos encontrados en Symmetrica.



Capitulo 1

Prerrequisitos

1.1. El grupo simétrico

Definicién 1. Una permutacion es una funcién biyectiva del conjunto
{1,...,n} en si mismo. El conjunto de todas las permutaciones de n nimeros,
junto con la composicion usual de funciones, es el grupo simétrico de gra-
do n, denotado S,. Si X es un subconjunto de {1,...,n}, denotamos Sy
al subgrupo de S, que fija a todos los elementos que no estan en X. Una
transposicion es una permutacién que intercambia dos ntimeros y fija a los
demés. Usaremos notacion ciclica para denotar permutaciones:

1 23456 78
<4 2651 8 3 7)_(145)(3687)
Las funciones se escriben a la derecha (i.e. zp en lugar de ¢(z)). Por lo tanto,
(12)(23) = (132) (otros autores lo interpretan como (123)).

Los siguientes resultados se pueden encontrar en el Rotman.

Teorema 2. Toda permutacion en S, es o bien un ciclo, o bien producto de
ciclos disjuntos. Esta factorizacion es unica salvo el orden de los ciclos.

Teorema y definicion 3. Toda permutacion en S, es producto de trans-
posiciones. Dada una permutacion fija, el nimero de factores en cualquier
factorizacion en transposiciones es siempre par o siempre impar. Si el numero
de transposiciones es par, la permutacion se llama par, y se dice que tiene
stgno 1; de lo contrario, la permutacion se llama tmpar, y se dice que tiene

7
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stgno -1. La funcion signo es un homomorfismo de grupos de S,, en el grupo
multiplicativo {1, —1}. Su nicleo se llama el grupo alternante de grado
n, y se denota A,. Este es un subgrupo normal de S, de indice 2, y consiste
de todas las permutaciones pares de S,,.

Ejemplo 4. En este ejemplo usaremos el grupo simétrico Sg. La permutacion
(1,6)(2, 5, 3) se escribe como producto de transposiciones de la siguiente man-
era:

(1,6)(2,5,3) = (1,6)(2,5)(2,3)

Como esta permutacién es producto de un ntimero impar de transposiciones,
entonces esta permutacién es impar.
La permutacién (1,5,6) = (1,5)(1,6) es una permutacién par.

Definicién 5. A = (A, \g,...) es una particién de n si A, Ay, ... son
enteros no negativos con A\; > Ay > ... ¥y Z;’il A = n. Se dice que la
permutacion 7 tiene tipo ciclico A si los ciclos que aparecen en 7 tiene
longitudes A\; > Ay > ... Por ejemplo, (2568)(13)(49)(7) tiene tipo ciclico

(4,2,2,1,0,0,...) = (4,2,2,1) = (4,22 1).

1.2. Prerrequisitos de la teoria de representa-
ciones

Presentaremos algunos de los resultados fundamentales de la teoria de
representaciones. El lector puede encontrar las demostraciones en el Curtis
y Reiner.

Definicién 6. Sea G un grupo. Un G-Conjunto es un conjunto X en el que
el grupo G actua, es decir, existe una funcién - : G x X — X, para la cual
usamos la notacion gz en lugar de -(g,x), y que cumple lo siguiente:

(i) Para toda x en X se tiene que ex = z, donde e denota la identidad
del grupo G

(i) Para todos g, h en G y para toda = en X, se tiene que (gh)z = g(hx).

Ejemplo 7. Todo grupo G en si mismo es un G-conjunto. Donde la accién
de g2 € G sobre g; estd dado por la multiplicacién derecha -(g1,g2) = g192.

Definicién 8. Sea G un grupo finito y £ un campo. Un conjunto M es un kG-
médulo (también llamado médulo sobre kG) si es un k-espacio vectorial que
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a la vez es un G-conjunto, donde las dos estructuras satisfacen las siguientes
condiciones de compatibilidad:
(i) Para toda g en G y para cualquiera v,u en M se tiene que
g(v+u) = (gv) + (gu).
(ii) Para toda g en G, para toda v en M y para toda a en k se tiene que
g(av) = a(gv).

Ejemplo 9. Sea G el grupo simétrico S3 y el campo el conjunto de los
ntimeros reales R. Para todo entero n > 1. El conjunto R? = R x R x R es
un G-modulo con la suma usual

(21, T2, 23) + (Y1, Y2, y3) = (1 + Y1, T2 + Y2, T3 + Y3)

Y la accién definida de la siguiente manera:

(1,2) - (a,b,c) = (b,a,c)
(1,2,3) - (a,b,¢) = (c,a,b)
(1,3,2) - (a,b,¢) = (b,c,a)

Es decir permutando las coordenadas del punto (a, b, ¢), como el elemento de
S3 indica.

Definicién 10. Sean G un grupo, k un campo y M un kG-médulo y N un
subconjunto de M. Decimos que N es un kG-submoddulo de M si N es a la
vez un k-subespacio vectorial y un G-subconjunto de M.

Ejemplo 11. Sean k un campo, G un grupo y M un kG-moédulo. Entonces
el conjunto {0} (que usualmemte se denota 0) es una érbita de M como
G-conjunto. En particular, 0 es un kG-submodulo de M.

Vamos a comprobar que 0 cumple las condiciones para un kG-submddulo de
M

i) 0 es un k-subespacio vectorial de M; lo cual se tiene por Algebra Lineal

ii) Probar que 0 es un G-subconjunto de M. Pd que para toda g € G,
g0 = 0. Como M es un médulo en especial es un G-conjunto se cumple
que para todo g € Gy u,v € M g(u+v) = gu+ gv; esto don lleva a
que g-0=¢-(04+0)=g-0+g-0.lo cual implica que g-0 =0 € 0.
Por lo tanto 0 es un G-subconjunto de M.
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Entonces el conjunto 0 es un £G-submédulo de M.

Ejemplo 12. Sean k un campo, G un grupo y M un kG-médulo. Sea M
el conjunto de los puntos fijos de M bajo la accién de G; M es un kG-
submédulo de M.

El conjunto de los puntos fijos de M estd definido de la siguiente manera
MY={zeM|gr=x VgeG}

comprobaremos que M es un kG-submédulo de M se necesita que se cum-
plan:

i) MY es un k-subespacio vectorial de M.

1. M€ es cerrado bajo suma vectorial. Sean u, v € M¢ Por demostar
que u +v € MY,
Como u y v son puntos fijos en M se tiene que u + v = gu +
gu Vg eQaG.
Por otro lado por propiedades del médulo M se tiene que g(u +
v) = gu + gv. Por lo tanto u + v = g(u + v) lo cual quiere decir
que u +v € MY,

2. M€Y es cerrado bajo multiplicacién por escalares.
Sea v € MY. Pd que para toda a € k se tiene que av € M¢
Como v esun punto fijo de M se tiene que av = ag(v) = g(av). Lo
que significa que av € MC.
Por lo tanto M% es un k-espacio vectorial de M.

ii) MY es un G-subconjunto de M.
Sea v € MY Pd gv € MC.
Esto se obtiene de la definicién de M% ya que g(v) = v.
Por lo tanto M% es un kG-submédulo de M.O

Definicién 13. Sea M un kG-médulo y N un kG-submédulo de M con la
operacion inducida sobre M.

Tomamos la relacién (mod N) donde m; = ms (mod N) si my — my €
N. También tenemos rm; = rmy (mod N). El médulo cociente % es

el conjunto de clases médulo N, M/N = {m + nlm € M} junto con las
operaciones:

m+N)+(m +M)=m+m')+M
am+ N)=am+ M
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gm+ M) =gm+ M

Definicién 14. Sean k£ un campo, G un grupo, M un kG-médulo y Ny, ..., N,
kG-submodulos de M. Decimos que el kG-médulo M es la suma directa de
los submdédulos Ny, ..., Ny, v lo denotamos M = Ni @@ --- @ N, (o también
M = @;_, N;), si M es la suma directa de los Ny, ..., Ny como k-espacios
vectoriales.

Ejemplo 15. Sea k el campo que consiste de 3 elementos F3 y el grupo de
dos elementos G = {e, z}, donde e es el elemento identidad de G.

El modulo F3G = {e,z, —e,—x,0,e+x,e —x,—e+x,—e — x} Consideremos
los siguientes submaédulos de F3G

M, ={e+z,—e—x,0}
M, ={e—z,—e+x,0}

F5 es suma directa de My y My ( My @ M, ), ya que se cumplen:
1. MM =0

2. FyG = M + M.
e se obtiene sumando el segundo elemento de M; con el segundo ele-
mento de My, ya que (—e — x) + (—e + ) = 2e , pero como el campo
tiene tres elementos el 2 = —1, lo cual implica que —2e = e. De manera
similar, x se obtiene al sumar el segundo elemento de M; con el primer
elemento de M,.

Definicién 16. Sea M un kG-moédulo y N un submoddulo de M. N es
sumando directo de M si y sélo si existe T < M tal que M = N@T. En
este caso decimos que T es un complemento del submédulo N.

Ejemplo 17. En el ejemplo 15, como F3G = M; @ Ms; M; es complemento
de M, y viseversa.

Definicién 18. una representacién de G es un morfismo de grupos p :
V — GL(V), donde GL(V) = {T : V. — V/|T es invertible} llamado el
grupo genereal lineal. Que cumple lo siguiente:

1) P1 = 1v

i) pot =pspr ¥ s,t€G
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i) p,1 = po_y

Definicién 19. Sean GG un grupo finito, £ un campo y M un kG-mdédulo.
Para cada g en GG, denote por pys(g) la transformacién lineal de M en si mismo
que manda a cada vector v en gv. De hecho, py(g) es una transformacién
lineal biyectiva (con inverso pp(g~')). La funcién py : G — GL(M) se
llama la representacion asociada al kG-mddulo M

Observacién 20. Sea G un grupo, k£ un campo, p : G — GL,(k) una
representacion. Sea M = k™, Definimos una G-accién en M por:

Sea (a,b) e R* = M
donde la accion del grupo es:

0 1 a b
=) ()= ()
-1 0 a —a
2 . e =
cen-(3 1) (1)-(3)
Definicién 22. Una representacién p-modular es aquella donde el cam-

po tiene caracteristica p. Si el campo tiene caracteistica 0, se llama repre-
sentacion ordinaria.

Ejemplo 23. Sea k el campo con p elementos Fj, y G cualquier grupo. La
representacion del F,G es p-modular.

Definicién 24. El médulo trivial es k con la accion de:
Paratodage Gya €k, ga=a
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Definicién 25. Sean GG un grupo, k£ un campo y M un kG-médulo. Deci-
mos que M es un kG-médulo simple (también llamado irreducible) si M
tiene exactamente dos kG-submodulos, a saber, 0 y M mismo. Note que en
particular M # 0.

Ejemplo 26. El moédulo trivial es simple

Definicién 27. Sean k < F' campos, G grupo, M un kG-modulo,
p: G — GL,(k) la representaciéon asociada a M. El médulo M con es-
calares extendidos al campo F' es el médulo asociado a la representacion

G L GL, (k) — Gl,(F)

Definicién 28. Un modulo simple es absolutamente irreducible si es
simple para toda extensién del campo

Ejemplo 29. Considerando el ejemplo 21 .

rz-veV =Rv

B 0 1 v\ U1
o= 5 o) () =e()
a =1
1 =+ 1.

cuyas raices son a = =+, las cuales no pertenecen a R. Lo cual quiere decir
que es irreducible. Pero si extendemos el campo a C las raices si estan y por
lo tanto no es irreducible. Lo cual quiere decir que M no es absolutamente
irreducible.

Definicién 30. kG es llamado médulo regular.

Ejemplo 31. El médulo trivial es absolutamente irreducible para todo cam-
po.

Definicién 32. Un homomorfismo ¢ : M — N de mddulos es un mapeo
que cumple las siguiente condiciones:

)Y m,m' € M o(m+m') = p(m)+ p(m')

(ii)) Vm € M y Va € k p(gm) = ap(m)
(iii) Ym € M y Vg € G o(gm) = gp(m)
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Ejemplo 33. Sea M un KG-moédulo y n un entero positivo entonces para
1=1,2,...,n el mapeo pr; : M™ — M descrito por:

Pﬁ‘(h; e 733n) =T
es un homomorfismo de médulos; llamada proyeccion de M™ sobre M.

Definicién 34. El nicleo o Kernel de ¢, denotado Keryp, esta definido
como Kerp={ve M| ¢(v)=0}. El nicleo es un submdédulo de M.

Ejemplo 35. El Kernel del morfismo del ejemplo 33 es el conjunto de todas
los elementos de la M™ cuya entrada i-ésima es cero.

Definicién 36. La imagen de ¢, denotado I'mp, estd definido como Imy =
{¢(v)| wv e M}. Laimagen es un submédulo de N

Ejemplo 37. La imagen del ejemplo 33 es M

Definicién 38. Una serie de composicién de M es una cadena de submédu-
los

0=M, <M, 1 <--- <M <M, donde M;; es maximal de M;

Los factores de composicién son los cocientes M;/M,; 1 los cuales son sim-
ples, porque hay un homomorfismo M; «— M;/M;,1y M; 1 «—— M;1/M;.1,
ademds como M;,; es maximal de M; entonces 0 es maximal de M/M; lo
cual quiere decir que el cociente es simple. Un factor de composicién de

arriba son todos los cocientes M/T donde T es un submédulo maximal de
M.

Ejemplo 39. el médulo M = FCy donde Cs es el grupo ciclico formado por
dos elementos (Cy = {1,z | ? =1}). El tinico submédulo maximal de M
es F(1 + z). Entonces la serie de composicién de M es :

O< My <M
Los factores de composicién son:
M, /0 = My, M/M; = M,

Teorema 40. Jordan-Hoélder.Sean 0 = M, < M, 1 < --- < M; < M y
0=T, <Ts;_ 1 <---<Ty <M dos series de composicion de M entonces

t = s y ademds existe una biyeccion , tal que los cocientes correspondientes
M;/Mi+1) y T;/T;41 son isomorfos.
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Definicién 41. Sea k un campo y sea V espacio de dimensién n. Una forma
bilineal es una aplicacion B : V xV — k

Notacién 42. B(u,v) =< u,v >

que satisface las siguientes propiedades:
i) Vo,u,w €V yVa €k
<v,utow>=<v+u>+a<v,w>.

i) <v+aau,w>=<v,w>+a < u,w >
Corolario 43. < 0,v >=0=<v,0>VoveV.

Observaciéon 44. Si V es un k-espacio vectorial con base vq,v9, - ,v, ¥
<, > es una forma bilineal en V', entonces < , > esta determinada por la
matriz:

<V1,V1 > <UV,02> ... <UVU1,Up>
<V, V1 > < VU2,V > ... <U,Up>
< Up, U1 > < Up,U2> ... < Up,Up>

n n n
<Zoéwz', Zﬁﬂﬁ = Z%ﬂj < U, V5 >
1=1 7j=1 %7

Definicién 45. ( < v, v > ) es la matriz de Gram de la forma bilineal
<, >,

Ejemplo 46. Considere el espacio vectorial V' = k x k, cuya base es V| =
(0,1) y V2 = (1,0).
La forma bilineal esta dada por:

<‘/l7‘/l>:17 <‘/1a‘/2>:_1

< Va, Vi >=0, <V, Vo >=2

Calculemos < (1,3), (—1,4) > de dos formas:
Primero utilizando la matriz de Gram

a3 ) (2)-00(5) -
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Segundo usando las propiedades de la forma bilineal:
< (1,3),(-1,4) >=<(1,3),—(1,0) > +4 < (1,3),(0,1) >
=—-<(1,3),(1,0) > +4 < (1,3),(0,1) >
= —[< (1,0),(1,0) > +3 < (0,1),(1,0) >]
+4[< (1,0),(0,1) > +3 < (0,1),(0,1) >
=—14+4[-1+6]=-14+20=19

Definicién 47. Decimos que una forma bilineal < , > actuando en un
kG-moédulo V es :

Simétrica si < u,v >=<wv,u >, Yu,v € V

G-invariante si < gv, gu >=< v,u > Yu,v € V, Vg € G

Singular, si existe x € V, x # 0 tal que < z,v >=0, Yo € V

No singular, si para toda x € V con x # 0, existe v € V tal que
<xz,v>#0

Observacién 48. < , > es simétrica si y s6lo si (< V;,V; >) es simétrica
siy solosi < Vi, V; >=<V;,V; > Para toda i y j.

<,> es no singular si y sélo si (< V;,V; >) es no singular si y sélo si
Det(< Vi, V; >) # 0.

Ejemplo 49. Sea B la forma bilineal cero, G acttia en R?; G-invariante,
simétrica y singular; cuya matriz de Gram es:

0 0
A=
Es simétrica porque < u,v >=< v,u >= 0.
Es G-invariante < gu, gv >=< u, v >.
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Ejemplo 50. Se da un ejemplo de una forma bilineal B que es G-invariante,
simétrica y no singular.

G acttia en R? donde g - (a,b) = (a, b); Vg € Gy V(a,b) € R?

< u,v >=u - v el producto interno vectorial dado por

< (ug, u2), (v1,v2) >= uvy + Ugvs.

Lo que implica que considerando la base canénica.

1 sit=7y
0 sii#j

Por definicion de la accién de G < g-u,g-v >=< u,v >
La matriz de Gram de la forma bilineal < , > es:

=(0 )

Definicién 51. El espacio dual de V, denotado V*, es:

<€, e >=<¢j,6 >= {

V*={f:V — R f es transformacién lineal }

Observacién 52. V* es un k-espacio vectorial. Esto se debe a que, si f,g €
V* entonces f + g € V* cuya regla de correspondencia esta dada por

(f+9)(v) = f(v) +g(v); Staek, (af)(v)=af(v).

Definicién 53. Sea vy, vy, ..., v, base de V.
La base dual de V' es una base como espacio vectorial de V*, vj,v3, ..., v} €
V.

vV — k. SeaU:Zajvj donde a; € kK y v; € V entonces: vf(vj):{ 0 :ii#i

j=i

n
vi(v) = U;“(Zozjvj) = q;.
j=1

Definicién 54. Si V' es un kG-mdédulo entonces V* es un kG-modulo.
Seange G, feV* 'y wveV definimos la acciéon del G sobre V* como:

g-f:V—k

(g f)w) = flg"'v) €k
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Con esta acciéon V* es un G-conjunto:

L f(v)=f(17v) = f(L-v) = f(v)

También se cumple:

(gh)-f=g-(h-[)
Sean g, heG, feViyveV

Por una parte tenemos que:

[(gh) - f1(v) = f((gh)~'v)) = f(h™ g™ 0)

Por otro lado tenemos que:

g+ (h- D) = (k- [)lg™'v) = f(h7 (g™ v))

También se cumple que:
g-(f+f)=g-f+g-f
lg-(f+ )W) = (f+f) g v) = flg )+ f (g7 v) = (g-f)(v)+(g-f)(v) =
(g~ f)+(g-f)](v)

Y también se cumple:
g-(af)=alg-[))
g (af)(v) = (af)(g7v) = al[fg"'v)] = alg- f)(v)

Ejemplo 55. Sea G arbitrario, £ un campo y M = k el médulo trivial.
Entonces el modulo dual del trivial es trivial, pues para toda f € M* y para
toda g € G tenemos

(9 f)m) = flg~" -m) = f(m)

En el dltimo paso estamos usando la accion de G.
Entonces g - f = f para toda g € G.

Observacion 56. Si V es EG-modulo entonces V* es KG-mddulo

Observacién 57. Si V % W homomorfismo de kG-médulos, entonces W* e,
V* es un homomorfismo de kG-médulos, donde ¢*(f) = f¢

= O (f+ ) =0 (f) + " (f)
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= p(af) = ap(f)

e (af)(v) = (af) o p(v) = a(f(p(v)) = alp*(f)(v)]
= o (g-f) =9 (¢*(f))

Por un lado se tiene:

[p*(g- Hlw) =1(g- ) oglv) =(g-[)lp) = flg~") ()

Por otro lado se tiene:

lg-¢*(N)](w) =g (fop)]w)=(for)(g'v) = flp(g~'v))

Teorema 58. Teorema de isomorfismo para kG-mddulos.
Sea ¢ : M — N homomorfismo de kG-mddulos entonces la funcion :

M/Kery 2, Imy

m+ Kerp — ¢(m)

estd bien definida y es un isomorfismo de kG-modulos.

Demostracién.
Primero se demostrara que @ esta bien definida:
Sea m,m’ € G tal que m + Kerp = m/Kery. Por demostrar que ¢(m) =
@(m'). Tenemos que existe h tal que m = h +m’

p(m) = o(h+m') = p(h) + e(m') = p(m’).
Segundo vamos a demostrar que @ es homomorfismo:

(i) Sean a + Kerp y b+ Kerp € M/Kery. Por demostrar que @((a +
Kerg)+ (b+ Kery)) = o(a+ Kerp)p(b+ Kerp).
P((a+ Kerg)+ (b+ Kery)) =@(a+ b+ Kerg) = p(a+b) = ¢(a) + ¢(b) =
Pla+ Kery) +3(b+ Kerng).

(ii) Sean o € k'y m + Keryp € M ker p. Por demostrar que p(a(m +
kery)) = ap(m + Kery). B(a(m + kery)) = dlam + aKeryp) = p(am +
kery) = p(am) = ap(m) = ap(m + Kerp)
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(iii) Sean g € G 'y m + Kerp € M ker p. Por demostrar que @(g(m +
kerp)) = gp(m + Kery). B(g(m + kerp)) = @(gm + gKerp) = B(gm +
kerp) = o(gm) = gp(m) = gp(m + Kery)
por lo tanto @ es homomorfismo de kG-moddulos.

Tercero vamos a demostrar que @ es inyectiva:

Sean m + Kergp y x + Keryp € M/Kergp supongamos que g(m + Kerp) =
?(xz + Keryp) , por demostrar mKerp = xKerp; lo que es lo mismo probar
que existe h € Kerp tal que m =z + h.

Por hipotesis tenemos que ¢(m) = @(m + Keryp) = @(z + Kerp) = ¢(z).
Entonces p(m) — p(z) =0

p(m) + ¢(—z) =0, p(m —z) = 0.

Entonces h = m — x € Kery; Por lo tanto M = x + h.

Por 1ultimo vamos a demostrar que @ es suprayectiva:
Sea x € Imyp, es decir, existe m € M tal que x = ¢(m)
Por demostrar que existe a + Kery € M/Kerp tal que (a + Keryp) = x
Sea a = m tenemos que p(m + Kery) = p(m) = .

Teorema 59. Todo simple es factor de composicion del modulo reqular.

Demostracién Sea ¢ : kG — S donde S es un submodulo simple cuya
regla de correspondencia es x —— xsg, con sp € S, s9 # 0.
es un homomorfismo p(z + ') = (x + 2’)sp = xso + 2'so = @(x)p(z')
a € k pax) = (ax)syg = a(xsg) = ap(x). Donde sq € Imyp # 0,Imp < S
simple, por lo tanto Imy = S.
Por el teorema de isomorfismo:
S =1Imp=kG/Kery.

Teorema 60. Todo simple es inescindible.
Demostracion. Si M es simple entonces no existen submdédulos diferentes
de {0} y el total; lo cual quiere decir que M es inescindible, debido a que

M +# A B.
Observacién 61. No todo inescindible es simple

Ejemplo 62. Sean k = F, = {0, 1}, G = {e, g} donde e es la identidad
del grupo.Sea kG el conjunto de las combinaciones lineales de G sobre Fj.

Entonces kG={0=0-¢+0-g,e=1-¢e+0-9,g=0-¢e+1-g,e+g=
1-e+1-g}.El cual es un kG-médulo. ya que es un espacio vectorial y un
G-conjunto, porque
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x-0=0 Vg e G

e-g=g
e-e=e

e-(e+g)=e+g
g-e=g

g-(e+g)=ec+yg

Los subespacios vectoriales de kG ademas del{0} y el total son:

<e>={0,e}
<g>={0,g}
<e+g>={0,e+g}

Los dos primeros subconjuntos no son G-subconjuntos de kG debido a que

En <e>
g-e=gé¢<e>

En <g>
g-g=e¢<g>

< e+ g > es un G-subconjunto de kG ya que

e-(e+g)=e+g
g-(e+g)=e+yg

Por lo tanto los submédulos de kG son:
{0} <e+g>y kG

kG no es irreducible porque < e + g > es submddulo de kG, pero si es
inescindible debido a que no hay submdédulos cuya suma directa es el kG
porque < e + g > NkG # {0}. Entonces tendriamos que la tinica suma serfa
<e+g>+<e+g>, lacual noesdirecta,<e+g>nN<e+g>#{0}.

Ejemplo 63. Considere el campo k = F3 = {0,1,—1} y el grupo G = {e, g}.
Sea kG el espacio vectorial de combinaciones lineales de G sobre k, | kG |=
32 = 9. KG tiene los siguientes elementos:

{0-e4+0-g =0, 0-e+1-g =g, 0-e+(—1)-g = —g, l-e+0-g=¢, l-e+1l-g=e+
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g, lret(—-1)g=e—g, —1-e4+0-g = —e, —l-e+1-g = —e+g, —1l-e+(—1)-g}.

Tambien es un G-conjunto:

x-0=0 Vge G

e-g=g
e-(—g9)=-g
e-ec=¢e

e-(e+g)=e-e+e-g=e+yg
e-(e—g)=ec-ete-(—g)=e—y
e-(—e)=—e-e=ce
e-(—e+g)=—-e-e+e-g=—e+g
c-(-e—g)=—e-ete-(—g)=—e—yg

g g=e
g-(=g) =—e
gre=g

g-(e+g)=g-et+g-g=g+e=e+yg
(e—g9)=g-etg-(—g)=g—e=—c+yg
g-(-e)=-g-e=yg
g-(—e+g)=-g-etg-g=—gte=e—yg
g-(-e—g)=-g-etyg-(—g)=—-g—e=—-e—yg

Por lo tanto es un £G-modulo

g .

Los subespacios vectoriales de kG son:
<e>={0,e,—e}
<g>={0,9,—g}

<e+g>={0,e+g,—e—g}
<e—g>={0,e—g,—e+g}

Del ejemplo 62 sabemos que < e > y
kG.Pero <e+g> vy
sobre G es cerrada:

En < e+ g > se tiene
e-x=x Vre<e+g>
g-(e+g)=e+g
g-(-e—g)=-e—yg

< g > no son subconjuntos de
< e — g >son subconjuntos debido que la accion
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En < e — g > se tiene
ecx=x Vre<e—g>
g-(e—g)=-e+g
g-(—etg)=e—yg
Por lo tanto los submoédulos de kG son:
{0}, <e+g> <e—g> y kG.

Como < e+g > N < e+ g >= 0 entonces podemos hacer la suma di-
recta entre ellos: Como (e +¢g) + (e —g) =2e=—e, (e+g)+(—e+g) =
29=—9, (-e—g)+(e—g)=-29=9g, y (—e—g)+(—etg)=-2e=e¢
Por lo tanto <e+¢g > @& <e—g >=kG.

kG no es irreducible ni inescindible;lo primero porque existen subddulos
diferentes de 0 y el kG, y lo segundo se tiene porque exite una suma directa
de submédulos que es igual a kG.

Teorema 64. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

n kG es semisimple como kG-mdédulo (regular).
= Para todo kG-mddulo M, M es modulo semisimple.

s Para todo kG-maodulo M, y todo submodulo N < M, existe T'< M tal
que M = NPT.

Teorema 65. Teorema de Maschke
Sea k campo de caracteristica p, G un grupo finito.
kG es semisimple si y solo si p1|G]|.

Demostracion N < M submddulo por demostrar que existe T < M tal
que M = N@T. Hipétesis p 1 |G].
Sabemos que existe T} < M tal que M = N @ T como espacios vectoriales.
Construimos una transformacion lineal:

p: M — N
n+tr——n.

Para esta transformacion el Keryp = T}.
Construimos ¢ : M — N homomorfismo de kG-moddulos donde:

Y(m) =Y gelg~'m)

geG
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b(m+m') =¢(m) +¢(m)
Para todam € M, ze€G.

= gelg ) am)) = gelg'x)m)
geG geG

1

Haciendo el cambio de variable h=! = g~ se tiene que h = 27 1¢ y por lo

tanto g = xh, sustituyendo esto tenemos:

> (ahyp(h™tm) =Y (a(hp(h™'m) = 2 ) ho(h™'m)) = i (m)

heG heG heG

Construimos otro homomorfismo de kG-médulos:

5 1
P(m) = € (m)

Evaluando en n.

ZW IG\Z |G‘Zn |G\n—n

gGG geG geqG

Entonces M = N @ Ker.



Capitulo 2

Tabloides y Mdédulo de Specht

2.1. Diagramas, tableaux y tabloides

En esta seccién presentamos un resumen de los resultados que necesitare-
mos para crear las representaciones irreducibles de S,. Las demostraciones
de todos estos resultados se pueden encontrar en el [James].

Definicién 66. Si A es una particién de n, entonces el diagrama [A] es

{(,)i,j €Z, 1<i, 1<7<N}

Si (4,7) € [A], entonces se dice que (7, 7) es un nodo de [A] . El k-ésimo
renglén (respectivamente la k-ésimo columna ) de un diagrama consiste en
aquellos nodos cuya primera (respectivamente, segunda) coordenada es k. El
primer renglén de A se dice que es el renglon mas alto de .

Definicién 67. Si A\ y u son particiones de n, decimos que A domina a g,
denotado A > p, si para toda 7, N> e STA py A#p, o
denotamos A > .

Ejemplo 68. las particiones del 7 son:

(7),(6,1),(5,2), (5,1%),(4,3), (4,2,1), (4,1%), (3%, 1), (3,2%),

(37 2, 12)7 (37 14)7 (237 1)7 (227 13)7 (27 15)7 (17)

El orden de dominacién en el conjunto de particiones de 7.

Hay dos cadenas posibles; La primera:

(7) > (6,1) > (5,2) > (5,1%) > (4,2,1) > (4,13) > (3,2,1%) > (3,1%) >
(22,1%) > (2,1%) > (17)

25
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La segunda:

(1) > (6,1) > (5,2) > (4,3) > 4,2,1) > (3%,1) > (3,22 > (3,2,1?) >
2% 1) > (2% 1°) > (2,1°) > (17)

Definicién 69. Si A y p son particiones de n, escribimos A > p siy solo si
el menor j para el cual \; # p; satisface A\; > p;. ( Note que algunos autores
escriben A < ). Este orden se lama orden lexicografico.

Ejemplo 70. El orden lexicografico en el conjunto de particiones del 7.
(7) > (6,1) > (5,2) > (5,1%) > (4,3) > (4,2,1) > (4,13) > (3%,1) >
(3,2%) > (3,2,1%) > (3,1%) > (23,1) > (22,1%) > (2,1°) > (17)

Definicién 71. Si [A] es un diagrama, el diagrama conjugado [\'] se ob-
tiene intercambiando los renglones y las columnas en [A]. A’ es la particién
conjugada a .

Ejemplo 72. Las particién conjugada a (3,1) es (2,1,1). Esto es porque

P‘] = {(17 1)7 (17 2)7 (17 3)7 (27 1>}
Sacando el diagrama conjugado: [N] = {(1,1),(1,2),(2,1),(3,1)}, lo cual
quiere decir que X' = (2,1,1).

Proposicion 73. A\ < si y solo si y' < N.

Definicién 74. Un A-tableau es uno de los n! arreglos de enteros obtenidos
al reemplazar cada nodo en [A] por uno de los nimeros 1,...,n, sin permitir
repeticiones. Note que .S, actia en el conjunto de A\-tableaux.

Ejemplo 75. Los (2, 1)-tableaux son:

2 3 1 3 1 2
1 3 1 2 2 3 2 1 3 2 31

La accién de (1,2) en los (2, 1)-tableaux
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3}_}3
21 1 2
1'_>2
2 31
2}_)1
3 1 3 2

Teorema 76. (Lema combinatorio fundamental) Sean \ y p particiones de
n, y suponga que t; es un \-tableau y ty es un p-tableau. Suponga que para
toda i los numeros del i-ésimo renglon de to pertenecen a diferentes columnas
de ty. Entonces A\ > u

Definicién 77. Sit es un tableau, su estabilizador por renglones, R;, es el
subgrupo de S,, que fija los renglones de t como conjuntos. El estabilizador
por columnas C}, se define similarmente.

Ejemplo 78. El estabilizador por renglones y el estabilizador por columnas

del tableau
7

~
I

SN =~

— w ot

Son Ry = Spus7 X Sga,3 X Ste) -
Ci = Spa2,6) X Sgs.31) X Sqry-

Ejemplo 79. Consideremos el tableau del ejemplo 78 y sea m = (1,2,3,4)
entonces:

N =~ Ot

1

tr= 3

6

Entonces Rtﬂ = 5{175’7} X 5{3,4} X 5{6,2}

Por otro lado
7T_1Rt7T = (1, 4, 3, 2)[5{47577} X 5{273} X S{G,l}](L 2, 3, 4)

=(1,4,3,2)Sus571(1,2,3,4)x(1,4,3,2)Sg2.5(1,2,3,4)x(1,4,3,2)S6,13(1, 2, 3, 4)
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= 5{1,5,7} X 5{3,4} X 5{6,2}

Por lo tanto Cy, = 77 'C,w

Observacién 80. Sea t un tableau, 7 € S,. Entonces Cy = 7 'Cym y
Rtﬂ- = 7T_1Rt7T.

a1 a2 ... alnl
G21 Q22 ... QA2p,
t =
Ar1 Qp2 ... amr
(a117r) (alg’ff) e (alnlﬂ')
tmr = (apm) (apm) ... (@p,m)
(amm) (apom) ... (Gpp.7)

Ry = S{a117a1,27---7a1n } X S{a21,a22,m,a2n pX e X S{arlyar%---,arnr}
1 2

Rz = S{(auw),(algw),...,(alnl7r)}X7 s X S{(aTm),...,aW}

Si 0 € R, vamos a verificar que 7 lom € Rix

Consideremos un renglén del tableau ¢ entonces:

{(anm)(rlon), (apm)(m lon),..., (am7)(r on)}
=A{(ano)m, (apo)m, ..., (apm,0)7}

Como o € R; entonces el renglén del tableau no cambia, lo inico que cambia
es el orden de los a;; donde j =1,...,n,.

= {aip,, Qipy, - - - ,abnl} donde b es una de las j no necesariamente en el mismo orden.

lo cual quiere decir que 7 'R;m C Ry

Por lo dicho mR;z7m™" C Rtr)x—1 = Ry. Multiplicando 7! por la izquierda, y
7 por la derecha se tiene que: Ry, C 7 'R,m.

Por lo tanto Ry, = m ' Rym. Analogamente se demuestra que C,, = 7 1Cy.
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Definicién 81. Definimos una relaciéon de equivalencia en el conjunto de
A-tableaux haciendo t; ~ ty si y sélo si ty7 = ty para alguna m € Ry, ( es
decir, si para todo i, el i-ésimo renglén de t; consta de los mismos nimeros
que el i-ésimo renglén de t5. El tabloide {t} que contiene a ¢ es la clase de

equivalencia de t bajo esta relacién. Note que S, actia en el conjunto de los
A-tabloides.

Ejemplo 82. los (2%)-tabloides son:

T 2 T 3 T 1
hh=gg {i=g53 =33
2 3 7 1 3 4
{ta} = T4 {ts} = 13 {te} = 1 9

La accién de (1,2,3) en los (2?)-tabloides es:
(= Aty A= {t}  {ts} — {ts}
{tay = {2} {ts} = {te}  {te} — {ta}.

Definicién 83. {t1} < {t2} si y sélo si existe i tal que:

(i) Cuando j > 1, j estd en el mismo renglén de {t1} y {t2}.

(ii) 7 estd en un renglén de mayor indice en {t2} que en {t;} ( es decir, i
estd en un renglén mas alto en {¢1} que en {t5}).

Ejemplo 84. El orden total < en los (22)-tabloides es:

{te} < {ts} <{ts} < {ta} <{ta} <{t:}.

Definicién 85. Dado un tableau cualquiera ¢, sea my.(t) el nimero de en-
tradas menores o iguales que ¢ en los primeros r renglones de ¢. Entonces es-
cribimos {t1} < {2} si y sdlo si para toda i y para toda r, mg.(t1) < m,.(t2).

Ejemplo 86. Las entradas significativas de la matriz m;,.(t) para el tableau
t del ejemplo 78 son:

mlg(t> =1 m22(t) =1 mgg(t> =2 mgg(t> =2 mgg(t) =3 myq (t) =1
m42(t) =3 m43(t) =4 ms1 (t) =2 m52(t) =4 m53(t) =35 Mme1 (t) =2
mﬁg(t) =4 m63(t) =6 mm (t) =3 m72(t) =5 m73(t) ="1.

Proposicién 87. Considere dos A-tabloides {t1} y {t2}. Si {t1} < {t2} en-
tonces {t1} < {t2}.
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Lema 88. Sea t un tableau, y sea w < x tales que w estd en el renglon a y
x en el renglon b de t. Entonces:

(i)
1 sib<r<ayw<i<zx
mi(t(wx)) —mi(t) =< =1 sia<r<byw<i<ux

0 en otro caso
(11) {t} < {t(wz)} siw >z yw estd mds abajo que x en t.

Tomemos el ejemplo 78, consideremos w = 3 y & = 4, por lo tanto a = 2,
b=1.
En este caso cuando ¢ = 3 y r = 1 se tiene que mg;(t(34)) —ms1(t) =1y en
todos los demas es cero.

Lema 89. Six — 1 estd mds abajo que x ent, yt es un \-tableau, entonces
no existe un X\ tableau ty tal que {t} < {t1} < {t(z —1,2)}.

2.2. Modbdulos de Specht

Definicién 90. Sea p una particiéon de n. El subgrupo de Young S,
asociado a p es el subgrupo de S,, dado por

Sp =512, 1 X S, tpz X Syt +patus X - - -

Ejemplo 91. El subgrupo de Young asociado a la particién pu = (4, 3,22 13)
es:
S(1,2,34y X Sgs6,73 X Sgsey X Sqro,11y X Sqizy X Squzy X Squgy

Definicién 92. Sea I’ un campo arbitrario, y sea Mf, = M*" el F'S,-médulo
de permutaciones sobre el conjunto de p-tabloides.

Ejemplo 93. Sea F' un campo arbitrario, G un grupo finito, y X un
G-conjunto finito. Entonces el médulo de permutaciéon F' X es irreducible si
y sblo si | X|=1.

Supongamos que X consta de 2 elementos, es decir, X = {a, b}, la accién
depende de g. Entonces F X tiene un submédulo F(a+b) = {a(a+b)|a € F'}
ala+b) + fla+b) = (a+B)(a+Db).

(ala+b)-g=ala-g+0b-g] =a(a+D)
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En general X = {a,b,c,...h} entonces F X tiene un submoédulo submdédulo
dado por F(a+b+c+---+h).

Por lo tanto | X| = 1 para que F'X sea irreducible.

Lema 94. Sea p una particion no trivial. Entonces M* no es irreducible. Si
[ es una particion no trivial, entonces por lo menos hay dos p-tabloides, y
por el ejemplo 93 entonces M* no es irreducible.

Proposiciéon 95. M* es un F'S,-mddulo ciclico, generado por cualquier
tabloide, y dimM*" =n!/(puips ... ).

Definicién 96. Sea t un tableau. La suma con signo por columnas, x;,
es el elemento F'S,, dado por

Ky = Z (sgnm)m

weCt

El politabloide, ¢;, asociado al tableau t esta dado por
€ = {t}l{t.

El Médulo de Specht St = S* para la particién p es el submdédulo de
M*" generado por los politabloides. Note que el politabloide e; depende del
tableau ¢, no nada més del tabloide {t}. Si v € M*, decimos que v involucra
al tabloide {t} si su coeficiente no es cero. Observe también que todos los
tabloides en e; tienen coeficiente £1.

Ejemplo 97. Sea t el tableau:

9 4
=13

Entonces los elementos de Cy son: (), (1,2), (3,4) y el (1,2)(3,4)
Ky = Z(sgmr)ﬂ =1-(1,2) = (3,4)+ (1,2)(3,4) = (1 — (1,2))(1 — (3,4))

TelCy

Donde 1 es la permutacién identidad.

‘ ‘
IS
‘ ‘
=~
‘ ‘
IS
‘ ‘
IS

er = {thr, = (1,2) — (1,2)(3,4)

—
w
—
w
—_
w
—_
w
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_ 24 14 23 n 1 3
13 2 3 1 4 2 4
La dimS®") = 3 debido a que: Los tableau de 25 son:

1 2 1 2 13 13 1 4 1 4
h=gy b=, 5 B= g =49 =93 b= 3
2 1 2 1 2 3 2 3 9 4 9
=3y B=y 3 b=y =y =y 3 2=y
3 3 1 3 92 3 92 3 4
t13 = 9 4 t1ga = 4 t15 = 1 4 tig = 41 ti7 = 1 9 t1g =
41 3 4 4 1 4 2 4 3
tig = 9 3 top = 1 9 to1 = 3 9 tao = 3 1 tag = 1 9 toy =
T2 23 T4 31
‘=371 71 4 23 "71239
T2 21 T3 31
= 37713 2 4" 12
13 23 T4, 21
“%~ 9511 4 23" 713
T4 31 T2 23
“% =9 3 1 2 34114

Ejemplo 98. Consideremos la particién (22):
los tabloides:

4
=13

1 4
b= 4 4

Son dos u — tabloides tales que e;, no involucra a {t,}, porque

24 T4 23 13
1 3 23 1421

6t1 =

w — o

—_

i
—_
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Ejemplo 99. Sean t un tableau y m € S,,. Entonces k;m = Tk y €47 = €4

Considere el tableau:

y la particién (1,2, 3), entonces:

T = (1,2,3)[1 — (3,2) — (4,1)
=(1,2,3)—(1,3) — (1,2,3

Por otro lado :

ke = [1—(2,1) — (4,3) + (2,1)(4,3)](1,2,3)
)

Por lo tanto ki = TKy.

El politabloide asociado a tm es:

Cir =

3 4
2 1

W bO
o =

Por otra parte

D
3

I
—N
= DN
Wl =
|
DO| =
Wl =

3 1 3
Dy pa

‘ ‘
=~
‘ ‘
IS
‘[\D‘
w
‘ ‘
w

(1,2,3) — (1,2,3)+ (1,2,3)

[\
—_
S
[\
S

3

3 4 4 3
2 1 1 2

+

»P»—t‘

2 1 2
3 4 3

Por lo tanto e;m = e,

Proposicion 100. S* es un mddulo ciclico, generado por cualquier politabloide.
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Ejemplo 101. Sean p una particién de n, t un p-tableau y (a,b) € Ci,
entonces existen oy, 0, ...,0, € F'S, tales que Ky = (1—(a,b))(o1+- -+ 0p).

Ejemplo 102. Sean p una particion, y sean t; y to p-tableaux, Entonces
(i) Existe m € C; tal que {t2} = {t1} : 7 implica

(ii) e, = +ey, implica:
(iii) e, involucra a {t5}

A continuacién se da un ejemplo donde (iii) no implica (ii)

considere el tableau:
. 1 2
17 3 4

Entonces el politabloide de 4, e, es:

T2 32 T4 31
34 1.4 33212

etl =

El politabloide e;, involucra al tableau
1 4
=193

cuyo politabloide es:

6t2 =

- T3 1 T 11

1 4 2 4 1 3 2 3
2 3 1 3

sustrayendo los politabloides e;, y e,:

T2 71
%= 3 17 1 3

e~ W
—_
[N}

1
2

Entonces e;, = e, + e, # *Ley,.

Lema 103. Sean A y i particiones de n. suponga que t es un A-tableau, que
t* es un p-tableau y que {t*}r; # 0. Entonces A < u, y si A\ = u entonces

{t'}re = £{t}rs (= Leyp).

Corolario 104. St u es un elemento de M* y t es un p-tableau, entonces
uky es un multiplo de e;.
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Definicién 105. Sea p una particion. Definimos una forma bilineal < |, >
en M* dando sus valores en la base de tabloides:

1 si {tl} = {tQ}

<{t:} {ta} >= {0 si{t} # {2}

Note que esto define a una forma bilineal simétrica, S,-invariante y no sin-
gular para todo campo. si el campo es Q, esto es un producto interior.

Teorema 106. (Teorema del submddulo de James) SiU es un submédu-
lo de M*, entonces o bien S* < U o U < (S*)*.

Teorema 107. S*/(S* N (S*)L) es cero o absolutamente irreducible. Mds
ain, si no es cero, entonces S* N (S*)* es el unico submddulo maximal de
Sk oy SE/(SHN (SH)L) es auto-dual.

Demostracién primero vamos a demostrar que S*/(S* N (S*)* es irre-
ducible.

Por el teorema de correspondencia de médulos dice que si M es un médu-
loy T y V son submoédulos y V' es un submodulo tal que V' < T' entonces
0=V/V<T/VIMV.

Basta probar que S* N (S*)1 es maximal, en particular vamos a demostrar
que es el inico submodulo maximal, hay dos casos:

(i) S* N (S*)* es igual a S* .
En cuyo caso S*/(S* N (S*)+) = 0.

(ii) Para todo M médulo de S* se tiene que M C S* N (SH)*.
Por demostrar (ii) Sea M < S* < M*. Entonces por el teorema de James
cualquiera de las dos :
1) S* < M Pero esto es una contradiccion.

2) M < (S*)*.

Por lo tanto M C S*N(S*)*; y por lo tanto S*/(S*N(S*)*) es irreducible.

Por demostrar que S*/(S* N (S#)1) es absolutamente irreducible.
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Lema 108. Si la caracteristica de F es cero, y si © es un elemento no
cero de Hompg, (S*, M*), entonces A\ > p. si A = p, entonces /Theta es
multiplicacion de una constante.

Teorema 109. (Las representaciones ordinarias irreducibles de S,,)
Los mdodulos de Specht sobre Q son auto-duales y absolutamente irreducibles,
y dan todas las representaciones ordinarias irreducibles de S,,.

2.3. La base estandard del médulo de Specht

Definicién 110. t es un tableau standard si los niimeros se incrementan
a lo largo de los renglones y abajo de las columnas de ¢.

Ejemplo 111. Sea p = (3,2), el p-tableau:

1 35
t_24

es un - tableau estandard.

Definicién 112. {¢} es un tabloide estandard si hay un tabloide standard
en la clase de equivalencia {t}.

Ejemplo 113. El tabloide

{t} = E
es un tabloide estandar debido a que el tableau del Ejemplo 111 pertenece a
la clase de equivalencia de {t}.
Definicién 114. ¢; es un politaboide standard si ¢ es estandard.
Ejemplo 115. el politabloide
1 3 5

[T —

[\
O
= DN
N or
po| —
wo| W~
(@)
— DN
ol W~

es un politabloide estandard

Observacién 116. Los tabloides estandard contienen un tnico tableau es-
tandar. De igual manera los politabloides contienen un sélo tabloide es-
tandard.

Teorema 117. El conjunto de politabloides e; tal que t es un p-tableau es-
tandard forman una base para S*.
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2.4. Particiones p-regulares

Definicién 118. Sea p un entero positivo. Una particion u es p-singular si
para alguna 7 se tiene
Pit1 = fita =+ = fitp > 0
Si p no es p-singular, decimos que p es p-regular.
Ejemplo 119. Las particiones 2-regulares de 3 son:

(3)
(2,1)

Las particiones 2-regulares de 4 son:

(4)
(3,1)

Las particiones 2-regulares de 5 son:

(5)
(4,1)
(3,2)

Definicién 120. Sea p un entero positivo. Una clase de conjugacion de un

grupo se llama p-regular si el orden de cualquier elemento en esa clase es
primo relativo con p.

Ejemplo 121. Las clases 2-regulares de:

Lema 122. Sea p un entero positivo. El numero de clases p-requlares de S,
es igual al numero de particiones p-requlares de n

Definicién 123. Sea p una particién. Definimos g# como el maximo comin
divisor del conjunto {< e e+ >| e; y e son politabloides en S, }. Nota :
por convencién, se toman unicamente los valores absolutos de los ntimeros
distintos de cero al tomar maximo comun divisor.
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Ejemplo 124. Concidere la particién o = (2, 2).La base estandar de Sg'esta
constituida por los siguientes politabloides:

T2 332 11, 371
AT 31 T 1T 4 332 "1 2

13 23 T4, 21
“= 973 "1T 4 23771 3

Calculando el producto interno de los basicos:

< e, e >=4
< €g,€9 >= 4
< ep,eg >=2

El méximo comun divisor de los productos internos es igual al m.c.d(4,4,2) =
2.

Y por lo tanto g* = 2

Lema 125. Suponga que la particion p tiene z; partes iguales a j. Entonces
H;’;l z;! divide a g y g, divide a H;’;l(zj!)j. Note que 0! = 1, as? que estos
productos son en realidad finitos.

Corolario 126. Si t* es el p-tableau que se obtiene invirtiendo el orden de
los nimeros en cada renglon de t, entonces eyky es un maltiplo de e;, y este
maltiplo es primo relativo con p si y solo si p es p reqular.



Capitulo 3

Representaciones irreducibles

de 5,,.

3.1. Representaciones irreducibles de 5,,.

Teorema 127. El niumero de clases de conjugacion de S,, es igual al nimero
de particiones de n, que por lo tanto es igual al nimero de representaciones
irreducibles ordinarias de S,,.

Teorema 128. Supongase que S* es definida sobre un campo de caracteristi-
ca p. Entonces S“/(S“HS“L) es diferente de cero si y sdlo si j es p—regular.

Definicién 129. Supongase que la caracteristica de F' es p (primo o = o0)
v que p es p-regular. Sea DE = St /(S N SE).

Teorema 130. Supongase que nuestro campo F' tiene caracteristica p ( primo
0 =00). Como p varia sobre las particiones p-requlares de n, D* varia sobre
un conjunto completo de irreducibles no equivalentes de F'S,-modulos. Cada
D" es auto-dual y absolutamente irreducible.

3.2. Dimension de D*

Teorema 131. Las dimensiones de las representaciones irreducibles D* den-
tro de S, sobre un campo de caracteristica p pueden ser calculadas evaluando
el p-rango de la matriz se Gram con respecto a su base estandar de S*.

39
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Definicién 132. La entrada (i,7) del diagrama de gancho de [u] consiste
de los (7, j)-nodos delante de él con los nodos para la derecha de éste y los
nodos abajo de éste.

Ejemplo 133. Sea p = [2,2]. Los tabloides de p son de la siguiente forma:

r T
r T

La entrada (1,1) del diagrama de gancho es 3, esto se debe a que contando
los nodos que tiene a la dereha y abajo de él, contandolo, son 3.

La entrada (1,2) del diagrama es 2.

La entrada (2, 1) es 2.

Y por tltimo la entrada (2,2) = 1. Por lo tanto el diagrama de gancho esta
dado de la siguiente manera:

3
2 1

Ejemplo 134. Sea p = [4, 3, 1] los tabloides de p son de la sigiente forma:

T T T T
T T T
T

El diagrama de Gancho es el siguiente:
61431
[4]2]1]

Teorema 135. La dimension de los modulos de Specht S* esta dado por:

|
dimS* = i
m I (longitud de gancho en [\])

Definiciéon 136. Supongase que n = ng+ni1p + - - -+ n,p" donde para cada
i, 0 <n; <pyn, #0. Entonces

vp(n) = maz{iln; = 0 para j < i}.
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Ejemplo 137. Sea p = 2 y n un ntimero impar, entonces:

ve(n) = 0.
Esto se debe a que un ntimero impar en base 2 se escribe de la siguiente
manera (...1)y, esta forma no tiene ningun cero a la derecha.

Ejemplo 138. El 2 se escribe en base binaria como (10)2. Debido a que esta
expresion tiene un cero a la derecha, entonces:

1/2(2) =1
Ejemplo 139. El 8 en expresién binaria se escribe como (1000),. Esta ex-
presién tiene tres ceros a la derecha, esto quiere decir que:
v5(8) = 15(2%) = 3.

Ejemplo 140. Considere el siguiente niimero binario (10100),,en base bina-
ria es el numero 20. Esto significa que como el 20 tiene dos ceros en expresion
binaria, entonces:

15(20) = 2.
Definicién 141. El diagrama p-potencia [u]? es obtenido relacionado cada
entero h;; en la grafica de gancho para p por v,(hyj).

Ejemplo 142. La particién u = (8,5, 2) tiene como diagrama de Gancho el
siguiente

109 76 5 3 21
6 5 3 2 1
2 1
El diagrama 3-potencia de p es:
02010100
wP= 101 0 0
1 0

Ejemplo 143. Considere la permutacién de el ejemplo 142. Entonces el
diagrama 2-potencia de pu es:

o O O
o O
— =
S O

1
[u)? = 1
1

Teorema 144. Supongase que = (x,y) es p-reqular. Entonces S* definido
sobre el campo de p elementos es reducible si y solo si alguna columna de [u)?
contiene dos numeros diferentes.
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3.3. Dimension de D11

En estd seccién se analizara la dimensién de D* cuando p = (n —1,1)
Los siguientes datos se obtuvieron en Symmetrica

S
5

2 — regular

L EIRERENEES
R i P P
0| 00| | | x| | po| O

—_
o

10, 1]

Proposicién 145. Sea k = Fy.La dimension de D¢

—_
—_

n=LY) Esta dado por
n—1 sin esimpar

DimDH = .
n—2 sin es par

Demostracion
Primeramente definimos una correspondencia entre los tabloides y los sin-
guletes de la siguiente manera:

1 2 .- n-—1 _
—) n
n
La base del grupo de Specht S*
1 2 ... n 2 3 - n _
5 - — 2—1
1 2 n 3 2 n 5 =
3 — 1 — 3—1
1 2 n—1 n 2 n—1 _ =
— — n—1
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Vamos a ver cuando S* N SH° = 0
Sea z € S™* Entonces x es combinacion lineal de la base de S™%

r=02-1)+az(3-1)+ -+ a,(m—1)
haciendo producto interno con 2 — 1 tenemos que:

<z,2—-1>=<2,2>—-<ux,1>
:a2+a2+a3+a4—|—~-~+an
=azt+ag+--+a, =0

Similarmente se tiene que:

<z,3—1>=<2,3>—-<uz,1>
:oz3+oz2+oz3+oz4+"~—|—ozn
=aytagt+as+---+a,=0

<zm—1>=<z,n>—-<uz,1>
=aptataztag+--+ay
:Oég+043+"'+04n_1:0

Restando < 7,2 — 1 > — < 2,3 — 1 > tenemos que:
Qg — (g = 0

Similarmente se obtiene al restar < 2,3 —1 > — < 2,4 — 1 > y asi sucesiva-
mente tenemos:

Oé3—044:0
ay— a5 =10

Qy — 1 =0

Resolviendo el sistema de ecuaciones no queda que as = a3 =...a, =0
Como el campo tiene 2 elementos entonces:

r=02-1+@B-1)+---+(m—1)

Si n es impar:
T=2+3+--+7
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Entonces:

<2-1,243+---+m>=1+0=1

Esto implica que z ¢ S“L; St SH =0y por lo tanto D* = S*.

Si n es par:

r=14+2+3+---+7
En este caso tenemos que < i — 1,2 >=0 V i = 2,3,...,n. Esto quiere
decir que = € S*_L; entonces S* N S

Denotamos o = 1 +2 + 3 + - - + 7. entonces S* N S#+ = {0,a}. Y por lo
tanto :

D n—1 sinesimpar
n—2 sinespar

3.4. Datos obtenidos de Symmetrica

Tabla 146. DIMENSION 2 -REGULAR DE n

5 3 4
. W DimD# W DimD*
DimDH
g : 3] 1 4] 1
2, 1] 2 3, 1] 2
5 0 1 : DimD*
—— W DimD*#
[g] DZTD ] ! [6[7]1] (15
1] 1 15,1 4 5.2 T
3.2 1 14,2 4 L3 g
’ 3,2,1] 16 ’
[4,2,1] 20
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3.4. DATOS OBTENIDOS DE SYMMETRICA

3
S o 0 |0 |o |00
Sl QIR |E xS |o
3 — — | AN D=

o

—

— —[— [
== = T e
01 - ~ ~| ~

N DS RS N I N S
D R P e e D = e I A P
o2l e bl MR SSH S S W o)

e e, o

A
o

© |og |00 o |o
S0 [F & [ =TS
N
o

SN N, ) (N
N ey VSN S = S S
SRS R Y I S B e
N I = I =Y S
e =) el T A
A
Sl e |2 |2 |E
S
o0
||| — [
= |
ST NS IR N e
e | S|
LSS Lol N
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Tabla 147. DIMENSION p-MODULAR DE D22

p 2 3 5 7 | 11 | 13 | 17 | 19 | 23
2, 2] 1 2 2 2 2 2 2 2
2,3 | 4 1 5 5 5 5 5 5 5
24 | 4 9 8 9 9 9 9 9 9
25 | 14 | 13 | 8 | 14 | 14 | 14 | 14 | 14 | 14
2,6] | 14 | 13 | 20 | 19 | 20 | 20 | 20 | 20 | 20
2,7 | 26 | 27 | 27 | 19 | 27 | 27 | 27 | 27 | 27
2,8 | 26 | 34 | 35 | 35 | 35 | 35 | 35 | 35 | 35
2,0] | 44 | 34 | 43 | 44 | 44 | 44 | 44 | 44 | 44

44 54 43 o4 53 o4 o4 o4 54
64 64 65 65 53 65 65 65 65
64 64 7 7 7 76 77 77 7
90 90 90 89 90 76 90 90 90
90 103 | 103 89 104 | 104 | 104 | 104 | 104
118 | 103 | 103 | 119 | 119 | 119 | 119 | 119 | 119
118 | 135 | 135 | 135 | 135 | 135 | 134 | 135 | 135
152 | 151 152 | 152 | 152 | 152 | 134 | 152 | 152
152 | 151 170 | 170 | 170 | 170 | 170 | 169 | 170
188 | 189 | 188 | 189 | 189 | 189 | 189 | 189 | 189
188 | 208 | 188 | 208 | 209 | 209 | 208 | 209 | 209
230 | 208 | 230 | 208 | 229 | 230 | 230 | 230 | 230

I OO0 ]| O x| W I N —H| O

[\D[\D[\D[\D[\DJI\DI\D[\D[\D[\D[\DI\D
I I e e e i el el Rl e

2,22 230 | 252 | 252 | 252 | 229 | 252 | 252 | 252 | 251
2,23 274 | 274 | 275 | 275 | 275 | 275 | 275 | 275 | 251
2,24 274 | 274 | 298 | 299 | 299 | 299 | 299 | 299 | 299

324 | 324 | 298 | 324 | 324 | 324 | 324 | 324 | 324




Capitulo 4

Resultados originales

Al analizar las datos de la tabla 147 del capitulo anterior encontramos la
siguiente conjetura:

Conjetura 148. Si p = 2 la dimension de D* es la siguiente:

”(” ) (n—2) sin=0mod(4),
"<" A1 =1 mod(4
DimD* =4 2 sin=1mod(4),
— —(n—1) sin=2mod(4),
n(n—3 —
(2 ) si n = 3 mod(4).
Si p es diferente de 2
"("2_3) -1 si n =1 mod(p),
DimD" = ”(”2_3) —(n—2) sin=2mod(p),
n(n—3)

5 en otro caso).

Proposicion 149. Sea p = 2 si n es congruente con 3 modulo 4 entonces
St = DH,

Demostracion:
El diagrama de gancho para la particién (n — 2,2) es

n—1 n—-2 z «x
2 1

47
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Vamos a calcular vo(n — 1) y vo(n — 2). Por hipdtesis tenemos que n = 3
(mod 4), entonces n — 1 = 2 (mod 4), de aqui se concluye que n — 1 es un
nimero par. Asi que: v5(1) =0

Por otro lado n —2 =1 (mod 4), por otro lado n —3 = 1 (mod 4), lo cual
implica que ”T_?’ = 0 (mod 4). Por lo tanto n-2 se escribe en forma binaria de
la siguiente manera: n — 2 = (...01)s; lo cual implica que vo(n —2) = 1.

entonces:
01 z «x
2 __

Como los elementos de las columnas de [u]? son iguales, por el Teorema
144 el médulo S* es irreducible y por lo tanto S* = D*.

Proposicién 150. Sea p > 2 primo. Sea n un nimero entero, entonces n— 1
no es congruente con 0 modulo p ni n — 2 es congruente con 0 maodulo p si
y solo si DV = SH.

Demostracion:
Por hipétesis tenemos que n—1 no es congruente 0 (mod p) o n no es congruente 2
(mod p) El diagrama de gancho de la particiéon (n — 2,2) es el siguiente :

n—1 n—2 n—4 ...1
2 1
si n — 1 no es congruente 0 (mod p) entonces v,(n — 1) = 0; porque no
existe j < i tal que n; = 0. De manera similar se tiene que v,(n —2) = 0.

Y como p > 2 entonces z/l()l) = 0y 15(2) = 0; y por lo tanto el diagrama
potencia de p es :

00 z «x
00

Y por el teorema 144, tenemos que : S* es irreducible y por lo tanto
Sk — Dk

Proposiciéon 151. Sea p = 2. Si n es congruente con 1 mddulo 4 entonces
DimD# = "3,

Ejemplo 152. El politabloide :

N
(G2 0 V]
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lo denotamos como 45. De manera similar se denotan todos los tabloides.

Para demostrar la proposicién anterior vamos a ver algunos ejemplos:
Sea p1 = (3,2). S, esta generado por los siguientes politabloides:

er =45 —15—-42+12
eg =35 — 15— 32412
e3 =34—-14—-32+12
es =25—-15—-23+13
es =24 —-14—-23+13

Usando la matriz de Gram para calcular la dimension de D" es decir calcu-
lando el rango de dicha matriz:

00111 00001 00001
0 00O0T1 0 00O0T1 000O0O
10010]|~]1]1T001O0(}~10010
1 0100 1 0100 00110
11000 11000 01010

Por lo tanto la dimensién de D* es 4; por lo cual |S* N SH+,

Vamos a verificar que © = e + es + e3 + e4 elemento de S* pertenece a

Swt,

e, t=0+04+14+1=0
e, t=0+04+14+1=0
e, 2 =1+04+0+1
er,r=1+0+14+0
es, 0 =14+1404+0=0

Por lo tanto = € S#*. Lo que implica que DimD* = 4.

Para darnos mejor idea vamos a pasar al siguiente niimero que es congru-
ente con 1 moédulo 4, que es n = 9.
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La base de S* es :

e =89 —19 — 28 + 12
eg =79 —19 — 27+ 12
eg =78 —18 =27+ 12
eq =69 —19 — 26+ 12
es = 68 — 18 — 26 + 12
eg = 67 — 17 —26 + 12
er =59 — 19 — 25+ 12
eg = o8 — 18 — 25+ 12
eg =57 —17—-25+12
el =96 —16 — 25+ 12
611:49—19—24+12
612:48—18—24+12
613:47—17—24+12
e14 =46 — 16 — 24 + 12
e15 =45 —15—-24 + 12
el =39 — 19 — 23 + 12
el =38 — 18 — 23 + 12
elg =37 —17—23+12
elg =36 —16 — 23 + 12
€0 =35 — 15 —23 +12
o1 =34 —14 —-23+12
622:29—19—23+13
623:28—18—23+13
624:27—17—23+13
egs = 26 — 16 — 23 + 13
€6 = 25— 16 —23 + 13
627:24—14—23+13

. 22
Vamos a verificar que x = ) .7, ; + €24 + €96, elemento de St



<e,rz>=0+0+1+0+1+14+0+1+14+1+0+1+1
+14+14+0+14+14+1+1+14+140+0=16=0
<epr>=0+0+0+0+14+14+0+1+1+1+0+1+1
+14+14+0+14+14+1+1+14+14+1+0=16=0
<e,r>=14+0+0+14+0+1+1+0+1+1+1+0+1
+14+1+1+04+14+1+1+14+04+1+0=16=0
<epr>=0+0+14+04+04+04+0+1+1+1+0+1+1
+14+1+0+14+14+1+1+14+140+0=14=0
<e,r>=1+14+04+0+04+0+14+0+1+1+1+0+1
+14+1+14+04+14+1+1+14+04+0+0=14=0
<e,r>=14+14+1404+04+0+1+1+0+1+1+1+0
+14+1+1+14+04+1+1+14+04+1+0=16=0
<enr>0+0+14+0+14+14+04+0+0+0+0+1+1
+14+14+0+14+14+1+1+14+14+1+0=14=0
<eg,r>=14+1+0+14+0+14+0+0+0+0+1+0+1
+14+1+14+04+14+1+1+14+14+0+0=14=0
<egr>=14+14+14+14+14+40+0+0+0+0+1+1+0
+14+1+1+14+04+1+1+14+04+0+0=14=0
<epp,rz>1+14+1+14+1+14+04+0+04+0+1+1+1
+0+1+1+14+14+0+1+14+04+1+0=16=0
<en,r>=0+0+1+0+1+14+0+1+1+1+0+0+0
+04+0+0+14+14+1+1+14+04+0+1=12=0
<e,r>1+1+0+1+0+14+14+0+1+1+0+0+0
+04+0+1+04+14+1+1+14+04+0+0=12=0
<eps,r>1+1+1+14+1+0+1+14+0+1+0+0+0
+04+0+1+14+0+1+1+14+04+1+0=14=0
<ey,r>=1+1+1+14+1+14+1+1+1+0+0+0+0
+04+0+1+14+14+0+1+14+04+0+0=14=0
<ep,z>=1+1+1+14+1+14+1+1+14+1+04+0+0
+H0+0+1+1+14+1+04+1+0+0+1=16=0
<ep,r>=0+0+1+0+1+14+0+1+14+1+0+1+1
+14+14+0+04+04+0+0+04+0+1+1=12=0
<enr>1+1+0+14+0+14+14+0+1+1+1+0+1
+1+14+0+0+04+0+04+0+14+1+1=14=0
<eg,t>=1+14+1+14+14+0+1+14+0+1+14+1+0
+14+14+0+04+04+0+0+0+14+0+1=14=0
<epg,r>=1+1+1+14+1+14+1+1+14+0+1+1+1
+04+14+0+04+0+0+0+0+14+1+1=16=0
<eyp,z>=1+1+1+14+1+1+1+1+14+1+1+1+1
+1+04+0+0+04+0+04+0+14+1+0=16=0
<en,r>=1+1+1+14+1+1+1+1+14+1+1+1+1
+14+14+0+04+04+0+04+04+14+1+1=18=0
<ep,r>14+0+1+0+1+0+0+14+0+0+0+1+0
+04+0+1+04+14+1+1+14+04+0+0=10=0
<ey,r>14+0+1+0+1+0+0+14+04+0+0+1+0
+04+0+1+04+14+1+1+14+04+0+0=10=0

o1
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<ey,r>0+1+14+0+0+14+0+0+1+0+0+0+1
+04+0+1+1+0+14+1+14+04+04+0=10=0
<ep,r>0+0+0+14+1+14+0+0+0+1+0+0+0
+14+0+1+1+14+04+1+1+04+04+0=10=0
<ey,r>>=0+0+0+0+0+0+14+1+1+1+0+0+0
+04+14+1+1+14+14+0+14+04+04+0=10=0
<ey,t>=0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+0+1+1
+14+14+1+1+14+14+1+14+04+04+0=10=0

Por lo tanto = € SH*.

Notacién 153. llamemos por § a los politabloides que son de la siquiente
forma:

es = donde 3 <z <y<n

‘H‘ .

llamemos por v a los politabloides :

—_
w

donde 3 <z <n-—1

67:

)
8

Observacion 154.

0 Siy=zya =3
1 Siy=xya #3;
< eﬂ” 6»\// >: 0 < 6,77 65/ >: ] y y #
1 Siy#zya=3;
0 Siy #xya #3;
(1 Sia'4ayy #v;
0 Sid/#zyvy =y;
< es, €5 >= . 7& v ’
0 Sidd=zvyy =y;
0 Sid'=zyy #y;
(0 Sid/#zyad £y,
<esey >=4q1 Sia =uw;
(1 Sia' =y;
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Observacion 155. Note que hay n — 3 e,’s , por notacion e, son los

politabloides de 2z donde 3 < x < n.

Por otra parte la dimensién de S* = @, y por lo tanto el nimero de los
el ’s es:
n(nQ— 3) (n—3) = (n— 2)2(n —3)

Ahora calculamos el producto interior < > es, es >. De 154 el producto
interno < es, e >=1Siax’ # x 0y’ = y.vamos a contar cuantos es’s cumplen
con esta propiedad; para esto vamos a calculamos su complemento, es decir,
cuando ' = x o ¢y = y. si ' = x entonces los politaloides que estamos
comparando son los que tienen los tabloides xy y xy’ como 1’ estd variando,
entonces hay n — x que cumplen esto.

Para iy’ = y tenemos que los politabloides son xy y 2’y , como x’ esta variando
entonces hay y—3 ocurrencias y hay 1 ocurrencia en la interseccion, entonces:
loses'sque s’ =z o0y =ysonn—z+y—3—1=n—4+(y — ).

Entonces la formula general de < > es, €gere > pata toda n es :

<Z€5/,65 >= (n=2)(n=3) —(n—x+y—4)

2
Para n = 1 (mod 4) vamos a demostrar que el elemento de S* que
pertenece a SuL es:
=Yar ¥ e
i impar

Primero analizamos la paridad de los términos de la formula general. frac(n — 2)(n — 3)2
es impar , esto se debe a que como n =1 (mod 4), n —3 =2 (mod 4).
Por otro lado n — 4 es impar .
Esto implica que la paridad de < ) es, 5 > depende de la paridad de y — .
Si y — z es par entonces < Y. es, €5 > es par. Si y — z es impar entonces
< Y es,es > es impar.

Si estamos en un campo de dos elementos:

Si < > es,es >= 0, tenemos tres casos.

x par y y par tomemos un es fijo, es = xy — ly — 2z + 12.
consideramos e, = 2z’ + 12" + 23 + 13 donde 5 <2’ <n —1
Vamos analizar el producto interno de < e5,e» >=0 2 par y y
Analizando los terminos que contribuyen en e..
El tabloide 22’ contribuiria en el producto interno si ' = x o 2’ = 3. Pero
no pueden pasar ninguno de los dos casos, debido a que ; en el primer caso
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x' = x porque z es par =’ impar; y el segundo caso por notacién de los de los
e~. Por lo mismo la contribucién de los tabloides 12" y 23 es 0 Por dltimo la
contrbucién del tabloide 13 es cero. Por lo tanto < Y delta, A >=0

x es impar y es impar

Hay dos casos:

1.

Cuando x # 3. El tabloide 22’ cuando ' = = hay una ocurrencia. 1z’
también hay una ocurrencia. Entonces las occurrencias totales son dos.

Como estamos en un campo de 2 elementos,la < e, >, impar €y >=0

Cuando x = 3

En este caso es = 3y — 1y — 23 + 12.

El tabloide 22’ no tiene contribucion, esto se debe a que tendria 2’ = 3,
pero por definicién de e,, ' debe ser diferente de tres. El término 12’
contribuye cuando z’ = y, es decir 1 vez; en el término 23 una vez. Por
lo tanto el producto interno < > €y 5 >=2 = 0.

i impar

Por lo tanto < eg, A >= 0.
Sila < > 9,0 >= 1. Entonces z — y es impar y se dan las siguientes

posibilidades.

» zespar,yesimpar e, = 22'+12'4+23+13 No hay ninguna contribucién

en el tabloide 22'; hay una en el tabloide 1z’, cuando ' = y;no hay
contribucién en 23 y 13. Por lo tanto la > _,_, e,,,e5 = 1. Por lo tanto
<oAN=0>

= 7 impar y par.

Pueden suceder :

1. 2=3e=3y—1y—23—-12e, =22 — 12’ — 23 — 13
No contribuyen los tabloides 2z’, 12, 13. El tabloide 23 contribuye

23 (numero impar), ya que y es impar. < > e, es >= 1 Por

2
lo tanto < es, A >= 0

iimpar

2.z # 3 El termino 22’ interviene una vez cuando =’ = x; los demas

terminos no contribuyen < 7, . e, e5 >=1.

Y por lo tanto < es, A >= 0.



Capitulo 5

GAP

5.1. Programa

En esta seccién se hace un programa para encontrar explicitamente los
elementos de S* que pertenecen a SH* :

son_perpendiculares := function(x,e)
# e es politabloide, x es combinacion lineal de politabloides

local aux, q;

aux := 0;
for q in x do
aux := aux + Size(Intersection(q,e));
od;

if IsEvenInt(aux) then
return true;
else
return false;
fi;
end;

s
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es_ortogonal := function(x,smu)
# smu es una lista de todos los politabloides standard,
# x es un subconjunto de smu, es decir, x es una
# combinacion lineal de politabloides con coeficientes en F2

local flag,y;
flag := true;

for y in smu do
if not(son_perpendiculares(x,y)) then
flag := false;
break;
fi;
od;

return flag;
end;

il

crea_smu := function(n)
# Crea al conjunto de politabloides standard de
# tamanio (n-2,2)

local smu, x, y;
smu := [];

for x in [4..n] do
A;d(smu,[[l,x],[1,3],[2,3],[2,X]]);

for x in [3..(n-1)] do
for y in [(x+1)..n] do
A;d(smu,[[1,2],[1,y],[2,X],[XaY”);
od;
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return smu;
end;

#77

smu_ortogonal := function(n)
# Calcula los elementos de smu ortogonales a todo smu

local smu,smu_ortogonal, x, subsets;

smu := crea_smu(n);
smu_ortogonal := [[;
subsets := Combinations(smu);

for x in subsets do
if es_ortogonal(x, smu) then
Add(smu_ortogonal, display_poli(x));
fi;
od;

return smu_ortogonal,
end;

R

display_poli:= function(x)
# Escribe politabloides simplificados

local resp, v;

resp := [J;
for y in x do
Add(resp,y[4]);
od;
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return resp;

end;

Este programa lo hicimos para ayudarnos a la dimensién de D*

rutinas

5.2.

2 (mod 4)

Calculamos S* N S* para n
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gap> Sort(1l);
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gap> quit;

Al analizar esta corrida encontramos los cinco elementos que son lineal-

mente independientes son.

[2,6] ]
[3,6] ]
[4,5],

[2,8],
(3,51,

([ [2,4],

[ [3,4],

(2,4],[2,6] ]

(5,611]
(2,6] 1]

[3,5],

[ [3,4],

[4,6],
[4,6],

[3,5],

[ [3,4],

[ [3,4],[3,6],
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Capitulo 6

Conclusion

En esta tesis vimos las particiones p-regulares para formar, para formar
el médulo de Specht, y finalizar analizando las representaciones irredusibles
de S,,.

Por medio de Symmetrica analizamos las dimensiiones de las representa-
cioones irredusibles de S,,, por medio de este analisis pudimos encontrar una
manera explicita de calcular esta dimensiones.

Esta manera se puede encontrar para cualquier primo; ésta tiene dos casos,
cuandop =246 p > 2.

Algunas de estas formulas se demostraron y las otras se dejan como con-
jetura, debido a que en estos casos la dimensién de S# N S#t depende de n.

Con el proposito de encontrar una manera de demostrar cuando p = 2 las
conjeturas construimos un programa que calcula S*N.S#*+. hicimos la corrida
del programa cuando n = 6 que es el primer caso cuando n = 2(mod 4), y
despues calculamos la dimensién de S* N S#* Para el siguiente caso ya no se
pudo calculaar.

Notamos que si pudieramos demostrar las conjeturas para p = 5 ya se de-
muestran para todos los primos; debido a que el producto interno de dos

politabloides es a lo mas 4.

Por dltimo si p es lo suficientemente grandes se pueden calcular casi todas las
dimensiones de las representacioines irreducibles de S,, de dichas particiones.
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El libro clésico para el estudio de las representaciones irreducibles de los
grupos simétricos es [3]. En este libro se discute la teoria de representaciones
tanto cldsica (en caracteristica cero) como modular (en caracteristica prima).
De este libro obtuvimos la mayor parte de los resultados preliminares que
discutimos en esta tesis. Un tratado aiin mas completo de las representaciones
de los grupos simétricos se puede encontrar en [4].

El algebra lineal que se utiliza en este trabajo es basica, y se puede en-
contrar por ejemplo en el [2]. La teoria de grupos que usamos también es
bastante elemental, y puede hallarse en el [1].

En [5] se calculan dimensiones de algunos médulos simples para los grupos
simétricos en caracteristica dos.
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