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RESUMEN.

La invasion de agua a pozos petroleros, es sin duda, un problema de gran interés, tanto en
un contexto econdémico como cientifico. Las compaiiias petroleras producen un promedio
de tres barriles de agua por uno de petréleo que extraen de los yacimientos agotados. Se
gastan varias decenas de billones de dolares por afio para hacer frente a los problemas de
agua indeseada.

En la tesis expongo algunos resultados que se generaron para el Proyecto Bellota-Jujo de
PEMEX que se realizo con la finalidad de crear un modelo que predijera el fenomeno de
invasion de agua a los pozos productores. Al contar con el modelo matematico se procedio
resolverlo numéricamente por medio del Método del Elemento Finito (MEF), puesto que
una solucion analitica no era posible debido a la complejidad del problema.

A pesar de que el modelo se establecio para ser resuelto en un dominio rectangular, se
pensd en crear un generador de mallas sobre regiones irregulares para extender, en un
futuro proximo, el mismo modelo a regidn mas representativa del fenomeno. Para el disefio
del generador me bas¢ en los trabajos del Dr. José Gerardo Tinoco Ruiz (2000). Los dos
programas que surgieron con este fin, PAVE y PAVE Editor, fueron escritos en el lenguaje
de programacion C++ utilizando los conceptos de Programacion Orientada a Objetos.
Ambos son descritos, en su funcionamiento y disefio, en uno de los capitulos de la tesis.

Los resultados obtenidos con el generador fueron comparados con mallas obtenidas por
otros autores, comprobando su buen desempefio.

Para verificar la certeza del modelo establecido para el problema de flujo se realizaron
varias simulaciones, logrando predecir resultados observados en los pozos del Activo
Bellota-Jujo.



CAPITULO 1

INTRODUCCION GENERAL

Del petroleo se dice que es el energético mas importante en la historia de la humanidad;
un recurso natural no renovable que aporta el mayor porcentaje de la energia que se
consume en el mundo.

Aunque se conoce de su existencia y utilizacion desde épocas milenarias, la historia del
petréleo como elemento vital y factor estratégico de desarrollo es relativamente reciente,
menos de 200 afios.

En 1859, Edwin L. Drake perforo el primer pozo con el propdsito especifico de producir
petroleo, con el fin de generar cantidades industriales de kerosina para la iluminacion.

Este se considera el inicio de la industria petrolera, aunque se sabe que los rusos también
perforaron sus primeros pozos de petrdleo entre 1806 y 1819, asi como los canadienses en
1857. Citando a Max Ball, un destacado intelectual norteamericano:

"El pozo de Drake no fue el primero en suministrar petroleo, pues éste ya habia sido
producido excavando fosas desde hace cientos de anios. No fue el primer pozo en producir
petroleo porque muchos pozos perforados para sal habian producido petroleo, tanto en los
Estados Unidos como en la China. No fue ni siquiera el primer pozo perforado con este
especifico proposito de obtener petroleo porque los chinos probablemente habian
perforado con este fin antes de Cristo. ;Cudl fue entonces el mérito del pozo perforado en
Titusville por Edwin Drake, otrora conductor de ferrocarriles, "coronel” por cortesia,
superintendente de una empresa petrolifera? Simplemente éste: fue el primer pozo
perforado con el especifico proposito de obtener petroleo en una region con abundantes
yacimientos petroliferos, en un tiempo en que el mundo, rapidamente industrializado
requeria iluminacion y maquinas y clamaba por fuentes de materiales para combustibles y
lubricantes. Y por ultimo, el descubrimiento del petroleo se hace en un sitio donde disponia
de transportacion relativamente barata con ferrocarriles nuevos".

Previo a la aplicacion que le dio Edwin Drake al petrdleo, los florecimientos petroleros se
utilizaban principalmente para producir asfalto, como fue el caso del Lago de Asfalto de
Guanoco, del Estado de Sucre, en Venezuela. Cuando se fundd la primera empresa
petrolera venezolana, llamada PETROLIA, se enviaron técnicos a capacitarse con el Sr.
Drake.



1.1 INTERVENCION DEL AGUA EN UN CAMPO PETROLERO

En la practica en todos los reservorios de aceite se presenta el flujo simultaneo de agua,
aceite y gas, especialmente en los procesos de produccion. De gran interés es el mecanismo
de drenaje de agua en donde esta desplaza parcial o completamente al aceite y al gas.

En “Walter Control,” Oilfield Review (2000) se reportd que: en USA, en promedio son
producidos siete barriles de agua por cada barril de aceite y en el mundo tres barriles de
agua por uno de aceite. El costo de disponer de esta agua es estimado en USA entre 5y 10
billones de dolares y aproximadamente en 40 billones en el mundo entero.

Si se tiene en cuenta que la producciéon mundial de agua es aproximadamente 210
millones de barriles por dia (33.4 millones m’/d) en comparacion con los 75 millones de
barriles de petroleo en el mismo tiempo, puede decirse en algin sentido que la produccion
de muchas compaifiias es agua. La estimacion del costo de los sistemas de manejo de agua
oscila entre 5 y 50 centavos de dolar por barril de agua y puede ascender a 4 dolares por
barril de petréleo en pozos que producen petrdleo con un 80% de corte de agua.

El agua se encuentra presente en todas las etapas de la vida del campo petrolero, desde la
exploracion hasta el abandono del campo, pasando por el desarrollo y produccion del
mismo. Cuando se extrae petréleo de un yacimiento, tarde o temprano, el agua proveniente
de un acuifero subyacente o de los pozos inyectores se mezcla y es producida junto con el
petroleo. El flujo de agua termina por invadir la tuberia de produccion y las instalaciones de
procesamiento en la superficie en la cual se extrae y desecha, o bien se inyecta para
mantener la presion en el yacimiento.

El agua que se encuentra en el campo petrolero puede clasificarse de la siguiente manera:

»  Agua de barrido. Proviene de un pozo inyector o de un acuifero activo que
contribuye al barrido del petroleo del yacimiento.

»  Agua buena. Es el agua producida en el hueco a una tasa inferior al limite
econdmico de la relacion agua/petroleo. Es una consecuencia inevitable del flujo de
agua a través del yacimiento, y no se puede eliminar sin perder parte de las reservas.
La produccion de agua buena tiene lugar cuando existe un flujo simultaneo de agua
y petroleo en toda la matriz. Dado que el agua buena, por definicién, produce
petroleo junto con ella, se maximiza su produccion.

»  Agua mala. Puede definirse como el agua producida en el hueco que no produce
petréleo, o que produce una tasa de petroleo econdmicamente insuficiente.

En pozos individuales los problemas con agua mala pueden clasificarse, generalmente, en
diez casos dependiendo de varios aspectos; en la mayoria existen maneras de tratarlos [1],
pero econdmicamente suele ser costoso.



No obstante que se tienen maneras de tratar el problema no es posible predecirlo. En el
siguiente trabajo se presenta un modelo y resultados parciales de un proyecto que se inicid
con el fin de resolver el problema y comprender el fendmeno de invasion de agua en pozos
productores de aceite.

Figura 1.0. Deteccion y rastreo de cambios de datos durante la produccion.



CAPITULO 2

DESARROLLO

En este capitulo presento los conceptos necesarios para la creacion del modelo que
describe el fenomeno. Béasicamente son conceptos relacionados con el medio poroso y las
propiedades de los fluidos que fluyen a través de él.

2.1 POROSIDAD

El sistema fisico, definido por el reservorio, ocupa una region V del espacio. El volumen
V es la union del volumen ocupado por los poros y del volumen del solido.
Cuantitativamente:

V=V, +V (2.1)

V, comprende el volumen total de los poros y V; el volumen de solido. En el sistema se

pueden almacenar fluidos en una o mas fases. Esta propiedad queda determinada para
cualquier pequeiio elemento de volumen AV con masa Am por la siguiente definicion
operativa:

_ AV dV
¢)(l",t)=N1/1_l;I(lW A[/('p - dV(ﬂ (2'2)

donde AV, es el volumen de los huecos o poros en la muestra de roca AV y 6V es el

volumen representativo mas pequefio de roca porosa, de masa dm que sea posible medir en
laboratorio. Para motivos practicos 8V ~ 1 mm’ aproximadamente. Con esta definicion,
cualquier elemento diferencial de volumen poroso, en una roca de porosidad variable,
puede en principio calcularse mediante la relacion:

dv,=o(7,t)dV (2.3)

2.2 SATURACION

Si varias fases coexisten como en un fluido bifasico, la saturacion de la fase f es
determinada por:



AV, dV, (24)

0=, =,

La suma de saturaciones de todas las fases presentes sera la unidad.

Figura 2.0. Medio Poroso.

2.3 PRESION DE CAPILARIDAD

Cuando dos fluidos inmiscibles estan en contacto en la interseccion de un medio poroso,
existe una discontinuidad en la presion en la interfase de separacion de estos. Su magnitud

depende de la curvatura de la interfaz. La diferencia en la presion ( pc) es llamada presion
de capilaridad:

Pe=P,~ Py (2.5)

donde p, esla presion de la fase de aceite y p,, la del agua.
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2.4 PERMEABILIDAD RELATIVA

Cuando el medio poroso contiene mas de una fase del fluido (aceite y gas, liquido y
vapor) la conductancia del medio a una de las fases se llama permeabilidad efectiva. Esta
depende de la fraccion volumétrica de cada fase presente en el espacio poroso (saturacion
de la fase) y de las caracteristicas mojantes del fluido. El concepto de permeabilidad
relativa se refiere al cociente de la permeabilidad efectiva entre la permeabilidad absoluta y
se origind al extender la ley de Darcy para un fluido monofasico, a un flujo de fluido
bifasico. Matematicamente se expresan por:

K
k =—r2<] 2.6
= (2:6)
K
k =—2<1 2.7
L (27)

donde K, y K, son la permeabilidad efectiva para cada uno de los fluidos y K es la
permeabilidad absoluta.

En la practica se considera que las permeabilidades relativas dependen unicamente de las
saturaciones correspondientes.

) \ew

BA \\

[ H

¥ |
] LY [ L] [t al Ll

SATURACIAON DEL AT &
Figura 2.1. Grdfica que muestra una curva tipica de la dependencia entre k., y S, .

2.5 LEY DE DARCY

PEEMEABILID AD FELATIVA DEL AGTTA

La ley de Darcy para un flujo, compuesto por un solo fluido, en un sistema horizontal con
una tasa de flujo volumétrico O, sobre una muestra de material poroso de longitud L y
seccion de area transversal A, es dado por:
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KA dp (2.8)

donde Ap es la presion aplicada sobre la muestra, x es la viscosidad del fluido, y K es la
permeabilidad absoluta del medio. Para un flujo en una sola direccion (suponiendo paralelo
al eje x) la ley de Darcy se reescribe en forma diferencial:

y-2__Ko» (2.9)
A M Ox

donde v es la velocidad de flujo superficial. El signo negativo en (2.9) indica que la

presion declina en la direccion del flujo.

La ley de Darcy se generaliza en tres dimensiones, incluyendo los efectos de gravitacion,
como sigue:

Vz—%(@p—pg@D) (2.10)

con p la densidad del fluido, g la aceleracion de la gravedad y D la profundidad.

La ecuacion (2.10) involucra a un solo fluido. Como en el problema concerniente a este

trabajo intervienen dos fluidos, la ley de Darcy se extiende de la siguiente manera:

:—ﬁ(ﬁpw ~p,8VD) (2.11)

w

<!

v __k, (Vp,-p,2VD) (2.12)

[

donde wrepresenta la fase del agua y o la de aceite, para este caso.
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2.6 CONSERVACION DE MASA

Consideremos un balance de masa de un flujo compuesto de un solo fluido, sobre una
pequefia caja con longitud Ax, ancho Ay y altura Az. El centro de la caja localizado en

1 1 1
X'=x+=Ax, Y =y+—Ayy z'=z4+—Az.
> y =Yy > )y >

" [x,y',x'] T ¥ [x+ﬁx,y',x']
— . 4 »
| o
_ K

D —

Figura 2.2. Elemento diferencial de volumen.
La tasa de masa que fluye sobre cada uno de los lados de la caja es:

lado izquierdo

p(x.y. 2 )y, (%, 2 ) AvAz = AyAz(pv,), .. (2.13)
derecho
p(x+Ax,y, 2" v, (x+Ax, ¥, 2 ) AyAz = AyAz(pv,) . .. (2.14)
correspondiente a la cara delantera
p(x', 3.2 )y, (¥, 2,2 ) Axdz = Axdz(pv, ), (2.15)
a la cara posterior
p(x'.y+Ap,2' v, (x, y+ Ay, 2') AxAz = AxAz( pv, )x,qyw’z, (2.16)
a la inferior
p(x, ¥ z)v, (X, 2) AxAy = AxAy (pv.) , . (2.17)
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y la superior

p(x, ¥, z+Az)v (¥, ), 2+ Az) AxAy = AxAy (pv., ) (2.18)

X'y z4+Az

El volumen de la caja es AxAyAz; la tasa de inyeccién de masa dentro de la caja esta
dada por:

qAxAyAz (2.19)

donde q es la tasa de masa de inyeccion por unidad de volumen del reservorio. Y la tasa de
acumulacion de masa dentro de la caja:

MMAyAz (2.20)

ot

donde ¢ es la porosidad del medio. Dado que la masa se conserva,

[tasa de entrada]—[tasa de Salida]+[tasa de inyeccio’n] = [tasa de acumulacién]
(2.21)

Sustituyendo (2.13)-(2.19) en (2.21), dividiendo por ArxAyAz y tomando el limite
cuando Ax >0, Ay >0 y Az—0,

o(¢ p)
ot

~V(pV)+q= (2.22)

Cuando el fluido esta compuesto por dos componentes que fluyen simultineamente en el
reservorio, como en el problema que se trata de resolver, se requieren los conceptos de
saturacion, permeabilidad relativa y presion de capilaridad, introducidos anteriormente. La
ley de Darcy se modifica de la siguiente manera:

<!

= —&(?pw - p,8VD) (2.24)

w

V) =—[;0 (Vp, - p,gVD) (2.25)

Utilizando (2.6) y (2.7), reescribimos (2.24) y (2.25) como,

v, = —%(ﬁpw - p,&VD) (2.26)
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7, = - (Vp,-p,gVD)

o

(2.27)

La modificacion en la deduccion de la ecuacion (2.22) , para el caso bifasico, se realiza

solamente en el término de acumulaciéon dado por (2.20). Para la fase de aceite la

sustitucion es:

(e p,S,)

AxAyAz
ot v

y para la del agua:

a ((0 prw )

AxAyAz
ot v

La ley de conservacion de masa, para ambas fases, es dada por:

L o(p p,S,
~V(p¥,)+4, =—((p£ )

B} 3(p p.S.
-V(p.¥,)+4q, = %

-15 -
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(2.29)

(2.30)

(2.31)



CAPITULO 3

MODELO MATEMATICO

3.1 INTRODUCCION

El Activo Bellota-Jujo, como muchos otros yacimientos de hidrocarburos en México y en
el mundo, esta asociado a un acuifero profundo y, por consiguiente, contiene agua y aceite.
Al agua presente en el petroleo se le denomina de varias formas en la literatura
internacional: conificada, intersticial, de la formacion, salmuera, etc. Este Gltimo parece ser
el caso correspondiente al activo, pues el agua de Jujo contiene NaCl y otras sales. En
adelante, simplemente llamaré agua a este componente salobre. En algunos casos de pozos
en el activo Jujo, el volumen total de agua producida iguala o excede a la produccion de
aceite. El manejo de esta agua en la formacion se convierte entonces en un serio problema.
La presencia de agua intersticial en los poros afecta a varios pardmetros del reservorio: las
saturaciones efectivas de aceite y agua, la mojabilidad de la roca porosa, la permeabilidad
relativa de cada fase y hasta la misma quimica de los aceites producidos.

La meta principal, en la simulacion de yacimientos de hidrocarburos, es la prediccion del
rendimiento futuro del reservorio y la optimizaciéon de las recuperaciones primaria,
secundaria y terciaria del aceite y del gas.

El proceso de ingreso de agua, conforme el pozo produce aceite, puede ocurrir en forma
lateral, desde el fondo de la zona de extraccion o en ambas direcciones. Parece ser el caso
de que los pozos asi invadidos en el Activo Bellota-Jujo tienen un acuifero profundo
subyaciendo al yacimiento y, por consiguiente, el flujo de agua es esencialmente vertical.
En estas condiciones, el mecanismo principal del flujo de agua es causado por la elasticidad
y compresibilidad de la roca y la consiguiente expansion del acuifero que acompafia a la
extraccion de aceite. Esta produce una disminucion de la presion del yacimiento en zonas
profundas. Como el volumen inicial del reservorio no cambia, es decir, permanece
practicamente constante, entonces la suma del volumen de aceite y agua mas el volumen
total de fluido extraido, es también constante en cada tiempo. Dicho de otra forma, la suma
algebraica de los cambios de volumen de ambas fases es siempre cero.

AV, +AV, +AQ, =0 (3.1)
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El efecto de la invasion de agua, sumada a la extraccion, produce una disminucién
paulatina del volumen original del aceite, acompafniada del desplazamiento hacia arriba de
la frontera de contacto entre el aceite y el agua. El efecto local a mediano o corto plazo es
que el pozo ird produciendo cada vez mas agua hasta ser totalmente invadido, es decir su
gasto sera cercano al 100% de agua. El efecto global a largo plazo es que todos los pozos
de la zona productora produzcan sélo agua o una mezcla agua-aceite donde el gasto de agua
predomine.

La frontera original del contacto entre el aceite y el agua puede ser un plano o una curva
suave y continua. Pero al darse el efecto de invasion de agua, esta curva llegaré a ser de una
gran complejidad, caracterizada por pendientes abruptas en las zonas de pozos con mayor
conificacion de agua. Otros efectos paralelos son estructurales y provocados por la
diferencia de compresibilidades actuantes. La compresibilidad del agua es menor que la del
aceite (de 1 a 25 veces menor), mientras mas ligero, mayor es esta diferencia. En cambio,
las compresibilidades del agua y de la roca son muy similares.

Falla T onductiva T

Acette Bp=10, 6000 m.

Se=1 —*
\ Fulla prodiac tors
Zona de transicidn b,

aceite + agua g
St Ee = 1

< Cuntactl_:l
agua-aceite

Sa=1 5,=10

Aeuifero

Figura 3.0. Representacion esquemadtica del Acuifero, el Reservorio y la Falla.

3.2 DESCRIPCION Y FORMULACION GENERAL DEL PROBLEMA

Probablemente, debido a tensiones superficiales, una gran cantidad de aceite queda
atrapada en los poros, predominando la movilidad del agua de invasion. Mientras mas
pesado y viscoso sea el aceite, la movilidad del agua dominara mas en la mezcla de ambos
fluidos inmiscibles. Esto es descrito por el gasto total q = qy + qo vy por el cociente de

gastos: ﬂ=ﬁ>l (4, =£ es la movilidad de la fase, xi su permeabilidad y ; su
o 0 ui

viscosidad dinamica, i = w, o). Si el gasto del pozo es muy alto, el fluido producido seria
predominantemente agua.
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Sea B, =Pus ¢] factor de volumen del agua en la formacion (densidad del agua a
pr
condiciones estandar entre densidad del agua a condiciones de yacimiento), este factor
representa el cambio o expansion que sufre el volumen del agua entre el yacimiento y la
superficie del campo. Como esta expansion es pequeiia, consideramos que By, ~ 1.
El problema queda determinado de la siguiente manera:

= El agua invade el reservorio de aceite a través de una falla que corta un acuifero, el
cual se encuentra a 6000 m. de profundidad y tiene una temperatura de 150 °C.

= El acuifero y el yacimiento de aceite forman un sistema geoldgico Unico, acotado en
todas sus fronteras por rocas impermeables conformando un volumen profundo
cerrado e isotérmico.

= El agua proviene del acuifero profundo, el cual cede agua al yacimiento en
respuesta a variaciones de presion en la frontera de contacto agua-aceite.

= E] aceite se produce en pozos terminados arriba del acuifero.
= El flujo es en dos fases solamente: agua (w) y aceite (0).
= LaLeyde Darcy y la de Continuidad se aplican a ambas fases.
= Se usan formulas estandar para las permeabilidades relativas.
= Las permeabilidades relativas y la presion capilar s6lo dependen de las saturaciones.
= Se consideran constantes los siguientes parametros:
= Permeabilidad de la roca, viscosidades y densidades de ambas fases.
* En la frontera del contacto agua — aceite para cada pozo, la solucién de linea

fuente infinita puede permitir el calculo del abatimiento de la presion del aceite
o del agua.

3.3 DATOS DE CAMPO NECESARIOS PARA RESOLVER EL PROBLEMA
A partir de la formulacion del problema, los datos requeridos para el modelo son:

= La presion inicial y la presion promedio del yacimiento medida en varios intervalos
de tiempo una vez empezada la extraccion de aceite.
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= El volumen inicial del agua en el acuifero y el volumen inicial del aceite.

= La profundidad inicial del contacto agua—aceite y la profundidad total del
yacimiento.

= La cantidad total de aceite y agua producidos, medida a la presion atmosférica local
y en cada intervalo de tiempo con produccion continua.

= Datos de temperatura: el acuifero estd a 150 °C y a 6000 m. de profundidad.

= La saturacion residual del agua S,; y su distribucion en el reservorio. Esta puede
estimarse de curvas de capilaridad por drenaje. Una formula fundamental es:

P.(S,)=hApg (3.2)

[

donde Ap=p, —p,, g= 9.8ﬁ2 y h, es la altura sobre el plano de presion capilar P, = 0.
s

Este plano o superficie es la frontera de contacto aceite-agua (COW o CAA) donde Sy, = 1,
So = 0. La zona de transicion es donde coexisten ambas fases inmiscibles. La saturacion
residual del agua Sy se alcanza en el punto del reservorio donde S, = 1.

3.4 POSIBLES EFECTOS DE LA TEMPERATURA

Las viscosidades del agua y del aceite se reducen por el efecto de incremento de
temperatura, por consiguiente esta variable puede afectar el desplazamiento de ambos
fluidos en procesos de recuperacion térmica. En cambio la permeabilidad absoluta de la
roca tiene una tendencia clara a disminuir de valor a mayor temperatura. Lo mismo ocurre
con la porosidad debido a la expansion de la matriz.

En cuanto a las permeabilidades relativas, hay evidencia experimental de la variacion de
este parametro con la temperatura. Por ejemplo, Passmore y Archer (1985) reportan un
incremento significativo de la permeabilidad relativa del aceite al aumentar la temperatura.
Se acepta comunmente que la saturacion residual del aceite disminuye, sobre todo la de
aceites pesados, y que la saturacion irreducible del agua aumenta con el incremento de
temperatura. Este ultimo efecto desplaza hacia abajo y a la derecha la curva del flujo
fraccional del agua en una grafica (Sy, fy) al aumentar la temperatura. Los mismos autores
(Passmore y Archer, 1985) refieren trabajos previos a 1985 donde se muestra en
experimentos de laboratorio que la histéresis entre las curvas de drenaje e imbibicién
disminuye al aumentar la temperatura.
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35 MODELO GENERAL TRIDIMENSIONAL CON PARAMETROS
CONSTANTES

En el problema considero el flujo simultaneo de los dos fluidos inmiscibles aceite y agua,

en un medio poroso, en tres dimensiones. Para el establecimiento de las ecuaciones se
acepta que:

= No existe transferencia de masa entre los dos fluidos.
= Laley de Darcy es aplicable.

=  FE] sistema es isotérmico.

Los siguientes parametros son constantes: K, [y, lo, Ows o> &5 0.

El modelo queda formado por:

La Ley de Darcy en tres dimensiones para cada una de las dos fases, (2.26) y
(2.27).
Las ecuaciones de conservacion de masa para cada una de las dos fases, (2.30) y

(2.31), pero tomando los términos q y gy nulos.

= La ecuacidn que relaciona ambas saturaciones:
S, +S, =1 (3.3)
= La ecuacion en la definicion de la presion de capilaridad (2.5) .

El flujo inmiscible de aceite y agua ocurre en un plano de falla inclinado del medio
poroso, formando un angulo 6 € [0, 71/2] con la vertical X3, es decir 8 = LO, O X3. Los
fluidos ingresan a la falla desde la formacién por Py a una distancia h y a velocidad
constante u, (x,y,z,0) = u(,O y uwo = u,, (x,y,z,0) respectivamente. Las coordenadas (X, y, z)
representan la direccion vectorial del flujo de ambos fluidos en el dominio ocupado por la
formacion que contiene a la falla productora.

-20 -



pC T Z Flano
de falla
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: /

i
Poiz v, z)

X

X
Figura 3.1. Representacidon esquematica del pozo.

3.6 DESARROLLO DEL MODELO EN TRES DIMENSIONES

Por motivos practicos de simplificar la escritura de las ecuaciones, defino las siguientes

variables:

velocidad darciana del agua

[}

W=V,
velocidad darciana del aceite
{; = 4’0
velocidad total de las fases
U=w+v

Considerando (2.30) y (2.31) y como las densidades de las fases son constantes

V-v+

S

Sumando (3.4) y (3.5)
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De (3.3) se sigue
V- (W+7)=V-i=0 (3.7)

La velocidad total es la suma de velocidades de ambas fases, y como la velocidad inicial
total es constante se deduce que, al fluir juntos ambos fluidos, i# =const. En general
podemos considerar el medio como anisotropico y definir el tensor de permeabilidad
absoluta como la matriz constante:

k. 0 0
K=/0 k, 0 (3.8)
0 0 k
Sustituyendo (3.8) en (2.26) y (2.27)
L k.o.p, W,
W =1 (ﬁpw _pwgﬁD) = _/,i’w kyaypw = Wy (39)
’Llw kzézpw - kzpwgcose Wz
anXPO vx
.k, = = '
¥ =—=2K(Vp,-p,gVD)=-4, k,0,p, =| v, (3.10)
Ho k.0.p,~k.p,gCos0) |v.
donde ,
)Lw = k_”W
/’lw
ke
#0
1 1 1
—_— =t —
ﬂ’ 2/H/' 2/(]

A partir de (3.9) y (3.10) se puede despejar los gradientes de la presion para obtener,
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P, —
0x Ak,
- ap,, w,
Vp, =| =2 |= - (3.11)
8)’ ﬂ’wk}
apw W,
o 1k + p,gCos6
P, -2
Oox Ak,
_ ap A%
Vp, =| Lo | = _ (3.12)
oy Ak,
al)o -V
oz oy + p,gCos0

0 "z

Definiendo las siguientes variables auxiliares, las cuales permiten calcular las seis
componentes de las velocidades de cada fase con las velocidades fraccionarias,

=

Z

=

vx w V} Vz
3gx5_5](y ,gyE_’_fz y &g =—.
u u u u

v ,
x X y ¥y z z

(3.13)

s

=
<

En términos de las velocidades fraccionarias se calcula el gradiente de la presion capilar,

6I)C Zﬁpo _ﬁpw

W, _ Ve uxf;c _ u, _uxf:'c
ZW’ kx 2‘0 kx /Iwkx ﬂ/0 kx
_ w Y% _ uyfy oy _uyfy (3.14)
Ak, Ak, Ak, Ak,
% v u f. u —u_f
e —p )gCosl —EeE 2 oz} - CosO
ﬂ'wkz i{) kZ (pa pvy )g kaZ A’O kZ (po pW)g

Simplificando la anterior expresion,
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Ve =| — -

ux‘}(x _ u,

Ak, Ak,
uy_fy_u_y (3.15)
Ak Ak

0

y y

u f. u
#__Z_i_ — C 9
k. ak (p, = p,)gCos

0 "z

Arreglando algebraicamente cada componente del anterior vector se pueden despejar las

tres componentes de f (Sw):( Sor Lo S )

. Asi se obtiene finalmente una ecuacidon en

derivadas parciales que depende tinicamente de la saturacion del agua:

fx:ikx dp, 8SW+ u, |_ Ak, dp, %_'_i (3.16)
u, | dS, ox Ak, u, dS,6 ox A,
Ak , Ak,
Y ou, (dS, Oy Ak, | u, dS, oy 2,
Ak_| dp, OS, u
=—=| L —r4 = 4 (p — Cos@ | =
f‘z uz |:dSw aZ 2'okz (pu pO)g . :| (3 18)
Ak. dp. 0S. Ak ) '
=—Zf —~¢__Wwy_ 2 - CosO@ +—
s o (P p)gCosO
Definiendo las variables:
Ak, dp Ak, dp Ak, dp Ak
F="—>—¢ F=—r»>"¢c F=""=z"Fc =—=(p, — Cos6 .
Y oowu o dS, 7w, dS, 7w dS, Tou (P =P:)8
Las componentes ( S Lo f. ) se reescriben como:
oS, A oS, A oS A
=F —Y4+—, f=F —+—, f=F —"+G +—. 3.19
fo=h ox A =5 oy A /. 0z ) (3.19)

Partiendo de la ecuacion (3.5) y realizando los siguientes célculos,

ow

Y

Oy

ow

Z

ow
+—= +
0z

X

Oox
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Z(D%’Lg(”va 6Swj+£ u F, o, +ﬁ(u2Fz 8SWJ+
ot ox\' " " oOx o\ 7 oy Oz oz

0 A 0 A 0 y)
+—|u,— |[+—|u,— |[+—|u.— =0

ox\ "4 ) ol A ) oz T4

En los términos de la ecuacion (3.20) se observa que todas las variables involucradas son

funcién de la saturacion del agua. Definiendo las partes correspondientes en términos
tensoriales se obtiene una sola ecuacidn mas compacta.

(3.20)

Sean,

ull 0 0
F= 0 wuF, 0 (3.21)
0 0 uF

%] (3.22)

Q
I
=
=
)
3o
7\

F es el tensor de movilidad de las fases y G el vector de la movilidad relativa de ambas
fases.

Finalmente, el modelo se reduce a la siguiente ecuacion en derivadas parciales:

@ agtw +V-(F-VS)+G-VS, =0 (3.23)
La ecuacion (3.23) es una EDP de tipo parabolico no lineal, en funcion solo de la

saturacion S,,. Resolver la ecuacion (3.23) permite obtener soluciones para ambas

saturaciones Sy(X,y,zt), So(X,y,2,t), enseguida deducir k;w(Sw) ¥ kio(Sw), asi como la presion
capilar pc (Sy) en el instante ¢ y en cualquier punto (X,y,z).
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Con (K ,kio) calculamos Ay, A, y A, a partir de su definicién . Enseguida se pueden
calcular las componentes del tensor F(Sy) y del vector G(Sw) y (fx, fy, /). La saturacion del
aceite es simplemente S, = 1 — Sy,.

El problema de calcular en que forma se distribuyen y evolucionan ambas saturaciones S,,
(X,y,2,t) v So(X,y,2,t) en cualquier direccion del plano de la falla, se reduce a la resolucion

numérica de la Ecuacion Vectorial en Derivadas Parciales Parabdlica (3.23). Para

encontrar esta solucion por via numérica, empleamos el Método del Elemento Finito.
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CAPITULO 4

METODO DEL ELEMENTO FINITO

En su mayoria los modelos de la ciencia y tecnologia se expresan en forma de ecuaciones
diferenciales. Los mas sencillos son expresados principalmente en términos de ecuaciones
diferenciales ordinarias y en los mas realistas, las ecuaciones de interés seran ecuaciones
diferenciales parciales.

Desafortunadamente estas ecuaciones en muchos casos no tienen solucion analitica o si la
tienen, esta solucion es de una forma bastante complicada como para ser realmente util (una
serie infinita, por ejemplo) en otras palabras, se necesita una solucion numérica que nos
permita aproximar la solucion de la ecuacion en determinados puntos dentro del dominio
considerado. Con tal fin una diversidad de métodos numéricos se han desarrollados. Uno de
estos métodos es, el Método del Elemento Finito (MEF).

Los pioneros en el desarrollo del MEF son Courant (1943), Prager y Synge (1947),
Schoenberg (1947), Polya (1942, 1954), Hersch (1955), y Weinberger (1956). Courant
trabajo en el problema de torsion y es considerado un clésico; en €l defini6 los polinomios
lineales a trozos sobre una region triangular. Prager y Synge encontraron soluciones
aproximadas a problemas de elasticidad plana basados en el concepto de espacio de
funciones. Schoenberg también desarrolld la teoria de spline y us6 polinomios a trozos
para aproximacion. Polya, Hersch y Weinberger usaron una técnica similar que la de
Courant y el Método de Diferencias para resolver problemas de eigenvalores. Synge (1952)
uso funciones lineales a trozos definidas sobre regiones triangulares y el método variacional
de Ritz para resolver problemas planos. Greenstadt (1959) uso6 una técnica de discretizacion
para dividir el dominio en celdas, asignando una funcién diferente en cada celda, y aplico el
método variacional. White resolvio un problema de termo-elasticidad en el plano.

Un problema electrostatico en tres dimensiones fue resuelto por primera vez por
MCMahon (1953) usando tetraedros y funciones de interpolacion lineal. El nombre de
M¢étodo del Elemento Finito fue primeramente usado por Clough (1960). El trabajo de
Zienkiewicw y Cheung (1965) extendié el campo del MEF a todos los problemas que
pudieron expresar en forma variacional. De mediados de 1960 hasta alrededor de 1980 el
método se aplicd a problemas en analisis estructural y en otros campos.
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4.1 INTRODUCCION

El método del elemento finito (MEF) es un método general de discretizacion para la
resolucion de ecuaciones diferenciales, tanto ordinarias como parciales, que se fundamenta
en dos principios basicos:

= No considerar la ecuacion diferencial originaria tal cual, sino que se multiplica por
algin peso y se integra sobre el dominio en cuestion; esto nos conduce a formas
llamadas débiles en lugar de la forma fuerte (original).

= El segundo, es una seleccion de funciones, llamadas base que conforman la
aproximacion u,(r) de u(r) escrita como:

u, (r)= Z,]il Uiui(r) (4‘1)

Una caracteristica de las funciones u,(r) es que su soporte (la cerradura del dominio

donde es diferente de cero) es lo mas pequeio posible. Las funciones base, son también
llamadas en una gran parte de la literatura de elementos finitos, funciones de forma.

METF tiene dos caracteristicas principales:

* Las incognitas basicas son los valores de la aproximacion u, en ciertos puntos de
Q, , la discretizacion de Q.
= El sistema algebraico final es hueco y muy estructurado.

En el método, la discretizacion Q, del dominioQ consistird de un nimero finito de

subdominios con geometria sencilla (tridngulos y cuadrilateros en R’ y tetraedros y
paralelepipedos en R?, por ejemplo).

Las funciones base u,(r) seran diferentes de cero solamente sobre un nimero muy

limitado de elementos finitos Q.

4.2 FUNCIONES BASE EN UNA DIMENSION
4.2.1 Interpolacion lineal

Supongamos que nuestro dominio es el intervalo Q =[0, L] y consideremos la particién P
de Qdada por,

O=x<x, < <xy, <Xy, =L
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la cual divide a Q en N subdominios €, los cuales denotamos por [x/,x;], con
e=1,...,N. Los extremos del intervalo son llamados nodos globales del elemento. A su
vez etiquetando los elementos del intervalo [x/,x;] pero ahora tomandolo como si fuera el

dominio, obtenemos los llamados nodos locales.
1 21 21 2

1 2 3 1
Figura 4.0. Nodos Locales y Globales.

Tomemos un subdominio €, = [x;,x;] y construyamos la ecuacion de interpolacion que

pasa por los dos puntos (x/,u,) y (x;5,u;),

e ue _ue e
y—u ==—L(x—x) (4.2)
X, 7 X
que podemos reescribir como,
Y= (o +¢5 (x)u; (43)
donde,
. Xs—Xx . xX—x/
F=——0 H)=——7 (44)
Xy 7 X X, 7 X

¢ (x) y & (x) son llamadas las funciones de forma de interpolacion lineal local, o
simplemente funciones de forma local. Asi que a cada nodo local x; le asociamos una
funcién ¢ (x).

Sea,
U, (x) =@ (Ouy + 5 (X, x€[x,x] (4.5)

la funcién de interpolacion para el intervalo [x,x5], “(x) la funcidén caracteristica del

dominio (x{,x5) y U, =u,, U, =u,,...,U,,, =u, . Defino la funcion
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u(x) = iZNl:}(e(x)uj(x) xe{xl,""xNH}

U, x=x,coni=1,...,N+1

1

Reescribiendo (4.6), para x € QO obtenemos,

N+l

u(x) =y @,

con
(x)  osix,, <x <y,
D,(x) =14 (x) six, <x<x,,

0 otro caso

(4.8) es llamada la funcion de forma lineal a trozos global que se muestra a continuacion.

s X, Ty et

Figura 4.1. Funciones de forma de interpolacion lineal.
Las funciones @,(x) tienen las siguientes propiedades:

N+l

= ZQDi(x):l, paratodo xe Q.
i=1

()¢, <x<x
: (Di(x)q)m(x) - {¢l (x)¢2 (x) para X, = X=X, } .
0 otro caso

" O,0)D,(x)=0  sifi+j]=2.

L
. cpl.(xj)={0 Zii}

-30 -



4.2.2 Interpolacion de orden mayor que uno

De manera analoga, a la que se procedid en la interpolacion lineal de la funcién en cada
uno de los subdominios Q , se puede buscar una interpolacion por un polinomio de orden

m en los mismos.

Consideremos el subdominio = [x;,x; ] y una particion P° de éste, dada por:

X <x;<..<x,

m+1

El polinomio de orden m que pasa por los puntos (x;,u,),(x5,u;),...,(x. ., u, ., )estad dado

m i . . .
por u; (x) = Zl_zo a.x' tal que sus coeficientes satisfacen el sistema

G @ e () [
@ e | w13)
(x:1+1)m (x;wl)m_l = 1)\a, u;wl
Podemos reescribir este polinomio de la siguiente manera:
e m+l . e
uy(x) =27 ¢ (D (4.14)
con
(=7 )(x=25). o (= (X = x5 (=) (419)

¢[e(x) = (

x = ) (=) O = XD =) (6 =

que son los llamados polinomios de Lagrange.

De manera analoga, podemos definir una funcion global.

F

d’1'3 ¢,E tb?

[ [}
o % !

Figura 4.2. Polinomios de Lagrange de orden 2.
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4.2.3 Funciones de forma de Hermite.

Estas funciones de forma, son utilizadas generalmente en ecuaciones ordinarias de cuarto
orden. Dichas funciones se construyen en un subdominio Q, = [x/,x;] a partir del
polinomio cubico que satisface las siguientes condiciones:

u(x))=u;, u'(xf)z—ug, u(x;)=us, u'(xg):—uj

Siendo p(x)=c, +c,x+c,x” +¢,x el polinomio, sus coeficientes estaran dados por:

Loxf () G e (w
0 -1 =2x° -3(x) || o _ us (4.16)
Lol () () |la| |u
0 -1 -2x5 -3(x)° )\, u,
Agrupando términos en p(x) obtenemos la siguiente forma:
e 4 e e
uy(x)=p(x)=2, ¢y, (4.17)

donde,

¢f(x)=1—3£x_xij +2["e—xij , (4.184)

xg_xl X, =X
2
efon . x—x
¢2(x)——(x—xl)(1—x;_;fj , (4.18b)
e 2 e 3
¢3"(x)=3( xe_x'eJ —2( xe_x‘e] , (4.18¢)
X, =X Xy =X
2
. Al x—=x X=X
= —(x- - . 4.18d
7o (x X1)[(x§—xlej x;—xf] ( )
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1
b 433 0_18
i 0.1
0.E 0_0g

o.al

0.0s

0.z 4;.2
-0.1
0.z 0.4 0.6 0.g 1 -0UlE

Figura 4.3. Funciones de interpolacion de Hermite.

4.3 FUNCIONES BASE EN DOS DIMENSIONES

En R? las funciones base, son en esencia, extensiones de las funciones base en una
dimension.

A fs M

Figura 4.4. Ejemplos de elementos en R : a) triangulo lineal, b) tridngulo cuadrdtico, c)
cuadrilatero bilineal, d) cuadrilatero bicuadratico.

4.3.1 Elementos triangulares

1 2
Figura 4.5. Triangulo lineal.

Consideremos la funcion lineal en dos variables,

u=f(x,y)=a+bx+cy (4.19)
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como funcion de interpolacion en el subdominio triangular A, con coordenadas (x,,),),

(x3,,) ¥ (x3,3). Sean uli =f(x.n), u; =f(x,0,) Y ”; = f(x;,»;), a partir de estos
valores a, b y ¢ quedan tnicamente determinadas de la siguiente manera:

1 ; ,- i
a= m[ul (X5 = X33,) +uy (1) — X, v3) +us (X, Y, — X, )] (4.20a)
1 . l_ l_
b= S trea @yl 0~ F O =)+ =) (4.200)
1 . l_ i
sz[ul (6 =x,) + 5 (3 = x3) s (x, = ;)] (4.20c)
Reescribiendo a u,
3 . .
u=ud, (4.21)
j=1
con
4 =a,+bxtciy (4.224)
XY, —X Y. . o ‘ U
a1‘ — jyk ky] ,blA — yj yk ,cl, _ * T (422b)
J 2AI"€CI(Ai) J 2Area(A,.) J 2AV€CI(A[.)
para

{i=lj=2.k=3}{i=2,j=3k=1}.{i=3,j=1k=2}}.

Obteniendo de esta manera las funciones de forma ¢, 4, y ¢, asociadasa A..
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1
0.5 ’ o e e,
- e e =
T - e
o m. o g o .
0 T e o

= =, = S
i‘-&’*ﬁ'—‘é“*ﬂ"ﬂ"ﬂ*fﬂ
& iy
At P

0.75 iy,
iy Y e
L Gt e
0.z5 ,'l?g‘-,'-t.‘. # ol .7E

Figura 4.6. Funciones de interpolacion para un elemento triangular lineal.

4.3.2 Elementos cuadrilaterales

1
Figura 4.7. Cuadrilatero Lineal.

La unica diferencia, a como se considera con los elementos triangulares, es tomar como
interpolacion una funcion bilineal

u=f(x,y)=a+bx+cy+dxy (4.23)
en O, con coordenadas (x,,,), (x,,7,), (x;,»;) ¥y (x,,,). Calculando los coeficientes

y reescribiendo u,
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(4.24)

siendo

425a)

(
(

4.25b)

-y

X —x)(y3

1_x2)(

_ (x-x)

3~ W
Yy

Y
Y

X

(4.25¢)

1

(

(4.25d)

1)
o
..

T ~....
_...". i} ..-n
A
i

.rbn

h

1

i
b

U

I
q.._._ﬂ. ;
0

i

|

Figura 4.8. Funciones de forma para el cuadrado unitario lineal.
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4.3.3 Coordenadas triangulares

Para el caso de un dominio compuesto por subdominios triangulares es mas conveniente
para el MEF considerar el cambio de coordenadas dado por:

x =25+ (X, —x;)E +(x, —x3)éE,

(4.26)
Y=+ —y)e + (1, —y3)e,
Cuya transformacion inversa es:
g =a +bx+cly (4 27)
& = a; +b§x+c§y
donde los coeficientes son:
ali:xzy3_x3y2’b1i: Vo= s ,cli: XX (4.28a)
2Area(A,) 2Area(A;) 2Area(A;)
4 = X =X )s ,bé __NTh ,c; __NhTh (4.28b)
2Area(A,) 2Area(A,) 2Area(A,)

Este sistema de coordenadas recibe el nombre de Coordenadas Triangulares, debido a su
interpretacion geométrica que se observa a continuacion:

(0,0)

(%5, 5) (x,1)
Figura 4.9. Coordenadas Triangulares.

Para este sistema,

[[ 7 e, y)dxdy = 2 Area(a,) j; [ j; f(gl,gz)dq}dgz (4.29)

A

i

Por ultimo resta calcular las funciones de forma en los lados de un tridangulo, para el
calculo de las integrales de linea en el caso de tener una malla triangular.
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Sea el sistema de coordenadas (s,7) dado por:

x=x1+(x2—xl)£+|:(£—ljxl—£x2+x3:|£ (4.3061)
a a a b
s c c t
Y=+, —yl)—+[(——lJyl ——y2+y3}— (4.300)
a a a b

Realizando los calculos necesarios, obtenemos los siguientes resultados:

para el lado 1, {qzﬁf = l—li,%i =l£,¢3i = 0} (431a)
1 1
i i S oS
para el lado 2, {¢] =0,4, :l—l—,¢3 = l—} (4.310)
2 2
N ) K
para el lado 3, {gbf =Z—,¢2’ =0,4; = l—l—} (4.31c)
3 3
b !
—
SN
b
i i
I|
(x50, a (x.3.) )

Figura 4.10. Sistema de coordenadas s-t.

44 PROBLEMAS TRANSIENTES
El manejo de los problemas transientes no difiere mucho de los problemas estacionarios,
en vez de llegar a un sistema de ecuaciones lineales se obtiene un sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias el cual se resuelve, generalmente, por diferencias finitas.

Para ejemplificar el procedimiento, consideremos el siguiente problema:

ou Ou ou

IPar=are
o 4 (4.32)
A+ =q en 0Q
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donde ¢, =¢,(x,y) y g, =4, (x,»). La forma débil semidiscreta de la ecuacion (4.32) en

un elemento Q') con una funcion de prueba w es:

0=[].. { a—u———%}wdm’y

=J‘J.(E) CIW@ 6w8u+8w6udd (j) wqu
Q ot Ox Ox Oy Oy

(4.33)

Se aproximara u(x, y,t) en el elemento Q) por la aproximacién semidiscreta,

(x.2.1) Zu X, ) (4.34)

donde ¢i(e) son las funciones de forma. Sustituyendo (4.34) para u y ¢j(e) para w en
(4.33), obtenemos las ecuaciones de elemento finito local,

Jou (o009 ag ogt
{II [ /. E ( g;c pw + g)’/ o u, |dxdy —(ﬁaﬂ(z)quds=0 (4.35)

0, en notacion matricial

M© 94+ Ky, = ) (436)
donde,
M = j j 9\ dxdy (4.37a)
4 0g) .
=[] ( 8"’ % dxdy (4.37b)
ox ax oy Oy
Fj(") = Cﬁwg(*’) wq,ds (4.37¢)

Después de ensamblar las matrices locales obtendriamos un sistema de la forma,
Mu+Ku=F (4.38)

Resolviendo el sistema (4.3 8) por medio del llamado método- &,
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k+1 k
M%ﬂé’Kz/‘“ +(1-0)Ku" = 0F* +(1-0)F*  (4.39)

con 0<@<1 y los términos k + 1 y k indican el nivel de tiempo anterior y presente,
respectivamente. Los valores mas comunes para € son:

¢ = 0, Euler Explicito
¢ = 1, Euler Implicito

6 = , Crank Nicolson

1
2

El sistema (4.39) ya es un sistema lineal, el cual se puede resolver con gradiente

conjugado, por ejemplo.
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CAPITULO 5

GENERACION DE MALLAS

5.1 INTRODUCCION

La creacién de un modelo matematico de un fenémeno fisico, o bien de cualquier otra
naturaleza, generalmente termina en el planteamiento de una ecuacion diferencial
ordinaria, en derivadas parciales o en un sistema de estas. Los métodos para resolver
dichos modelos suelen ser muy variados (Método del Elemento Finito, Diferencias finitas,
Meétodo de Volumenes Finitos Integrados, etc.), algunos con diversas formulaciones, otros
muy dependientes de un modelo en particular. Sin embargo una gran parte de ellos
coinciden en un punto, requieren discretizar el dominio que interviene en el modelo, es
decir requieren de la creacion de una malla.

Cuando se persigue modelar un fenémeno en un dominio fisico complejo este se suele
transformar de tal manera que el resultado de la transformacion sea un cuadrado, para
después resolver el modelo (ecuacion diferencial) con algiin esquema de diferencias finitas.
Al proceso de transformar el dominio fisico en un cuadrado se le conoce como Generacion
de Mallas o Redes. La ventaja que presenta esto es el proporcionar una estructura
organizada, permitiendo que todos los célculos sean realizados en una malla cuadrada fija
sin importar lo irregular del dominio fisico.

Entre los métodos desarrollados para la Generacion de Mallas se presenta cierto interés en
los que se basan en una formulacion variacional de las propiedades de la malla. A ésta rama
se le conoce como Generacion Variacional de Mallas. Dentro de ella atn se pueden
distinguir dos subdivisiones, la que utiliza métodos continuos y la que utiliza métodos
discretos.

5.2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

Una malla X(&,7)=(x(&,n), y(g,17))" sobre una region Q — R* es una funcién continua
X:U, > Q. Donde U, es el cuadrado unitario [0,1]x[0,1] .
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XiEHm

7, o
Figura 5.0. Malla sobre Q).

Una primera restriccion a X (¢g,77) es exigir que la frontera de U, sea mapeada en la
frontera de Q, es decir:

X(0U,) =0

Si consideramos una linea coordenada ¢ =cte o 7 =cte en el cuadrado unitario su
imagen serd una curva en (), de manera que una reticula en U, producird otra reticula
enQ).

Se puede establecer el problema de generacion de mallas como sigue:

Dada una funcion continua y biyectiva de la frontera de U, en la frontera de Q,

extenderla a una funcion continua de U, a Q.

Las mallas de mayor interés seran las que posean las siguientes propiedades:

= Lafuncién X sea biyectiva.
= Laimagen de una curva suave en U, sea una curva suave Q.

A las mallas que poseen la primera propiedad se les llama mallas convexas y a las que no
la poseen no convexas o dobladas. Si una malla tiene las dos propiedades se denomina
difeomorfismo.

5.3 METODO DE INTERPOLACION TRANSFINITA

Los métodos mas sencillos de generacion de mallas se basan en métodos de interpolacion.
Estos métodos tienen como cualidad una gran rapidez en comparacion con los métodos
variacionales tanto continuos como discretos y ademas son faciles de implementar. Sin
embargo, tienen las desventajas de transmitir la falta de suavidad de la frontera al dominio
y, para regiones no convexas, generalmente suelen producir mallas dobladas. Estos
métodos son utilizados en los métodos variacionales como generadores de mallas iniciales.

En esta clase de métodos el mas utilizado es el llamado Método de Interpolacion
Transfinita (TFI). Para este método se requieren conocer las imagenes de los lados de U,

en Q. Supongamos que la frontera de Q esta dada por las ecuaciones paramétricas:
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(S.Ia)
(5.10)

Los subindices b, t, 1 y r son abreviaturas en ingles de bottom, right, top y left. Se debe
(5.2)

considerar la misma orientacion y que las esquinas coincidan. A partir de los mapeos

1 5)x (77)+5xr (77)—
£)x,(0)+(1=¢)(1-7)x,(0))

(S.Ia) y (S.Ib) la malla esta dada por:
)x, (&)+nx,(&)+(1—-

X
Se muestran seis mallas generadas por interpolacion transfinita (llamadas Tejamaniles,
USA, Pez, Cuad, Cuadl y Cuad?2). Estas mallas se obtuvieron tomando la reticula uniforme

de 40 por 40 puntos del cuadrado unitario.

A5
TN
NN
PN
SRR
ANORSS It
s, s 7
LIRS e
Prsaes ool ZEE e RS
EZZSSSSSSSHUIWNIVIEES s~
ESINSSSSNNNNmEEREES
! R A T A L e T o gt
T N A g Y
N E N R e s
N e N T
N \\“"ﬂ’ s

Figura 5.1. Mallas iniciales generadas por TFI sobre las Regiones: (a) Tejamaniles, (b) USA.
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(d)

)
Figura 5.2. Mallas iniciales generadas por TFI sobre las Regiones: (c) Pez, (d) Cuad, (e) Cuad.

(e
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®

Figura 5.3. Malla inicial generada por TFI sobre la Region: (f) Cuad?.

5.4 GENERACION VARIACIONAL DE MALLAS

El camino ha seguir es: a cada malla X:U, >Q le asociamos un valor real
considerando alguna propiedad, esto nos produce un funcional de la forma,

[N RACR A N RO (53)

el cual se minimizara.

Las dos areas en la generacion de mallas surgen a partir de aqui, dependiendo en la forma
en que se minimiza el funcional. Si la minimizacién se lleva a cabo resolviendo las
ecuaciones de Euler-Lagrange nos encontramos con la Generacion Variacional Continua.
En cambio, si primero se discretiza el funcional para después minimizar la funcién
multivariada se trata de Generacion Variacional Discreta.

En lo que respecta a las propiedades de minimizar generalmente, y en cierto sentido, son
Longitud, Area, Ortogonalidad y Suavidad en los puntos de la malla.

5.4.1 Discretizacion de Barrera-Pérez
Una forma de discretizar el funcional es por medio del mapeo bilineal, permitiendo tener
un mejor control sobre las propiedades en cada celda en comparacidon con otros tipos de

discretizacion.

Supongamos que nuestro dominio Q es un cuadrilatero y el mapeo X :U, — Q dado por
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X(e,n)=A+Be+Cn+Den

(5.4)
5
—_— R
Hie, 1)
-3
U:
i
Figura 5.4. Mapeo Bilineal.
con A, B, CyD tales que
X0,00=P X1,0=0 X1DH=R X(O,H=S
Por lo tanto,
X(e,n)=P+(Q-P)e+(S—-P)n+(R-Q+P-S)en (5.5)
Sea APQR un triangulo, definimos los siguientes términos:
1aPoR) =|P~of +|rof (56)
a(APQOR) =2 Area(APQOR) 5.7)
o(APQR)=(P-0Q) (R-0) (5.8)
De (5.5) obtenemos:
X,(0,0)=X,(1,0)=0-P, X,(0,1)=X,(L1)=R-S 5.9a)
X,(0,0)=X,(0,1)=5-P, ,(L0)=X (L1)=R-0 5.9b)
5.4.2 Discretizacion de funcionales
El funcional (5.3) puede ser sustituido por una expresion de la forma

m=1 n-1
Z Z; £, (5.10)
=l j=

donde
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1, =i[L(X”£ (0,0), X7, (0,0))+L(X",(1,0), X" (1,0))
+L(X7,(0.1), X7, (0.1))+L(X7, (1,1), X7 (L1))]

XU, —0,(P,0,R,S)
es el mapeo bilineal asociado a la celda ij.

De (5.9a) y (5.9b) se observa que tiene sentido denotar:

(5.11)

WAEDNHWILY (5.12)

Figura 5.5. Subdivision de la celda ij en los triangulos A}]_, Alzl A; ¥ A;.
Sin embargo, si reescribimos A, A’ A; y A; de la siguiente manera:

[

_ Al
A4(m—1)(j—1)+4j—3 - Ay

2
=A;
i

4(m=1)(j-1)+4 ;-2

_ (5.13)
4(m=-D)(j-D)+4j-1 — =ij

_ A4
A4(}117])(]'71)+4j - Al_]
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e (5.13) y (5.12) obtenemos la discretizacion del funcional (5.3)

m—1 n—1

N
=21 (4) (5.14)
i=l j=1 i=1
con
N=4m-1)(n-1)
5.4.4 Normalizacion de funcionales
Para establecer criterios estandar de convergencia para todos los funcionales, puesto que
cada funcional tiene un orden de magnitud diferente dependiendo del tamafio de la malla y
del funcional en si, se buscan maneras de poder comparar los 6rdenes de magnitud. La
manera de lograr tal fin es considerar una malla ideal parar cada funcional y expresar este
con respecto a la malla ideal, en otras palabras fijamos una malla ideal para cada funcional
y la evaluamos en el funcional mismo obteniendo una constante de normalizacion.

5.5 FUNCIONAL DE LONGITUD

El Funcional Clasico de Longitud, continuo en su forma mas simple es dado por,
L(xc,xn)=x82+xj+y€2+y§ (5.15)
Podemos reescribir el funcional en la siguiente forma:

( X, —y,7)2+(x,7+y )d&‘dﬂ+2j.j[ xy,]—x V. dgdn
00

(5.16)

Sy S———
o — —

j x +X; +yé+y,7)dgd77=j.
0 0

( +x2 +yé+y,] d€d77=j[ (x —y,7 x +y€)2)d£dn+2jde5d77 (5.17)
0 00

[ S——

i
!

O — — O —y —

1 1
I X+ x +yé +y77 dedn = I( X, —y,] x +yg)2)d£d77+2Area(Q) (5.18)
0 0

donde J es el jacobiano de la transformacion.

e (5.18) se observa que minimizar el Funcional Clasico de Longitud es equivalente a

minimizar el funcional,
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H((’%‘yn)2+(xn+yg)2)d8df7 (5.19)

La forma discreta del Funcional de Longitud es:
N
21(4,)=
p

N
1 q=

I, (5.20)

1

[, es la suma de los cuadrados de las longitudes del tridngulo que forman parte de las

lineas coordenadas de la malla sin tener en cuenta el lado correspondiente a la diagonal de
la celda.

Al minimizar el Funcional de Longitud se persigue que las longitudes de las lineas
coordenadas sean lo mas cercanas posibles a un mismo valor. El Funcional Clésico de
Longitud en su forma normalizada es:

F=—=>1 (5.21)

donde « es:

Area(Q)

(m1)(n-1)

En la tabla que sigue se observan los resultados del Funcional de Longitud aplicado a las

seis mallas presentadas en la seccion 3. En la tabla se muestran los datos correspondientes
a:

o=

Area(Q)  Area del dominio comprendido por el contorno.

a Area promedio de la malla.

Ao min{aq;qzl,Z,...,N}.

lo 7 max{aq;q=1,2,...,N}.

F Valor minimo del Funcional Longitud.
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Malla | drea(Q) | & A iy A £
Tejamaniles | 39.7246 | 0.0261 -0.0147 0.1984 | 1.5033
USA 113897 | 74.8830 | -2019.9127 | 148.3427 | 1.9093
Pez 41739 274418 | -233.8728 | 64.8368 | 2.0534

Cuad 1 0.0007 0.0007 0.0007 1
Cuadl 5.5 0.0036 0.0013 0.0103 | 1.7250
Cuad2 37571 247015 | -278.9169 | 19.3162 | 2.4046

Tabla 1. Resultados para el Funcional de Longitud.
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Figura 5.6. Mallas generadas con el Funcional Discreto de Longitud sobre las Regiones.
(a) Tejamaniles, (b) USA
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Figura 5.7. Mallas generadas con el Funcional Discreto de Longitud sobre las Regiones

(c) Pez, (d) Cuad, (e) Cuadl.
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Figura 5.8. Malla generada con el Funcional Discreto de Longitud sobre la Region:
(f) Cuad?.
5.6 FUNCIONAL DE AREA

En su version més sencilla el Funcional de Area continuo es dado por:

J I;L(XC’XU) -[ Lj(xgy,, —x,v,) dnde (5.22)

I;f;L(wan):J;ﬁszﬂds (5.23)

El funcional producira mallas tales que la variacion del jacobiano sea la menor posible en
el sentido de minimos cuadrados.

En su forma discreta el Funcional de Area es:
N
>al (5.24)
g=1

Este funcional tiene las siguientes propiedades:

= Si existe una malla M tal que los triangulos de todas las celdas tienen igual area,
entonces M es un punto critico para el Funcional de Area.
= La Hessiana del Funcional de Area valuada en M es semipositiva definida.

El Funcional de Area normalizado es:
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N
FL= >a; (5.25)

La Tabla 2 muestra resultados analogos a los de la Tabla 1 para el Funcional Discreto de

Area.
Malla Area (Q) a A in A nax F; FﬂA2
Tejamaniles | 39.7246 | 0.0261 -0.0305 0.1080 | 2.0252 | 1.0105
USA 113897 | 74.8830 | -1087.2721 | 329.5437 | 5.2342 | 1.1079
Pez 41739 | 27.4418 | -92.9093 37.1420 | 3.2304 | 1.0684
Cuad 1 0.0007 0.0007 0.0007 1 1
Cuadl 5.5 0.0036 0.0005 0.0092 | 2.4468 | 1.0016
Cuad2 37571 247015 | -102.2774 | 27.9143 | 6.3042 | 1.0179

Tabla 2. Resultados para el Funcional de Area.
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Figura 5.9. Mallas generadas con el Funcional Discreto de Area sobre las Regiones: (a)
Tejamaniles, (b) USA.
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Figura 5.10. Mallas generadas con el Funcional Discreto de Area sobre las Regiones:
(c) Pez, (d) Cuad, (e) Cuadl.
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Figura 5.11. Malla generada con el Funcional Discreto de Area sobre la Region:
(f) Cuad?.

5.7 FUNCIONAL DE ORTOGONALIDAD

La finalidad del funcional es el generar mallas con lineas coordenadas ortogonales, en la
mayor medida posible. Lo anterior es equivalente a pedir que:

xx, =0 (5.26)

Como esta condicion es dificil de cumplir, se trata de conseguir una lo mas cercana. Esto
se logra en términos de minimos cuadrados. El funcional a minimizar sera, entonces:

Lo E(xex,)= [ [, (xix, ) dnde (527)

1 pl 1 pl 2
IOIOL(XE’X”):IO J‘O(xgx”+y£y,7) dnde (5.28)
La forma discreta del Funcional de Ortogonalidad y la forma normalizada de este son:
N 5 N ,
ZO(Aq) =Zoq (5.29)

q
N
Fy= 1 Do (5.30)

Como se observa en las figuras siguientes este funcional no da buenos resultados. Sin
embargo, al combinarlo con otros funcionales los resultados mejoran.
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Malla Area(Q) a i lo 2 F FA2 F,
Tejamaniles | 39.7246 | 0.0261 -0.2186 0.2997 | 3.0927 | 6.4977 0.0635
USA 113897 | 74.8830 | -5781.1486 | 882.7136 | 4.4369 | 16.7140 | 0.2359
Pez 41739 274418 | -714.4336 | 387.9084 | 4.0039 | 11.8956 | 0.1984
Cuad 1 0.0007 0.0007 0.0007 1 1 1.23E-29
Cuadl 5.5 0.0036 -0.0204 0.0166 | 2.7835 | 3.9354 | 0.0110
Cuad2 37571 247015 | -357.7069 | 190.9754 | 5.2107 | 13.1668 | 0.0661

Tabla 3. Resultados para el Funcional de Ortogonalidad.

(b)

Figura 5.12. Mallas generadas con el Funcional Discreto de Ortogonalidad sobre las Regiones: (a)
Tejamaniles, (b) USA.
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Figura 5.13. Mallas generadas con el Funcional Discreto de Ortogonalidad sobre las Regiones: (c)

d, (e) Cuadl.
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Figura 5.14. Malla generada con el Funcional Discreto de Area sobre la Region:

(f) Cuad?2.

5.8 FUNCIONAL DE SUAVIDAD

El Funcional de Longitud definido para la transformacion inversa:

_[e(xy)
e(x)= n(x)
e:Q-U,

esta dado por:
[(&5+& + +n} )dxdy

el cual, al hacer el cambio de coordenadas al cuadrado unitario, se escribe como:

2 2 2 2
Xo+x +yo+
J'IJI P nJJQ Yy dnds

04J0

(5.31)

(5.32)

(5.33)

El funcional (5 .33) es el llamado Funcional de Suavidad de Winslow. Su forma discreta

(ShN

Sl
a

g=1 %4

(5.34)



y su respectiva forma normal:

5.9 COMBINACION DE FUNCIONALES

(5.35)

Es comun tanto en los métodos continuos como en los discretos utilizar combinaciones de
los funcionales para generar mallas con propiedades, en cierto sentido, de los funcionales
que se combinan. La forma general de esta combinacion es:

F =aF, +a,F , +a,F,+a,F, (5.36)
con
a,,a,,a,,a, 20 a+a,+a,+a, =1

Malla AV@CI(Q) a amin amax F; FA2 E)
Tejamaniles | 39.7246 | 0.0261 -0.0128 0.1080 | 1.6144 | 1.0227 | 1.2974
USA 113897 | 74.8830 | -1596.8740 | 98.2243 | 3.0616 | 1.6705 | 4.5853
Pez 41739 | 27.4418 | -121.5795 | 37.1420 | 3.1115 | 1.1116 | 0.8037
Cuadl 5.5 0.0036 0.0013 0.0092 | 19177 | 1.1214 | 0.2800
Cuad2 37571 1247015 | -155.0832 | 19.3162 | 2.8516 | 1.4064 | 11.0395

Tabla 4. Resultados para la combinacion de funcionales.
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Figura 5.15. Malla generada en combinacion del Funcional de Area y de Longitud (a, =02y

a, =0.8) sobre la Region Tejamaniles.
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CAPITULO 6.

DESCRIPCION DEL PROGRAMA PAVE.

6.1 INTRODUCCION.

En el presente capitulo describo el funcionamiento de dos programas que disefi¢ en el
transcurso de mi tesis con la finalidad de generar mallas de manera automatica, en el
sentido de que el usuario requiere proveer a la computadora un minimo de parametros en
regiones planas con cierto grado de complejidad.

El primer programa es un generador de mallas y el segundo permite obtener coordenadas

del contorno de una imagen. Los dos fueron programados en C++ haciendo uso de la
Programacion Orientada a Objetos.

6.2 PAVE.

Archivo Edicon Mala Ventans  Ayuda

Figura 6.0. Vista del programa PAVE en su modo Grdfico.
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= D\PAYE. exm

Figura 6.1. Vista del programa PAVE en su modo Consola.

PAVE es un generador de mallas basado en los conceptos de Generacion Variacional de
Mallas con métodos discretos (Capitulo anterior). Consta de dos modos de presentacion
uno grafico y otro no grafico.

En el desarrollo del modo grafico se disefiaron, esencialmente, tres clases: Funcional,
TAboutBox y TMDIChild. El modo no gréafico consta de una sola clase, Funcional. En los
dos modos de PAVE la clase Funcional son basicamente iguales, pero el no grafico
contiene algunas funciones miembro extras.

6.2.1 Estructura de PAVE en modo grafico.

PAVE tiene una barra de herramientas estandar con los menus principales: Archivo
Edicion, Malla, Ventana y Ayuda.

Archivo  Edicion  Malla  Yentana Avuda

Figura 6.2. Barra de herramientas estandar.

En el mena Archivo se muestran las opciones:

= Abrir. Abrir un archivo de contorno.
= Cerrar. Permite cerrar alguna de las ventanas abiertas.
= Salir. Termina la aplicacion.
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Archivo

& abrir  Chro

Salir

Figura 6.3 Menu Archivo.
El ment edicion contiene:

= Copiar. Copia algun dato seleccionado.
Figura 6.4. Menu Edicion.

En el menu Malla se observan las opciones:

= TFL Genera una malla sobre un contorno por Método de
Interpolacion Transfinita.

= F.Area Produce una malla en un contorno usando el Funcional
Clasico de Area discreto.

= F. Longitud. Genera mallas por medio del Funcional Clasico de Longitud
discreto.

= F. Ortogonalidad. Genera una malla sobre un contorno aplicando el Funcional
Clasico de Ortogonalidad discreto.

= F. Suavidad. Produce mallas por medio del Funcional Clasico de Suavidad
discreto.
=  Combinacién. Crea mallas aplicando Combinacién de los funcionales
anteriores.
= Existente. Abre archivos de mallas existentes.
| 1l |
TFI Chrl+alk+T
F. Area Chrl+alk+4a
F. Longitud Chrl+Al+L
F. Ortogonalidad  Cerl+Alk+O
F. Suavidad Chrl+al+5
Combinacian Chrl+Al+Z
Existente

Figura 6.5. Menu Mallas.

En el menu Ventana se muestran las opciones sobre la forma en que se presenta el grupo
de ventanas existentes en el programa:
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= Cascada. Presenta el grupo de ventanas en cascada.

=  Mosaico Horizontal. Muestra las ventanas en forma de mosaico horizontal.
= Mosaico Vertical. Muestra las ventanas en forma de mosaico vertical.
=  Nombre de ventadas. Aunque esta opcion no esta visible en el menu, cada

vez que se crea una ventana su nombre es agregado al menu para poder alternar
entre las ventanas.

Yentana

By Cascada

E Mosaico Horizontal
[T] Maosaico Vertical

Yentana Mi_nimizar Tado
1Pez
2Pez.1
3Pez.2
v 4 Pez.3
(a) (b)

Figura 6.6. Menu Ventana: (a) Cuando no se ha creado ninguna ventana, (b) Cunado se han
creado cuatro ventanas.

En el ment Ayuda se muestra la opcion:

= Acerca.... Muestra el nombre del programa y la version.

Acerca,..

Figura 6.7. Menii Ayuda.

6.2.2 Archivos de Contorno y Malla.

Los archivos de contorno (extension .con) y archivos malla (extension .g) son el tipo de
archivos que lee y genera, respectivamente PAVE.

Los archivos de contorno contienen las coordenadas del contorno (frontera) del dominio
en que se desea generar la malla. Las coordenadas estan colocadas de tal modo que el
primer renglon contiene las coordenadas x y y de algiin punto en la frontera del dominio.
Los siguientes renglones en el archivo de contorno contienen las subsecuentes coordenadas
al primer punto y que delimitan al dominio encontrandose en la frontera del mismo. E/
ultimo renglon en el archivo contiene las coordenadas del punto antes de cerrarse el
contorno.
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Archivo  Edicidn  Yer Insertar Formakto  Awuda

DE=E && #4

iy
== On0

IPara obtener Avuda, presione F1 rCI

Figura 6.8. Archivo de contorno Cuad.con creado en el editor de Microsoft WordPad.
El archivo contiene las coordenadas del cuadrado unitario.

Los archivos de malla contienen las coordenadas de la malla generadas con algin
funcional y las propiedades bésicas de esta. El primer renglon contiene los siguientes
valores:

Area (Q) Area del dominio comprendido por el contorno.

a. min{aq;q=1,2,...,N}.

Ao max{aq;q=1,2,...,N}.

a Area promedio de la malla.

m Tamaifio horizontal de la malla.
n Tamario vertical de la malla.

La malla es considerada como una matriz donde cada entrada contiene las coordenadas de
un punto de la reticula del dominio. El orden en que se exponen las coordenadas es
teniendo en cuenta que la primera fila en la matriz corresponde a los valores del mapeo del
cuadrado unitario al dominio en los puntos ubicados en la linea coordenada 7 =0, y los

valores en la ultima fila de la matriz a los puntos ubicados en la linea coordenada 77 =1. Las

filas intermedias en la matriz corresponden a los valores del mapeo valuado en los puntos
de las lineas coordenadas comprendidas entre 7=0y 77=1.

La forma en que aparece la matriz correspondiente a la malla en el archivo de malla es:
las dos primeras columnas en el archivo corresponden a la primera columna en la matriz,
las dos siguientes columnas en el archivo a la segunda columna de la matriz y las dos
ultimas columnas en el archivo corresponden a la Gltima columna en la matriz.
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Cuad.g - WordPad

Archivo  Edicion Ver - Imsertar Formato Ayuﬂa

Dl SR # B |
h 0.000657462 0.000657462 0.000657462 40 40

O.0000000000 0O.000o0oo0o0o00 0.0256410256 0O.0000oo00o00 0.0512820513 |
O.0000000000 0.0256410256 0.0256410256 0.0256410256 0.0512820513
Q.ooo0o0000000 0.0512820513 0.0256410256 0.0512820513 0.0512Z520513
Q.oooo0000000 0.0769230769 0.0256410256 0.0769230769 0.051Z520513
Q.oooo000000 0.10256410zZ6 0.0255410256 0.10256410z26 0.051Z520513
O.0000000000 0.12582051282 0.0256410256 0.12582051282 0.051285820513
O.0000000000 0.1538461538 0.0256410256 0.1538461538 0.0512820513
O.0000000000 B 1F99E7 1295 0.0256410256 0.17945871795 0.05125820513
Q.ooo0o0000000 0.20512682051 0.0256410256 0.20512682051 0.0512Z520513
Q.o0oo0o0000000 0.2307692308 0.0256410256 0.2307622308 0.051Z520513
Q.oooo000000 0.25641025654 0.0255410256 0.2564102564 0.051Z520513
O.0000000000 0.z2820512821 0.0256410256 0.z2820512821 0.051285820513
O.0o000000000 0.3076923077 0.0256410256 0.3076923077 0.0512820513
O.0000000000 0.3333333333 0.0256410256 0.3333333333 0.05125820513
Q.ooo0o0000000 0.3589743590 0.0256410256 0.3589743590 0.0512Z520513
Q.ooo0o0000000 0.35461535846 0.0256410256 0.3546153546 0.051Z520513
Q.oooo000000 0.4102564103 0.0255410256 0.4102564103 0.051Z520513
Q.oooo0000000 0.4358974359 0.0255410256 0.4358974359 0.051z25820513
O.0o000000000 0.4615384615 0.0256410256 0.4615384615 0.0512820513
O.0000000000 0.4871794872 0.0z256410256 0.4871794872 0.05125820513 "
Q.oooo0000000 0.51282051z28 0.0256410256 0.51282051z28 0.0512520513
Q.ooo0o0000000 0.5354615355 0.0256410256 0.5354615355 0.051Z520513
Q.oooo0000000 0.5641025641 0.0256410256 0.5641025641 0.051Z520513
Q.oooo0000000 0.5897435897 0.0255410256 0.5897435897 0.051z25820513
O.0o000000000 0.61535846154 0.0256410256 0.61536546154 0.0512820513
O.0000000000 0.6410256410 0.0256410256 0.6410256410 0.0512820513
Q.oooo0000000 D.6666666667 0.0256410256 0.666G6666667 0.0512520513
Q.oooo0000000 0.6923076923 0.0256410256 0.6923076923 0.051Z520513
Q.o0o0o00000000 0.7179487179 0.0256410256 0.7179487179 0.051Z520513

5 | -

Para obtener Avuda, presions F1 A

Figura 6.9. Archivo de malla Cuad.g en el editor de Microsoft WordPad. El archivo contiene las
coordenadas de la malla generada con el Funcional Clasico de Area discreto sobre el cuadrado
unitario de 40 por 40 puntos.

6.2.3 Creacion de algunas mallas.

Para ejemplificar el funcionamiento de PAVE generaré algunas mallas sobre el contorno
llamado Av.con.

Primeramente abrimos el archivo de contorno en el menu Archivo Abrir y seleccionamos
el archivo correspondiente en el cuadro de didlogo que aparecera.

Y
=| Bi=|m ==

= fmoe
Mz3.CoN wjricon

e, ot
f|macistEs. con

Figura 6.10. Cuadro de dialogo para abrir un archivo de contorno.
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Después de abrir el archivo se creara una ventana con el contorno graficado.

Después de tener graficado el contorno en la ventana podemos inmediatamente generar
una malla. Para generar la malla con el Funcional de Longitud se selecciona la opcion F.
Longitud en el menu Malla. En seguida aparecen tres cuadros de didlogo, los dos primeros
solicitan el tamafio de la malla teniendo como valores predeterminados 40 por 40 puntos, el
tercer cuadro pide la confirmacion para proseguir. Si se hace clic en el boton Aceptar los
calculos se realizan, en cambio si se presiona el boton Cancelar no se llevan acabo los
calculos y se retorna a la ventana anterior. El valor predeterminado que tiene este ltimo
cuadro de didlogo es Aceptar.

Tamaiio de malla. rz| Tamaiio de malla. E|
alor de m Walor de n
4] 401
ok | Cancel )4 | Cancel |
(a) (b)
iCalcular? X |
Confirrnacian,
Cancelar I
(c)
Figura 6.11. Cuadros de didlogo solicitando el tamario de la malla (a) y (b) y confirmacion

(©).

“PAVE - [Av]

W] dechivs  Edcon Mals Vertana  Syuds - & x

=) 1)

Figura 6.12. Grafico de un archivo de contorno.
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Al término de los calculos se crea un nuevo cuadro de dialogo. En esta ocasion
preguntando si se desea utilizar la malla que se acaba de generar como malla inicial en
algan calculo futuro. En el caso de presionar el boton S7 en el proximo funcional, en vez de
utilizar como malla inicial TFI que en general se tiene como predeterminado, se utilizara la
malla recién generada junto con su tamaiio, evitando de esta manera la aparicion de los dos
cuadros de didlogo que solicitan el tamafio de la malla. En caso de presionar el botén No en
la préxima malla que se genere se tomara como malla inicial a TFI.

Mensaje.

iDesea utilizar esta malla coma malla inicial para calculos Fukuros?

Figura 6.13. Cuadro de didlogo que aparece al terminar los calculos un funcional.

Finalmente, al cerrarse el ultimo cuadro de dialogo se creard una ventana en donde se
encontrara graficada la malla generada a partir del funcional seleccionado. En la parte
derecha de la ventana se observaran algunos botones de edicion y algunas etiquetas con
datos como los funcionales valuados en la malla generada juntos con otras propiedades de
la malla.

L PAVE - [Av.1]
] archivo  Edicion  Malla  Vertans Ayuds

=| B/8|m =

Figura 6.14. Malla generada por el Funcional de Longitud sobre la Region Av.
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El procedimiento para generar mallas a partir del funcional de area u ortogonalidad es
idéntico al utilizado en el anterior funcional de longitud.

L PAVE - [Av.2]
] archivo  Edicion Malla  Vertans Ayuds

=| B/8|m =

el
239.51479263941

Figura 6.15. Malla generada por el Funcional de Area sobre la Region Av.

Cuando se desea aplicar una combinacion de los funcionales el procedimiento difiere
unicamente al anterior en que después de que han aparecido los dos cuadros de didlogo
solicitando el tamafio de la malla se crean otros cuatro cuadros de diadlogo solicitando las
cuatro constantes correspondientes para el calculo de la combinacion de los funcionales.

Parametros de Malla. E| Parametros de Malla.
Yalor de PA Yalor de PL
d
aK | Cancel ] 0K | Cancel |
Parametros de Malla. X |} Parametros de Malla.
Walor de PO Yalor de S
Ok | Cancel ] ok | Cancel ‘
Figura 6.16. Cuadros de didlogo solicitando los valores de los parametros en la combinacion de
funcionales.
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L PAVE - [Av.3]
=] archivo  Edicion  Malla  Vertans Ayuda

=| B/8|m =

F igura 6.17. Malla generada en combinacion del Funcional de Area y de Ortogonalidad
(PA=0.8 y PO=0.2) sobre la Region Av.

El funcional de suavidad programado en PAVE no es el Funcional de Suavidad Clasico
definido en (5.34) sino el llamado Funcional de Suavidad Adaptiva desarrollado en [1].

Por esta razon cuando se aplica el Funcional de Suavidad ya sea de manera aislada o en
combinacion con otros funcionales se presenta un cuadro de dialogo solicitando una
constante necesaria para el funcional.

Parametro de Suavidad.

gk | Cancel ]

Figura 6.18. Cuadro de didlogo solicitando valor para la constante
CSkc necesaria para el Funcional de Suavidad.
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Archivo  Edicion Malla  Wentana  Awuda

2| Bl3(m ]

1 4215679571727

F. Suavidad

2 010238551 39691

Figura 6.19. Malla generada por el Funcional de Suavidad sobre la Region Av.

Cuando se han generado varias mallas es posible revisar las anteriores seleccionando la
que se desea ver en el ment ventana. O bien si se quiere ver al mismo tiempo todas las
ventanas se puede seleccionar la opcion Mosaico Horizontal o Mosaico Vertical en el menu
Ventana.

Srehees Edbcion - Hals  Yentans  Aguda

| i 1

Figura 6.20. Ventanas abiertas en modo de Mosaico Horizontal.
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6.2.4 Analisis de la clase Funcional.

La parte fundamental en PAVE, tanto en su modo grafico como en el no grafico, es la
clase Funcional. En esta seccion describo la estructura de esta clase.

Las siguientes lineas forman la definicion de la clase Funcional.

class Funcional {

public:
Funcional(),
Funcional (double*, double®, int);
void Contorno(double *, double *, int),
void TFIXb (double),
void TFIXr (double),
void TFIXt (double);
void TFIX] (double);
void TFIX  (double, double),
void malla ();

double LongitudC();

double funcionLX (double ),
double funcionLY (double ),
double funciondLX (double ),
double funciondLY (double ),
double Alphal (double ),
double AlphadL(double ),

void GradientelL(),

double AreaC();

double funcionA (double ),
double funciondA (double ),
double AlphaA(double ),
double AlphadA(double );

void GradienteA();

double OrtogonalidadC(),
double funcionO (double );
double funciondO (double ),
double AlphaO(double );
double AlphadO(double );
void GradienteO();

double SuavidadC();
double funcionS(double, double );
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double funciondS(double, double, double, double),
double AlphaS(double );
double AlphadS(double );

void GradienteS(),

void ParametrosMalla();

void GetValorC(double *, int b = 0);

void GetValorP(double **, double **);

void SetValorC (double);

void SetValorP(double **, double **);

void GradienteC(),;

void Parametros(double, double, double, double),
void Diferencias();

void Incrementos();

void Gradiente();

double minimizar();
double norm();
double Funcion(double );

void Liberar();
void Inicializar(int, int);
void Guardar(char *);

~Funcional(),
private:

double *PX, *PY;
double C[2];

int N;

int M;

double **X, **Y;

double **DHX, **DVX, **DHY, **DVY;
double **[HX, **[VX,**[HY, **[VY;
double **GX, **GY;

double **DX, **DY;

double PA, PL, PO, PS;

double AreaMinima, AreaMaxima;
double AreaPromedio, CSk, CSkc;
double AreaContorno;

intm, n,

double p0, pl;

int h;
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El constructor de la clase esta sobrecargado. La primera funcidén Funcional() inicamente
la utilizo para reservar espacio. La funcion Funcional (double* double*, int) inicializa los
arreglos PX y PY con las coordenadas del contorno, también inicializa a N con el nimero
de puntos en el contorno. void Contorno(double * double *, int) realiza las mismas acciones
que Funcional (double*, double*, int) para el caso en que el constructor Funcional() hubiera
sido llamado.

Las funciones miembro void TFIXb (double), void TFIXr (double), void TFIXt (double) y
void TFIXI  (double) representan las funciones que mapean los lados del cuadrado unitario
en el dominio. void TFIX (double, double) representa la malla generada por TFI.

void malla () genera los valores de las coordenadas de la malla generada por TFI, los
arreglos X'y Y.

double LongitudC(), double AreaC(), double OrtogonalidadC() y double SuavidadC() producen
los valores de los Funcionales de Longitud, Area, Ortogonalidad y Suavidad,
respectivamente. Cada una de las anteriores funciones requiere el uso de funciones
auxiliares:

double funcionlX (double ), double funcionLY (double ) ; double funcionAd (double ); double
funcionO (double ) y double funcionS(double, double ).

void GradienteL(), void GradienteA(), void GradienteO() y void GradienteS() calculan el
gradiente de cada uno de los funcionales. A su vez estas funciones requieren de algunas
funciones auxiliares:

double funciondLX (double), double funciondLY (double ); double funciondA (double ); double
funciondO (double ); double funciondS(double, double, double, double),

Con la funcion void Gradiente() organizo el calculo de los gradientes de los funcionales.

Cuando se discretiza algin funcional se genera una funcion multivariada que se tiene que
minimizar. En PAVE minimizo las funciones con el Método de Gradiente Conjugado en la
funcidn void GradienteC(). En este método para minimizar la funcidn se requiere minimizar

cierta funcion de valor real, a(/I) con respecto a un parametro A. La funcion a(ﬂ,) en
cada uno de los funcionales junto con su funcidn derivada esta dada por las funciones;
double AlphalL(double), double AlphadL(double), double AlphaA(double), double

AlphadA(double); double AlphaO(double), double AlphadO(double); double AlphaS(double),
double AlphadS(double);

Como lo dije anteriormente se requiere minimizar una funciéon de valor real a(i), en

PAVE lo hago con el Método de la Secante en la funcion double minimizar(). La
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organizacion de la funcion a(/i) correspondiente a un determinado funcional se realiza en
double Funcion(double).

double norm() calcula la norma del gradiente de los funcionales.

void ParametrosMalla() determina los valores del area del contorno, area minima, area
maxima y area promedio.

Los parametros necesarios para la combinacion de funcionales se inicializan en void
Parametros(double, double, double, double).

Los valores de los funcionales y propiedades de la malla (area del contorno, area minima,
area maxima y area promedio) se pueden obtener en la funcion void GetValorC(double *, int
b =0). Y las coordenadas de la malla en void GetValorP(double **, double **).

Las coordenadas de la malla se pueden inicializar con alguna malla ya existente en void
SetValorC (double).

void SetValorP(double ** double **) inicializa la constante CSkc requerida en el
Funcional de Suavidad.

void Guardar(char *) guarda las coordenadas de la malla en un archivo.

A partir del tamafio de la malla todas los arreglos y datos requeridos son inicializados en
la funcion void Inicializar(int, int).

Cuando se han generado mallas con un cierto tamafo y luego se quiere trabajar con
mallas de diferente tamafio se requiere liberar la memoria reservada por la instruccion new
en la funcion void Inicializar(int, int) cuando se llamo por primera vez para posteriormente
volverla a llamar con el nuevo tamafio.

En un contexto general lo anterior describe al objeto Funcional.
6.2.5 Estructura de PAVE en modo no grafico.

En esencia el funcionamiento de PAVE en ambos modos, grafico y no grafico es igual.
Cuando se abre una terminal del sistema operativo en la carpeta que contiene al programa y
se quiere trabajar con algin contorno, por ejemplo Av.con es suficiente escribir en el
prompt del sistema
PAVE Av.con
es decir, PAVE y el nombre del archivo de contorno con el cual se va a trabajar. En seguida

se empiezan a solicitar los valores de los parametros para la combinacion de funcionales, en
caso de querer un funcional en particular damos 1 al pardmetro correspondiente y 0 a los
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restantes, y los valores del tamafio de la malla. Luego se imprimen los valores de los
funcionales, los gradientes de los funcionales y las propiedades de la malla, todo con
respecto a la malla inicial. Posteriormente se imprimen dos columnas de datos a medida
que se realiza la minimizacion del funcional. La primera columna es el valor de la

minimizacién de la funcion a(/I) que surge en el Método de Gradiente Conjugado. La

segunda columna es el valor del gradiente del funcional que se minimiza. La ultima
columna indica la iteracion correspondiente. Esta manera en que se despliegan los datos
permite supervisar la convergencia del método. Terminando los calculos se imprimen
nuevamente los valores de los funcionales y propiedades de la mallas pero ahora con
respecto a la malla generada y de igual manera que en el modo grafico se pregunta si se
quiere tomar la malla generada como malla inicial para algin calculo posterior.

Seleccionar Simbolo del sistema - Pave HAb.con

[Bienvenido a PAUE.

Desea continuar ‘s’ s
Ph A

PL 1
PO @
PS @

48
48

funcional de Area es 3.55953
funcional de Longitud es 2.6334%
funcional de Ortogonalidad es 3.54862
funcional de Suavidad es 8.181712

norma del gradiente de Area es 2.51775

norma del gradiente de longitud es: B.573

norma del gradiente de ortogonalidad es: 2.62554
norma del gradiente de suwavidad es: B.188654

valor minimo de area es —B.B823692

valor maximo de area es B.828598
valor promedio de area ez B.8A3808232

1 area es: 4.68821

C8k B.\8387996
minimo 2.33166
minimo 3.32365
minimo 2.41621
minimo 1.88687
minimo 2.28785
minimo 1.831@87
minimo 2.15497
minimo 1.99163
minimo 2.52645
minimo 2.17643
2.21617
2.12719
224039

minimo
minimo
minimo

_11230%

Figura 6.21. PAVE en su modo no grdfico.

6.3 PAVE EDITOR.
Uno de los problemas que se presenta cuando se trata de conseguir alguna malla de un

dominio en particular, es la creacion del contorno del dominio, mas atun cuando el dominio
es complejo. Para resolver el problema, diseii¢ PAVE Editor.
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PAVE Editor es un programa sencillo que permite ir obteniendo las coordenadas del
contorno de un dominio en una imagen utilizando el mouse. Consta de un solo menu con
tres opciones.

El menu Archivo consta de las siguientes opciones:
=  Nuevo. Permite abrir una imagen.

=  Guardar Como.... Guarda las coordenadas en un archivo de contorno.
= Salir. Sale de la aplicacion.

Archivo

Muevo Chrl+O
Guardar Como Chrl+S
Salir Chel+F4

Figura 6.22. Menii Archivo.

Archivao

- -

Figura 6.23. PAVE Editor.

En el programa considero un sistema de coordenadas con origen fijado en la esquina
inferior izquierda. La unidad del sistema es el pixel.
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El funcionamiento de PAVE Editor es sencillo. Lo primero es abrir una imagen, que
contiene el dominio del cual se obtendra el contorno, seleccionando la opcion Nuevo en el
menu Archivo. En seguida se mostrard un cuadro de didlogo para seleccionar la imagen
buscada. Al cerrarse el cuadro de dialogo la imagen aparecerd en la parte izquierda del
programa.

[ex]

uscar em: | I3 PAVE_Editor - e e - [B45x4E8]
|5 PawvE_| =] &l £F

Documentos
recientes

P
E

[’;‘A

Escritorio

&

iz docurnmentos

i FC

Miz sitioz de red  Mombre: JDeLrep3dimﬁD2.bmp “'_J Abrir |
Tipio: jAII [ brp;™ ico:” emf:* wnf] :_] Cancelar | |
7
ccaall

Figura 6.24. Cuadro de didlogo que se crea al seleccionar la opcion Nuevo en el menu Archivo.

.2 PAYE Editor
Archivo

Figura 6.25. PAVE Editor después de haber abierto una imagen.
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En la parte derecha del la pantalla se encuentran varios objetos. El primero es un objeto
Memo que mostrara las coordenadas seleccionadas en la imagen. También se encuentran
tres objetos Edit. Los dos primeros representan las coordenadas del puntero en la pantalla y
el ultimo el numero de puntos seleccionados.

La forma de seleccionar un punto en la pantalla es dando un clic con el botén izquierdo
del Mouse o en caso de tener activado la funcion MouseKeys de Windows, que es lo mds
recomendable, en la tecla 5 la parte numérica del teclado (para activar MouseKeys dirijase
al Panel de Control, presione el icono de Opciones de Accesibilidad y en el menii Mouse
active la casilla Utilizar MouseKeys).

Archivo

Figura 6.26. Captura de algunas coordenadas.

Ahora se deben guardar las coordenadas en un archivo de contorno. Para ello seleccione
la opcion Guardar Como en el mena Archivo. De inmediato aparecera un cuadro de dialogo
en donde se puede proporcionar la ubicacion en donde se guardara el archivo y el nombre
con el que se guardard. La extension, de manera predeterminada, es .con. Después de
contar con el archivo de contorno podemos recurrir a PAVE para generar algunas mallas
sobre el contorno.
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L
MiPC

e
Mis stios deied  Mombre: A
Tiog:

« @ of E8-

Guarglw e [ 3 PAVE_Edéor

| Bachwen de Contomo

Guardae

- Cancaly

Figura 6.27. Cuadro de dialogo para guardar las coordenadas de un contorno.

LI PAVE - [Av]

& archiva  Edicion Malla Wentana  Ayuda

= B[E|m

I

Figura 6.28. Contorno generado en PAVE _Editor visto en el programa PAVE.

Por 0ltimo muestro la creacion de un contorno mas.
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-* PAVE_Editor

b ST OTISMOUY
15ha oo Wit

Cenalde la Mancha .
S 203 |

Figura 6.29. Obtencion de las coordenadas de la region de Inglaterra.

VE - [Inglaterra]

& archive  Edicion Malla  Wentana Ayuda

ﬂ % =]} Calculando

Figura 6.30. Vista de Inglaterra.con en PAVE
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CAPITULO 7.

MODELO NUMERICO.

El problema en este trabajo de investigacion, es la prediccion de la cantidad de agua que
invade al pozo productor, en funcion del gasto a que se somete al pozo. La formulacién con

Elemento Finitos de la ecuacion (3.23) es como sigue: Sea el dominio Q ¢ R’ el espacio
ocupado por el yacimiento y la falla productora. El problema abstracto descrito por la
Ecuacion en Derivadas Parciales (3.23) se puede transformar en un problema integral
mediante el método de Galerkin. Sea v una funcién auxiliar arbitraria (funcion fest o de
prueba), definida en el mismo dominio (), multiplicando por v la ec. (3.23) e integrando

sobre () obtenemos:

[ve a;wm ==[W-(F-VS Q- [vG-VS,dO (7.1)
Q Q

Q

La cual se transforma aplicando el Teorema de Green:

[vo a4 [V (F-V5, )40+ [vG VS, = [ vq,d0 (1)
5 Ot 2 J )
<<ﬂ 82‘: v, > +(F-VS, -V, )+ <G : Wwvi) _quF VS, i =(q,v,) (7.3)

N
Sea la interpolacion de S, definida por: S, (x, y,z,t)zZui(t) v,(x,y,z), entonces

i=1

sustituyendo esta aproximacion en (7.3) obtenemos:

Z%<¢’vjv;>zuj< G 'ﬁvjvi>+zuj <F'§Vj '§Vi> :CI)F.§SW 'ﬁdS+<qavi>
j g :

J

(7.4)

Definiendo los coeficientes integrales:
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M- YLK iR (7.4)

La ecuacion (7.4) es la aproximacion matricial por Elementos Finitos de la ecuacion

(3.23). Falta especificar las condiciones de frontera adecuadas. La existencia de la zona de

transicion, es el efecto principal producido por las fuerzas capilares en el Activo Bellota-
Jujo. En esta zona S,, disminuye en funcioén de h. desde 1 en el plano de contacto agua-
aceite, hasta Sy; = 0.363 a la altura maxima h..
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CAPITULO 8

RESULTADOS Y CONCLUSIONES

8.1 RESULTADOS
Para verificar el modelo, se realizaron varias simulaciones, pero se escogio una sola
simulacion como representativa de los calculos hechos. El problema y los pardametros que

intervienen en el mismo se consideraron de la siguiente manera:

= El flujo de aceite y agua se realiza en manera horizontal.

. k .
* Se inyecta agua a una tasa ¢, = 1075 en P,y se extrae aceite en P, a una tasa
s

q, :—IOk—g.
s

» Hay flujo inmiscible de ambas fases en la direccidon indicada por flechas en Figura
7.0.

= El flujo es simétrico en los cuatro cuadrantes, por ello solo se estudia en uno.
= Para las condiciones de contorno, el flujo es considerado nulo en toda la frontera.
= Las condiciones iniciales son dadas por:

p.=p,—p, =constante.
S, +S, =1

= Se utilizo las relaciones de Brooks-Corey para la presion de capilaridad y
permeabilidades relativas:

1

P(S,)=p,S,*
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S =22"%w g o< <1

2434

K. (S,)=S.*

244

K, (S,)=01-5)1-5%).

donde S, es la saturacion efectiva, A es la distribucion del tamafio de poro, §,, la

saturacion de agua residual y p, la presion entrante.

Los restantes parametros son:

£, =P, =1000k—g, ,uwz,u0=10"3k—g3, =02y K=10"m".
m

n13
El dominio se dividié en 1672 subdominios.
La simulacion se realizé en un lapso de tiempo que va desde 0 hasta 48 hr.

El modelo fue resuelto en el programa FEMLAB.

Y
i Extraccion de Aceite
3000 m. £
Inyeccion
de Agua
= - X
! 3000 m.

Figura 8.0 Esquema del problema.
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Las siguientes graficas muestran los resultados obtenidos. En cada una de ellas se expresa
la saturacion efectiva del agua cambiando durante el tiempo.

(b)

(c) (d)

Figura 8.1. Saturacion efectiva del agua en: (a) 1 s., (b) 100 s.,
(c) 1000s.y (d) 1.39 hrs.
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(a) (b)

-

(d)

Figura 8.2. Saturacion efectiva del agua en: (a) 2.78 hrs., (b) 4.17 hrs.,
(c) 6.94 hrs. y (d) 9.72 hrs.
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(c) (d)
Figura 8.3. Saturacion efectiva del agua en: (a) 13.9 hrs., (b) 16.7 hrs.,
(c) 19.4 hrs. y (d) 22.22 hrs.
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©) " (d)

Figura 8.4. Saturacion efectiva del agua en: (a) 27.8 hrs., (b) 30.55 hrs.,
(c) 33.33 hrs. y (d) 36.11 hrs.

8.2 CONCLUSIONES

En cuanto al generador de mallas, PAVE, logré reproducir varias mallas ya creadas por
otros autores, comprobando asi su buen funcionamiento. Ademas generé algunos
contornos, y varias mallas sobre estos, obteniendo un buen desempefio de ambos
programas.

Como se puede observar en la figura 8.3 a figura 8.4, el modelo propuesto para el
problema de flujo produce resultados que concuerdan con lo esperado. Ademas de la
anterior simulacion, se realizaron otras simulaciones con datos de campo tomados de pozos
del Activo Bellota-Jujo.
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