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Nomenclatura
C Capacidad especifica
h Variable dependiente
F Fuente o sumidero
q Vector de velocidad
K Tensor de permeabilidad
T d o d E Operador nabla
ox 0z

= Ou, Ou 4 Gradiente
Vu=—i+—

ox 0z
V.g= 94, 99, Divergencia

ox 0z

Q Dominio
I, 0Q Frontera de dominio
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J Derivada con respecto a la posicion
dx

9 Derivada con respecto al tiempo
dt

(X)=(x,y,2) Coordenadas arbitrarias

u Solucién ecuacion diferencial

U, Nodos

; Funciones de interpolacién

7} Vector normal

Q¢ Dominio de elemento

re Frontera del elemento

Q" Malla

R Residuo

w(X) Funcién de peso

B(w,h*) Forma bilineal

L(w) Forma lineal

M, Matriz

V. Vector

ds Longitud de arco

F(1) Vector de Posicién

r(1)

Vector velocidad

FCFM - UMSNH 6




® El método de los elementos finitos

Norma o magnitud de un vector

~->
-
~o

Vectores unitarios
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Conceptos

En este apartado se describen someramente los conceptos incluidos en el
trabajo, con la finalidad de que el lector tenga una referencia rapida, que le permitira
leer la tesis con fluidez.

Modelo fisico. Es una maqueta o un disefio a escala que se puede ver, sentir o tocar y
que simula la misma operacion que el fendmeno real.

Modelo matemdtico El modelo Matematico es un conjunto de ecuaciones
diferenciales o integrales o integro - diferenciales o algebraicas con sus respectivas
condiciones iniciales y de frontera.

Discretizar. Una porcion de materia contiene una infinidad de particulas a las cuales
se les puede asignar un punto (X, y, z), entonces la porcidon contiene una infinidad de
puntos, Discretizar es tomar solo una cantidad finita de puntos que representen lo

mas exacto a la porciéon de materia.
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Fenomeno estacionario. Es un fendmeno que no transcurre del tiempo solo del
espacio que ocupa.

Fenomeno transciente. Es un fendmeno que depende del tiempo y del espacio.
FORTRAN. Lenguaje de programacion. FORTRAN viene de la unién de FOR —
Formula, TRAN - translation. La version utilizada en este proyecto es Compag

Visual Fortran Professional edition 6.6.0.
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Resumen

En este proyecto de investigacion, desarrollado en la Facultad de Ciencias
Fisico Matemiticas de la Universidad Michoacana de San Nicolads de Hidalgo
(UMSNH), se gener6 una propuesta para solucionar numéricamente la ecuacion

diferencial parcial

.5 [—I%-WH ;7}:F
ot
—(—1? Wz+7)=q

En el mercado existen programas de computo que se pueden utilizar para
resolver la ecuacion diferencial parcial, pero los altos costos del software
(FEMLAB) propician que se opte por desarrollar programas de computo propios,
que permitan no s6lo hallar la solucién para un caso especifico, sino que al incluir

las variables del modelo, para que el usuario pueda manipular las condiciones
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iniciales y de frontera, para obtener una simulaciéon mds completa del fenémeno
fisico en cuestion. Lo mds importante es que al desarrollar el software , se aprende,
se adquiere y se desarrolla tecnologia propia.

Otro elemento a favor es que al disefiar el algoritmo de soluciéon de la
ecuacion diferencial parcial, se llega a conocer la matematica que se usa, lo que
conlleva a un aprendizaje paralelo de la solucion de sistemas de ecuaciones lineales
y de ecuaciones diferenciales parciales.

En esta propuesta el uso de la computadora se hace indispensable, porque del
planteamiento de solucion de la ecuacion diferencial, surge la necesidad de resolver
sistemas de ecuaciones con cientos de elementos que a lapiz y papel se tomaria un
tiempo considerable y seria muy tedioso, cdlculos que con la computadora y un
software adecuado se hacen en muy poco tiempo y con la exactitud que el usuario
requiera.

En esta tesis se presenta un algoritmo, desarrollado con el lenguaje de programacion
FORTRAN. La version utilizada en este proyecto es Compaq Visual Fortran
Professional edition 6.6.0, para solucionar el conjunto de ecuaciones diferenciales
parciales con sus respectivas condiciones iniciales y de frontera, que fue resuelto
por el Método de los Elementos Finitos (MEF

En resumen, el contenido de la tesis explica la formulacion de la solucion por
elementos finitos de una ecuacion diferencial con el programa de cémputo, llamado

DMEEF elaborado en lenguaje de programacion Fortran.
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Capitulo 1

Marco contextual

1.1 Contexto

La Universidad Michoacana de San Nicolds de Hidalgo (UMSNH), maxima
casa de estudio del estado de Michoacan, ofrece educacion de calidad en las distintas
areas del conocimiento, que cubren pricticamente todos los sectores integrantes de
la sociedad, con oferta académica de 25 carreras de licenciatura y 19 programas de
posgrado, distribuidos en todo el estado.

Una de las instituciones que ha cumplido de una manera amplia y bastante
exitosa con los objetivos para los cuales fue fundada en 1968, es la hoy denominada
Facultad Ciencias Fisico- Matemaéticas (FCFM), porque sus egresados han
trascendido a nivel estatal, nacional e internacional y se erige en la actualidad como
uno de los pilares de la UMSNH, que se encuentra ubicada en el edificio B de
ciudad universitaria de Morelia, Michoacan.  Uno de los principales factores de

éxito de la FCFM es la atencion personalizada que reciben sus estudiantes de parte
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de la planta docente y de investigacion, que culmina con la asesoria para la
elaboracion de tesis, como Unica alternativa de titulacion de la facultad, tal y como
sucede con esta investigacion.

Como uno de los objetivos de la FCFM es desarrollar nuevas aplicaciones
para el campo de la tecnologia e investigacion cientifica, se presenta este trabajo de
investigacion relacionado con la elaboracion del programa de computo SEBMEF,
con el que se soluciona numéricamente una ecuacion diferencial parcial, con el

conocido método del Elemento Finito.

1.2 Objetivo

Determinar la solucién numérica de la ecuacion diferencial parcial

C%+V[—Iéﬁh+7}=F
ot
—(—I?ﬁhﬂ?):q

por el método del Elemento Finito a través de un programa de computo.
1.3 Metas
- Aprender el Método del Elemento Finito.
- Desarrollar el algoritmo para aplicar el MEF a la solucion de las
ecuaciones diferenciales parciales.
- Elaborar el programa de computo en lenguaje FORTRAN, del algoritmo
de la solucion de la ecuacion diferencial parcial.

1.4 Duracion del proyecto. 1 aio.
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1.5 Tipo de investigacion

Es una investigacion de Desarrollo, porque como resultado se ha elaborado
un algoritmo desarrollado en computadora para solucionar una ecuacion diferencial
parcial por el método de elementos finitos.

1.6 Justificacion

La distancia abismal entre la matemdtica que se ensefia en las instituciones
educativas y la aplicacion de la matematica en las distintas dreas del conocimiento
es preocupante, sobre todo porque en los curso de ecuaciones diferenciales, el
aprendizaje se orienta a métodos terminados, y se omite la modelacién matematica
de un fendmeno natural y otras formas de solucién, como son los métodos graficos y
numéricos.

La forma de ensefar las ecuaciones diferenciales tradicionales, por lo general
se basan en métodos analiticos exactos, que no llegan a aterrizar en alguna
aplicacion. Este método genera en el alumno la idea de que todo problema tiene una
solucién en términos de alguna funcién conocida, lo que en parte es cierto, pero en
la mayoria de las aplicaciones de la ciencia, no tiene cabida esta idea, como se
plantea en esta investigacion de desarrollo.

En este trabajo de investigacion se plantea solucionar numéricamente,
mediante un programa de computo la ecuacion diferencial parcial, obtenida de una
modelacion matemadtica de un fenémeno fisico.

Sin embargo, es mucho mas dificil entender un fenémeno en una ecuacion

matemadtica que observdndolo directamente de la naturaleza. Asi, la solucién de
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ecuaciones diferenciales de todo tipo se ha visto beneficiada por la modelacién
matemadtica y la aproximacion numérica con la computadora, como sefiala Carl
Sagan en la pelicula Cosmos “con tan solo un clic en la computadora y en unos
cuantos minutos se puede observar un fendmeno que a la naturaleza le ha tomado

horas, dias, meses e incluso millones de afios”.
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Capitulo 2

Desarrollo Historico de los Elementos Finitos

2.1 Introduccion a los elementos finitos

Este trabajo primordialmente se ha enfocado més hacia la comprension y
solucion de problemas que involucran ecuaciones diferenciales mediante el MEF,
para lo que se ha tomado como directriz las notas del curso de Suédrez (2002), para
elaborar la introduccion e historia de los elementos finitos.

La necesidad es la madre de la invencion, reza el viejo y adecuado adagio
para explicar los innumerables inventos humanos en cualquier drea de la creatividad
humana. Esta situacion se extrapola hacia los métodos numéricos, que permitieron
resolver una gran cantidad de problemas de matemadticas y fisica. Desde la técnica
de exhaustividad de Arquimedes, los algoritmos drabes, los métodos intuitivos de
Newton, las cuadraturas de Gauss y los algoritmos de Runge-Kutta, siempre hubo la
necesidad de resolver problemas matemadticos dificiles, lo que procrea a los métodos

numéricos que se usan hoy en dia.
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Las nociones para aproximar derivadas que ya habian empleado Newton y
Euler, fueron puestas bajo una nueva luz por el calculista Southwell, a principios de
1940, bajo la terminologia general de método de Diferencias finitas (MDF), el cual
devino popular rdpidamente y fue muy usado con el surgimiento de las primeras
computadoras electronicas de gran tamafio.

El elemento finito fue descubierto por un grupo de ingenieros que trabajaban
en problemas de célculos de la deformacion de estructuras a mediados de la década
de los afios 50. El experto galés en el MEF, Zienkiewicz, divide cronolégicamente
el progreso gradual del MEF en tres eras evolutivas:

1) Era medieval (la fe mueve montafias).
2) Era renacentista (se reconocen los modelos clasicos).
3) Etapa barroca (se agrega decoracion y se buscan nuevas bases; 1973).
A estas tres eras de Zienkiewicz, habrd que agregarles, al menos otras dos:
4) La era de los elementos hibridos (1990).
5) La era de los MEF sin malla (2000).
2.2 Etapa medieval

Los problemas que requieren aplicacion de las matematicas a las ciencias y a
las ingenierias, frecuentemente son muy dificiles, y no precisamente a causa del
nivel matematico requerido, sino simplemente porque el nimero de componentes
individuales involucrados es enorme. Para ello basta imaginar simplemente todos los
componentes de una nave espacial o todas las partes que forman la catedral de

Morelia, o los elementos del estadio Morelos, o los de una placa tecténica.
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En esta etapa primaria del MEF, se observa la naturaleza de cada componente
individual, se especifican sus variables y los puntos de conexién entre cada elemento
con los demads elementos de la estructura global. Este proceso constituye el
ensamblado del MEF.

Es natural entonces, que un medio continuo (estructura o sistema) sea
modelado como un ensamblaje discreto (finito) de cierto nimero de componentes
individuales, llamados por lo mismo Elementos Finitos que representan de manera
aproximada a la estructura original. Este modelo es aproximado debido a que el
medio continuo tiene, por definicién matematica, un nimero infinito de
componentes (puntos (X, y, z)), o bien por que fisicamente contiene una cantidad
excesivamente grande de particulas materiales (de moléculas por ejemplo). Como es
practicamente imposible modelar todas y cada una de las moléculas del medio, la
representacion finita o discreta es necesaria, que por lo general arroja muy buenos
resultados.

En esta primera etapa del desarrollo historico del MEF, la intuicion fisica
predomina. Turner (1956) al parecer fue de los primeros en emplear el concepto de
“Elemento Finito” porque notaron que, al separar un elemento de una estructura y
suponiendo patrones de tension y de desplazamiento simples ligados, las relaciones
entre desplazamientos y fuerzas nodales pueden lograrse en forma adecuada. Esos
pioneros e ingenieros aeronduticos y mecdnicos, guiados por el sentido comun y la
intuicion, derivaron varios elementos finitos simples: el famoso Tridngulo de

Turner, el rectdngulo de Claugh y la placa doblada o curvada de Melosh.
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2.3 Etapa renacentista (Los modelos cldsicos)

Después de agotar las primeras intuiciones brevemente descritas en los
parrafos anteriores, se descubrid que una perspectiva claramente intuitiva basada en
el sentido comun, fallaba cuando se intentaban nuevas aplicaciones con elementos
mas complejos. Entonces surgi6 el principio del “Trabajo Virtual” como una
herramienta auxiliar del MEF, mas general y poderosa en el andlisis estructural. Este
principio consiste en un teorema cldsico que asegura que si un conjunto de tensiones
estd en equilibrio, en todos los puntos, con un conjunto de tracciones externas,
entonces la suma de trabajos virtuales internos y externos a la estructura, hechos
durante cualquier desplazamiento virtual, debe de ser igual a cero. Tal uso del
trabajo virtual en el MEF, permiti6 asegurar que el proceso del desplazamiento
virtual puede también representarse como la minimizacion aproximada de un
potencial de energia.

Esta representacion con la minimizacion de un funcional como la energia
potencial de la estructura, permiti6 introducir otro concepto clasico, el principio
variacional de Hellinger-Reissner. Tal principio resulta muy poderoso, pues
entonces cualquier modelo de un proceso fisico en el cual se puede definir un
funcional con algin valor estacionario, puede ser modelado inmediatamente por el
MEF. Como ejemplo general, la técnica variacional se ilustra mediante una

funcional X (u) definida como:

X (@)= F(idQ
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donde Q representa el dominio espacial de la estructura. Entonces una

aproximacion para z = Mad , donde M es una matriz de la estructura y a es la

deformacién a desplazamientos, conduce por minimizacion con respecto a a, hacia

un conjunto de ecuaciones aproximadas: E;—)f =0 (Proceso de Rayleigh-Ritz).

a

La extension variacional del MEF condujo en 1965 a Zienkiewicz y Cheng, a

formular y resolver problemas no estructurales. Después de este trabajo se

desarrollaron un buen niimero de investigaciones y se publicaron varios articulos

sobre la aplicacion del MEF a diferentes procesos fisicos. Es importante hacer aqui

un breve resumen de la situacion del MEF hasta mediados de la década de 1960:

1)

2)

3)

4)

Se comprendi6 que la formulaciéon mediante el principio del trabajo virtual
(PTV) en elasticidad lineal, da resultados idénticos que el principio de
minimizacion de la energia potencial, si la funcién de peso virtual es idéntica
a la funcion forma del elemento finito.

El PTV establece la relacion eldstica en forma mas simple y directa que el
principio variacional, cuando ambos conduzcan a la misma aproximacion.
Si se empleaban otras funciones de ponderacion, esto conducia a una
formulacién alternativa que no podia ser derivada del principio variacional.
Si existen propiedades no-lineales de la estructura, entonces el PTV tiene
validez y conduce a un conjunto de ecuaciones no lineales discretizadas. En
este caso el principio variacional se hace méds complicado y, de existir el

funcional, éste deja de tener un sentido fisico claramente definido.
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5) En las aplicaciones no estructurales del MEF, las ecuaciones diferenciales
parciales que gobiernan y describen el problema fisico, pueden ser
formuladas correctamente, pero el funcional a minimizar puede no
formularse en forma simple, o bien, puede no existir.

En estos casos importantes se descubrid que el PTV clédsico podia ser
reemplazado por métodos cldsicos de Residuos Ponderados (MRP o Weighted
Residual Methods) ya usados en otros problemas antes de 1956. A partir de este
descubrimiento se reencontré otro proceso cldsico de formulacion especial del MRP
llamado de Galerkin, que databa de 1951 y que devino muy popular a partir de
entonces.

A partir de 1969 se reconoci6 ante la comunidad internacional usuaria del
MEF, que el método de Galerkin, que consiste en procedimientos especiales de
residuos ponderados, es muy ventajoso y general en la formulacién del MEF y tal
vez sea también el mds sencillo.

2.4 Etapa barroca
La etapa barroca tanto en el arte como en la ciencia, se ha caracterizado por la

busqueda de nuevas formas o nuevos territorios, por lo tanto, de un alejamiento de

los modelos clasicos. Hacia el exterior, lo barroco se hace evidente por una
elaboracion creciente en el refinamiento de las formas y de la decoracion. A partir
de 1970, el MEF entré a una fase barroca de mucha elaboracion de los detalles

matematicos.
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Enseguida enfrent6 la yuxtaposicion de varios detalles fisicos y buscé nuevas
bases cientificas, nuevos campos de aplicacién y rigurosos fundamentos
matematicos.

A esta era corresponde el reemplazo de las formas iniciales simples de los
elementos (tridngulos, rectdngulos, etc.) por otras formas mds complejas y con mas
grados de libertad. Como ejemplo surgieron los elementos isoparamétricos con
numerosos nodos, elementos curvos y elementos tipo concha con varios nodos.
También en esta etapa surgieron los principios variacionales mixtos, en la solucién
de problemas de elasticidad.

2.5 Etapa hibrida o post-barroca

Es la etapa actual del MEF, que se caracteriza por una proliferacion
impresionante de trabajos originales en el modelado de una enorme cantidad de
problemas fisicos y en la ingenieria, ya no solo civil o estructural, sino en la
mecdnica de fluidos, en el flujo en medios porosos, el flujo en fronteras, la
transferencia de calor y en aplicaciones a la biomecdnica, a la biofisica y a la
ingenieria espacial. También se generaliza el uso del MEF a diversos problemas de
fisuras, rupturas y fracturas, la bibliografia sobre MEF prolifera y se calculan 9,000
articulos al afo publicados en todo el planeta.

2.6 Etapa de los elementos sin malla

Al aumentar la complejidad de los problemas tratados con el MEF, se han

hecho cada vez mas evidentes algunas limitaciones del método, por ello, desde

principios de este siglo, una nueva y mds poderosa clase de técnicas numéricas
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emerge. Se les ha dado el nombre genérico de Métodos Numéricos Sin Malla
(MNSM) o “Meshless Methods”, aunque se trata mds bien de varias técnicas y no de
una sola. Con los MNSM se han solucionado complejos problemas de mecéanica de
s6lidos y de fluidos, con una reduccién de tiempo en pre-procesamiento muy
significativa.

2.7 Las matemadticas y la ingenieria en el desarrollo del MEF

Es importante y justo mencionar que el trabajo del gran matematico alemén
Richard Courant, contenia ya algunos componentes y fases tedrico-practicas del
MEEF desde 1943.

Lo mismo puede decirse del trabajo de Prager y Synge (1947), con una
aproximacion de elasticidad basada en el concepto de espacio de funcién. Lo mismo
podra decirse del método de exhaustividad de Arquimedes, quien dividia una figura
compleja en figuras mas simples elementales para calcular su area. Estos trabajos
pioneros, sin embargo, no tuvieron ninguna influencia directa en las invenciones
ingenieriles originales del MEF; ni tampoco influyeron en los afios subsiguientes en
otros matematicos para proseguir en esa linea de investigacion.

Esta bien documentado que no fue sino hasta que se comprendi6 la relacion
del MEF con los principios variacionales y los residuos ponderados, que algunos
miembros de la comunidad matemdtica empezaron a interesarse seriamente en el
MEEF. Esto ocurri6é aproximadamente entre los afios 1969 y 1970, hasta entonces se

comprendid que en realidad el MEF es una herramienta de aproximacion numérica
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general, pero que no puede equipararse exactamente con ninguna de las técnicas

matemadticas que lo sustentan. Esto se comprenderd mejor en el capitulo 3.

El tema comun es el proceso general de ensamblado de los elementos. El

MEF también ha servido, epistemolégicamente hablando, para adecuar mas al

ingeniero y al fisico en su soporte matematico (la infraestructura matematica de la

realidad), pero sobretodo, a educar al matemético a pensar en términos de la
ingenieria practica y de las aplicaciones de su ciencia a la realidad fisica.

2.8 Algunas razones por las que se hizo tan popular el MEF

Son tres al menos, las principales razones por las cuales el MEF se ha
transformado en una herramienta de calculo tan popular internacionalmente:

a) Tiene una gran analogia fisica con el ensamblado de partes que es tipico de la
ingenieria (estructural, mecdnica, biofisica, etc.), y por tanto es conceptualmente
muy intuitivo.

b) Tiene una gran capacidad para trabajar con formas geométricas complejas
mediante el empleo de elementos simples de forma arbitraria.

c¢) Debido a la naturaleza de las interconexiones entre los elementos directos del
MEF, en el proceso terminal de ensamblado, se forma un conjunto de ecuaciones
cuya matriz tiene una “estructura de bandas” la cual facilita su solucion.

2.9 El MEF, las diferencias finitas (MDF), superficies finitas integradas (MSF1I)
y elementos de frontera (BEM)

Hoy en dia se puede visualizar al MEF como una variante o caso especial de

varios procesos cldsicos de aproximaciéon numérica, tal y como se mencioné en las
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etapas historicas del MEF, pero ;que pasa con el MDF? que también es capaz de
resolver muchos problemas.

Las diferencias finitas surgieron desde 1666 con el invento del cdlculo
diferencial, pero se desarrollaron extensamente hacia el contexto fisico de solucion
de problemas précticos, con el trabajo de R. Southwell en 1946.

El MDF es una aproximacion directa de las EDP y EDO que gobiernan el
fendmeno con condiciones de frontera, en puntos (nodos) discretos de una malla,
mediante el valor de la funcién en otros puntos de la misma, calculados
previamente. En el sistema inicial de ecuaciones a resolver, cada ecuacién aparece
ensamblada inmediatamente.

Debido a la aproximacion de las condiciones de frontera, las matrices
resultantes son frecuentemente no simétricas. La principal ventaja del MEF sobre el
MDF es, la representacion de geometrias complejas curvadas, en los cuales el
proceso de ensamblado de elementos con distintas propiedades fisicas no representa
ninguna dificultad. En cambio con MDF esto se hace muy dificil.

Con respecto a los otros dos métodos, llamados MSFI'Y BEM, no se puede
establecer una respuesta general a la pregunta: para la misma cantidad de trabajo y
esfuerzo en un problema dado, ;Cudl es mejor, mds rdpido y mds preciso?
Dependera siempre de cada problema particular.

Sudrez (2000) ha trabajado con el MSFI y ha notado que el método es mucho

mas sencillo de implementar y mds rapido, e igual de potente que el MEF en
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problemas de transferencia de calor en sélidos, y en los flujos de masa y energia en

medios porosos.

Sin embargo al resolver un problema de Dirichlet con una malla regular de un

dominio rectangular, los cuatro métodos mencionados dan resultados

numéricamente idénticos con el mismo trabajo de computo.

Para terminar este capitulo, se describen el tipo de problemas donde el MEF

falla o es muy impreciso o muy dificil de implementar y que son:

1)

2)

3)

4)

5)

Simulacién de singularidades por carga concentrada.

Dislocaciones, esquinas y “craks” o micro fisuras (en estos casos las
soluciones numéricas convergen mal).

Los problemas que requieren un refinamiento continuo muy intenso de las
mallas, porque demandan un consumo de tiempo y de creacién muy alto.
Es muy dificil simular el comportamiento de una fisura con trayectos
complejos y arbitrarios que generan discontinuidades.

Es casi imposible simular el rompimiento de un material en muchos

fragmentos, pues la hipétesis basica es el continuo.
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Capitulo 3

El método del elemento finito

3.1 Introduccion al MEF

El método del elemento finito (MEF) es una de las técnicas numéricas mas
poderosas para la solucidn de ecuaciones diferenciales, resultantes del modelaje
matemaético de problemas de los diversos campos de la ingenieria y ciencias
aplicadas.

El método es una generalizacion de los métodos variacionales o método de
Ritz y método de residuos ponderados o de Galerkin, los que se basan en la idea de
que la solucion u de una ecuacion diferencial puede ser representada como una

combinacion lineal de unos pardametros desconocidos u; y una seleccion apropiada

de funciones ¢, dentro de todo el dominio del problema, es decir u = ZM @, - Los
j

parametros u; se determinan de manera que la solucion de la ecuacion diferencial
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sea satisfecha, frecuentemente en sentido integral. Las funciones ¢;, llamadas

funciones de forma o de interpolacion o de aproximacidn, se seleccionan de tal
forma que satisfagan las condiciones de frontera del problema.

La mayoria de los problemas reales son definidos en regiones que son
geométricamente complejas y por esta razon, es muy dificil construir funciones de
interpolacidon que cumplan las diferentes condiciones de frontera en diferentes
porciones de la region. Los métodos tradicionales variacionales y de residuos
ponderados tienen defectos en la construccion de las funciones de aproximacion, el
que satisfagan las condiciones de frontera complicadas del problema a resolver. Sin
embargo si el dominio puede ser representado por subdominios que permitan
generar las funciones de interpolacion para cualquier condicidn de frontera, entonces
los métodos variacionales y de residuos ponderados pueden resolver practicamente
cualquier problema de ingenieria.

La idea bésica del método de los elementos finitos es observar a un dominio
dado, (Ver Figura 1), como una geometria de formas simples ensambladas,
Elementos Finitos, para los cuales es posible generar sistematicamente las funciones
de interpolacién, que se necesitan para solucionar la ecuacion mediante cualquier

método ya sea variacional o de residuos ponderados.
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TTT— >
==

Figura 1. Dominio discretizado

La habilidad para representar geometrias bastante complejas por una

coleccion de elementos finitos, hace que el método de los elementos finitos sea una

de las herramientas numéricas mas valoradas para la solucion de problemas de

frontera, inicial o de eigenvalores, que aparecen al modelar mateméaticamente,

problemas en los campos de la ingenieria y ciencias exactas.

Para una ecuacion diferencial dada, es posible desarrollar diferentes

aproximaciones en elementos finitos (0 modelo de elementos finitos), que depende

de la eleccion de un método variacional o de residuos ponderados. En el siguiente

apartado se analizan los pasos a seguir para plantear una ecuacion diferencial en

elementos finitos.

3.2 Ecuacion del modelo

La ecuacion 3-1

C%+V[—Iéﬁh+7}:F
ot
—(—1? ?h+7):5,

(3-1)
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Puede representar un sin nimero de fendémenos de la naturaleza, por ejemplo: flujo
de fluidos, flujo de calor, conductividad eléctrica, electroestatica, etc.

Para propositos particulares se considerara un problema de flujo de fluidos en un
medio poroso. La ecuacién 3-1 se considerard lineal y es pues la ecuacion de
Richards. La ecuacion de Richards es equivalente a la ecuacion de Darcy.

Por la importancia que tiene la ecuacion de Darcy vale la pena conocer mds acerca
de esta y para profundizar més, ver apéndice D.

En la ecuacion 3-1 los términos involucrados son:

C Capacidad especifica de humedad

F Generacion o extraccion interna de fluido

g Vector de velocidad o velocidad de Darcy

H

K Tensor de permeabilidad
7 Pardmetro que depende de la direccion del movimiento.
Mediante el MEF se solucionard la ecuacién 3- 1 con las siguientes

caracteristicas:

e cnun dominio bidimensional © con frontera 0Q (I"),

. (k. O
¢ un medio anisotrépico diagonal, K :( 6 . j

Z

Con las condiciones iniciales y de frontera, vienen dadas por:
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h(x,t =0)=h,
h(t,%)=h enT, (3-2)
q; =—(=K-Vh(t,X,)+y)-nnenl,
donde 1“1UF2 =y 1“101“2 =¢,y n vector normal unitario que apunta hacia fuera,

como se indica en la Figura 2

W

Figura 2. Vector unitario normal 7
3.3 Aproximacion por elementos finitos. El modelo estacionario
La idea principal del MEF, es generar las funciones de interpolacion
requeridas para solucionar la ecuacion diferencial por cualquiera de los métodos
variacional o por residuos ponderados. En el MEF, esto se realiza dividiendo el

dominio dado Q=Q U I' en un conjunto de subdominios, llamados elementos

finitos. La frase elementos finitos frecuentemente se refiere a la geometria y al orden
de la aproximacion usada para la variable del problema sobre el elemento. Para
mantener la formulacion muy general, i.e., no confinar la formulacién a un solo
elemento, se denota el subdominio de un tipico elemento como Q° y a su frontera
como I, que puede ser triangular o cuadrangular, entre otros. La suma o union de

todos los elementos, los cuales no se deben traslapar unos a otros, que serd usada
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para representar todo el dominio y se denota Q" y se le llama malla de elementos
finitos del dominio Q. En general Q" no es exactamente el dominio dado Q debido
a la complejidad del dominio, como se puede ver en la Figura 3, en la que hay partes
por las orillas que no se rellenan. Se hace notar que para simples geometrias (por
ejemplo, dominios cuadrados, triangulares y en general poligonales), la malla de

elementos finitos duplica exactamente el dominio dado.

A <G

Qﬁ

Figura 3. Discretizacion de un dominio
Importante:
De un inicio se supondrd que es posible generar sistemdticamente las
Jfunciones de interpolacion ¢; para el elemento €°.
Como un primer caso, el fenémeno a considerar es estacionario (no depende
del tiempo). La variable dependiente del problema es % y es aproximada sobre un

tipico elemento Q° por la expresion:
h(X) = b ()= 3 by} (%) (3-3)
=1

donde:

e /°(X) representa la aproximacion de A(xX) sobre el elemento Q°,
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® K, representa los valores de la funcién 4°(X) en (X;) en un selecto numero de

puntos llamados nodos del elemento, en el elemento Q°,

® ¢/(X) son las funciones de aproximacion asociadas al elemento 'y,

® X=(x) o X=(x,z) segln se considere en una o dos dimensiones (1D o 2D),
respectivamente.

Las funciones de aproximacion no solo dependen del nimero de nodos sino
de la forma del elemento. La forma del elemento debe de ser tal que el conjunto de
nodos definan de manera unica dicha forma. Por ejemplo, un tridngulo con n =3
queda bien definido y es la forma mds simple en un dominio bidimensional. Ver

Figura 4.

Figura 4. Elemento definido con tres nodos
La ecuacion 3-3 es la misma forma usada en los métodos tradicionales
variacionales y de residuos ponderados, excepto por el hecho de que para el método

de los elementos finitos, las funciones de interpolacion ¢f(X) frecuentemente son
polinomios y los pardmetros indeterminados h; denotan los valores de la funcion a

ser aproximada.

La eleccion de polinomios es principalmente debido a:
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(1) La teoria de la interpolacion puede ser usada para derivar las funciones de
aproximacion (la funcién A°(x) debe pasar por los nodos) vy,

(2) las integrales de polinomios pueden ser evaluadas exactamente por los
métodos numéricos (cuadraturas de Gauss).

3.4 Integrales con peso o ponderadas y la forma débil

Los n parametros 4; (pues j=1,n) deben ser determinados de forma tal que

la aproximacion de A°(X) satisfaga la ecuacion gobernante 3-1, con sus respectivas
condiciones iniciales y de frontera 3-2.

En el caso de métodos variacionales y de residuos ponderados, se trata de
buscar que las ecuaciones gobernantes sean satisfechas en un sentido de integrales
con peso, que se explicard a continuacion.

El dominio de trabajo es sobre un elemento Q°, porque en el dominio Q los
métodos variacionales o de residuos ponderados no se ajustan a las fronteras, que
pueden ser bastante complejas. Este proceso de integrales con peso conduce a un

sistema de n ecuaciones con las n incdgnitas (A, h;,...,h° ) mencionadas al principio

de parrafo, donde n es el numero de nodos en el elemento. El sistema de ecuaciones
algebraicas resultante es llamado modelo en elementos finitos de la ecuacién
diferencial original. El modelo en elementos finitos depende de la forma de
integrales con peso que se utilicen.

La forma débil de una ecuacion diferencial es una ecuacion integral, que es

equivalente a la ecuacion diferencial gobernante, asi como a sus respectivas
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condiciones naturales de frontera. Se desarrollara la forma débil de la ecuacion
diferencial 3-1 y 3-2 sobre un elemento Q°.

Por definicion, la variable % satisface la ecuacion 3-1 en todo su dominio de

definicién, es decir V- [—K Vh+ 77} — F =0, para un problema estacionario.

Sin embargo como es de esperarse, la aproximacion 4° no es exacta y no

satisface por completo la ecuacién 3-1 y por ende se define un residuo, R :
v[—l?vhuﬂ—FsR (3-4)

que generalmente no es cero. El residuo R depende de la eleccion de las funciones

de interpolacion ¢ (x) y de los coeficientes k. De acuerdo al supuesto inicial sobre

las funciones de interpolacidn, se enfocara a que el residuo R tienda a cero, por

medio de la seleccion adecuada de los parametros h.

Una manera de formalizar esta idea, es a través del método de los residuos

ponderados, que R tiende a disminuir en sentido de integrales ponderadas, esto es:

[, wRdQ=0 (3-5a)

Una forma equivalente a la ecuacion 3-5a se obtiene al sustituirla en la

ecuacion 3-4
jgpw[v[_zéw +77}—F}d£2:0 (3-5b)

donde w(xX) es una funcién de peso.
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Para cada eleccidén de w(X) se determina una ecuacion algebraica entre los
parametros £, es decir, si se dan n funciones de peso w(X) independientes, se
encuentra un sistema de ecuaciones algebraicas de n ecuaciones linealmente
independientes con n incognitas.

La desventaja de este modelo para ecuaciones diferenciales de segundo orden
y mayores, es que las funciones de aproximacion ¢!(x) deben de ser diferenciables
tantas veces como la variable % lo sea, que para este caso, es dos veces
diferenciable. En la forma débil, como su nombre lo refleja, estos requerimientos de

continuidad o de debilidad, reducen un orden a las diferenciales de las funciones.

Para obtener la forma débil se opera de la siguiente manera:
jgpw[ﬁ.[—i?huﬂ—ﬂdgzo (3-6)

Si se acota a dos dimensiones la integral de la ecuacion 3-6, se tiene:

d oh’ d oh’
R R e R

ahora mediante la propiedad del producto de la derivada:

0 ou ow
—(uw)=—w+u—
ox ox ox
(3-8)
Ju 0 ow
=>—w=—>(uw)—u—
ox ox ox

se tiene que:
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= | J —kx%wx ) A | ahew w|tdQ—
o | ox ox 0z ‘oz °

(3-9)
oh’ ow oh’ ow
.. {[—kx ot yx}§+ {—kz St }a—z}dQ —jgp FwdQ =
= [ V[ (-kVE +7)w]dQ~[ (-KVh +7)-VwdQ~| FwdQ
Del teorema de la divergencia
[ V-gaQ=] g-iids (3-10)

donde 7 es el vector unitario normal hacia fuera de dQ ode Q.

Finalmente la forma débil de la ecuacion 3-6 tiene la siguiente forma:
[ W[V[—E-Wf + 7}—F}d9

(3-11)
= Lge[_K'Vhe + 77]ﬁwds—.|.ge [—K~Vhe + 77]de9_.|'96 FwdQ =0

pero g. = —[—Ié -Vh + 77} -ni_denota el flujo normal que sale sobre la frontera del

elemento, y finalmente:

[ K-V VwdQ=| FwdQ+[ gwds+| 7 VwdQ (3-12)

o de manera equivalente:
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B(w,h*)=1(w) (3-13)
donde B(w,h‘) es una forma bilineal y /(w) es una forma lineal, y estdn definidas

como:

B(wh)=|_ K -Vhe -VwdQ
(3-14)
W)= FwdQ+[ Gowds+[ 7-VwdQ

La forma débil (ecuaciones 3-12 o 3-13) es la base del modelo en elementos

finitos de la ecuacion 3-1.

Por sustitucién de 4° por he(f)=2h;¢j(5€) y w por cada unade i, h;,....h¢

J=1
(modelo de Ritz-Galerkin), se encuentra un sistema de n ecuaciones con n
incognitas.
La ecuacién 3-13 representa el problema variacional asociado a la ecuacion

3-1. Como la forma bilineal es simétrica B(w,h) = B(h‘,w) es posible construir la

funcional
Fh) :%B<he,h6>—l<h9> (3-15)

con el que se establece una equivalencia y se utiliza para determinar que la solucién
por elementos finitos existe y es unica (Ver apéndice A).

3.5 Modelo en elementos finitos
La forma débil (ecuacion 3-12) requiere que las funciones de interpolacion

sean al menos lineales en x, z para no tener términos nulos en las integrales
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(recordar que son integrales de derivadas en x,z). Como ya se sefiald, & se

aproxima sobre un tipico elemento por la expresion
h(X) = h* (¥) = ) hi g (%) (3-16)
j=1

donde:

h‘(X) representa la aproximacion de i(X) sobre el elemento Q°,
® h; representa los valores de la funcion A°(X) en (x;), un selecto numero de

puntos llamados nodos del elemento, en el elemento Q°,

@;(x) son las funciones de aproximacion asociadas al elemento y,

* X=(x,2).
En la siguiente seccion se especifica la forma en como se obtienen las

funciones de interpolacion ¢ (X) supuestas.
Continuando con el modelo en elementos finitos, se sustituye la ecuacion 3-
16 en la forma débil para obtener:

[ K- 6(; g, (yc)] VwdQ= [ FwdQ+| Gwds+[ 7-VwdQ — (3-17)

y como el gradiente es lineal,
V(aA(Z)+ BB(¥)) = a VA(X)+ 8 VB(%) (3-18)
y el integrando es continuo, se puede sacar la suma del gradiente y sacarla de la

integral respectivamente, para obtener:

;hj [ K-V ) VwdQ=| FwdQ+[ gwds+[ 7-VwdQ (3-19)
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luego, se elige w=¢’(X), con lo que se obtiene el modelo en elementos finitos

=

W[ K-V, Vedo=[ FedQ+[ ggds+] 7-Vga0 (3-20)

J=1

o de manera compacta:
S Ky =B g 50
=

donde:
Ko =[ KV VeidQ

di=[ 7-VgdQ

l

(3-22)
F=[ FgfdQ
g =, dpds
Se desarrolla mds explicitamente la ecuacién 3-21:
WK +hK,+hK,+..+h K =F +q +df (3-23)

en donde se observa que es una ecuacion con n incognitas (A, h;, h;,..., k), pero si

se eligen n funciones w linealmente independientes, las cuales Galerkin propone
sean las mismas funciones de interpolacidn, se determina un sistema de n

ecuaciones con n incdgnitas:

FCFM - UMSNH 40




® El método de los elementos finitos

WK\ +hKK,+K,+.. +h K =1

WK +h K5, + Ky, +..+ K5 =1,

WK+ K, + K, +...+h K, =1 (3-24)
.thjl +h K, +h K, +..+h K =1
[ =F+q +d

En forma matricial

LK ) {ne}={r]) (3-25)

La matriz [K "’} es llamada la matriz de coeficientes o de rigidez o de

conductividad, que ademas que K; =K, porque la forma bilineal es simétrica, lo
que es de gran interés a la hora de programar, dado que se ahorra memoria a la hora

de calcular la matriz [K e] .

3.6 Funciones de interpolacion

En esta seccion se formularéan las funciones de interpolacion ¢ (x) .

La aproximacién A°(x) de h(x) sobre un elemento Q° debe satisfacer las
siguientes condiciones para que la solucién aproximada converja a la solucion real:

() h?(X) debe ser continua como lo requiere la forma débil
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2) El polinomio usado para representar 4°(X) debe ser completo. Desde el
término constante hasta el mayor orden que se desee el polinomio.

3) Todos los términos del polinomio deben ser linealmente independientes.
El numero de términos independientes esta relacionado con la forma del

elemento. Se examinardn para propdsitos de esta tesis, inicamente elementos de

orden lineal en 1D y 2D, porque de acuerdo a Sudrez (2005) “la experiencia

internacional muestra que los elementos lineales arrojan resultados tan precisos

como si se trabajaran con elementos de grado mayor en muchos problemas

practicos”.

3.6.1 Funciones de interpolacion lineal. 1D

Considérese la siguiente aproximacion lineal en 1D:

1 (%) = a + xat, = (1, x)- [Z"j (3-26)

donde

® (1,x) es la base del polinomio

(27 . . . C
o ( Oj son los coeficientes y primeras incognitas.
a,
1

La aproximacién cumple los tres requisitos de la seccion 3-6: las
derivadas son no nulas, el polinomio esta completo y los términos del polinomio son

linealmente independientes.
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Son dos los términos independientes, entonces un segmento de recta queda
bien definido, por lo tanto, el elemento finito requerido serd un segmento de recta

como se muestra en la Figura 5.

Figura 5. Elemento finito lineal 1D
Ahora se calcula 4°(X) en los nodos, es decir en los puntos 1y 2. (Ver Figura

5)

a()
he(x)=h' =a,+xe :(1’3‘1)’( j

al
(3-27)

,
h(x,) =h; = o, + x,0 :(1’x2)'( j

o

o en forma matricial

e ) -

Se despeja el vector de coeficientes por medio de la matriz inversa:
aO — 1 'x2 _xl . hle (3_29)
o) x—-x\-1 1 I

que se sustituyen en la ecuacidn 3-26 para obtener
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(3-30)

En detalle, las funciones de interpolacion para un elemento lineal en 1D son:

he (@)= hf 2= g =0
X=X X=X
h*(X) = by @} (x) + b, 95 (x) (3-31)

he ()= h@;(x)

3.6.2 Funciones de interpolacion lineal. 2D
Para un elemento de orden lineal en 2D se tiene la aproximacion siguiente:

aO
he(X)=a,+xa, +zo, =(Lx,2)-| & (3-32)
aZ

donde

e (1,x,z) eslabase del polinomio

aO
° @, | son los coeficientes y primeras incognitas.
aZ

Esta aproximacion cumple los 3 requisitos de la seccién 3-6.

Como son tres los términos independientes entonces un tridngulo queda bien

definido, por lo tanto nuestro elemento finito serd como se muestra en la figura 6.
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—T"

Figura 6. Elemento lineal 2D

Se calculan los 2°(X) en los nodos, es decir, en los puntos 1, 2 y 3. Ver Figura

he(x,z)=h =0, +x0,+z,0, = (Lxl’zl)'

K KR KR

aO
h(x,,2,)=h =, +x,a,+z2,a, = 1 X,, z2 o (3-33)
aZ
he(x;,z,) =hy =0 + x,00 + 2,0, 1 x3,z3 (
o en forma matricial
hi L x 7)) (%
h|=l1 x, z||& (3-34)

h; I x z)\a

Se despeja el vector de coeficientes por medio de la matriz inversa para

obtener:

FCFM - UMSNH 45




® El método de los elementos finitos

&, X=X KL XN N TN h
% |=oo| 2T %= 4= ||k (3-35)
a, - -x) —Og-x) —(-x)) kK
donde A° es el drea del elemento triangular.
Se sustituye la ecuacion 3-35 en la ecuacion 3-32 para obtener
| Xl = X538 X4 T XL X2 T XY hy
T e B R R Y L (3-36)
—(—x)  —(n-x) —(-x)) A
o mds explicitamente para obtener las funciones de interpolacién
1 "
he(X)= ﬁ(cr1 +hx+vz G+ fx+Yz o+ Bx+yz) | b (3-37)
hs
donde
B =(z;-z) (3-38)
Y, =—(x;—x,)

Noétese que los indices son ciclicos, es decir, es (i, j,k),(J,k,i),(k,i, j),

entonces se obtienen las funciones de interpolacion en 2D:

() = it (%} " (W} h}(%j

he (%) =hi o (x,2)+ hy @5 (x,2) + B ¢ (x, 2) (3-39)

3
CEDWITACHS
j=1
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3.6.3 Funciones de interpolacion bilineal. 2D

Para un elemento de orden bilineal en 2D se tiene la aproximacién siguiente:

a()

a,
(%) = a, +xa, + 70, + xza = (1,x, 2, x2) | (3-40)
aZ
a.’)

® (Lwx,zxz) eslabase del polinomio

son los coeficientes y primeras incognitas.

R R R/ R

La aproximacidn de la ecuacion cumple los tres requisitos del apartado 3-6.
Para este caso son 4 los términos independientes, entonces un cuadrilatero queda
bien definido, por lo tanto el elemento finito serd como se muestra en la Figura 7,

que por simplicidad en las coordenadas se ha considerado paralelo a los ejes de

referencia.

Figura 7. Elemento lineal 2D

Se calcula A°(X) en los nodos, es decir en los puntos 1, 2, 3 y 4. Ver Figura 7.
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,
e e al
h(x,z)=h =, +x04+ 7,0, +x,2,0, = (l’xl’ Zl’xlzl)' a
2
A
«,
h =K = =(1 %
(Xy,2) =l =0+ X,00 + 2,0, + X,2,06, = ( ’xz’Zl’xzzl)' o
>
a,
@,
he 1.6 _ _ 1 al
(x,,2,)=h; =0, +x,0, + 2,0, + X,2,0, = ( VX, ZZ,XZZZ)' o
2
a;
«,
a (3-41)
h¢ =h = ay+x,a, + 2,0, + =(1 4
(X,,2,) =hy = &, +x,04 + 2,0, + x,2,0, _( ’x1’Zz’x1Z2) o
2
a;
o en forma matricial
e
hy I x z xg «,
e
h2 _ 1 'xZ <y 'xZZI . al (3_42)
hy I x, z, 0y ||a
hy 1 X z, Xz, a,

se aplica la matriz inversa para hallar el vector de coeficientes
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X% XN NG 5%
Al A2 Al A2
% L, L L oz
a | | A2 Al A2 Al
a, - ) X X X
o) A oa
1 1 1 1
Al A2 Al A2

donde

hi
hy
hs
hy

(3-43)

Al:(xz_x1)(yz _yl)

A2= (X2 —Xl)(yl - )’2)

Se sustituye la ecuacidn 3-43 en la ecuacion 3-40

Y XL 4G 54

Al A2 Al A2

L 2 A A

he (%) = (1,x, 2, x2)- A2 Al A2 Al
T . 3

A2 Al A2 Al

1 1 1 1
Al A2 Al A2

SRS =

A

(3-44)

En forma explicita se obtienen las funciones de interpolacion para un

elemento bilineal en 2D:
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he(X)=h (xzzz +x—2 4 zﬁ+xzij+h§(xlzz +x-2 4 zi+xzij+
Al A2 A2 Al A2 Al Al A2

(e rf o L[S0 R L
Al A2 A2 Al A2 Al Al A2

(3-45)
he(X) =R @ (x,2) + I @5 (x,2) + hy @5 (x, 2) + b, @ (x, 2)

4
() = D i (x,2)
j=1

3.7 Ensamblado de elementos
Uno de los elementos importantes en el planteamiento del MEF es el
ensamblado de elementos finitos el cual se describe a continuacion:

El ensamblado de los elementos finitos tiene su soporte en las dos siguientes

reglas:
(1) Continuidad de la variable primaria (es decir, 4(x, z) )
2) Balance de la variable secundaria (es decir g )

Sea pues una malla simple como la que se muestra en la Figura 8, en la que
aparecen dos elementos uno triangular y otro cuadrildtero, asi también aparece una
correspondencia entre nodos locales y globales. Los nodos locales son los
correspondientes a uno de los elementos, mientras que los nodos globales

corresponden al sistema completo.
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En donde por ejemplo

Es el Elerments 2
@ Es &l noda Glabal 2
Z Es &l nodo Local 2

9

Figura 8. Correspondencia local — global en el ensamble

Sea Kl.} (i, j=1,2,3,4) la matriz correspondiente al elemento cuadrangular,
elemento 1, y sea K;. (i, j=1,2,3) la matriz correspondiente al elemento triangular,

elemento 2.
De la correspondencia entre nodos locales y globales se tienen las siguientes

relaciones para h:

1 1 2 1 2 1 2
h=h, hy=h,=h', hy=hy=h;, hy=h,, hy=h, (3-46)
Se hace notar que el subindice j de 7 indica el nodo local y el superindice

e sefiala el elemento al que hace referencia. Aqui se ha impuesto la continuidad de
la variable primaria.
Para cada elemento cuadrangular se tiene una matriz de 4x4, mientras que
para un elemento triangular una matriz de3x3, es decir:
WK +K,+h KL+ +h K =1
con n =4 6 3, respectivamente

Corriendo el indice i:
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hllel"‘h;Kll2 +h31K113+hiK114 = 111 ...... 1)
h11K§1+h21K;2+h31K;3+hiK;4:[; ...... (2)

(3-47)
h11K311+héK312+h31K313+hiK314 =l31 ...... (3)
WK, +hyKy, + Ky + hiK,, =1, (4)
WK +hiKL+hiK5 =10 (2)
WK +h K3, +hiK), =15 (5) (3-48)
WK} +h KL, +hiKl =1 - (3)

donde el nimero que aparece a la derecha entre paréntesis (#) corresponde a la
posicion global.

Ahora con las relaciones de la ecuacion 3-46 se tiene:

nK! +hK,+hK,+hK, =1 (1)
hK) +h,K), +h,K)y+h,K), =1 (2)
(3-49)
WK +h,Ky, +hKy +h, Ky =1 (3)
WK, +h,Ky, +h K+ h, Ky, =1, (4)
y
th121 + thlz2 + h3K123 = 112 ...... (2)
hK3 +h Ky, +hKJ =15 (5) (3-50)
h2K321+h5K322+h3K323:l32 ...... (3)
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Para cumplir con el balance de la variable secundaria, se deben sumar las
ecuaciones que tienen el mismo nodo global, lo que arroja como resultado:

WK}, +hK), +hK +hK, =1 - )

WK +h (K, + K +h (K + K2 ) +h Ky, +h KD = +17) (2)

WKy +h (Ky+ K +h(Ky+ K3+ hK), +h K = (L +17) 3) (3-51)
WK, +hKy, + K, +hKy, =1 (4)

th221 +h5K222 +h5K223 = lz2 """ (5)

o en forma matricial

Klll Kllz KIIS K114 O hl lll

Kél (Kéz + Klzl) (K;% + K123) K;4 K122 h2 l; +112

Ky (Ku+K5) (Ky+K3) Ky K5 | s |=| L+ (3-52)
Ky Ky Ky Ky 0 ||k Ly

0 K K, 0 K;)\h L

Con la solucién del sistema de ecuaciones 3-52, se obtiene la solucién de la
ecuacion 3-1 por el método de elementos finitos para un problema estacionario.
Importante: Una vez obtenidos los valores nodales (los valores de la funcion en los

nodos), lo que procede es hacer una interpolacion de dichos valores, y no

sustituirlos en la aproximacion h(x)= h‘(X) = thqu (X) y luego graficar esta
j=1

funcion en cada elemento.
Este proceso lleva consigo que si se pretende hacer una buena aproximacion

por elementos finitos, primero se propone hacer un refinamiento de la malla que
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® El método de los elementos finitos

consiste en hacer elementos mas pequeios (refinamiento h) o poner mas nodos

(refinamiento p). Ver Figura 9.

Figura 9. a) Mas elementos, b) Mas nodos

El ensamblado de elementos es tedioso, porque las operaciones a ejecutar
para llegar a la matriz ensamblada son demasiadas i. e. sacar la matriz para cada
elemento, relacionar los nodos locales con los nodos globales, asi como ubicar
nodos globales en donde se da el balance de la variable secundaria, para luego sumar
y resolver el sistema.

Un algoritmo para ensamblar directamente los elementos se describe a
continuacion:

La matriz K, global serd de tamafio 5x5 pues hay 5 nodos globales. Notese
que la matriz K, no lleva supra indice. Para ensamblar se utilizaran

direccionamientos, es decir, la entrada de una matriz de algun elemento se enviard
directamente a la matriz global.

Como matriz inicial K; se elige la matriz nula de orden 5x5
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(3-53)

o O o o O
o O O o O
o O o o O
o O o o O
o O o o O

Los nodos globales que le corresponden al elemento cuadrangular son:

1,2,3,4 y se haran corresponder con el vector CUA ={1,2,3,4} . La matriz K ;
(i, j=1,2,3,4) serd direccionada de la siguiente forma, K(ii, jj) = K,; , ( i, jentradas
de la matriz del elemento, ii, jj entradas de la matriz global). El direccionamiento
serd el siguiente:

K (CUA{i},CUA{j}) =K, (3-54)
al correr los indices se obtiene

K (CUA{1},CUA{1}) =K/,

K (cUA{1},cUA{2}) =K,
(3-55)
K (CUA{1},CUA{3})=K|,

.K(CUA{4}, CUA{4})=K,,

se sustituyen los valores de CUA

FCFM - UMSNH 55




® El método de los elementos finitos

K(L,1)=K,,
K(1,2)=K|,
(3-56)
K(1,3)=K],
K (4’ 4) = Kizt
y la matriz global queda en la forma

K, K, K; K

Ky K Ky KL

Ky K, Ky K (3-57)

Kl K, Kl Kl
0 0 0 0

o o o o O

Los nodos globales que le corresponden a elemento triangular son: 2,5,3.
(nétese el orden de los nodos). Estos nodos se ubican en el vector 7RI ={2,5,3}. La
matriz K (i, j=1,2,3) serd direccionada en la siguiente forma K(ii, jj) =K,

(i, j entradas de la matriz del elemento, ii, jjentradas de la matriz global) que es:
K (TRI{i},TRI{j}) =K (3-58)
De nuevo se corren los indices

K (TRI{1},TRI{1}) = K?

K (TRI{1},TRI{2}) =K},
(3-59)
K (TRI{1},TRI{3}) = K?,

.K(TRI{S},TRI{S}) =K,
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y se sustituyen los valores de TRI

K(Z’Z):Klzl
K(2,5)2K122
(3-60)
K(23)=K>
K (3,3)=K;,
y la matriz global quedaria
0O 0 0 0 O
O Klzl K123 0 K122
0 K. K3 0 K} (3-61)
0 O 0 0 O
0 Ky Ki; 0 K

que al sumar las matrices de 3-57 y 3 - 61 se obtiene la misma forma que la ecuacion
3-52.
Para los vectores el ensamblado es de la misma manera, también se pueden

direccionar de la misma manera:

Se utiliza el vector CUA={1,2,3,4}, el vector I! (i=1,2,3,4) sera
direccionado a la forma [(ii) =1, (i entradas del vector local, i entradas del vector
global). El direccionamiento es:

1(cuA{i})=1 (3-62)

de nuevo se corren los indices
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I(cuA{1})=1
1(CUA{2}) =1,
(3-63)

1(CUA{3}) =1,

1(CUA{4}) =1,
se sustituyen los valores de CUA

(1) =1

(3-64)

I (3-65)

Se utiliza el vector TRI = {2,5, 3} , el vector l,.2 (i=1,2,3) sera direccionada a

la forma [(ii,) =1’ ,(ientradas de el vector local, i entradas de el vector global ) con
direccionamiento:
I(TRI{i})=1’ (3-66)

Al correr los indices
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1(TRI{1}) =1
1(TRI{2})=1; (3-67)

1(TRI{3}) =1

se sustituyen los valores de TRI

1(5)=" (3-68)

y la matriz global quedaria

0
2
5 (3-69)
0

;

Al sumar 3-65y 3-69 se obtiene la misma forma de la ecuacién 3-52.

Todas las matrices y vectores, ya sean de problemas estacionarios,
transientes, de ondas, que aparecen en elementos finitos se tratan de la misma
manera.
3.7.1 Condiciones de frontera

Suponga que se tiene una placa rectangular, y un lado de la placa descansa

sobre un bloque de hielo que tiene una temperatura 7, y los demas lados estan a la
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intemperie y se desconoce la temperatura en esos lados. Ya se discretiz6 el dominio,

(Ver figura 10),

7 6 3
. ’ *
9 i
L . ’
1 2 3
¢ ’ .
Tﬂ! T.i'! Tfl

Figura 10. Placa con condiciones de frontera. 7, en los nodos 1,2,3

y ya se ha ensamblado, resultando un sistema de 9 ecuaciones

ki ky o ks kg ks kg kg kg Ky T,
ki ky o kg kyy o kys o kyg ky o kyg o Ky | T
ki ks ko kg ks kyg Ky kyg Ky T
ki ko ki ki ks kg ko kg kg || TG
ki ks, ksy o ksy ks ksg ks ksg o ko || T
ki ke ke key ks ke kg kg kg Ty
ki ko kpy o kyy o ke kg kyy ke kgy || TG
ki kg kg kg ks kg kg kg kg Ty
ki kg key Koy kos  kog kg keg kg T,

pero ya se conoce el valor de tres incognitas 7, =7, =T, =7, y restan seis incognitas

por conocer. Entonces como ya se conoce el valor en los nodos 1, 2, 3 se eliminan
los 3 primeros renglones porque representa la ecuacion correspondiente a cada nodo
1, 2, 3 respectivamente, y también se eliminan las 3 primeras columnas
correspondientes a los coeficientes del nodo 1, 2, 3 respectivamente, para obtener el

sistema
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- - s
a» b."» ﬁ»
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8»

que esta listo para ser resuelto.
3.8 Problema Transiente
Considérese de nuevo el mismo problema pero ahora transiente, que se

representa con la ecuacion 3-1:
3-70)

La unica variante para resolverla por elementos finitos, es considerar la
aproximacion h°(X,t) dependiente de las variables espaciales y temporales como se

muestra a continuacion:
h(%,1) = h*(,0) = Y hS ()¢ (%) (3-71)
j=1

Se define el residuo como:

oh’
ot

C +V[—I§-Wﬁ+7}—F5R (3-72)

Entonces, como ya se ha supuesto que se dieron las funciones de
interpolacion, el proceso se enfocard a hacer R muy pequeiio mediante, la eleccion

adecuada de los parametros A;(t) .
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Una opcion de formalizar esta idea, es utilizar el método de los residuos
ponderados, con el que R tiende a disminuir en el sentido de integrales con peso,
esto es:

jge WRAQ =0 (3-73)

o al sustituir la ecuacion 3-72 en la ecuacion 3-73

jﬂew{c aah: +V[—I?Vhe+77}—F}dQ:O (3-74)

donde w(xX) es una funcién de peso.
Para cada eleccién de w(X) se encuentra una ecuacion diferencial entre los
parametros £:(t) , es decir, si se dan n funciones de peso w(X) independientes se

puede encontrar un sistema de n ecuaciones diferenciales con n incégnitas.
Para obtener la forma débil se procede como sigue:

Se separa la ecuacién 3-74:

Ju €

Noétese que la forma débil del segundo término de la ecuacidn 3-75 ya se ha

oh wd Q-+ ’w[v[—iwuﬂ—z«*}dgzo (3-75)
ot o

desarrollado en la seccion 3.4 y tinicamente falta la forma débil del primer término,
que entonces queda como

oh
cf w o9 (3-76)

La forma débil de la ecuacién 3-75 queda

[ c aah: wdQ+ [ K-Vh'-VwdQ=[ FwdQ+[ Gwds+[ 7-VwdQ — (3-77)

FCFM - UMSNH 62




® El método de los elementos finitos

o de manera equivalente:
Bw,h*)=1(w) (3-78)
donde B(w,h‘) es una forma bilineal transiente y /(w) es una forma lineal, y estan

definidas como:

oh’
ot

Bwh)=[ CS-wdQ+| K -Vhe -VwdQ

(3-79)
I(w) = jge FwdQ+ Lge G.wds + LY 7-VwdQ

La ecuacion 3-78 modela el problema variacional asociado a la ecuacion 3-1.
El modelo en elementos finito de la ecuacion 3-77 se obtiene al sustituir la

aproximacion
he(%,1) =Y b (D)@' (%) (3-81)
j=1

para obtener:

a(ih,‘f(r)qu@)] L
[.c—= wdQ+J‘QcE-?(th(r)qﬁ(%)j-?wdg:

ot
(3-82)
= .sz FwdQ+LQ€ qanS"‘LY 7-VwdQ
como el gradiente es lineal
V() AF)+ B(1)B(X)) = a(t)VA(X) + B(t)VB(X) (3-83)

y el integrando es continuo, se reorganiza la ecuacion 3-83 mediante las propiedades

de integracion y sumatorias para obtener:

FCFM - UMSNH 63




® El método de los elementos finitos

dh (t)j Cot (3 )wdQ+Zhe(t)j K-V (%) VwdQ =

Fl

(3-84)
= Lze FwdQ+LQ€ ciﬁwds+jge 7-VwdQ

luego se elige w= ¢ (X) para obtener el modelo en elementos finitos

dhe ()

j C(p"’go"’dQ+Zhe(t)j K-V VdQ-=
(3-85)
= | FordQ+| Ggds+| 7-VegdQ
o en forma compacta:

w it (1)

2

J=1

i R = (3-86)
=

donde:
M; =] Coi(Dpf(dQ
K; = Lx KV (3)-Vg'dQ 387

= [ FodQ+| qpds+| 7-VgdQ

que en forma matricial, tiene la forma

[ ]2 T o} ={r) -89

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de la ecuacion
3-88 y por cuestiones practicas, los métodos de solucién mas utilizados son los

pertenecientes a la familia 6:
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. ={n} +At[(1 e){‘;’t‘}nw{@} } (3-89)

dt n+l

con 0<6<1
Para diferentes valores de 8, las siguientes aproximaciones son las mas
comunes

a) Método de Euler hacia delante (condicional estable)

6=0
(3-90)
dh
ht =1ht +At
(1), =), =29}
b) Método de Crack - Nicolson (incondicional estable)
=1
2
(3-91)
dh dh
hj =1h +9—
.= -5 {5} {2
¢) Método de Galerkin (incondicional estable)
=2
3
3-92)
dh dh
+29—
.=+ 5| {5} {5 |
d) Método de Euler hacia atrds (incondicional estable)
0=1
(3-93)

.-, os8]
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Mis si se cuentan con otros algoritmos como los conocidos Runge — Kutta

también son una muy buena opcion para aplicarlos.
3.9 Problema Transiente en 2D

Se desarrolla la ecuacién 3-85 en 2D para obtener:

dh; (1)

dQ+

>

Jj=1

j c j(pldQ+Zhe 99 aaﬁ

+Zhe(t)j k thg_

= [, FoaQ+[ apds+], 7, -%dmfm 7. -aa—fdg

o en la forma compacta:

n e

dh¢ n n
Zd_]M’ + > RKI A+ hK2: = Ff +qf +dI{ +d2;
r 3 =1

Jj=1

donde:

(3-94)

(3-95)
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M;=[ Co)p! (F)dvdz

. 09 (X) ¢t (%)
K=k, S = duds
¢’ (%) 0¢f (x)
K2 = k,
j oz 0z

A1’ = jy ’dQ
42 = ijaQ o

Qi = 20° Qn¢1 dS

(3-96)
-, Foas

En forma matricial la ecuacion 3-95 se escribe como

g {dc’; } Tkt k2 {n) = {F )+ {g} +{ar} +{az) (3-97)
3.10 Integracion numérica
La eleccion de polinomios para las funciones de interpolacion ¢ (X) se baso
en que:
1) La teoria de la interpolacién puede ser usada para derivar las funciones de
aproximacion (la funcién A°(X) debe pasar por los nodos) y

2) las integrales de polinomios pueden ser evaluadas exactamente por los métodos

numeéricos (cuadraturas de Gauss).

El punto (1) ya se trat6 en la seccién 3.6.
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A lo largo del escrito se ha hablado de integrales pero sin mencionar nada
sobre la region a integrar, por ejemplo, sobre un rectingulo la integral seria de
[a.b]e x y [c,d]e z como se muestra en la Figura 11

z

A

a b /x

Figura 11. Limites de integracion
En otros elementos, como puede ser el cuadrildtero de la Figura 12, no se

tiene control sobre los limites de integracion

X
Figura 12. Un cuadrilatero como region de integracion

En este caso, lo que se sugiere es transformar el elemento cuadrildtero Q° en

un elemento rectangular Q mediante un mapeo lineal.
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Lo que se hara serd mapear toda la malla rectangular sobre un elemento

maestro cuyas coordenadas serdn —1<(&,7)<-1 , como se muestra en la Figura 13

1
s f=1. 4

e

— ) >§

X

Figura 13. Mapeo entre Q y Q
Importante: No se ha cambiado el dominio fisicamente, lo que hace es manipular el
dominio para facilitar la integracion.

La transformacion de coordenadas se basa en las ecuaciones:

x =D Xi67(5.)
(3-98)
=Y 8

donde ¢; denotan las funciones de interpolacion del elemento maestro, las que se

obtienen como se indica en la seccion 3.6 y que se deducen a continuacion .

Para un elemento bilineal en 2D se tiene la aproximacion
WG = oy +éa +nay +Enan =(LEm.¢n)-| (3-99)

Se calcula #°(&,77) en los nodos, es decir, en los puntos (-1,—1),(1,—1),(1,1),(-11).
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a()
B(-l,-)=a, - -a,+a,=(1,-1,-1,1)- %
aZ
a3
0//0
al
KA,-D=0a+a-a,-a,=(1,1,-1,-1)-
aZ
a’/S
a’/O
al
KAD=0,+0+a,+a,=(1,1,11) u
2
a’/S
a’/O
o (3-100)
KLY =a, - +a,-a,=(1,-11,-1)-|
aZ
a’/S
o en forma matricial
Kl (1 -1 -1 1) (e,
hy I 1 -1 -1||«
2= 1 (3-101)
Rl (11 1 1]|a
p) -1 1 -1 (e
se aplica la matriz inversa para obtener el vector de coeficientes
a, I 1 1 1)[h
a -1 1 1 -1||h
L 1" (3-102)
a | 4/-1 -1 1 1||§
a, L=t =) | pe

la ecuacion 3-102 se sustituye en la ecuacion 3-99
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1 1 1 1)\(~H
(L&mén)| -1 1 1 —1||K
he (&)=L= : 3-103
(&) 1 oot | (3-103)
L= 1 =1 p

Las funciones de interpolacion en forma explicita en funcion de las variables

independientes (£,7) para el elemento maestro son:

he@m:hle((1—614(1—77)}%((l+§§1—n)J+

+h,

+}L§((1+§L(1+f7)j {(l—f{flm)j

(3-104)
h(Em) =R o (E,m+Bd5 (E,m) + Bg5 (E,m)+ hd; (£,1)

NCENEDWIACH/)

La relacion entre las variables (&,7) y (x,z) son:

b

X

x=mé+h, = (¢ 1)'(’"*]
(3-105)

b

Z

z=mn+b =(n 1)'(ij

y de la Figura 14
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Figura 14. Mapeo de coordenadas
Entonces

x =m (=1)+b,

'xi+1 = mx (1) + bx

(3-106)
7z, =m_ (=) +b,
i =m.()+Db.
En forma matricial
x| (-1 1) (m,
'xi+l - 1 1 bx
(3-107)
z | (-1 1) (m,
z.,) L1 1)b,
Se sustituyen las ecuaciones 3-107 en la ecuacion 3-105
1) (-1 1 4 =X . .
X:mxf'i‘bx:(f ) . 'xl :x1+1 xlf+xl+l+xl
2 1 1) x, 2 2
(3-108)
-1 1 . =z : ‘
7= m/]‘i‘bz — (77 1) . . Zl — Zz+1 Zl 77+ ZH—I + Zz
Tl 1) g, 2 2
de donde se determina la relacién de las variables (&,7) y (x,z)
2x—(x,,, +x
52 ( i+l )
Xivt — X
(3-109)
_ 2Z—(Zi+l +Zi)
i1 T4

Ahora se transforman las integrales de la matriz K, asi que sea la matriz

FCFM - UMSNH 72




® El método de los elementos finitos

. 99 (X) 0 (%)
K=k S = dudz (3-110)
entonces el objetivo es relacionar las ecuaciones
99 (x,2) 99 (5.1
— — 22 3-111
o con — 7 y ( )
dxdz con dédn 3-112)
Por regla de la cadena se tienen las ecuaciones
9P (6.77) _ 09 (5.1 Ix | 99 (g,7) 0z
¢ ox d& Jdz  d¢
3-113)
Ig; (8.1 _ 8¢j(§,f7)a_x+ 99;(5.7) oz
on ox on dz  dn
que en forma matricial se escriben como
99| (9x %) (ag
5 27

09 ox 0z o’

J i

on % % oz
De la ecuacién 3-114 se define la matriz jacobiana (Ecuacion 3-115), que en

caso de ser no singular, es condicion necesaria para relacionar las ecuaciones 3-111

y 3-112.
& %
g 0¢ .
=5 (3-115)
on an

Se reacomoda el sistema de la ecuacion 3-114 por medio de la matriz inversa
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20 %) (0
o |_ 1 o 95 || 9 (3-116)
¢ Oox dz 0z dx| 9Jx  Ox dg

3. ) ocan acan\"ay ag )\ oy

La condicién para que el jacobiano sea no singular es que su determinante sea

diferente de cero:

=20 92 0x (3-117)

De la ecuacion 3-98 se tienen las relaciones

8[ij¢_§ (f,n)]

ox L, 008
- = — X, —
o5 95 ; ' o¢
4
d o (&,
B_x: [;xj¢j ¢ U)J =ix”%
a7 a7 = on

ol 3 i
i AZn) o o

o0& o¢ =l
) y o (&,
% _ {lez-"ﬁ-’(g ")J_i 39!
an_ 87] - = Z; 877 (3-118)

Para obtener d&dn se recurre a las formas diferenciales, que tienen dos

propiedades que se muestran en la ecuacion 3-119:

dxdz = dx A dz =—dz A dx = —dzdx
(3-119)
dzdz=dzAndz=0

Las diferenciales totales de dx y de dz son
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ox ox
dr=2 g5+ 2y
=gzt g,
(3-120)

0z oz
dz=22 a6+ %4
= 3g 4 o,

De las propiedades de formas diferenciales se obtiene la relacion entre los

diferenciales d&dn, dxdz y el jacobiano

ox 0x 07 0z
dxdz=dxrndz=| —d&+—d —dé+—dn |=
HEmEnE (85 §+8n ”)A(aé §+an nj

ox 0z ox 0z ox 0z ox
O A gt P aE A+ K an A Lag+ A an =
TR AL YR A ml Ry R el

ox 0z ox 0z
—dEA—dn+—dnAr—d& = 3-121
2z an” n+a” ”Aag 4 ( )

ox 0z ox 0z
SR ggan - E g
3 an gdn 37 9 gdn

dxdz =|J|d&dn

Finalmente la transformacién de la integral

ki, =['['k, aq;a;;x ) aq;g;x) J|dédn (3-122)
donde
Qﬁ:HLPﬂiﬁ_Hgﬂi} (3-123)
o | on o9&
con
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L ST LT S a@}

Hl= 2
on on on an
(3-124)

Hz:(zf O , 0, .00, a@j
o e TR e TH e

De las cuadraturas de Gauss — Legendre, ver [9], [10]

ki =[ [ G(enagan=3> 6 (&.n,)w (3-125)

I=1 J=1

S~

con
szﬁ{Hl%(f]; —szﬂ{m - %ﬂ (3-126)
y las definiciones para Hl,H2.
donde
LJ &n w
1
1 ﬁ |
1
2 5 1
es decir

K;=ZZ‘,iF (& )WW, =F(&.m)+F(&.m,)+

I=1 J=1

. (3-127)

1 1
F(&.n)+F(&.n,)=F(—,—)+F(—,-

)+

1

11 1
F(——=,—=)+ F(——=,——
+F( \/5\/5)+ ( NE \/5)
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Las matrices restantes del modelo de elementos finitos (excepto para las

integrales sobre la frontera) quedarian como se indican en las ecuaciones siguientes:

M= [ Co @) )|I|dédn (3-128)
e e a¢f

dle = L L 7. g|J| dédn (3-129)
e 'y a¢i‘f

d2 = L L 7. —Z|J|dcfd77 (3-130)

Fr = [ Fof|J|agdn (3-131)

Para las integrales sobre la frontera (las que contienen ds ), se procede de la
siguiente manera:

Una parte de la frontera se puede ver como en la Figura 15a,

'CIH ) zj-e-l)

(5%)

]

L
L
o

[}
=
—+
I
=
=
Urep

Figura 15. Mapeo de la frontera
La frontera se representa con funciones paramétricas x = x(t), z=z(t) de una
linea recta, (Ver Figura 15b):

x(t) = (x,, — x,)t +x,
(3-132)
2(t)=(z,, —z)t+z

Asi que cualquier punto sobre la frontera se representa como
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F(t)=(x(0),z(t)) = x(2)i + z(t) ] =

(3-133)
= (., =2+ %)+ (2, — 20t +2,) ]
Ahora se define la longitud de arco ds como

ds = 7'(1)|dt (3-134)
donde

FU(6) = (X — XD +(2,,—2,)] (3-135)
sacando la norma

|7 =y G =) + (5100~ 2)* =1, (3-136)

Con estos nuevos resultados, la integral sobre el contorno se transforma en
1
jag O(x,7)ds = jo ()L dt (3-137)

Luego la transformacion de ¢ a & esta dada por, (Ver Figura 15¢):
2
1= ;&) (3-138)
j=1

donde ¢; denotan las funciones de interpolacion del elemento maestro, que se

obtuvieron en la seccidn 4.6.

Para un elemento lineal en 1D se tiene la aproximacion siguiente

W& =a,+éa = (Lf)-(Z“J (3-139)

1
se calculan los 4°(¢) en los nodos, que para el ejemplo planteado, son los puntos

-1, 1.
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a()
B (=) =k =, —a, =(L—1)'(a]
(3-140)

&,
hDh=h =a,+¢q, =(1,1)( j

o

o en forma matricial

G+

Al multiplicar por la matriz inversa ambos lados de la ecuacion 3-141, se

despeja el vector de coeficientes

@) _1(1 1) hf )
HEEIN 10

al sustituir la ecuacion 3-142 en la ecuacidon 3-139, se obtienen las funciones de

interpolacion en forma explicita para el elemento maestro (Ver ecuaciones 3-143 y

3-144)
P L [ AR ]
WG == (_1 J {h;j (3-143)
h*f()z):w(l;f)+h;(l+2§)
hE () = g (S.11) + Iy (S.77) (3-144)

NCEOEDWI A/

entonces
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_ (1=¢)  (1+g) _(1+4) .
(&)=t 5 +1, ) (3-145)

pues como te [0,1] entonces #, =0 y ¢, =1

Luego derivando con respecto a t:

d1(&) = d—f (3-146)
y asi
[ oG 2)ds= I;Q(t)ledt - j_ll%f)ledg (3-147)

Con las cuadraturas de Gauss — Legendre se calcula la integral
J:% d¢ = IZ::G(@ W, (3-148)
con
G(§)= % (3-149)

Con base en este sustento tedrico sobre los elementos finitos, en el capitulo
cuatro de esta tesis, se describe el algoritmo para solucionar la ecuacién 3-1, con las
condiciones iniciales y de frontera, parte medular de este trabajo. También se
describen los pormenores del programa DMEF desarrollado en el lenguaje de
programacion Compaq Visual Fortran Professional Edition 6.6.0, aplicado a la
solucion de problemas estacionarios y transientes sobre cualquier regidén convexa.
Se discuten los resultados obtenidos con el algoritmo y se comparan con los

presentados por el programa FEMLAB, de donde se concluye que el programa
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DMEEF desarrollado para solucionar la ecuacién 3-1, con menos recursos que el

programa FEMLAB, arroja datos aceptables para la ecuacion diferencial.
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Capitulo 4

Programa DMEF

4.1 Introduccion

En este capitulo se describe el algoritmo desarrollado y la programacion en el
lenguaje de programacion Compaq Visual Fortran Professional Edition 6.6.0, para
solucionar la ecuacion diferencial 3-1, resultados de esta investigacion desarrollada
en la Facultad de Ciencias Fisico Matemadticas “Mat. Luis Manuel Rivera Gutiérrez”
de la Universidad Michoacana de San Nicolds de Hidalgo.
4.2 Sistema UNAMALLA v.2.0

Como un paso inicial para solucionar la ecuacién diferencial 3.1, se debe
crear una malla, que consiste en dividir la region en subregiones.
El programa de computo que se utiliz6 para crear esta malla de manera automatica,

se conoce como Sistema UNAMALLA v.2.0, Ver [13], cuya portada principal se

presenta en la Figura 16. Con este software de acceso libre en Internet, se crea un
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mallado sobre la regién y como resultado de la operacion, provee al usuario las

coordenadas de ubicacion de los nodos.

Sistema UNAMAILLA v.2.0 para PC

e ]
e B G A A A ey
Tz z_‘{:—z‘ /

Fl: Informacidn ENTER: 2Bistema

Figura 16. Sistema Unamalla
El sistema UNAMALLA mapea la region que se desea sobre un cuadro, es
decir, la region se puede ver como un cuadro deformado: jalado, comprimido,

chueco, etc. Ver Figura 17

Figura 17. Regi6én mapeada
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Si la region se observa como el cuadro a la derecha en la Figura 17, el retorno de las
coordenadas se da de la siguiente manera: parte inferior, parte derecha, parte de
arriba, parte izquierda; luego desde el primer nodo que se encuentra en la izquierda
y continua hacia arriba hasta el ultimo de la columna, luego se pasa a otra columna,
y asi hasta que llegar al ultimo nodo en la parte superior derecha, los nodos o las

coordenadas son numeradas de esta forma, Ver Figura 18.

17 16 15 14 13

27 3y 37 &

18 1
19 10
20 O
pa | g

7

Figura 18. Numeracion de las coordenadas
Es necesario calcular algunas cifras como el total de nodos, los nodos en la
frontera y el niimero total de elementos. El sistema UNAMALLA para crear la malla
requiere que el usuario introduzca el nimero de nodos en la parte inferior del
cuadro, denotdndolo por i/, y el nimero de nodos en la parte derecha del cuadro,
denotandolo por jl y forma la malla, Ver Figura 17, entonces de manera automatica
se generan los datos del enmallado:

¢ El nimero total de nodos es nm (nodos malla) = il * jl
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¢ El nimero de nodos en la frontera es pf (puntos frontera) = i | + (jl-1)+ (il-1) +
(j1-2)
¢ El nimero de elementos es ne (niimero elementos) = (il - 1) * (jl - 1)
Para el caso del enmallado de la Figura 18: il = 6, jl = 7, entonces nm = 42,
pf =22, ne = 30.
4.3 Descripcion del programa
En la Figura 19, se presenta, a grandes rasgos, el algoritmo sobre como

trabaja el programa DMEF, en forma de diagrama de flujo.
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Inicio

Lectura de
UNAMALLA

/

Se forma
CUAYy
FRON

A 4

Se inicializan
matrices y

A

vectores

\

Se inicializa con elemento
e

/

Calculo de funciones de
interpolacién

\

Célculo de matrices y
vectores para cada e

A 4

Ensamblado

A 4

Término con e,

continuo con e+/
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Condiciones de frontera

Transiente Estacionario

Es Transiente o
estacionario ?

A 4 A 4

Condicion inicial. Resolver Resolver el sistema lineal
sistema de ecuaciones K-u=1L
diferenciales
dh
M- —+K-h=L
dt

\ 4

Imprimir u

Figura 19. Diagrama de flujo del programa
El programa elaborado, eje central de esta propuesta, esta constituido por el
programa principal y subprogramas. Los subprogramas son de tres clases:
¢ Funciones, que se refieren a las funciones a integrar, las transformaciones
de coordenadas y los coeficientes de las ecuaciones diferenciales,

e Subrutinas propias de FORTRAN vy,
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e Subrutinas creadas especialmente para elementos finitos, que son
aportacion de esta investigacion.
La subrutina para leer las coordenadas, inicia su funcién con la masa de datos
que arroja UNAMALLA vy la guarda en un archivo llamado datos.txt, para luego
ubicarlos en los vectores x (i), z (i), como se muestra en la Figura 20, parte de los

datos del programa que se muestran en la pantalla de la computadora.

2 xz - Bloc de notas

Archive Edicion - Formato WVer  Ayuda

| X z
0.0000000 0,0000000
0. 5000000 0,0000000
1.0000000 0.0000000
1.0000000 0,5000000
1.0000000 1.0000000
0. 5000000 1.0000000
0.0000000 1.0000000
0.0000000 0, 5000000
0. 5000000 0,5000000

Figura 20. Lectura de UNAMALLA
Parte esencial de los elementos finitos es tener numerados los elementos y sus
correspondientes nodos, funcién que realiza la subrutina que se integra de los
subprogramas CUA y FRON, donde “CUA” es de cuadro que representa al
elemento y “FRON” es de la frontera del elemento.

La forma del arreglo CUA se muestra en la siguiente Figura 21
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4|13 (1211 |10
15 | 22| [ 30 |
6 | 21|45 |20 | B
1720 |55 28 | 7
18 (19 |23 | 27 | &
1 2] 3 4 3

Figura 21. Inicio — Fin de la numeracion de los elementos.

El primer elemento es el formado en la esquina inferior izquierda

correspondiéndole los nodos 1, 2, (pf + 1), pf, la numeracién de los nodos es en

sentido contrario a las manecillas del reloj; el segundo elemento serd el que estd a la

derecha, correspondiéndole los nodos 2, 3, (pf + 1) + (jI-3)+ 1, (pf + 1) y se

continua como se muestra en la Figura 21.

La rutina FRON se realiza de la misma manera solo que unicamente toma los

elementos de la frontera y los dos nodos de la frontera.

La Figura 22 muestra los datos calculados por CUA para los nodos de la

Figura 18.
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& CUA - Bloc de notas

Archivo Edicion - Formato Ver  Ayuda

Nodo_1 Nodo_2 Nodo_3 Nodo_4
1 2 17 14
el 3 20 17
3 4 23 20
& 9 i} 23

23 o 7 24
24 7 8 25
25 B 9 10
22 25 14 11
14 22 11 12
14 19 12 13
15 158 19 14
16 17 18 15
17 20 21 18
18 21 22 19
20 23 24 21
21 24 25 22

Figura 22. Arreglo CUA de una malla de 6 x 7
El primer renglén corresponde al elemento 1, el segundo al elemento 2 y asi
sucesivamente.
El arreglo CUA es la base de la programacion, ya que mediante CUA se
realizan los direccionamientos para ensamblar todos los elementos.
4.4 Matrices y Vectores

El sistema a resolver tiene la forma general

M.a_h+K.h:L (5-1)
ot

donde:
® M y K son matrices
® | esvector

® } esel vector solucion
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Si el problema es estacionario no se calcula la matriz M y para un problema
transiente si se calcula.

Los elementos de las matrices M y K son integrales de las funciones de
interpolacion o las derivadas de cada elemento finito, asi el programa realiza un
ciclo que va desde el elemento 1 al dltimo elemento ne, calculando primero las
funciones de interpolacidn para luego calcular todas las matrices y vectores (Ver
Figura 19).

Las funciones de interpolacion, por ejemplo ¢, =b,, + xb,, + yb,, + xyb,, se

incluyen en el programa como una funcidn, cuya expresion se muestra en la Figura

23.
Fil=inwmi{l.l)+=ti{zeta.estai®*inwvn(Z, li+zt{zeta. eta)*®*inwm{d, 1)+
+ mtizeta.stal*ztizeta. eta)*®invnid 1)
Figura 23. Funcién de interpolacion
Donde:

e jnvm es lainversa de la matriz de interpolacion. Ver seccion 3.6,
e x, zdependen de zeta y eta por el cambio de coordenadas para utilizar las

cuadraturas de Gauss para realizar la integracion. Ver seccion 3.10.

Una entrada tipica de matriz, A, = A, = LY 0,9,dQ° en el programa se

presenta en la Figura 24.

call IM(F12 . p)
matA(ClA(e. 1) ClTA(e, 2))
math(ClAle. 2) . ClA(=.1))

F
F

Figura 24. Entrada de una matriz
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donde la subrutina IM calcula la integral de F12 = Fil* Fi2 por medio de cuadraturas

de Gauss devolviendo el valor en p, se calcula la entrada (/,2) de la matriz matA 'y

por ser simétrica la matriz también se calcula la entrada (2,7). La matriz matA es una
matriz temporal que es utilizada inicamente para realizar el ensamblado. Con la
instruccion CUA(e,2) de la Figura 24, y de acuerdo con lo visto en la seccion 3.7, se
utiliza el arreglo CUA para dar direccionamientos a las entradas de la matriz.

El mecanismo de ensamblado se describe para la matriz A: Antes de entrar al
ciclo donde se hacen los cdlculos para cada elemento, la matriz MA es nula, como se
explico en la seccion 3.7; Ya dentro del ciclo, se calcula la matriz matA que es la
correspondiente al elemento e y en seguida es sumada a la matriz MA, como se
muestra en la Figura 25. Una vez que la computadora termina de calcular todas las
matrices y vectores para el elemento e, la matriz matA se vuelve a declarar nula para
no queden valores del elemento ya calculado, proceso que se repite hasta cubrir

todos los elementos del arreglo. Ver Figura 19.

3 3 3 3 3 336 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 3636 3 33636 36 I I 2 3N 3 33 NN

ENSAMELADO DE MATRICES MA

B3 3E 333636 363 3636 36 3636 36336 36 36 3636 36 3636 36 36 3 36 36 W
do 151 1i=1.nm
do 161 j3=1.nm
Ma{ii,j3)=HA(ii, jj)+matd{ii, j3j)
continus
continue

Figura 25. Ensamblado
Todas las matrices y vectores son tratados de la misma manera, excepto el

vector de flujos, que esta limitado a entrar tinicamente por la parte superior del
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cuadro. Este vector de flujos es calculado en otra rutina pero el mecanismo de
ensamblado es el mismo. En la Figura 26, se muestra el ciclo para calcular los flujos
que entraran desde el elemento que se encuentra en la parte superior derecha hasta el
que se encuentra en la parte superior izquierda.
DO 453 e=(il-1)+(j1-2), (il-1)+(il-2)+4(il-2)
IDESDE EL CUADRO QUE ESTA EN LA ESQUINA SUPERIOR DERECHA
I|HASTA EL QUE ESTA EN LA ESQUINA SUPERIOR IZQUIERDA
Figura 26. Flujos
Una vez calculadas las matrices y vectores que ya se han ensamblado lo que

sigue es aplicar las condiciones de frontera.
4.5 Condiciones de frontera

Las condiciones del tipo Neumann ya estan tomadas en cuenta de manera

implicita en la formulacion de elementos finitos en el vector de flujos ¢, .

Lo que sigue es aplicar las condiciones de frontera de tipo Dirichlet, es decir,
eliminar renglones y columnas de las matrices ensambladas. (Ver Seccion 3.7). Este
proceso lo realiza el programa y para ello se pide al usuario el nimero total de las

condiciones de frontera del tipo Dirichlet cf, (Ver Figura 27).

I!CUAHTAS COHDICIOHES DE FROHTERA SOH
—f=5

Figura 27. Ntimero de las condiciones de frontera del tipo Dirichlet.
En un archivo de texto llamado dirichlet.txt son escritos por el usuario, los

nodos donde existen condiciones de frontera, por ejemplo si en la figura 18, en la
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parte de abajo, la variable del problema u = -100, entonces en el archivo de texto se

escriben los nodos como se muestra en la Figura 28.

B dirichlet - Bloc de notas
Archivo: Edicion Formato Ver Ayuda

123456

Figura 28. Nodos donde existen condiciones de frontera del tipo Dirichlet
Ahora mediante algunas operaciones que realiza el programa se obtiene el

vector llamado INCOG, que contiene los nodos restantes que son incognitas. Ver

figura 29.

| £ INCOG - Bloc de notas l;| |E| |z|

Archive Edicion Formato Ver Avyuda
7 8 a 10 11 1z
13 14 15 16 17 18
19 20 2X 22 23 24
25 26 27 28 29 30
31 3z 23 34 35 26
37 38 29 40 41 42

Figura 29. Incégnitas del problema
Con el direccionamientos del vector INCOG, lo que se hace es eliminar los
renglones y columnas donde se encuentran las condiciones de frontera del tipo
Dirichlet. La rutina se presenta en la Figura 30.

do 640 1=1,nm-cf

do 650 j=1.lhm—cf
MMM{i,33=MM{INCOG{1i), INCOG{3))
continue

continue

Figura 30. Direccionamientos para eliminar renglones y columnas
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Una vez aplicadas las condiciones de frontera, por medio de las subrutinas
propias de Fortran (Figura 31) se resuelve el sistema de ecuaciones lineales para un
problema estacionario.

La matriz MMM de la figura 30, ya no tiene los renglones y columas.

T IRESUELVO EL SISTEMA LINEAT|
CALT LSARG (dim, MMM dim BEE, 1. deltaH)

Figura 31. Subrutina de Fortran para resolver sistema lineal.
Para un problema transiente, la rutina de solucion se muestra en la Figura 32,

=
I SOLUCION DE SISTEMA DE ECTACIONES DIFERENCIALES
ICAII IVHRE (IDO, dim,. FCH. t. TEND, H1, HPFRIME)

Figura 32. Subrutina Fortran para resolver el sistema de ecuaciones
diferenciales.
Finalmente se imprime la solucion del problema estacionario o transiente,
segln sea el caso.
En la Figura 33 se muestran los datos calculados y mostrado por el programa

de computo para un problema estacionario.

Figura 33. Impresion de resultados.

4.6 Coeficientes de la ecuacion diferencial

Otras funciones que se incluyen en el programa son los coeficientes de la

ecuacion diferencial a resolver (Ecuacion 5-2) y que son C, Ié 7. F,0,Enel
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programa estos coeficientes se definen como las funciones FORTRAN (CXZ, KX,
KZ, GAMAX, GAMAZ, FXZ y QXZ).

Ca—u+7[—léﬁu+77}:F
ot
(5-2)

—

Vu+7)=§

N

_(_
En la Figura 34 siguiente se define la funcion F =35* x*z en lenguaje

FORTRAN.

function FEZ{zeta.eta)
real zeta.esta

EXTEENAL =t.=zt
FXZ=35%xt(zeta, etai*zt (zeta, eta)|

return
=nd

Figura 34. Ejemplo de funcién
Donde la diferencia entre la funcién original y la escrita en el programa
radica en que se tuvo que hacer un cambio de coordenadas para poder hacer la
integracion.
4.7 Aplicacion del programa
La ecuacion diferencial que modela la infiltracion de agua en suelos no

saturados es la ecuacion de Richards, ver seccion 3.1:

C%—j+§'[—f-(§u+1})}:0

(5-3)

|-k (Vu+1j)|=q

donde:
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C es la capacidad especifica de humedad

K esel tensor de permeabilidad
17 indica la direccién z, ¥ Unicamente tiene una componente.
4.7.1 Coeficientes constantes
Considérese la ecuacion de Richards lineal y con coeficientes constantes, es
decir
C =0.000546197

i 0.00259406 0
B 0 0.00259406

La region a considerar serd un cuadro con las siguientes condiciones iniciales y de

frontera, Ver Figura 35.

h(x,z,0)=-100

h(x,0,t)=-100

q(0,z,1)=0

q(,z,t)=0

q(x,1,1)=20

Q(I:']:-I} =20
I
4(0.z.0)=0 h(x, z,0)=-100 9. z.5)=0

H{x. 0.5} =160
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Figura 35. Condiciones iniciales y de frontera

Los coeficientes son introducidos al programa como se muestra a

continuacion, Ver Figura 36.

function CEi{zeta.eta)
real zeta.eta

EXTERNATL =t
CH=0.002594¢%

return
=rnd

function DEZ(zeta.eta)
real zeta.eta

EXTERHAL =t.=zt
DXZ=0.000546197 |

return
end

function QXZ{zeta.esta)
real zeta,esta

EXTERNATL =t. =t
QEZ=20.d

return
end

function CZ{zeta.eta)
real zeta.eta

EXTERNAL =t
CZ=0.0025946 |

return
end

function GAMAZ(zeta.eta)
real zmeta.esta

EXTERNAL =t
GAMAZ=—0.002594¢

return
end

do 99 1=1, nm
HO{iy=-100.0
continue

Figura 36. Funciones FORTRAN

Se presenta a continuacion el andlisis para varias mallas.

Malla 1

Se plantea resolver la ecuacion diferencial para la region mostrada en la

Figura 37 y que consiste en un cuadro de 1 x 1, discretizado en 4 elementos, 9

nodos.
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T P 5
1
g.aq
O.€
o
4
.D.d -
a.2 §
g.2 a.4 g.& g.8
1 2 3

Figura 37. Malla 1. 4 elementos. 9 Nodos
En las Tablas 1 y 2 se presentan resultados arrojadas por el programa DMEF
para el caso estacionario y transiente, respectivamente. También se hace una
comparacion con los datos obtenidos por el software FEMLAB en distintos puntos

de la malla.

Tabla 1
Problema estacionario:

Programa  Software Comercial

(0.5,0.9) 3753. 658637
0.5, 1) 7607.317274
(1.1 7607.317274

Tabla 2
Problema Transiente:
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t=01 t=1
Programa  Software Comercial Programa  sottware Comercial
(0.3 ,0.9) Z385.367629 3753. 416263
{03, 1) 5672.173114 7606. 974505,
(1.1) 5672, 172586 7606, 374505,

Fe de Erratas: al resultado del programa le falto sumarle -100 que es la condicién
de frontera.
Malla 2

A continuacion se muestra la misma region con 16 elementos. Ver Figura 38.

13
12 1l 10 o
1
o.Bg
14 "
d.€
- 13 i |
7
.IZI.G
- 16
i
a.z2 §
.2 .4 a.E& o.8 1
1 ) 3 4 3

Figura 38. Malla 2. 16 elementos. 25 Nodos
En las Tablas 3 y 4 se muestran los resultados para la malla de la Figura 38:

Tabla 3
Problema estacionario:
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Programa  Software Comercial
3753.658637

Te07.317274

Teny. 317274

Tabla 4
Problema Transiente:
=171
Programa  Software Comercial
(035,05 BRI 2385, 367629 (03,05

S5e72.173114,

{0.3.1) 05,1 7606. 374505
(1.1) (1. 1)

Fe de Erratas: al resultado del programa le falto sumarle -100 que es la condicion

S672.172588

Te06e. 974505

de frontera.
Malla 3
Aunque se han mejorado los resultados, se muestran a continuacion

resultados con una malla més refinada. Ver figura 39.

23 Y| 23 p) 2 20 19 18 .
1
[ 26
: 16
g.8 '2?
15
[ 28
. 14
O0.Ef
20 57
13
g.afp 30 2
k]| u
.2 F
32 10
a.z 0.4 a.& g.8 1
1 2 3 N 3 p; 7 8 o

Figura 39. Malla 3. 64 elementos. 81 Nodos
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En las Tablas 5 y 6 se muestran los resultados para la malla de la Figura 35:

Tabla 5

Problema estacionario:
Programa  Software Comercial

3T53.658637
7607, 317ETL

Te07. 317274,

Tabla 6
Problema Transiente:
t=01 t=1
Programa  Software Comercial Programa  Software Comercial
2385, 367620 (05,035 3753.416263
5672.173114 {03, 1) EEEFER  c0s. 074505
a.n 5672, 172586 {1, 1) EREEEEE  coc.07ac0s

Fe de Erratas: al resultado del programa le falto sumarle -100 que es la condicién
de frontera.

Se hace notar que con los 64 elementos la solucidn no es tan exacta mas sin
embargo para efectos practicos es buena.
Malla 4

En la Figura 40, se presenta una region irregular, se resuelve el mismo

problema

FCFM - UMSNH 102




® El método de los elementos finitos

14 13
12 11

10

\ o

B

1

0.2
24 [
g.2 g.4 a.& da.8 i

Figura 40. Malla 4. 32 elementos. 45 Nodos
Los resultados con el programa y con el software comercial se muestran en
las Tablas 7 y 8.

Tabla 7
Problema estacionario

Programa  Software Comercial

03,05 PEERREEE 1514.951776

3.0 A05E0. 735817,

02,08 2272.967155

{0308 2272.749105
Tabla 8
Problema Transiente

t=101 t=1
Programa  Software Comercial Programa  Software Comercial

03.035) R 107z.3727e, 05,05 [NENEERE 1514940783

0i.y [ 542 4613 ws.y BN  20e0-720462

02,05 NSRRI 171z.493355 {02, 08) - 2272.353238,
03,08 EIE 1712 266z wos.08 |HIEEE :: 7esices
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Fe de Erratas: al resultado del programa le falto sumarle -100 que es la condicion
de frontera.
Malla 5

En la Figura 41, se presenta la misma region irregular, se resuelve el mismo

problema, pero ahora con 100 elementos

| 7T
SO

/
AN RN
/ [ 14
] o

Figura 41. Malla 5. 100 elementos. 121 Nodos
Los resultados con el programa y con el software comercial se muestran en
las Tablas 9 y 10.

Tabla 9

Problema estacionario
Programa Software Comercial

{0.3,0.5)

(03,1} 4080, 735817,

{02,08) m 2272.967158

Zz72.749105

1514. 951776
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Tabla 10
Problema Transiente
t=01 t=1
Programa  Software Comercial Programa  Software Comercial

1514.940733

(05,05 PIKEEER  1072.37279, {0.3,0.3)
(05,1 | EEEEIRER] 45z 40613s 0.5.1)

(02,08} 1712.493355 {02,0.8)
{0.8.08)

4080, 720464

Z27E.953238,

1712. 286662 08,08 2272.735185

Fe de Erratas: al resultado del programa le falto sumarle -100 que es la condicién
de frontera.

El error entre los datos obtenidos con el programa y el software comercial es
del 7%, para el problema estacionario y del transiente al tiempo 0.1, mientras que
existe un error del 11% en el tiempo 1.0.

Se presume que el error es debido a que la region es irregular y
principalmente a que el nimero de elementos seleccionados para hacer la
comparacion para la malla 4 es relativamente pequefio, comparado con los 885
elementos que el software comercial utiliza por un lado, mientras que por otro, se
debe a que los polinomios de interpolacién son de segundo grado.

4.7.2 Coeficientes no constantes

En este apartado se describe cuando el coeficiente no es constante y la
ecuacion varia segun la region, lo que tiene como consecuencia que el resultado
numérico por el MEF, dependa fuertemente del nimero de nodos de la malla. Por

ejemplo, se ha cambiado el flujo ¢ =20 por ¢ =20*x*y. Ver Figura 42.
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g{x, 1.1y =20%x*y
I

(6,2, =0 h(x, 2,0) = —160 g(l.z,5}=0

H(x,0.1}=—160

Figura 42. Condiciones iniciales y de frontera para un problema no lineal
Malla 6
Considérese la region de la figura 42. Se calcula con las siguientes mallas
rectangulares.
Con 4 elementos

Tabla 11
Problema estacionario

Programa  Software Comercial
1526, 5753648

3753.1687131

4795, 386175

Tabla 12
Problema Transiente

Programa  Software Comercial Programa  Seftware Comercial

(0.3 .0.3) 1142, 566524 1526, 545871
{05 1) 2785.86174 3753.1245878
{1.1) 3626, 742249

4795, 345425
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Fe de Erratas: al resultado del programa le falto sumarle -100 que es la condicion
de frontera.

Se nota que para este nimero (4 elementos) la solucién numérica no es muy exacta.
Abhora se hacen los cdlculos para 16 elementos y en las Tablas 13 y 14 se muestran
los resultados.

Tabla 13
Problema estacionario

Programa  Software Comercial
(05,05 M £ 15326, 575368

@3, ECREREREl 3753.167131

{1.1) 4795.386175
Tabla 14
Problema Transiente
t=101 i=1
Programa  Software Comercial Programa  Software Comercial
{0.53,0.3) 1142.566524 1626, 545971
{05 1) 2785.86174 3753.124373
1.1y EEEEEE :c:c.7azzao {1, 1) 4795, 345425

Sin mucho esfuerzo, se nota la mejoria al incrementar el nimero de
elementos. Ahora se realizan los calculos para 64 elementos. Ver las Tablas 15y 16

Tabla 15
Problema estacionario

Programa  Software Comercial
1526, 575868

3753.1687131

4795, 386175

2710.936543
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Tabla 16
Problema Transiente

t=a1 t=1
Programa  Seftware Comercial Prozrama  Software Comercial
(035.09 PEEEEREHE 1142566824 (03,05 B 1626, 545971

035.1) 2785.86174 (05.1) 3753. 124878
(1.1 3B26. 742249 (1. 1) 4795, 345425
.1 1744. 969137 0. 1) .2710.892791

Abhora se realizan los calculos para 100 elementos. Ver las Tablas 17 y 18

Tabla 17
Problema estacionario

Programa  Seftware Comercial

0.3,0.5) 1826. 575868

3753.167131

03.1)
a.n 4795, 386175
. 1) 2710, 936543
Tabla 18
Problema Transiente
t=01 =1
Programa  Software Comercial Programa  Software Comercial
114z, 566524 (0.5,0.5) 1326, 545971
ET55.86174 05, 1) 3753.124875
J826. 742249 (1.1 4795. 345425
1744. 9639137 (0. 1) .2710.892791

Aunque mejoro la solucidn, el error atin es muy alto, alrededor del 5%, pero
se vislumbra que hay convergencia, pero muy lenta, que se espera que acelere al

aumentar el nimero de elementos. Asi pues se observa de los problemas anteriores
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que cuanto mds complicado sea el problema ya sea por ser sobre una region irregular
o con coeficientes no constantes, se necesita refinar mas la malla para obtener una

buena aproximacion a la solucion exacta.
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Conclusiones

El objetivo planteado se cumplid, porque se desarroll6 el programa alternativo en
lenguaje de programaciéon Compaq Visual Fortran Professional Edition 6.6.0
para solucionar numéricamente una ecuacion diferencial soportado con el
método del elemento finito.

Se elabor6 el programa de computo en lenguaje Fortran, que utiliza como
subrutinas programas de libre acceso en Internet, programas del Fortran y los
programas elaborados por el autor de esta tesis.

El método de los elementos finitos es una opcion viable para aproximar
numéricamente una ecuacion diferencial ordinaria o parcial, cuya solucién no es
posible obtener po métodos analiticos.

Las herramientas de computo libre existente en Internet son una buena opcién de

que se dispone para apoyar el aprendizaje de matematicas o en su caso como una

FCFM - UMSNH!10




® El método de los elementos finitos

herramienta para solucionar problemas, por ejemplo, el programa UNAMALLA,

ver [13] que facilit6 la construccidén de mallas para una regién convexa.
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Sugerencias

¢ Dada la importancia del método de los elementos finitos para la solucién de
ecuaciones diferenciales, se propone integrar un curso corto, y donde con este
trabajo de investigacion, el Capitulo 3, el apéndice B y el C pueden ser tomados
como una especie de tutorial introductorio para la solucion de ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales por el método de elementos finitos.

e Laelaboracion de material didactico se debe promover como una parte integral
de la formacién de los alumnos, porque en ocasiones sucede, como este caso, que
la biblioteca no cuenta con el libro o su nivel es muy avanzado para llevarlo
como texto de licenciatura, por ejemplo el texto de Zienkiewicz (1982) que si no
se tienen conocimientos previos sobre el MEF, los contenidos son inaccesibles o
dificiles de entender.

e Si bien es cierto lo que dice Sudrez (2004) que si sabes derivar, integrar, invertir
matrices y resolver ecuaciones diferenciales, entonces desde el quinto semestre
de licenciatura puedes modelar matematicamente cualquier fenémeno de la
naturaleza que pueda ser representado por medio de ecuaciones diferenciales,
hace falta que los cursos de ecuaciones diferenciales y los relacionados con esta
area se orienten a propiciar el modelaje de fendmenos fisicos y naturales.

e Existe software en el mercado que soluciona ecuaciones diferenciales, pero para
las instituciones es muy caro y en ocasiones no se apega a lo buscado en la
solucion de un problema particular, motivo por el que se desarroll6 el programa

DMEF, para resolver numéricamente la ecuacion 3-1, pero se requiere hacerle
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mejoras y correcciones al programa para que se desarrolle un potente software de

elementos finitos.
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Problemas abiertos

En este apartado se plantean varios problemas de los conocidos como

abiertos:

¢ Cuando se requiere de mds precision en los resultados, provoca que la region se
subdivida en un refinamiento de la malla, lo que propicia un aumento
considerable en la cantidad de calculos a realizar, que para procesarlos requieren
de una computadora con capacidades muy superiores a una PC comercial, porque
la programacion del algoritmo seria en paralelo o la construccién de “Clusters”.

¢ Encontrar en la naturaleza problemas modelados por ecuaciones diferenciales
ordinarias o parciales que se reduzcan a lineales es bastante complicado, asi que
lo complicado es desarrollar el MEF para problemas no lineales, (en el apéndice

C desarrollo el MEF para un problema no lineal).
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La programacion que se aprende en la universidad es restringida, asi que se
requiere capacitacion para realizar programas en el ambiente Windows, es decir,
con ventanas, con cuadros de dialogo, con un drea donde se pueda visualizar la
region a resolver y principalmente, plasmar en una gréfica los resultados.

Por dltimo, se deben perfeccionar los algoritmos de programacion para optimizar

el calculo de datos.
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Apéndice A

Este teorema es importante para el trabajo porque es donde la parte
matemadtica toma sentido, este teorema demuestra la existencia y unicidad de la
solucidn de la ecuacion diferencial por el MEF. La demostracion se omite porque se
requieren elementos de matematicas que requieren de un nivel elevado de
especializacion en matematicas avanzadas, pero su demostracion se encuentra
esbozada a grandes rasgos en Sudrez (1981).

Teorema de Minimizacion de funcionales

Sea Hun espacio de Hilbert, a una forma bilineal sobre HXH,
a:HxH —R, tal que a es continua, simétrica, definida positiva (es decir
a(v,v)20) y coerciva. Sea L una forma bilineal continua sobre H y K un conjunto
convexo cerrad de H .

Se define la funcional:

f(v):%a(v,v)—L(v) Vve H .
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Bajo estas condiciones se tiene la equivalencia entre los dos problemas

siguientes:
Minimizar la funcional f
(1) --- Encontrar u€ K tal que:
fw)< ), Yve K
&
Minimizar la forma a(u,v—u)—L(v—u)

(2)--- encontrar ue€ K tal que

a(u,v—u) > L(v—u), Vve K

Ademads u existe y es el unico elemento de K solucidn de los problemas (1) y (2).
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Apéndice B

Problema Transiente. Otra manera
En el capitulo 3, se describe que para solucionar el problema transiente se
siguen 4 pasos a saber:
1. Obtener la ecuacion diferencial
2. Integrar para obtener la forma débil
3. Sustituir la aproximacidn para obtener el modelo en elementos finitos
4. Obtener un sistema de ecuaciones diferenciales
Esta técnica fue desarrollada por Celia y Binning (1992) en su trabajo de tesis
y plantea cinco pasos para solucionarlo:
1. Obtener la ecuacion diferencial
2. Aplicar el método de Euler hacia atrds unicamente para la parte temporal
3. Integrar para obtener la forma débil

4. Sustituir la aproximacion para obtener el modelo en elementos finitos
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5. Obtener un sistema algebraico

Se aplicara este método a la ecuacion diferencial:

9 [-RV(h+2)] =0 (1)

Se aplica el método de Euler hacia atrés

ho=h + s 2)
at m+1
para obtener
chm“Ath +V.- [ E?(hmﬂﬂ)} 0 3)

si se define el incremento de la siguiente manera
= hm+1 - hm (4)

y se sustituye en la ecuacion 3

C%+§-[—Iév(§hm+l+h +z)} 0 5)

se reordenan los términos

c%ﬁ-[-éw&m)} 7[R9 (1, +2)] ©6)

Ahora se define el residuo como:

5;’%“ V| <RV (80s.,) [+9 | KV (1 +2) | =R (7)

con la aproximacion

M) = (5 = Y g () ®)
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Se hace notar que la aproximacién de la ecuacion 8 no depende del tiempo,
porque ya se aplic6 el método de Euler para la parte temporal (en el subindice m ).

Abhora se tiende a disminuir R en sentido de integrales con peso, esto es:

[, wRdQ=0 9)

o sustituyendo la ecuacién 7 en la ecuacion 9

[ w{caz—%ﬂﬁ.[—l?ﬁ(ahgﬂ ) |+ 9| K9 (1, + z)HdQ =0 (10)

donde w(xX) es una funcién de peso.
Para cada eleccion de w(xX) se obtiene una ecuacion algebraica entre los

parametros oh

i1 Y S se seleccionan n funciones de peso w(X) independientes
entonces se puede encontrar un sistema de ecuaciones diferenciales de n ecuaciones
diferenciales con n incégnitas.

Para obtener la forma débil, se escribe la ecuacion 10 como se indica en la

ecuacion 11:

[ pw[c%}dgﬁ cw[V[—Ié?(ﬁhg’m)ﬂdQ -
Q At Q

(11)
=, w9 KV (1 +2) |de

Como el segundo miembro del primer término y el segundo término ya son

conocidos, la forma débil de la ecuacién 11 queda asi:
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j(c%wdguj KVSH,, - VwdQ-| C[—E?(wf
Q At Q 20

m+1

)]ﬁwdsz
(12)
= _Ly I??(hjl + Z)ﬁwdg_jw [—Ié?(h; + z)]ﬁwds

[ c%wm +[ RVSK,, VwdQ=—[ KV (i, +z)-VwdQ-[ g:,wds (13)

en donde se considerd que

Jo| =K (1) |-dwas 0

(14)

J.agf __Iéﬁ (h; + Z)} -nwds = J-age G5, wds

puesto que (é’he ) — Oen la frontera, porque 2°cumple las condiciones de frontera,

m+1
o de manera equivalente:

B(w,0h)=1(w) (15)
donde B(w,dh?) es una forma bilineal y /(w) es una forma lineal, y estdn definidas
como:

. on ., Z. L, =

B(w,0h) = [ C="LwdQ+[ KVSh.,-VwdQ

o " A o

(16)
Iw)=—[_KV(,+2)-VwdQ-[ g:,wds

La ecuacién 15 representa el llamado problema variacional asociado a la
ecuacion 1. Como la forma bilineal es simétrica, B(w,oh®) = B(dh*,w), es posible

construir el funcional
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Fhe) = %B(é‘he, Sh*)—1(5h) 17)

con la que se establece una equivalencia, base para demostrar que la solucién por
elementos finitos existe y es Unica, de acuerdo al Teorema de Minimizacion de
Funcionales. (Ver apéndice A).

El modelo de elementos finitos se obtiene al sustituir la aproximacion
he (%)= ) (%) (18)
j=1

en la ecuacion 13 para obtener:

6[ih;¢:<fc>
e

= ]mu wdQ+ | 1??5(2 hig: (f)] VwdQ =
Jj=1

At m+1
(19)
=, KV({; hjqqi(%)j + z] VwdQ- [ G;,wds
se reorganiza la ecuacion 19 para obtener
n §h;,m+1 o - n . =~ _ o .
;—At [ Ccoimwde +j§_;5h].m+1 [ KV - VwdQ =
(20)

j.m

-3 [ KVg @) VwdQ-[ KV(z)-VwdQ-[ _g:,wds

luego, se elige w=¢/(X), y al final se obtiene el modelo en elementos finitos

n é‘h‘?m-# .- . n . = o L
j= =

1)

= —Z 1| KVE D)V (DdQ-[ KV (2)-Vef (HdQ-| G, (F)ds
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o en forma compacta

5 e
z A;”“M +Z5]m+1 = ZhjmK;+ql (22)

J=1

donde:
My =] Coi(®)g (DdQ
= [ KVg (%) VgdQ
(23)
a =], KV (2) VgdQ
q; = —Lge 4,9’ ds

Se hace notar que son las mismas matrices que se plantean en un problema
transiente.

En forma matricial

[Mq{ }[ Hom ==Lk [H{m+{a}-{a) (24)

se agrupan términos
B[ poted-t0) as)

de donde resulta un sistema de ecuaciones algebraicas que se resuelve para ok, ,, .
A partir de la condicion inicial ; = h°(X,t =0), se empieza a resolver la

ecuacion 25 para encontrar ok’ =h{ —h . Se despeja h° para obtener
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hf = Jdh/ + h, , valor que se requiere para encontrar oh; =h, —h. Se despeja oh;
para obtener h;, = oh, + h/ . Este proceso se continua indefinidamente.

Nota: Aunque es mds prdctico, resolver un sistema algebraico que resolver un
sistema de ecuaciones diferenciales, el inconveniente de este algoritmo es que para
cada tiempo, el programa tendria que calcular todas las matrices y vectores para
todos los elementos, situacion que no sucede con lo planteado en el capitulo 3 de la

tesis.
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Apéndice C

Considérese el siguiente problema no lineal, i.e. K, 8 no lineales

%—f—ﬁ-[l??(hu)]:o 1)

La ecuacioén se desarrolla en el tiempo mediante el método de Euler implicito,
que tiene la caracteristica de ser mas estable. Entonces para la parte temporal de la
ecuacion 1 se tiene:

0n+1 _ en

o — 0'n+1 (2)

Con el método de Picard se linealiza la ecuacion y se obtiene el sistema de

ecuaciones diferenciales:

0n+1,m+1 _ gn

- _vV. |:Kn+l,mv (hn+l,m+l " Z)] -0 (3)

En la ecuacion anterior el superindice n denota el nivel en el tiempo, y m el

n+l

nivel en las iteraciones y Ar=1"" —t" es el tamafio de paso en el tiempo. Para cada
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paso del tiempo la solucidn es iterada hasta que el potencial de presién converja. Los
coeficientes no lineales son evaluados con el potencial de presion del nivel de la
iteracion anterior 4", con lo que se linealiza la ecuacion. Puesto que las ecuaciones
serdn resueltas para el nuevo nivel de iteracion, el contenido de humedad debe ser
escrito en términos del potencial de presion al nuevo nivel de iteracion, lo que se

consigue con aplicacion de la expansion en serie de Taylor, asi se tiene:

n+l,m
0n+l,m+l ~ gn+l,m + (3_2) (hn+l,m+l _ hn+1,m) (4)

n+l,m
La ecuacidén 4 se denotara a (a_hj como la derivada del contenido de

humedad, con respecto al potencial de presion (%), como una funcién C = (g_zj ’

conocida como la funcién de capacidad especifica de la humedad.

Es util rescribir las ecuaciones 3 y 4 en términos del incremento de la presion
a cada nivel de iteracion.

5h;+l,m _ h;+1,m+l _h;+1,m (5)

Con la expansion en serie de Taylor (Ecuacion 4) y la ecuacién 5, la ecuacion
3 queda escrita como:

0n+l,m + Cn+l,m5hn+l,m _ 611

- —V[ KV (SR 4 2) |=0 (6)
se reordena la ecuacion
n+l,m §hn+l,m n+l,m n+lom\ | _ 0n+1,m -6" n+l,m n+l,m
€ SV KM (VN ) | == Tk VKV (1 1) (7)
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En cada iteracion m, las ecuaciones 7 son resueltas para el incremento de la

presion durante la iteracién Sh™"", que se vuelve lineal en 54", La convergencia

de las iteraciones se comprueba mediante dos pruebas: En la primera prueba, el

n+l,m

incremento en la presion o para cada paso en la iteracion, tiende a cero,

mientras que para la segunda, el lado derecho de la ecuacion 7 tienda a cero.
Abhora, la ecuacién 7 se multiplica por una funcién de peso w y se integra

sobre todo el dominio, para encontrar la forma débil:

J‘m (Cn+1,m )"’ (5h:tlm) W d O — J‘QC V. |:(Kn+l,m )e (V (é‘hnﬂ,m )e )}WedQ _

®)

[ (6) ~(¢")

At

waQ+ [ Vo (k) 9 (1) +z) prag

donde Q° es la region que ocupa el elemento finito e y dQ = dxdz .

El proceso que sigue ya se ha realizado en el apartado 3.4 de esta tesis:

ntl,m \¢
[ (C"“"")"’—(&At ) WdQ+ | (K™") V(Sh) - VwdQ =

[ (") ~(6")

v wdQ—[ (") wds— 9)

[ (k™) ((h”“”” )+ Z) VwdQ

donde el término L (K b )e (V (5h””’"’ )e ) -nw‘ds es despreciado pues

Q°

Oh™™"™ — 0en cada iteracion.
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Las variables son aproximadas mediante las funciones de interpolacion

@;(x,z) y con los valores calculados en los nodos, que para este caso las
aproximaciones quedan de la siguiente manera:
N
he(x,2) = D higi(x,2)
j=1
N
K*(h) =) K;(h)g;(x,2)
j=1
N
C*(h)y= Y Ci(h)¢;(x,2) (10)
j=1
N
6°(h) =) 605 (h )i (x,2)
j=1
w; (x,2) =@/ (x,2)
Importante:

Las aproximaciones para K¢,C¢,6°, son funciones interpoladas de las

funciones no lineales originales.

Con estas aproximaciones, el sistema de ecuaciones en cada elemento es:

1m\* J(hjq)j)mvm e
;ZJ‘QF((Ck(pk)H, ) %@edQ+
+;2I9e ((Kk¢k )ml’m )“ V(é‘(hj¢j )Hl'm )“ VordQ =

o n+lm ”_ ° n\¢ (11)
_;Iw((e,(p,) )At ((60,)') o

e

_LQE (qnﬂ )ﬁ@”ds _

—;ngf (K0)™"") v (((hjfp, ) ) + zj VerdQ
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o simplificada

. (5hl?+l,m )e
n+l,m J
Zk: Z‘(C" ) At

[ otoipran+

+ X LK) (o) [0V Veda =
ko j

(@) (9

A L {, ota

J

12)

T @ o= XK () [ oV e Veraa-
J

—;(Kkm ] [ ov(z)-Veran

En forma compacta, las ecuaciones se escriben como:

At

(6") -(¢))

At

_(Kkn+l,m )e (h;m,m )e Bljk _ (K]:H.m )e E,

¢ hr.H—l'm ‘ e e
ey ) (ke (017 5, -

g

-— D, - J-w (7" );Qeds - (13)

donde los indices repetidos indican suma

Ay =], 0000aQ
By, =], V9 -VaQ
D; =], 4,44

Eijc :J‘% ¢,f?(z)-?¢fdg

(14)
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Observacion: Antes de continuar con la solucion final, se va a considerar un

problema en 1D y unicamente el primer término del lado izquierdo de la ecuacion 13
en donde el término (C”“”” )e se considerard, por lo pronto, dentro de A7, y se

omitird por comodidad en la notacion los superindices n+1,m, y s6lo de tomard en

cuenta el superindice e.

En la Figura 43 se muestra el arreglo ya discretizado para una dimension:

C) 2e1 2‘1 29
En donde

Elemento
# node Glebal
# nodo Local

Figura 43. Elemento lineal
De la ecuacion 13 ya modificada se tiene

Oh¢
Zk: z Atj A+ B =0; (14)
J

en donde B’,Q; son los términos sobrantes del lado izquierdo y del lado derecho,

respectivamente. Luego de desarrollar las sumas de la ecuacion 14 se tiene:
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5 ; e 5 , e e
A+ A+ 0 S

t At
reagrupando

(A711+A712) hl (A721+A722)§h2 +Bie:Qie

renombrando

. She She
MilAhl i2 //LZ
t At

[ Qie
en donde
= Avell + Avelz

M, =A +A

121 122

= Q[e

(15)

(16)

En la Tabla 19 se presentan las ecuaciones para los elementos 1, 2 y 3.

Tabla 19.

Ecuaciones para los elementos 1, 2 y 2.

e=1 ih;M +ih;M12+B =0, —l
ih;M +5Ah;M22+B =0, —2
e=2 beMlzl"‘ithé_'_Blz:Qf’ —?2
‘Z_th;l éZl;zM222+Bz Q,, —3
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e=3| 5K’ Sh?
hthfl+ h;Mfz+Bf_—Qf, -3
éh: 3 éhz3 3 3 3
_t M21+—t M, +B,=0,, —4

Las relaciones entre los nodos locales y globales son:

Shi = Sh,
Shy = Sh? = Sh,
Sh = Sh’ = Sh,
Oh; = Sh,

y por la propiedad de continuidad (sumar los nimeros iguales) se tiene el siguiente

sistema

5—th;1 +%2(M;2 Jerl)Jri—}fo2 +(By+B])=(0,+07)

oh 0 oh
b 4 S (M M )+ S M+ (524 B) = (05 +0))

o Oh
S+ S 451 = 0]

que escrito en notacion matricial queda como
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Shy

M/, M/, 0 0 (SAh’

1 1 2 2 -2
M, (M22+M11) M, 0 At +

0 omi o (Miem;) my||on

At

0 0 M; M;
21 2 %
At
B, o

(B;+Bf) (Qé +Q12)

(B2+B])| |(0:+0Q))
B; 0]

+

para el nodo i (idiferente de 1 y el ultimo nodo) el primer término quedaria asi

oh oh

i+1

At

i- §hi_ i i i i
lelA—tl+(M221 +M11)A_I+M12

Este término (temporal) depende de 3 nodos i—1, i, i+1, y a causa de esto
Boulotas, et. al.(1990), descubrieron que la solucion oscilaba.

La solucién de Boulotas et. al. (1990), se basa en un esquema de
agrupamiento utilizado ya por Milly (), que se describe a continuacion.

Las oscilaciones en la solucion pueden ser reducidas eficazmente o llegar
hasta eliminarlas, a través de un esquema de agrupamiento, sin embargo, para este
sistema de ecuaciones no lineales, si bien las oscilaciones son reducidas, no
necesariamente son eliminadas.

En el planteamiento de Milly, los términos temporales de la ecuacion son
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Z;Le((Ck%) Hm) AL 9 dQ
Z,[Q(( ) )At_((gj(P;) )(pfdQ

Ahora de las aproximaciones
N
he(x,2) = DRt (x,2)
j=1
N
K*(h) =) K;(h)p;(x,2)
j=
N
C*(h)y= Y Ci(h)¢;(x,2)
j=1

0°(h) = Zﬁf(he)(ﬁf(x, z)

wi(x,2) =@ (x,2)

y de las integrales

e (817)
J-Qe(C . )ngg

GEEG)

At

0 dQ

(18)

19)

(20)

El esquema de agrupamiento significa sustituir las ecuaciones 20 por

. 5hin+l,m ¢ )
(Cin+1,m) (T)sz 1) i7£9)

1)
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Finalmente, el sistema de ecuaciones para elementos finitos para el sistema

de ecuaciones 13 sera

n+l,m !
(cr) At

n+l,m \¢
‘ M jﬁf g dQ+(K; ") (Sh

(6m) -(8")

At

[, a0

_ J‘agf( qm); o ds_( Kkn+1,m)f ( h;:+1,m )e B, _( K,:”'m )e E,

)e By, =

(22)
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Apéndice D

Ley de Darcy

1 Introduccion

La simulacion de un fenémeno fisico es el proceso con el cual se predice el
comportamiento de un sistema fisico real, mediante el desarrollo de un modelo fisico
o matematico de tal sistema. Un modelo matematico de un sistema fisico, como es el
caso del presente trabajo, se puede representar por medio de un conjunto de
ecuaciones diferenciales parciales con las condiciones iniciales y de frontera.

Una de las areas de fendmenos fisicos relacionados con los fluidos, es la
agricultura. El proceso que ocurre en la agricultura es bdsicamente flujo de fluidos
en suelos con saturacion variable. La saturacion variable es por definicién un
sistema multifasico, es decir, puede haber aire, agua o aceite, entre otros. Para
propositos de esta tesis se considerd un sistema con dos fases: Agua-Aire.

Otras variables que integraron las ecuaciones diferenciales del modelo
matemaético son la fuerza de gravedad, la capilaridad y la viscosidad, que deben ser

validas para cualquier dominio o region. Las ecuaciones diferenciales parciales se
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obtuvieron mediante la combinacién de la ley de Darcy para cada fase y la ecuacion
de balance de masa para cada fase.
2 Ley de Darcy

La ley de Darcy es una relacion experimental entre el flujo del fluido y la
presion. La ley de Darcy postula que para una fase en un sistema horizontal, la razon
de flujo volumétrico Q, a través de una porcién de material poroso de longitud L
[1], y una seccién transversal de drea A [[]*, ver figura 44, es dada por:

kA &p

L (1)

0=

o

Figura 44. Experimento de Darcy
donde:

e Apes la presion aplicada a través del material [m][/]'[¢]7,
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e 4 eslaviscosidad del fluido [m][/]'[¢]" vy,
® K es la permeabilidad absoluta del medio [/]°.

Para un flujo solo en una direcciéon (por ejemplo, sobre el eje x), podemos

escribir la ley de Darcy en la siguiente forma diferencial:

__ Ko @)

es la velocidad superficial del fluido [/][¢]" y,

a . . s M sz
. a—p es el gradiente de la presion en la direccion x.
X

Notese que el signo de la ecuacion 2, indica que la presion desciende en la
direccion en la que el fluido avanza.

La forma diferencial de la ley de Darcy generalizada para tres dimensiones
como sigue:

K dp

 uoox

X

N 3)
4 9y

_Kop
M 0z

Z

donde v, v ,v son las componentes del vector velocidad, v, sobre los ejes

coordenados, o en forma mas compacta:
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v=-Lvp @)
Y7
0. 0 . 0 . : :
donde V=—i+— j+—k es el operador diferencial llamado gradiente
ox dy~ 0z

3 Ecuacion General de Darcy
Las ecuaciones 3 no toman en cuenta la gravedad, debido a esto deben ser
modificadas para incluirla en el andlisis. Por generalidad, se eligié a la profundidad

D (depth = profundidad del ingles) como una funcién arbitraria de las coordenadas

(x,y,z), ver figura 45.

DG y,z)

Figura 45. profundidad
Para los propositos de este trabajo se identific6 a una de las coordenadas
(frecuentemente z ) con la profundidad. Con base en esta consideracion, la forma

diferencial de la ley de Darcy se transforma en:
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, -_K(op_ oD
Y u\ox 8
K{(dp oD
2|52 5
7 T )
__K(op__ 9D
T (az re azj
donde:

e p esladensidad del fluido [m][I]”y

® ¢ eslaaceleracion debido a la gravedad [/][¢]7.

En forma compacta:
- K
V= —;(VP —pgVD)

4 Ecuacion de balance de masa

Sea el elemento diferencial de volumen, como la pequefa caja mostrada en la

Figura 46:

vixy.z1—— v (x+bx, 2"

y\L\ v

-

Mz

Figura 46. Elemento diferencial de volumen.
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La caja tiene dimensiones: Ax de largo, Ay de ancho y Az de altura. La
razon a la cual el fluido de masa entra en la caja por la cara izquierda (AyAz) es:
P, ¥,z v (x,y,2) AyAz=(pv,), ... AyAZ
La razén a la cual es fluido abandona la caja por el lado derecho (area
AyAz)es:

Px+Ax,y',z) v.(x+Ax, y',z") AyAz=(pv,) AyAz

x+Ax,y'z
Asi mismo, la razén a la cual el fluido de masa entra en la caja por la cara de

frente es:
p(xy,z2) v (x' y,2) AxAz=(pv,),., . AxAz
La razoén a la cual es fluido abandona la caja por el lado de atras es:
P, y+Ay, 2 v (X', y+ Ay, 2) - AXAz=(pv,) .. |14, AXAZ
La razoén a la cual el fluido de masa entra en la caja por la cara de abajo es:
P, yLz)- v (x', v, 2) AxAy = (pv.),. . . AxAy
La razoén a la cual es fluido abandona la caja por el lado de arriba es:
P, y'+ Ay, z+Az) v (x', y', 2+ Az) - AxAy = (pv_) . ;. .4 0. AXAY
El volumen de la caja es AxAyAz. Entonces la razén en la cual el fluido de
masa es inyectado en la caja es:
qAxAyAz
La masa contenida en la caja es gpAxAyAz, entonces la razon de acumulacion

de la masa en a caja es:
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IIP) pAyaz
ot

Ya que la masa se debe conservar, se tiene que:
[razon de entrada] — [raz6n de salida] + [Razon inyectada] = [raz6n de acumulacion]
Asi:

(PV )y AYAZ=(PV,) vy o AYAZH(PV,) o AXAZ —

_(pvy )x',y+Ay,z'AXAZ + (pvz )x',y',z AXAy - (pvz )X',}",Z+Az A’CA}’ +

+g AxAyAz = @ AxAyAz

Se reordena, se divide entre AxAyAz 'y se calcula el limite

cuando Ax — 0,Ay — 0,Az — 0, de donde se obtiene que:

_apv) 9Py, dpv.) ‘- d(gp)

6
ox dy 0z ot ©)

En la ecuacion 6, como p es una funcion escalar, entonces (pv,),(pv,),(pv,)

son las coordenadas de (pv). En el lado izquierdo de la ecuacion 6 tres de los
términos se identifican con la divergencia de la funcién (pv), con lo se reescribe en

forma compacta como:

—V-(py)tq :_8(a¢;p) @

Finalmente, se sustituye la ecuacién 5 en ecuacion 7 paro obtener la ecuacién

general para una fase:

V- (oK (Vp— pgvD))+q= 2P @®)
U ot
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5 Flujo en dos fases

El flujo en dos fases se considera como el flujo de dos fluidos inmiscibles
(que no se pueden mezclar) dentro del medio poroso. A un fluido se le considerara
mas humedo que el otro, denotdndose con el subindice w (wet, himedo en ingles),
mientras que el otro se denota con el subindice nw (no wet, no hiimedo).

Varios conceptos nuevos vienen de la mano del un proceso multifadsico como
son: saturacion, presion capilar y permeabilidad relativa, los cuales se explican a
continuacion.

La saturacion de una fase se define como la fraccion de volumen vacio del
medio poroso que es llenado por esa fase. Como las dos fases llenan el medio poroso

se tiene que:

S +S, =1 9

Debido a la tension superficial y a la curvatura de las interfases entre los dos
fluidos dentro de pequefios poros, la presion fluido no himedo es mayor que a
presion del fluido humedo. La diferencia entre estas dos presiones es llamada
presion capilar p, :

Pe= Py~ Dy (10)

Se acepta empiricamente que la presion capilar es una funcioén tnica de la

saturacion:

p.(S,)=p,,— D, (11)
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6 Ley de Darcy (multifasica)
La ley de Darcy puede extenderse a flujos multifasicos postulando que cada
velocidad del fluido o flujo en cada fase, es causada por la respectiva presion de

cada fase, es decir:

_ K
v,=——%(Vp,-p,8VD) (12)

o
a

Donde:

e y_ es lavelocidad superficial del fluido de la fase «,
® 4, eslaviscosidad de la fase «,
e p, densidad de lafase o y,

® K, eslapermeabilidad efectiva de la fase «.

Debido a la simultaneidad de flujos de los 2 fluidos, entre ellos se desarrolla
una especie de interferencia (formando una permeabilidad K del medio), estas

permeabilidades efectivas K, son menores o iguales que una permeabilidad K del

medio. Entonces las permeabilidades relativas k,,, pueden definirse como :

ro?

ra

K
k =—2< 13
K (13)

Se acepta como empiricamente que estas permeabilidades relativas son
funciones unicas de la saturacion.
Con la ecuacion 13, la ley de Darcy se reescribe:

- Kk
Vg == ﬂ’“ (VP = p.gVD) (14)
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7 Conservacion para cada fase

Excepto para el término de acumulacion (la derivada temporal), las mismas
consideraciones hechas para una fase llevan a la ecuacion de balance de masas
(ecuacién 7).
Para obtener el término de acumulacion nétese que la masa total en un elemento
diferencial (pequefia caja), es el producto del volumen del elemento diferencial, la
densidad de cada fase, la porosidad y la saturacion de cada fase. Asi la razén de

acumulacion es:

a(¢paSa) (15)
ot

Al sustituir la ecuacion 15 en la ecuacidon 7 se obtiene:

V(7 +q, = 205 (16

8 Ecuacion diferencial
De la combinacién de las ecuaciones ec. 3-14 y ec. 3-16 se obtiene el
conjunto de ecuaciones diferenciales que gobiernan de flujo de fluido en un medio

poroso multifasico:

Kk d(¢p,S
=V =p, ’“(Vpa—pagVD)}wf% 7)

o
Las ecuaciones 17 son bastante generales en sus aplicaciones, sin embargo,
para cuestiones hidrolégicas es necesario hacer algunas acotaciones.

Se define la permeabilidad de saturacion &, como:
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k= Kpo.8 (18)
My,

donde:
® p,. s ladensidad del agua a condiciones normales de temperatura y presion
[m][I17,
® ¢ magnitud debida a la fuerza de gravedad [/][]”
® L, permeabilidad de saturacion [/][t]
® 4 eslaviscosidad de la fase o [m][I]'[1]".

Al sustituir la ec. 18 en la ecuacidn ec. 17 se obtiene:

k_k d S
V| ~p, Kk (v, — p,gD) | g, = 2] (19)
Po.8 ot

Ahora, si se define i, como la altura de agua equivalente a la presion p,, es

decir

— (20)
p{)Wg

y se sustituye en la ec. 19, se obtiene la ecuacion:

V. {—pakmkm (Vha —&VDH tq, = % 1)
Ow

Se define ademas el contenido de fluido volumétrico de la fase & como 6, :

6, =05, (22)

o

entonces finamente se llega a la ecuacion:
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v. {—pakmkm (Vha —&VDH ‘g, = % (23)
Ow

Es objetivo de este trabajo de tesis resolver la ecuacion 23 mediante el
método de elementos finitos, para una fase (agua), incomprensible, es decir,
densidad constante, en un medio isotrépico (permeabilidades constantes) y no flujos
internos, entonces:

20
9% +v.[-K(Vh,-VD)]=0 24

El sistema de referencia serd (x,z), y serd positivo hacia la derecha y abajo,

denotando la profundidad D = z, por lo que la ecuacidn 24 se simplifica a:

26,

7+V-[—1<V(hw+z)]:0 (25)

Finalmente:

C %w-[—KV(h +z)]=0 (26)
w at w

con C, = g% capacidad especifica de humedad.

w
La ecuacion 26 es la que se solucionard numéricamente, con el algoritmo

computacional disefiado especialmente, y que es el eje central de este trabajo.

FCFM - UMSNH 149




® El método de los elementos finitos

Indice de figuras

Figura 1. Dominio discretizado 29

Figura 2. Vector unitario normal 7 31

Figura 3. Discretizacion de un dominio 32

Figura 4. Elemento definido con tres nodos 33

Figura 5. Elemento finito lineal 1D 43

Figura 6. Elemento lineal 2D 45

Figura 7. Elemento lineal 2D 47

Figura 8. Correspondencia local — global en el ensamble 51

Figura 9. a) Méas elementos, b) Mds nodos 54

Figura 10. Placa con condiciones de frontera. 7, en los nodos 1,2,3 60
Figura 11. Limites de integracion 68
Figura 12. Un cuadrildtero como region de integracion 68

Figura 13. Mapeo 69

FCFM - UMSNH 150




® El método de los elementos finitos

Figura 14. Mapeo de coordenadas 71

Figura 15. Mapeo de la frontera 77

Figura 16. Sistema UNAMALLA 83

Figura 17. Regi6én mapeada 83

Figura 18. Numeracion de las coordenadas 84

Figura 19. Diagrama de flujo del programa 86

Figura 20. Lectura de UNAMALLA 88

Figura 21. Inicio — Fin de la numeracion de los elementos. 89
Figura 22. Arreglo CUA de una mallade 6 x 7 90

Figura 23. Funcion de interpolacion 91

Figura 24. Entrada de una matriz 91

Figura 25. Ensamblado 92

Figura 26. Flujos 93

Figura 27. Numero de las condiciones de frontera del tipo Dirichlet. 96
Figura 28. Nodos donde existen condiciones de frontera del tipo Dirichlet 94
Figura 29. Inc6gnitas del problema 94

Figura 30. Direccionamientos para eliminar renglones y columnas 94
Figura 31. Subrutina de Fortran para resolver sistema lineal 95
Figura 32. Subrutina Fortran para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales 95
Figura 33. Impresion de resultados, nimero de elementos, nimero de nodos. 95
Figura 34. Ejemplo de funcion 96

Figura 35. Condiciones iniciales y de frontera 97

FCFM - UMSNH151




® El método de los elementos finitos

Figura 36. Funciones FORTRAN 98

Figura 37. Malla 1. 4 elementos. 9 Nodos 99

Figura 38. Malla 2. 16 elementos. 25 Nodos 100

Figura 39. Malla 3. 64 elementos. 81 Nodos 101

Figura 40.Malla 4. 32 elementos. 45 Nodos 103

Figura 41 .Malla 4. 32 elementos. 45 Nodos 104

Figura 42. Condiciones iniciales y de frontera para problema no lineal 106

Figura 43. Agrupamiento 132

Figura 44. Experimento de Darcy 134
Figura 45. Profundidad 141
Figura 46. Elemento diferencial de volumen 142

FCFM - UMSNH 152




® El método de los elementos finitos

Indice de tablas
Tabla 1 99
Tabla 2 99
Tabla 3 101
Tabla 4 101
Tabla 5 102
Tabla 6 102
Tabla 7 103
Tabla 8 103
Tabla 9 104
Tabla 10 105
Tabla 11 106
Tabla 12 106
Tabla 13 107

FCFM - UMSNH153




® El método de los elementos finitos

Tabla 14

Tabla 15

Tabla 16

Tabla 17

Tabla 18

Tabla 19

Tabla 20

107

107

108

108

108

133

133

FCFM - UMSNH 154




