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 �	
�
 ��
�����

�$��� �	 ����	�
����� ��
 ��� �����
� ����	�� �
 � ��� �����
%�� �
�&
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�� !(" )�� �����
� ����	�� λ1 � λ2 �
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�
�� �� 	���	���	�� ������ �� 
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 ���� �
 �	
�
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�	
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��� ��� ��	�
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� �� ���	
��
 �
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��
�	
� �
�
%���
� ��

����	�
� ��� �� ���	�	���� �
 ��	�
���� *�� 
%
���� �������� � ������ ��

����	�
� ��� 
� ����� �	����	��
 
� ��� �
�	�� �	������ �
� x �� ������	��
�
 ����� � y �� ������	�� �
 �������� 
� 
� 	������
 �� ���������� ��
 ��
������	�� �
 ���� 
��
�	
 
� ���
��	� �
 �� ����� �
 �	�
 ��� ��� 
����	��
���	��	��� *�� ������
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dx

dt
= x(ε1 − σ1x − α1y) �����

dy

dt
= x(ε2 − σ2x − α2x) �����

�	
�� ε1 � ε2 
	
 �	
 �
����
 �� ��������
�	 �� ��
 �	�����	
�
 � α1 � α2 �

�
� ������ ��� ����	 �
 �� ��� ���� �
� �� ��
 �
�����
 �
������� �	
 �� 	����
�����
 ��� 
	
 ��������
 ��� 
	�	 �	��
 ���	��
 �	
����	
� �� ��� �����
�
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����	 �� �
������	
 �� ���� �
����� � !" #"$#"%"&'()*+& '*"&"
",()'(-"&'" %*.-(/

"
 �� �������� �	
 ���	��
 �� ��
 �	

��
��
 �	
�����
 ε1�ε2�σ1�σ2�α1 � α2

����
��
 �� ���� �
����� ��� 
� �
�� �	

�����
�	� 0�
�	 �
 ���	� � ����
�	

��
�� �	���	
 	���
�� �
 
�
���� �����������

dx

dt
= x(1/2 − x/2 − y) ���1�

dy

dt
= y(3/4 − x − y) ���2�

$�����	 ��� 
��� �
�	
����	
 �	
 ��
�	
 ������	
�

x(1/2 − x/2 − y) = 0

y(3/4 − x − y) = 0.

3	
 �����
 
	
 (0, 0)�(0, 3/4)�(1, 0)�(1/2, 1/4)� �	
 ���
 ������	
 ��
�	
 �
4
�����
 �� ����
��5
 �� �
� 	 ��
 �	
 �
�����
6 
	����
�� �� �����	 �	���
�	
��
� �� 
��������
��� � ����	 ���7	 �� ��
 �	
�

(8	�� ����	
 
� �	���	
 �
���7�� �� 
�
���� 
	4��
��� ������� ��� 
�
����
��
���� ������	 ��� 
��� ��
 �����
 
	 ��
����
 �� ���� ������5
 
	
 �	
��
��

���� �	�	 (x, y)� �����
 ���
�	 (x, y) → (xe) 
� ���
�



�� �������� 	
 ���
�������� � �������� ���������

ĺım (x, y) → (xe)
−x2

2
− xy

2
√

x2 + y2
= 0

ĺım (x, y) → (xe)
−y2 − xy
2
√

x2 + y2
= 0,

���� ���� ��	
� ���
���
 ��� �� ���� �� �	������ ��� ���
��� ��	��� 	��
���� ���	� �	��������	 ��� ���
��� ��	���� ���������� ��� ������� �������
�� Df(x)
 �� ��� ����� 	�� ����	 ��� 
��� �� ��	����� �� �����	
��

���� xe = (0, 0) 
�	���� ��� λ1 = 1/2
λ2 = 3/4 ��� �� ���� �� 
��
� ��
�	� ���	
��

���� xe = (0, 3/4) 
�	���� ��� λ1 = −1/4
λ2 = −3/4 ��� �� ���� �� 
��
�
�� �	 ���������

���� xe = (1, 0) 
�	���� ��� λ1 = −1/2
λ2 = 1/4 ��� �� ���� �� 
��
� ��
�	 ��	
� ������

���� xe = (1/2, 1/4) 
�	���� ��� λ1 = (−1)
λ = ��� �� ���� �� 
��
� ��
�	 ��	
� ������

�������  ��� �!"! #�$ %"!" �� &#'�"�(%� %#�� &�
�$(%� �"#%#�� 

$	� �������	 ������	���� 	� ��	��� ��� �����
�	
� �� �� �������	 �� )�	
&�� ����
 �� ���� �������� �� ������
����	
� �� ������
�� ����
��	���� 	�*
��	����� ���� ��� ��� �����	 ������ �	 ��� �������� �����
�� �� ������ ��
�

��� �� �����
�� �� �����	 �	 ��� ���� �� ��� 
���� �� ������

x′′ − ε(1 − x2)x′ + x = 0 +��,-

���� 
��	������� �� �������	 +��,- �	 �	 ���
��� �� ��� �������	�� ��
������ ����	
 �� .��� x′ = y

x′ = y
y′ = ε(1 − x2)x′ − x

���� ���� x′ = y

x′ = yy′ = ε(1 − x2)y − x +��/-
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�� ����	 
���	 �
 
��������	 
� 
� (0, 0)� ��	�� �
���
�	� �� ��������
 ��
�	�����	� ����� 
��� 
	�
� �������� ����� �
����� �
� ����
�� ���
�� ��	����	�

��
�	� �		��
����� 
	���
�� x = r cos θ � y = r sen θ

⇒ ĺım r → 0−r2 cos θ2r sen θ
r

= ĺım r → 0 − r2 cos θ2 sen θ → 0



�� �������� 	
 ���
�������� � �������� ���������

������� ��� ��� f : IR2 → IR ��� ��� �� |t− t0| ≤ a	 x ∈ (a′, b′) = I	 f(x)



∂f

∂x
��� 
�������� �����
�� �� �������� �� ������� ���
����� ����� ����
���

���
� �� ��� ������ |t − to| 
 �� �� ������ ���

	�
��
��� ��� �� ������� !���� �� ����������� �� ����� 
�����"
��	 ��� ����� ������� 
�������� #�� $�������%��� �������
� ��� 
��������"
���
�� ���"�"��� ����� ���������� �� ���&�'��	 ������� 
�������	 ���

������� ��� (�������")������*� �� Df(xe) �� ����� ������� ������� 
����
� ��������� �����������	 �����
�� $�
 �� ������� !���� $ ��%����
����� ��� ��
����� � �� xe �� IRn ��� ����� ��
������� ������� ��� &�'� ��
������ � ��� ��� &�'� �������

���� $�������%��� �������� �� ������� �� �� ������	 
 ����� ��� �������
���� �� ���������+�
��� ��� �������

����� �	 
	
��
� 
� ��� ������� ����	�� 
� �� ����	� Df(xe) �	�
� �����
���� 	���� � ����� xe �� �����
� ����� ����� �!�"� � 
� 
���
���
�

# ��� �� ������� 
� ������
$%��&��
 �� ���������	�
�� ��	
���	�� 
� ��

�����	'
 ����� 
� xe (��
� 
�����	
�
� ��� �� �	
��	���	�
� ���� �	 ����(�	���


� ��� ������� ����	�� �	�
� ����� ���� ����� �
��
��� �� ����&	�	
�
 
� ���
�


�����	
���� ��� �� �	
���	���	'
� ��
� ���� �� �)����� �
 �� �	��	�
�� �������*

������� ��� �� �� ����� �� ������ �� ������� ������� ������ � 
��� �� ��
��
����� �� 
��� ����� 
�����
� ������� 
��
���� ���

�* �� ����
��� �� ���������� x = 0 �� x′ = Ax + g(x) �� ��������
������
������� �� �� ����
��� �� ���������� x(t) = 0 �� x′ = Ax �� ��������
������
��������

�*�� ����
��� �� ���������� x(t) = 0 �� x′ = Ax + g(x) �� ��������� �� ��
����� �� ����� 
���
���,���
� �� - ����� ����� ���� ���������


*�� ����������� �� �� ����
��� �� ���������� 
x �� x′ = Ax + g(x) �� ��
����� ���������� � ������ �� �� ����������� �� �� ����
��� �� ���������� ��
x′ = Ax �� ����� ��� ������� ������� �� - ������ ����� ���� ≤ 0 ���� �� �����
�� ����� ������ �� - ����� ����� ���� ����� � 
����
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�� �� �
������ �
������� �� �������� ��
������� ������
�������� ��� ������������ �� �� ���
������ �� ���� ������� �� ��� ������� 	
�
��� �������� ����� ���� ����� ������������� ���� ��������� � ��� ��������
�������� �������������� � �� ������ �
� ����������� � �������� ������������
���� ����� �� ������� � �������� ������ ��������� ������� 
�� ���
�����
��� ���
���� �� ����
�� ������������ ���� ��� ������
��� ��� ��
������� ��
�
������������ � �� ���� �� �������������� �� �����
��� �� ������� ��������
��� ��
������� ��  �������� ������� � �������� ������ ��������� ������� 
��
��	
�!� ���
����� ��� ���
���� ��� ����
�� ������������ ���� ��� ������
���
��� ��
������� �� �
������������ � �� ���� �� �������������� �� �����
��� ��
������� �������� ��� ��
������� ��  ��������

���� ������� ��� ��������� 
������ ��� �"��
�� �� ������������ �������
����������� ���
��� �������� ����������� ��� �"��
�� ������������ 
�� �� ���
���
����� ��������� �� �� �"��
�� �� ��#������ � ��������� 
�� �
����� ��
����� ���� �� 
�� �����
��� $� f : � → � �� 
�� �
���%� ��&���� �� 
�
��������� I ⊂ �� �������� f ����� 
� ������ ����� '� ��������( �� x0 ∈ I ��
f(x0) ≤ f(x) ���� ���� x� ������������� |x− x0| < δ ���� ���
� δ� $� f �����

)*



�� �������� 	
 ����
� ���� �� ������� �� ����
������

�� ������ 	�
�	 �� x0 ∈ I 
 � �� �������
���	� �� I� �����
�� ������� ���

f ′(x0) = 0. �����

�� 
����
��� ����� �� 		����� 
����
��� ��
������ ���� �� ������ 	�
�	�

� ��� �� f ����� �� ������ 	�
�	� ��
�� ������ �������
� ����� ���� �� ����
x ��� 
���	� 	� 
����
��� ��
����������� ������ �� �� ������ � f � ���

����
����� ���
������ ���� ��� f ��� � �� ������ 	�
�	 �� x0 ���

f ′(x0) = 0� ��� f ′′(x) �!���� 
 ��� f ′′(x0) > 0�

"� ������ ����	�� �� �����	�� 	�� 
����
����� ���� �� ��!��� 	�
�	�

#	 
$	
�	� �� �����
����� ����� 	�  �����	�%�
��� �� ���� ����	��� �� 
$	
�&
	�� '$� ��� ��
������ 	�� 
����
����� ��(� 	�� 
��	�� ��� ���
��� ����� ��	����
�!������� �	 
$	
�	� �� �����
����� ���� ��	�
������ 
�� 	� ������%�
��� ��

��������� ������	�� 		������ ���
����	��� #� �� ���� �� ������� �
��� �
&
���� �� ����� 	�� 
���
��� ��	�
����� 
� ��� 	�� ����
����� ������	�� ��
	���
	�� ��
��	�� 
 �
�����
�� ��� 
��� 	�� �	������� �����
���� ������ 	� ���
������
��� ��
��	� �� �����
�� �	 ����
���� 
���� �� 	� ������	���� �� ��
���)*��

+�� ���
����	 �� ��� �� 	� ��� ��� �� ������� ���	�� � 
��� ���
���
������ �� ��� 
	��� ���� �������� �� ��
��� 
����������� �	 
��(���� , ��
���
����� R, S, Y, Z, ...- �����
�� 	� ���
����	 � ����� , �� 	� �� 	� ��� ���
��
� 
��� y ∈ A �� ������ ���	 �������� ��� �����

,�� �	 ����	��� ����������	 ��	 
$	
�	� �� �����
����� �� ����� �����	�&

�� 
���. ���� ��� ���
����	 � 
 �� 
��(���� �� ���
����� ���� �������
,� �	 ����	��� �� ���������� ��� ���
����� �� , ����
�� �� ��	�� �!�����
��$!��� � ������� �� ��#	 
��(���� �� ���
����� , �� 		����� �	 
��(����
�� ���
����� �������	�� ��� ��
�� 	�� ���
����� ��� 
������� ���� ������%��
���

,	 ������� �	 ���� 
����
�����  �����	�� ����� ,� 
 ������ �� ��
������
	�� 
����
����� ��
������� 
 ���
������ ���� ������%�� 	� ���
����	 � ����� �	

��(���� ,� �� 	� ��� 		������ �	 ����	
�� 
���������	�

+�� �� 	�� ����	���� ��	 
$	
�	� �� /����
������ �� �	 �� ��
������ ��



���� ������	
�� �� 
����
�� ��
 ��	�
�����
 ��
��
	 �������	
�
���

������ ��	
� �
�
 �
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J(y) =

∫ b

a

L(x, y, y′) dx, �����

����� y �� ��
 
��	��� ���������� 	������
 ��
����	�
��� �� �� ������
��
�
���� 
�� 	��� �
 
��	���
� L(x, y, y′)� �
 ����	��� 
 ���� �������
 ����

���
���	��� ��� �� �� ������ ������
!

������� ��	 �� ��� ������� y 	
��

 �� ������ ����� � �� ��������� ����

����
 y 
� ��� ������� ����
�
��
 ������������


������
 
� 
� ���

����

[a, b]� � y(a) = y1� � y(b) = y2� 
�����
� y �
�
 ��������

 �� 
�������

d

dt

(
∂L

∂y

)
− ∂L

∂y
= 0. �����

"�	������� ��� ����� ��� �
� �	�
	����� �� ���������� �� �� ������

	������
���� # �
 
��	���
� L(x, y, y′) ��	��� �� ������ �� �
 �
� �
��� $�	%

�	�
	��� ���	���� �� ������
 �� �� ���� ����� ��� ��  ����
� �� ��&����
��
$
�
 �
 �	�
	��� ��
����	�
� ���
��� �������
��� �� ��	����
� �� '
�������&

�� 
��	�
�� 
� ������
� (
�
 �� 	�
� ����	������ �
� �	�
	����� �� '
���&
���� )���� 
��� ��� 	���	���� L(x, y, y′)� ����
��� ��
 ��
��
���
�
 ��
�� ����� ��*����� �� '
�������
�� 	���

H(x, p, t) = (x′)(p) − L(x, x′, t). ���+�

$���� p �� �� �������  ����
��,
��� ��
�
�� 
�� ��� ��� �� �� 
���
�����
�
 �
� �
�� �� ����� ��
� ��
������� ����� �� 	������
�
�� ��	%� �������
�� ��*�� 	��� p = ∂L

∂x′

�
 �
 �
� �
�
 ������� �� x, x′ # t� (������ ��� �� '
�������
�� ��&
����
 �� x, p, t� ��� �� 	�
� ������� H = H(x, p, t)� �����	�� �� ��
����	�
�
��� %
�������
�� ��

dH =
∂H

∂x
dx +

∂H

∂y
dy +

∂H

∂t
dt. ���-�

(�� ���� �
��� 
�
���� �� ���+� �� ����� ���



�� �������� 	
 ����
� ���� �� ������� �� ����
������

dH =
∂(x′p)

∂x′ dx′ +
∂(x′p)

∂p
dp − dL(x, x′, t)

dH = pdx′ + x′dp − ∂L

∂x
dx − ∂L

∂x′dx′ − ∂L

∂t
dt.

���� ��	�
�� ��� �
 
�
���� ������
����� �� ������� ��
�

p =
∂L

∂x′ ,

��� 
� ���
 ����
�� ���

pdx′ + x′dp − ∂L

∂x
dx − pdx′ − ∂L

∂t
dt

dH = −∂L

∂x
dx + x′dp − ∂L

∂t
dt. �����

����
���� ����� � �����

∂H

∂x
dx +

∂H

∂y
dy +

∂H

∂t
dt = dH = −∂L

∂x
dx + x′dp − ∂L

∂t
dt.

����������� � �
���� ����
��

(∂H

∂x
+

∂L

∂x

)
dx +

(∂H

∂p
− x′

)
dp + Big(

∂H

∂t
+

∂L

∂t

)
dt = 0,

!� ��� 
�� "���������� �� dx, dp � dt ��� ����� �������������� ����
��

x′ =
∂H

∂p



���� ������	
�� �� 
����
�� ��
 ��	�
�����
 ��
��
	 �������	
�
���

∂H

∂x
= −∂L

∂x
= − d

dt

∂L

∂x′ = −p′

∂H

∂t
= −∂L

∂t
.

��� �����	
��� �� 
��	��
� �
�

x′ =
∂H

∂p
�����

p′ = −∂H

∂x
. �����

��
�� �	 �
����	���
� ��� �����	
��� ����� �������
 � ������� ������
�	���������� � ��� ���	����� �� �����
 �����	��
� p = x′ = y

x′ =
∂H

∂y
= Hy �����

y′ = −∂H

∂x
= −Hx, ����!�

������ �� �	��� "��

∂H

∂t
= −∂L

∂t
,

�
��� H(x1, x2, t) ���������� �� #���	$� �� �����	� ��� �	������

��� ���	����� x1, x2 �
� �������� ���	����� �� �����
�

%	 �� �	��� �� �	����� �����	�
 �
� �� �����	$�

x′′ = F (t, x, x′) ������

&� ���� �� ������������
 �� ���	����� �� �����
 �� ��� "�� �'	��� H(x1, x2, t)
"�� ���	�#��� �(�)� * ������

d

dt
H(t, x1, x2) = 0, ����+�

���
���� �� �	����� ���� �
�������	�
�



�� �������� 	
 ����
� ���� �� ������� �� ����
������

���� �� �	
��
 ������� ��������� �� ����� �������� �� ������� ���� ����������


����� ���� ���� ����� ������� ��� �������� �������������� ���� �� ��������
����������� �������� � ����� �������� ������� � ��������� �� ������ � ����� 
������ H(x, y, t)� �� ���� �� �� !���� �� ��� ������� ��� �� ������� �����
����� �������� ��� �� �� "�#���#���� � �� ������������ ��� �� �� ����� 
�������
 ���� $��� ���� ������ �� �������� ��� ������� �����%���� �� ��
�������� ����������� �������� � �� ������� �� ������������&� �� ���� ���� ��
�� ������ ���� ������������ ��� ���������� �� ��������� ��� �� ���� �������
��� ��� �������� ������� ��� ������� �����������


'�������� �	
	
� ������������� �� �������� ����� ����������� �� �� ���� 
���� �� ����������� ������ ����������� ��� L(y, y′, t) �� ��� ������� �����
��� �������� ��������� ��������� ���������� �� ������ ��� ��� ��������� ������
��������

y′ ∂2L

∂y∂y′ + y′′ ∂
2L

∂y′2 +
∂L

∂t
− ∂L

∂y
= 0, �	
�	


�� ������� ������� � �����(�� ����� �� ��� �������� ����������� �������� ��
�� ����� y′′ = F (t, y, y′)� �� ��������� ���� �#������ �� �� �������� ��������
���������

y′ ∂2L

∂y∂y′ + F
∂2L

∂y′y′ +
∂L

∂t
− ∂L

∂y
= 0, �	
�)


��������� ��� �������� � y′ ���� !����� �*�������

y′ ∂3L

∂y′∂y∂y′ +
∂L

∂y∂y′ + F ′
y

∂2L

∂y′∂y′ + F
∂2L

∂y′∂y′∂y′ +
∂L

∂y′∂t
− ∂2L

∂y′∂y
. �	
�+


'��������� ��� ��������� ��� ��� ��������� ��������� �� L ������ ��� 
������ ��� �� ���� �� �*������� �������� �� ������ �

y′ ∂3L

∂y′∂y′∂y′ +
∂F

∂y′
(∂2L

∂y′2
)

+ F
∂3L

∂y′3 +
∂2L

∂y′∂t
, �	
�,


���� ������-��� �������

u(t, y, y′) = Ly′y′ . �	
�.




���� �����	�
� �
 
�����	� ��

���������	
� �
���� �	 �
���� ����	����

∂u

∂t
+ y′∂u

∂y
+ F

∂u

∂y′ + u
∂F

∂y′ = 0, �
����

�� ���� �� �	� �������	 
�����	���� ������� ���� u� �� ���������� ����
�������	 ���� u� �	��	��� �� �����	���	� L ���
� ��� 
������	�
� 
� 
���
��� �	� 
���� �	��������	 ��	 �������� 
� y′� �������	��  �� �	� �	!	�
�


� �������	�� 
� �� �������	 
�����	����� ������ "�� ��
� �#�$%&#' () (&*
%+# �&�,)-. ()/) �.,&�0.%)1 �. )%$.%&#' () -#2&-&)',#

� ��� �	��������	�� ��������� ��	���	�� ������������

���� �����	�
� �
 
�����	�

��� ��	������ 
� ��������
�
 � �	��������
�
 ����	 �����	��� �	 �� ��
�
����
��	�� )� 
� ��� ����	 
����3 �� ���� ��4���	� �� �	�������� �� ���� ��
�������� &	����� �	 ��� �� ����� 
�� ��	������	��� �� ��	�5� 
�� � ��	�����

� ��	��� �	�������� �� ����	 ��� � �	 �	��	���� 
���� "�� �	� ����������
�� ������� � 	� �� ��� �	 "�6���� 
��� "�� �	� �������	 ��  � ��������7�
��
�	 �6���� �� �� ���	� "�� �� �	����� ����� 
� �	 ������� �6���� ���	� �	 �6	���
����� �	 �	 ������ ��	�� 
� �"��������� �� �	������� "�� ���� ��	�� �� ��������
���� �
�� ��� ��	�����7�
� ��� �����	�� �	 �	 ����
� ��	����� � ����	�� �
�� ��7� "�� ���	��	�����	 �����	��������

��� V (X) �	� ��	���	 ������� ���� 
� ������ 8 ��	�����	�� �	 �� ��������
� ��� � �	� �����	 �����
� � �����
� �	 �� ������� 8� ��	��	��	
� �� ��6��	
� �� ��	�� 
� �	���9� Xe

��������� �	
 V (X) �� ������� �	��
��� �� � �� ∀X ∈ S

�
 V (X) 
���� ��������� ��������� �	�
����� �	� ������
	 � ��� �	��	�
���
�� ��� ���
	� �

��
 V (Xe) = 0

���
 V (X) > 0, siX �= Xe

��������� �	� �� ������� V (X) �� ����������� �	��
��� �� �� �� ���� 
	��
X ∈ S

�
 V (X) 
���� ��������� ��������� �	�
����� �	� ������
	 � ��� �	��	�
���
�� ��� ���
	� x



�� �������� 	
 ����
� ���� �� ������� �� ����
������

��� V (Xe) = 0

����V (X) ≥ 0

������� ��	 ������	 
�� �� 
�
���	 	������� X = f(X) ����� �� �����
������� 	�
�	�� Xe� 
� ���
�� ��	 ������� V (X) ������	 ��
����	 � (−V ′(X))
�
 ������	 ���	���	 
���� �� ������� �� �������
 Xe �
 �� ����� 	
�������
�	����� �
�	���� �� V ′(X) �
 
���������	 ���	���	 �������
 �� ������ �
 ��
����� ������� �
�	����

������� ��� ��	 V (X) ��	 ������� �������	 ��� ������	
 �����	�	
 �	��
��	��
 �������	
� ������	 
�� V (Xe) = 0 � 
�� �� ���	 ������	� �� Xe ���
��
��� �� ����
 �� ����� �� �� 
�� V (X) �
 ��
����	 ����	���	�� �������
 
�
���
�� � 
�� �������	 	 Xe �	� 
�� �	 ������� V ′(X) �
 ������	 ��
����	
�������	 ���	���	� 
���� �� �������
 �� ������ �
 �� ����� ������� ���
�	����

������� ��
  ��
����� �� 
�
���	 	������� X ′ = f(X) � 
�����	 
��
�	 ������� V (X) �
 �������	 � 
�
 ������	
 �����	�	
 
�� �������	
� ��
���
�� �� ������� 	���	�� Sk 
�� �������	 Xe � �� ����� V (X) < k V (X)
�
 ������	 ��
����	 � V ′(X) �
 ������	 ���	���	 �������
 ���	 
������� ��
X ′ = f(X) 
�� ������ �� �� ����� �� Sk ������ 	� ������ ��	��� � ������ 	
��������

���� �� ������	
� ���
�	�����

���


��������
�� �����
��	��

���������	�� 
� �����	� �
����	� �� 
����


x′
1 = F (X) x′

2 = G(X) ������

����� 
�� �
������� F � G� ��� ��	� �
� ���	���� ��������� ������
��� ���
������
�� �� �
 �
��� ����� �� �
� ��	�� ����� ����� ����� ��
� ��� �� ������
	����� ����� 
�� ������������ �� ����� �� �
 ������� �� ������� �
���� �� ������
!��� �� 	
���� ����
�	�� ����	�� 	�� ����������� �� 
�� ����������� "
���
�
�� �� 
�� ����������� �
� �� ���� ����������� 
���
��� #�� propiedadesglobales
�� 
�� ������������ ��
�

�� �
� ��������� �
 ��	�����	����� ����� "������
��"����� ��
 �
��� �� ������ � �� "�����
 ���

��� 	
� ��� ��
�� �� �����
�����



���� �� ������	
� ���
�	�����

���
 ��������
�� �����
��	����

�� ������	
 ���
�
� �� �
 
����
 ����
� �� ��
��	��
� �� ���� 
���� � ��

�
��
���
� ����
�
�� ��

 ����
��� �� �	���

�
� ������ ��
��
 ��
����

���
���� ��� �
 ����
����
 � �� �� ���������� ��������
� �� �������

��
 �������� x1(t), x2(t) �� ������ �� ��
	
 periodica �� ������
 �� ��
�
��� ��������� �� ����

�
�� ��

� 
	�
� �� ���
� �
�
 
��� t � ����
� ��
��	��� T > 0 

� ��� x(t + T ) = x(t) � y(t + T ) = y(t) �
�
 
��� t� �� T
	
� �����!� ��� ��
 �������
� �� ������ ��	� periodo �� �
 ���������

�� ��
�� ��� �
�
 �������� ��������
 �� ������ �� �� ��
 
�
���
���
 ���"
�
�
 ��� �� ������� ��
 #�$ ��� ��	���
� ��
��� t ����� ����� t0 �
�

 t0+T �
��
 ��
� ��
 t0� %�������
	��
� �� �
��� #�� ��� �� C = [x1(t), x2(t)] �� ��


�
���
���
 ����
�
 �� ����� ��
����� x1(t), x2(t) �� ��� ��
 �������� ����"
����
� &� 
������ ��� ���� �
 �������
 �� ���������� ��������
� �� ���� ��
������ 
 �
 �� 
�
���
���
� ����
�
��

������� ��	 ���� F (X) � G(X) ����	
��� ��� �
�	��� ��	����� 
��	��
��
����	���� �
��	���� �� ��� ���	�� � 
�� ����
 x1−x2� ��� �������
�	� �����
�

�� �	�����

x′
1 = F (X) x′

2 = G(X)

�������	������ 
��� �
������ �� ���
� �� ����
 ����	�
� �	 �
�
 ���	����
�� ����
 ����	�
 ���
���� ���� �
 
��� ��� �� ����
 �	����

������� ��
 ���
��� ��� ��� ����	
��� F (X) � G(X) �
�	��� ��	�����

��	��
�� ����	���� �
��	���� �� ��� ���	�� � �	��������� �
���� � �	 Fx1 +
Gx2 �	���� �� �	��
 �	��
 �� �


 �� ���
���� �
 ��	���� �������
�	�� ����
��
�� 
�� �	����� � �� ��� �� ���������� �
� �
�����
 �� ��

������� ��� � !"#$%&'�('#)"*!#����
����� ��� ��� ����	
��� F (X)
� G(X) �
�	��� ��	����� 
��	��
�� ����	���� �
��	���� �� �� 

�	�	
 � 
��
����
 x1 −x2� ��� S1 �� ���

�	�	
 ��
��

 �� � � R = D1 ∪ froD1 ���
��
���� ��� & �
 �
��	��� �	���� ����
 ����	�
 
�� �	����� ��� �	 ��	��� ���
�
������� t0 ��� ��� x1 = ψ, x2 = ϕ �� ��� �
���	�� 
� ��� ��� ���������
�� R∀t ≥ t0 ���
���� x1 = ψ, x2 = ϕ �� ��� �
���	�� ���	

	�� ��������
�	�
�����
� ����

� t → ∞� '� ������	��� 
� �
� 

� ���
� �� �	����� �	��� ���
�
���	�� ���	

	�� �� &�



�� �������� 	
 ����
� ���� �� ������� �� ����
������

���� �����	 
� �	�	
�����


�� ���� ���	�
� �� 
	� ���	���	� �� 
� ������
��� 
��	
����� �
��	��
�
��
������ �	� �����
	 
� �
�
�
	� �� ��� ��
�
� 	 �
 �	
���	 �� �� �������
��� ����� �� 
�� �������
��� ��� ����� �
���������� �	� 
�� �
���
��
�����
�� �� �
����� �
� ����� ��������
�� ��
 �����
��	 ��
 �
����� �� 
� ��	�
� ��
�������	���� ��
 �	�����	� �
���	� �	�����	� �� 
� ��	�
� �� �������	��� ���
�	� ����
����

�	��
�����	� �� �
����� �
���
�	 ���	 �	��	����
���	 �� ����
�����
����� ���	 ��� �� �
����� ���
	��� �������� �
��	��
��
������ �	�	��	� �	���	�
���	��� ��� �
 �
����� �� �	�	 �
���	 ���� �	��
�������� �����
����	 �	�
� ���
��
�� (x1, x2, ..., xn)� �	��� � �� ��
�	 ���	 ����� ��� ��� ������� �
���� �	�����	 �� ���
��
�� �� 
�� 

��� ���
��
�� �� �����	�

 ���
�� �	���	� ���	��� ��� �
 �
����� ���� ���	 �
 �	���	
 �� � ���
�
��
�� 
�������
����� (u1, u2, ..., um)� �� ���
�� 
	� ��
	��� �� ����� ���
��
��

�������
����� ������
��� 
	� ��
	��� �� 
�� ���
��
�� �� �����	� ������ �	
�������
������ �� ������ ��
��� !��� �	�����	 �� ���
��
�� 
�������
�����
���
�� �
 �	���� �� ���
��
�� �� �	���	
 	 ��������	��

"�� �
�#	 �
����� �
 �
��
����$

dxi

dt
= fj(xi, uα) %&�'()

"��	�����	� ������� ��� 
� �
���
�� ��
 �
����� �� ���
���
� �� ���
����
	� ������ �� ���
� ��� %&�'() �� �� �
����� ����
�����

fj = −∂V (xi, uα)

∂xi

= −∇xV %&�'*)

+���� ����� �	��
�
	���� 
� ��	�
� �� �������	��� �� �
 �����
	 �� �	�	 �

����


��
	 xi(uα) �� V (xi, uα) ����
�	 �	�

∂V (xi, uα)

∂xi

= 0

����
� �	��	��� ����
�� 
	� ��
	��� �� 
	� ��������	� �� �	���	
 uα�
+
�#	 �� 	��� ������� 
� ��	�
� �� �������	��� �	� �
�� �
 �����	 �� �	�����
���
	��� ���

���
��� �
�������� ��� ������ 	����
�� ������
���	 ��
 �����	



���� �����	 
� �	�	����
�� ��

�� ��������	
 �� �	���	
� �� �������
�� 
� �
 �����	 �� ��������	
 �� �	��

��	
 �
 ���	� 	 ����
 � �����	� ���	���
 ��� ��� 
	
	 
���� ���	
 ��
����	
 ��

����
��	��
�

�
� 
	
 
���� ���������
 ���	
 �� ����
��	��
 
	��

x3 + ux �	
�

x4 + ux2 + vx ��
�

x5 + ux3 + vx2 + wx 
��

	����


1
3
x3 − xy2 + w(x2 + y2) − ux + vy �

����� ����
��

x3 + y3 + wxy − ux − vy ������	
�� ����
��

x6 + tx4 + ux3 + vx2 + wx ��������

y4 + x2y + wx2 + ty2 − ux − vy �����	
�� ����
��

� 
� ������� �����
�������� �� ���� ���	 �� ����
��	�� 
� 
� 

��� �����	�

��������� ��  �� �
 
�  �� �
� �
 �!���	 �� ��������	
 � �� ������	
 ����

����	����� ����� ���������

"� ��	�!� �� ����
��	��
 ����� �������� ����	 ��
 �	��	��������	 ���
�

������	 �� �� 
�
����� 
�� 
���� ���
 �
 
� �������� ����������
 �
	����� ��

����	�	 ��
	
���
��

#�� ��$  �� 
� ����� 
� ������� �� ����
��	�� ��� �� 
�
 ���������
����


��
���
 �� 
� ��%&�� 
	� 
�
 ����	
 �'����	
� �� 
	
 ���
�
 
� ������� �
����

$� 
�
 ��
	��
 ���	� � ���	�� ��	���������� ���������	
 �� �(�	�	 ����

���������� �
�	
 ����	
� �	������	
 ��&�����	 
	
 �(����	
 �
��	
�

��������� �	� ��� ������ �	 	
����
���� � ������ �������� x0 �	 ��� �������
	������ ����	 V (x) ��������� Ck ���	�	����
�	� ��� ��� ������ ���	� 
�	

∇xV = 0

����	 	� ��
�����	 x ������ 
�	 	� �����	��	 	� �	��	��� � �� �����
�	 �	
	����� x�



�� �������� 	
 ����
� ���� �� ������� �� ����
������

��� ������ 	
���	�� 
� ��� 	���
� det[Vij] �= 0 ��� �������� ��������� ��
�
�
�

����� � ������ 	
���	�� ��
�
� ����
 [Vij] 
� �� �
������ �
 V �

��� ������ 	
���	�� �
 V (x)� 
� ��� 	���
� �
 ��
�
 ��
 det[Vij] = 0� ���
�������� �� ��������� �
�
�

����� � ������ 	
���	�� �����
�
�

���
� �
��

��� ��
 ��� ���	��� f(x, y) �
��
��

maximo si : Δ > 0,
∂2f

∂x2
< 0,

mnimo si : Δ > 0,
∂2f

∂x2
> 0,

silla si : Δ < 0,

��
 	���
��
�	�� 
�	
� �����

Δ =
(∂2f

∂x2

)(∂2f

∂y2

)
−

( ∂2f

∂x∂y

)2

.

���� �� ���
�	��� !� �
 �
"�
 �� ���

"	�
 �
 
����� 
��� �� ��
 ��

	��	�#�

∇xV = 0.

$��� ���

"	�
 �� 	����
�
 ����� ��� ������ �
 
����� 
�� %
��� �
� � ��
�
����& �
� ����
�� x′ = f(t, x)' ����
 M 
� ��� ��
�
���� ��� ���

"	�
  �
�
	����
�����

�
���(�� �
 
�	�
��
� 
� 	��)���� �
 �������
����
�� S� 
� 	��� 
� ��
�� 	��)���� �
 M � * 	������
 �
 ����� ��� ������ 	
���	�� �
�
�

���� �

!%+&� $���� ��� ��� ������ 
� ��� 	���
� ∇xV = 0 * ��� �(� det[Vij] = 0

,� �
�*
	����� S 
� 
� 
���	�� �
 	���
�� C� 
��������� ��� ��
�� �
� �


����� �
 ��� 
	��	���
� ��
 �� �
"�
�� �
 � ��
�
 
� 	��)���� �
  ���
	�	���
�
B� 
� 	��� 
� 
� 	��)���� �
 ����� ��� ������ 
� C� ��� 	���
� 	�� ��� 
� ��
��
�� ��
 V �	�


� -�����
��
 �
 �
�

���� �� ��
�� �
 !� ��
� 	��� �����

� C�



�������� 	


��
�
�
����

����� ����	��
��� �� 

���� �
 ��� 	���
���� ��

����
� � ������ �����
���

���� �����	
 ��
����
����

���
	
��� 	�� �� ���

�� 	���
���
��� 	����	� 	��� �� 
� 
� ��	������
������	��

������
�
��� ��� 	���

� �
 ���� M ���

� ��� �� �
���

 � ��� ���
�
	
�	���� �� �
���

 �� 
�
�	
 ��
��� 	����� �� 	���

� �
 
�	�
�
�� 
� ��
����	��� �
 
��������� x = 0� �
�� �� �
 �
 �
������ ��� ���
��	�� �� 
� �
���



�
�	
 ��� ��
��� �
�
�������� Fr = −kx� ��
��� k ��� 	���
��

 ����
���
	��� �����
�� ���
 �� �����
� �
� �
���

� ��� �� �
����� �
� �
 �
 
��� ��
��
��� 
�
�� 
� ����� � �� ���� �
 �� 	���

� ��� �� �	
�
��	���� ��
��

M
d2x

dt2
= Fr. !"�#$

������������ �
��
	
� � �� ���� %&%

dx

dt2
+

k

M
x = 0,

����
��� ω = k
M

x′′ + w2x = 0. !"�'$

'(



�� �������� 	
 ����������
�

��������	� 
 ��
�� �� �
��
���� �� ���
�	� �	�
��	

x = x(t)

y = x′

x′ = y y′ = −w2x. ��
��

��	�
 �	�	 ������	 ������
 �� �	�����
���	 � ���
��
��� �� �� �����	
�	���	� 
����
� �
� ���
��	��� �� �
����	�


x′ = y =
∂H

∂y

y′ = −w2x = −∂H

∂x
.

������
��	 �
�
 ���
��	� 	������	�

�� �
 ������


H(x, y) =
y2

2
+ h(x). ��
��

 	��� h(x) �� �
 !����"� #�� �� ������ 
� �����
� H(x, y) �	� �������	 

y

�� �
 ������


H(x, y) = ω2 x2

2
+ g(y). ��
$�

 	��� g(y) �� �
 !����	� #�� �� ������ 
� �����
� H(x, y) �	� �������	 

x

%	��
�
��	 ��
�� �	� ��
$� 	������	� #��



���� ������	 
����
�	���� ��

H(x, y) =
y2

2
+ ω2 x2

2
. �����

��	
��
�
 �� ���	��� ������ ��	� �� ��
��� �
� �
 ���� 	��
� �
 �
�
 ��
�
	
 ���	��
� �
������
� ��� 	��
 �� ��
����� �� �����
	� �
 ��	� ��
	
 ��
���������
 �
� ����
 �� ��� ���
��� ��
��
��

�� �
��

��
 �����	����	��
 ���

P (λ) = λ2 + ω2 = 0

(λ − ωi)(λ + ωi).

�
� ���
��� ��
��
� �

�

λ1 = ωi

λ2 = −ωi

�
�
 �
� ���
��� ��
��
� �

 ������
	� ��� �
���
�� �� ��
	
 ���	��
 ��
�
 ��
	�
� ���� ����� ��� ��� 	��
 �� ��
	�
 �� 	��
�� ��������
�

d

dt
H =

∂H

∂x

dx

dt
+

∂H

∂y

dy

dt

d

dt
H =

∂H

∂x
x′ +

∂H

∂y
y′ +

∂H

∂t
.

�������
�
 ��� ��������� �� ����� ! ���	�	�!�
�
��� �
 �� �"�����

 �
	��
��
� 
�	�
��
��

d

dt
H = (ω2x)(y) + (y)(−ω2) + 0 = 0



�� �������� 	
 ����������
�

⇒ H = C, donde C es una constante.

��� �����	
� ��� �
���

��� d
dt

H = 0� ��� ��
	
	�� �����	
� �������
�����
��� �� ��
� C = E� ����� E �� �
 ������
 	��
���
 ��� �����	
� �� ����� �

������
 	��
���
 �� �������
� �� ��
� ����
 ������� �
 ��� ������	�� ��� ��
�
��
 
����
� �����
���
� 
���
��� �� ������� �����	
�

H(x, y, t) =
y2

2
+ ω2 x2

2
= E.

���������
��� �
 ���
���� 
������� ��� 1
E
� ������	��

y2

2E
+

ω2

2E
x2 = 1 ��� !

�
 ��
� ����������� 
 �
 ���
���� �� ��
 ������� ��� ��	��"� 	
��� a = ω2

2E

� ��	��"� 	���� b = 1
2E

���� �����	
 �����
��
�

#������ ��������� �
�� �� ��������
� �� �����	
 ����
� ���� ��� �� ��
�������
����� �"�	��� �� ���� �� �� �����
��� 
	������
���

$� 
� �"�	��� 
������� �� 
%
��	�� �� �
���� �� ��
 
����
 �����
���
 Fa

������ 
 �
 ��������
� ��� 	���� �� �� ��� �
 �
����
 �� 	���� �
���� 
��
�

����������!� ���
��	�� �
��
��� �� �� �����
��� 
	������
��� &
��	�� �

��������� ������'�
 �� ��� ���
 
����
 �� ����� 
� 	���	����� � �� �� 	
���(
��� ����������
� 
 �
 �������
�� � ��
� Fa = −cx′� ����� c �� ��
 �����
���
�������
 ��� 	��� �
 ����������
 ��� 	����� �
 ���
���� ���)! �
�
 
 ��� 
���


M
d2x

dt2
= Fr + Fa,

�� �����



���� ������	 
����	���
 ��

d2x

dt2
+

c

M

dx

dt
+

k

M
x = 0.

��� ����	�
	��
�� 
	 ��	��� �� 	���
�
��� ����

x′′ + px′ + w2x = 0, �����


��
	

p =
c

M

ω2 =
k

M
.

���� ��	���� �
��	�� 	� 

�
���
�� �
	�

� � �� ��	��� 

�
���
�� ��	�
�	��	�� �� ��
	��� ���
��� ��� 	����
��	� 
	 ���
���� 

�	����	��	 ���  �	
�	 
	
��
	��� 
	 �� �
��	�� ����	����
��� ��� �� ���� ���� �������� H(x, y, t)�
!��	��� ��� 
	� �����	�� 
��	��� 
	� ������� ���
��
�����

"���
��
 �	��� �� 	����
#� ����� ��� ��� ����
#� ����	$��
�� f(t)�

f(t)x′′ + f(t)px′ + f(t)ω2x = 0. ���%�

&� ���� 
	�	 ��
��


� ��� �� 	����
#� 
	 '��	� �		���
�� 	� �� ������

−Lx + Lx′t + Lx′xx
′ + Lx′x′x′′.

'� 
��
	 	�	$
��� Lx′x′ = mf(t)

−Lx + Lx′t + Lx′xx
′ + mf(t)x′′, ����(�


	 ��� �����  �	

L′
x = f(t)x′ + M(t, x),

����
	�
� � 
��	$��� �	�	���



�� �������� 	
 ����������
�

L = f(t)
x′2

2
+ M(t, x)x′ + N(t, x), ������

�	
 M(t, x) � N(t, x) �

��	
�� �����������

�������
�	 f(t)x′′ �� ����� � �� ������ � ��
���
�	 	���
��	�

−Lx + Lx′t + Lx′xy
′ = pf(t)x′ + ω2f(t)x,

	 ���
 �� ��� ��������� �� ������ ��
��	�

−(Mxx
′ + Ny) + f ′(t)x′ + Mt + Mxx

′ = bf(t)x′ + ω2f(t)y,

� �� ��
� ��
��	� �
� f ′(t) = p(ft) �� �����

f(t) = exppt, ������

� ���

−Ny + Mt = ω2y exppt . ������

!� �
�	
��	� �
� M = 0 ��
��	� �
�

N = −(ω2)2y2 exppt

!
����
��
�	 ������ � ������ �
 ������

L(t, x, x′) = (
x′2

2
− ω2 x2

2
) expbt .



���� ������	 
����	���
 ��

���� ���� x′ = y� 	�
����

L(t, x, x′) = (
y2

2
− ω2 x2

2
) expbt .

�	�
��� �� �
 	�

�����
�
 �� ����
��� �������� �
��
	�
� H

H(x, y, t) = yx′ − L(x, x′, t)

⇒ H(x, y, t) = yx′ − (
y2

2
− ω2x2

2
) expbt,

���������� ��� x′ = y

H(x, y, t) = y2 − (
y2

2
− ω2 x2

2
) expbt .

��	��

�� �
 ���
���
 ������
��
� ����� � ���������
 �
 �
��
!��� �� ��"
	
��� 	��

�� x′ = y

x′ = yy′ = −py − ω2x. ���#��

$� ���	��
 

	����� �� �
 ���	��
 ��
�
�� ��� �� ��
� 	��
� �
 ���� ��
	�
���	���� �
�������� ��� �
����� ������� �
�
 �
!�� ��� 	��� �� ��	
!����
� ��
�����
	


$� ����
���� �
�
�	����	��� 
����
�� ��

P (λ) = λ2 + pλ + ω2 = 0

λ =
−p ± 2

√
p2 − 4ω2

2
.



�� �������� 	
 ����������
�

�� ������	
� 	��� ��
����	�� �
���

a) �� p2 > 4ω2 ��	����� p > 2
√

p2 − 4ω2 ��� �� ��
� 	������ ��� 
����

�
����� ������� ��� ���
	����� �� ���	� ���	��� �� �� ���������

b) �� p2 < 4ω2 ��	����� 2
√

p2 − 4ω2 �� �� �������� ��� �� ��
� ��� �
�����

������� ��� ��������� ��� �
�	� ��
� ���	��	
 �� ���� �
 ��� p �= 0 ��� ��� ��

�� 
���
 
�� ������
��
��� 
� �
�� ��� �����
��� 
�������� ��	
��� �
��
���

�� ��� �� ���	� ���	��� �� �� 
����

c) �� p2 = 4ω2 ��	����� ��� �
����� ������� ��� ��
��� � ���
���� ��� �� ��
�

�� ���	� ���	��� �� �� �����



���� ������	
���	 ��

���� ������	
���	

�� ��� �	
�����

� �� ���	� �� ����������� 
������ ��� 
�� �����
�
 �
�

	�

��� �� ��
	��
�� ���	���� � �
 ���
��� ��
���	� 	�

�
��� �� ��� ����

	�

��
� 
��� �� �
����	��
 ��� ���
���� ������ ��� �� �
������ 
� �� 
�


	�����	����

�� 
����� �����
�
��
�� ��
� ������������ ���� ���
���� 	�
�����
�����

���� �

�
	�� ��� ���� 	��
�� �� ������ �
������ �
 ���
��� ��� 
� �� 	�
�

�����
���� 
� ������� ����	�� ����	
���

� ��
� 
������ ��� ��� �� ��� �����

��� ��	�� �� 
��
�� �� ���	�� 
������ ��� 
�� �����
�
 �
������ ���
���� 
�

	�
�����
�����

����� 	��������� ��� �� ������� �� ��� 
������ ��� �� ��
 �������������

�� ����	�
 �������

� � ��� ���
���� 	�
�����
����



�� �������� 	
 ����������
�



���������	
�

��� �����	
 ���

������	 ���
	� ���
 �
�� ����	����
� ���������� �� ���
������ ��� ������ � ��

�!� "# ���
	 �$ ��%�
�� ��&������" '� ��

%�	
 ��� �� �
��
	� (��� '� )�$%�*
������ ��� +
���, �� �!---� ����

�.� �/��
 �0���� ��� ��0
�
����	 
1%��������� ����&��2� ���
� ��&�2��
 ��
���33� . �

��� "#��	��%� 
1%������ �� ��%4	
 ��0%���
 ����
�����", ������� )
�
���	
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