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Capitulo 1

Introduccion

Entender el espectro de los mesones y las resonancias bariénicas es crucial
para identificar mecanismo de confinamiento y la dindmica de quarks y el gluo-
nes en la regién no perturbativa de la cromodindmica cudntica (QCD, por sus
siglas en inglés, Quantum Chromodynamics). Para bariones, el explicar los es-
tados con espin alto es un verdadero reto en la espectroscopia de quarks [I] [2].
En ese sentido, el nimero de resonancias observadas hasta el momento [3] es
considerablemente més grande que aquellas predichas en modelos basados en
un espacio de Hilbert de seis grados de libertad de sabor y la simetria mas baja
de las funciones de onda radiales [4]. Los candidatos obvios para reducir el ni-
mero de grados de libertad son los modelos quark-diquark (q-qq) [5] basados en
un diquark con momento angular acotado. El sistema g-qq ha sido promovido
en este contexto por varios autores [0} [7]. Se acostumbra imponer una simetria
en la funcién de onda mayor que SO(3)y, predominando la simetria conforme
como eleccion favorita. Esta simetria es —en buena medida— una simetria global
del Lagrangiano de QCD en el sector de sabores ligeros, razén por la que es
de esperarse que los datos de espectrocospia para el Nucleén y la A puedan ser
examinados en el esquema de la correspondencia AdS/CFT. Los trabajos pione-
ros en estd conexién han construido exitosamente funciones de onda espaciales
para mesones y bariones ligeros [8]. Trabajos posteriores extendieron esta idea
[9, 10, [11]. En [I2], una simetria conforme en el sector de bariones ligeros dentro
de la correspondencia AdSs/CFT, aparece en la degeneracién entre parejas de
paridad que es sistematicamente observada en el espectro del Nucleén y A. En
ese trabajo, la simetria conforme se implementa en el Hamiltoniano de quarks
definido en un volumen finito. Existe una variedad de geometrias apropiadas
para preservar la simetria conforme en Hamiltonianos de este tipo, siendo la hi-
peresfera S una eleccién notable [13], 14, [15]. Se ha mostrado que una geometria
que contenga a S3, tal como S ® S3, puede obtenerse partiendo directamente
de AdSs [14, [16] [I7]. Este hecho fue usado en [I§], obteniendo el espectro de
un sistema q-qq localizado directamente sobre un espacio-tiempo de Minkowski
compactificado conformemente, R, ® S3, sobre el cono AdSs. Se observa que
las geodésicas de movimiento libre en S3 corresponden a una ecuacién escalar
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conforme, mientras que el potencial estatico q-qq se considera como el potencial
“curvo” de Coulomb.

El potencial curvo de Coulomb fue estudiado por E. Schrodinger en [19].
Corresponde a la funcién cotangente (cot), que resulta ser arménica en S3.
Debido a que el grupo de isometrias de S® es SO(4), la funcién cot respeta
esta simetria [20]. Ademas, el potencial cot encierra los rasgos principales de la
dindmica en QCD, como se muestra en [2I], ya que se interpola entre el régimen
perturbativo del intercambio de un gluén (inverso con la distancia), pasando
a través el régimen no perturbativo de flujo de gluones (crecimiento lineal) y
el crecimiento asint6tico que confina a los quarks (pared infinita). El potencial
cot es familiar en estudios de de mecénica cudntica supersimétrica [22] 23] 24],
donde es conocido como potencial de Rosen-Morse, el cual, siendo de rango
finito, ha capturado el interés en modelar confinamiento espacial ya sea para
electrones en puntos cudnticos [25] o quarks en hadrones [1§].

Conocer el potencial y las funciones de onda en el espacio de momentos
demanda el disefio de un espacio fase que considere el potencial cot como un
segmento de arco en S. En [26], la proyeccién del arco sobre el disco ecuatorial
de la esfera es considerada. La parte de norma de la ecuacién de Schrédinger en
el espacio de los momentos se escribe en términos de la funcién Sinc (sin(q)/q?)
o una funcién de Struve (H;(q)/q?), y puede identificarse como un propagador
instantaneo efectivo del gluén. Sabiendo que el confinamiento de quark ligeros
es un efecto de la teoria cudntica de campos (TCC), en esta tesis se explora el
impacto de un propagador vestido del gluén que muestra confinamiento espacial,
en el escenario de confinamiento de quarks en un esquema de la TCC. Se ha
seleccionado el marco de las Ecuaciones de Schwinger-Dyson (ESD) para este
propdésito.

Las ESD constituyen una herramienta poderosa para la fisica de hadrones.
Este esquema provee una explicacion satisfactoria de la relacién entre el Rom-
pimiento Dindmico de la Simetria Quiral (RDSQ) y el Confinamiento, ambos
fenémenos emergenetes de QCD. Ademas, el crecimiento infrarrojo de la fun-
cién de masa de los quarks se entiende como un efecto de la nube de gluones
que viste al quark a bajos momentos [27]. Esos hechos pueden ser explorados a
través de las ESD.

En esta tesis se explora el RDSQ y Confinamiento con un modelo efectivo
para la ecuacion de GAP. Bajo suposiciones minimalistas, es decir, usando el
vértice desnudo y un modelo para la funcién de revestimiento del gluén, se
conduce un andlisis del propagador del quark en la norma de Landau. Para
el gluén, se emplea una funcién de revestimiento inspirada en el propagador
instantaneo del potencial de Coulomb curvo. Las predicciones son contrastadas
con observables hadrénicos relevantes derivados de nuestro modelo con valores
aceptados fenomenoldgicamente, y se observa buena coincidencia dentro de la
validez de nuestras suposiciones. La tesis estd organizada de la siguiente forma:
en el siguiente capitulo se resuelve la ecuacién de Schrodinger para el potencial
de Cornell y el potencial Rosen-Morse trigonométrico; y luego se construye
nuestra propuesta para el propagador efectivo del gluén. En el capitulo 3 se
da una breve introduccion a las ESD, se presentan los observables que pueden



ser calculados; la prueba confinamiento, el condensado quiral y la constante de
decaimiento del pion. Luego se presentan resultados para el modelo de Maris-
Tandy (MT) [29], que en los tltimos quince afios ha guiado las predicciones de
las ESD para varios observables hadronicos. En el capitulo IV se pone a prueba
nuestro propagador efectivo del gluén y se compara con los resultados obtenidos
en el modelo MT. Finalmente, en el tltimo capitulo se presentan las conclusiones
generales sobre este trabajo.
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Capitulo 2

Modelos Potenciales

La interaccién fuerte entre quarks, los constituyentes esenciales de los ha-
drones, estd regida por la cromodindmica cudntica (QCD), la cual es una teoria
de norma no Abeliana con los gluones como bosones de norma (en el Apéndi-
ce [A] se presenta el Lagrangiano de QCD). Como consecuencia del cardcter no
Abeliano de QCD, las interacciones entre quarks van del intercambio de uno a
muchos gluones y autointeracciones del gluén, siendo responsable esto tltimo
del confinamiento de quarks, que a bajas energias, permanecen confinados, pero
a altas energias y momentos se comportan casi como particulas libres (liber-
tad asintdtica). Las ecuaciones de campo en QCD son no lineales y bastante
complicadas, debido a los procesos de autointeraccion del gluén, y para poder
resolverse, se requiere el uso de técnicas altamente sofisticadas, como la dis-
cretizaciéon del espacio-tiempo, Lattice QC]:E Los célculos en Lattice se han
establecido como una herramienta de confianza a la hora de hacer célculos no
perturbativos en QCD. Uno de los resultados obtenidos mediante esta técnica
es la forma cualitativa para el potencial de confinamiento de los nucleones, to-
mando como modelo una interacciéon estatica quark-diquark, que consiste en un
potencial con un término tipo Coulomb (inverso a la distancia) mas un término
lineal: Potencial de Cornell [28]. Conociendo la forma del potencial, es posible
resolver el problema mecanico cuantico para obtener el espectro de masa y las
funciones de onda para la interaccién entre quarks y diquarks dentro de los
nucleones. A continuacion, se describen algunos ejemplos de dichos potenciales
siendo resueltos usando la ecuacién de Schrédinger.

2.1. Potencial de Cornell

El potencial de Cornell tiene la forma

V(r) = —é + Br + O(r?), (2.1)

'Para un estudio detallado ver [30].
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donde A y B son parametros ajustables para lograr una descripcién adecuada de
la dindmica de los quarks. El término inverso a r (término tipo Coulomb) puede
interpretarse como el intercambio de un gluén en el modelo de quarks dentro
del régimen perturbativo. Por otro lado, el término lineal en r corresponde a
la region no perturbativa, que se interpreta como un flujo de gluones entre
quarks, cuya intensidad va aumentando conforme los quarks se alejan, similar
al comportamiento de un cuerda que se estira.

El problema de este modelo consiste en que no existe una cota maxima para
la distancia entre quarks, lo que es un indicador de que sélo es valido para valores
pequenos de r. Esto sugiere que se debe encontrar un modelo méas preciso para
la interaccién de un quark-diquark dentro del nucleén. Sin embargo, se pueden
obtener resultados importantes usando esta primera aproximacién.

2.2. Solucién de la ecuacién de Schrodinger con
el potencial de Cornell

La ecuacion de Schrédinger con el potencial de Cornell ha sido ampliamente
estudiada en la mecénica cudntica. El método estandar —que serd bosquejado
a continuacion— consiste en tomar la parte lineal del potencial como una per-
turbacién al potencial del tipo Coulomb y utilizar la teoria de perturbaciones
ordinaria. Considérese la ecuaciéon de Schrodinger en tres dimensiones con un
potencial radial,

( - %Lv? + V(r))\lf(fj = EY(7), (2.2)

donde ¥(7) es la funcién de onda de la particula, E son los eigenvalores de
energia y u es la masa reducida del diquark. Para nuestro objetivo, se necesita
la solucién de la parte radial de la ecuacién con el potencial V(r) = —A/r
en coordenadas esféricas [3I]. La solucién de este problema es bien conocida,
dado que la ecuacién se reduce a la del problema del 4tomo de hidrégeno [32].
La tinica diferencia en este problema es que la constante e? /47 se cambia por
A. La ecuacion radial es

d ([ 5dR 24r? A _
TR YT E R PR

Esta ecuacion se simplifica al hacer el cambio de variable
u(r) =rR(r), (2.4)

obteniendo asi

R [ A R
24 dr? r2

Tomando k = +/—2uFE/h, €l cual es real para E < 0, se obtiene

1 d?u { 2uA 1 l(l—i—l)]

K2dr2 | Rk kr ' (kr)?

-t }u = Eur. (2.5)

(2.6)
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lo que sugiere los cambios de variables

21 A

p= k?", Po = ﬂ) (27)
consiguiendo asi una ecuacién diferencial con dependencia en p,
d? I(l+1
g:[l_mﬂ*;)}u (2.8)
dp p p

Notese que la ecuacion ahora si es idéntica a la ecuacién de eigenvalores
para el d4tomo de hidrégeno [33]. Con este resultado, se puede establecer que el
numero cuantico principal es pg = 2n, donde n es entero positivo.

Por otro lado, las energias permitidas son de la forma

h2k2 B2 [ 2uA\? 211A2
L (“ ) - (2.9)

E= = S .
24 2p \ B2 po h2pj

Combinando los dos resultados previos, se obtiene que las energias permitidas
son

_ ([ H 42 1 _ Ey B
E, = <2h2A >n2 = n=12,3,..., (2.10)
donde i
E = A2 2.11
Lozt ( )

es la energia del estado base. Finalmente, combinando los resultados obtenidos
para po, se tiene que

_ 2pA

2ud o opA 1
T OR2k

2 = k= = —. 2.12
" hn an ( )
Aqui,

h2
= ,1747

ha sido identificado como el Radio de Bohr. El pardmetro A puede ajustarse
para calcular la energia del estado base no perturbado de modelos que se apro-
ximen al potencial de Cornell. Por ejemplo, para el Charmonio se tiene A ~ 0.48
[34].

a

(2.13)

2.2.1. Perturbaciones a la Energia

Con el fin de obtener una soluciéon problema para el potencial de Cornell, se
usa la teoria de perturbaciones usual para la mecanica cuantica, como se ve en
[35]. Considerando el Hamiltoniano

H = Hy+ \H, (2.14)
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donde H' es la perturbacion, la correccién perturbativa a primer orden para la
energia del estado base viene dada por

Eg = (ol H' [tho), (2.15)

siendo v la funcién de onda del estado base. Recordando que dicha funcién y
el Hamiltoniano de perturbacién estdn dados por [32]

1

Yr00(F) = ﬁe_T/“, (2.16)
H = Bg, (2.17)

siendo B es un parametro pequeno, se tiene que la correcciéon de la energia a
primer orden es

Ey = (to|Brlo) = z:]_;}/oo" drr®e?/®
= %Ba. (2.18)
Entonces, la energia corregida del estado base es
B, = —T‘%AQ + gBa, (2.19)

o, sustituyendo el valor de a,

B=-t 2% p

2.2
2h? 2 A (2:20)

el cual coincide en la forma con el resultado obtenido mediante un procedimien-
to algebraico [36].

Es importante tomar en cuenta el hecho de que las soluciones obtenidas
anteriormente para el potencial de Cornell —usando teoria de perturbaciones
alrededor de un potencial de Coulomb— simplemente son una primera aproxi-
macién para la interaccién quark-diquark obtenida mediante Lattice. Como se
menciond previamente, este potencial tiene rango infinito, lo cual es indicio de
que términos importantes en la expansién del potencial verdadero han sido omi-
tidos. Se ha visto que la forma del potencial requerida es del tipo — cot, que
puede aproximarse con el potencial de Cornell para valores pequenios de r, pero
ademads tiene la ventaja de tener un rango finito, el cual cumple con los requisi-
tos para un potencial entre quarks como se ve en [37]; el potencial cot interpola
el regimen perturbativo de intercambio de un gluén (término inverso con la dis-
tancia), pasa a través del régimen no perturbativo de interacciones (crecimiento
lineal) y el crecimiento asint6tico libre que confina a los quarks (pared infinita).
El potencial cot es familiar dentro de los estudios de Mecénica Cudntica Supersi-
métrica, donde se encuentra como un caso particular del potencial Rosen-Morse
Trigonométrico (RMT) [38] [39], el cual se analizard brevemente en la siguiente
seccion.
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2.3. Potencial de Rosen-Morse Trigonométrico

El potencial de Rosen-Morse Trigonométrico (RMT) es
V(r) = —2bcotr + a(a + 1) csc®r, (2.21)

el cual ha sido estudiado en la literatura y su solucién ha sido reciente redescu-
bierta en [40]. Para esta tesis, se resuelve nuevamente la ecuacién de Schodinger
con dicho potencial, pero ademaés se repite todo el procedimiento algebraico con
el fin de corroborar que la solucién presentada en [40].

El potencial RMT contiene el término — cot, cuya expansién en serie de
Taylor es de la forma

r 7"3

1
cotr~———-——+4---
r 3 45 ’
donde se puede ver que el potencial de Cornell esta incluido en los primeros
dos términos de cot. La Figura 2.1 muestra la semejanza entre potenciales. Se

(2.22)

101
=« Cornell

[— —cot

_10 L
Figura 2.1: Comparacién entre el potencial de Cornell y — cot.

resolverd la ecuacién de Schrédinger para el potencial RMT usando el método
de Sturm-Liouville [41) [42] y enseguida se tomara el limite a — 0.

2.3.1. Solucién de la ecuacion de Schrodinger con el po-
tencial RMT

La parte radial de la ecuacion de Schrodinger en tres dimensiones para el
potencial RMT es [32]

d? (l+1
——R(r)+ U+ _ 2bcotr 4 a(a + 1) csc?r — € | R(r) = 0. (2.23)
dr? r2
Nuestro enfoque serd tinicamente para el estado base, para lo cual se toma [ = 0.
Asi, la ecuacién a resolver es

d2

—WR(T) + (=2bcotr + a(a+ 1) csc®*r — €)R(r) = 0. (2.24)
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Se propone una solucién de la forma
R(r)=e *"F(r), (2.25)
que al sustituir en la ecuacion y usando el hecho de que
R'(r) = a?e " F(r) — 2ae " F'(r) + e “"F"(r), (2.26)
nos permite obtener

—a2e " F(r) 4+ 2ae " F'(r) — e *"F"(r)
+ (=2bcotr +a(a+1)csc® —e)e * F(r) = 0. (2.27)

~" y factorizando los términos que incluyen derivadas de F,

Dividiendo por e
F"(r) = 2aF'(r) + (2bcot r — a(a + 1) csc® 7 + e + a®)F(r) = 0. (2.28)

Con el cambio de variable x = cot r, se obtienen los diferenciales

dr = —csc?rdr = —(1 + 2?)dr,
d? d d
- = _(1 (-1 2y
dr? (142 )daz< (14 )da:>
d? d
— 2\2 2
= (1+x)@+2m(1+x)%,

que al sustituirlos en la ecuacién (2.28)), conducen a la ecuacién diferencial final

(1+2%)2f" (@) +2(1+2?)(a+2)f'(2) + (2br —a(a+1)(1+2?) +e+a®) f(z) = 0,

(2.29)
donde se ha hecho el cambio f(x) = F(cot~!r). Debido a la importancia para
conocer la soluciéon de estd ecuacién, la mayoria de los pasos algebraicos son
mostrados en detalle. Primero, se propone una solucién de la forma

fz) = (1+2%)"7 C(x), (2.30)

[ es una constante que serd calculada posteriormente. Las primeras derivadas
de la solucién f(z) son:

flz) = —2x(1;6)(1+x2)—¥0(x)+(1+x2)—¥0’(a:) (2.31)
= 2(126)(1+x2)32ﬁ)0(33)

1-8

— 2(1-B)(1+22) T C'x) + (1 +22) 2 C"(z), (2.32)
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que al sustituir en la ecuacién (2.29)), nos permite escribir

5-8

(1+2%)?|(1-8)(3—p)z*(1+2*)" 2 C(a)
— (1= B)1+22)"FC(x) — 22(1 — B)(1 +2%) " 2°C'(x)

1+ x2)_1;ﬁ0”(x)}
+2(1 + 2%)(a + ) [m(l -B)(1+ ﬁ)‘#C(w)
+(1+ x2)12ﬂC’(x)]

+ (202 —ala+1)(1+22) + e+ a?](1+22) T Clz) =0. (2.33)

Con el fin de eliminar la dependencia de 3 en las potencias, la expresién anterior
es multiplicada por (1 + 22)~(+A)/2 para asi obtener

(1+2%)? {(1 —B)B = B)a*(1+2*)7C(2) — (1 - B +2%)7*C(a)
= 20(1 = B)(1 +2%)72C"(2) + (1 +2%) 71" (a)]
+2(1+22)(a +2) | -2l = A1 +2%)2C(@) + (1 +2%)7'C' (@)
+ [260 — ala+ 1)1+ %) + e+ a?] (1422 71C(@) 0. (234)
Factorizando las derivadas de C(z), se ve que

0= (1+2%)0"(x) +2(a + Bx)C'(x)

z[—a(l — a?—(1-B)?+¢
_[5(1—5)+a(a+1)_2[ (L 5>+1b]++x2 (1-5)>+

C(x).
(2.35)

Para obtener una ecuacién més simple, se elimina la dependencia de x en el
término que multiplica a C(x). Se debe cumplir que

—a(l-pB)+b=0, o> —(1-pB)*+e=0, (2.36)
lo que conduce a una ecuacién mas simple,
(1+2%)C"(x) + 2(a + Bz)C'(z) — [B(1 — B) +ala +1)]C(x) =0.  (2.37)

De acuerdo con la teorfa de Sturm-Liouville [43], cualquier ecuacién diferencial
puede escribirse en la forma

() d*C,, () 1 (d(s(x)w(m))) dCm ()

3 e e T 4 A () =0, (2.38)
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donde
Am = —m<k1d(’2£m)+;(m—1)(‘;‘;>, (2.39)
Cole) = Mj;;(w(x)sm(x)). (2.40)

Mediante un simple anélisis a la ecuacién (2.37)), inmediatamente se identifican
los términos de la férmula de Rodrigues

S(x) = (1+2?), (2.41)

—B(1—=p)—ala+1)=-m (del + (m— 1)) (2.42)

Am
dx

Por otro lado, usando el hecho de que

1 ds(z)w(x)

C =——" 2.43
1(@) kw(z) dx (2:43)
se encuentra el valor de la constante C; de la relacién
kCi(z) = 2(a + Bx). (2.44)
De esta forma, se obtiene una ecuacién mas simple para (3,
—B(1—=p8)—ala+1)=—-m(26+m—1). (2.45)
En resumen, las ecuaciones para calcular el valor de /3 son
b
= 1-—-— 2.4
5 = (2.46)
b 2
e = —a’+ () ) (2.47)
e
0 = B+@2m—-1)B—ala+1)+m(m—1). (2.48)

Sustituyendo el valor de 8 en la ecuacién (2.48)), se llega a la ecuacién de segundo
orden

b2 b
pel (2m + 1)5 +m(m+1)—ala+1), (2.49)
cuyas soluciones son

b
— = — 2.50
o m—a, ( )
b
— = m+1l+a (2.51)
az

Tomando en cuenta la solucién de la ecuacién (2.51)) y considerando m+1 = n,
se obtiene

B = 1—(n+a), (2.52)
b2

TR (2.53)

e = (n4a)?—
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Finalmente, la funcién de peso w(x) puede obtenerse a partir de

o) T =2(a+ (1—(n+a))x), (2.54)
de donde se obtiene
(1+2%)/(z) = 2(a — (n + a))zw(x), (2.55)
cuya solucién es
wn(z) = (14 x2)"(mta)e=2e cot™ (2.56)

Los polinomios que resuelven la ecuacién diferencial que se obtienen de la ecua-
cion corresponden a los polinomios de Ruth-Romanovski [44] 45], los
cuales fueron redescubiertos en [40]. Si se reescribe dicha ecuacién en términos
de n, ésta es

Oy (z) = —— (wn(@)s(2)" ), (2.57)

siendo K, las constantes de normalizacién. Los primeros polinomios obtenidos
en esta forma son

1

cled = Vet (2.58)
a 2 b
ol = K2<2+a—(1+a)x), (2.59)
(ab) l 2b2 B B 2(2a + 3)b
s - K3 <(3+a)2 (1+a) 3+a
+ (14a)(2a+3)2?|, (2.60)
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(e
- W) —3(2+a)<(4162a)2—(1+a)>x

+3(a + 2)(2a + 3)4 jz aac2 —(a+1)(2a + 3)(2 + a)z®

4

cih = "

,(2.61)

4
Ks

a,b 4b4 4b2
e <<

a+5)t (a+5)2(3a+5)+3(a+2)(a+1))

3
—4(2a+5)((aib5)3 — (3a+4)ai5>x

+6(a + 2)(2a +5) ((ai—bf))z —(a+ 1))ac2

—4(2a + 3)(a + 2)(2a + 5)@ i 5303

+(a+1)(2a + 3)(a + 2)(2a + 5)z* |. (2.62)

La ortogonalidad de las funciones previas, se obtiene con la relaciéon

o "

/ = (wn (@) 2O (wn (2)) V2CS = b, (2.63)
oo S(2)

mediante la cual se pueden calcular las constantes de renormalizacién K. HEL Para

este caso, la ortogonalidad de las soluciones R,,(z) viene dada por

/07r dzR, (2)(Rp (2))* = Onp - (2.64)

La ecuacion muestra que estas soluciones tienen propiedades de orto-
normalidad bien definidas sobre el eje real, lo cual las convierte en funciones
adecuadas para resolver problemas de mecénica cudntica.

Tomando el limite a — 0 se obtiene el espectro de energias para el potencial
v(r) = —2bcotr

€n =n°— E (2.65)
n?’
y las funciones de onda son
Ri(r) = e " sin rC{O’b)(cot ), (2.66)
Ry(r) = e '/%gin? rCéO’b) (cotr), (2.67)
Ra(r) = e " sin®rC%% (cotr). (2.68)

2Un valor para la constante de normalizacién viene dado en [40], pero solamente es valido
paran = 1.
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En la Figura se muestra el cuadrado de la funcién de onda para los primeros
niveles de energia. Dado que el maximo se encuentra muy cercano a uno, se
infiere que el diquark se encuentra altamente localizado. En la siguiente seccién

IRy (r)F°

10p

0.8

o4l

IRa(r)I*

101

06l

04

b)n=2

Figura 2.2: Cuadrado de la norma de la funcién de onda para a =0, b = 1,5.

se considera el potencial en el espacio de momentos. Esto es el punto de partida
para identificar un propagador instantantaneo del gluén.

2.4. Propagador Instantaneo

El contenido de esta seccién tomado directamente de [I2]; solamente se ha
detallado el célculo de la transformada de Fourier del potencial.

Los potenciales en el espacio de los momentos obtenidos mediante una trans-
formacion de Fourier de potenciales centrales son de gran interés dentro de una
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amplia variedad de problemas fisicos, desde materia condensada hasta fisica de
particulas. Pueden verse como propagadores instantdneos de los campos me-
diadores las respectivas interacciones y son especialmente importantes en los
célculos de algunos cuerpos de Faddeev, que resultan ser méas eficientes cuan-
do se realizan en el espacio de momentos. Desafortunadamente, los potenciales
de potencias de una amplia variedad de problemas como el oscilador linear y
arménico no tienen una integral de Fourier bien definida [46], siendo el inverso
con la distancia la tinica excepcién.

La interaccién cot + csc? fue introducida originalmente por Schrodinger en
[19] como una funcién angular en una superficie con constante de curvatura
positiva en tres dimensiones. La hiperesfera S® se localiza dentro de un espacio
Euclideano de 4 dimensiones F,. Hasta una constante aditiva, toma la forma

2

S I(1+1)csc? x, (2.69)

Vem(x) = —2Bcot x +

donde [ es el valor del momento angular usual en 3D, d es una constante a ajustar
y x es el segundo dngulo polar en E4. Eligiendo la parametrizacién x = r/R
para la variable angular, donde R es el radio fijo de S3, mientras r es la longitud
del arco en las superficie hiperesférica, Vgys estd usualmente dado en la forma
de un potencial en un espacio 3D curvo. El espacio Euclideano 3D Fs3, embebido
en Fy, estd descrito en términos del radio vector en valor absoluto |r|, definido
como |r| = Rsiny. Por lo tanto, la parametrizacién de x correspondiente al
espacio 3D correctamente incrustado en Fy es xy = sin~! |r|/R. La superficies
esférica se parametriza como x3 +r? = R?, con x4 = Rcosy y 7 = Rsiny.

La naturaleza del espacio, ya sea plano 6 curvo, es de menor importancia para
el espectro de energias y las funciones de onda; todo se reduce a la interpretaciéon
de R. En el espacio plano, R es visto como algin pardmetro de longitud a ajustar,
mientras que en S? se considera como un parametro que describe la curvatura.
Asi, sin tomar en cuenta las transformaciones integrales como la transformada de
Fourier al espacio de momentos, la naturaleza del espacio adquiere importancia a
través de la definicion de la integral de volumen. Si se intenta hacer la integral de
Fourier de ondas planas en un volumen en el espacio plano E3, y se encuentra que
el potencial Vras(x = r/R) es una funcién de arctanr, el cual es inconsistente
y diverge. Por otro lado, considerando a Vg); como una funcién del radio vector
del espacio plano F3 dentro de Ej4, permite a la integral de Fourier ser tomada
de forma cerrada.

Tratar la interaccién bajo discucién como una funcién angular en S3 es
posible debido a su simetria SO(4). La ventaja de tomar este punto de vista viene
de que la ecuacién de Schrodinger con el potencial cot + csc? estd cercanamente
relacionado al problema de eigenvalores del momento angular 4D en S°. La
parte angular II del operador de Laplace-Beltrami es proporcional al operador
de momento angular cuadratico 4D K2,

2 1 0 2 0 L2 (97 1/))

= kK%, k= —. (2.70)

&

—————sin” y=—
sin? y Ox Ox sin? y
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Aqui, L2(0,%) es el operador de momento angular 3D usual en Es, x es el
segundo dngulo polar en E4 (x € [0,7]), mientras que « es la constante de
curvatura. Como consecuencia, la ecuacién de Schrédinger en S® es

h2
5,75 = B0 vl =0, (271)
donde p puede tomarse como la masa reducida del diquark. El problema de
eigenvalores de K2 es [47]

KC?|Kim) = K(K + 2)|KIm), |Klm) € (I; 12{) (2.72)
Los niveles |KIlm) pertenecen a la representacién irreducible SO(4) del ti-
po (K/2,K/2), mientras que los nimeros cudnticos K, I y m definen los ei-
genvalores de los operadores de momento angular en 4, 3 y 2 dimensiones,
respectivamente. Esos niimeros cudnticos corresponden a la cadena de reduc-
cibn SO(4) D SO(3) D SO(2) y satisfacen las reglas; I = 0,1,2..., K y
m = —I[,...,l. Multiplicando la ecuacién por (—sin?) y cambiando la
variable a ¢ (x, k) = sin x.S(x, k), se obtiene la siguiente ecuacién de Schrodinger

2 d2
g — = =F
H2M dX2 + UZ(X7K) S(X7 K:) (K’)S(X7H)7
2
Ui(x, k) = HQ—Z(Z + 1) esc? x, (2.73)
L

con Uj(x, ) interpretado como el término de una barrera centrifuga en S3.
Una interpretacién de las ecuaciones y , es que el potencial csc?;
en representacion de la barrera centrifuga en la hiperesfera 3D, tiene a SO(4)
como algebra potencial. Es importante observar que el dlgebra potencial SO(4)
permanece inalterada una vez que el término csc? ha sido agregado a la funcién
armoénica cot x. Esto puede apreciarse del hecho de que la energia continia
siendo una funcién que depende solo de los eigenvalores de K2, K (K + 2), que
traslada al nimero cudntico principal n en n = K + 1. En efecto, la simetria
SO(4) de la interaccién cot + csc? permite considerarla como una funcién en S3,
una circunstancia que facilitara sustancialmente su transformacion al espacio de
momentos. Aqui se adopta la siguiente parametrizaciéon del potencial RMT como
una funcién del segundo dngulo polar x, sobre S2 y la curvatura:

R I(l+1
V(x) = —2GV/kcot x + k— (—; )
2p sin” y

(2.74)

En coordenadas cartesianas, el término cot es igual a x4/|r| y describe dos
potenciales difiriendo por un signo de 53, correspondientes a las interacciones
en los hemisferios norte y sur.
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La transformada de Fourier al espacio de momentos es

2 o] 2T ™
471l(lq]) = —2G\/Eh—'l;/0 d|m||x|35(|x|—R)/0 di/)/o dfsin 6
AT gl SR | cosd
X dxsin® ye = Veh cot x, (2.75)
0,m/2

donde la funcién §(|z| — R) restringe Ey a S3. Aqui, el plano 4D ha sido evaluado
tomando el eje z como referencia del vector de momento y el vector de posicién
de la particula confinada con una proyeccion no cero en el eje extra de Fy:

sin
Tr
En S3, uno tiene que distinguir entre dos tipos de potenciales en el espacio de los
momentos. El primero, mostrado en la Figura[2.3] corresponde a x4 positivo que
va con x € [0,7/2] y describe un |r| que va incrementando. El siguiente paso es
obtener una expresion completa para el propagador instantdaneo de la ecuacion
(2.75) en el hemisferio norte. Para ello, nétese directamente que el valor de la
integral sobre |x| es R®, mientras que el de la integral sobre 1 es 27w. Asi, se
tiene

1 /2 Cow
47I(|q]) = *87TG\/E%R3\/ / du sin x cos ye' Fve X (2.77)
-1Jo

; ilal 17 cos i|q| 2RX cos @
ezqm/h _ 6z|q| 7cost _ e ‘(I|h\/g , |7.| _

(2.76)

donde se hizo el cambio cos @ — u. Considérese la integral sobre x en la ecuacién
(2.77). Para ello, se toma qu/h\/k — «. Entonces,

/2 o 1 2 ria
/ dx sin x cos ye'**""Xx = () / dyyeY
0 o 0

o

_ oY

I
7 N N
N~~~

[\v]
7 N
~.

Q

m@h

Q

(-bs

3

+

—_
"

= ;. (2.78)

Ahora solo falta hacer la integral sobre u. Antes de calcularla, nétese la expresion
que se tiene para el propagador

1 2
_ H p3 ek (. qu il
Al integrar el término que no estd multiplicado por el factor exponencial, se

obtiene inmediatamente —2h%x/q?. Para integrar el término con el factor expo-
nencial, primero se separa en la forma

1 2 . u 1 . u 2 . u
[l (i e [ ()
o1 Pur\ Wk ~1\ qu q-u
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Figura 2.3: Funcién de revestimiento en el espacio de los momentos sobre el he-
misferio norte. El hemisferio sur aparece como un reflejo con respecto
al plano horizontal.

Integrando el primer sumando por partes,

1 . qu 2 . qu
/ h\/gelhqi\/ﬁ _ thQ i

—1 qu qu

1 1 2
h ;_au
+/ LT, (2.81)
1

El segundo término de la ecuacién (2.80)) se cancela con el de la ecuacion ([2.81)).
Asi, se obtiene que

1 2
W BPK au 2h%K
O(lg)) = 2GVk—=R (e ARl —
(1) R (e ™|
h2 i—2_ —i—1_ 2h2
= 2G\/E£R3 Ly (P v
h2 2u e

52
= 4G\/E'u2R3;(cos 1 —1)
h* " q
2
= SG\/E%R?’%SHPL

e sin? 2h(i/E

h2k 2
(at)

(2.82)
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La expresién obtenida en la ecuacién corresponde al propagador conforme
del gluén para el modelo quark-diquark. Los valores de los pardmetros G, u y s
utilizados para ajustar el espectro de nucleones y A’s son G = 0,0493GeV — fm,
p=0,3213GeV y k = 1,03826 fm =2 [18]. En nuestro caso, la forma funcional de
este propagador serd usado en las ecuaciones de Schwinger-Dyson, que ademés
serd comparado con un modelo bien establecido conocido como modelo de Maris-
Tandy [29].

En el siguiente capitulo se describen, en términos generales, las predicciones
de las ESD para la generacion dindmica de masas y confinamiento en la fisica
hadrénica.



Capitulo 3

Generacion Dinamica de
Masas y Confinamiento

La Generacion Dindmica de Masa (GDM) —debida al rompimiento dindmico
de la simetria quiral- es un fenémeno no perturbativo que se estudia a través
de las Ecuaciones de Schwinger-Dyson (ESD) [48]. Por medio de las ESD, se
explica cerca del 99 % de la masa visible en el universo, que se produce debido
a fenémenos de auto-interaccion en QCD, masa que no se produce mediante el
rompimiento espontédneo de la simetria quiral (mecanismo de Higgs [49]). Las
ESD se obtienen de manera formal en Teoria Cudntica de Campos [50], pero en
esta tesis se considera un enfoque méas amigable, ya que para nuestro objetivo
unicamente se necesita entender el contenido fisico de estas ecuaciones.

En este capitulo se estudian la generacién dindmica de masas por medio
de las ESD y el fenémeno de confinamiento en QCD para el modelo de Maris-
Tandy (MT [29]). En primer lugar, se explica la manera en que surgen las ESD,
seguido de una breve presentacion de los elementos que conforman las funciones
de Green que aparecen en las ESD. Posteriormente se presentan las ESD en QCD
en la aproximacién arcoiris y se resuelven para el modelo MT. Para finalizar, se
estudia el confinamiento para dicho modelo.

3.1. Ecuaciones de Schwinger-Dyson

Los propagadores se modifican a través de autointeracciones. Para el caso del
quark, al propagador que representa la suma de todas las autointeracciones se
le conoce como como propagador completo, el cual posee todas las propiedades
de propagacién de dicho fermién. Para el caso en que el propagador no emite ni
absorbe fotones se le nombra propagador desnudo. Existe una serie infinita de
correcciones radiativas al propagador que, mostrado en términos de diagramas,

25
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ESEI

R S,

e

e,
R O
N% Ww

Figura 3.1: Correcciones radiativas al propagador del fermion.

Estas correcciones estan clasificadas en tres tipos: la del propagador del fer-
mioén, del fotén y del vértice. Tal como aparecen en la Figura[3.1] éstas correccio-
nes no pueden sumarse. Dyson reunié todas esas contribuciones en una sola, a la
cual llamé autoenergia [52], que se representa por 3(p) y esqueméticamente por

Figura 3.2: Autoenergia 3(p).

La autoenergia involucra todas las correcciones a las funciones de Green in-
volucradas en el propagador, como es indicado por los puntos sobre las partes
correspondientes en la Figura En términos de X(p), la expansién perturba-
tiva para el propagador del fermién se muestra en la Figura

'Se ejemplifica como obtener las ESD en la electrodindmica cudntica. Mas tarde se dird
como traducir estas ecuaciones para QCD.
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Figura 3.3: Propagador del fermién en teoria de perturbaciones en términos de
autoenergias.

Asi, en términos de la expansiéon de Dyson, la Figura [3.3] se puede escribir
como

Srp(p) = S%(p)+SE(P)E®P)SE(m) + -
= Sp)(1+E(@)SE(p) +E(p)Sz0)Z(0)SE(p)

1
= 5t s .

donde Sg(p) representa al propagador completo y SI(,O)(p) a su contraparte des-
nuda. Si se factoriza S%(p)X(p)S%(p) a partir del segundo término se obtiene

Sr(p) = Sp(p) + Sp()E(p)Se () (1 + Sp(p)S(p) + )

5%+ S%<p>z<p>{5%<p> om0 } (32)

El término entre llaves se identifica nuevamente como el propagador completo
Sr(p). Si se sustituye el término del propagador completo dentro de la ecuacién

se obtiene
Sr(p) = Sp(p) + Sp(p)Z(p) Sk (p)- (3.3)

La expresién anterior puede aiin manipularse. Por ejemplo, si se multiplica
S;l(p) por la izquierda, se obtiene

I=Sp(p)Sy' (p) + Sk(p)S(p), (3.4)

y luego se multiplica [S%(p)]~! por la derecha

Sk(p) = S' () = Z(p). (3.5)
Finalmente, los términos se rearreglan como
Spt(p) = (SE(P) ™" = =(p), (3.6)

la cual es la ESD que corresponde a la funcién de Green de dos puntos del
fermién. Esquematicamente esta representada por la Figura [3.4h
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(a

)
(b)

Figura 3.4: (a) ESD para el propagador del fermién. (b) ESD para el propagador
del fotén.

] N
= + fv\/\/\/\/\q\\'/

Figura 3.5: ESD para el vértice fermion-fotén.
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Cada una de las funciones de Green que aparecen en la autoenergia obede-
cen su propia ESD. Las correspondientes al propagador del fotén y al vértice se

representan en las Figuras y

Notese que las funciones de Green de dos puntos estan relacionadas con las
de tres puntos; la de tres puntos con la de dos y la de cuatro y asi sucesivamente,
hasta formar una torre infinita de relaciones entre las funciones de Green. Para
poder extraer informacion fisica relevante de las ESD, se debe truncar esa torre
infinita de ecuaciones suponiendo una forma para las funciones de Green de
varios puntos. Para tener GDM usualmente se trunca dicha torre de ESD al
nivel de propagadores. En QCD es necesario conocer el propagador del quark
Sr y el propagador del gluén D, en el espacio Euclideano. El propagador
completo del quark es

Fp*)  _ F@*)+M@p?)
—iy + M (p*) PP+ M2(p?)
donde y = ’yup}ﬂ (siendo 7, las matrices de Dirac [50]). Por otro lado, F(p?)
es un objeto que corrige a la funcién de onda llamado renormalizacion de la

funcién de onda del fermion. M (p?) es la funcién de masa.
Por otro lado, el propagador del gluén en la norma de Landau es

S(p) = (3.7)

D) = () (B~ 222, (335)

donde D(g?) es un término de interaccién efectivo.

En la siguiente seccion se estudia la ESD para el propagador del quark. Basta,
para ello, reemplazar en los diagramas y expresiones anteriores al propagador
del fotén por el del gluén de QCD.

3.1.1. Ecuacion de GAP en QCD

A continuacién, se procede a estudiar la ecuaciéon de gapﬂ De acuerdo al
esquema estandar, el punto de partida consiste en expresar al propagador com-
pleto del quark en la forma general [53] en el espacio Euclideano

S™Hp) = Za(iy/+ mu) + Z1%(p), (3.9)
donde la autoenergia del quark es

4 a
2(0) = [ 0" Dy k= 2) G, ST k). (3.10)

La ecuacién de gap de QCD se muestra esquematicamente en la Figura [3.6
Aqui, ¢ = k — p, \* representa las matrices de Gell-Mann (ecuacién (A.7)),

?Se estd trabajando en un espacio Euclideano, donde las matrices de Dirac satisfacen

{"/»u ’YV} = 26;w-
3A las ESD para el propagador del fermién también se le conoce como ecuacién de gap o
“brecha”.
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my destaca como la masa de corriente de los quarks, g es la constante de aco-
plamiento del gluén, D, (q) es el propagador del gluén y I'Y(k,p) es el vértice
completo quark-gluén. Ademads, Z; y Zs son, respectivamente, las constantes de
renormalizacion de la funcién de onda del vértice y el quark. En esta seccién se
exponen los resultados con la ecuacién sin renormalizar. El tratamiento propia-
mente renormalizado es un trabajo en progreso y sera presentado en [51].

El punto de partida es hacer un modelo para el producto gD, (k — p)I'%(k, p).

o - -1+_r£ﬁm.%

Figura 3.6: Ecuacién de GAP en QCD.

Se va a tomar el caso en que
a

@ A v
gsz(Q)Fg(k,P) = QQ?ID(q)’}/uAm/ = 771/’D(q2) |:6;w - q;g] (311)

Ahora, al sustituir el valor del vértice de la ecuacion (3.11]) en la ecuacién (3.10))
se tiene

S~(p) / a2 W %D( 2)[% — qg;ﬂ. (3.12)

El método usual para resolver la ecuaciéon de gap en QCD consiste en separar
la ecuacion (3.12)) en dos funciones para M(p) y F(p). Primero, se escribe la
expresén completa para el propagador

AR N 4 ﬁ Pk A 2 Qulv
F(p) =py-m /d k 9 Mk2+M2(k2) ’VVD(Q )|:5MV 7 :| (3.13)

Para encontrar la funcién de masa M (p) se calcula la traza en la ecuacion (3.13)),
entonces

g = X [ O T M (1)) [ 5~ 222 .

(3.14)
Usando el hecho de que ) A*A* = (16/3)I y que la traza de productos de
matrices y tiene las propiedades

Tr{#impar de v's] = 0,
Tryavs] = ddag, (3.15)
TT[’Y&’Y{?’V}/YV} = d[(saﬁduu - 504#5[31/ + 5041/5{3#}7

se cumple

S 2 Dl (4 MR ] = 5 MR (3.16)

a
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Contrayendo los indices

Sy {5,” - q’(;g”] =3 (3.17)

Finalmente, la expresién para la funcién de masa

Mp) é/ d*k  M(k)F(k)
(

F(p) 3 ) (@m)T k2 + M2(k?)

2
D(q*). (3.18)
Para integrar expresiones en cuatro dimensiones se usan coordenadas hiperesfé-

ricas

d*k k3 sin? 6 sin pdkdOdpdp
® = (k—p)? =k +p*—2kpcosh, (3.19)

donde 6 el d4ngulo entre los momentos de los fermiones. Ademés
pelo2n], ¢el0,n], 00,7, Kk € (0,A?), (3.20)

yva que se ha introducido una regularizacién de las integrales a la escala A.
Integrando sobre las coordenadas angulares independientes

M(p®) 1 k2M (k2)F

2
For?) my+ — 53 dk T M) k2 / dfsin? 0D (q?), (3.21)

que es la ecuacién para la funcién de masa.

Para calcular la ecuacién para la funcién de renormalizacién de la funcién
de onda, la expresién dada por la ecuacién ([3.13) es multiplicada por y previo
al cdlculo de la traza, obteniendo asi

1 LN RER) [T
F?) 1‘@/0 dkm/ et
2_ . .p—p?
§ <2(k k ;;)Q(k p p)k~p). (3.22)

Nuestro primer objetivo serd resolver las ecuaciones (3.21) y (3.22)) el modelo
de Maris-Tandy.

3.1.2. Otros Observables

Algunos observables relevantes de los hadrones pueden obtenerse también
directamente del propagador del quark. Por ejemplo, el condensado quiral del
vacio, el cual se forma por las autointeracciones de las particulas y que por
lo tanto, proporciona un medio pegajoso en el cual los quarks de valencia se
propagan y adquieren masase calcula como

d'k
(2m)*

A
~(f) = lim NoTrp /

S(k), (3.23)
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donde N¢ = 3, ademas de que se calcula en el limite quital m; = 0. Un segundo
ejemplo es la constante de decaimiento del pién, que puede calcularse a través
de la ecuacién de Pagel-Stokar [58].

]{72

kQF(kZ) - M2(k2) fM(kZ)

2 _ 2 dM (k?)
Jr = _R/ (k2 + M (k?)) 2

e | (3:24)

3.1.3. Confinamiento en las Ecuaciones de Schwinger-Dyson

El fenémeno de confinamiento no se puede entender a partir de primeros
principios, debido a la imposibilidad de detectar estados de color, por lo que
solamente existe evidencia experimental de ello. Sin embargo, el confinamiento
del quark se encuentra decodificado en su propagador. Se puede observar a través
de la violacién del axioma de reflexiéon de positividad de Osterwalder-Schrader
[54]. El propagador del quark puede escribirse en el espacio Euclideano como

S(p) = _ip(au(pz) + Us(p2)7 (325)

donde las partes vectorial y escalar del propagador, o, (p?) y os(p?), estan ex-
presados en términos de la funcién de renormalizacién F(p?) y la funcién de
masa M (p?) como

2y _ F(p*)

Ul/(p ) - pg +M2(p2)’ (326)
oy _ FO)M@Pp*)

os(p°) = PP (3.27)

Se define el promedio espacial de la parte escalar escalar del propagador [56 57]

4
A(t) /d3x/(;i7£405(p2). (3.28)

Si esta funcién de Schwinger es positiva definida, entonces describe una excita-
cién estable. Por ejemplo, para una particula libre, A(t) = e~ /2, donde m
es la masa de la particula. En caso contrario, describe una particula confinada
[54]. Un ejemplo tipico es cuando la masa de la particula desarrolla una parte
imaginaria, m = a + ib, de modo que A(t) = e~ cos(bt + §). Si la particula es
compuesta, b puede entenderse como un ancho de decaimiento, pero si se esta
refiriendo a particulas fundamentales, entonces b # 0 indica que la particula
esta confinada.

Ahora ya se tienen las herramientas para calcular diferentes observables y
la tarea se reduce a proponer distintos modelos que se predigan o se ajusten a
resultados experimentales.

3.2. Modelo de Maris-Tandy para QCD

Con los elementos vistos en la secciéon anterior, ahora todo el trabajo se
reduce a calcular los observables mencionados para diferentes modelos. Para
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esta seccién, se pondrd a prueba el bien conocido modelo de Maris-Tandy [29].
Este modelo ha sido usado extensivamente en los estudios de fenomenologia de
hadrones que involucran a las ESD. La funcién de revestimiento de este modelo
es

471'2Dq2 2.2 87‘(2")/ Z(q2)
D(g) = — =L =0 /w m , 3.29
(9) w (7 + (1 + ¢2/Aqcep)?] (3.29)
donde
R —0.5GeV, Np—=4
’Ym - 32 _ 2NF, mz - . € ) F — )
T o= ée*—1, Aqep = 0.254GeV, w = 0.4GeV,

D = 0.93GeV?, Z(s):(lfe_@)/&

En la Figura[3:29]se muestra la solucién de la funcién de masa en el limite quiral
mp = 0. Se puede notar un crecimiento de la funciéon de masa en la region infra-
rroja, que muestra el rompimiento dindmico de la simetria quiral. Se encuentra
que la masa generada dindmicamente aparece dentro del rango de 300-500MeV,
como es esperado de la fenomenologia de quarks ligeros. Notese también que los
efectos no perturbativos dominan en la regiéon 0 < p? < 1GeV2. A altas energfas,
la funcién de masa cae suavemente hacia la masa asintoticamente corriente de
los quarks libres, que es una prediccién bien conocida desde hace anos en los
estudios de las ESD.

0.5

M(p?) (GeV)

=
.

0.0

107 0.001 0.1 10

p’ (GeV?)

Figura 3.7: Funciéon de masa del modelo MT para el limite quiral.

La funcién de renormalizacion de la funcién de onda se muestra en la Figura|3.8
En el siguiente secciéon se menciona su comportamiento dado que se compara
con la funcién de renormalizacion de otros modelos. Los valores obtenidos para
el condensado y fr son

— ()5 = 0.383316(GeV)3,  fr = 0.0842529GeV. (3.30)
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Figura 3.8: Funcién de renormalizacién para el modelo MT.

En la Figura se muestra que nuestro modelo es confinante; el minimo indica
que la funcién A(t) pasa por cero, esto indica que hay un cambio signo y por
tanto, no es positiva definida. El inverso de la posicién donde se localiza el pico
ayuda a dar un pardmetro de orden para el confinamiento; para este modelo co-
rresponde a una escala de unos cuantos MeV. En el siguiente capitulo se propone

INJA(E)]

1.0 15 20 3.0 3.0 7.0 10.0 150 200

t (Gev ")
Figura 3.9: Test de confinamiento para el Modelo MT.
un término de interaccién efectivo basados en el propagador vestido del gluén

con una ventana comforme. Nuestra meta es reproducir lo més cercanamente
posible el escenario descrito en este capitulo.



Capitulo 4

Modelo Para el Propagador
Vestido del Gluén

Con los resultados de los capitulos previos, ahora se puede hacer un estudio
del propagador instantaneo del gluén obtenido en el Capitulo 2. El modelo que
serd usado tratarda de reproducir la altura de la funcién de masa y ademads se
dard una prueba de confinamiento como en el Capitulo 3 para el modelo MT.
Por otro lado, tres propagadores “hermanos” al presentado en el Capitulo 2 son
presentados y comparados con el modelo MT.

Motivados por la forma del propagador instantdneo del gluén (ecuacién
(2.82)), se promueve la siguiente forma efectiva para la funcién de vestimiento
del gludn,

sin?

q
D(¢?) = eV (4.1)

29
/R

maés alla de la aproximacion instantanea, ajustando el valor de ¢ —que determina
la intensidad de la interaccién— con el fin de obtener una altura de la funcién
de masa lo mas cercana posible a la encontrada en el modelo de Maris-Tandy.
Ademas, se incluyen tres variantes para el revestimiento efectivo del gluén. Los
modelos son

Modelol : Struve : D(¢*) =c 2 (4.2)
: 2 sin(q)?
ModeloIT : Sinc : D(q”) = c—5—, (4.3)
q
ModeloITT :  StruveLineal : D(¢%) = ¢ 2/m (4.4)
. . q - q2 + 3a :
2 2
ModeloIV:  RGZ:  D(@)=e—9L 7 (4.5)

c—*
q4 + q2m2 + m4’

donde Hj(z) es la funcién de Struve. El Modelo II consite en una adaptacién

35
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a la forma funcional de la funcién de revestimiento mostrada en la ecuacién
; los cambios han sido absorbidos por la constante c. E1 Modelo III es una
linearizacién de la funcién Hi(x)/x? y el Modelo IV corresponde al propagador
que captura la generacién dindmica de masas para gluones en el escenario de
confinamiento de Gribov-Zwanzinger refinado [59, 60], con my, = 2.167GeV
(ecuacion ([.6)).

q* + mj

=2 4.6
q* + mpg® + mi (4.6)

D(q”)
Las funciones de revestimiento se pueden ver en la Figura [£.] con los valores ¢
mostrados en el Cuadro [£.] que arrojan una masa dindmica para los quarks de
alrededor de 500M eV. De esa figura, se observa que el revestimiento instantaneo
es finito en el infrarrojo y cae de manera oscilatoria en la forma 1/2% para los
Modelos I y II. Esas oscilaciones son el remanente de desdoblar un volumen finito
sobre uno infinito. Ademads, se espera que estos modelos sean validos a una escala
de p? < 1GeV? [55]. Las ecuaciones (3.21)) y han sido resueltas usando el

ff—— === === - -
sf  wea Model I
(] TR TR ST R PIE peryy

4 == DModelll

(\4’-‘ -

Z; Model IIT
it ==  Mode

Qo
2 —  ModelIV
1 L
(1] 3

10-% 0.001 0.1 10

q° (GeV?)

Figura 4.1: Revestimiento efectivo del gluon para los modelos 1 .

cbdigo del Apéndice B sustituyendo las funciones de revestimiento . En
la Figura [£.2] se muestra la funcién de masa de los cuatro modelos junto con el
valor de la funciéon de masa del modelo de MT. En dicha figura se puede apreciar
que los cinco modelos describen una masa dinamica de los quarks dentro de los
rangos fenomenolégicos aceptados. La funciéon de masa perteneciente al modelo
MT cae a cero de la forma dictada por Teoria de Perturbaciones antes que los
otros modelos, que van a cero de manera muy similar. Esto se traduce en un
valor mayor del condensado quiral como se muestra en el Cuadro [£.1}

Para la funciéon de renormalizacién de la funcién de onda, se obtienen re-
sultados distintos para cada modelo, tal como puede verse en la Figura
La funcién de renormalizacién para los modelos RGZ y Struve Lineal son muy
similares en el infrarojo, comenzando como una constante mayor que la uni-
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Modelo c M(0)(GeV) | —(Wp)3 (GeV)3 | fr(GeV)
MT 1 0.49 0.383316 0.0842529
Sinc 29.97 0.5 0.550076 0.163578

Struve 21.72 0.5 0.628169 0.2173

Struve Lineal | 28.88 0.5 0.648868 0.226299
RGZ 17.5 0.5 0.65344 0.231806

Cuadro 4.1: Valor de los observables para los diferentes modelos al ajustar a la
altura de la funcién de masa de MT.

e — ——
ween Model T i
04
= ~—— Model II
>
8 03 - - - Model Il
N&“ — Model IV
= MT
0.1}
0o}
10~ 0.001 0.1 10

p’ (GeV?)

Figura 4.2: Funcién de masa para diferentes modelos.
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dad y disminuyendo suavemente hasta el limite ultravioleta. Mientras que, por
otro lado, los modelos Struve y Sinc tiene un comportamiento bastante dife-
rente a momentum pequeno; especialmente el Sinc, que muestra oscilaciones a
momentum intermedio. Algo a notar es que ninguna se asemeja a la funcién de
renormalizacién del modelo MT, que es una constante menor que 1 en el limite
infrarojo, pero converge a 1 conforme p crece. Esto indica que la renormalizacion
de la funcién de onda que se obtiene en nuestros modelos no seré necesariamente
igual a la del modelo MT, excepto el limite ultravioleta, donde todos los modelos
covergen al mismo valor F(p?) = 1, como se espera en el limite perturbativo.

1'3'“--“--“--—---.--_,.
12} -
s Modiel 1
1.1t
~ Model I
& 1O} e - i e
o - = =« Model ITT
W po ’
— Model IV
08 - :
o i m ’
0.7
osf, » .
10-° 0.001 0.1 10

p’ (GeV?)

Figura 4.3: Renormalizacién de la funcién de masa para diferentes modelos al
ajustar a la altura de la funcién de masa de MT.

La diferencia cualitativa de la solucién a la ecuacién de gap con el propagador
gluénico en estudio se refleja en que no solo el condensado quiral, sino también
la constante de decaimiento leptéonico del pidn se sobreestiman, como se muestra
en la tltima columna del Cuadro 4.1. A groso modo, (¢{)) y fr para nuestros
modelos son al menos el doble que en el modelo MT. Por otro lado, en la
Figura[4.4) se muestra la prueba de confinamiento hecha sobre los propagadores
obtenidos dindmicamente con los distintos modelos. En esta ocasién, se nota
que el modelo MT tiene una escala de confinamiento menor a la de los modelos
propuestos.

Debido a que en los observables hadrénicos no es la masa constituyente de
los quarks, sino el condensado quiral lo que se determina experimentalmente,
ahora se procede a ajustar la constante ¢ para obtener un condensado quiral
similar al del modelo MT. Los resultados obtenidos se muestran en las Figuras
(4.5)-([.8) y en el Cuadro

En la Figura[4.5|se nota que cada modelo debe pesarse de forma distinta para
obtener valores similares del condensado quiral. La masa gluénica mas grande
se obtiene con el Modelo IV. En la Figura puede apreciar una dramética
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Figura 4.4: Test de confinamiento para los diferentes modelos al ajustar a la
altura de la funcién de masa de MT.

Modelo c | M) (GeV) | —()3 (GeV)3 | fr(GeV)
MT 1 0.49 0.383316 0.0842529
Sinc 25.4 0.0916076 0.39574 0.049967

Struve 20.23 | 0.0835128 0.435361 0.0578297

Struve Lineal | 27.5 0.0605863 0.410522 0.0451153
RGZ 16.66 | 0.0530895 0.400321 0.0412857

Cuadro 4.2: Resultados cuando se ajusta al condensado del modelo MT

6 ————————
— — 8 ~
5 e §
wo Model T
”
4
P e 11 | EE
o -
=3
ey == Model III
T =  ModelIV
1
0 " " L L
10°° 0.001 0.1 10
2 2
g (GeV)

Figura 4.5: Revestimiento efectivo del gluon ajustando al condensado de MT.
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Figura 4.6: Funciéon de masa para diferentes modelos ajustando al condensado
de MT.
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Figura 4.7: Renormalizacién de la funcién de masa para diferentes modelos ajus-
tando al condensado de MT.
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Figura 4.8: Test de confinamiento para los diferentes modelos ajustando al con-
densado de MT.

calda en la funcién de masa (menor de 0.1GeV para todos los modelos) y un
incremento bastante considerable en la escala de confinamiento (Figura .
Por otro lado, la constante de decaimiento del pién decrece aproximadamente a
la mitad del valor obtenido en el modelo MT (Cuadro .

Con el fin de tener una mejor aproximacion en el infrarojo, se propone una
constante de acoplamiento que dependa del momento. Se va a tomar un caso en
que la constante ¢ dependa del momento en la forma [61]

9 ap + a1q? T™Ym
c =C + , 4.7
(@) (1 + a2q® + azq* + asq®  In(e+ qz)) 4.7

donde

ag = 1.47 ayp = 0.881 a9 = 0.314
a3 = 0.00986 a4 = 0.00168, (4.8)

la constante C' se ajusta para obtener la altura de la funcién de masa igual que
en el modelo de MT.

Los resultados obtenidos se muestran en las Figuras [{.94.12]

Se puede apreciar que en la funcién de masa (Figura la caida de todos
los modelos se ha suavizado —especialmente en el Modelo IT donde las oscilaciones
han desaparecido — y ocurre un poco antes que la mostrada en la Figura [£.2]
Por otro lado, la funcién de renormalizaciéon ha cambiado de manera bastante
notable para los Modelos I, IIT y IV y solamente tiene un ligero cambio en el
modelo IT —las oscilaciones vuelven a desaparecer—.

Finalmente, en la prueba de confinamiento (Figura no se nota cambio
significativo, pero se puede ver un ligero desplazamiento hacia la izquierda al
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Figura 4.9: Revestimiento efectivo del gluon para los modelos (4.3}l4.5) con ¢ =
¢(q) y ajustando la altura de la funcién de masa a la de MT.

Modelo C | M0)(GeV) | —(W)3(GeV)s | f-(GeV)
MT 1 0.49 0.383316 0.0842529
Sinc 16.5 0.5 00.495219 0.138744

Struve 23.58 0.5 0.565258 0.184668

Struve Lineal | 26.9 0.5 0.562951 0.177719
RGZ 16.05 0.5 0.571528 0.183999

Cuadro 4.3: Resultados obtenidos al proponer una constante que depende del
momento

comparar directamente el confinamiento para un modelos, dicha comparacion
se muestra en la Figura para el Modelo II. El Cuadro muestra que
los valores observables obtenidos son més cercanos a aquellos obtenidos con
el Modelo MT que los mostrados en el Cuadro Con esto se concluye la
presentacion de nuestro trabajo.
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Figura 4.10: Funcién de masa para diferentes modelos con ¢ = ¢(g?).
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Figura 4.11: Renormalizacién de la funcién de masa para diferentes modelos con
¢ = c(g?).
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Figura 4.12: Test de confinamiento para los diferentes modelos con ¢ = ¢(q?).
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Figura 4.13: Test de confinamiento para los diferentes modelos. La linea verde
representa al modelo con ¢ = ¢(g?).



Capitulo 5

Conclusiones y
Consideraciones Finales

En esta tesis, se han explorado dos diferentes caras del confinamiento: el pri-
mero en el sentido de una dindmica espacial efectiva para quarks y gluones sobre
un volumen finito delimitado por el potencial — cot; del cual se han obtenido
las primeras soluciones tomando | = 0. La otra cara es dentro de la descripciéon
tedrica del confinamiento de quarks a través de las ESD. En cualquier sistema
dado, las restriciones espaciales siempre son consideradas en teorias clasicas sin
preocuparse mucho sobre la naturaleza de tales restricciones. Por otro lado, de
QCD se sabe que no hay estados de color libres, hecho confirmado por experi-
mentos. Sin embargo, la dindmica espacial de quarks y gluones es un problema
abierto. El potencial de Cornell puede considerarse como una primera aproxi-
macién al potencial — cot. La transformada de Fourier al espacio de momentos
puede verse como la funciéon de revestimiento instantanea del gluén y toma la
forma vista en la ecuacion (4.1)).

Se ha adoptado tal funcién de revestimiento en una forma efectiva para
incluir confinamiento espacial en nuestro modelo, y entonces, se estudia el RDSQ
y confinamiento por medio de las ESD para el propagador del quark. Se observa
un crecimiento dindmico de la funcién de masa M (p?) en la regién infrarroja
dirigida por el propagador efectivo del gluén, que también provee la caida 1/p?
esperada en el dominio perturbativo. Los efectos de desdoblar un volumen finito
dentro de un espacio infinito no modifica la forma asintética de M (p?) como se
ve en la Figura [4.2] El propagador viola el axioma de reflexiéon de positividad,
como se observa en su promedio espacial (Figura , indicando que la funcién
de revestimiento efectivo es responsable para el confinamiento de quarks. Este
es el resultado principal que presenta esta tesis.

Por otro lado, cuando se trato de ajustar a la altura de la funcién de masa
del modelo MT se obtuvo un valor del condensado méas grande y una constante
de decaimiento del pién un poco mas del doble (Cuadro , ademds de que
da una escala de confinamiento relativamente mayor (Figura . Dado que,
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experimentalmente, es el condensado quiral y no la masa constituyente de los
quarks lo que afecta a las observables hadroénicas, cuando se traté de ajustar
el condensado (Cuadro [£.2), la funcién de masa cae draméticamente (Figura
, la escala de confinamiento crece demasiado pero el valor de la constante
del decaimiento del pién se vuelve aproximadamente la mitad a la del modelo
MT. La leccién fundamental de este ejercicio es que las predicciones del modelo
solo deben considerarse dentro de su rango de validez. Dado que los modelos
potenciales discutidos en este trabajo son validos a escalas menores que 1GeV,
un acoplamiento que capture de manera adecuada los efectos infrarojos del mo-
delo y su transicién al dominio de libertad asintética es deseable para extender
el poder predictivo de estos modelos. Los resultados obtenidos en esta tesis
posteriormente seran mostrados en un articulo que se encuentra en preparacion.

La motivacién para trabajos futuros consiste en una refinacién de la fun-
cién de revestimiento dada por la ecuacién . Un primer intento se di6 al
agregar una constante de acoplamiento con dependencia del momento dada por
la ecuacion . Aunque la mejora en los resultados no es significativamen-
te importante, al menos indica que los modelos efectivos del gluén propuestos
pueden mejorarse y ademas seguir mostrando confinamiento (Figura. Ade-
mas, se debe renormalizar apropiadamente las ecuaciones dindmicas para ajustar
apropiadamente los pardmetros del modelo en el contexto de las ecuaciones de
Schwinger-Dyson. Como idea principal se tiene el resolver las ecuaciones
y (3.22) a temperatura finita.



Apéndice A
Lagrangiano de QCD

La densidad Lagrangiana completa para QCD (Cromodindmica Cudntica,
mas general para fermiones interactuando dentro del esquema de un grupo no
Abeliano, QCD corresponde cuando el grupo es G = SU(3)), estd dado por

1 i~ -
Loep = *ZFL}DF”W + iy (Dpth) e — mibribr, (A1)

donde se puede poner m = 0 si los fermiones (quarks) son considerados sin

masa. Los elementos que conforman a la ecuacién (A.1) son el tensor de fuerza
a

fuerte F}j, dado por

Fl, = 0,4, —0,A] — gf“bcAZA,C/ =—F7 (A.2)

v

donde A, es el campo de norma, f@¢ son constantes reales completamente anti-
simétricas identificadas como las constantes de estructura del grupo de simetria;
D,, es la derivada covariante que actiia sobre la funcién de onda como

Dbk = Opthi + igTi Ajbr = (00K + igTi A, ). (A.3)

Aqui, los T%’s representan los generadores del grupo de simetria interno G y se
asumen Hermitianos. Los generadores satisfacen el algebra de Lie del grupo de
Lie G que tiene la forma

[T, T =4 febeTe, (A.4)

y la identidad de Jacobi asociada con esta algebra es
([T, T, T + [T, T, T%] + [[T°, T¢], T"] = 0. (A.5)

De acuerdo al modelo de quarks, cada sabor de quark viene en tres colores —
verde, azul y rojo. Por estd razon los operadores Hermitianos son matrices 3 x 3,
las cuales pueden escribirse en términos de 9 niimeros reales ay,as,...ag y 0

H=01+X-a, (A.6)
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donde 1 es la matriz unitaria 3 x 3,  representa un factor de fase y A1, Ag,..., Ag
son las matrices de Gell-Mann denotadas por

01 0 0 —i 0 1 0 0
AM=11 0 0 XM=[i:i 0 0 NM=[0 -1 0
00 0 0 0 0 0 0 0
00 1 0 0 —i 00 0
M=|000 NX=|l00 0 N=10 01 (A7)
1 00 i 0 0 01 0
00 0 1 1 0 0
A= 0 0 —i N=—1_01 o0
0 i 0 V3l 1 -2

y el producto punto denota la suma de 1 a 8

X~d':)\1a1+)\2a2+~~+)\8a8. (AS)



Apéndice B

Programa usado para
resolver las ESD

Para resolver numéricamente las ecuaciones (3.21)) y (3.22]) se ha usado el
siguiente c6digo en Mathematica 7.0 es

m = 30;

pmin = 107-5;

pmax = 500;

lambda = Log[10]/m;
bb = 0;

cc = \[Pi];

y = pmin;

nr = IntegerPart[(Log[10, pmax] - Log[10, pmin]) m + 1];
\[Capitallambda] = 0.234;

w = 0.4;

Dd =
mt =
\ [Taul
\ [Gamma]
\[Mu] = 19;
mq = 0;

3;
E"2 - 1;
= 12/(33 - 8);

0.
0.

I o ©

Dolh = pmin Exp[(j - 1) lambdal (Expl[lambdal - 1); p[jl = N[yl;
y =y +h, {j, 1, nr}]

Dolstrip[j]l = (p[j + 11 - p[j - 11)/2, {j, 2, nr - 1}]
strip[1] = (p[2] - pl[11)/2;
strip[nr] = (plnr] - plor - 11)/2;

MT[k_] := ((2 \[Pi])~2 Dd)/w~6 k*Exp[-k/w~2] +
2 (2 \[Pi])~2*\[Gamma]* (1 - Exp[-k/(4 mt~2)])/ (k*
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Log[\[Taul + (1 + k/\[CapitalLambdal~2)"2]); (*en esta parte se cambia
el modelo que vaya a ser usadox*)

fflk_, p_, x_] := MT[k + p - 2 Sqrt[k p] Cos[x]]

For[i =1, i <= nr, i++,
For[j =1, j <= nr, j++,
angularM[i, j] =
NIntegrate[Sin[x]~2 ff[p[i], p[jl, %], {x, 0, Pi}];
angularF[i, j] =
NIntegrate[
Sin[x]"2 ff[plil, pl[jl,
x] (Sqrtlpli]l pl[jl] Cos[x] +
2/(pli]l + pl[j] -
2 Sqrtlplil pl[jl] Cos[x]) (plil -
Sart[pli]l p[jl] Cos[x]) (Sqrtlpli]l p[jl]l Cos[x] -
plj1)), {x, 0, Pi}11];

Do[angularFren[i] =
NIntegrate[
Sin[x]"2 ff[pl[il, \[Mul~2,
x] (Sqrtlpli] \[Mul~2] Cos[x] +
2/(pli]l + \[Mu]l~2 -
2 Sqrt[pli] \[Mul~2] Cos[x]) (pl[i] -
Sart[pl[i] \[Mul~2] Cos[x]) (Sqrtlpl[il \[Mul~2]
Cos[x] - \[Mul~2)), {x, 0, Pi}];
angularMren[i] =
NIntegrate[Sin[x]~2 ff[p[i]l, \[Mul~2, x], {x, 0, Pi}], {i, 1, nr}]

Do [{kerM[i, j] =
1/(2 (\[Pi173) ) (p[il*M[il*F[il*F[j1)/(
pli]l + M[i]~2) (angularM[i, j] - angularMren[i]),
kerF[i, j] =
1/7(6 (\[Pil73) ) (p[ilxF[i] F[j1)/(
pli]l + M[i172) (angularF[i, jl1/pl[j] -
angularFren[i]/\[Mul~2)}, {i, 1, nr}, {j, 1, nr}];
Do [{kernintM[j] = mq F[j] + \!\(
\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]\), \(i
strip[i1\)\),
kernintF[j] = 1 - \!\(
\*UnderoverscriptBox [\ (\ [Sum]\), \ (i
strip[i1\)\)}, {j, 1, nr}l;

1N, Nmr\) I\ (kerM[i, jIx*

1N, \ar\)I\(kerF[i, jl*

Minic = Interpolation[minil;
Finic = Interpolation[fini];
Ecs = Table[{F[i] == kernintF[il}, {i, 1, nr}] \[Union]
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Table[M[i] == kernintM[i]l, {i, 1, nr}];

CondIni =
Table[{F[i], 0.6 Finic[p[il], 1.1 Finic[p[i]1]1}, {i, 1,
nr}] \[Union]
Table[{M[i], 0.6 Minic[p[i]] , 1.1 Minic[p[i]l] }, {i, 1, nr}];

Res = FindRoot[Ecs, CondIni, MaxIterations -> 1500]

ListLogLinearPlot [TablaF, PlotRange -> All]
ListLogLinearPlot [TablaM, PlotRange -> All]
ListLogLinearPlot[TablaZ, PlotRange -> All]

Do[\[Sigmals[j] = (-M[j] F[j1)/(p[j] + M[j1"2) /. Res, {j, nr}l;
Tabla\[Sigmalsrencb1750 = Table[{p[jl, \[Sigmals[jl}, {j, 1, nr}];
ListLogLinearPlot [Tabla\[Sigmal srencb1750, PlotRange -> All]

Condensado =
Re[(3/(8 \[Pi]) Sum[ \[Sigmals[i] strip[i], {i, nr}])~(1/3)]

Promedio =
Table [{t,
Log[Abs[1/(2 \[Pi])
Sum[1/Sqrt[p[il] Cos[t Sqrt[pl[il]] \[Sigmals[i] strip[i], {i,
nr}]11}, {t, 1, 20, 0.01}];
ListLogLinearPlot [Promedio,
AxesLabel -> {t, "ln|\[CapitalDelta][t]|"}, PlotRange -> All]

MM
FF

Interpolation[Table[{p[i], -M[i] /. Res}, {i, 1, nr}]]
Interpolation[Table[{p[i], F[i] /. Res}, {i, 1, nr}]]

fpi = (3/(4 \[Pi]l~2)
NIntegrate[(
k FF[k] MM[k])/(k + MM[k]1"2)"2 (MM[k] - k/2 MM’ [k]), {k, p[1],
plnrl}1)~(1/2)
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