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Introduccion

Un derivado financiero es un instrumento que depende (deriva) de otro y que actia
como una especie de seguro contra los cambios de valor del activo o del bien del cual
se deriva. Para nosotros, es de especial interés un tipo de derivados financieros llamado
opciones.

Una opcidén es un documento que nos da el derecho (pero no la obligacién) de comprar
o vender una accién a un precio que se fija previamente (precio de ejercicio), independien-
temente de la variacién del precio de la acciéon en el mercado. Se tiene derecho de ejercer
la opcion hasta que concluya el llamado tiempo de maduracién, que también esta especi-
ficado en la opcién. Una primera clasificacién de las opciones es en put y call.

Una opcién de tipo put es el documento que da el derecho al poseedor a vender una
accion (del inglés, put to). Una opcién de tipo call permite al poseedor comprar una accién
(del inglés, call for) al precio que se especifica.

Es claro que si se es el poseedor de una opcién call y el precio en el mercado de la accién
es superior que el precio de ejercicio, uno puede ejercer la opcion y vender inmediatamente
la accién, obteniendo como ganancia la diferencia de precios. Pasa algo parecido con una
opcion put, si el precio en el mercado esta por debajo del precio de ejercicio, uno ejerce
la opcion y vende la accién mejor que como se podria vender en el mercado.

Las opciones de ambos tipos también pueden clasificarse de acuerdo a su fecha de
ejercicio. Una opcién europea puede ejercerse unicamente a la fecha de maduracion, en
cambio, una opciéon americana puede ejercerse durante cualquier momento antes de la
fecha de maduracién.

En un caso real, si el poseedor de la opcion decide no ejercerla por que no le conviene,
debe pagar una pequena cantidad al vendedor de la opcién, de cualquier manera, esta
cantidad no es comparable con la pérdida que re-presentaria ejercer una opcién que no
conviniera a los intereses del poseedor.

El problema de valuaciéon de opciones consiste en encontrar un valor para la opcion
que sea justo tanto para el comprador como para el vendedor.

En 1973, Fischer Black y Myron Scholes obtuvieron una férmula para calcular el valor



justo de una opcion europea. Ellos utilizaron matematicas de alto nivel para deducir dicha
férmula, sin embargo, en 1979, Cox, Ross y Rubinstein obtuvieron la misma férmula a
través de un modelo discreto relativamente simple. Discutiremos un poco este modelo

porque es la base para la teoria que desarrollaremos sobre opciones americanas.

Para una opcién americana tenemos dos problemas que estan generando un campo
de investigacion muy activo. El primer problema se refiere al tiempo 6ptimo de ejercicio
de una opcién. Es claro que si se observan ciertas tendencias en el mercado al alza o a
la baja del precio de una accién tenemos de alguna manera mas informacion para poder
decidir cuél es el mejor momento para ejercer la opcién (pensando desde la perspectiva
del comprador). Por otro lado, estd el problema de valuacién de opciones. Para este
caso, no existe una férmula cerrada como en el caso europeo. Ademds, pensando que el
comprador va a tomar una estrategia inteligente para ejercer su opcién, el vendedor debe
estar preparado para poder responder al comprador. Nos centraremos en el problema
de encontrar tiempos 6ptimos y en la manera que, conociendo estos tiempos éptimos, el

vendedor debe prepararse para responder al comprador.

Ninguno de nuestros problemas centrales puede resolverse eficazmente con compu-
tadora, razon por la cual es necesario buscar soluciones alternativas. Como veremos mas
adelante, la necesidad de buscar otros métodos viene del crecimiento exponencial de las

variables involucradas.

En el primer capitulo, introduciremos algunos conceptos de probabilidad esenciales
para la comprension del material expuesto. En el segundo capitulo introduciremos algunas
ideas sobre martingalas y procesos estocasticos. El valor de una accién cambia con el
tiempo de manera aleatoria y, en general, impredecible, sin embargo, haciendo ciertas
suposiciones sobre esta variacion en el precio de la accion y observando la evolucion en el
precio desde el momento inicial hasta el dia de hoy, podemos tomar decisiones sobre ejercer
o no la opcion. El tercer capitulo introduce el modelo discreto de Cox, Ross y Rubinstein
que utilizaremos para describir la variacion en el precio de la accién. En el cuarto capitulo
construiremos una herramienta que ayudara al comprador a escoger estrategias éptimas
para maximizar sus ganancias, la envolvente de Snell. En el ultimo capitulo, discutiremos
la cobertura de reclamos contingentes para el caso de opciones americanas: el vendedor de
la opcidén tiene que estar preparado para poder responder al comprador de la opcién (esto
es, tiene que disponer de suficientes activos para evitar llegar él mismo a la bancarrota),

suponiendo que el comprador buscara siempre maximizar sus ganancias.

Como cualquier modelo matematico, el modelo que presentamos estd sujeto a muchas

restricciones que a primera vista parecen demasiado desconectadas de la realidad. Hay



que tener en cuenta que es valido suponer condiciones ideales por simplicidad, pero que
estas condiciones no se mantendran por mucho tiempo. Este fue el gran error de Black y
Scholes en su vida practica: una compania que fundaron ellos, que se dedicaria a aprove-
charse de las oportunidades de arbitraje en el mercado (i.e. enriquecimiento sin inversién )
quebré espectacularmente al poco tiempo, estando cerca de crear un colapso en el merca-
do mundial en 1997. La razén esencial del fracaso fue un cambio imprevisto en la politica

rusa que no estaba contemplado en el modelo.
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Capitulo 1

Probabilidad

1.1. Conceptos basicos

Como hemos mencionado ya en la introduccién, en este capitulo presentaremos al-
gunos conceptos basicos de probabilidad que nos permitiran comprender el material que

expondremos.

Definicién 1.1.1. Sea Q un conjunto. La potencia de (), denotada por o(f), es el

conjunto cuyos elementos son los subconjuntos de 2.

Observaciéon 1.1.2. Si ) es un conjunto finito con N elementos, la cardinalidad de p(€2)

es 2V,

Definicién 1.1.3. Un espacio de probabilidad finito es un par ordenado (Q2,P) donde
Q es un conjunto finito no vacio, llamado espacio muestral yP : p(2) — R una funcion

que satisface:

(1) Para todo A C €.
0<P(A) <1.

(2) P(Q) = 1.
(8) Si A, B son subconjuntos ajenos de ), se tiene que:

P(AU B) = P(A) + P(B).

Decimos que los subconjuntos de €2 son eventos.
Observemos que la ultima propiedad puede extenderse para uniones finitas de subcon-
juntos ajenos por parejas, utilizando induccion matematica. Este hecho lo utilizamos en

el siguiente lema, el cual a su vez nos facilitara algunos cédlculos.

7



8 CAPITULO 1. PROBABILIDAD

Definicién 1.1.4. Una coleccion de subconjuntos Ey, Es, ..., Ey de Q) es una particion

st se satisfacen las siguientes propiedades:
(1) UL B =9,
(2) E;NE; =0, # j.
Los subconjuntos Ey, Es, ..., Ey se llaman bloques de la particion.

Lema 1.1.5. Sea F1, Es, ..., By, una particion de ). Entonces, para todo A C €,

k

P(A) =) P(ANE;).

1=1

Demostracion. Tenemos que A = Ule AN E;. Ademas, se tiene que

(ANE)N(ANE;) =0, i#j
de donde

Definicién 1.1.6. Una variable aleatoria X es una funcion
X:Q—-R.

En nuestro caso, una variable aleatoria corresponde a los valores finales de los activos
en los que estamos invirtiendo, dado que estos activos tuvieron una ”historia” (i.e. subieron
y bajaron de precio a lo largo de un cierto intervalo de tiempo).

Se acostumbra escribir {X = z;} en lugar de {w; € Q|X(w;) = x;}. De la misma
manera, se escribe P(X = z;) en lugar de P({w; € Q| X (w;) = z;}).

Definicién 1.1.7. Dos eventos A y B son independientes si
P(AN B) =P(A)P(B).

Esta definicién de independencia puede parecer un poco artificial, pero quedara claro

mas adelante.

Definicién 1.1.8. Sea X wariable aleatoria. El valor esperado o esperanza de X

esta dado por:

Ep(X) = Z X (wi)P(w;).
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Pensemos en la idea detras de esta definicion. La esperanza es un promedio de los
valores que puede tomar la variable aleatoria, pesados con respecto a su probabilidad.

Consideremos ahora una variable aleatoria X y supongamos que toma un conjunto
finito de valores {x1,..., 2, } (todo el tiempo consideraremos espacios muestrales finitos,
por lo que es valido hacer esta suposicién). Observemos que los conjuntos {X = z1},{X =
x9}, ..., {X = z,,} inducen una particién sobre (2. Llamamos a esta particién la particién

inducida por X. Utilizaremos esta idea para demostrar el siguiente:

Teorema 1.1.9. Sea RV (Q)) el espacio de las variables aleatorias definidas sobre Q.
Entonces el funcional dado por € : RV (2) — R es lineal.

Demostracion. De la definicién es inmediato que £(aX) = a&(X) para X una variable
aleatoria y a € R.

Sea {x1,z5...,x,} el rango de X v {y1,vy2...,ym} el rango de Y. Observemos que
a cada evento en (2 le corresponde un tnico valor de la forma z; + y;, pues cada evento
pertenece a un unico bloque de la particién inducida por X y a un tnico bloque de la

particién inducida por Y. Por el lema (?7) se tiene que:

n

EX + V)= ) (@i+y)PX =2nY =y,
=1 j=1

_ ZZ LP(X =2nY =)+ > Y yP(X =z;nY =y;)

i=1 j=1

= ZxZZP _xiﬁY:yj)vLZijP(XZ%'ﬂyzyj)
j=1 =1

- Z nP(X =2)+ Y yP(Y =y;)

= S(X)+EY), -

que es lo que queriamos demostrar.
]

La esperanza de una variable aleatoria es una constante que aproxima bien (en algun
sentido, que puntualizaremos enseguida) a la variable aleatoria. Esta propiedad es esencial
para tener una comprension intuitiva de muchos de los resultados que demostraremos.

Para ello, demostramos antes el siguiente lema.



10 CAPITULO 1. PROBABILIDAD

Definicién 1.1.10. Sea X wuna variable aleatoria con valor esperado . La varianza de
X es
0% = Var(X) = E((X — p)*)

y la desviacion estandar la raiz cuadrada positiva de la varianza

ox =SD(X) =+ Var(X).

La desviacién estandar es el analogo estadistico del momento de inercia. El momento
de inercia es una medida de dispersién de un conjunto de masas que estan a cierta distancia
del centro de inercia. En nuestro caso, las probabilidades de cada uno de los eventos son
las masas y la distancia es la diferencia entre la esperanza (el anédlogo al centro de inercia
de la distribucién) y cada uno de los distintos valores de la variable aleatoria. En este
sentido, la esperanza aproxima de una buena manera a los valores de la variable aleatoria.
Es valido entonces pensar en la esperanza como el promedio de valores de la variable

aleatoria.

Lema 1.1.11. Si escribimos E(X) = p, para todo ¢ € R
E[(X = )] < E[(X — )]

y se cumple la 1qualdad sty solo si c = p.

Demostracion.

E(X =) = ENX —p)+(n—0)]
= E[(X = w)") + E[(n— e)’] + 2 [(X — p)(pe = ©)]

, por linealidad obtenemos que:

EIX =p)(p =)l = (p = )X = p)]

Pero £(X — pu) = 0 (esto es inmediato por la definicién). Se sigue que

EX =0 = E(X —p)+(p—0o]
= EX —p)?+E(n—c) 2 EX —p)?

con la igualdad si y sélo si ¢ = p.

Una aplicacién inmediata de la linealidad es el siguiente resultado.
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Lema 1.1.12. Si P es una funcion de probabilidad fuertemente positiva, esto es,
P(w) >0, Yw € Q
y ademas, X,Y son variables aleatorias que satisfacen
X <Y, EX)=£&(Y)
entonces X =Y.

Demostracion. Tenemos que 0 = E(Y)—E(X) = E(Y — X). Pero como Y (w) — X (w) > 0,
se tiene que :
EY —X)=> [Y(w) - X(w)|P(w) >0
wel)

de donde concluimos que ambas variables aleatorias son iguales. I

La particién inducida por una variable aleatoria tiene una propiedad muy importante:
por la manera en que la construimos, la variable aleatoria X es constante en cada uno
de los bloques de la particion: en cada bloque una constante diferente. Esta propiedad la

expresamos en la siguiente definicién.

Definicién 1.1.13. Sea P una particion de ). Una variable aleatoria X en €2 es P-

medzible si X es constante en cada bloque de P.

Observemos que la particién inducida por una variable aleatoria es una particién en la
que esta variable aleatoria es medible. Sin embargo, podemos pensar en particiones donde
esta misma variable aleatoria sea medible y que no sean necesariamente las inducidas por

ella.

Definiciéon 1.1.14. Dados dos eventos, A, B, la probabilidad de que suceda el evento A

sabiendo que acontecio el evento B estd dada por:

P(AN B)

PIAIB) =~

Ahora es mas clara y natural nuestra definicién de independencia de eventos. Si dos
eventos A y B son independientes, la probabilidad condicional P(A|B) es simplemente
P(A), en este caso, recuperamos la definicién de independencia que teniamos.

Combinando nuestra nueva definicién con la definicién de esperanza, tenemos un nuevo

concepto.
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Definicién 1.1.15. La esperanza condicional respecto al evento A

E(X|A) = ﬁ S X (@)P(w)

donde A es un evento tal que P(A) > 0.

Hemos considerado la esperanza de una variable aleatoria sabiendo que ocurrié un
evento. Si tenemos una particion P = {By, By, ..., B,} de ), tiene sentido pensar en la
esperanza condicional respecto a una particién, extendiendo simplemente la definicién de

esperanza condicional respecto a un evento de la manera natural.

Definicién 1.1.16. Sea (€2, P) un espacio de probabilidad finito, con una particion P dada
por P ={By,Bs,...,B,} tal que P(B;) > 0 para toda i. La esperanza condicional de

una vartable aleatoria X respecto a la particion P es una vartable aleatoria

Ep(X|P): Q- R,
dada por

g]}D(XWD) — g]P’(X|Bl)]-B1 + g]p(X|BQ)]_Bz + ...+ g]P’(X|Bn)]-Bn

1 we BZ’,
1Bi(w) = {

donde

0 en otro caso.

Ejemplo 1.1.17. Consideremos un dado que se lanza una vez. Sea Q = {1,2,3,4,5,6} el
conjunto de resultados posibles. Sea X la inclusion de 2 en R. Por ultimo, digamos que

P es la particion

P ={{1,6},{2,3}{4,5}}
hacemos ahora
Bl - {1,6}, B2 = {2,3}, Bg - {4,5}

De acuerdo a la definicion de esperanza condicional, tenemos que:

8]P>(X|P) - g]P(X|Bl)1B1 -+ g]P(X|Bg)1BQ + 5[@(X|Bg)133.

por otra parte,

E(X|B) = 1-=+6-

Ep(X|By) = 2--+3-

N O] O]

— DO
N =N =N -

E(X|Bs) = 4--+5-
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1

ya que, para nuestro caso, la probabilidad condicional dado cada uno de los bloques es 5.

Entonces,
%, w=1,6
g]P’(X|P)(w) = %a W= 273
g, w=4,5.

Introduciremos un lema que nos sera de utilidad después, aunque de momento parezca

un poco fuera de contexto.

Lema 1.1.18. Sean X,Y dos variables aleatorias definidas sobre un espacio muestral §2

y sea P una particion de §2. Se tiene que:
max{&(X|P),E(Y|P)} < E(max{X, Y }[P)

Demostracion. Observemos que el funcional £(-|P) respeta el orden, es decir, si una va-
riable aleatoria es mayor o igual que otra, al tomar la esperanza condicional respecto a
una particion, la esperanza condicional de la primera variable sigue siendo mayor o igual
que la segunda. Esto es inmediato de la definicién. Como max{X,Y} > XY se sigue

inmediatamente la desigualdad. O

Hemos dicho que en cierto sentido la esperanza es el promedio de los valores de la va-
riable aleatoria. Dada una particion, la esperanza condicional con respecto a esta particion
es aquella funcion que es constante en los bloques de la particién y que mejor aproxima a
la variable aleatoria (siempre pensando en el sentido de aproximacién cuadratica media).

Una propiedad muy importante es la siguiente.

Teorema 1.1.19. (Propiedad de las torres) Si Q es una particion mds fina que P (es

decir, los bloques de Q estdn contenidos en los bloques de P), se tiene que:

E(E(XIP)IQ) = E(X|P) = E(E(X|Q)[P).

En otras palabras, la esperanza puede tomarse en cualquier orden, finalmente lo unico que

cuenta es la esperanza en la particion mds gruesa.

Demostracion. Sea B un bloque de Q y sea A el bloque de P tal que B C A. La funcién
E(X|P) es constante en este bloque, y en particular en B, por lo que £(E(X|A)|B) =
E(X|A). Haciendo esto para cada bloque de Q, obtenemos que E(E(X|P)|Q) = E(X|P).

La otra igualdad es analoga. O
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Capitulo 2

Martingalas y procesos estocasticos

En este capitulo introduciremos las definiciones de martingalas y procesos estocésticos.
Las martingalas eran una estrategia de juego utilizada en Francia durante la época de la
Revolucion, que se aseguraba que siempre permitia ganar en algunos juegos de azar.
Supongamos que estamos apostando a una moneda. La estrategia consiste en apostar
el doble cada vez que perdamos. De esta manera, si la moneda es justa, después de
una sucesion de pérdidas vendra alguna ganancia; en este momento, un calculo sencillo
nos permite ver que recuperamos la cantidad perdida. El truco consistia entonces en
retirarse en cuanto se hubiera empezado a ganar. Los casinos modernos tienen maneras
de prohibir el uso de esta estrategia, limitando su utilizacién o limitando las cantidades

que se apuestan.

2.1. Martingalas en conjuntos discretos

Hay toda una teoria en torno a las martingalas. Nosotros estudiaremos el caso discreto,

que es relativamente simple.

Definicién 2.1.1. Un proceso estocdstico finito en un espacio muestral ) es una sucesion

Xo, X1,..., Xy de variables aleatorias definidas en ).

Definicién 2.1.2. Una sucesion F = (Py,Py,...,Py) de particiones de un conjunto

Q= (w1, ws,...wy) tales que:
Po <P <...<Pn
donde < significa "mds gruesa que”se llama filtracion.

Definicién 2.1.3. Dada una filtracion F = (Py, Py, ..., Py) decimos que un proceso
estocastico X = (Xo, X1,..., Xy) es una F-martingala si X estd adaptado a F, es decir,
X, es P;-medible y

15



16 CAPITULO 2. MARTINGALAS Y PROCESOS ESTOCASTICOS

E(Xpi1|Pr) = X
Observaciéon 2.1.4. De la definicion, es inmediato que
E(Xk|Pr) = X

Las martingalas modelan juegos justos, es decir, juegos donde la ganancia esperada de
un turno a otro es cero.

Gracias a la propiedad de las torres que enunciamos arriba, tenemos que:

Proposicién 2.1.5. $iX = (Xo, X1, ..., Xy) es una F-martingala donde F = (Po, Py, ..., Pn),
para toda i > 0, se tiene que:
E(Xkri|Pr) = Xk

Demostracion. Consideramos k fijo. Para i = 1 se sigue directamente de la definicién.

Supongamos que es cierto para ¢ = j. Para ¢ = j + 1, por definicién se tiene que:

Xiorj = E(Xpprj1|Prrj)-

Tomando la esperanza respecto a la particién Py, en ambos lados y aplicando la hipotesis

de induccién y la propiedad de las torres, tenemos que:

X = E( Xy | Pr) = E(E(Xbpjr1|Pris) |Pr) = E( Xy ja|Pr)

lo que termina nuestra prueba. 0
Hay otros dos conceptos relacionados directamente con la idea de martingala.

Definicién 2.1.6. Dada una filtracion F = (Py, Py, ..., Py) decimos que un proceso
estocdastico X = (Xg, X1,..., Xy) es una F-supermartingala si X estd adaptado a F,

es decir, X; es P;-medible y

S(Xk+1|73k) < X.

Definicién 2.1.7. Dada una filtracion F = (Po, Py, ..., Pn) decimos que un proceso
estocastico X = (Xo, X1,..., Xn) es una F-submartingala si X estd adaptado a F, es
decir, X; es P;-medible y

E(Xpn|Pe) = X
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Ejemplo 2.1.8. Consideremos el caso de un apostador que gana $1 cada vez que, al
lanzar una moneda, se obtiene cara y pierde la misma cantidad si sale sello. Supongamos
que la moneda no es justa y se obtiene cara con una probabilidad p. Tenemos entonces

tres casos:

(1) p = % En este caso, en promedio el apostador no pierde ni gana, por lo que este

proceso estocastico es una martingala.

(2) p > % En este caso, en promedio el apostador gana, por lo que este proceso es-

tocdstico es una submartingala.

(3) p < % En este caso, en promedio el apostador pierde, por lo que este proceso es-

tocdstico es una supermartingala.

2.2. Descomposicion de Doob

Un proceso (Xj) adaptado a una filtracién puede pensarse como una martingala des-
acomodada. Podemos fijar X,. Sabemos que X; toma valores constantes en los bloques
de la particiéon P;. Si restamos a estos valores constantes otra constante apropiada, po-
demos hacer que el promedio de estos nuevos valores adaptados sea justamente X;. Esto
es esencialmente la idea del teorema de descomposicién de Doob.

Un proceso adaptado a una filtracién puede descomponerse, bajo ciertas condiciones,

como la suma de una martingala y de un proceso predecible.
Definicién 2.2.1. Decimos que un proceso (1) es predecible si Ty, es Py_1-medible.

Teorema 2.2.2. (Descomposicion de Doob) Sea X = (Xj) un proceso estocdstico F-
adaptado. Entonces existe una tunica martingala (My) y un unico proceso predecible (Ty)
tal que X = My — Ty, y To = 0. Ademas, si X es una supermartingala, T 1 > Ty.
Demostracion. Sea My = Xy, Ty = 0, y para k > 0,
k
M, =) [X; — E(Xi|Piy)] + Xo

i=1
y Tr, = M — Xj. Entonces,

Mk+1 = My, + Xk+1 - 5(Xk+1|73k)a

de donde
E(My11|Pr) = E(My|Pr) + E(Xis1|Pr) — E(E( Xkt Pr) | Pr)-
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De la definicion de M, vemos que es claro que M, es Pr-medible, ya que, para i < k, X;

es P -medible, ademaés,
E(E(Xpr1|Pr)|Pr) = E(Xpsa|Pr),
de donde la igualdad de arriba se transforma en
E(My1|Pr) = My,

hemos probado asi que (M}) es martingala.
Por otro lado,
Ty, = My—1 — E(Xk|Pr-1)

que es Pj_i-medible.

Supongamos ahora que X es supermartingala. Entonces tenemos que

My =T, = Xj 2> EXp1|Pr)
= E(Mys1|Pr) — E(Ths1|Pr)
= My —"Tin

de donde T}, < Tjyq.
Veamos por qué esta descomposicion es unica. Sean X, = M, — T, = N — S, dos
descomposiciones de Doob para (Xj) con (My), (Ng) martingalas y (Sg), (Tk) procesos

predecibles. Es claro que Xg = My = Ny vy que Ty = Sy = 0. Tenemos entonces que:

Mo—g(T1|P0) = g(X1|P0)
= E(Ny — S1|Po)
= Ny — E(S1|Po)

dado que Xy = My = Ny,
E(S1Po) = E(T1[Po),

pero como Sy, T} son constantes en Py, tenemos entonces que S; = T;. La unicidad se

sigue de un argumento analogo por induccién.
O

Reflexionemos un poco sobre la definicién que dimos para predictibilidad. El proceso
predecible son las constantes que mencionamos al principio de la seccién que nos permi-

tieron ajustar nuestro proceso estocastico a una martingala. Al tiempo cero, la martingala
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empieza en Xy y no hay nada que predecir. Como ya conocemos X7, en ese mismo tiempo
cero sabemos como tenemos que ajustar el proceso (X;) a una martingala, es decir, cono-
cemos la constante que tenemos que restar a X; para hacer que X, sea su promedio. En
este sentido estamos considerando que un proceso es predecible: antes de hacer el ajuste

correspondiente, ya sabemos cémo tenemos que ajustar.
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Capitulo 3

El modelo Cox-Ross-Rubinstein

3.1. Una pequena introduccion al modelo

El modelo discreto que presentamos a continuacion es una representacion relativamente
simple del comportamiento del precio de una accion a través del tiempo. A pesar de su
simplicidad, esta es una herramienta muy poderosa, como podremos darnos cuenta mas
adelante.

Consideraremos un modelo con dos activos, uno de ellos libre de riesgo y el otro con
riesgo. Decir que un activo no tenga riesgo se refiere a que sabemos exactamente como va
a evolucionar durante el tiempo que vamos a modelar. El activo con riesgo es un activo
cuyo precio puede variar durante este intervalo de tiempo. Supondremos que tenemos una
opcién americana de tipo call.

Queremos modelar la situacién para los tiempos tg, t1, . .., ty. Estos tiempos se llaman
tiempos de oportunidad y son los tiempos en los que podremos o no ejercer nuestra
opcion. En general, los intervalos de tiempo no tienen por qué tener la misma longitud,
supondremos que si, para evitarnos algunas constantes de ajuste que aparecerian mas
adelante. Hecha esta aclaracion, no haremos distinciéon entre decir tiempo ¢; y tiempo .

Empecemos considerando un espacio muestral €y = {0, 1}, con una funcién de proba-
bilidad Py tal que Py(1) = p,Ps(0) = 1 — p donde 1 representa un aumento en el valor del
activo y 0 una disminucién en el mismo. Sean u,d los porcentajes de aumento y dismi-
nucion, respectivamente, del precio del activo. Cuando haya transcurrido un tiempo N,

tendremos un nuevo espacio muestral:

Q:Qévz{(wl,wg,...,wNﬂwier,i:1,2,...,]\7}

Consideremos también las proyecciones Z; : Q — {0, 1}, tales que, paraw = (wq,ws, . ..,wWx),

Zy(w) = wy, es decir, el resultado obtenido en el tiempo ¢, y también consideremos:

21
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el total de veces que la acciéon ha subido de precio hasta el tiempo t. Tenemos entonces
que la distribucién de probabilidad para estas variables aleatorias (D;) es una distribucién

de Bernoulli:

P({D, = k}) = (};)p'f(l —py

Podemos entonces extender la funcion Py a ) de la siguiente manera.

P:Q— R, Pw)=p"& (1 —p)N-Dn),

Supongamos que el activo sin riesgo tiene un valor inicial Ay que cambia con el tiempo

a una tasa de interés constante r. Entonces, en el tiempo t, el valor del activo es:
At = Ao(l + T’)t.

De la misma manera, si Sy es el valor inicial del activo con riesgo, su valor al tiempo
t estd dado por:
Sy(w) = So(1 + u)P@ (1 4 d)t=Pel),

Ademas, es facil observar que se tiene la siguiente relacion de recurrencia:

St+1(W) = St(l + u)Zt+1(W)(]_ + d)t—Ztﬂ(w)'

Esta relacion nos sera de mucha utilidad mas adelante.
Para el modelo Cox-Ross-Rubinstein se supone ademas las siguientes dos condiciones

para u y d:

(1+u)(l+d) =1,

es decir, aumento y disminucion en el precio del activo se anulan mutuamente.

En nuestros ejemplos, como en muchos casos reales, consideraremos el caso en que d
es negativo.

Consideraremos de nuestro interés el caso d < r < u. Si u < r, en realidad no nos
habria convenido entrar al mercado y hubiera sido mejor invertir todo nuestro dinero en
el activo sin riesgo. Si d > r, significaria que nos conviene mas perder dinero que invertir
en el activo sin riesgo, lo cual no tiene sentido. El porqué de estas desigualdades tiene una

justificacién formal en términos del teorema siguiente.
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Definicién 3.1.1. Una medida de martingala equivalente asociada a un proceso

(Sk) es una probabilidad Q tal que:

(1) (Sk) es martingala (con esta probabilidad).

(2) Q es fuertemente positiva, i.c., Q(w) > 0,Vw € Q.

Teorema 3.1.2. (Teorema fundamental de valuacion de activos) Un mercado es libre de

oportunidades de arbitraje si y solo si admite una medida de martingala equivalente.

Hay dos razones para trabajar con el activo sin riesgo como unidad: por un lado nos
evitamos la complicacion de tener que usar unidades monetarias especificas que también
varian con el tiempo; por otra parte, el utilizar al activo sin riesgo como unidad de medida
nos permite evaluar si las ganancias que esperamos obtener al arriesgarnos son en verdad

mejores que las gananacias que obtendriamos invirtiendo solamente en el activo sin riesgo.

Definicién 3.1.3. Los precios descontados de los activos sin riesqgo y con riesqo,

respectivamente, estan dados por:

Sy St

- _At St
A Ag(l+ )t

A="=1 8=
vy 0
Observacion 3.1.4. La relacion de recurrencia para (S;) induce de manera natural una

relacion de recurrencia para (S;), dada por:

Se(1+ w)?er (1 + d)t =2

-
. 1+7r

Impondremos la condicién adicional de que el proceso (5}) sea una martingala respecto
a la distribucién de probabilidad dada por P, para que esto nos permita obtener un valor
para p.

Para el modelo Cox-Ross-Rubinstein, que denotaremos de ahora en adelante como
CRR, ignoraremos la probabilidad natural de que haya un aumento en el precio de la ac-
cién. En vez de ello, impondremos una probabilidad un tanto artificial para poder suponer
que el proceso descontado es una martingala. Un hecho muy interesante es que esta hipote-
sis, que es deseable matematicamente , es equivalente a una condicién econdémicamente

deseable. Puntualizaremos este hecho en su momento.

Teorema 3.1.5. El proceso (S,) es martingala si y solo sip = r=d
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Demostracion. Si la particién P, esta formada por los bloques By, . .., By, se tiene que

Ep(Set1|Pr) = Ep(Sis1|Br)1p, + Ep(Sip1|Bo)lp, + - .. + Ep(Ser1|Bi) s,

Observemos que en cada uno de los bloques, la esperanza condicional podemos escri-
birla de la siguiente manera:
~ 14w~ 14d -
Ep(Si11|Bj) = S, 1— S,
p(Se41]B;) P t+ ( p)1+r t

ya que, para este bloque, S; es una constante porque conocemos como fue la historia hasta

el tiempo t para todos los eventos que pertenecen a este bloque.

Podemos entonces extender nuestra definicion a todos los bloques de la particién,
tomando el valor constante correspondiente a S; en cada uno de los bloques, entonces
podemos escribir

pl+u)+(A—-p)(A+d) s _
s Si(w).

De esta tltima ecuacién podemos obtener las dos implicaciones. Si hacemos que

5(§t+1‘7)t)(@) =

p = Z;_‘fl, obtenemos que el proceso (S’t) es martingala; si suponemos que es martinga-
la, podemos cancelar en ambos lados de la igualdad y encontrar el valor de p, lo que

termina nuestra prueba. L

Ahora consideraremos un ejemplo de un modelo CRR para el caso N = 3, cuyo
diagrama se muestra en la figura (77).

Los eventos w; son los siguientes:

w = (1,1,1), we=(1,1,0)
w3 =(1,0,1), ws=(1,0,0)
ws =(0,1,1), ws=(0,1,0)
wry =(0,0,1), ws=(0,0,0).

En este caso, consideraremos también » = 0, v = 0,1, d = 1—11 — 1. Consideraremos que
tenemos una opcién americana de tipo call la cual tenemos derecho de ejercerla y comprar
la mercancia a precio K = 21. En el tiempo inicial, el precio de la mercancia es 20. Para
cada uno de los tiempos, consideraremos las ganancias en ese tiempo. La ganancia en el

tiempo k es entonces la siguiente variable aleatoria:

Yk = méX{Sk - 21, O}
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donde Sy, es el precio sin descontar de la accién al tiempo k. Tomamos r = 0 por sim-
plicidad; la idea es la misma pero la notacién se vuelve muy confusa. Esta definicién de
ganancias lo que quiere decir es que si en el tiempo k la accién subié de 21, nos conviene
ejercerla, es decir, comprar la mercancia a 21 y venderla inmediatamente, siendo nuestra
ganancia justamente dicha diferencia. En caso de que no haya subido, nos conviene espe-

rar y ejercer la accién después (o incluso dejarla expirar). Para nuestro ejemplo tenemos

que:
5,62 w=uw,

Ys=141 W=ws, W3, Ws,

0 en otro caso.

0 en otro caso.

Yi:{l wEBLl,

Y,z _ {3,2 w e Bg’l,

0 en otro caso.

y ademas, Yy = 0.

3.2. Valuacién de opciones en el modelo CRR

Una de las aplicaciones més sorprendentes del modelo CRR es la deduccién de la
formula de Black y Scholes para valuar opciones europeas. El enfoque original involucra
calculo estocastico y herramientas de matemadticas més sofisticadas. El enfoque relati-
vamente sencillo del modelo CRR, junto con algunos teoremas fuertes de probabilidad,
permite llegar a la férmula de Black y Scholes. En varios de los textos presentados en la
bibliografia puede encontrarse una deduccién de esta formula a partir del modelo CRR.
El problema de la valuacién de opciones consiste en encontrar un precio justo tanto para
el vendedor como el comprador de la opcién, dado que ninguno de los dos tiene certeza
sobre el desarrollo futuro de los valores de la accion, y por tanto, no puede asegurar nada
sobre el precio de la opcion. De momento nos olvidaremos de las opciones americanas
para concentrarnos en el caso europeo.

Sea K el precio de ejercicio de una opcién europea tipo call vendida por nosotros.
Es claro que si el precio de la accién al tiempo T es Sy, con Sy > K, al comprador
de la opcion le conviene ejercerla, es decir, comprarnos la accion a K pesos y venderla
inmediatamente después al precio St en el mercado. Por el contrario, si Sy < K entonces

no le conviene comprarnos la accién, sino dejarla expirar. La funcién de pago (la cantidad
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de dinero que perderemos como consecuencia de que el comprador ejerza su opcién) de la

opcion al tiempo T esta dada por:

CT = (ST — K)+ = méx{ST — K,O}

Observemos que en esta tltima ecuacién ponemos St y no Sr. Esto es porque nosotros
como vendedores tenemos que considerar el precio sin el descuento correspondiente. El
comprador necesita hacer esta consideracién porque él esta interesado en obtener el mayor
beneficio posible de ganancias relativas, es decir, si estd arriesgandose a comprar una
opcion es porque espera ganar mas de lo que ganaria invirtiendo simplemente en el activo
sin riesgo. Para el vendedor esto no importa: una pérdida es simplemente una pérdida,
no le interesa saber si va a perder mucho o poco en relacion al activo sin riesgo, sino
simplemente evitar perder.

Para ser consistente con la notacién usual, escribiremos &, en lugar de S,.

Ahora construimos una sucesién de variables aleatorias (n;) tales que:

v = e NSy = K), 0y = E(alPy).

La sucesién (1;) es simplemente trasladar el proceso (S;) mediante constantes y medir
a partir del tiempo cero. Estamos considerando el caso en que el comprador decida ejercer
su opcion y estamos previniéndonos para eso.

Observemos que el valor de la funcién de pago al tiempo j, medido al tiempo 0 esta re-
presentado por 7;, mientras que B; := €'/1; es el valor medido, al tiempo 7, de la funcién
de pago al tiempo j. Observemos que By = 1.

El siguiente lema es un resultado clave que nos permitird encontrar el precio justo

inicial de la opcion.
Lema 3.2.1. Consideremos la sucesion (®;) dada por:

MNj+1 — 15
b, =
SRS

Esto es una cantidad conocida al tiempo j.

Demostracion. A partir del estado del mercado hasta el dia j, podemos pensar en dos
estados posibles para el dia j 4+ 1. Sean C' < B los dos valores posibles de £,y y sea
A = pB + (1 — p)C. Anélogamente, sean v < (3 los dos valores posibles de 7,41 y sea
a = pB+(1—p)y. De la condicién que los procesos (1;) y (£;) sean martingalas, tenemos

entonces que a =17; y A =¢;.
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Si probamos que:
f—a v-a«

B-A C-A
es decir, que los dos valores posibles de ®;; coinciden. Pero observemos que:

f—a 1-p B-A

y—a p C-A

lo que concluye nuestra prueba. O

Mostraremos que este lema implica que el precio By es un precio justo para la opcién,
ya que utilizando (®;) construiremos un portafolio que replique la funcién de pago de
quien nos compra la opcion.

Consideremos el portafolio dado por (B; — ®;115;,®;41) donde ®;;; representa la
cantidad de acciones que un inversionista adquiere al tiempo j y la primera coordenada
representa la cantidad de dinero que el inversionista deposita en (o toma prestado de) el
banco al tiempo j.

Observemos que al tiempo 7, el costo total del portafolio es B;. Ahora, al tiempo j + 1

el valor del portafolio es:

Sj+1q)j+1 + (Bj - <I>j+15j)er.

medido al tiempo cero, es decir, multiplicando por un factor de descuento e~U+1" obte-

nemos que

6_(j+1)TSj+1(I)j+1 -+ (Bj - (I)j_HSj)e_jT.

Reescribiendo y utilizando el lema anterior,

i+ Qi1(&1 — &) = =e VT B,.

Pero 7,41 representa B;;; pesos al tiempo j + 1. Regresando al valor del portafolio
al tiempo j + 1, hemos probado que este valor es justamente B;;,. Este dinero se puede
reinvertir de acuerdo al portafolio para el tiempo j + 1.

Si repetimos este proceso N veces, observamos que el vendedor de la opcién tiene la
posibilidad de terminar con la misma cantidad By = Cy que el comprador de la opcién.

Esto justifica el hecho de que la opcién se venda en By pesos.



Capitulo 4

La envolvente de Snell

4.1. Tiempos de paro

Partiendo de un modelo CRR para el mercado, nuestro interés es construir estrategias
Optimas para maximizar nuestras ganancias, basandonos en la informacion que dispon-
gamos sobre el estado del mercado en los dias anteriores. Para ello, introduciremos una
definiciéon formal de un tiempo de paro éptimo y construiremos, utilizando la teoria de los
capitulos anteriores, una herramienta auxiliar para calcular estrategias ptimas (pensando
en que una estrategia éptima es hacer una eleccién de un tiempo de paro éptimo). Esta
herramienta auxiliar, la envolvente de Snell, nos permite calcular solamente el primero
y el dltimo tiempo de paro optimo, pero desafortunadamente no nos permite calcular
tiempos intermedios. El calculo de tiempos de paro éptimos intermedios es un problema
computacionalmente dificil y hasta el momento no hay una estrategia eficaz para los casos

reales en que se consideran mas activos con riesgo.

Definicién 4.1.1. Sea Q un conjunto no vacio. Una coleccion A de subconjuntos de 2 se
llama un dlgebra de conguntos (o simplemente, un dlgebra) si satisface las siguientes

propiedades:
(1) 0 € A.

(2) Ac A— A°e A

(3) ABEA— AUB € A.

Se puede demostrar utilizando las leyes de De Morgan el siguiente lema:

Lema 4.1.2. Sean A, B € A. Entonces:
(1) AnNB e A.

29
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(2) A\B € A.

Demostracion. Para (1), tenemos que:

ANB=(A°UB°° € A.
Para (2),

AB=ANB‘e A
lo que concluye la prueba. ]

Es claro que cualquier particion para {2 genera un algebra. La intencién de introducir
la definicion de algebra es dar formalidad a la definicién de tiempo de paro 6ptimo, pero

no es un concepto que utilizaremos mucho en realidad.

Definicién 4.1.3. Un tiempo de paro es una funcion
7:Q—{0,1,...7T}

tal que el conjunto {T < k} pertenece al dlgebra generada por la particion Py.. Si 7(w) = k,

decimos que el evento w fue interrumpido en el tiempo k.

Veamos la idea detrds de la definiciéon. Pedimos que {7 < k} pertenezca al algebra
generada por la particiéon P, por que si un evento w € {2 es interrumpido en el tiempo
k, entonces todos los que coinciden con él hasta la k-ésima entrada también tienen que
haber sido interrumpidos en el mismo tiempo, (i.e. si algin elemento es interrumpido en
el tiempo k, todos los que pertenezcan al mismo bloque en Pj también tienen que ser
interrumpidos en el tiempo k). pues en el tiempo k no podemos distinguir dos elementos
que difieran en la coordenada k + 1. Seria tan absurdo como decir ”si manana va a subir
la accién, entonces ejerce la opcién manana”.

Consideremos ahora qué pasa cuando tenemos un tiempo de paro. Entonces, para cada

w la accién serd ejercida en el tiempo 7(w), y la ganancia en dicho tiempo es entonces:

Y (w)

donde
Yk = méx{Sk - 21, 0}

A esta funcién sobre €2 la denotaremos como Y. Decimos que Y es el valor final del

proceso segin el tiempo 7.
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Ejemplo 4.1.4. En el ejemplo de modelo CRR que estamos considerando, sea T el tiempo

de paro dado por:

(W) = {ml’n{{k|5k > 20}, {k|Sy < 17}}  si este minimo es menor a 3

3 en otro caso.

mas explicitamente,

1 we Bl,lu
T(w) =43 w = ws,ws,
2 w = wr,ws.

Entonces, el valor final Y, para este tiempo de paro es:

1 w & Bl,l;
YVi(w) =078 w=uws,

0 en otro caso.

4.2. La envolvente de Snell y tiempos de paro 6ptimo

Supongamos que estamos en el tiempo cero. En este momento, no te-nemos ninguna
informacion sobre el mercado, asi que lo méas sensato que podemos hacer es escoger una
estrategia o tiempo de paro que maximice nuestra ganancia esperada, es decir, buscamos

7 tal que:

Como estamos considerando que 7 toma un conjunto finito de valores y esta definida
sobre un conjunto finito, este maximo existe. Decimos entonces que 7" es un tiempo de
paro optimo.

Para nuestro caso, en total disponemos de 3% = 6561 funciones. De ahi, hay que
escoger las funciones que correspondan a un tiempo de paro. Des-pués, evaluarlas y en-
contrar los maximos. Es muy facil convencerse de que es posible encontrar tiempos de
paro 6ptimo, pero, como ya comentamos en la introduccion, no necesariamente es muy
facil encontrarlos.

Para el caso general, en el que disponemos de informacién sobre los dias anteriores,

consideraremos la siguiente definicién.

Definicién 4.2.1. Sea Y = (Yo, Y1, ..., Yr) un proceso estocdstico. Consideramos enton-

ces el proceso U dado por:
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Uy = mix £ (Y;|P).

El proceso U se llama envolvente de Snell para Y. La funcion de tiempo de paro donde

se alcanza dicho mdximo se llama tiempo de paro optimo para Y sobre {k,...,T }.

Esto es, en cada tiempo, la envolvente de Snell representa las ganancias maximas espe-
radas a partir de ese tiempo. Trabajaremos mas con la envolvente de Snell més adelante,

antes demostraremos el siguiente teorema.

Teorema 4.2.2. La envolvente de Snell satisface:

Up = maX{Yk,Trggflg(K|Pk)}
para todo 0 < k < T.

Demostracion. Por definicién, tenemos que:

U méx (Y, |Py)
méX{E(Yk |77k), -rrglii—i}—{l E(YT‘Pk)}

maxq{ Y, Trgliifl EY | Pr}.

v

Para la desigualdad contraria, consideraremos 7/(w) de la siguiente manera:

7 (w) = max{7, k + 1}.

Lo tnico que estamos haciendo es posponer los eventos que se detenian en el tiempo
k al tiempo k + 1. Para verificar que esto es también un tiempo de paro valido, notemos

que:

{r=k}u{r=k+1}={r"=k+1}.

Ahora observemos que el conjunto

(r=k}U{r=k+1}

también estd en el dlgebra generada por Py 1, pues {7 = k} pertenece al dlgebra generada
por Pi, v Pri1 es un refinamiento de Py, se sigue que 7’ es un tiempo de paro valido.

Ademas, tenemos que, como {7 > k} = {7 = k}°, entonces
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E(Y|Pr) EYrlpyrmiy|Pe) + EYVrlirny| Pr)
EYrli=iy|Pr) + E(Vorlfrory|Pr)
max{ Yy, (Y| Pr)}

max{ Yy, Urgliiicl EYL|Pr)}

VAN

IN

Como la desigualdad es valida para todo 7, tenemos que:

Uy, < max{Y, Ulggflé’(YoW’k)}

que es la desigualdad que queriamos.

Observemos que, de acuerdo al teorema anterior:

Un = max{Yy, m>zi]\>7< EY;|PN)}

de donde
Uy =Yyn.

Ahora consideremos

max E(Y|Px).

T>k+1
Observemos que si la esperanza condicional fuera con respecto a Pky1, ya no tendriamos
mucho que hacer, puesto que este maximo seria simplemente Uy, . Esto nos sugiere utilizar
la propiedad de las torres para convertirlo en algo tutil.
La siguiente relacién de recurrencia en la envolvente de Snell es quiza la propiedad
mas importante. El tener una manera de calcular recursivamente la envolvente de Snell

nos permitira calcular los dos tiempos de paro 6ptimo que ya hemos mencionado antes.

Teorema 4.2.3. La envolvente de Snell satisface:
(1) Uy =Y.
(2) Uk = méx{Yk,S(UkH\Pk)}

para todo k =0,1,..., N — 1.
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Demostracion. Lo tnico que tenemos que demostrar en realidad es:

€Uk |Pe) = mix E(Yr[Py).

Para esto tenemos, por la propiedad de las torres:

méx E(Y;|Pr) = méx EEVH|Prs1)|Pr)

T>k+1 T>k+1

< E(méx E(Y;|Pri1)|Pr)

T>k+1

= EUk1|Pr)

La segunda desigualdad es gracias al lema (?77).
Para probar la desigualdad contraria, definamos 7* como el tiempo de paro éptimo

que satisface:

Upt1 = T@éflg(YT|Pk+l) = E(Yo|Pry)-
Se tiene que:
E(Uks1|Pr) = E(E(Yr+[Prs1)[Pr)
= E(YT* Pk)
< méx E(Y7|Pr).
T>k+1

]

La envolvente de Snell tiene la siguiente interpretacién en términos econé-micos: re-
presenta la ganancia maxima esperada si a partir del tiempo k& empezamos a seguir una

estrategia (i.e. tiempo de paro) éptima.

Observaciéon 4.2.4. La envolvente de Snell de (Y}) es un proceso Pr-medible para todo

k.

Demostracion. Observemos que Uy esta definido como el maximo sobre un nimero finito

de variables aleatorias P-medibles. O

Ejemplo 4.2.5. Ya hemos calculado Yy, en base al diagrama de la figura (?7). Para este
ejemplo, haremos referencia a esos valores. Tenemos que Us = Y3 por la relacion de

TeCuTrrencla que encontramos.
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Ahora, necesitamos calcular:

(5,26 +0,78) =32 w € By,
(0,78 +0) = 0,39 w € By

1

2

1

E(Us|Py) = E(Y3|Py) = { 2
( 3| 2) (3| 2) %(0,784—0):0739 wEng,
0

w & B274
de donde obtenemos que:
3,2 w € Bg71
0,39 w € BQ 2
Uy = max{Ys, E(U3|Psy)} = ’
2 =mix{(Vo, EUP) = 4029 e By,

0 w € 3274

Ahora necesitamos:

(3,240,39) = 1,795 w = wy,wy, w3, wy

1
E(U|Py) =4 2
(Lz[P) {%(0,39+0):o,195 W = Ws, W, Wr, W

entonces,

1(3240,39)=1,795 =
Uy = méx{Y, E(Us|Py) :{g(’ F0.39) = 1795 w = wi,wn wy, wa
2

(0,3940) =0,195 W = ws,ws, wr, ws

Por dltimo,
1
Up = méx{ Yy, E(U1|Py) } = max{0, 5(1,795 +0,195)} = 0,995
Corolario 4.2.6. La envolvente de Snell es la menor supermartingala que domina a Y.

Demostracion. De la relacion de recurrencia anterior, tenemos claramente que:

U = max{Vs, E(Ups1|Pr)} > E(Uis1|Pr),

que es la condicién para que (Uy) sea supermartingala.

Sea V}. una supermartingala que domine a Y}, esto es:

Vi > Y.

De la definicién de supermartingala, tenemos que:

Vie 2 E(Vies1|Pr),
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esto es:
Vk 2 méX{Yk,g(Vk+1|Pk)}

Ya que Vy domina a Yy yv Yy = Uy, tenemos que Vy > Uy. Hagamos inducciéon
al revés. Entonces, nuestra hipétesis de induccion es que Vi1 > Ugyi. Basta ver que

Vi > Uy. Esto se sigue de lo siguiente:

Vi > max{Ys, EVigp1|Pr)}
> max{ Yy, E(Uk+1|Pr)}

Entonces, la supermartingala (V) domina a (Uy), de donde la envolvente de Snell es
justamente la menor supermartingala que domina al proceso Y y se termina nuestra

prueba. ]

4.3. Procesos interrumpidos

Atn no es claro como utilizaremos la envolvente de Snell para escoger tiempos de
paro éptimos. Para cada eleccion posible de un 7, nuestras ganancias finales tienen un
cierto valor. Nuestra eleccion de dicho 7 puede basarse naturalmente en la informacion
hasta un cierto tiempo, lo cual esta indicado por la presencia de un £ en los resultados
obtenidos hasta ahora. Por otro lado, una vez que un evento ha sido interrumpido, si
fue interrumpido en un tiempo menor que el final, su ganancia no cambiard, i.e. si ya
ejercimos la opcién hoy, manana no ganamos ni perdemos nada por ello. Consideremos la

siguiente familia de funciones: Denotaremos 71" := tx a partir de ahora.

Yi(w) k<71(w),

el = {YT@(@ k> ()

donde 7(w) es un tiempo de paro. Las funciones Y;” se llaman proceso detenido.

Observemos que podemos escribir:

k—1
Yy =Yilion + ) Yilgp—y
s=0
porque si un evento se interrumpe en el tiempo s < k, de acuerdo a la definicién lo que
hacemos es tomar Y;(w). Esto estd representado en el término le:é Y1{;—s para cada
uno de los s posibles. Si el tiempo de interrupcién es mas grande que k, simplemente

consideraremos evaluar a este elemento en Y (w).
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Lema 4.3.1. Si el proceso (Yy,) es adaptado, entonces el proceso interrumpido (Y;[) tam-

bién lo es.

Demostracion. Sea k € {0,1,...,T}. Entonces,

{r>k}={r<k-1}°

que esta en el algebra generada por Pj_;.

Ademads, para s < k — 1, {7 = s} también pertenece al dlgebra generada por Py_1,
pues esta particion es un refinamiento de la particién Py. Esto significa que las funciones
Lr>kys Lfr=sy son Pp_i-medibles y por tanto P, - medibles. Como Y} también es P-

medible, concluimos que el proceso interrumpido también lo es. ]

Presentamos ahora un resultado muy importante, que sera clave en la caracterizacion

de tiempos de paro 6ptimos.

Teorema 4.3.2. (Teorema de interrupcion de Doob) Sea U supermartingala y T un tiempo
de paro dptimo. El proceso interrumpido U™ = (U]) también es supermartingala. El

teorema también es cierto para martingalas y submartingalas.

Demostracion. Por el lema anterior sabemos que U} es Pj-medible. Enseguida probaremos
la condicién para supermartingalas. La prueba para los otros dos casos es analoga.

Tenemos que:

k
EULAIPE) = EUenilrzney | Pr) + Y E(Usl =gy | Pi).

s=0
Como U,lg,—g es P, - medible para s < k, tenemos que
EUslir=s}|Pi) = Usl{r=s).

Ademss, ya que 1{;>p41y es Pr-medible,

EUrk1lroa1y|Pr) = EUr11|Pr) L irorr1y

esto puede verse facilmente por bloques, ya que la funcién 1{;>441y es constante en cada
uno de los bloques y por linealidad de £(-|P) estas constantes pueden salir.

Por tanto,
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k
EWUia|Pr) = S(Uk+1\77k)1{rzk+1}+ZU31{T:5}

s=0

IN

k
Ukl{TZk-‘rl} + Z Us]-{T:s}
s=0
k—1

= Urlrzks1y + Uklg=py + Z Uslir=sy
s=0
k—1

= Ukl{ﬂ'Zk} + Z Us]-{Tzs}

s=0

= UkT
utilizando la propiedad de que (Uy) es supermartingala para obtener la desigualdad. [

Este resultado tiene una interpretacién muy interesante. No importa el tiempo de pa-
ro 6ptimo que escojamos (i.e. la estrategia que usemos para decidir si jugar o no seguir
jugando), un juego justo serd siempre un juego justo, en el sentido de juegos justos que
comentamos anteriormente. De la misma manera, un juego desfavorable no se volvera re-
pentinamente favorable bajo ninguna estrategia. Lo que si podemos hacer es convertir un
juego desfavorable en uno justo. Consideremos por ejemplo el caso del juego en donde
primero se juega una moneda justa y después una moneda injusta. Este juego es desfavo-
rable si se juega durante un tiempo grande. Pero una estrategia de paro es abandonar el
juego en cuanto se cambia de moneda, volviéndose de esta manera un juego justo (aunque
posiblemente muy corto).

Como hemos probado antes, la envolvente de Snell es supermartingala. Por el teorema
anterior, no podemos aumentar nuestras esperanzas de ganancia con ninguna estrategia.
Lo que si podemos hacer es escoger una estrategia para protegerlas y evitar que disminu-
yan.

Utilizando toda la informacion de la que disponemos, ya estamos listos para caracte-

rizar los tiempos de paro 6ptimos.

4.4. Caracterizaciéon de tiempos 6ptimos

Por el teorema de paro de Doob, es natural pensar que, ya que ningtn tiempo de paro
puede convertir la envolvente de Snell en submartingala, lo mejor que puede pasar es que
se vuelva martingala (i.e. que la igualdad se alcance). También es natural pensar que si

empleamos un tiempo de paro éptimo, las ganancias obtenidas serdn mayores o iguales
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a las ganancias maximas esperadas. Estas dos afirmaciones caracterizan a los tiempos de

paro Optimos.

Teorema 4.4.1. Sea (Y}) la sucesion de variables aleatorias dada por:

Yk = méx{Sk - 21, O}

Un tiempo de paro T es dptimo para el intervalo [0,T] si y sélo si:

(i) (Uf) es martingala
(i) U, =Y.

Por otra parte, si T es un tiempo de paro optimo, tenemos que:

Uy = E(Y,|Po).

Demostracion. Supongamos (i) y (ii) para demostrar que 7 es tiempo de paro 6ptimo.

Tenemos que:

Uy = Uy = E(Up|Po) = E(UPo) = E(Y|Po).

La primera igualdad se tiene por la definicién de proceso interrumpido (en este caso,
todos los eventos estan obligados a interrumpirse al tiempo cero). La segunda igualdad se
da gracias a que el proceso interrumpido es también martingala, mientras que la tercera
igualdad la tenemos otra vez por definicién de proceso interrumpido (todos los procesos se
interrumpen a su propio tiempo de interrupcién). La cuarta igualdad se da por hipétesis.

Ya demostramos que U, es la menor supermartingala que domina a Yj. Entonces

tenemos que para un tiempo de paro o:

E(Y,|Py) = EYZIPy) = EULPy) <US = Up.

Se sigue entonces que para cualquier o,

E(Y,) = EY,IP) <Uy = EY,P)) = E(Y;)

lo que prueba la condicién de optimalidad para 7.
Ahora supongamos que tenemos 7 tiempo de paro éptimo. Primero probaremos que
U, = Y.. Observemos primero que, como (Uy) domina a (Y}), Y, < U,. De la optimalidad

de 7 y la definicién de U, obtenemos que:



40 CAPITULO 4. LA ENVOLVENTE DE SNELL

Uy = E(Y,|Po) < E(UL|Py).

Ya que (U]) es supermartingala obtenemos que:

Uy = U > EURP) = EU.IP).

Estas dos desigualdades implican

EU,1P) = Uy = E(Y,|Py).

Pero ya que U, > Y se sigue que

U, =Y,

Esto es gracias al lema (77).
Por el teorema de paro de Doob, sabemos que el proceso interrumpido (U]) es super-

martingala. Entonces tenemos que:

Up = Uj = E(Ug|Po)
E(E(UrlPr)|Po)
E(U441Po)
E(E(UT|Pr1)[Po)
(
(

v

v

= & UCHPO) = 5(Ur|730)
= E(Y.|Py)
- U(].

De eso deducimos que:

E(UR|Po) = E(E(Ui1|Pr)[Po)-

Pero ya que U] > E(U[, | Py)se sigue de la igualdad anterior que

UZ = 5(U;§+1I7’k)

lo que prueba que (U]) es martingala. O
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El término cero de la demostracion anterior no se refiere a que sélo puedan caracte-
rizarse los tiempos Optimos a partir del momento inicial (cuando se compra la opcién).
Aparece simplemente por razones técnicas. En la préactica, podemos simplemente llamar
tiempo cero al tiempo ¢ a partir de que compramos la opcion y tomar el valor de la accion
en ese momento como el valor inicial, no el verdadero valor inicial.

Dada esta caracterizacion, es natural tratar de encontrar tiempos de paro 6ptimo. Esto
es lo que haremos enseguida.

El menor tiempo de paro éptimo para el que U, =Y, estd definido por:

mm( ) T en otro caso.

{min{k; Yi(w) = Up(w)}  si {k; Vi(w) = Up(w)} #£ 0

Proposiciéon 4.4.2. El tiempo de paro Ty, es el menor tiempo de paro dptimo para (Yy).

Demostracion. Utilizaremos los criterios que acabamos de encontrar para demostrar la
optimalidad de 7 := 7,,;,. De la definicién de 7, es inmediato que Y, = U,. Para probar

que (U]) es martingala, observemos que

k-1
Ui = Uklgzry + Y Uy

s=0
Entonces,

k
EULAIPL) = EUit|Pi)Lprsiiy + Y Uslr—y

s=0
donde hemos utilizado otra vez el hecho de que para 0 < s < k, las variables aleatorias
Uslir—sy ¥ 1{z>k+1y son Pp-medibles.
En el conjunto {7 < k} = {7 > k4 1}¢ es claro que

k
g(Ul:—l—lek) = g(Uk+1|Pk)]-{T2k+l} + Z Us]-{T:s}
s=0
k
= Z Usl{'r:s}
s=0

k—1

= Url{r=py + Z Uslir=s}
s=0
k—1

= Upl{rspy + Z Udlfz—s
s=0

= Uy
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Por otro lado, de la definicién de 7 tenemos que en el conjunto {7 > k + 1} se tiene que:

Y; # Up.

Pero

U, = max{Yy, E(Us1|Pr) }

por tanto,

Up = E(Ur41|Pr).

Utilizando esto y la segunda igualdad que escribimos, concluimos que en este conjunto:

k
E(Ulz-i-l‘,])k) = Ukl{TZk-l-l} + Z Usl{Tzs}
s=0
k—1

= Ukl{TZk} + Z Usl{TZS}

s=0

= UL

Esto prueba entonces que 7 = 7,,;, es tiempo de paro éptimo. De la manera en que lo

definimos, se sigue que es entonces el menor tiempo de paro 6ptimo. O

Hay que senalar un detalle. Como tenemos que Ur = Zp, seria natural pensar que
T pudiera ser el tiempo de paro 6ptimo méaximo. Sin embargo, no es asi. Hay que hacer
una consideracion mas respecto a la envolvente de Snell para poder garantizar la segunda
condicion de nuestra caracterizacién para tiempos de paro 6ptimos. De la misma manera,
tampoco podemos pedir una simetria en las condiciones, como pensar en que el tiempo
de paro éptimo es el iltimo en el que U, = Y., pues esto se alcanza en Up = Yr.

Para encontrar el tiempo de paro éptimo maximo, necesitamos descomponer la envol-

vente de Snell en el sentido de Doob:

Up = My, — T
donde M}, es martingala y T}, es un proceso predecible y no decreciente.
Lema 4.4.3. Sea U = (Uy) la envolvente de Snell para Y = (Y). Entonces, para un

tiempo de paro dptimo T, el proceso interrumpido U], = (U]) es martingala si y sdlo

st T =0, en donde T, es el proceso predecible en la descomposicion de Doob para U.
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Demostracion. Si escribimos

Uy = My, = Tj,

tenemos, al interrumpir en el tiempo 7 que

Ur = M7 —1TJ.

Por la unicidad de la descomposicion de Doob, tenemos que U™ es martingala si y sélo
si T es el proceso cero.
Como Ty = 0y (7)) es no decreciente, el proceso interrumpido (7)) es cero si y sélo
si T, = 0, donde [T7|(w) = Tr(w)(w).
L]

Teorema 4.4.4. El tiempo de paro optimo mdximo estda dado por:

min{k|T1(w) > 0} si {k|Tpiq(w) >0} #0

Trmaz (w) =

T en otro caso.
donde U, = My, — T}, es la descomposicion de Doob.
Demostracion. Es claro que esta funcion es un tiempo de paro, ya que el proceso T es tal
que T} es Pi_i1-medible, por tanto es Pi-medible, por lo que si algin w es interrumpido
en el tiempo k, todos los elementos que pertenecen al mismo bloque en P,_; también se
interrumpen en el tiempo k. Ya que cualquier tiempo éptimo o satisface T, = 0 entonces,
si 7 es tiempo de paro 6ptimo se sigue que por la manera en que lo hemos construido
tiene que ser el maximo.

Para ver que es un tiempo de paro éptimo basta entonces demostrar que U, = Y,. Por

la relacién de recurrencia que teniamos,

Uk = méX{Yk, g(Uk+1|Pk)}

Por otra parte, utilizando la descomposiciéon de Doob,

EUrs1|Pr) = My — Tyo1 = Up + Tj, — Tisa.

Entonces la relacion de recurrencia puede escribirse como

Uk = méx{Yk, Uk — (Tk—i-l — Tk)}

Al tomar k = 7(w)
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Trp(w) —Tr(w) =Tr 11 (w) > 0.

Como esto es independiente de w,

como queriamos demostrar. [

Ejemplo 4.4.5. Calculemos un tiempo de paro optimo para nuestro modelo CRR. Ya
hemos calculado la envolvente de Snell para este proceso. Observemos que el tiempo de

paro optimo o dado por:

o= 2 W = W1, Ws, W7, Ws
3 en otro caso.

es un tiempo de paro optimo minimo, ya que es la primera vez que U, = Y,. Podemos
construir este ejemplo de tiempo de paro optimo minimo, a partir de la envolvente de
Snell que ya construimos en el ejemplo anterior. Es fdcil observar, a partir del ejemplo

anterior, que o tiene la propiedad siguiente

o(w) € min{k|Y;(w) = Ug(w)}
por lo que es el menor tiempo de paro optimo.
Ejemplo 4.4.6. Modificando un poco nuestro ejemplo anterior, mostraremos un tiempo de

paro mdzximo no trivial. El diagrama (?7) muestra entre paréntesis los precios descontados.

Consideremos ahora K = 20,5, r = 0,1 La probabilidad p estd dada por

r—d
d~0,35

p:
u —

Los precios del activo sin riesgo son:

Ap=1, Ay =1,05, Ay =110, A3 = 1,16.

Por simplicidad, no colocaremos tilde a los valores descontados correspondientes. Tenemos

entonces que:

2,45 w=uwi,
Ys =
0 en otro caso.
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W, 26.62
/ (22.95)
B2 1
24.2 \
(22) W, 22
51,1 w, | 22
59 \ / (18.97)
" (20.95) Bo 2
1 20
W (18) w, 18
o (15.52)
We W, 22
Ws
Wy / (18.97)
Ws 82,3
/ 20 \
18 W, 18
B s (18)
W, 18
11313 (15.52)
(17.14) By 4
16.36 \
(14.72) W, | 14.72
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Figura 4.1: Diagrama CRR en el caso N=3 con descuentos
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1,5 w e BQJ,
Yy =
0 en otro caso.

y ademas, Y1 =Yy = 0.

Ahora, para construir la envolvente de Snell, consideramos Uz = Y3 y observemos que:

0,35-2,45 =086 w € By,

0 en otro caso

E(Us|P2) = E(Ys|P2) = {

de donde obtenemos que Uy = Ys. Ahora necesitamos:

0,35-1,50=10,93 w = wq,Wws,ws, Wy

E(UL|Py) = {

0 en otro caso

entonces, como Y, = 0,

Uy = E(Us|Py).

A partir de este momento, la envolvente de Snell se ha convertido en martingala. Entonces,

el tiempo de paro optimo mdzximo es ahora, para los eventos wy,ws, ws, ws. Por dltimo,

Uy = méx{Yp, E(Uy|Py)} = max{0,0,35 - 0,45} = 0,16

4.5. La envolvente de Snell y los procesos de Markov

Consideremos un espacio de probabilidad finito (£2,P) y un proceso estocastico (Xy),
con 0<k<Ty
X,:Q— B,

donde E C R es un conjunto finito. El proceso estocastico (Xj) es un proceso de Markov

o cadena de Markov si
P(Xpi1 = ap1|Xo = ag, .., X = ag) = P(Xpy1 = ap1| Xk = ag)
para cualesquiera ag, aq, ..., ax1 € F tales que
P(Xy = ag,..., Xx =ag) > 0.

Observemos que esta ultima condiciéon se impone para que las probabilidades condi-
cionales de arriba tengan sentido (si no, la parte de la izquierda no tiene sentido). Si
interpretamos X, como una representacion del estado de un sistema en el tiempo k, la
propiedad de Markov requiere que las probabi-lidades de los estados posibles de Xj.q

dependan exclusivamente del estado X} y no de los estados previos.
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Ejemplo 4.5.1. Consideremos el tablero de Monopoly (Turista). El estado del tablero en
un momento dado solamente depende del estado anterior y del lanzamiento de los dados,
y no depende en como los estados anteriores influyeron para llegar a este estado. Por lo
tanto, este juego es un proceso de Markov. Ahora pensemos en un juego de pokar o de
domino. Un jugador atento puede recordar las cartas o las fichas que ya pasaron, y por
tanto saber qué cartas o fichas ya no estan disponibles para armar jugadas. En este caso,
el estado del juego en el siguiente movimiento si depende de todos los estados anteriores.

Este ultimo tipo de juegos no son un proceso de Markov.

Proposicién 4.5.2. Sea (X) un proceso de Markov sobre (2, P). Entonces, para cual-

quier eleccion ag, ay, . ..,ar € E se tiene la siguiente formula:
]P(XO = ag, .- . ,Xk = ak) = IP)(XO = CI,Q) . ]P(Xk = ak|Xk_1 = ak_l).

De acuerdo a esta férmula, es claro que cualquier proceso estocastico que consista de

variables aleatorias independientes es también un proceso de Markov.

Definicién 4.5.3. Una cadena de Markov es homogénea si para cualesquiera a,b € F

las probabilidades de transicion

P(Xt+1 = b|Xt = a)

dependen unicamente de los valores de a,b pero no de t. Escribimos

P(a,b) = P(X;41 = b|X; = a)

en este caso.

A partir de ahora, consideraremos una cadena de Markov homogénea (X;),t =0,...,T
y la sucesién de particiones (P;) que induce de manera natural. Una caracterizacién para
P; que nos sera 1til es:
t
Pt = {At7a|a = (CLl,CLQ c. .,at) ekl }

donde

At,a = {w € Q|X1 = al,X2 = CLQ,...,Xt = CLt}.

Tenemos entonces el siguiente resultado importante.
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Proposicién 4.5.4. Sea (X;) una cadena de Markov homogénea. Entonces, para cualquier

funcion f: R — R tenemos que

Ef(Xi)IP] =D P(Xy(w),b) f(b).
beE
Demostracion. Es claro que basta considerar la esperanza condicional con respecto a los

bloques de la particion P,. Por la propiedad de las cadenas de Markov, tenemos que:

P(Xt+1 = b|At,a = P(Xt+1 = b|Xt = a,t) = P(at, b)

Por otro lado, tenemos que

E[f(Xupn)[Ara] = Y P(Xip1 = b Aa) f (D)
beE
pero esta ultima expresion es

Zf at,

beE
A partir de aqui, si cambiamos a; por cada uno de los posibles valores de X;(w) podemos

hacer esta misma construccion en cada uno de los bloques de la particion y de esta manera

obtener el resultado que queriamos probar. ]

Ahora aplicaremos algo de lo que hemos visto sobre procesos de Markov a la envolvente
de Snell.
Hemos visto que el valor de una accién depende del estado del mercado en ese dia, es

decir, existen funciones (f;) tales que

Y; = ft(St)u
con f; : R — R.

Probaremos un poco mas con el siguiente teorema.
Teorema 4.5.5. FExisten funciones hy : E — R tales que:
U = ht(St)

donde (hy) es una familia de funciones definida recursivamente por

hT(S) = fT(S)
hi(s) = méax{f(s) ZIP’sbhHl )}

beF
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Demostracion. Probaremos esto por induccién al revés. Para t = T es obvio. Supongamos
ahora que U1 = hyy1(Si41) paraalgint € {0,1,...,7—1}. El paso de induccién consiste
entonces en encontrar h; tal que U, = hy(S;). Por la recursividad de la envolvente de Snell

tenemos que:

Un(w) = méx{Yy(w), E(Upa[Pe)(w)} = max{ fy(Si(w)), & (he41(Ses1)|Pe) (w) }-

Por otra parte, probamos que:

Elhis1 (i) [P =D P(Sy(w), b)hes (b)

beE

de donde se sigue

Uy(w) = méx{f,(Si(w)), > _P(Si(w),b)her1(b)}.

beE

Definimos entonces

hi(s) = max{ fi(s) ZIP’Z)S Yhir1(b)}.

beE
Esto es una funcién de E en R que satisface U, = hy(X;) y esto concluye nuestro argumento

de induccion. O

Desarrollando el dltimo término de nuestra expresién para h;(s) obte-nemos:

hu(s) = max{fi(s),p - hua (s(1 +w)) + (1 = p) - hua(s(1 + d))}.

Esencialmente, el resultado anterior nos dice que U; depende tnicamente de S; y no

de su historia previa, ya que los dos valores posibles para U; dependen de h; 1 y de f;.
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Capitulo 5

Reclamos contingentes

El problema de la valuacién de derivados financieros consiste en fijar un precio justo
para un derivado financiero. La dificultad principal consiste en que en el tiempo t =
no tenemos informacion sobre el precio final del activo. Supondremos que el precio final
del activo es una variable aleatoria y que por tanto sélo conocemos el conjunto de valores
finales del activo, lo que nos permite conocer el conjunto de valores finales del derivado.
El conocimiento de este conjunto de valores junto con el principio de no arbitraje son la

clave para la valuacion de derivados financieros.

El que un mercado esté libre de arbitraje se refiere a que no haya oportunidad de
enriquecerse sin hacer nada. Por ejemplo, pensemos que un doélar y un euro cuestan lo
mismo tanto en Nueva York como en Parfs. ;Qué pasaria si en Paris un dodlar costara
0.9 euros, mientras que en Nueva York un délar y un euro siguieran costando lo mismo?
Un inversionista compraria 10 ddlares en Paris, gastando 9 euros en ello y luego puede
transferir sus 10 dolares a Nueva York y cambiarlos al momento por 10 euros. Sin hacer
practicamente nada, nuestro especulador acaba de ganarse un euro. Entonces lo que inten-
taria hacer es mover de la misma manera cantidades de dinero cada vez mas grandes, para
poder enriquecerse. Esto desequilibraria el mercado y eventualmente moveria los precios
del dolar y del euro. Las oportunidades de arbitraje desaparecen en cuanto ambos precios
se igualan. Un mercado con arbitraje es entonces un mercado en donde pueden generarse
ganancias sin inversién neta y sin riesgo. El principio de no arbitraje, que mencionaremos
mas adelante, dice esencialmente que un modelo matematico de un mercado financiero no

debe admitir oportunidades de arbitraje.
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5.1. Portafolios y estrategias de mercado

Supondremos que tenemos dos activos, uno de ellos que lo consideraremos sin riesgo (un
activo cuyo precio puede subir a través del tiempo, pero nunca bajar, ademéds, conocemos
esta tasa de crecimiento) y otro de ellos sera considerado con riesgo (un activo cuyo precio
estd sujeto a cambios aleatorios a través del tiempo). Un ejemplo del primer tipo de activos
son los bonos del tesoro. También supondremos que lo que cambia a través del tiempo
no es la cantidad fisica del activo (sin riesgo o con riesgo) que estamos tratando, sino que
tnicamente cambia el precio (los cambios en la cantidad fisica del activo sélo se referiran
a que nosotros decidamos comprar o vender). Por otra parte, también supondremos que
el mercado es infinitamente divisible (tiene sentido hablar de cantidades como 7), que
no hay comisiones, que las tasas de préstamos que nos hacen y préstamos que hacemos
son iguales, todas las transacciones toman lugar inmediatamente y sin retrasos externos.
Ademas, también supondremos que no hay oportunidades de arbitraje.

Consideraremos dos activos, uno sin riesgo y otro con riesgo, a saber, a; y as. Empe-

zaremos con introducir algunas definiciones.

Definicién 5.1.1. Un portafolio para el intervalo de tiempo [t;_1,t;) es un par ordenado

0, = (@i,b @m)

donde ©; j(wg) es la cantidad del activo o; adquirido en el tiempo t,_1 y que se con-
servd durante el intervalo de tiempo [t;—1,t;) conociendo que el estado del mercado es wy.
Mas ain, pedimos que ©;; sea P;_1-medible. Esto corresponde al hecho obvio de que las

cantidades ©, ; deben ser conocidas al tiempo t;_; en el cual se adquieren los activos.

Un portafolio es entonces una herramienta que nos permite conocer las cantidades de
cada activo que se van comprando o vendiendo a través del tiempo.

Pensemos en un portafolio de la siguiente manera:

= En el tiempo cero, se adquiere el portafolio ©; a los precios a ese tiempo.

s En el tiempo t = 1, se liquida el portafolio ©; y se adquiere un nuevo portafolio.
Ambas transacciones se hacen simultdneamente y a los precios correspondientes de

compra y venta para t = 1.

Es necesario que tengamos presente que el portafolio ©; es adquirido en el tiempo t; 4

y se mantiene hasta el tiempo ;.
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Al tiempo %, el inversionista adquiere su primer portafolio ©;. Al tiempo ¢, debe ad-
quirir un nuevo portafolio ©,, que bien podria ser el mismo, pero en general supondremos
que es diferente.

En general, al tiempo t;_; el portafolio ©;_; es liquidado y se adquiere un nuevo

portafolio ©;. Este proceso se conoce como ajuste del portafolio.

Definicién 5.1.2. Una sucesion de portafolios ® = (01,0, ...,0r) se llama estrategia

de mercado.

También consideraremos las variables aleatorias S; y A;, donde .S; es el valor del activo
con riesgo en el tiempo t; y A; el valor del activo sin riesgo en el tiempo ¢;. Se acostumbra
tomar los valores descontados de estos dos procesos respecto al valor del activo sin riesgo.
Por simplicidad, supondremos que la tasa de interés del activo sin riesgo es cero, a fin de

mostrar la idea general sin complicar innecesariamente la notacién.
Definicién 5.1.3. El valor de adquisicion de un portafolio ©; estd dado por
Vii1(0;) = 014,21 + ©,25,1.
El valor de liquidacion de un portafolio ©; estd dado por
Vi(0;) = 0,14, + 0,,5,.

Definicién 5.1.4. Decimos que una estrategia de mercado ® = (04,...,07r) es autofi-
nanciada si V;(0,41) = Vi(0;), para cada i # 0.

Una estrategia de mercado autofinanciada es aquella que nos permite adquirir un
nuevo portafolio con lo que obtengamos de liquidar el anterior, sin necesidad de hacer que

entre o salga dinero durante este proceso.

Observacion 5.1.5. La igualdad V;(0;11) = Vi(©;) es obviamente equivalente a:

Vi(©is1) = Vi(0;) = 05411 ((Aiyr + Siv1) — (A +5)))

esto es, la pérdida o ganancia obtenidas al sequir una estrategia autofinanciante se deben

solamente a los cambios en el precio.
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5.2. Mercados completos y valuacion de opciones

En el contexto de valuacion de derivados financieros, se acostumbra llamar alternativa
o reclamo contingente a las variables aleatorias que representan los valores finales
posibles del precio del derivado financiero.

El problema de valuacion de derivados estd ligado al problema de va-luacién de alter-
nativas. Una manera simple de valuar una alternativa X es construyendo una estrategia
autofinanciante ® tal que el valor final de dicha estrategia coincida con X. Esto motiva

la siguiente definicion.

Definicién 5.2.1. Sea X : QQ — R una alternativa. Una estrategia replicante para X

es una estrategia autofinanciante ® = (©1,...,07) cuyo pago es igual a X, esto es,

VT((I)) = VT(@T) =X.

Una alternativa X que tiene al menos una estrategia replicante se dice accesible. Un

modelo es completo si toda alternativa es accesible.

La estrategia replicante ® se construye utilizando las martingalas que aparecen en
la seccién 3.2: la martingala (&) que definimos en dicha seccién corresponde al proceso
de precios del activo y la martingala () se construye partiendo de que en el tiempo T’
los valores finales del activo estdan dados por X. En el lema 3.2.1 demostramos que era
posible ir construyendo esta estrategia replicante ® pues en el tiempo j ya disponemos de

la informacion suficiente para ver como actuar en el tiempo j + 1.

Observaciéon 5.2.2. El conjunto de alternativas accesibles es un espacio vectorial sobre
R.

Ejemplo 5.2.3. En este ejemplo calcularemos la estrategia replicante para una alternativa
accesible. No es dificil hacer esto, pero involucra resolver muchos sistemas de ecuaciones

lineales. Observemos la figura (77). En nuestro caso, tenemos que

w1 = (1, 1), Wy = (1,0), W3 = 0, 1, Wy = (0,0)

Y = {C&Jl, Wz, W3, w4}

donde 1 representa un aumento en el precio y 0 una disminucion. Consi-deraremos una
accion cuyo precio inicial es 80. Sabemos que su valor después de un cierto tiempo puede
ser 85 o 78. En este momento, no sabemos exactamente cual de los eventos de ) es el que

sucederda, es decir, si la accion subio de precio, nosotros no podemos hacer una distincion
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Figura 5.1: Diagrama o arbol de estado
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entre wy Yy ws, aunque ya sabemos que el precio final tendrd que ser 80 o 90. Tenemos
entonces que By = {wi,ws} y también que By = {ws,w4}. Representamos Byy y By
como un solo elemento, para hacer notar el hecho de que en ese momento no podemos
distinguir entre los dos eventos que corresponden a un alza en el precio de la accion ni
entre los dos eventos que corresponden a una baja entre el precio de la accion. Al momento
cero no podemos distinguir entre nada, por lo que By = §2. También supondremos que
Al - A2 - 1

Calcularemos una estrategia autofinanciante ® = (01, 0) que replique la alternativa
X(wy) =100, X (w2) = 90, X (w3) = 80, X (w4) = 70

esto es, para la cual V(03) = X, o equivalentemente:

Vo(05)(wy) = 100
Vo(05)(we) = 90
Vo(05)(w3) = 80
Vao(O9)(wy) = 70
desarrollando estas ecuaciones nos queda
Ag(w1)O21(wr) + S2(w1)Og2(wy) = 100
As(wg)BO91(wa) + S2(w2)Og2(w2) = 90
Ay (ws3)O91(ws) + S2(w3)Oz2(ws) = 80
Ay (wy)O21(wy) + S2(wq)Og2(ws) = 70

( ) = 100
O21(w2) +80025(ws) = 90
( ) = 80
( ) = 70
por otro lado, como menciondbamos al principio, en el primer momento no podemos

hacer distincion entre wy y wa, ni entre ws y wy, por lo que tanto Oy1 como Ogy deben

ser constantes en los bloques que By 1 y B2 de donde obtenemos

O1(w1) = Oai(ws
(ws) (
(wl) = @2,2(002
(ws) (

P

—

P

)
)
)
)

D

2,2(Ws3
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asi que nuestro sistema de ecuaciones puede escribirse en términos unicamente de wy Y

ws

O51(w1) +900s5(w)) = 100
Os1(w1) + 800ss(w) = 90
O2.1(ws) (ws) = 80
O21(w3) + 75095(ws) = 70

1(Ws3 + 80@272 W3

las primeras dos ecuaciones tiene una unica solucion y las dos sequndas también, de donde

obtenemos

@2(0&)1) = @2((4)2) = (10, 1)
@2((4)3) = @2((4)4) = (—80, 2)

ahora calcularemos los valores de adquisicion para Oq

V1(0s)(wy) = 10 + 85 = 95
Vi(02)(ws3) = —80+78-2 =76

la condicion de que la estrategia sea autofinanciante requiere que estos valores también

sean los valores de liquidacion de ©

desarrollando estas ecuaciones y sustituyendo los precios dados

@171((401) + 85@1,2((401) =95
@171(003) + 78@172(003) = 76

pero ©1 es Py-medible, asi que para toda w € 2

@171((4}) + 85@172((4}) =95
@171((40) + 78@1,2((40) =76

el sistema tiene solucion
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este es un portafolio consistente en vender 9—‘30 ~ 135,71 bonos del Tesoro y comprar

1—79 ~ 2,71 bienes del activo, por un costo inicial de

—950 1 570
7480 S =2
7 * 7 7

570
7
podemos pagar lo siguiente:

esto es, por un costo de ~ 81,43 podemos adquirir un portafolio que nos garantiza que

X(wl) = 100, X(WQ) = 90, X((U3) = 80, X(W4) =70

observemos que en algunos casos tendremos una ganancia, en otros una pérdida. FEsto es

lo que uno esperaria en un modelo sin arbitraje.

Es claro que el procedimiento anterior solamente nos sirve para valuar alternativas
accesibles. De cualquier manera, todavia tenemos un pequeno problema. Podria ser que
haya distintas estrategias replicantes para una alternativa dada pero que tengan diferentes

valores iniciales. La solucién es requerir la ley del precio tnico.

Teorema 5.2.4. (Ley del precio inico) Son equivalentes:

1) Para cualesquiera dos estrategias ®1, Py

Vr(®1) =Vr(®2) = WVo(01) = Vo(O2).

2) Para toda estrategia ®

Demostracion. Es claro que 1) implica 2) ya que la estrategia ® = 0 cubre al reclamo 0
y su valor inicial es 0.

Supongamos que tenemos dos estrategias, ® y W tales que Vr(®) = Vr(¥) pero
Vo(®) # Vo(V). Entonces tendriamos que la estrategia & — W cubre al reclamo cero

pero su valor inicial es distinto de cero, con lo que llegamos a una contradiccion. ]

La ley del tnico precio nos asegura que el siguiente funcional de valuacién inicial

esta bien definido.

Definicién 5.2.5. El funcional de valuacion inicial 7 : M — R estd definido sobre

el espacio vectorial M de las alternativas accesibles y esta dado por:
Z(X) =W(®)

para cualquier ® estrategia replicante de la alternativa X.
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5.3. Opciones americanas

Como una opcién americana puede ser ejercida en cualquier momento antes del tiempo
de maduracién, pensaremos en una inducciéon al revés. Sabemos que St son los valores
finales posibles de la accién al tiempo de maduracién T', mientras que Y7 son las ganancias
posibles de ejercer dicha opcién. ;Qué valor deberia tener la opcién en el tiempo T — 17
Si el poseedor de la opcién la ejerce en el tiempo T'— 1 entonces debemos pagarle Yr_q, si
decide ejercer en el tiempo k debemos entonces pagarle Y. Por tanto, nosotros debemos
de tener el maximo entre el valor de Yr_; y el valor al tiempo 7' — 1 de una estrategia
admisible que pague Y7 al tiempo T, es decir, £(Yr|Pr_1).

Entonces, tiene sentido valuar la opcién al tiempo 7' — 1 como

UT_1 = méX{YT_l, S(YT‘PT_l)}

definimos entonces recursivamente el valor de la opcién americana al tiempo k& como

Uk—l = méX{Yk_l, g(Uk|Pk_1)}

que es justamente la envolvente de Snell.

Esto nos da un valor inicial justo para la opcién americana.
Definicién 5.3.1. El valor inictal justo para una opcion americana es U.

En la seccién 3.2, pudimos construir una estrategia replicante ® gracias a la existencia
de las martingalas (&) v (7).

Ahora escribamos U, = M, — T}, de acuerdo a la descomposicion de Doob. Consi-
deremos la estrategia ® que replica a la alternativa Mp. Entonces, la martingala (M)
corresponde a la martingala (1) de la seccién 3.2, mientras que (&) es la martingala que
corresponde al proceso de precios. Como la sucesion (Vi(®P)) es una martingala, tenemos

entonces que Vi (®) = M, y por tanto,

Uy = Ve (®) — Ty
a partir de esta ultima igualdad, observamos que el vendedor de la opcién puede cubrirse
perfectamente; una vez que recibié la cantidad Uy = Vy(®) puede generar una cantidad
Vi(®) al tiempo k, que es mayor que Uy vy que Yj. Si el vendedor de la opcién se cubre
utilizando la estrategia que hemos definido, asegura obtener una ganancia igual a V. (®) —
Y, =U,+ T, — Y, que es positiva cuando el tiempo 7 no es un tiempo éptimo.
., Cudl es la moraleja de esta tesis? Arriesga si tu ganancia esperada es mejor que tu

ganancia actual. De lo contrario, abstente.
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Ejemplo 5.3.2. Una cita promedio con una mujer tiene un costo de C' pesos. Sea p la
probabilidad de que acepte ir a casa por un café y 1 — p la probabilidad de que le duela
la cabeza. Sea V' el valor de salir con esa mujer, convertido en pesos. Supongamos (sin
pérdida de generalidad) que el valor que su dolor de cabeza es 0. La condicion para invitarla
a salir es entonces pV > C.
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