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Resumen

En esta tesis se hace una exposicion de las generalidades de dos del los
métodos numéricos més utilizados para resolver ecuaciones diferenciales par-
ciales: el de Diferencias Finitas (MDF) y los Métodos Espectrales (ME). Los
principios bésicos expuestos, se ilustran con ejemplos de ecuaciones impor-
tantes en la fisica: la ecuacion de calor, la ecuacion de onda 1 + 1, la de
Burgers, y la de Poisson. Esta tltima se resuelve con ambas aproximaciones
(MDF y ME) y se realiza una comparacién de la velocidad de convergencia

de ambos métodos.



Capitulo 1

Introduccion

El hombre desde sus inicios, ha tratado de encontrar una explicacién a to-
do fenémeno que se presenta a su alrededor. Primero, dieron explicaciones
empiricas, pero con el paso del tiempo éstas fueron insuficientes, por lo que
el hombre se vio en la necesidad de buscar otras formas que le permitieran

obtener explicaciones mas acertadas.

De esta manera surgi6 la formulacién matemaética, que en la mayoria de los
problemas que describe, involucra cambios con respecto a una o mas vari-
ables independientes, lo cual nos conduce a ecuaciones diferenciales, ya sean
ordinarias o parcial. Nosotros trabajaremos con ecuaciones diferenciales par-

ciales de segundo orden, las cuales, en dos dimensiones se escriben en la forma

¢ ¢ *¢ 0 0

donde a,b,c,e, y g pueden ser funciones de las variables independientes x e y,
y de la variable dependiente ¢(z, y). Dicha ecuacion se clasifica de la siguiente
manera: si b — 4ac < 0 a la ecuacion se le llama eliptica, si b* — 4ac > 0 se

le llama hiperbélica y si b* — 4ac = 0 se le llama parabolica.



Encontrar una solucién a una ecuacién o a un sistema de ecuaciones difer-
encial parciales, no es una tarea sencilla, y mas cuando las ecuaciones son
no-lineales. Es cierto, que en algunas situaciones, es posible encontrar solu-
ciones exactas por métodos analiticos generamente sofisticados, pero en mu-
chos otros casos, es practicamente imposible resolverlas analiticamente. Y si
las condiciones de frontera son complicadas, la situacion puede hacerse atn

mas compleja.

Es por esto, que el hombre se vio en la necesidad de desarrollar herramientas
mas eficaces, que le permitieran encontrar soluciones a dichas ecuaciones. Asi
surgieron varios métodos numéricos. Tres de los més conocidos y mas ampli-
amente utilizados son: métodos de diferencias finitas, de elemento finito y los

espectrales.

El propésito de este trabajo, es exponer brevemente los elementos basicos
de dos métodos numéricos: el Método de Diferencias Finitas y los Méto-
dos FEspectrales, aplicados como ya se menciond anteriormente a ecuaciones
diferenciales parciales. Utilizando la ecuacién de Poisson para hacer una com-

paracion de la velocidad convergencia entre los dos métodos.

1.1. Ecuacion de Onda

La ecuacion (1.2) es la forma general de la ecuacién que describe a las ondas
en dimension 1+1: "la segunda derivada del desplazamiento de la onda y
respecto a la coordenada z es igual al inverso de la velocidad de la propagaciéon
de la onda al cuadrado por la segunda derivada del desplazamiento de esta

con respecto al tiempo."



Py _ 1%
or2 2 Ot2

Sabemos que la forma general de la solucién de ondas viajeras para esta

(1.2)

ecuacion es y(x,t) = f(z +wvt) pero la forma especifica depende de las condi-
ciones iniciales y de frontera. Esta es la ecuacién con la que lidearemos en

esta tesis.

Pero la ecuacién de onda no solo surge en la mecénica sino también en otras
situaciones, tal es el caso en electromagnetismo, si usamos las ecuaciones
electromagnéticas , obtendremos una ecuacion de la misma forma que la que
describe a las ondas mecénicas, solo que el desplazamiento y se sustituye por
la intensidad del campo eléctrico y magnético. En este caso la velocidad de
propagacion de las ondas electromagnéticas que viajan en el vacio se con-

vierte en la velocidad de la luz c. [1]

1.2. Ecuacion de Poisson.

Una de las utilidades de la ecuacién de Poisson se aprecia tanto en Grav-
itaciéon, como en Electrodinamica, pues ésta describe la variacién de potencial
eléctrico o gravitacional en el interior de distribuciones eléctricas (ec. 1.3) o

de masa (ec.1.5).

Vip=—-+ (1.3)

ésta es la llamada FEcuacion de Poisson.

La solucién para la ecuacion (1.3) para p en cierta region V esta dada por 2]
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En Gravitacion la ecuacion de Poisson esta dada por

V¢ = —4rGp (1.5)

donde ¢ representa el potencial gravitacional, G' la constante gravitacional y
p la densidad de masa o fluido.
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Capitulo 2

Diferencias Finitas

En este capitulo describiremos a grandes rasgos el Método de Diferencias
Finitas, asi como varios conceptos que éste involucra, tales como: Método
Ezplicito, Método Implicito, Consistencia, Estabilidad y Convergencia (Teo-

rema de Lax).

En Diferencias Finitas, las ecuaciones diferenciales se resuelven en cierta re-
gion R acotada por una frontera, donde R pertenece al espacio en el cual se
describen las ecuaciones diferenciales,(ie, si la ecuacion depende de dos vari-
ables, entonces estaremos en un espacio de dos dimensiones, para nosotros

dicho espacio sera R?).

Este método consiste, tal como su nombre lo dice, en aproximar por medio
del teorema de Taylor las derivadas involucradas en la ecuacion diferencial a
la que se quiere dar solucion. De esta manera obtendremos una expresion en
términos de dichas aproximaciones, y asi nos sea méas sencillo encontrar la
solucién en cada punto de la regién R. Lo anterior se describe de una forma

mas amplia a continuacién.

Sea F', una funcion tal que ésta y sus derivadas sean univaluadas, finitas

11



y continuas con respecto a cualquier variable x, entonces por Teorema de

Taylor tenemos las siguientes aproximaciones.

Flz+h) = F(z) + hF'(z) + %hQF”(ac) + éh?’F”’(:c) o @)
y
Flz —h) = F(x) ~ hF'(z) + L W*F"(x) - %hi”F"’(x) o (22)

ahora sumemos (2.1) y (2.2), obteniendo como resultado

F(z+h)+ F(z —h) =2F(z) + h*F"(z) + O(hY) (2.3)

en la ecuacion (2.3), O(h?*) representa los términos que contienen cuartas
potencias y superiores de h. Considerando que dichos términos son insignif-
icantes comparados con los términos que tienen potencias de A inferiores,
podemos llegar a

CF o L) -G+ Fa—h)]  (24)
dz2 "= T k2 '

con un error de orden h2.

F'(z) = (

Si ahora hacemos la diferencia entre las ecuaciones (2.1) y (2.2), despreciando

los términos de orden h® nos dara como resultado una expresién para F'(x)

Fa) = (L)~ o [Fla+ )~ P — 1) (2.5

con un error de orden hZ.

Podemos observar en nuestra figura (2.1), que la ecuacion (2.5) aproxima la
pendiente de la tangente en P por la pendiente de la curva AB, esta ecuacion
es llamada aprozimacion de diferencias central. Pero también podemos aprox-
imar la pendiente de la tangente en P, ya sea por la pendiente de la curva
PB, dada por la ecuacion (diferencias hacia delante)

12



F(x)

0 X
x—h X x+h
Figura 2.1:
, 1
F'(z) ~ %F(x +h) — F(x) (2.6)
o por la pendiente de la curva AP, dada por la ecuacion (diferencias hacia
atrds).
, 1
F(x)'zﬁ F(z)— F(x —h) (2.7)

Supongamos ahora que la funcién F' depende de las variables x y y.Entonces
la regién R estard contenida en el plano z — y. Subdividiremos el plano, de
tal manera que el eje horizontal quedard dividido en segmentos de tamano
0x = h, de esta forma la coordenada z estara representada por x; = ih con
1=0,£1,+£2, ..., y el eje vertical lo divideremos en segmentos de tamano dy =

k, asi la coordenada y estara representada por y; = jk con 7 = 0,+1,4+2, ...

13



El valor de F' en cada punto P(z;,y;) = P(th, jk) de la red esta representado
por Fp = F(ih,jk) y para simplificar la notacion, en adelante lo denotare-

mos como Fj ;.

De acuerdo con la ecuacion (2.4)

O2F 0%F F{(i + 1)h, jk} — 2F{ih, jk} + F{(i — 1)h, jk}
Cou)r = (gga)is = he

(2.8)

en términos de la nueva notacién

82F ~ F;."'laj B 2E1] + E_laj

(Gp2 )i = 2 (2.9)
con un error de orden h2. De igual forma para
0’F F, .1 —2F .+ F; ;_
(G )i ~ —25 ERELER (2.10)
otz " k?
con un error de orden k2. De acuerdo con la notacién de aproximacién de
diferencias hacia adelante para la expresion g—i en P estd dada por
oF F;..1—F;;
P2 b Y ) (2.11)
ox h
con un error de orden de O(h), similarmente para %—f, pero con un error de

orden de O(k). Hemos obtenido, las derivadas en términos de diferencias, tal

como se menciond arriba.

Para la explicacién de las secciones siguientes, nos auxiliaremos con la ecuacién

de Calor

oU U
ar ~ "oxe

(2.12)

con k constante.
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Obteniendo una ecuacién adimensional de la ecuacion (2.12), de la forma

0 0?
gu _ g1 (2.13)
ot 0x?

con la ayuda de las substituciones u = U% , X = % yt= /@%, donde U es

una temperatura a cierta distancia X a un tiempo Ty Uy es la temperatura

inicial a tiempo cero.

2.1. Meétodo Explicito

Una forma para encontrar la solucién de ecuaciones con diferencias finitas, es
utilizando el Método Fxplicito, el cual ilustraremos con ayuda de la ecuacion

de calor adimensional.

Una aproximacion en diferencias finitas para la ecuaciéon

ou  9*U

ot or?
es aplicando la ecuacion (2.11) al lado derecho y la ecuaciéon (2.9) (para la
variable t) al lado izquierdo de (2.14),

(2.14)

Ui+l — Ui Uiglj — 2Ui 5+ Ui1
3 3 2.15
k h? ( )

donde u es la solucion exacta de las ecuaciones de diferencias aproximadas,

con

Si tomamos 7 = -2t = £ podemos escribir la ecuacion (2.15) como
(6z) nz» P

U,"j+1 = T‘Uz‘_l,]' + (1 - 2T')Ui’j + Tui-H,j (216)

15



Condiciones de Frontera

valor desconocido
Ui j+1
valores conocidos
Ui, Ui Wit j
h— Valores Iniciales X
Figura 2.2:

La ecuacién (2.16), nos sera 1til para encontrar la tempertura desconocida
U j+1, en el punto (i,j+1) de lared, en términos de las temperaturas conocidas

a lo largo de la j-ésima fila del tiempo en la red, (fig 2.2).

Entonces vemos que podemos calcular cada una de las temperaturas descono-
cidas en el tiempo ¢t = k, (es decir, en la primer fila con j=1), con ayuda de
las condiciones iniciales ( fila cero con j = 0) y de frontera (consideradas la
columna 0 y tltima, con i=0 y i=N, si el eje se dividiera en N particiones)
a lo largo de ¢ = 0. De la misma manera podemos encontrar cada una de
las temperaturas en el tiempo ¢ = 2k (segunda fila), con ayuda de las ya

conocidas temperaturas a lo largo de ¢ = k, y asi sucesivamente.

En general, podemos encontrar los valores de las temperaturas desconocidas

en cierto tiempo ,t, en funcién de los valores de temperaturas conocidas en

16



0-5 T T T T T T T T

0.4 N .
/ \
/ \
/ \
/ \
03 F / AN .
P / \
X / N
> / \
0.2 r / \ i
/ \
/ \
/ \
/ \\
/
0.1 , .
/ \
L/ \
/ \
/ \
0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.3: U(x,t) con el método Explicito para r =0.25, en t =0.005

un tiempo anterior a t,, ie, t,_1. A esta forma de encontrar la solucién de
una ecuacion diferencial en cada punto de la red se le conoce como Método

Ezplicito.

A pesar de que es més sencillo utilizar el Método FExplicito, éste tiene una

seria desventaja, pues es inestable a partir de que r toma valores mayores
1
2
solo se aplica en el caso de la ecuacion de Calor, sino, para cualquier ecuacion

que =, es decir, el método solo es valido para 0 < % < % Este criterio no

que se intente resolver con este método.

Es por eso que Crank y Nicolson [3] proponen un método que fuera valido
para cualquier valor finito de 7 (es decir, que el método sea estable y conver-

gente), el Método Implicito.
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X

Figura 2.4: Gréfica de u(z). Método Explicito con r= 0.53 y t=5.3e-05

2.2. Meétodo Implicito

Crank y Nicolson consideraron que la ecuacion diferencial parcial %—It] se sat-
isface en el punto medio ih, (j + %)k y reemplazando %27[2] por el promedio de
las aproximaciones de diferencias finitas en el j y (5 + 1) niveles del tiempo.

Entonces la aproximacién de la ecuacién

18



ou o*U

(ﬁ)i’”% = (w)i’ﬂ'% (2.17)

esta dada por,

Uijp1 — Ui }{Uz‘+1,j+1 = 2Ujj11 + Ui-1,541 IS 2u;,; + Ui—l,j}

k 2 h? h?

sustituyendo r = ,f—z obtenemos la siguinte ecuaciéon

i1+ (24 20) Ui — Ui = U+ (2= 20)ug Fuy (2.18)

Podemos observar que en la ecuaciéon (2.18), el lado izquierdo contiene tres
términos de u desconocidos, y el lado derecho tres términos de u conocidos,
(fig. 2.5)

Si para cada tiempo t;, el nimero de puntos internos de la malla es igual
a N, entonces para j =0 e =1,2,3,..., N, la ecuaciéon (2.18) nos dara N
ecuaciones simultaneas para los N valores desconocidos a lo largo del primer
tiempo, en funcion de los valores iniciales y de frontera ya conocidos. De igual
manera, para j = 1 de la ecuacion (2.18) se obtendran N valores desconocidos
para u a lo largo de la segunda fila del tiempo, en términos de los valores

de u ya calculados a lo largo de la primera fila del tiempo, y asi sucesivamente.

Entonces, el Método Implicito consiste en resolver un sistema de ecuaciones
para cada tiempo ¢; con j = 0,1, 2, ..., para encontrar los valores de u en
cada punto de la red.

Existen varios métodos para resolver el sistema de ecuaciones que se genera
en cada tiempo ¢; de acuerdo con la ecuacion (2.18), uno de éstos es el Método

de Eliminacion de Gauss (apéndice A) y es el que se utilizaréa en este trabajo.

19



Valores|desconocidos de "u"

4l

j+l

e

Valores|conocidos| de "u

i—1 i i+1

Figura 2.5:
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0.2 - 4

0 ' | ' | ' | ' | '
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.6: Gréfica de u(z). Método Implicito con r= 1.0 y t=0.001
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Para saber si el método que utilizamos para encontrar la solucién de la
ecuacion diferencial es el apropiado tenemos que verificar que dicho método
cumpla con las siguientes condiciones: Consistencia, Convergencia y Estabil-
idad

2.3. Consistencia

Sea L(U) = 0 que represente la ecuacion diferencial parcial dependiente de
X y t, con soluciéon exacta U, y F(u) = 0 representa la ecuacion de aproxi-

macion de diferencias finitas dependiente de x y t, con solucién exacta u.
Definiendo el error de truncamiento T; j(v) de la siguiente forma:

Tij(v) = Fi(v) = Lij(v) (2.19)

donde v es una funcién continua en x y t, la cual tiene un ntimero suficiente de

derivadas continuas para permitir a L(v) ser evaluada en los puntos (ih, jk).

Si T j(v) = 0, cuando k — 0, h — 0, se dice que la ecuacién de diferencias

finitas es consistnete o comparable con la ecuacion diferencial parcial.

La mayoria de los autores ponen v = U, de esta forma la ecuacion (2.19) se

reduce a

T,(U) = F,y(U) (2.20)

entonces, el error de truncamiento coincide con el error local de truncamien-
to f;j(U). Asi pues, la ecuacion de diferencias es consistente si el valor del
limite del error local de truncamiento es cero cuando h — 0, k — 0. El cual

nosotros también utilizaremos.

22



2.4. Convergencia

Sea U la solucion exacta de la ecucion diferencial parcial respecto a las vari-
ables independientes x y ¢, y sea u la soluciéon exacta de la ecuacion de
diferencias finitas. Se dice que la ecuacion de diferencias finitas es conver-
gente cuando © — U en un punto fijo a lo largo de un nivel de ¢ fijo cuando
ox,0t — 0

Probar esta condicién es algo complicado, pero hay una forma secilla de hac-

erlo y es por medio del Teorema de Laz, el cual mencionaremos méas adelante.

2.5. Estabilidad

Para un problema lineal con valores iniciales y de frontera, Lax y Richtmyer
relacionan la estabilidad y convergencia via el El Teorema FEquivalente de
Laz 3], definiendo estabilidad, en términos de las soluciones acotadas de las
ecuaciones de diferencias finitas para un nivel de tiempo 7 fijo cuando £ — 0,
es decir, cuando J — 00, ésto asumiendo que dx = h esta relacionado a k de

tal manera que h — 0 como k& — 0.

Asumiendo que el vector de solucion w41 = [U1 11, Ug jt1, -, Un_1,541] de
la ecuacion de diferencias finitas en el nivel de tiempo (j+1) esta relacionado
con el vector de solucién u; en el nivel de tiempo j-esimo por medio de la

ecuacion

U1 = Allj + b]' (221)
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donde b; es el vector columna de los valores de frontera conocidos, y A la
matriz de (N —1) % (N — 1) de coeficientes conocidos. Entonces, mostraremos
que una consecuencia de esta definicién de estabilidad es que una norma de

la matriz A compatible con una norma de un vector u satisface

Al <1

cuando la soluciéon de la ecuacion diferencial parcial no incrementa cuando ¢

incrementa, o

|A|| <14 O(k) (2.22)

cuando la solucién de la ecuacion parcial diferencial incrementa cuando t in-

crementa.

El método matricial de analisis muestra que las ecuaciones son estables si el
modulo més grande de los valores propios de la matriz A, es decir, el radio

espectral p(A) de A satisface

p(A) <1,

cuando la soluciéon de la ecuacion diferencial no aumenta cuando ¢ aumenta,

(0]

p(A) < +0(k)

Aunque esta condicion asegura que la solucion esté acotada, ésto no garantiza
la convergencia a menos que los valores propios de A estén restringidos a
satisfacer p(A) < [|A|| <1 cuando N — oc.

Sea \; un valor propio de la matriz A de (n x n) y x; el correspondiente

vector propio. Entonces

AX,‘ = )\Z X;

24



Aplicédndole la norma a la ecuacién anterior y por normas de vectores (apéndice

A) tenemos que,

1A = [[Aixal| = [Aal][x]]-
Para toda matriz compatible, y normas de vectores (apéndice A) llegamos a

il | = [ A < [[A]]][x]].

Por lo tanto,

I\ < ||A, i=1,..n (2.23)
Entonces, de la ecuacion (2.23) se tiene que
p(A) < [|A]]. (2.24)
Es por eso que,

1Al <1

es condicion suficiente y necesaria para que se cumpla la estabilidad.

2.6. Teorema de Lax

Dado un problema lineal de valores iniciales apropiado y una aproximacion
lineal de diferencias finitas la cual satisfaga la condicion de Consistencia,
Estabilidad es la condiciéon necesaria y suficiente para que se cumpla la

Convergencia [3|.

Este capitulo se resume en la figura (2.7),donde al tener una ecuacion diferen-

cial parcial F'(u) se hace una discrietizacion para llegar a un sistema de ecua-
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ECUACION
DIFERENCIAL
PARCIAL

F(U)

y

SOLUCION
ANALITICA

U

-

DISCRETIZACION — ™ SISTEMA DE
ECUACIONES
CONSISTENCIA ALGEBRAICAS
AX, At 0
ERROR DE TRUNCAMIENTO
ESTABILIDAD
Y
CONVERGENCIA SOLUCION
AX, At 0 NUMERICA
Figura 2.7:

ciones algebraicas, dicho sistema debe ser consistente con F(U), y ademas de

ser estable con la solucién numérica, la cual converge a la solucién analitica.
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Capitulo 3
Métodos Espectrales

Los métodos espectrales involucran la biisqueda de soluciones de una
ecuacion diferencial o de un sistema de ecuaciones diferenciales, en térmi-
nos de funciones suaves. Estos métodos se empezaron a utilizar ampliamente
desde hace unos 30 anos, y son actualmente, una alternativa al método de
diferencias finitas, y del elemento finito. Los métodos espectrales, han proba-
do ser en extremo tutiles en dindmica de fluidos, donde ahora se usan co6digos
espectrales hidrodinamicos para el estudio de la turbulencia, inestabilidades
hidrodinamicas, predicciéon del clima, y en el movimiento de las corrientes
maritimas. Pero su uso no se ha limitado a la dindmica de los fluidos. En anos
recientes, se han implementado cédigos para realizar simulaciones numéricas
en conduccion de calor, mecanica cuantica, y en el terreno de la astrofisica y

la relatividad general, en particular en el estudio de los hoyos negros.

En este capitulo, vamos a dar una exposicion general de la formulacién
de estos métodos. No pretendemos dar una presentaciéon formal y rigurosa de
los mismos, pero si una visiéon panoramica de su formulacion, ilustrando su
uso con ejemplos simples primero, y despiies en los siguientes capitulos, con

ejemplos mas complejos.
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3.1. Formulacion

Los métodos espectrales pretenden encontrar soluciones a problemas que

tienen la forma

8uf;;’ ) = Oz, t)u(z,t) xeD 3.1
B(z)u(z,t) = 0 zedD 3.2
u(z,t=0) = g(z) xeD (3.3)

siendo D el dominio espacial del problema, y 0D su frontera, O(z,t) es
un operador diferencial, y B representa las condiciones de frontera. La idea
basica de los métodos espectrales es la bisqueda de una solucién aproximada

al problema (3.1-3.3) de la forma

N
un(z,t) = Y an(t)0n(2) (3.4)

n=0
donde ®,(x) son un conjunto dado de funciones ortogonales conocidas. Asi
que aqui, las incégnitas son los coeficientes a,. Una vez obtenidos estos coefi-
cientes, la solucién ya estaria completa, y no se tendria ninguna discretizacion
espacial, es decir, la solucion se tendria en todo el dominio espacial. Esta car-
acteriztica contrasta con el método de diferencias finitas, donde la solucién

se da so6lo en los puntos de la malla.

Coémo elegir el conjunto ortogonal utilizado en la expansion (3.4), depende
en mucho de las condiciones de frontera. Para funciones de frontera periodi-
cas, la eleccion natural de la base de funciones es ®(z) = exp (ikz). Para
funciones de frontera no periédicas, hay una gran variedad de posibles elec-
ciones, aunque en la préactica, las méas usadas son las funciones, seno, coseno

o los polinomios de Chebyshev. Cuando hay simetria par o impar, se usan las
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funciones coseno o seno respectivamente. Pero en situaciones mas generales,
los polinomios de Chebyshev son una mejor opciéon. En su enciclopédico libro
“Chebyshev and Fourier Spectral Methods” Boyd escribi6 un dicho proverbial

sobre la eleccién de la base de funciones:

(i) Cuando esté en duda, use los polinomios de Chebyshev, a
menos que la solucién sea espacialmente periodica, en cuyo caso
es mejor una serie de Fourier ordinaria.

(ii) A menos que, esté usted realmente seguro que otro conjunto
de funciones base es mejor, use polinomios de Chebyshev.

(iii) A menos que esté usted realmente, pero realmente seguro
que otro conjunto de funciones base es mejor, use polinomios de
Chebyshev.

Los polinomios de Chebyshev, no solamente se amoldan muy bien a condi-
ciones de frontera arbitrarios, que en diferencias finitas seria dificil implemen-
tar, sino que también, por ser una serie de Fourier “disfrazada”, se pueden
usar los poderosos algoritmos de las transformadas de Fourier rapidas. Con
otras bases no existe esta posibilidad, pues no cuentan con dichas transfor-

madas.

El como determinar los coeficientes de la expansion (3.4) da lugar a los
tres métodos espectrales méas utilizados: Galerkin, Colocacion, y Tau, que
veremos méas adelante, pero primero haremos una breve exposicion de los

polinomios de Chebyshev y sus propiedades mas relevantes para este trabajo.

3.2. Polinomios de Chebyshev

El polinomio de Chebyshev Ty (x) de grado k esta definido (para z € [—1, 1))

por
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Ty (x) = cos(kcos™' z), k=0,1,2, ..., (3.5)

por lo tanto, —1 < T}, < 1. Fijando = = cos z, tenemos

Ty = coskz (3.6)

por lo que es facil deducir los primeros polinomios de Chebyshev

To=1, Ty=cosz==x, Tp,=cos2z=2c0s’z—1=2z>—1,..

Mas generalmente, para la féormula de Moivre, tenemos

coskz = Re{(cosz + isin z)’“}

y entonces, aplicando la féormula binomial, podemos expresar 7} como

[k/2]
7= 03y 2 U gy (3.7

ml(k — 2m)

m=0
donde [£] denota la parte entera de &.

De la identidad trigonométrica

cos(k + 1)z + cos(k — 1)z = 2 cos z cos(kz)

se deduce la relaciéon de recurrencia

Tk—i—l — Ql’Tk + Tk_1 = 0, k 2 1, (38)

la cual nos permite, en particular, deducir la expresién de los polinimios 7},
k > 2, del conocimiento de Ty y 7T;. La grafica de los primeros polinomios se

muestra en la figura (3.1).

30



0.5 r a

_1 h 1 L 1 L 1 d
-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 3.1: Esta figura muestra los primeros cuatro polinomios de Chebyshev

La expresion (3.7) puede ser ttil en circunstancias especiales pero la repre-
sentacion (3.6) es generalmente usada en computacion asi como en estudios

teodricos.

Ahora enumeramos algunas caracteristicas para la comprensiéon y aplicacion
de los polinomios de Chebyshev a la solucion de ecuaciones diferenciale ordi-

narias o parciales.
Los valores de T} y sus primeras derivadas 7} en x = £1 estan dadas por

Te(£1) = (£, T (£1) = (£1)F1E2 (3.9)

El conocimiento de estos valores puede ser de interés cuando se escriben las

condiciones de frontera. Es importante notar que
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Ti(—2) = (—1)*T,(x) (3.10)

ésta es la paridad del polinomio que es igual a su grado k. El polinomio T}

se anulan en los puntos x; (puntos de Gauss) definidos por

. I\ 7w ,
Z; = COS <Z+§)E, 1=0,..,k—1 (3.11)
y alcanza sus valores extremos +1 en los puntos z; (puntos de Gauss-Lobatto)
definidos por
T
Ti = €08 1=0,..., k. (3.12)

Una relacion de recurrencia de la derivada 7}, pueden obtenerse facilmente.

Primero, la diferenciacion de T}, nos da

d dz sin kz
T = — kz)— =k
T dz (cos k2) dx sinz ’

donde usamos la representacion (3.6). Entonces, aplicando formulas trigonométri-

cas, obtenemos la relacién

/ l
Tk+1 kal

k+1 k-1

valida para k£ > 1. Una féormula similar para la p-ésima derivada es obtenida

= 2T} (3.13)

diferenciando sucesivamente a (3.13).
Los polinomios de Chebyshev son ortogonales en [—1, 1] con el peso

w=(1-2%"1?2 (3.14)

y con el producto escalar definido por,

(u,0)y = /_1 uvwdz, (3.15)



De este modo la caracteristica de ortogonalidad para los polinomios de Cheby-

shev es

1
(Tka,Tl)w = / Tlewd:r = gckék,l. (316)

1

donde dj; es la delta de Kronecker y ¢, es definido por

2 si k=0,
Cp = .
1 st k>1.

3.2.1. Diferenciacion

La expresion de derivadas en una base de Chebyshev es mas complicada que
en una de Fourier. De hecho, la expresion de la derivada de Ty (x) implica to-
dos los polinomios de paridad opuesta y grado mas bajo mientras la derivada

de e’** es simplemente ike®**.
De la relacion de recurrencia (3.13), se obtiene
K

1
Th=2k) Ty—1—on (), (3.17)

—0 Ck—1—2n

n

donde K = [(k — 1)/2]. Por lo tanto, considerando la primera derivada de la

funcion uy(x)

un(z) =Y aTy(z) =Y iy Ti(x) (3.18)

utilizando la ec. (3.13) en la ecuacion anterior, llegamos a la siguiente expre-

si6én

ki = cp 10y, — al, k> 1; (3.19)
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.. . . ~(1
de la ecuacion anterior se deducen los coeficientes u,(c )

N
NO N .
U, = — Py, k=0,..,.N—-1 3.20
Ve 2 P (3.20)
(p+k)impar

y 115\1,) = (. Esto se puede escribir en forma matricial como

U41) = DU, (3.21)

donde U = (i, ..., an)", UM = (i(1)y, ..., 1) x)T y D es una matriz trian-

gular superior y sus entradas se deducen de la ecuacién (3.20).

La expansion de la segunda derivada de la funcién uy es

N
uly = (2),Ty(x) (3.22)
k=0
con
1 N
ﬁf) _ L Z p(p? — k)i, k=0,.,N—2 (3.23)
* ke
p+k)par

y o, =4 = 0. Expresando (3.23) en forma matricial

U® =D, (3.24)
donde U@ = (a{?, ..., al))T.
Las expresiones analiticas (3.20) y (3.22) son de interés cada vez que los coefi-

cientes de la expansién de las derivadas se involucran en calculos algebraicos.
Por otra parte, si solo se necesitan los valores numéricos de los coeficientes,
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se pueden calcular del producto de matrices y vectores (3.21) y (3.24) o de
las formulas de recurrencia que se deducen de (3.13). En general la formula
de recurrencia para los coeficientes ﬁ,(f ) para la p-ésima derivada es obtenida

por la diferenciacién sucesiva,

a0 = aP) |+ 2kaP Y, k>, (3.25)

completando con los valores iniciales, para la primera derivada

iy =0, i) | = 2Ny, (3.26)

y, para la segunda derivada

a® — 4@ —q, @2, =2N —1)al) | = 2N(N — 1)ay. (3.27)

Son estas relaciones de recurrencia

3.3. Aproximacion Galerkin

Cuando desarrollamos una funcion bien comportada (continua y derivable
es su dominio de definicon) en terminos de una serie truncada de Fourier 6 de
Chebyshev, los coeficientes de la expansion decresen muy rapidamente. Para
ilustrar este hecho, desarrollamos algunas funciones f(z), como en (3.4), en
términos de polinomios de Chebyshev, y mostramos como decaen los coe-
ficientes y como se aproxima la expansion a la funcion f(z). Este compor-
tamiento es importante en el método espectral Galerkin, que pretende hallar
soluciones del sistema (3.1-3.3). Cuando sustituimos la expansion (3.4) en
(3.1), se tiene que el asi llamado Residuo R(z,t,a,), evidentemente no se

anula
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Cuadro 3.1: En la tabla se muestran los valores de los coeficentes de la expansion
en polinomios de Chebyshev, para la funcién cos(2z? + 2x3), desde n = 1,..., N
con N = 21.

N || Coeficiente | N || Coeficiente
0 || 4.1343e-01 || 11 || 1.5699-16
1| 1.5000e+00 || 12 || 2.2626e-05
2 || 7.4057e-01 || 13 || 1.5699e-16
3 || 5.0000e-01 | 14 || 2.5283e-06
4 || 1.2416e-01 || 15 || 3.2678e-16
5| 1.7566e-16 | 16 || 1.0181e-07
6 || 3.2923e-12 || 17 || 4.1228e-16
7 2.3961e-16 | 18 || 8.8341e-09
8 || 2.6762e-03 || 19 | 1.2469e-16
9 || 2.5708e-16 || 20 || 2.8426e-10

10 | 4.2032e-04 || 21 || 13.3719e-16
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=]

Figura 3.2: Comparacién de la funcién cos(2z?) + 2z (linea sélida) y la funcién
aproximada con una expansion en terminos de polinomios de Chebyshev(linea pun-
teada) con N=4. Se requieren realmente muy pocos términos para representar a la
funcién apropiadamente. Al ir aumentando el valor de N, la solucién numérica se

va aproximando cada vez mas a la solucién exacta.
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Ouy (x,t)
ot

Esta funcién residual puede expandirse, como cualquier funcién, en terminos

R= — O(z, t)un(z,t) #0 (3.28)

de un conjunto ortogonal,

o0

R(z,t,a9,...,ay) = Zrk(ao, ey an)Pp () (3.29)
k=0
donde, debido a la ortogonalidad de la base de funciones ®(z), los coefi-

cientes ry se determinan por el producto interno

re = (R, @) = / Ry (2)dz (3.30)

En el método espectral Galerkin, se pide que el residuo sea pequeno, en el
sentido que los primeros (N + 1) términos de la serie espectral (3.29) se
anulen. Las series de Fourier y de Chebyshev de funciones suaves decresen
exponencialmente con k, de este modo, todos los r; para k > N presumible-
mente serdn muy pequenios para N grandes. Asi que, forzar que los primeros
Ty sean cero, minimiza a R(x). En el limite en el que N — oo R(x) debe
—— 0, y por lo tanto, la aproximacién, debe converger muy rapido a la

solucion exacta. Todo esto entonces se traduce a:
para minimizar el residuo se pide que (R, ®,) =0 paran =0,1,2,...N.

En este método, se pide que la base (o un arreglo de ésta) cumplan de en-
trada las condiciones de frontera. El ejemplo méas sencillo, cuando se tienen

condiciones de frontera periddicas, es elegir una base de Fourier.

Daremos a continuacién un ejemplo muy simple. Considere la siguiente

ecuacién hiperbodlica y lineal

ou Ou
- 31
ot 0x (3.31)
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con dominio en el intervalo (0, 27), condiciones periddicas, y condicion inicial

u(z,0) = g(z). La condicién de minimizacion del residuo es en este caso

1 o 9 a E tkx —inT
Py Eriie Zak(t)e e ""dx =0, (3.32)
0

k=0

haciendo la derivada espacial, esta relacion se convierte en

1 2 N dak ; ;
Py Z (E — ikak) kT | e MTdy = (). (3.33)
T Jo

k=0
Como la base es ortogonal, la integral en x es proporcional a una delta de
Kronecker, dando por resultado un conjunto de ecuaciones diferenciales para

los coeficientes ay, a saber

d
% — ikay, = 0 (3.34)
La condicién inicial u(z,0) = g(x), nos da las condiciones iniciales para

este conjunto de ecuaciones, pues al integrar la ecuaciéon (3.4) previamente

evaluada en cero, se tiene

ax(0) =/07Tg(a:)<bk(x)dx (3.35)

El problema consiste en evaluar ag(0) y resolver las ecuaciones difer-
enciales (3.34) para encontrar las ax(t) a todo tiempo. Para este ejemplo,
podemos verificar la convergencia de la aproximacién, usando por ejemp-
lo, la condicién inicial u(z,0) = sin (7w cosz). La solucion exacta u(zx,t) =
sin (7 cos (x + 1)), tiene expansion de Fourier cuyos coeficientes estan dados

por

ax(t) = sin (?)Jk(w)eikt (3.36)

donde Ji(t) son las funciones de Bessel de orden k, cuyas propiedades as-
intoticas implican k™a(t) — 0 cuando k — oo para todo natural m. Esto
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nos dice que la serie truncada de Fourier converge mas rapido que cualquier

potencia finita de 1/N, propiedad conocida como convergencia exponencial.

3.4. Método de Tau

El método de Tau es una versiéon modificada del método de Galerkin, que
resuelve un sistema un poco diferente (al de Galerkin) para poder incorporar
eficientemente las condiciones de frontera en la solucion. Nuevamente, se
toma una base ortogonal de funciones ®,(z), en este método se utiliza una

solucion aproximada de la forma

un(z,t) = ) an ()0 () (3.37)

n=0
donde K es el niimero de condiciones de frontera del problema. En la secciéon
de ejemplos, utilizaremos este método para resolver la ecuaciéon de Burgers,
que es un modelo reducido de la dinaAmica de fluidos, y representa ondas que

chocan.

3.5. Método de Colocacion

En este método se asume que la solucién aproximada uy satisface la
ecuacion diferencial (3.1) en algunos puntos x1, s, ..., £, llamados puntos de
colocacion del dominio respectivo. Es decir, se sustituye la expansion (3.4) en
el sistema O(uy(z;)) = f(z;), que junto con las condiciones de frontera, for-

man un sistema lineal de ecuaciénes (N+1) x (N +1) para los coeficientes a,,.

Estos son los métodos espectrales mas ampliamente usados. Las expan-
siones se usan en el dominio espacial. Para la evolucion temporal, general-
mente se usan las diferencias finitas, y entonces se tienen también los concep-

tos de consistencia y estabilidad, que implican como ya se vid, la convergencia.
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La presentacion formal de estos conceptos va mas alla del proposito de este
trabajo. Esto puede verse en el capitulo 6 del recién editado libro ([7]).

En el capitulo de Ejemplos vamos a ilustrar este método al resolver la
ecuacion de Poisson, y lo compararemos a con las soluciones obtenidas con

diferencias finitas.
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Capitulo 4

Ejemplos

4.1. Diferencias Finitas

4.1.1. Ecuacion de Onda

A continuacién daremos una pequena explicacién de como podemos expresar
la Ecuacién de Onda (dependiente del segundo orden del tiempo y la posicion
x) en ecuaciones mas sencillas (dependientes del primer orden del tiempo y
x) para encontrar su solucion. Esto sera posible utilizando Diferencias Finitas
en las ecuaciones de primer orden. El propoésito de realizar este cambio, es
debido al segundo orden en el tiempo, pues es mas comiin resolver ecuaciones

que evoluciones en primer orden del tiempo.

La Ecuacion de Onda esta dada por

-7 _ - Z 7 _ 4.1
0x? 2 02 0 (4.1)

Si aplicamos una transformacion de coordenadas de la forma dz = dx — [dt

y dt = dt, la nueva expresiéon para la ecuaciéon de onda sera
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o’y _§ o' B 6 10

972 2 0i2 | “20r0f 2or

(4.2)

donde Z y t son las nuevas coordenadas y § un cambio distinto de cero, el
cual representa la velocidad con la que el sistema (z,t) vera que se mueve el

nuevo sistema.

Desarrollando la ec. (4.2) de la forma que sigue:

) B0 BOp, 0,806 10p,
w - Damtag) talasm a5 =0 @

tomando ¢ = 1 y omitiendo las tildes, de la ec (4.3) podemos introducir estas
variables m = 0;¢p — 50,0 v ¥ = 0, ¢

El propésito es particionar la ecuacion de onda (ec. 4.2) en dos ecuaciones de
evolucion de primer orden en el tiempo para las nuevas variables. La primera,

de éstas es inmediata de la ec. (4.3)

Oy = 0y (¢ + pr) (4.4)

Asumiendo que la Ecuaciéon de Onda es C?, podemos obtener una una ex-

presion para 1 de la siguiente forma

De la definicién de 7 obtenemos que

O = 7 + B (4.6)

sustituyendo la ec. (4.6) en la ec.(4.5) finalmente obtenemos

Opth = 0o (T + BY) (4.7)
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De esta manera obtenemos las dos ecuaciones de evolucion (4.4) y (4.7) las
cuales constituyen la ecuacion de onda. Asi pues, al integrar la ecuaion (4.6)
junto con las dos anteriores, encontraremos el valor buscado de la variable ¢.

Las ecuaciones (4.4), (4.6) y (4.7) se pueden generalizar de la forma:

dy = f(y) (4.8)

donde f(y) es un operador espacial aplicado a la funcién que queremos inte-

grar.

Aproximaremos las ecuaciones (4.4),(4.6) y (4.7) usando Diferencias Finitas
y trataremos de encontrar los valores de ¢, ¥ y m en un conjunto de puntos
en el espacio-tiempo. Discretizaremos el espacio-tiempo de tal forma que la
coordenada temporal esté representada por t" = nAt y la coordenada espa-
cial por z; = iAz, con n e i enteros, i = 1, ..., J donde J es el nimero de los

puntos de la red en la direccién espacial. Para simplificar notacién denotare-
mos f(t", z;) por fI

Aplicando diferencias finitas a la ecuacion (4.6) obtenemos:

R ALt

Despejando ¢ de la ecuacién anterior,

o = ¢ + Ab(m + By) (4.9)

De la ecuacion (4.9) podemos ver que para obtener los valores de ¢ en cada
punto de la red, debemos antes conocer los valores de 7 y % en cada pun-
to, para encontrar dichos valores tenemos que resolver las ecuaciones (4.4) y
(4.7).
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Ahora apliquemos diferencias finitas al lado derecho de las ecuaciones que
queremos resolver (4.49 y (4.7).

n—1 n—1 n—1 n—1
. — v, o+ ﬂ(ﬂ' — T, )
a — 141 1—1 i+1 i—1 410
o 2Ax ( )
y
ﬂ_nfl - ,n_'_nfl + ﬂ( n—1 _ nfl)
6 — Z+1 1—1 Z—I—l 1—1 4.11
w e (4.11)

Para encontrar los valores de 7 y 1 resolveremos las ecuaciones (4.10) y (4.11)

utilizando el método de Runge-Kutta de caurto orden.

Los resultados ntimericos se presentan en el siguente capitulo.

4.1.2. Analisis de Estabilidad

Introduciento el vector u = (m,1)”, podemos escribir la ecuacién de onda
(ecs. 4.4, 4.7) de la forma

opu + Ad,u = ud, S (4.12)

81
A:—(l 5) (4.13)

En esta seccion solo expondremos el criterio para determinar si el método

donde

que estamos utilizando es estable. El desarrollo completo de como se realiza

el anélisis de la estabilidad lo puede consultar en [4].
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Entonces, las propiedades de estabilidad estdn determinadas por la local-

izacion en el plano complejo de los valores propios de la matriz A,
~ isin(kA 1
A _isinlkd) (5 (4.14)
A 1 B
asociada a la matriz A , por medio de una transformaciéon de Fourier a la

ecuacion (4.12) .

En este caso los valores propios de A son puramente imaginarios

A= (-B+ 1)¢Sin(AkA)

Asi pues dado un método, nos dard una evolucién estable si AAt yace dentro

(4.15)

de la region de estabilidad del método, para cada valor propio A (fig. 4.1).

Podemos observar que las regiones de estabilidad de los métodos RK1 y
RK2, son tangentes al eje imaginario en el origen, pero se curvan hasta ale-
jarse totalmente de éste. Por lo que, para nuestro sistema con valores propios
puramente imaginarios, no hay paso del tiempo en el que AAt yasca dentro
de la region de estabilidad de estos métodos. De esta forma, los métodos RK1

y RK2, son inestables para nuestro sistema de ecuaciones.

De la figura también se observa que la regiéon de estabilidad para el méto-
do de RK4 abarca parte del eje imaginario, vemos que la curva que define

la region de estabilidad atraviesa al eje imaginario al rededor del 2.8 (valor
exacto /8 ~ 2,82843).

Tomando el caso de 8 = 0, el maximo valor absoluto de los \'s seria 1/A en-
tonces |sin(kA)| < 1. De estd manera, el método RK4 es estable si At/A <
/8. Este término es conocido como el criterio de estabilidad de Courant-

Friedrichs-Lewy.
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Re (AA t)

Figura 4.1: Se muestran las regiones de estabilidad de tres métodos. El método de
Euler (RK1) (linea punteada), el método RK2 (lineas pequerias) y el RK4 (linea

completa)
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4.1.3. Ecuacion de Poisson

En esta seccién expondremos la solucién de la ecuacién de Poisson con Difer-
encias Finitas usando los métodos Jacobi, Gauss-Seidel y Sobre Relajacion
Sucesiva “SOR”.

La ecuacion de Poisson en dos dimensiones (z,y) se expresa como sigue:

V?F(z,y) = f(z,y) (4.16)
donde
0’F  O*F
VQ _
F("an) - 12 + ayg

Aplicando la ecuacion (2.9) al lado izquierdo de la ecuacién (4.28), obtenemos

como resultado la siguente expresion

Fipnj+Fio;+ Fijn+ Fijo —4F
oyt Pyt hyn P 24 g,y an)

Para dar solucién a la ecuacién (4.17) usaremos tres métodos: Método de

Jacobi, Método de Gauss-Seidel y el SOR. A continuacion la descripcion de

cada método.

Jacobi, Gauss-Seidel y SOR son métodos sisteméticos iterativos ttiles para
resolver numerosos sistemas de ecuaciones lineales algebraicas. Estos méto-
dos consisten en utilizar tantas iteraciones como sean necesarias para obtener
la soluciéon méas exacta posible. Se propone una solucion de la ecuacién (solu-
cion de prueba) la cual es utilizada para calcular la solucion en la primer
iteracion, entonces, el valor que se obtuvo en la primer iteracion es utilizado
para obtener el valor de la solucién en la segunda iteracién y este a su vez
es utilizado para obtener el valor el la tercera iteracion, y asi sucesivamente
hasta llegar a la ultima iteraciéon la cual nos proporcionara la solucion mas
aproximada a la solucion exacta. El procedimento iterativo se dice ser con-

vergente cuando las diferencias entre la solucién exacta y las aproximaciones
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sucesivas tienden a cero cuando el nimero de iteraciones aumenta.

Como ejemplo, para hacer la descripcion de los tres métodos supongamos el

caso de un sistema de cuatro ecuaciones.

1171 + 012T2 + a13T3 + 14Ty = by
a21%1 + 22%2 + Ap3T3 + AuTy = by
a3171 + a32%T2 + 3373 + aurs = b3
(4171 + Q42T2 + Q4373 + AgaTy = by

(4.18)

donde a;; # 0 para ¢ = 1, ...,4, podemos escribir las ecuaciones anteriores de

la siguiente manera,

A
T2
€3

Tg

4.1.4. Meétodo de Jacobi

. . . n
Indicaremos las iteraciones de z; de la forma z;

1272

21T

311

(4171

a13r3 — a14:r4)
(2373 — a24334)
azoly — a34x4)

Aq2To — a43x3)

(n)

(4.19)

con n el namero de it-

eraciones. Asumiendo que la n-ésima iteracion es conocida para ¢ = 1,..., 4,

entonces el Método de Jacobi expresa la iteraciéon n + 1 en términos de la

iteracion n-ésima. Las ecuaciones correspondientes a este método son:
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n+1 __ n n n
Ty = —(b1 — Q129 — A13T3 — a14m4)
aii
1
n+l __ n n n
xh = —(by — a2 — 937y — a2x})
22
1
n+1 __ n n n
Ty = —(bg — 03171 — Q3279 — a34x4)
ass
1
n+1l __ n n n
Ty = ?(b4 — 04171 — Q4279 — a43x3)
44

En general para el caso de m ecuaciones,

1 i—1 m .
A PRURD BT LED DECL) S S R

j=i+1

Aplicando la ecuacion (4.20) a (4.17)

1
EZ‘JFI = Z( i T F g E o — h?fi ;)

4.1.5. Meétodo de Gauss-Seidel

(4.20)

(4.21)

En este método el valor de la iteracion (n+ 1) sera utilizado tan pronto como

esté disponible. Las ecuaciones equivalentes a las ecs. (4.19) para este método

son

1
n+l1 n n n
x] = — (b — a12xy — 41375 — a14Ty)
ani
1
n+1 n—+1 n n
xh = —(by — a1 27" — a9y — ay)
a22
1
n+l __ n+1 n+1 n
Ty = —(bg — a31T4 — U32T9 - CL34£E4)
ass
1
n+l __ n+1 n+1 n+1
Ty = a—(b4 — 4174 — A42T9 — (4373 )
44
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En el caso de m ecuaciones

1 i—1 m .
$;’-L+1 = ;{bz — Zaijx]“l — Z aijacg )} 7= 1, M (422)
% j=1

j=i+1

Aplicando la ecuacion (4.22) a la ecuacion (4.17) obtenemos
1 2
Fij= 4 (Fivry + Fioag + Fign + Fijoa = 17 fij) (4.23)

4.1.6. Meétodo de Sobre Relajacién Sucesiva (SOR)

(n)

Si sumamos y restamos el término z;" a la ecuacion (4.22) nos queda la

siguiente expresion

i—1 m
1
=l [ = e - e @29
17 j=1 j=1

La expresion dentro de los corchetes es la correciéon o cambio hecho a xz(")
para ¢ = 1,..,m para una iteracion de Gauss-Seidel. Si las correcciones suce-
sivas son todas de un solo signo, seria razonable esperar que la convergencia
se acelere si a cada una de las ecuaciones (4.24) se les da un término de

correciéon mas grande que el definido en dicha ecuacion.

Asi es como surge la iteracion sobre relajada sucesiva o SOR la cual se define

por las ecuaciones (en el caso de un sistema de 4 ecuaciones)
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n w n n n n
m?ﬂ = a:g ) + —{b — anﬂ?g - 04235& )~ 01337:(’, )~ 0443551 )}

a1
n w n n n n
gttt = xé 4 T{b2 - 021$§ ) — a22$g )~ 02395:(’, ) a245”z(1 )}
22
n w n n n n
it = x:(), Unt ?{b3 - 031965 - 632355 )~ 03395:(’, )~ 0345551 )}
33
w
ptt = -Tz(Ln) + a_{b4 - a41$§n) — a42$§n) - a4337:(’,n) - a44$51n)}
44

Donde w es el parametro de aceleracion o factor de relajacion, el cual yace
dentro del rango 1 < w < 2. Para el caso de un sistema de m ecuaciones la

ecuaciéon que describe al método de SOR se tiene:

i—1 m
2" = g™ 4 i{bi - Zaijx§"+1) — Zaz‘jx;'")} i=1,..,m (4.25)
i j=1 j=i
Aplicando la ecuacion (4.25) a la ecuaciéon (4.17) obtenemos
w
Fij=0=w)F+  (Fny+ Froy + Py + Figa =B fig) - (4.26)

Entonces para la Ecuacién de Poisson, las ecuaciones a resolver son: (4.21),
(4.23) y (4.26). Los resultados numéricos de dichas ecuaciones se expondran

en el capitulo siguiente.

4.2. Meétodo Espectral de Colocacion

4.2.1. Ecuacion de Poisson

Ahora expondremos la manera de dar solucién a la ecuaciéon de Poisson con

el Método de Colocacién Espectral.
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Como ya se mencion6 anteriormente, queremos encontrar una soluciéon de la

forma

w(@,y) =D Y apmTn(z)Tn () (4.27)

n=0 m=0

Como los términos 7T,,(z) y 11, (y) (polinomios de Chebyshev) ya son conoci-
dos, lo que nos resta por hacer, es encontrar los coeficientes a,,,, y para ello

sustituiremos la expansion de la ecuacién de Poisson,

V2F(z,y) = f(z,y) (4.28)

asumiendo que la ecuacion se cumple para los puntos de colocacion, entonces

sustituimos la expansiéon y la evaluamos en dichos puntos obteniendo
N N
dQTn (.’IZZ) dQTm(y])
22 tam [TTM(%) + Tn(%‘)TyQ = f(zi,y5) (4.29)

Junto con las condiciones de frontera ( proporcionadas para cada ejemplo en
particular) se tendran (N +1)? ecuaciones lineales para las (N +1)? incognitas
Gnm. De esta manera tendremos que resolver una ecuacién matricial de la

forma

AX =} (4.30)

con el vector columna X = (agg, @o1,---, NN )-

Haciendo referencia a la ecuacion (4.29) podemos ver que los términos de

la matriz A estan formados por dQEZ‘C(;”")Tm(yj) + Tn(xi)dzﬂ’zéy” , donde la
primer fila la obtenemos cuando ¢ = 0, j = 0, la segunda cuando i =0, j =1

y asi sucesivamente.

23



De la ecuacion (4.30) nos damos cuenta que lo iinico que tenemos que hacer
es invertir la matriz A y podremos encontrar cada uno de los coeficientes

anm y asi encontrar la solucion u(z,y) (ec. 4.27).

Para invertir la matriz A se utiliz6 el bien conocido método de descomposi-

cion LU. En este método se escribe A como el producto de dos matrices

A=LU (4.31)

donde L es una matriz triangular inferior (tiene elementos diferentes de cero
solo en la diagonal y abajo de la diagonal) y U es una matriz triangular
superior (tiene elementos diferentes de cero solo en la diagonal y arriba de la

—

diagonal). Usamos la descomposicion (4.31) para resolver el sistema AX = b

AR = (LU)-X=L(UX) =b

en dos pasos. Primero se resuelve

Ly =b
y después se resuelve
UX=y

para encontrar X. La ventaja de esta descomposicion es que resolver un sis-
tema triangular de ecuaciones, es muy simple. Los detalles de como se real-
iza esta descomposicién se encuentran en el capitulo 2 del libro “Numerical
Recipes in C” [10].

Los resultados numéricos se presentan en el siguente capitulo.
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4.3. Método Espectral Tau

4.3.1. Ecuacién de Burgers

Vamos a resolver la ecuacién diferencial de Burgers usando el método de

Tau. Esta ecuacion es

ou ou ou?

— =rv— <1 4.32
ot +u(9x Yo o] < (4.32)
con las condiciones de frontera
u(£1,t) =0 (4.33)
y condicion inicial
u(z,0) = —sinmx (4.34)

donde v es la viscosidad. Para viscosidades pequenas, la solucion se desarrolla
como una onda de “diente de sierra” en el origen. La solucién tedrica de este
problema es conocida, la obtuvo J. D. Cole [8] , y fue compilada por Benton
y Platzmann [9|:

—n’n’ty

3% nage sin nrzx
n=1 n m

—m2,2
ag+ 2y 00 ape W cos nmx

u(z,t) = 4nv (4.35)
donde a,, = (=1)"1,(1/27v) e I,(§) denota las funciones de Bessel modifi-
cadas del primer tipo. A veces se piensa que una soluciéon analitica es siempre
mucho mejor que una nimerica, pero esto no es siempre asi, para graficarla
con una computadora, la solucion (4.35) es intratable para t's y v's pequenos,
donde I,,(£), cuando & — oo, se comporta asintoticamente como e (27¢)~1/?2

independiente de n.

Una representacién manejable de la solucion es
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I(x,t)
J(z,t)

donde I(z,t) y J(z,t) estan definidas por (ver [11])

u(z,t) = — (4.36)

I(z,t) = /_00 sin [(x —n)]f(z — n) exp (—n*/4vt)dn (37.a)

e = | " (@ — ) exp (= /4vt)dn (37.0)

donde f(&) = exp (—cos(m&/2nv)). Esta soluciéon exacta nos permitird com-
parar nuestra solucién numérica. Usaremos el método trapezoidal con limites
finitos. Debido al hecho de que los integrandos decaen muy rapidamente cuan-
do |n| aumenta, la integracion se hara en un intervalo entre [—n, n] y luego en
[—2n,2n] y si no cambia el resultado dentro de una tolerancia previamente

establecida (por ejemplo 107'%), entonces ahi nos detenemos.

4.3.2. Implementaciéon del método Tau

Como se ha dicho, empezamos desarrollando u(z,t) en terminos de los
primeros N + 1 polinomios de un conjunto ortogonal de funciones. En este

caso usamos los polinomios de Chebyshev

N
un(z,1) =Y ax ()T, (2) (38)
n=0
A fin de minimizar el residuo
8uN (')uN aQUN

)= =+ -
R(z,1) o + uy v (39)
N—2

uno demanda que R(z,t) sea ortogonal al espacio expandido por {Tj(z)},_.",

es decir
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/_iR(x,t)Tk(x)\/%:o 0<k<N-2 (40)

esta integral, debido a la ortogonalidad de los polinomios Ty (x), nos conduce

a
ap=Np+val) 0<k<N-2 (41)
donde N = —(UnOwun)k, ¥ a,(f) son los coeficientes de la expansion de la

segunda derivada de u(z,t) con respecto a la variable espacial z. La manera

més eficiente de calcularlos es usando la relacién de recurrencia

ckag) = a,(le +2(k + 1)a,(cll1 (42)

El sistema de ecuaciones (41) junto con las condiciones de frontera u(z =
—1,t) = u(z = 1,t) = 0, constituyen un conjunto completo para calcular los
coeficientes de la expansion a todo tiempo con la condicién inicial dada. Las

condiciones de frontera en terminos de los coeficientes son

Y an =) (-1)"a, =0 (43)

que son equivalentes al par de ecuaciones

da=0 ) a=0. (44)
n=0 n=1

npar nimpar

El sistema (41) evoluciona a los coeficientes a, para 0 < N — 2, y con las

condiciones de frontera (44), se calculan ay 1 y ay a cada paso de tiempo.

El termino no lineal de (41) requiere de trato especial. Tanto u(x,t) como
O,u(z,t) tienen su expansion en terminos de los polinomios 7, y tienen sus
coeficientes respectivos a,, y ag). La pregunta es, cudles son los coeficientes

< ulu >p= by de la expansion del producto uo,u
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, . 1 . .. . .,
en términos de a y ai) ? En principio podria usarse la relacion

by =< udu >= % Z apagl) + Z apagl) (46)
p+a=k lp—al=k
que puede demostrarse facilmente con ayuda de las propiedades de los poli-
nomios de Chebyshev. Sin embargo, es mucho mas eficiente utilizar un cal-
culo pseudo-espectral con la ayuda de las Transformadas de Fourier Rapidas
(TFR). El proceso del célculo se sistematiza a continuacion

Calculo de < ud,u >;,= b, dados los coeficientes ay

1. Use la relacién de recurrencia

ckag) = a,(clJEQ +2(k + 1)agsq (47)

para calcular los coeficientes de la expansion de la primera deriva-
da con respecto a z de u(z,1)

2. Las TFR necesitan de “entrada” los coeficientes de la expansion
de una funciéon u(z,t), y dan de salida la funcién valuada en
varios puntos (de “colocacion”) uy(z;). Asi que, teniendo ay y
a,(cl), utilice las TFR y obtenga uy(x;) y (Quy/0z)(x;) (esto es, u

y su derivada con respecto a x en el espacio fisico).

(1) N 8uN (.731)

N ; 48
w — un(m) o = (48)
3. Realice los productos en el espacio fisico:
ou
UN(%)T;V(%) (49)



4. A través de la TFR inversas, regrese al espacio espectral. La
TFR inversas tienen por entrada los valores dados por (49), y por

salida los coeficiientes < ud,u >p= by

6uN (SEZ)

Xz

—< udyu >= by (50)

Esta “danza” entre el espacio espectral y el fisico, se realiza a cada paso
de tiempo. La evolucién temporal se realizard usando el esquema Adams-
Bashforth para el término no lineal, y el esquema Crank-Nicolson para el

termino lineal. De este modo se tiene el esquema ABCN

an(t+ A1) = an(t) + % [ba(t — At) — 3b,(2)]

At
+ ”7 [0 (t) +a@(t+At)] 0<n<N-2 (51)

que puede re-escribirse como

(a? = Xan) (t+ At) = folan, b, t,t—At) 0<n<N-2  (52)

donde A = 2/vAt y la funcién f,, es explicitamente

fo = —Aan(t) — = [Balt — At) — 3b,(8)] — oD (1) (53)

14
Si usamos la ecuacion (?7?) en (52), esta ultima se escribiria como

N
1
— > p@* - ke, —Aap=fi  k=0,.,N-2  (54)
Ck p=k+2
(p+k)par

Usando (44) y (54) llegamos a un sistema de ecuaciones lineales de la forma

LX =b (55)
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donde £ es una matriz triangular superior, cuya soluciéon requiere N? opera-
ciones. Un procedimiento de solucién mas eficiente se consigue rearreglando

las ecuaciones (52) con ayuda de la relacion de recurrencia

2ka) = ce 102, — a2 (56)
la ecuacion (52) queda
Qkag) = Ck—1 [_fk—l + )\ak—l] - [_fk—H + )\ak+1] k= 1, ceey N - 3. (57)

Despiies, usando la relacion de recurrencia (3.25) para la primera derivada, en

combinacion con la (57), resulta una ecuaciéon con solamente los coeficientes

ay, a saber
Can)\ Aﬁn Aﬁn—i—?
- ;7 \NUn— - ]‘ ~/ 9 a4\ mn - 7/ . \Un
dn(n—1)™? [ +2(n2—1)]“ T+ )
Cpn—2 ﬂn ﬁn+2
— ————— Jn— n — n s k:2,..,N
=12 T 3 — ) T dn(m 1) (58)
donde
1 0<n<N-2
= - 59
p { 0 n>N-—-2 (59)

Note que los coeficientes pares e impares estan desacoplados en (58) y en
(44). El sistema de ecuaciones que surge para los coeficientes pares e impares
resulta ser uno con una matriz tridiagonal con una “trenza” (en la primera
fila). Un procedimiento muy eficiente (mucho méas que el de Gauss) se expone
en el apéndice A [6], y es el que se us6 para integrar en el tiempo la ecuacion
de Burgers. Para manejar el error de “aliasing” explicado en el apéndice A,
se uso la regla de 2N/3. Es decir, se en la expansion de uy(z,t) se tienen
32 términos, realmente se usaran 21; si se tienen 64, realmente se usaran 42,

etc.
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Capitulo 5

Resultados Numéricos

En este capitulo se dan a conocer los resultados numéricos que se obtuvieron
al resolver las ecuaciones de Onda, de Poisson y Burgers, con los Métodos de

Diferencias Finitas y Espectrales.

5.1. FEcuacion de Onda

5.1.1. Resultados Numéricos aplicados a Diferencias Fini-

tas

Para encontrar el valor de ¢ por medio de las ecuaciones descritas en el
capitulo anterior, se realiz6 un programa en lenguaje C. En éste programa
también se calcula el error que hay entre la solucién numérica y la solucion

exacta.

Se utilizaron varios tipos de condiciones de frontera, los resultados obtenidos

con cada una de éstas se dan a conocer a continuacion.
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En las condiciones de frontera peridédicas para encontrar el valor de ) y 7 en
las fronteras, ie, ¥(z = —1), (. =-1) i=0)y¢Y(x=1) w(z =1) (i = N)
en un tiempo ¢ segun las ecuaciones (4.10) y (4.11), necesitamos conocer los
valores de estas variables en las posiciones (i+1) e (i —1) en un tiempo ¢ — 1.
Entonces por ejemplo, para encontrar los valores de la ) en un tiempo ¢t = 1,
para x = —1 (i=0), se deben conocer ¥(z;) y ¥(x_1), para x = 1 (i=N),
debemos saber los valores de ¥(zyy1) ¥y ¢¥(zn_1) en el tiempo ¢t = 0. De las
condiciones iniciales podemos obtener los valores de ¥(z1) y ¥(xy_1), pero
los otros dos valores no los conocemos. Lo mismo sucede cuando queremos

conocer los valores de las fronteras para 7.

Debido a lo anterior, se hizo la siguiente asignaciéon a las posiciones que no

se conocian,

Y(z-1) = Plan-1) m(z-1) =m(zN-1) (1)
Y(ana) = ¥(1) T(zN41) = 7(21)

para todo tiempo ¢ > 0.

Para 8 usamos los valores de 0, 1 y -1. Obteniendo asi los siguentes resultados.

Al ir aumentando el valor de la N, cuando ejecutabamos el programa nos
dabamos cuente que el error que obteniamos iba decreciendo, como se espera-
ba, pues para valores de N mayores, el valor de k£ es menor y la aproximacion
es mas exacta. Lo anterior se muestra en la tabla (5.1).

Para definir las condiciones de frontera reflejantes, nos interesa que ¢ sea

estatica en las fronteras, es decir que la ‘Z—‘f = 0 y de la definicion de 7 con
[ = 0 obtenemos que ™ = %,entonces 7 = 0 en las fronteras, de esto tenemos
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Figura 5.1: Gréfica de ¢(z) en un tiempo t=0.18. Condiciones de frontera perddi-
cas, N=500 y $=0.0
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Figura 5.2: Gréfica de ¢(x) en un tiempo t=0.26. Condiciones de frontera perddi-
cas, N=500y f=1.0
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Figura 5.3: Gréfica de ¢(z) en un tiempo t=0.30. Condiciones de frontera perédi-

cas, N=500 y =-1.0

Cuadro 5.1: En la tabla se muestra el error obtenido con algunos valores de N,

con condiciones de frontera periédicas a un tiempo t=0.035

N B=0.0 B=1,-1 |
50 | 5.2100e-05 | 1.0755e-04
300 | 2.9292e-05 | 5.8509e-05
550 | 2.2019e-05 | 4.4005€-05
800 | 1.8367e-05 | 3.6716e-05
1000 || 1.6470e-05 || 3.2927e-05
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Figura 5.4: El error disminuye conforme la N aumenta. Condiciones de frontera
periddicas con —0.0 y t—0.035.

o _ om _ 9y
que 7r = 0y como 7 = 5=, llegamos a

definir las condiciones de frontera reflejantes de la siguiente forma:

g—tﬁ = 0. Es por eso que podemos

V(o) = P(71) Y(zn) =Y(zn-1) m(zo) = m(zn) =0 (2)

Pero con estas condiciones 3 solo podia tomar el valor de 0.0, entonces se
buscaron condiciones de frontera reflejantes validas para valores de 8 # 0y

se llegd a lo siguiente

Y[1](1 = B%) + 2f(1]

¥[0] w0l =—py[0]  (3)

-7
YIN] = “N‘”“aﬁf 2N i) = —pwin

De las condiciones de frontera podemos observar que [ no puede tomar los
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Figura 5.5: Gréfica de ¢(z) en un tiempo t=0.82. Condiciones de frontera refle-
jantes, N=500y $=0.0

valores +£1. Los valores para 8 que se utilizaron en este trabajo son: 0.0, 0.4

y -0.4.

5.2. FEcuacion de Poisson

5.2.1. Resultados Numéricos aplicando Diferencias Fini-
tas

Utilizamos —72(n? +m?) sin(mnz) sin(rmy) y (n? +m?)e™*™¥ como las fun-
ciones f(z,y) en las ecuaciones (4.21), (4.23) y (4.26).

Se realizé un programa en lenguaje C, para obtener la solucién de las ecua-
ciones: ec. (4.21)(Método de Jacobi), ec. (4.23) (Método de Gauss-Seidel) y
ec.( 4.26) (Método de SOR).

Este programa también nos proporciona el error que resulta de comparar la

solucién exacta y la solucion numérica obtenida con los tres métodos antes
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Figura 5.6: Gréfica de ¢(z) en un tiempo t=0.13. Condiciones de frontera refle-
Jjantes, N=500 y $=0.4
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Figura 5.7: Gréfica de ¢(z) en un tiempo t=1.42. Condiciones de frontera refle-
jantes, N=500y $=0.4
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Figura 5.8: Gréfica de ¢(z) en un tiempo t=0.12. Condiciones de frontera refle-
Jjantes, N=500 y =-0.4
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Figura 5.9: Gréfica de ¢(z) en un tiempo t=1.31. Condiciones de frontera refle-

Jjantes, N=500 y f—-0.4
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Cuadro 5.2: Error obtenido con algunos valores de N, para condiciones reflejantes

con un tiempo t=0.017

N | g=04,-04
50 || 2.1949e-04
250 || 1.4738¢-05
500 | 1.0313e-05
750 | 8.3824e-06
1000 || 7.2411e-06

2.5e—05 T T T T T T T T
\
\
\
2e—05 + \ b
\
\\
S N
& 1.5e-05 N h
(] AN
~
~
~ ~
1e-05 T~ 1
se_06 n 1 n 1 n 1 n 1 n
0 200 400 600 800 1000

N

Figura 5.10: El error disminuye conforme la N aumenta. Condiciones de frontera
reflejantes con $=-0.4 y t=0.017.
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Cuadro 5.3: En la tabla se muestra el nimero de iteraciones que se realizé en cada
método para obtener un error de 4.6492e-4 con N=60 (ntimero de divisiones de cada
eje de la red) y con n=m=1 para las soluciones de prueba 0.0, 0.5sin(nz) sin(ny)

y 0.9sin(nx) sin(my)

Método 0.0 || 0.5sin(nz) sin(my) | 0.9sin(nz) sin(my)
Jacobi 5632 5508 5216
Gauss-Seidel || 3117 2941 2727
SOR 998 970 911

mencionados, el error se calcula para cada iteracion,

J-1
€ = Z (Cbewac(xia yj) - ¢num(Iza yj))2
2,j=1
Con f(z,y) = —7?(n* + m?) sin(rnz) sin(rmy) utilizamos como solucién de

“prueba’” las siguentes funciones: 0.0, 0.5 sin(7nz) sin(rmy) y 0.9 sin(rnz) sin(rmy),
y las condiciones iniciales son F'(—1,y) = F(1,y) = F(z,—1) = F(z,1) =0.0
Al hacer funcionar el programa con cada una de las soluciones de “prueba”
para cada método, nos dimos cuenta que el error era el mismo para las solu-
ciones de prueba, con cada uno de los tres métodos , la tinica diferencia era
el nimero de iteraciones en el que se obtuvo el error, es decir, que con una
solucion de “prueba” la iteracion fue més pequena que con las otras. Lo an-

terior se muestra el las tablas (5.3) y (5.4).

Al variar m y n (constantes de la funcion f(x,y)), nos dimos cuenta que el er-
ror cambiaba de valor. Por ejemplo para el Método de SOR usando N = 100,
con la funcion de prueba 0.9sin(7wnz) sin(mmy); con n = 1y m = 1 se obtuvo
un error = 1.6618e-04, y con n =5y m = 3 obtuvimos un error de 3.4632e-

03. Podemos observar pues que con n y m mas grandes el valor del error
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) para z,y € [—1,1], con el método de SOR

Y
utilizando N = 100, n = m = 1 para la solucién de prueba —m?(n? +

m?) sin(rnz) sin(rmz))



Cuadro 5.4: Numero de iteraciones para un error de 1.6618e-4 con N= 100 y

n=m=1, para las tres soluciones de prueba

Método 0.0 | 0.5sin(nz) sin(my) || 0.9sin(nx) sin(my) ‘
Jacobi 15149 14798 13985
Gauss-Seidel || 9541 8989 8173
SOR 2521 2434 2261

aumente. Por lo que el valor 6ptimo que puede tomar m y n para obtener el
error mas pequeno posibles es 1, esto se aplica para todas las funciones de

prueba con todos los métodos que estamos utilizando.

EL programa se compil6 con distintas N, para ver como era el comportamien-
to del error para cada una de éstas, y lo que se obtuvo fue que al ir aumen-
tando el valor de la N, el error se hacia mas pequeno, ésto se muestra en
las tablas (5.3) y (5.4). Estos cambios se hicieron para las tres soluciones de
prueba con cada uno de los tres métodos y el resultado fue el mismo. La

grafica (5.13) nos muestra lo anterior.

Tomando como referencia las tablas (5.3) y (5.4), hacemos una comparacién
entre los tres métodos para ver cual de éstos es mas rapido para obtener
la solucién numérica mas aproximada a la soluciéon exacta y llegamos a la
conclucion que es el Método de SOR ( Tabla 5.5), por lo que es con éste con
el que se hard posteriormente la comparacion entre Diferencias Finitas y el

Método de Colocacion Espectral.

Cuando aplicamos f(z,y)=(n? + m?)e™* ™™ utilizamos como funciones de
prueba: 0.0, 0.5 e™**™™¥ y (0.9 ¢"**™ y con condicones iniciales F/(—1,y) =
(n? + m*)e™™ ™™, F(1,y) = (n* + m?)e™™™ F(z,—1) = (n? + m?)e™ ™ y
F(z,1) = (n?> + m?)e™*™ en las tablas (??7) y (5.7) se muestran los resulta-
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Gréfica de F(z,y) para =,y € [—1,1], con el método de SOR uti-

Figura 5.12

—7%(n? +

lizando valores para N = 100, n = 5, m = 3 ( funcién f(z;,y;)

m?) sin(rnz) sin(rmy))



Log(error)
|

_10 " 1 " 1 " 1 " 1 "
0 20 40 60 80 100

N

Figura 5.13: Para valores méas grandes de N (no. de divisiones de cada eje de
la red), el error es mas pequefio, es decir, la solucién numeérica se acerca mas
a la solucién exacta, con n = m =1.0, para la solucién de prueba—mn?(n? +

m?) sin(mnz) sin(rmy))

Cuadro 5.5: Comparacion de los tres Métodos, con un error de 1.6618¢e-4, N = 100,

m =mn =1y tomando como solucién de prueba a 0.9sin(nz) sin(my).

Método Iteracion
Jacobi 13985
Gauss-Seidel 8173
SOR 2261
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Cuadro 5.6: Niimero de iteraciones para un error de 3.634416e-04 con N= 20,
n=1.0 y m=1.0 con las funciones de prueba 0.0, 0.5 e"*T™Y y (.9 "*+™Y

Método 0.0 || 0.5en*tmu || ().9ene+my
Jacobi 2609 2553 2427
Gauss-Seidel || 1135 1307 1242
SOR 162 149 148

Cuadro 5.7: Niimero de iteraciones para un error de 1.399848e-05 con N= 100, n—
1.0 y m=1.0 y con las soluciones de prueba 0.0, 0.5 e"*T™Y y (.9 e"*+™y

Método 0.0 | 0.5enztmu || (.9enz+tmy
Jacobi 59065 57638 54386
Gauss-Seidel || 30131 29429 27798
SOR 3547 3461 3295

dos que se obtuvieron para este ejemplo.

Las tablas (5.6) y (5.7) muestran lo ya dicho en el ejemplo anterior, al cal-
cular el error entre la solucién exacta y la numérica resulta ser el mismo
para todas las soluciones de “prueba” con cada uno de los métodos, pero con

diferentes iteraciones.

Es evidente que el método que menos iteraciones realiza para llegar a la
solucién numeérica mas cercana a la solucion exacta es el método de SOR
(Tabla 5.8), de la misma manera que en el ejemplo anterior utilizaremos el
método de SOR para hacer la comparacién con el método de Colocacion
Espectral.
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Log(error)
|
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N

Figura 5.15: Al ir aumentoando el valor de la N, el valor del error se reduce,
(Método de SOR con n = m =1.0 y funcién de prueba 0.9¢"*T™ )

Cuadro 5.8: Comparaciéon de los tres Métodos, con un error de 1.399848e-05,

N=100, m=1.0, n=1.0 y tomando como solucién de prueba a (.9¢™*+™¥

Método Iteracion
Jacobi 54386
Gauss-Seidel 27798
SOR 3295
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5.2.2. Resultados numéricos aplicando Método de Colo-

caciéon Espectral

Para este método también trabajaremos con las funciones f(z,y) que se pre-
sentan el la ecuacion(4.28), —m2(n?+m?) sin(nnz) sin(rmy) y (n?+m?)e™* ™y,

para z,y € [—1,1].

Al igual que con Diferencias Finitas, también se realizé un programa en C

|?], con el que obtenemos la soluciéon numerica.

Dentro del mismo programa se calcula el error entre la solucién numeérica y

la solucion exacata.

o= \/ / / ll(qsmac(x,y) — Gum (2, )2y (1)

En el caso de la fucion f(z,y) = —7%(n* +m?) sin(mnz) sin(rmy), las condi-

cones de frontera son:
u(—=1,y) =u(l,y) = u(z,—1) = u(z,1) =0.0

En la tabla (5.9) se muestran los errores que se obtuvieron al ejecutar el

programa con distintos valores para la N.

Podemos ver de la tabla (5.9) que al aumentar el valor de la N vamos a
obtener un error cada vez mas pequeno, entonces tendremos que la solucion

numérica se aproxima muy rapido a la soluciéon exacta conforme aumenta el
valor de la N (fig. 5.16).

De las tablas (5.9) se observa que el valor optimo de n y m, para que la

solicién numérica sea la mas cercana a la exacata nuevamente es 1.0.
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Cuadro 5.9: Error obtenido con distintos valores de N y con n—m=1, para la

funcién f(z,y) = —m%(n? + m?) sin(mnz))

N Error

1.000000e-+00
6.776337e-04
14 || 2.865277e-09
20 || 2.282127e-15
26 || 8.611846e-16

_10 =

Log(error)
|
S

0 10 20 30
N

Figura 5.16: A mayor valor para N, el valor del error disminuye, con n = m =1.0,
(—m%(n? + m?) sin(mrnz) sin(rmy))
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Cuadro 5.10: Error obtenido con distintos valores de Ny conn =1 y m = 1, para

la funcion (n? + m?)enet™

Error

N
2 || 2.223901e-01
4
8

3.210818e-03
5.514271e-08
10 || 1.635970e-13
14 || 3.764055e-15

Trabajando con la funcion (n? + m?)e™* ™ utilizamos como condiciones de
frontera: u(—1,y) = (n? + m?)e "™ u(1,y) = (n? + m?)e"™™¥ u(z, —1) =

(7’L2 + m?)enz—myu(g’.’ 1) — (n2 + m?)enz-i—m

En la tabla (5.10), se puede ver como al ir aumentando el valor para la N, el

error cada vez se hace mas pequeno.

5.2.3. Comparaciéon entre los Métodos Colocaciéon Es-
pectral y de Diferencias Finitas para la ecuaciéon
de Poisson

En las tablas (5.11) y (5.12) se hace una comparaciéon de del error obtenido

con los métodos de Diferencias Finitas (método de SOR) y Espectrales, para

las funciones —72(n? + m?) sin(rnz) sin(rmy) y (n? + m?)e@+tm),
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Figura 5.17: El error disminuye conforme aumenta el valor de la N, conn = m =1.0
(f(z,y) = (n* + m?)e">*™) (ME)

Cuadro 5.11: Errores obtenidos con los métodos Diferencias Finitas (SOR) y Es-

pectrales para el ejemplo de —m%(n? 4+ m?) sin(7nz) sin(rmy)

Método Error N

Diferancias Finitas 1.661877e-4 || 100
Colocacion Espectral || 8.611846e-16 || 26

Cuadro 5.12: Errores obtenidos con los métodos de Diferencias Finitas (SOR) y

Espectrales para el ejemplo de (n? + m?)e(n®+my)

Método Error N

Diferancias Finitas 1.399846e-05 || 100
Colocacién Espectral || 3.764055e-15 | 14
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5.3. Ecuacion de Burgers

La ecuaciéon de Burges con las condiciones de frontera que usamos, tiene
una solucion que parece a un diente de sierra. Asi que en el centro (en z = 0)
hay una pendiente que crece con el tiempo. Los métodos espectrales funcio-
nan mejor cuando se tienen funciones bien comportadas. No obstante, atn
cuando se presenta este gradiente creciente alrededor del centro, el método
Tau funciona bien agregando un mayor ntimero de terminos en la expansion
de u(z,t). La figura (5.18) muestra la solucién numérica de la ecuacion de
Burgers con N = 32, para un ¢t = 0,624. Lo que las simulaciones numéric-
as mostraron es que, a medida que aumentamos el valor de NN, la solucién
numeérica se aproxima a la solucién exacta. Es posible disminuir el problema
con el gradiente en el origen, integrando la ecuacion en [0, 1], esto es posible

por la simetria del problema, pero esto ya no lo hicimos en esta tesis.

Lo que también constatamos con las simulaciones, es que el gradiente se

hace menos pronunciado si la viscosidad aumenta.
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u(x,y)

Figura 5.18: Se muestran la solucién exacta (linea punteada) y la solucién numérica
(linea sélida). Al ir aumentando el valor de M como de N la solucién niimerica se

aproxima a la solucién exacta. u(z,t) con N = 32,v=1/m y t =0.624
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Conclusiones:

En este trabajo se expuso las generalidades de los Métodos de Diferencias
Finitas (MDF) y los Espectrales (ME), y se ilustr6 su uso en varios ejemplos:
la ecuacion de calor, la ecuacion de onda, la de Burgers, y la de Poisson, todas
éstas de amplio uso en Fisica. Los MDF son los més conocidos y utilizados
desde hace muchos anos. Los ME empezaron a popularizarse desde hace 30
anos y han empezado a usarse en mas ramas de la Fisica més alla de su uso
inicial en la Dindmica de los Fluidos. En esta revisién, constatamos que los
ME dan resultados més precisos cuando se usa un numero N de términos
en la expansion de la solucion aproximada uy(z,t) comparada con el mismo
numero de particiones del dominio espacial usado en los MDF. Aunque los
ME si son mas laboriosos de implementar, el trabajo extra se compensa pues

la convergencia que presentan es exponencial.

Este trabajo sirvi6 como un entrenamiento al estudio de la soluciones
numéricas de ecuaciones diferenciales que aparecen en fisica, y deja espacio
para estudios més detallados que revisen aspectos de la influencia de los
errores de “aliasing”, estabilidad y convergencia, que en este trabajo, por la

extension del mismo, ya no se realizé6 con mas detenimiento.

El estudio de estos métodos provee una herramienta que seguramente
estaremos usando en los préoximos dos afios en problemas de astrofisica y
relatividad numeérica, que es una de las areas de reciente aplicaciéon de los
ME.



Apéndice A

Normas de Vectores y Matrices

A.1. Normas de Vectores

La norma de un vector x es un nimero real positivo, el cual proporciona una
muestra del "tamano” del vector y se denota por ||z||. La norma de un vector

satisface los siguientes axiomas

i) |Ix|| >0six#0y||x]|=0six=0
(ii) ||ex|| = |¢|||x para un nimero escalar real o complejo ¢
(i) [lx + y Il < [l + llyl

Si el vector x tiene componentes {1, 2, ..., Z,}, entonces las tres normas

mas usadas comunmente se definen de la siguiente forma:

La 1-norma de x, es la suma de los mdédulos de las componentes del vector,

es decir,
n

Il = |2a] + 22| + o+ |2a] = ) Jai] (1)

i=1
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La norma infinita de x, es el médulo maximo de las componentes de x

[X[loo = maz |2 (2)

]

La 2-norma de x, es la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de los

mobdulos de las componentes del vector.

n 1/2
Ixlle = (212 + 2l + oo+ foal)/2 = [ 3 il )
i=1

A.2. Normas de una Matriz

La norma de una matriz A es un numero real positivo, el cual nos da una

muestra del "tamano” de la matriz y satisfacen los siguientes axiomas

i) ||[A|l >0si A#0y ||[A||=0si A=0.

ii) ||cA|| = |¢||A|| para algin nimero real o complejo c.
iii) [[A + B|| < [|A[| + [|IB]|-

iv) [[AB] < [|A]|[IB].

~ o~ o~ o~

A.3. Normas Compatibles

Vectores y matrices, juntos satisfacen una condicién equivalente a la condi-
cién (iv) de la norma de matrices. Como consecuencia, la norma de una

matriz y la de un vector se dicen ser compatibles si

[Ax]| < [[Aflllxll, — x#o0. (4)
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A.4. Normas de una Matriz Subordinada

Sea A una matriz de (n X n) y x un miembro del conjunto S de los vectores
de norma 1, i. e., x € S si ||x|| = 1. En general, la norma del vector ||Ax]||
varia asi como x varia, x € S. Ahora supongamos que X, es miembro del
conjunto S, el cual hace que ||[Ax|| alcance su maximo valor. Entonces la

norma de la matriz se define por

Al = [[Ax]| = maz [|Ax]]. (5)

llx[|=1
Esta norma de la matriz se dice ser subordinada de la norma del vector
y automaticamente satisface la condicién de compatibilidad, pues si x; es

cualquier otro miembro de S, [[Axi|| < [|[Axol| = [[A]l = [|A[|[}x[| ya que

||x|| = 1. De lo anterior se sigue que, para toda norma de matriz subordinada,

1] = maz ||Ix|| = maz ||x]| =1 (6)
[1x]|=1 [Ix]|=1
donde I es la matriz unitaria. Las normas 1,2 e oo con ||x|| = 1, se definen a
continuacion

La 1-norma de la matriz A es la suma maxima de los modulos de los elemen-

tos de columna de la matriz A

La norma infinita de A es la suma maxima de los moédulos de los elementos

de regléon de la matriz.

La 2-norma de la matriz A es la raiz cuadrada del radio espectral de A7 A,

donde el radio espectral p(A¥ A) es el médulo mayor de los valores propios
de la matriz A7 A.
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Cuando A es real y simétrica se cumple que A7 = A, entonces

IAll2 = [p(A?)]? = [p*(A)]'/2 = p(A) = maz |)i. (7)

]

A.5. Meétodo de Runge-Kutta

En esta seccion se describe el método de Runge-Kutta de orden 4 (RK4). Sea

un problema de valor inicial de la siguiente forma

y' = f(t,y),y(to) = vo (8)

Entonces el método de Runge-Kutta para este problema es dado por la sigu-

lente ecuacion:

h
Ynt1l = Yn + g(lﬁ + 2ko + 2k3 + ky) (9)
donde
kl = f(tnayn)
h h
ky = f(tn + 57 Yn + §/€1>
h h
k3 = f(tn + §>yn + §k2>

Asi, el valor y,,,1 es determinado por el valor y,, mas el producto h (tamano
del intervalor) por una pendiente estimada. Dicha pendiente es el promedio

de las siguientes pendientes:

k1, es la pendiente evaluada en el punto inicial del intervalo.
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ko, es la pendiente en el punto medio del intervalo usando el valor de k; que
determina el valor de y en el punto ¢, + h/2 usando el método de Euler.

ks, es de nuevo la pendiente en el punto medio del intervalo, pero ahora us-

ando el valor de k5 el cual determina el valor de y.

k4, es la pendiente en el valor final del intervalor y usamos el valor de k3 para

determinar el valor de y.

Cuando las cuatro pendientes son promediadas, se les da mas peso a las pen-

dientes del punto medio.

ky + 2ko + 2ks + ky
p= 6

Que el método RK4 sea de orden cuatro, significa que el error por paso esta

(10)

en el orden de h°, mientras que el error total acumulado es de orden h*.

A.6. La Expansion Discreta de Fourier

En muchas aplicaciones practicas, no podemos implementar métodos numeéri-
cos basados sobre series de Fourier. Algunas de las dificultades son: Los co-
eficientes de Fourier para una funcién arbitraria no se conocen en forma
cerrada y deben por lo tanto ser aproximados de alguna manera, que sea efi-
ciente para recuperar en el espacio fisico la informacién que es calculada en
el espacio trasformado; pero las simples nolinearidades son las que conducen

a las complicaiones extremas.

La forma de superar estas dificultades es el uso de la transformada discreta

de Fourier y las relacionadas series discretas de Fourier.
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Para cualquier entero N > 0, al conjunto de puntos

217
T, = —— 1 =0,...., N —1, 11
se les llama nodos o puntos de la red. Los coeficientes discretos de Fourier de
una funcién valuada en los complejos u dentro de [0, 27| con respecto a estos

puntos son

N-1
~ 1 —ikx;
uk:NZu(acj)e ki - N/2<k<N/2-1 (12)

Jj=0

Debido a la relacion de ortogonalidad

N-1 .
iZeimf _ 1 st p=Nm, m=0,%1,+2 ... (4)
N = 0 otros casos
tenemos la formula de inversion
N/2-1
ulz)) = Y et j=0,.,N—1 (13)
k=—N/2
Consecuentemente, el polinomio
N/2—1
Inu(z) = Z e (14)
k=—N/2

es la interpolacion trigonométrica de grado N/2 de u en los nodos (12), i.e.,
Inu(z;) = u(z;),5 = 0,..., N — 1. Este polinomio es solo conocido como la
serie discreta de Fourier de u.
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Los valores de ;s dependen solo de los N valores de u en los nodos (12). La
trasformada discreta de Fourier (DFT) es el mapeo entre los N ntiimeros com-
plejos u(z;), j =0, ..., N—1y los N nimeros complejos @, k = —N/2,...N/2—
1. Las dos formas convencionales para la DFT son dadas en (12) y(13), con
la ultima ecuacioén a veces referida como el inverso DFT. Estas muestran que

la trasformada discreta de Fourier es una transformacion ortogonal en CV.

El operador de interpolaciéon Iy puede ser visto como una proyecciéon sobre
el espacio Sy de los polinomios trigonométricos de grado N/2, con respecto

a la aproximacion discreta del producto interno

(2m) -
(u,v) = /0 w(z)o (@)dz (15)

Realmente, la forma bilineal

(u0) = 203 ule)ole) (10

coincide con el producto interno (15) si u y v son polinomios de grado N/2.

(u,v)n = (u,v) Yu,v € Sy (17)
Como una consecuencia, (16) es un producto interno sobre Sy. La interpo-
lacién Iyu de una funcién continua wu satisface la identidad

(Iyu,v)y = (u,v)y Vo € Sy (18)

Los coeficientes discretos de Fourier pueden ser expresados también en tér-
minos de los coeficientes de Fourier exactos de u. Si S, (S, es la serie de

Fourier de u) converge a u en cada nodo (12), entonces por (13) conseguimos
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—+o0
Uy = Uy + E Ukt Nm

m=—o00
m#0

k=-N/2,..,N/2—1 (19)

La formula (19) muestra que el k-ésimo modo de la interpolacion trigonométri-

ca de u depende no solo del k-ésimo modo de u, sino también de todos los mo-

dos de u el cual "alias” el k-ésimo de la red discreta. La frecuencia (k+ Nm)"

"aliases” la frecuencia k™ sobre la red; estos son indistinguibles en cada nodo

ya que Gpinm(T;) = dr(x;)-

A.7. Solucion de un Sistema Tridiagonal con la

primer fila distinta de cero

Sea
donde
[ Co C1
P g
M = P
0
esto es,

MW =F
Co C3 CN Wo g
T1 w1 f1
r 0 W 2
. w=| " =
Py_1 gn-1 TN-1 WN-1 fN—l
Py an | | WnN | fN
Cowy + ciwy + -+ -+ Ccywny = ¢ (20)
Pw;_1 + qw; +riwip = f; i=1,..,N—1 (21)
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Pywy_1 + gvwn = fn (22)

Introduzca la relacion de recurrencia [6]:

Wi+1 =xzwz+yz ’LZO,,N—l (23)

A continuaciéon vamos a obtener una expresion para z; v y;. Considere las

ecuaciones (21) y (23):

Pw; 1 + qw; + rjwipr = f;

Wiy1 = T;w; +Y;

eliminando w;1

Pw; 1 + qw; + ri(zow; +y;) = fi

que re-escribimos como

(gi + riwg)w; + Paw; 1 = fi — 13y, (24)

dividiendo entre ¢; + r;x; se tiene

P; Ji — iy
TG+ PX, T g+ (25)
de la ec.(23), tenemos
Wi = i 1Wi—1 + Yi1 (26)
Entonces, comparando (25) y (26) se tiene que:
P s
Ti1 = 7Z: Yi1 = w 1= 11 7N -1 (27)
g + 7T g + 7T
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Comenzando el célculo de z;, y; a partir de xx_1 y yn_1 y se usa la ecuacién
(27) para el calculo hacia atras, y asi obtener todas las z; e y;

Para obtener zy 1, yny_1 usamos la ec. (22) y (23) con i = N — 1:

{ Pywy_1 4+ gvwn = fn

WN = IN_1WN—1 + YN-1

de donde se obtiene

P
Wy = ——N’U)Nfl + f—N (28)
an N
Por inspeccion de (28) y (26) observamos que
Py I

IN—1 = — Yy YN-1 =

29
gn gn ( )

Asi, conociendo xy 1 y yy_1, la ecuacion (27) nos permiten calcular zy o,

YN-2;5---3T05 Yo-

Entonces, encontramos wy,...,wy con tal de que el valor de wg se conozca.

En seguida indicamos como realizar el calculo de wy. Considere la ecuacién
(20):

CoWo + 1wy + ... F CN1Wpy—1 + CNWN = @

Elimine wq,....,wy expresidndolas en términos de wy, usando la una férmula

de recurrencia de la forma:

wjzfjwo-i—nj j:(),l,...,N (30)

Si, j = 0 tenemos wy = &ywgy + Mo, asi,
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So=1, m=0 (31)

Ahora sustituyendo la ecuacion (30) en la ecuacion (23), se llega a:

wj = Tj1§5-1Wo + Tj—1Mj-1 + Yj—1 (32)

Comparando (32) con (30) obtenemos

& = Tjabi j=1 .. N
Ny = Tj-1Mj—1 + Yj—1

Ahora, sustituyendo (30) en (20)

cowp + ¢1(Ewo +m) + ... +en(Evwo +1y) =g

o0, en forma compacta

Ewo+ H = (33)

donde

y finalmente,

Wy = ——= (35)

Resumiremos el proceso de soluciéon de MW = F' en el siguiente algoritmo

A.7.1. Algoritmo:

1. z;, y; parai = 0,..., N — 1 calculadas de las ecuaciones (27) and (29).
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2. wy Calculado de acuerdo a:
i) =1, m = 0.
i), nj para  j =1,.., N calculados de (A.7).
iii)= and H calculado de from(34)
iv)wy obtenido de (35).

3. w; para j = 1,..., N calculado de (30).

A.8. Método de Eliminaciéon de Gauss

Este método lo vamos a explicar utilizando las ecuaciones vistas en el capitulo
del Método Implicito.
Cuando en las ecuaciones de Crack-Nicolson (2.18) hay N-1 puntos internos

a lo largo de cada fila, podemos escribirlas de la forma general,

+b1U1 — C1U9 = dl,
—aoUq + b2u2 — CoU3 = d2,
—a;u;—1 + biu; — ¢t = d,,

—Qp_1UN—2 +Oy_1UN—1 = dn_;

donde las a's, b's, /s y d's son conocidas. De la expresion anterior, podemos

96



utilizar la primer ecuacién junto con la segunda ecuacién para eliminar a
u; obteniendo una nueva ecuaciéon y esta usarla junto con la ecuacién tres
para eliminar a uy resultdndonos otra ecuacion la cual junto con la ecuacion
cuatro nos sirve para elminimar a u3 y asi sucesivamente, hasta que la tltima

ecuacion que obtengamos quede solo en funcién de up_1.

Notemos que el coeficiente ¢ en cada nueva ecuacion es el mismo que en la
ecuacion anterior correspondiente. Entonces, después de que realizamos una

eliminacién resulta,

Qi1 — ¢ty = S, (36)

—au; 1+ biu; — cuip1 = dj,

donde a1 = b1, 51 = dl.

Al eliminar u; 1 llegamos a

iCi S
(bi .~ l)uz’ — Cillip = d; + Gt
(O78] o1
1.e.
QU; — Ciliyr = S, (37)
donde
iCi— iSi— )
Cki:biac ! Y SZ:dZ-i-u (222,3,...)
;1 at —1

El altimo par de ecuaciones son:
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QN_2Up—2 — CN—2UN—1 = Sn_2 (38)

—ay Uy -2 +bn Uy 1 = dpo1-

Eliminando uy_5 nos da,

aN-1CN—2 —d an-1SN-2
by 1 — —— Juny-1 =dy_ 1 + ———,
aN_2 aN_2

1.e.

aN_1UN—1 = SN_1. (39)

Las ecuaciones (37) y (39) muestran que la solucién puede ser calculada de

Sn—
Un_1 = aN ! (40)
N-1
1
ui — _(Sz+czuz+1) (Z:N—?,N_3, ..... ,1)

2

donde las o/s y S’s son dadas por:

S1 = di; Si=d; + .Siq

En muchos problemas «; y a;/«; 1 son independientes del tiempo y solamente

son calculados una vez, independientemente del paso del tiempo.
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