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Introduccion

La teoria de la relatividad especial (TRE) [1] es una herramienta bésica para los fisicos.
Sus conceptos dados a conocer en 1905 son asimilados hoy en dia con naturalidad por
los estudiantes de fisica , sin embargo ain no podemos decir lo mismo respecto de la
teoria de la Relatividad General (TRG) [2, 3], que es la teorfa relativista de la gravitacién
de FEinstein. El propdsito del primer capitulo es mostrar que esta idea es injustificada,
que la gravedad relativista general es accesible intuitivamente y que la curvatura del
espacio tiempo es una base conceptual natural para ella. Especificamente, en ese capitulo
mostramos la estructura fisica y matemaética de la TRG de tal manera que sea accesible
y entendible conceptualmente por los lectores, es decir, presentamos la TRG como una
teoria matematica de la gravedad motivada fisicamente.

La TRG es la teoria del espacio-tiempo y la gravitacién formulada por Einstein [4, 5].
Es a menudo considerada como una teoria dificil de entender, particularmente porque el
nuevo punto de vista introducido sobre la naturaleza del espacio-tiempo se contrapone con
nuestras nociones intuitivas comunes a él, y debido a que las matematicas requeridas para
una formulacién precisa de las ideas y ecuaciones de la TRG (la geometria diferencial),
no son familiares para muchos fisicos. Aunque ha sido universalmente reconocido que la
TRG es una teoria elegante, la relevancia potencial de ella para el resto de la fisica no fue
universalmente reconocida durante practicamente la primera mitad del siglo XX.

Un fuerte interés en la TRG comenzé a principios de la década de los cincuenta del
siglo XX particularmente por dos grupos de fisicos, el primero de ellos, de la Universidad
de Princeton, dirigido por John Wheeler y el segundo, llamado el grupo de Londres, lider-
ado por Herman Bondi. Las razones de este interés fueron dos desarrollos (que relacionan

la TRG a otras dreas de la fisica y de la astronomia) que contribuyeron enormemente al



interés sostenido en la TRG y el cual ha continuado desde entonces hasta el presente. El
primero fue el descubrimiento astronémico de objetos compactos sumamente energéticos
tales como cuasares y fuentes de rayos X compactas. Es probable que el colapso gravita-
cional de objetos compactos 6 bien los campos gravitacionales fuertes jueguen un papel
importante en estos fenémenos fisicos y por lo tanto la TRG serd necesaria para entender
la estructura de estos objetos.

El segundo factor que promovié un renovado interés en la TRG provino de la fisica de
particulas, particularmente de la idea de unificar las interacciones fundamentales no grav-
itatorias con la interaccion gravitacional con el fin de lograr un entendimiento completo
de las leyes fisicas fundamentales de la naturaleza. Para ésto se requiere el desarrollo de
una teoria cuantica de la gravitacion lo cual no se ha logrado completamente hasta ahora.

Finalmente, en el presente la TRG ha llegado a ser una parte indispensable e integral
de la fisica moderna. De manera creciente los estudiantes e investigadores contemporaneos
en una amplia variedad de disciplinas encuentran necesario el estudio de la TRG. Ademés
de ser un area de investigacion activa por su propio derecho, TRG es parte del material
estandar para cualquiera que este interesado en las areas de astrofisica, cosmologia, teoria
de cuerdas, y aun fisica de particulas. Entre las predicciones tedricas notables de la TRG
que estan siendo verificadas observacionalmente se encuentran la existencia de hoyos ne-
gros y de las ondas gravitacionales emitidas por pilsares. Vale la pena mencionar que la
primera aplicacién tecnoldgica de TRG ha sido realizada en la red de satélites del sistema
de posicionamiento global (GPS por sus siglas en inglés)[6].

Otra de las areas en donde la TRG ha tenido un gran impacto es en la Cosmologia ya
que, por primera vez en nuestra historia, ella nos ha proporcionado las bases de una teoria
del universo comprobable y autoconsistente. El descubrimiento de que el universo se esta
expandiendo y que en el pasado fué mucho més caliente y denso di6 como resultado la
formulacion de un modelo de evoluciéon de nuestro universo llamado el modelo del Big
Bang (también llamado el modelo estdndar de la cosmologia) el cual nos permite contestar
algunas antiguas preguntas tales como (pero no todas): jporqué estamos en este lugar?,
;de donde venimos?, y preguntas recientes como por ejemplo: ;jcomo se formarén los ele-
mentos de la tabla peridédica?, ;cémo se formardn las galaxias y los cimulos de galaxias?,

jporqué en grandes escalas de distancia el universo es tan homogéneo e isotrépico?. Es



notable que con ayuda de este modelo (y algunos méds recientes) podemos dar respues-
tas cuantitativas a algunas de estas preguntas combinando nuestro conocimiento de la
fisica fundamental con nuestro entendimiento de las condiciones en que se encontraba
el universo temprano. Aun mas notable es el hecho de que estas respuestas pueden ser
corroboradas 6 descartadas usando observaciones astronémicas de gran precision.

El éxito del modelo del Big Bang recaé sobre tres pilares observacionales: el diagra-
ma de Hubble que muestra la expansién del universo; las abundancias de los elementos
ligeros (hidrégeno, helio, litio, berilio, etc.) las cuales estan en concordancia con el proceso
de nucleosintesis del Big Bang; y la radiaciéon de cuerpo negro emitida en los primeros
cientos de miles de anos de existencia del universo, la cual es llamada la radiacién cosmi-
ca del fondo de microondas (RCFM) y que fué detectada por Penzias y Wilson en
1965 [12, 7, §].

La RCFM nos ofrece una mirada del universo cuando tenia solamente 300, 000 anos
de existencia. En ese tiempo los fotones de la RCFM fueron dispersados por ultima vez
por electrones y desde entonces han viajado libremente a través del espacio hasta llegar a
nosotros. Cuando los detectamos, han llegado desde los primeros momentos del universo.
Estos fotones tienen por lo tanto informacién acerca de las condiciones fisicas del universo
en esos primeros instantes de su existencia. Un hecho crucial acerca de los fotones de la
RCFM es que sus colisiones con los electrones antes de que fueran dispersados por ultima
vez, garantizan que ellos estuvieran en equilibrio térmico lo que a su vez implica que
tienen un espectro de frecuencias de cuerpo negro.

El objetivo principal de esta tesis es mostrar las propiedades principales de la radiacién

cosmica del fondo de microondas.



Capitulo 1

Herramientas basicas de Relatividad General

1.1. Antecedentes

Por las razones anteriores, el principal objetivo de este capitulo es presentar las her-
ramientas matematicas y conceptuales que nos permitan entender como los calculos son
realizados en TRG y lo que significan.

Este capitulo esta organizado de la siguiente manera: la seccién (1.2) proporciona un
punto de vista heuristico de la gravedad y la geometria del espacio-tiempo junto con las
ideas fisicas que son la base de la teoria sin alguna herramienta matemaética. Esta seccion
sirve como motivacion para el desarrollo matematico de las secciones subsecuentes. Las
herramientas matemadticas para un entendimiento cuantitativo de la teoria se desarrollan
en las secciones (1.3) y (1.4). En esta dltima, introducimos la ecuacién de las geodésicas,
la nocién de la curvatura del espacio-tiempo y las ecuaciones de campo de la TRG se
muestran y se discuten. En la siguiente subseccion definimos la notacién y las convenciones

que se usaran a lo largo de la tesis.

1.1.1. Notaciéon y Convenciones

Para intentar maximizar la claridad en el desarrollo de las ecuaciones, en este trabajo
incluiremos explicitamente el factor de la velocidad de la luz ¢, y la constante de la
gravitacion universal G.

En esta tesis trabajaremos en el espacio-tiempo de cuatro dimensiones de la TRG (tres

dimesiones espaciales y una temporal). Un punto en el espacio-tiempo se especifica por
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los valores de sus cuatro coordenadas. Por conveniencia usaremos diferentes conjuntos de
coordenadas para etiquetar un punto en el espacio-tiempo. Por ejemplo, para coordenadas
esfericas usaremos (ct, 1,0, ¢), o bien (¢, 2", 2%, #%). El simbolo general para una coorde-
nada serd una letra griega mintuscula, por ejemplo x*, donde p puede tener cualquier valor
0,1,2,36t,r,0,0.

En el espacio-tiempo de Minkowski de la TER ,las mediciones en un sistema de refer-
encia inercial particular son mas faciles de describir mediante el uso de las coordenadas
Minkowskianas (ct, x,y, z). En este caso los indices numéricos toman los valores de 0 a 3
y 2° siempre representa a la velocidad de la luz por la coordenada de tiempo, ct . Cuando
usamos dos sistemas coordenados diferentes para el mismo espacio(tiempo) distinguimos
uno del otro usando una prima sobre uno de ellos: z*'. Un ejemplo muy familiar son
las transformaciones de Lorentz entre dos sistemas de coordenadas minkowskianos. En el
caso mas simple del movimiento relativo a la velocidad v, solamente en la direccién z, la

transformacion es
v =r(x—ot), t=rt—-vz/?), Y=y, =z y=(1- 1}2/02)_1/2 (1.1)
La forma mas general de la transformacion de Lorentz esta dada por
= ZA“/V z¥ (1.2)

donde la suma se realiza sobre el simbolo v. Una convencién notablemente 1itil y muy
utilizada es la convencion de sumas, la cual establece que cuando un indice estd repetido
en un término, uno como subindice y el otro como superindice, se asume una suma sobre
él y por lo tanto se dice que es mudo. Bajo esta convencién la ecuacion (1.3) se escribe
como

!

= A, ¥ (1.3)

v

entonces en este ejemplo el indice v es mudo y p’ es llamado un indice libre. Para dos
puntos (eventos) separados infinitesimalmente en el espacio-tiempo, con una separacion

dt,dz, dy, dz, definimos el intervalo entre ellos como

ds* = —c*(dt)* + (dz)? + (dy)?* + (dz)* . (1.4)



A continuacién introducimos los simbolos n** y 7,, definidos por

0 si p#v
" =nw=9-1 si pu=v=0 (1.5)
+1 si o p=v=1,2,63

donde n*¥ y 1,, son matrices inversas una de la otra, puesto que
0N = 0F (1.6)
donde 0* es la funcién delta de Kronecker. Reescribiendo el intervalo obtenemos
ds® = 1, dr"dx". (1.7)

el desplazamiento entre dos intervalos se etiqueta como espacial, nulo, o temporal
dependiendo de si ds? es positivo, cero o negativo. Para desplazamientos temporales es
ttil usar dr? = —(ds?)/c* donde dr es el tiempo propio entre los eventos, es decir, el
tiempo medido por un observador que se mueve sobre una curva temporal que pasa a
través de ambos eventos.

La propiedad mas importante de la ecuacién (1.4) y de (1.1) es que el intervalo entre
dos eventos dados es siempre el mismo en cualquier sistema de coordenadas inerciales.

Los vectores seran denotados por letras en negritas. Un vector de suma importancia

en TER es la cuadrivelocidad de una particula la cual es el vector tangente a su curva y

U= (j_) (L8)

donde ds es el desplazamiento diferencial a lo largo de la curva temporal de la particula

definida por

y d7 es el tiempo propio requerido para este desplazamiento. Las componentes del vector

U en un sistema de coordenadas inerciales son

dt dx dy dz

0: R 1: T — R 2: ¥y — —_— 3: S —_—

U C(dr)’ U U c(d7_>, U U C(dr)’ U U c(d7_>
(1.9)

Para una transformacion de Lorentz las componentes del vector U en un sistema de

coordenadas minkowskiano se transforman de acuerdo a la siguiente ecuacion
/ /
ur =AN,U" . (1.10)
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El producto punto o producto interior de dos vectores en un espacio-tiempo esta

definido por
A -B=-A"B" + A'B' + A’B* + A’B = —PA'B' + AB* + AYBY + A*B* . (1.11)
usando el stmbolo 7, el producto punto entre dos vectores es simplemente
A-B=1,A"B" |, (1.12)

notemos ahora que el producto punto de la cuadrivelocidad consigo misma es

dz* dxz”
U.-U=1,U0"U" = (?> < ir ) = . (1.13)

En esta tesis asumiremos que la masa de una particula se refiere a su masa en reposo y

la denotaremos por m. Podemos ahora expresar el cuadrimomento como
p=mU . (1.14)

Notemos que para el caso particular de los fotones, la cuadrivelocidad U no esta definida
(pues la cantidad dr asociado a su curva es cero), sin embargo, se puede definir el cuadri-
momento de fotones. Las componentes del cuadrimomento de una particula en un sistema

de referencia inercial son

T

: dz’ dz’
P = m(d7>:m'y(dt> . (1.16)

donde v es el factor de Lorentz e i denota un indice espacial (i = 1,2,3 o x,y, 2).

dt
P’ = me (d—>:m0’y : (1.15)

Cuando trabajamos en un espacio-tiempo es muy 1til en algunas ocasiones conservar
el concepto de un vector ordinario en tres dimensiones espaciales, tal como la velocidad
ordinaria. Con esta notacién tenemos por ejemplo que

y=(1—-v-v/c?)1/?

(1.17)
p’ =mey, p=myv



1.2. Relatividad, Gravedad y Geometria

1.2.1. Geometria

Se dice que un espacio(tiempo) tiene una métrica si tenemos una manera de medir
la separacién entre dos puntos cercanos, que representaremos como (ds). Si x,y son las

coordenadas en un espacio bidimensional real, una forma de (ds) puede ser, por ejemplo:
(ds)? = (dz)* + (dy)* . (1.18)

Reconocemos esta formula inmediatamente como el elemento de distancia (o elemento de
linea) de un espacio plano euclideano dos-dimensional descrito en coordenadas cartesianas.

De la misma manera

(ds)® = (dx)* + (dy)* + (dz)* (1.19)

es el elemento de linea de un espacio plano euclideano tridimensional igualmente descrito

en coordenadas cartesianas y,
(ds)? = —c*(dt)? + (dx)* + (dy)* + (dz)? (1.20)

es el espacio-tiempo de Minkowski de la TER( Teoria Especial de la Relatividad) descrito
en coordenadas asociadas a un sistema de referencia inercial. Las formulas (1.18), (1.19)
y (1.20) son llamados elementos de linea asociados a la métrica del espacio (o espacio-
tiempo) en consideracién. La formula general para el cuadrado del elemento de linea (ds)?

se escribe, de acuerdo a la convencién de suma, de la siguiente manera:
(ds)? = g, da'da” . (1.21)

donde las x¥ son coordenadas definidas en una region local. Los coeficientes de la métrica,
Juv, O son constantes en general, como en las ecuaciones anteriores, sino que son funciones
de las coordenadas 27, es decir: gW(xﬂ ). De aqui en adelante asumiremos que la métrica
es simétrica, es decir, g, = guu-

Definimos las cantidades g"” bajo la restriccién

Guag"* =0" . (1.22)



El camino m&s simple para encontrar los coeficientes g"” es considerar los coeficientes
de la métrica g,, como las entradas de una matriz, de manera que los elementos de g"”
son las entradas correspondientes a la matriz inversa. Si podemos encontrar coordenadas
(x,y, z,w,...) en todo el espacio-tiempo tales que la métrica se escribe en la forma mas
simple

(ds)? = £(dx)? & (dy)* £ (dz)* £ .. (1.23)

se dice que el espacio-tiempo y sus coordenadas asociadas son planas (estas coordenadas
no son tunicas por supuesto). El espacio es Euclidiano si todos los signos son positivos o
bien negativos, y pseudo-euclidiano si hay algunos signos positivos y algunos negativos,
por ejemplo, en un espacio-tiempo tenemos un signo diferente de los otros. Las coor-
denadas que no satisfacen la apariencia de la formula (1.23) son llamadas usualmente
coordenadas curvilineas. Es necesario notar que las coordenadas por si mismas son tnica-
mente etiquetas y no tienen significado geométrico hasta que conocemos la estructura de
la distancia asociada a ellas. La formula de la métrica define el significado geométrico de
las coordenadas.

Elementos de linea que se ven muy diferentes pueden corresponder al mismo espa-

cio(tiempo) descrito en diferentes sistemas de coordenadas. Por ejemplo,
(ds)? = (dr)” +1°(d¢)* donde g, =1, goo=1% grs=0 (1.24)

no parece corresponder a un espacio plano euclideano, pero si utilizamos la transformacion
de coordenadas r = y/x% + y2, ¢ = arctan(y/z), logramos transformar (1.24) en (ds)? =
(dr)*+(dy)?, de donde el elemento de distancia corresponde a un espacio plano euclideano.
En general el elemento de distancia ds es invariante ante cambios de coordenadas.

Una region suficientemente pequena de una geometria curva es esencialmente plana
pero, ;pequena comparada con que?. Por ejemplo, consideremos una region con un tamano
mucho menor que el radio de la tierra. En esta no podriamos apreciar la curvatura de la
tierra y por lo tanto dirfamos que la region es localmente plana. En este ejemplo la escala
de longitud que determina la magnitud de los efectos de la curvatura es el radio de la
tierra. Mientras mas pequena sea esta escala mas curva sera la geometria.

Cualquier geometria en una escala suficientemente pequena es plana y por lo tanto es

razonable que podamos introducir coordenadas planas en esa regién. Podemos entonces



escoger coordenadas tales que satisfacen

+1 si =v
0 si pu#v

OGup\
(axa) — 0, (1.26)

en una vecindad alrededor del punto P.

en un punto P y ademas

Estas coordenadas son localmente planas (LP), y tampoco son tnicas en un punto.
Las coordenadas LP serdn importantes para consideraciones fisicas en el espacio(tiempo)
porque seran las coordenadas localmente Minkowskianas correspondientes a un sistema
de referencia inercial local.

Otro punto importante sobre la geometria es lo referente a una clase especial de cur-
vas llamadas geodésicas. En el espacio(tiempo) plano existen curvas especiales: las lineas
rectas, que son simplemente una relacion lineal entre las coordenadas planas que pueden

ser escritas en la forma parametrizada
o =at'o + V" (1.27)

donde o es el parametro a lo largo de la curva y a*, b* son cuadrivectores constantes.

En un espacio-tiempo curvo no hay sistema preferido de coordenadas. El concepto de
una linea recta es remplazado por el concepto de una geodésica, una curva que es local-
mente tan recta como es posible. El desarrollo de la descripciéon matematica de geodésicas
requiere nuevas herramientas matematicas que describiremos hasta la seccién (1.7). Por
ahora haremos una derivacion basada sobre el hecho de que las geodésicas, al igual que
las lineas rectas en un espacio(tiempo) plano, son curvas de longitud extrema (minima
o maxima) entre dos puntos. Nos restringiremos al caso de curvas geodésicas temporales
entre dos puntos, P, y P, en un espacio-tiempo curvo aunque la ecuacion que derivaremos
es valida para curvas geodésicas tipo espacio y nulas. Especificamos una curva temporal
dando las coordenadas z#()), donde A es un parametro que toma valores a lo largo de la
curva empezando en A =0en P, a A =1 en F,. A lo largo de esta curva el tiempo propio

se incrementa acorde a

_ y _ dat dav \ M? dzP
dr = (= %gdatda”)? = <—c 2guyﬁ Y ) dA\=F (a:’g, ﬁ) dA (1.28)
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y el tiempo propio total se escribe como

1 dzP
= [ F(2° = )d\ 1.29

F es considerada una funcién de las coordenadas 2 y las derivadas (dxﬁ / d)\).

La integral en la ecuacién (1.29) debe ser extremizada a fin de que la curva sea una
geodésica temporal. La condicién necesaria para que la integral (1.29) sea un extremo se
encuentra de la variacion de Euler-Lagrange usual (similar a la que se utiliza en la mecanica

clasica Newtoniana). El resultado es que la curva geodésica temporal debe satisfacer las

d OF OF
dx (8(dxa/d)\)> ~ o (1.30)

Introduciendo F definida en (1.28) en la ecuacion (1.30) resulta en el siguiente conjunto

ecuaciones,

de ecuaciones diferenciales para las funciones x#(\)

) - _ = g I p1 27 1.31
I e T3 an an \ o T oef  dre ) " I pa N (1.31)

La curva z(\) puede ser parametrizada de muchas maneras diferentes, es decir, que A

> 1dz” daP ((9gﬁa OGva ('9ggy) 09sy 1 dF

puede ser cualquier parametro a lo largo de la curva. La eleccién mas simple para A es
A = 7, el tiempo propio a lo largo de la curva. Dado que F' = dr/dA en general, F' = 1
para esta eleccién y el lado derecho de la ecuacién (1.31) se anula, lo cual nos conduce al

siquiente resultado:

(1.32)

d?z# 1da*dx® (09sa  OGue  Ogp,
Ine g2 3 dr dr (ax” * ol 0$0‘) =0
la cual es la ecuacion para las geodésicas temporales en su forma mas comun. Si d7
se remplaza por ds, la ecuacién (1.32) es la ecuacién para las geodésicas tipo espacio
parametrizadas por su longitud. La ecuacién (1.32) tambien describe geodésicas nulas
si remplazamos a 7 por un pardmetro apropiado para curvas nulas. La ecuacién (1.32)
tambien es compatible con nuestro punto de vista local en el siguiente sentido: en un

sistema coordenado LF en un punto P las derivadas parciales de los coeficientes métricos

se anulan en P, de tal forma que la ecuacién (1.32) se reduce a

d?z
(dT? ) —0 (1.33)
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es decir, que la curva es localmente recta en coordenadas LF. Note la forma en que las
derivadas parciales de g,, aparecen en la ecuacién (1.32) para decribir una geodésica en

coordenadas no LF.

1.2.2. Gravedad y Geometria

Consideremos una particula puntual libre, en el sentido que la tinica influencia sobre
su movimiento es la gravedad. En algin momento, digamos t;, podemos especificar el
movimiento de una particula, por ejemplo, podemos especificar su velocidad y posicion
en algun sistema de referencia inercial. Utilizando el principio de equivalencia sabemos
que el movimiento subsecuente de la particula es independiente de su naturaleza (masa,
carga, etc). En otras palabras, la dindmica de una particula libre esta completamente

especificada independientemente de sus propiedades.

La descripcion completa de los efectos dinamicos de la gravedad en el espacio-tiempo

puede ser descrita por todas las posibles lineas curvas que siguen las particulas libres.

En el caso de un espacio-tiempo donde no existe la interaccion gravitacional, tenemos
que éste es el de Minkowski; en este caso, las particulas libres siguen geodésicas que son
rectas temporales. Para encontrar las bases geométricas de las curvas en presencia de la
gravedad recurriremos al principio de equivalencia. De acuerdo a este principio podemos
desterrar localmente la gravedad usando un sistema de referencia local libre de ella. El
clasico ejemplo es un elevador en caida libre en el campo gravitacional de la tierra. El el-
evador y todos los objetos en él experimentan la misma aceleracién gravitacional, medida
por un observador en reposo sobre la superficie de la tierra, es decir, todos caen juntos
sin aceleracion relativa. Un cambio a un sistema de referencia en caida libre junto con
el elevador elimina la fuerza de gravedad debido a que el observador en caida libre mide
una aceleracion nula del elevador y de los objetos que se encuentran en él. Por lo tanto
la fuerza de gravedad no puede ser una fuerza real, sino una pseudo-fuerza tal como la

fuerza centrifuga.
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Es cierto que el aspecto mas comun de la gravedad, el peso, desaparece en un sistema
en caida libre y podemos considerarlo como una pseudo-fuerza y no como una fuerza real
pero no es cierto que todos los efectos de la gravedad desaparezcan en un sistema en caida
libre. En realidad hay una aceleracién relativa de aproximadamente 4 x 10~4cm /seg? entre
un objeto en la cima y el suelo del elevador, esto se debe a que el suelo estd mas cerca del
centro de la tierra que la cima del elevador, experimentando una aceleracion gravitacional
ligeramente mayor. Si el elevador es suficientemente pequeno, éste es una buena aproxi-

macién a un sistema inercial libre de la gravedad (sistema localmente inercial).

No podemos construir coordenadas z¥ globales en las cuales todas las curvas tempo-
rales de las particulas libres tengan la forma z¥ = a”o + b”; si pudiéramos hacerlo no
habria aceleraciéon relativa entre ellas y no habria efectos gravitacionales en una region
del espacio-tiempo. Lo mejor que podemos hacer es construir coordenadas locales en las
cuales todas las particulas libres no tienen aceleracién en algiin punto particular P y una

region suficientemente pequena alrededor de él.

Las implicaciones de estas consideraciones son claras:

» Kl espacio-tiempo es curvo.

» Existen sistemas de coordenados localmente planas (LP) definidas sobre pequenas

regiones del espacio-tiempo. Estas corresponden a sistemas inerciales en caida libre.

= Las particulas libres siguen curvas geodésicas.

En resumen: La union de la geometria y de la gravedad en el espacio-tiempo
nos permite concluir que éste es curvo, y que las particulas libres siguen

geodésicas.

Remplacemos la ecuacion de la fuerza Newtoniana
F=-mV¢ (1.34)

por el principio dindmico curvas de particulas libres de fuerzas = geodésicas. Con ésto

tenemos al menos conceptualmente la mitad de la estructura de la Teoria General de la
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Relatividad.

La otra mitad se refiere a la tarea de determinar la curvatura del espacio-tiempo.
En la teoria Newtoniana la ecuacién que relaciona las fuentes de materia con el campo
gravitacional ¢ es:

V2p = 4nGp. (1.35)

En nuestra teoria geométrica de gravedad, queremos remplazar esta ecuacién por otra de

la forma:
Curvatura =fuente material de gravedad (densidad de masa-energia, etc.) (1.36)

De manera similar como V2¢ se anula en el exterior de una fuente gravitacional, la
ecuacion anterior requiere que la curvatura se anule afuera de la fuente. Esto implica
que no hay influencia gravitacional cerca de la tierra debido al sol, una conclusion que
esta en desacuerdo con las observaciones. En la teoria Newtoniana este problema se re-
suelve diciendo que V¢ describe los efectos de la gravedad y, claramente V¢ no va a cero
necesariamente cuando V2¢ se anula, lo cual implica que los efectos gravitacionales se
extienden en el exterior de la fuente.

Similarmente en un espacio-tiempo, la descripcién de la gravedad debe tener dos me-
didas distintas de la curvatura. El andlogo del término V¢ serd la curvatura de Riemann
que es la apropiada para describir los efectos de la gravedad. De igual manera que V¢ = 0
significa que no hay gravedad, la anulacién de la curvatura de Riemann garantiza que no
hay efectos gravitacionales y por lo tanto no hay curvatura, es decir el espacio-tiempo es
plano. El anélogo de V3¢ es llamado la curvatura de Ricci. La curvatura de Ricci puede
ser cero sin necesidad de que la curvatura de Riemann lo sea. La estructura de la teoria

relativista de gravedad se resume como sigue:

= Las curvas geodésicas asociadas a particulas libres y la aceleraciéon relativa entre

ellas estdan determinadas por la curvatura de Riemann.

= La curvatura de Ricci es "la fuente gravitacional”, la parte izquierda de la ecuacion
(2.7).
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Estas afirmaciones no solo son vélidas en la teoria de la gravitacién de Einstein, sino
a la mayoria de las teorias alternativas llamadas teorias métricas de la gravedad; estas
teorias satisfacen el principio de equivalencia. La teoria de Einstein es la més simple de
estas teorias, pues la fuente de la curvatura de Ricci involucra tnicamente densidades
de energia no gravitacionales, tales como el momento de flujo de materia, etc. En las
teorias alternativas métricas de la gravedad hay, ademas del tensor métrico, nuevos campos

gravitacionales tales como campos vectoriales o campos escalares.

1.3. Vectores y Tensores en Espacios Curvos

1.3.1. Vectores y bases

Un vector en el espacio-tiempo plano es un segmento de linea de recta de un punto a
otro. En un espacio tiempo curvo, tal concepto no tiene un significado claro puesto que no
hay lineas rectas. En este caso, sin embargo,podemos retener el concepto de vector para
un desplazamiento diferencial ds, el desplazamiento entre dos puntos separados infinites-
imalmente. Heuristicamente, tal desplazamiento diferencial es demasido pequeno por lo
cual no toma en cuenta la curvatura de la geometria. Intuitivamente si ds es un vector
en algin punto podemos hacer con él todas las cosas que usualmente hacemos con los
vectores que pertenecen a un espacio vectorial en algebra lineal. En un punto dado, los
vectores de desplazamiento diferencial en un espacio- tiempo n dimensional forman un
espacio vectorial n dimensional. Esto es particularmente claro desde un punto de vista
localmente plano(recordemos que siempre podemos escoger una regién localmente plana
alrededor del punto). Por lo tanto el dlgebra de vectores en un punto dado no
depende de si el espacio tiempo es curvo o plano. Por lo tanto podemos sumar
estos vectores, multiplicarlos por escalares, etc.

Tenemos un ejemplo importante de lo anterior en el espacio plano tridimensional de
la fisica clasica. Si una particula experimenta un desplazamiento ds en un tiempo dt
podemos definir su vector velocidad como Vv = dS/dt. En un espacio-tiempo (curvo o

plano) el vector velocidad andlogo es la cuadrivelocidad definida por

Ut = (‘il—f) , (1.37)
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donde dr es el tiempo propio que la particula requiere para realizar el desplazamiento
ds” y el cual es un escalar. Podemos multiplicar la ecuacién (1.37) por otro escalar m, el
cual es la masa en reposo de la particula, para formar otro vector importante llamado el

cuadrimomento de la particula

p" = mU" (1.38)

localmente estos vectores tienen su significado usual en TER. Especificamente, el vector
p*, es precisamente el cuadrimomento asignado a la particula por un observador en un
sistema en caida libre localmente Minkowskiano.

Para un fot6n la ecuacién (1.38) no es valida debido a que el fotén no tiene masa. En
este caso el cuadrimomento del foton se define como el vector que en un sistema localmente
inercial es el cuadrimomento usual definido en TER.

Como en TER y en la mecanica clasica la importancia de los vectores esta basada en
la importancia del desplazamiento: ds. Los desplazamientos son el punto de partida para
la cinematica y por lo tanto de la dinamica. Los vectores velocidad y momento lineal v, p
necesariamente surgen en la descripcion del movimiento. Las leyes de movimiento, son
necesariamente leyes vectoriales.

Una operacién importante es el producto escalar, o producto punto de dos vectores A
y B, el cual es lineal en cada vector y que da como resultado un escalar A - B. Sabemos
en principio como calcular productos escalares en espacio-tiempo curvos: podemos ir a un
sistema coordenado localmente Minkowskiano y calcular ahi A - B tal como en TER. Por

lo tanto debe ser cierto que
U-U=-¢ |, (1.39)

p-p=—m?c (1.40)

pues lo es en TER. De manera similar que en TER llamaremos a un vector espacial si
A-A >0, temporal si A-A <0, ynulosi A-A = 0. El conjunto de vectores definidos
sobre un punto P del espacio-tiempo forma un espacio vectorial y por lo tanto podemos
escoger una base de vectores (N vectores linealmente independientes en un punto P del
espacio-tiempo). A los elementos de una base los denotaremos por e, (note que vectores

y vectores de una base tienen significado solo en un punto dado; la relacion de vectores en
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diferentes puntos del espacio-tiempo serd dada més adelante). Dada una base de vectores

{e,}, un vector W puede describirse como
W = e, (1.41)

donde W* son las componentes del vector W en la base e,,. La base se escoge de cualquier
manera que sea conveniente. Los componentes de un vector dependen de la base de vec-
tores elegida. Si cambiamos la base las componentes del vector deben cambiar, de manera
que el vector W = IW#e, no cambie.

En esta tesis usaremos un tipo especial de base el cual define en cada punto en el
espacio-tiempo un conjunto de vectores base univocamente definido por el sistema
coordenado escogido el cual es llamado una base de vectores coordenados.

Formalmente hablando, una base de vectores coordenados {e,|p = 0,1,2,3} es la
base en la cual un conjunto de incrementos coordenados infinitesimales dz* da un de-

splazamiento

ds = dz'e,, (1.42)

En otras palabras: las componentes, en una base de vectores coordenados, del vec-
tor desplazamiento son los cambios coordenados. El ejemplo mas simple es el sistema

coordenado cartesiano en el espacio-tiempo de Minkowski
ds =cdte, + dve, + dye, + dze, . (1.43)

La distancia, o intervalo, asignado al desplazamiento ds debe coincidir con la estructura
geométrica del espacio-tiempo, como lo dicta la formula métrica. Este hecho y la linealidad
del producto escalar, nos lleva a un importante hecho acerca de las bases de vectores

coordenados:

ds - ds = (dz'e,) - (dz"e,) = (e, - €,)dx"dz” . (1.44)

Debido a que
ds - ds = (ds)* = g, dz"dz” (1.45)

el producto escalar de los vectores base coordenados estéan relacionados con las compo-

nentes de la métrica por la relacion
€, € = Gu (1.46)
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Esto muestra que los vectores de la base son ortonormales si y sélo si las coordenadas son

planas. Para efectos practicos utilizaremos indistintamente la notacién

oo () wan

la cual es ampliamente utilizada en otros textos. Finalmente podemos caracterizar a un
vector A no unicamente por sus componentes contravariantes, A*, sino también por sus

componentes covariantes, A, definidas cémo
Ay = guA” . (1.48)

Para encontrar las componentes contravariantes en términos de las covariantes podemos

multiplicar la ecuacién anterior por ¢°* y sumar sobre el indice p:
gﬂ“AM = gﬁ“guaAa =P, A=A . (1.49)

Las bases de vectores coordenados facilitan y simplifican los calculos y de aqui en

adelante las usaremos ampliamente.

1.3.2. Tensores

La necesidad de tratar con relaciones lineales entre vectores en un punto dado da
lugar inevitablemente a nuevos objetos matematicos, diferentes de los vectores, llamados
tensores. Como un ejemplo, supongamos que un vector V es una funcién lineal de otro
vector W. Entonces dado una base de vectores coordenados las componentes V# deben

depender linealmente de las componentes W*#, es decir
ve=mTrW" . (1.50)

El simbolo indexado T*, representa N? niimeros (en un punto en un espacio-tiempo
de N dimensiones) y estos numeros estan definidos por la relacién de V .y W. Veamos
un ejemplo mas: consideremos un escalar f, que es una funcién lineal de tres vectores,

A B, C, en una base de vectores coordenados de manera que:

f = Sas, A°B°C” (1.51)
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donde S,p, representa N® ntimeros en general. Las ecuaciones anteriores son llamadas
ecuaciones tensoriales ya que son ecuaciones que expresan relaciones lineales entre vec-
tores. Los simbolos T%, y S,gy son llamados componentes tensoriales de los tensores T
y S respectivamente. El rango del tensor se refiere al niimero de indices distintos de sus
componentes. De esta manera el tensor T tiene rango dos, en tanto que el tensor S tiene
rango tres. Los vectores son considerados tensores de rango uno y los escalares son tensores
de rango cero.

Uno de los tensores més importantes en relatividad especial y general es el tensor de
energia-momento, el cual es un tensor de rango dos y se define en un espacio-tiempo de

cuatro dimensiones por

(dF") = T, (dA)” | (1.52)

donde dA es un vector que representa un elemento diferencial de area en un medio ma-
terial, cuya direccion es normal al area y apunta de adentro hacia afuera. El vector dF
representa a la fuerza transmitida a través del area, debido al material dentro del &rea,
actuando sobre el material afuera de ella. La fuerza es proporcional al tamano del area y
linealmente dependiente del vector dA. En un medio isotropico dF debe de ser paralelo a

dA y los componentes del tensor son
™, =pit, . (1.53)

donde p es la presién del medio material. Al igual que para las componentes vectoriales,
los indices de las componentes tensoriales pueden ser ”subidos o bajados”. En una base
de vectores coordenados esto se hace con las componentes del tensor meétrico, g, y su

inversa, g*”. Por ejemplo

T, = g""T.)" = gogT"" . (1.54)

Si utilizamos los resultados (1.22),(1.48),(1.49) podemos concluir que las siguientes

ecuaciones representan la misma relacion

Ve =THW" (1.55)
VE=THW, | (1.56)
V,=T,W" | (1.57)
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V,=T,’W, . (1.58)

Al igual que en analisis vectorial, un subindice es llamado un indice covariante y
un superindice es conocido como un indice contravariante. Los valores numéricos de las
componentes de un tensor, en general, dependen de si los indices son covariantes o con-
travariantes, pues por ejemplo 712 # T} .

Decimos que un tensor es simétrico sobre dos de sus indices si el intercambio de éstos
no cambia el valor de la componente. Por ejemplo, un tensor de rango tres Q, es simétrico

en su primer y tercer indice si

Qaﬁ’y = Q'yﬁaa v Oé,ﬂ,’}/. (159)

El intercambio entre dos indices es, por supuesto, entre dos indices covariantes o los dos
contravariantes. Es facil verificar que el tensor de energia momento es simétrico y ésto
quiere decir que hay solo 10 componentes independientes de las N? = 42 = 16 componentes
en un espacio-tiempo de cuatro dimensiones.

Un tensor muy importante en geometria es el tensor métrico g, el cual esta definido
mediante el producto escalar o producto interior entre vectores.

Si A, B son dos vectores cualesquiera, el producto escalar es un escalar, llamado S,
dado por

S=A-B=g,A" B” (1.60)

los componentes de g son faciles de encontrar en una base ya que
A-B=(A",) - (B"¢,) = A"B"e, e, = A"B"g,, . (1.61)

Y por lo tanto
Juv = €, €y (1.62)

Es claro que los coeficientes g, son precisamente los coeficientes del tensor métrico.
Estamos introduciendo tensores, en términos de cantidades indexadas que surgen en

la descripcion de relaciones lineales entre vectores. Estos niimeros indexados dependen de

la base usada. Las componentes de los tensores deben cambiar cuando cambiamos de una

base a otra de tal manera que sigan representando la misma relacion lineal entre vectores.
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Cualquier cantidad indexada cuyos valores no se transformen de esta manera no puede
representar una relaciéon lineal entre vectores y en consecuencia no puede ser un tensor.
A continuacién daremos las leyes de transformacion para las componentes de tensores

en general bajo un cambio de base de vectores coordenados.

1.3.3. Transformaciones tensoriales
Transformaciones de escalares (tensores de rango cero)

Una funcién (20, 2!, 22, 2%) = f(2*) es un escalar o un tensor de rango cero, si ante

una transformacién de coordenadas, x"” = 2'%(z*), el valor de f no cambia, solo cambian

las coordenadas.

Por ejemplo: sea f = (z')? y hagamos una transformacién de coordenadas /' = 2'* + 22,

esto implicarfa que f = (2! + 2/?).

Transformaciones de vectores (tensores de rango uno contravariantes)

El conjunto de vectores definido en un punto del espacio-tiempo es un espacio vectorial
llamado el espacio tangente y se denota por T),(M ). Formalmente el espacio tangente es el
espacio vectorial de todos los mapeos lineales que asocian un nimero real a cada funcién
infinitamente diferenciable, es decir, si U es un vector, f,g € C* y a,b € R, entonces,

U:C* - R,

U(f) € R (1.63)

Ulaf +bg) =aU(f)+0bU(g) (1.64)

Esta definicién es congruente con la nocién de vectores tratada en la subseccién Vectores
y bases.
Una transformacion de coordenadas implica un cambio de base de vectores coordena-

dos del espacio tangente ya que:
0 0x'P 0 0x'P\
On = <8m“> N <8x“> <8x’ﬁ) N <8x”>eﬁ (1.65)
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Veamos como se transforman las componentes contravariantes de un vector o tensor

de rango uno. Sea el vector U definido por,
0
U=U"(z%)e, =U"(2")| =— (1.66)
veamos ahora como se transforma. Sabemos que

(A @@ @) o

forma una base, entonces usando (1.65) tenemos

9, oz’ 9, Wl O
U= Uﬂ<@> = Uu(@ﬂ) <8x'a> =U <%) (1.68)

al,/a
la _ JT1
v (22) ass

(1.69) es la transformacién de las componentes de un vector ante un cambio de coorde-

de donde

nadas. Obtengamos ahora la transformacion inversa multiplicando ambos lados de (1.69)

por el factor (92 /0x'®)

0P 0P oz'™ Oxh
o f— K —= © _— = K 5 = ﬁ
(8x’0<)U U (8#*) <8w“> U (83:“) U 5” u’ (1.70)
es decir que
Oxb
b — e =2 . 1.71
U U (83:’0‘) (1.71)

Transformaciones de covectores

Llamemos A al espacio vectorial dual al espacio tangente definido en un punto del
espacio-tiempo (A también es llamado el espacio cotangente y se denota por T,y(M)). Por
definicion tenemos que A es el espacio vectorial de todos los mapeos lineales que asocian
un numero real a cada vector del espacio tangente, es decir, si V es un elemento del

espacio cotangente, U, W son vectores y a,b € R, entonces, V: T,(M) — R,

V(U) e R (1.72)

VaU+bW)=aV(U)+bV(W) (1.73)
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A los elementos del espacio cotangente también se les llama covectores. En el espacio

cotangente existen bases de covectores coordenados definidos en un sistema de coorde-

1 ,..2 .3
y L7y X }7 por,

nadas, {2°, =
{daz“}izo = {dz°, da', d2?, da®} (1.74)
Estos covectores coordenados de la base actiian sobre vectores de la siguiente forma:

e ) o e

Cualquier covector V se puede expresar en términos de una base de covectores coor-

denados
V =V,dx" (1.76)

Una transformacion de coordenadas implica un cambio de base de covectores coordenados

del espacio cotangente ya que:

ox#
_ 8
dxt = (895’[’) dx (1.77)

Veamos como se transforman las componentes covariantes de un covector. Sea el covec-
tor V definido por la ecuacién (1.76). Aplicamos la transformacién de los vectores base

coordenados (1.77) a (1.76),

" Oxt 18 NG
V=Vd" =V, e dx"” = Vydx (1.78)
de (1.78) obtenemos,
, Oxt

(1.79) es la transformacién de las componentes de un covector ante un cambio de coorde-
nadas. Obtengamos ahora la transformacién inversa multiplicando ambos lados de (1.79)

por el factor (92"%/0z%) obtenemos,

B
V, = (%)Vﬁ’ (1.80)
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Definicién del producto escalar

Definimos el producto escalar o punto entre un covector V'y un vector U como,
0 0 oxt
V.U = V,d" U — || =V, U% 2" | — ) =V, U" 1.81
ot (07 (5 ) | = v () =vw(5) s

— VU=V, U* =g, ViU" . (1.83)

Transformaciones Tensoriales

El objetivo de esta seccién es estudiar las transformaciones de las componentes con-
travariantes o covariantes de un tensor de rango arbitrario bajo una transformacion de
coordenadas.

Los tensores contravariantes de rango k, definidos en un punto del espacio-tiempo, for-
man un espacio vectorial de dimensién 4*. A continuacién definimos el producto tensorial
de vectores el cual sera til para construir una base de tensores contravariantes.

Sean k funciones f, g, ...,h € C°°, definimos el producto tensorial, entre los k vectores

U, V, ... Wcomo el mapeo
UV --W:(fg.,h)—R (1.84)

tal que
UeVe - Wl(fg .. h) =

() () owe (o

quu_...WaK%) o (aiu) o (£>} G (1.85)

e e[ (G5)- (3 (3)

Podemos construir una base de tensores contravariantes coordenados de rango k a

partir de una base de vectores coordenados usando el producto tensorial de vectores. Esta

base estd definida como el siguiente conjunto de tensores k-veces contravariantes,
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(Gr)e ) Galh hon

Entonces podemos expresar cualquier tensor, U, k-veces contravariante en términos

U= U7 (%) ® (%) ®..® <%> (1.87)

Veamos como se transforman bajo un cambio de coordenadas

o= (L) e (o) o0 (5m) -
(5 ) o) © (5 ) (o) =2 (5 (a) -
(5 (5)- (o) |(5) @ () o= (5 ) =
(o) @ (@) o= (@)

ox' ox'" ox'?
uv...p __ 7raf...
S v(@ﬂ)(@ggﬂ)...(aﬂ) (1.88)

Mientras que para la transformacién inversa tenemos,

Ox“ oxP ox”
af..y — JrIuv..p
g (22 (222) (00 a9

Por ejemplo, dado que la métrica inversa es un tensor contravariante simétrico de

de esta base,

de donde

rango dos entonces la podemos expresar como,

g = g“”(%)@(aiy) : (1.90)

con la condicion g"” = ¢g"*. Entonces las componentes de la métrica inversa se transforman

bajo un cambio de coordenadas como
ox'™\ [ 0x™
= g ) [ 1.91
g 3 <8a:°‘ ) (c%vﬁ ) (1.91)
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Sean A,X, ..., covectores sean U, V, W vectores. Demanera similar definimos el

producto tensorial de covectores como el mapeo:
ARY®..202: (U V.., W)—-R (1.92)

tal que
ARYER.22(URVR.. W)=

0 0 0
Apdx® @ Ypda® @ ... @ Q,dx? |UF | — | =— "N—1| =
adz® @ Xpdr’ @ ... ® Q,dx [U (8:6“) ®V ((%”) ®..0W (81‘”)]

oxr® OxP ox?
v 7 =
s, e (22 (22, (02

AoZpe - UPVY W 20000 = A, 5,0, - UFVY .. W7

(1.93)

Para el espacio vectorial de tensores k-veces covariantes podemos construir una base
de tensores covariantes coordenados de rango k a partir de una base de covectores co-
ordenados usando el producto tensorial de covectores. Esta base esta definida como el

siguiente conjunto de tensores k-veces covariantes,
{dx“@d:ﬁ@...@dﬁ}zﬁ (1.94)

Entonces en general un tensor, A, k veces covariante se puede expresar en términos

de esta base como,

A=Ay dx*® x’®.. o dx" . (1.95)
Analicemos como se tranforman ante un cambio de coordenadas,

A=Ay ,dx*® X ®.. @ dx" =

Oz 0z° ox”
Aaﬁ ..... o <8i’/“ >da}lﬂ ® (ajly )dx/V ® ® <8§,p )dx/p =

ox® oxP ox"
- . . . n v p
Aag. ~ (&B’“ ) <8$’” ) (&B’/’ ) {dw QKA ® ... @ dx ]

=N {dm’“@dw’”@....@dm’p}

(1.96)

Uv...p
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de donde obtenemos,

/ Ox“ Oxh ox”

y para la transformacién inversa tenemos,

/ / oz’ ox™ ox'?
af...y = A;w...p (%) . (63@5) et (823'7) (198)

Por ejemplo, la métrica es un tensor covariante simétrico de rango dos dado por,

g = g di” ® dx” (1.99)

con la condicién g, = g,, Entonces las componentes covariantes de la métrica se trans-

forman bajo un cambio de coordenadas como,

, ox\ [ 0°
g/,u/ = gaﬁ (@) (81”’) . (1100)

A continuacién, enumeremos sin prueba algunas de las caracteristicas sobresalientes

de los tensores covariantes y contravariantes:

1. Sitodas las componentes de un tensor son cero en una base entonces las componentes

en cualquier otra base también son cero.

2. Si cualesquiera dos indices de las componentes de un tensor son simétricos en una

base, entonces son simétricos en cualquier otra base

3. Si A, B son dos vectores, entonces A, B, son las componentes tensoriales covariantes
de un tensor de segundo rango. De manera similar A*B" son las componentes ten-
soriales contravariantes, y A*B, y A,B" son las componentes miztas de ese tensor.

Un tensor de rango r; + ry puede ser formado por los tensores de rango r y 5.

4. Sumar (Contraer) sobre un indice covariante y contravariante de un tensor de rango

r > 2 produce un tensor de rango r — 2. Asi por ejemplo

T, = F, (1.101)

w
& By
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1.4. La conexion afin

Hemos introducido tensores como objetos matematicos en un punto del espacio tiempo.
Consideraremos ahora campos tensoriales. Sea una region en el espacio-tiempo. En cada
punto de esta regién definimos un tensor (covariante, contravariante ¢ mixto). Entonces
un campo tensorial es basicamente el conjunto de tensores definidos sobre esta regién de
espacio-tiempo.

Como casos particulares tenemos los campos tensoriales contravariantes (covariantes)
también llamados campos vectoriales (campos covectoriales), y los campos escalares que
son simplemente funciones C*° de las coordenadas del espacio-tiempo. En esta seccion
daremos las reglas para derivar campos tensoriales en general por medio de la coneccion
afin 6 derivada covariante. Estas reglas de derivacion estan definidas de modo tal que
nos permiten obtener un tensor de la derivada covariante de un tensor. A continuacién

empezaremos con la definicién de la derivada covariante 6 coneccién afin.

1.4.1. La Derivada Covariante de Campos Vectoriales

Sea x (M) el conjunto de todos los campos vectoriales definidos sobre el espacio-tiempo
M. Una coneccién afin, V, es un mapeo V : x(M) x x(M) — x(M) 6 bien (U, V) —

V'V que satisface las siguientes condiciones

VolV4+ W) =VyV+ VW
V(U+V) W=VygW+VyW
(1.102)
Vi V= fVyV

VulfV)=UlfIV+ fVyV
donde f € C®°(M)y U, V, W € x(M). Tomemos un sistema coordenado {z#}, pu =

0,1,2,3, en el espacio-tiempo M, definimos 4% funciones FAW, llamados coeficientes de la

coneccion 6 simbolos de Christoffel, como

V.e, =V, = I‘Awe,\ (1.103)
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donde {e,} = w} es una base coordenada asociada con {z#} en Tp(M). Los coefi-
cientes de la conexién especifican como cambian las bases vectoriales de un punto a otro.
Una vez que la accion de la conexion V esta definida en las bases vectoriales, podemos
calcular la accién de V sobre cualquier otro vector. Sea V = V#e,y W = Wte, elementos

de T),(M) entonces

Vi W= Vyu, (W"e,) =VIV,, (W"e,) = VF(e, [W"]e, + W'V, e,)

oW
= VH ( o + WVF)\;U/) e

(1.104)

Por definicion, V mapea dos vectores V, W, a un nuevo vector, cuya A-ésima componente

es VIV, W?*, donde hemos definido

oW )
VWA = S+ M, wy . (1.105)

Notemos que VMWA es la A-ésima componente del vector V, W = VN(W’\e,\) y no debe
confundirse con la componente contravariante W,

Vv W es independiente de la derivada de V. En este sentido, la derivada covariante
o coneccién afin es una generalizacion propia de la derivada direccional de funciones a

tensores.

1.4.2. La Derivada Covariante de Campos Tensoriales

Dado que Vy es una derivada, es natural definir la derivada covariante de f € C*°(M)

por la derivada direccional ordinaria:
o

Vof = Ulf] :Ua(af> | (1.106)

Entonces la cuarta propiedad de la ecuacion (1.102) tiene exactamente la misma forma

que la regla de Leibnitz,
VulfV) = (Vuf)V+ YV . (1.107)
Generalizamos la expresion anterior para cualquier par de tensores,
Vo(Th @T) = (Vi) Ty + T @ (V1) . (1.108)
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donde 77 y T3 son campos tensoriales de tipo arbitrario (covariantes, contravariantes
o mixtos). La ecuacién (1.108) es tambien véalida cuando algunos de los indices estén
contraidos.

Vamos a proporcionar sin prueba y de manera operacional la derivada covariante de

tensores arbitrarios de la siguiente manera

AL A Al A A kXa...A
VVt/-Ll"J-Lqp = th,U‘l--‘.u‘qp + F 1I/kt,u,1.4./.l/q Y +..
AL A k A1 A Al A (1109>
bY 1. Ap—1 k 1---Ap k 1---Ap
+F pykt/»LLan — F V'u’ltk‘,ulnﬂq — ... F V/qut/»lfl-u;uqul

Ademas de las cuatro condiciones de la ecuacién (1.102), imponemos una quinta condi-

cién para la derivada covariante, V f € C*(M)
V.Vof =V, V,.f (1.110)
Con ayuda de la ecuacién (1.109) podemos escribir,

V. Vof =Vu0,f) = 0.(0,f) — T (00 f) (1.111)
usando (1.111) reescribimos la condicion (1.110) como

0= Vuvuf - V,,Vuf = [au(auf) - F)\MV(aAf)] - [al/(auf) - FAVu(akf)]
(1.112)
= (M, = T)(0nf)

debido a que la funcién f es arbitraria entonces concluimos que los simbolos de Christoffel

son simétricos con respecto a sus dos ultimos indices
X A
M, =" . (1.113)

Aunque en general no es necesario imponer la condicién (1.110) (de hecho, existen
teorfas de la gravitacién diferentes de la TRG donde no se impone), en la TRG se asume
que el operador derivada covariante la satisface. Claro esté, la imposicién de esta propiedad

depende de su confirmacion por medio de datos experimentales u observacionales.

1.5. La conexidéon métrica

Dado un operador derivada V,, vamos a definir la nocién de transporte paralelo a lo

largo de una curva C' con vector tangente t“. Decimos que un vector V' con componentes
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V< es transportado paralelamente cuando uno se mueve sobre la curva C' si la ecuaciéon
v,V =0 (1.114)

se satisface a lo largo de la curva. Para espacios curvos el producto de un covector A y
un vector B, A - B, depende del punto donde es calculado y por lo tanto su valor cambia
cuando lo transportamos a lo largo de la curva C. En general este cambio depende de
la conexién afin u operador derivada covariante escogida. De hecho existen una infinidad
de distintas conexiones afines y ninguna de ellas se prefiere naturalmente. Sin embargo si
ya hemos definido una métrica sobre el espacio-tiempo, g,.,, entonces hay una manera o
eleccion natural que podemos imponer sobre el transporte paralelo de vectores:

Dados dos vectores con componentes A,, B, definidos sobre el punto P, demandamos
que su producto punto AgB? = g,3A%B” sea invariante si lo transportamos paralelamente

a lo largo de cualquier curva C' con vector tangente t*, es decir,
t"V 1 (gapA*B) = t'V ,(A°B,) = t"0,(A“B,) = 0 (1.115)
con las condiciones de que los vectores A%, B® son transportados paralelamente,
t"V,AY=0 , t'V,B° =0 (1.116)
derivando la ecuacién (1.115) tenemos
t"(V 49ap) A“B? + gos(t'V ,AY)BP + g, A*(#"V ,B) = 0 (1.117)
y exigiendo la condicién (1.116) obtenemos que
t"(V u9as) A*B° = 0 (1.118)
el hecho de que los vectores t#, A%, B® son arbitrarios nos permite concluir que,
Vidap =0, Vpu, o ={0,1,23} (1.119)

lo cual nos elige de manera tnica una derivada covariante o conexién afin. Esta es la

conexion de Levi-Civita. Usando (1.109), la condicién (1.119) se escribe como

Viidas = Ougap = T ua 9rp =T gar =0 . (1.120)
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Para encontrar los simbolos de Christoffel, F/\uﬁv en términos de la métrica, reescribimos

la expresion anterior en las siguientes formas

Ougap = gua + Lapp
0a9us = oy + Lpap (1.121)

989u0 = Lapu + Lpga
donde hemos definido I'g,o = F’\W grg. Sumando las dos primeras ecuaciones, restando

la tercera, y con ayuda de la condicién de simetria (1.113) encontramos que

Ougop + 0adus — 989ua = Uppa + Laws + Usap + Luap — Tapu — Tupa

= Whe . (1.122)
es decir que
Uspa = % (Ouap + Oagus — Opua) (1.123)
que al reescribirlo obtenemos
I’ e = 9T = %gpﬂ (0ugos + Oalyup — Opal (1.124)

entonces hemos encontrado los simbolos de Christoffel, ['* 5, en términos de la métrica.

1.6. Transformacion de los simbolos de Christoffel
bajo un cambio de sistema coordenado.

En esta parte encontraremos la regla de transformacion de los simbolos de Christoffel
bajo un cambio de sistema de coordenadas. Para empezar tenemos en el sistema coorde-

nado {z"},

L =
) oxv Ozt OaP
a continuacion realicemos un cambio de sistema de coordenadas definido por

1 v v
e _ _gaﬁ agﬁ# agﬂ ag# ) (1125)

2" = 2" (2P) (1.126)

y su tranformacién inversa,

1P = 2P (2") (1.127)



ademés tenemos la regla de transformacién de las componentes de la métrica bajo un
cambio de coordenadas,

., 02" 0™
901 = Gpv 5 G
(1.128)
a B
g0 — gm 0z Ox
ox™ dx™
veamos ahora como se transforman los simbolos de Christoffel, I'? ,,, usando la ecuacién
(1.128):
o | 09ap 9y
I 0 :_ﬁp 1p ap _ 9Ypa| _
29 [8%" * Ozt OxP

1 5p g [, 0x" 0" N o [, 020z’ B o [, 02" 0oz’ B
29 ox® Ine ozt Oxr ozt Ine oxr® OxP oxr Ine ozt dz™ n
14 g\ [0z [ Oz’ Ogne\ [0z [ Oz’ Ogne\ [0\ [ Ox'*
~g _
2 oz oz oxP oz ox® oxP oxP oz Oz
N . 82 x/n ax/e 32 le ax/n
Ine or* Oz oxr 0x*0xP ozt
N , 3233”7 ax/e 82 /€ amm
Ine Oxroxe oxP oxroxP oz
. 821,/77 89:./6 82 3 a
~ Ine (890/’8%‘ ) ( ox® ) B (890/’(%@ ) ( ozt ) }
lg 5o g\ [0z [ Ox' N g\ [0z ([ Oz’ B g\ [0\ [ Ox'
2 oz ozt oxP ozt oz oxP oxP oxH Oz
621,/77 ax/e
8xa8x“) < OxP ) } B
0, | (000 (00 (0 (04,
ox' O+ ore oxP o'
8 g; . . 82 JJ/U a I,/e
( ox'e ) 29 (&L’”axa) (650/3 >] ’

+ 29{7€

1 3 ox" ox’™M ox'¢
2 oz oxH oxr
B ox'c ox™M ox"

oxP oxt ox™

(1.129)



donde en la novena y décima linea hemos utilizado la regla de la cadena. A contin-

uacién, introducimos la transformacion de las componentes de la métrica inversa

1 ﬁpzl ,/\waxﬂ Ox?

597 =50 o (1.130)
en la pentltima linea de la ecuacion (1.129),
s, — lgwp 0T\ (0 (0x' [ Dxe\ (027 [0y + 05 _ O9he +
e 9 Oz ) \ Ox+ ) \ Oz'r ) \ Oz'¥ J \ Ox' ) | Ox'r = Oxm  Ox'e
e f 027 [ Oxf 02z oz’
Ine 9 =

e oz )\ 0z ) \ Oz+0x> ) \ Ozr

(1.131)

1 e 9gye i 09 _ 99,1 (0 ( Oz’ 2P n OxP Q%M B
59 ox’y Oz Oz’ |\ Oz“ Ot BY) 977 )\ Gprgge | =

ox'"\ [ 0x' oxP A oxP 0
ox® oz oz m oxm OxHOx™

De la ecuacién (1.131) concluimos que los simbolos de Christoffel no son tensores, pues

su regla de transformacién ante un cambio de coordendas es
oz’ oz’ oxP\ OxP Q%M
,., = A 1.132
: (81:“) (&U“) (8x’7> m (8x'7l) <8x“8:ca> ( )
1.7. Transformacion de la derivada covariante de un
covector bajo un cambio de sistema coordenado

Veamos como se transforma la derivada covariante de un covector. Usando las ecua-
ciones de transformacién para los simbolos de Christoffel (1.132) y para las componentes

de un covector tenemos

04, ., 0A,
V,LLAZ/ - % - uyw (1133)
Veamos que es un tensor pues
ox'*\ [ 0x [ OA 0%a'r
/ Al — P A/
Vil ((%"‘) (5’x“) <8x’“) * p(@m“@x"‘)
(1.134)

[ (02N (02" ( 02F L OxP O n ox'™
Oz ) \ Ozt ) \ Oz ] 17 oz ) \ Ozxrox™ T\ 0xB
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(0PN [0z (DA A 0%x'P
\ Oz ozt ox'v P\ OxtOze
Iy m T 16 T 2 ..M
B ox ox ox ) A ox ox 0“x A
ox™ oxH ox ) ™ oxm oxP Otz
ox'? oz’ 0AP ox" 9"\ .\ 4,
~ \ oz oxH oz )\ Oz ozt FWA’\
(1.135)
_ [0x” oz’ 0AP B ox'? oz’ A 47
\ Oz oxt oz oz Ot ) vPA

ox'*\ [0z [OA, s (02PN (0N, .,
<8x°‘) (8x“> {8%” B F”’JA)‘] a (@) (89&“)V”A” =Veda

es decir que la derivada covariante de un covector se transforma como un tensor dos veces

covariante.

1.8. Geodésicas, Curvatura y Relatividad General

1.8.1. La ecuacion de las geodésicas

La interaccién gravitacional y la geometria han sido unificadas por el principio de que
las particulas libres se mueven sobre curvas geodésicas. Si una fuerza F* esta actuando
sobre una particula, su cuadrimomento puede no ser constante y cambiar de acuerdo a la

bien conocida ecuacién
dpt
dr

El hecho de que una fuerza este actuando o no, es un fenémeno completamente local.

e (1.136)

La razon de cambio del cuadrimomento p* descrito por esta ecuacion es precisamente
la razén que seria observado por un observador en su sistema en caida libre. El principio
de equivalencia débil nos dice que un observador en caida libre no medira una aceleracién
no nula de la particula si solo la interaccién gravitacional esta actuando sobre ella. Dicho

de otra manera la cuadrifuerza F'* no tiene contribuciones gravitacionales (por esta razén
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se dice que la interaccién gravitacional es una pseudofuerza). Una particula libre obedece
dpt
F 0 (1.137)
cuyo significado geométrico es que, el cuadrimomento p* es un vector tangente a la
curva de la particula. La ecuacién (1.137) nos dice que este vector tangente a la curva no
cambia a lo largo de ésta.
Para el desplazamiento ds con componentes dz* a lo largo de la curva de la particula,
y de acuerdo a las ecuaciones (1.37) y (1.38) obtenemos (nuestra definicién de particula
asume tacitamente el requerimiento de que la masa en reposo, m, es constante)

Pr=m— . (1.138)
dr

Una curva temporal geodésica satisface la ecuacion (1.137).
Analicemos la ecuacién (1.137) en una base coordenada. Para un desplazamiento ds

(con componentes dz*) a lo largo de la curva de la particula podemos escribir
dp* = (V,p")dz" (1.139)

y por lo tanto la ecuacién (1.137) se escribe como

dpt dx¥
— = (V,p" =0 , 1.140
= (V) (1.140)
usando la siguiente ecuacion
dIV pl/
=¥ =2 1.141
dr m ( )
reescribimos (1.140) como
(Vop")p” =0 (1.142)
que es equivalente a
U¥(V,U") =0 (1.143)

14
obtenemos

d
De las ecuaciones (1.143), (1.105), y de U = dx
-

dz? dU*  dx” dx”
— ([m PTH,, - g, 1.144
0 (U’”+U ﬁ)dT dr +d7’ ar = ° ( )
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y finalmente expresamos la ecuacién anterior en la forma

d?aH N 1 dx? dzP
dr? 2 dr dr g

lw(g’yﬁ,u + Guv~y, 8 — gﬂu,'y) =0 . (1145)

Esta es precisamente la ecuacién de las geodésicas (??) que ya fué anteriormente encon-
trada.

Las ecuaciones (1.143) y (1.144) no pueden ser directamente aplicadas a las curvas que
siguen los fotones pues en este caso ni el tiempo propio 7 ni el cuadrivector temporal de
velocidad U estan bien definidos. El principio basico de que el cuadrimomento del fotén
satisface la ecuacién dp* = 0 a lo largo de su curva nula aun es valido. Para aplicar este
principio a una curva nula con coordenadas ¥ (\) podemos escoger un pardmetro especial
A (también llamado un parametro afin ) tal que
_dx”

dA

P (1.146)

note la diferencia entre la definicién para el cuadrimomento de una particula con masa
(1.138) y la de una particula sin masa (1.146). La ecuacién dindmica para una particula

libre sin masa es
dp"
d\

Esta ecuacién puede reescribirse como la ecuacién (1.142). Cuando la ecuacién (1.146) es

0 (1.147)

usada en la ecuacién (1.142) obtenemos como resultado la ecuacién (1.144) con el tiempo

propio 7 remplazado por el parametro .

1.8.2. Definicion de curvatura

Puesto que los simbolos de Christoffel no son tensores, no pueden tener un significado
geométrico intrinseco ni pueden ser una medida de la curvatura del espacio-tiempo. Un
tensor intrinseco que caracteriza totalmente a la curvatura de un espacio-tiempo es el

tensor dela curvatura de Riemann el cual se define por la expresién

o, O’
Ry = ( T ax:j + 17,50, —FPMFAW,) (1.148)

Las componentes de este tensor pueden ser evaluadas usando la definicion de los simbo-

los de Christoffel en términos de la métrica. Es preciso mencionar que en coordenadas LP
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los simbolos de Christoffel se anulan pero no sus derivadas, y en general no podemos
encontrar coordendas (excepto en un espacio-tiempo plano tal como el espacio-tiempo de
Minkowski) en las cuales las derivadas de los simbolos de Christoffel se anulan. Si pu-
diéramos encontrar tales coordenadas entonces las componentes del tensor de Riemann
en este sistema coordenado serian nulas y por lo tanto tambien se anularian en cualquier
otro sistema coordenado debido a una propiedad de los tensores ya mencionada.

El tensor de Riemann caracteriza a la curvatura en el siguiente sentido: Si el tensor de
Riemann se anula en una region finita del espacio-tiempo entonces podemos hallar coorde-
nadas en las cuales la métrica tiene la forma plana (1.20) del espacio-tiempo de Minkowski
por lo que podemos decir que Una region del espacio-tiempo (6 todo el espacio-tiempo) es
plano st y solamente si el tensor de Riemann se anula en esa region. Una caracterizacion
completa de la curvatura del espacio-tiempo requiere entonces el calculo, en algiin sistema
de coordenadas, de todas las componentes del tensor de Riemann. Esta tarea es compli-
cada pero facilitada por el hecho de que las 4* = 256 componentes del tensor de Riemann
no son todas independientes. Las simetrias en las componentes del tensor de Riemann
reducen el nimero de componentes independientes a solamente 20 (en un espacio-tiempo
N dimensional existen en general N?(N? — 1)/12 componentes independientes). Estas
20 componentes independientes contienen toda la informacion acerca de la curvatura del
espacio-tiempo.

Sin embargo es preciso mencionar que existen otras formas de caracterizar la curvatura
del espacio-tiempo que nos proporcionan menos informacién que la que esta contenida en
el tensor de Riemann. Por ejemplo, si contraemos el tensor de Riemann en dos de sus
indices podemos definir un tensor de segundo rango llamado el tensor de curvatura de
Ricci cuyas componentes son

Roy = RP5p (1.149)

Este tensor es simétrico en sus dos unicos indices, por lo que solamente 10 de sus 16
componentes son independientes. Contrayendo el tensor de Ricci obtenemos el escalar de
Riccr

R=R",=¢°"R,, (1.150)

que nos da una medida numérica simple de la curvatura en cada punto del espacio-tiempo.
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Usando las ecuaciones (1.148) y (1.149) obtenemos el tensor de Ricci en términos de los
simbolos de Christoffel

Fpllo' FP loa
Ry = RPyp, = (a _9 22 TP — FPMFAPJ> (1.151)

oxP ox

1.8.3. La Teoria de la Relatividad General y sus ecuaciones

Hemos mencionado en la seccién anterior que el tensor de Riemann es una medida
matematicamente completa de la curvatura del espacio-tiempo. En 1915, Einstein propuso
que la informacién acerca de la interaccién gravitacional estda contenida en el tensor de
curvatura de Riemann el cual debe satisfacer las siguientes ecuaciones

1 8rG

G = R — §9WR = 7Tuu , (1.152)

el tensor G, es conocido como el tensor de Einstein y 7),, es conocido como el tensor
de energia-momento que representa a todas las componentes de materia en un espacio-
tiempo. El tensor de energia-momento contiene toda la informacién que necesitamos sobre

la materia y sus componentes se interpretan de la siguiente forma

Too = la densidad de masa-energia .
Ty = la componente i-ésima del flujo de energia x ¢~ . (1.153)
T;; = las componentes del tensor de esfuerzos .

El tensor T}, puede contener contribuciones de particulas masivas, no masivas y de
campos materiales (electromagnéticos, nucleares, etc), sin embargo el tensor de energia-
momento no contiene contribuciones identificadas como energia gravitacional, flujo de
energia gravitacional, 6 presiones gravitacionales.

Si aplicamos la derivada covariante a la ecuacién (1.152) obtenemos la identidad de
Bianchi

1 8tG
V“Guy - Vﬂ (R;u/ - 5 gm, R) - :TVMTMV — O (1154)

la cual implica la conservacién local del tensor de energia-momento (llamada asi porque
se reduce a la ley de conservacion de energia-momento usual en un sistema inercial local

con coordenadas LP)

VAT, =0 (1.155)
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tomando la traza de la ecuacién (1.152) obtenemos una relacién entre el escalar de cur-

vatura y la traza del tensor de energia-momento

8rG
R=— i T (1.156)
introduciendo la ecuacién (1.156) en (1.152) obtenemos
8rG 1
R,ul/ = 0_4 (T,w/ - ég/ﬂ/T> (1157)

Las ecuaciones de Einstein relacionan el tensor de curvatura de Ricci del espacio-
tiempo al tensor de energia-momento de la materia. Estas son diez ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales de segundo orden para la métrica g,, dadas las fuentes de materia
por medio del tensor de energia-momento 7),,. Estas ecuaciones son anédlogas a las ecua-
ciones de Maxwell, las cuales determinan el campo electromagnético dadas las densidades
de carga y de corriente de cargas. Sin embargo, a diferencia de las ecuaciones de Maxwell,
las ecuaciones diferenciales de la teoria de la relatividad general no son lineales por lo que
son mas dificiles de resolver que las ecuaciones de Maxwell.

Para regiones del espacio-tiempo donde 7}, = 0, es decir, en el vacio, las ecuaciones(1.152)
se reducen a

1

R, — EgWR =0 , (1.158)

de manera que si contraemos sobre los dos indices y usamos que g, = g,,g"" = 0", = 4,
obtenemos

R—2R=—-R=0 |, (1.159)

es decir, el escalar de curvatura es cero de manera que la ecuacién (1.158) puede sustituirse
por

R, =0, (1.160)

que es la forma usual de las ecuaciones de Einstein para el vacio y se usan para examinar

el campo gravitacional fuera de las fuentes de materia.
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Capitulo 2

El modelo estandar de la Cosmologia

En cosmologia la teoria del Big Bang, o de la gran explosion, es la teoria cosmolégica
cientifica que mejor describe el desarrollo y evolucion del universo. [13]. Curiosamente uno
de sus detractores, el astrofisico Fred Hoyle en 1950 le di6 ese nombre con la intencion de
burlarse de ella.

La piedra angular de la cosmologia moderna consiste en el hecho de que el lugar que
nosotros ocupamos en el universo no es, de alguna manera, especial, y ademas de que
el universo visto por cualquier observador en cualquier lugar en un tiempo determinado
es el mismo. Estas ideas forman el Principio Cosmoldgico que es la base del modelo del
Big Bang. Es muy importante resaltar que el Principio Cosmoldgico no es exacto. De
hecho esta no es una buena aproximacion ni siquiera a escalas de distancia del tamano de
galaxias individuales. Sin embargo, una vez que tomamos grandes regiones (del tamano
de miles de megaparsecs) conteniendo millones de galaxias, observamos que cada regién
se ve mas o menos igual a cualquier otra, del mismo tamano.

Entre 1920 y 1930, el padre jesuita belga Georges Lemaitre propuso que el universo se
inici6 con la explosion de una region primigenia, lo que mas tarde fué llamado el Big Bang.
En 1929, Eduin Hubble realizé observaciones que sirvieron de base para comprobar las
ideas de Georges Lemaitre y descubrié que las galaxias se alejan entre ellas a velocidades
directamente proporcionales a su distancia. Este hecho se conoce como la Ley de Hubble.

El alejamiento de las galaxias sugeria que el universo estaba en expansion. Esta idea
di6 lugar a dos posibilidades opuestas. La primera fué la teoria del Big Bang de Georges

Lemaitre, Friedmann, Robertson y Walker, sustentada y desarrollada por George Gamouw.
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La segunda posibilidad era el modelo de Fred Hoyle, la llamada Teoria del Estado Esta-
cionario, que surge de la aplicacion del Principio Cosmoldgico Perfecto, el cual sostiene
que para cualquier observador el universo debe parecer el mismo en cualquier lugar del
espacio y del tiempo. Por lo tanto el universo presenta el mismo aspecto desde cualquier
punto en el espacio y en cualquier instante del tiempo. La Teoria del Estado Estacionario
propone que la disminucion de la densidad debida a la expansion del universo es compen-
sada con la creacién continua de materia.

Los problemas con la teoria del estado estacionario comenzaron a surgir a finales de los
anos 60, debido a que las evidencias observacionales mostraron la existencia de cudsares
solo a grandes distancias y no en las galaxias mas cercanas a nosotros lo que prueba
que el universo ha cambiado a travéz del tiempo. [?] La prueba definitiva llego con el
descubrimiento de la Radiacidn de Fondo de micoondas Césmica (RFMC) , pues en un
modelo estacionario, el universo ha sido siempre igual y no hay razén para que se produzca
una radiaciéon de fondo césmica con caracteristicas térmicas similares a la que se observan
en el presente.

Desde el descubrimiento de la RFMC' en 1965, el modelo del Big Bang ha sido con-
siderado como la mejor teoria para explicar el origen y evolucién de nuestro universo. Las

evidencias empiricas que dan sustento a la teoria cosmoldgica del Big Bang son

1. La expansion del universo.
2. La medidas existencia de la REFMC.

3. La abundancia de elementos ligeros.

El modelo del Big Bang no asume una explosion de materia que se expande para llenar

el universo vacio, sino propone que es el espacio-tiempo mismo el que se expande.

2.1. Expansién del Universo

La evidencia observacional mas dramatica, en la cosmologia, es que practicamente
todo en el universo parece estar alejandose de nosotros, y entre mas lejos se encuentran

Su recesion es aun mayor.
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Hubble mostrd que la velocidad de recesion, v, de una galaxia que se aleja de nosotros es
proporcional a su distancia r respecto a nosotros, y por lo tanto se expresa popularmente

como

v =Hy7T . (2.1)

Esta ecuacion es conocida como la Ley de Hubble, donde Hy, es la constante de Hubble.
Esta ley, al igual que el principio cosmoldgico, tampoco es exacta, pero describe muy
bien el comportamiento promedio de las galaxias cercanas a nosotros. Esto parece ser
una violacién al principio cosmoldgico pues parece ubicarnos en el centro del universo.
La realidad es que para cada observador, todas las galaxias parecen estar alejandose de
él, con una velocidad proporcional a la distancia. Debido a que casi todas las galaxias se
estan alejando una de otra, podemos concluir que en el pasado ellas estaban mucho més

cercanas entre si.

2.2. Derivaciéon informal de la Ecuacion de Friedmann

La ecuacion de Friedmann describe la velocidad de la expansion del universo. Actual-
mente esta ecuacién es una de las mas importantes en cosmologia. Es posible derivarla
de una manera informal de la teoria de la gravitacién de Newton. Aunque su derivacion
formal requiere del uso de la teoria general de la relatividad, ya que esta es la mejor teoria
de la interaccién gravitacional en el presente.

Dado que la fuerza de atraccion gravitaconal newtoniana entre dos objetos de masa
m M es

Mm | Mm

F=-G—ir=-VV=V=-G , (2.2)
r r

donde 7 es un vector unitario en la direccién radial. Consideremos un observador en un
medio uniforme en expansién con densidad de masa p, y consideremos una particula con

un vector de posicién r, la fuerza de atraccion sera entonces

Mm ArGpmrr

F=-G r= 2.3
r2 r 3 ( )
Su energia potencial gravitacional sera
M ArG 2
U=-G—" = T (2.4)

r 3
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Debido a la conservacion de la energia, tenemos

1 4
E = §m732 - %Gp?ﬂm =T+V . (2.5)

Realizamos ahora un cambio de sistema coordenado a coordenadas comoviles, las cuales
son coordenadas que se mueven con la expansion. Asumiendo que la expansion es uniforme

la relacion entre elvector de posicién real ry la distancia comoving x es
r=a(t)x |, (2.6)

donde la propiedad de homogeneidad del espacio ha sido usada para escribir a la funcion
a(t) unicamente como funcién del tiempo. El termino a(t) es llamado el factor de escala
del universo, y nos muestra como la separacién 6 distancia fisica aumenta con el tiempo.

Reescribiendo la energfa total (2.5) en términos del factor de escala tenemos

1 4
E = imCLZ:cQ — %Gpaszm : (2.7)

multiplicando por 2/ma*r? ambos lados de esta ecuacién , y reordenando los términos

obtenemos ) ,
a 8t ke
2 =12, 2.8
a 3 a? (28)
donde kc?> = —2U/ma?. En esta expresién el término k& debe de ser independiente de z,

dado que E es proporcional a x2. De hecho k define la geometria espacial del universo
en un tiempo constante, usualmente recibe el nombre de curvatura. La ecuacién (2.8) es

llamada la ecuacion de Friedmann y su interpretacion sera dada posteriormente.

2.3. Ley de Hubble

La ecuacion de Friedmann nos permite explicar el descubrimiento de Hubble acerca
de la relacion existente entre la velocidad de recesiéon y la distancia r asociada al vector
de posicién r de una galaxia. La velocidad de recesién esta dada por v = dr/dt y tiene la

misma direccién que r, es decir

v:%:am:af:(g)r . (2.9)
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El factor <2> es conocido como el pardmetro de Hubble, y se representa por H(t).
Consecuentecrlnente, la ley de Hubble enuncia que v = Hr.

Debido a que el pardmetro H(t) es positivo y no negativo en el presente, podemos
concluir que el universo actualmente se esta expandiendo y no contrayendo. Algunas veces
al parametro de Hubble se le llama constante de Hubble, pero hay que ser cuidadosos en
especificar que es constante espacialmente pero no tiene por qué ser constante en el tiempo.
Reservamos la frase constante de Hubble para indicar su valor actual Hy = H(ty) donde
to es el tiempo presente.

Podemos ahora escribir la ecuacién de Friedmann en términos de el parametro de
Hubble como

881G k

H>="—"—p— — 2.10

donde hemos usado unidades donde la velocidad de la luz ¢ = 1.

2.4. La relacién entre la expansion y el corrimiento
al rojo

Una de la més notable evidencia observacional en cosmologia es el hecho de que casi
todas las estructuras mas grandes en el universo (galaxias y cimulos de galaxias) se
estan alejando de nosotros y entre ellas. La velocidad de recesion de estas estructuras
es mayor conforme la distancia con respecto a nosotros aumenta. Estas velocidades se
miden mediante el corrimiento al rojo, el cual es basicamente el efecto Doppler aplicado
a las ondas electromagneticas. Las galaxias tienen un conjunto de absorcién y emision
que pueden ser identificadas observando su espectro de ondas electromagneticas, y cuyas
frecuencias caracteristicas se conocen bien. Sin embargo, si una galaxia se mueve hacia
nosotros, la longitud de onda observada de la luz emitida por ella disminuye y su frecuencia
aumenta, y entonces esta luz sufre un corrimiento al azul. Si la galaxia esta alejandose de
nosotros, la longitud de onda observada de la luz emitida por ella aumenta y su frecuencia
disminuye, dandose el efecto de un corrimiento al rojo. De hecho, practicamente todas las

galaxias y cimulos de galaxias estan alejandose de nosotros, de tal forma que la notaciéon
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estandar usada por los astronomos es el corriento al rojo z, definido por

)\obs - )\em
_ [obs “lem 2.11
z . (2.11)

donde Aem ¥ Aobs son las longitudes de onda de los fotones en los puntos de emisién (las

galaxias 6 cimulos de galaxias) y de observacién (nosotros 6 la tierra).

El corrimiento al rojo de las lineas espectrales que hemos utilizado para justificar la
afirmacién de que el universo se expande esta relacionada también con el factor de escala
a definido en la ecuacién (2.6). Para encontrar esta relacién asumimos por simplicidad
que los fotones viajan desde un objeto a otro muy cercanos, separados por una distancia
muy pequena dr. Los objetos pueden ser galaxias o cimulos de galaxias. De acuerdo a la

ley de Hubble, ecuacién (2.9), la velocidad relativa entre ellos dv esta dada por
a
dv=Hdr =—dr . (2.12)
a

Dado que los dos objetos son muy cercanos entre si, podemos aplicar directamente el efecto

Doppler para decir que el cambio de las longitudes de onda de emisiéon y observacion,

dA = Aobs — Aem, €S

d\ dv
ol (2.13)

donde d\ es positivo puesto que la longitud de onda observada es mayor que la longitud
de onda emitida. El tiempo que transcurre entre la emision y la observacion esta dado por
el tiempo en el cual la luz viaja, es decir dt = dr/c; relacionando las ecuaciones (2.12) y
(2.13) obtenemos

d\ adr da

a
— 2 _Zdt = = 2.14
Aem @ C a a ( )

La integracion de la ecuacién (2.14) produce como resultado,
In A\ = Ina + constante (2.15)

es decir que

A xa(t) (2.16)

donde ahora A se refiere a la longitud de onda instantanea medida a un tiempo dado ¢.
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A pesar de que este resultado se ha obtenido como consecuencia de asumir dos objetos
cercanos entre si, resulta que es completamente general, es decir, es valido atin si los objetos
estan alejados uno de otro y en un espacio-tiempo de Friedmann-Robertson-Walker el cual
es un universo totalmente relativista. Este resultado nos indica que conforme el universo
se expande, las longitudes de onda aumentan en forma proporcional a su expansion, y por
lo tanto su cambio nos dice que tanto el universo se ha expandido desde que los fotones
fuerén emitidos. Por ejemplo, si la longitud de onda ha aumentado por un factor de dos, el
universo debe haber sido la mitad de su tamano en el presente cuando la luz fué emitida.
El corrimiento al rojo definido por la ecuacién (2.11) esté relacionado con el factor de

escala mediante la ecuacién

)\obs Qobs
1 = = 2.17
T2 )\em (em ( )

2.5. Deduccion formal de las Ecuaciones de Fried-
mann

En esta seccion derivaremos formalmente las ecuaciones que describen la evolucion
de nuestro universo cosmolégico a partir de las ecuaciones de Einstein las cuales son las
ecuaciones dindmicas del campo gravitacional en la teoria general de la relatividad.

Para describir nuestro universo postulamos el principio cosmologico el cual establece
que, a un tiempo fijo, el universo es espacialmente homogéneo e isotréopico en escalas de
distancia del orden de 3 mil megaparsecs pero que evoluciona con el tiempo. Este princi-
pio es totalmente consistente con las observaciones actuales. En la teoria de la relatividad
general, estas ideas implican que el universo de cuatro dimensiones puede ser ”partido”en
superficies espaciales tres dimensionales y una superficie unidimensional temporal ortogo-
nal a éstas que representa la evolucién de la "flecha del tiempo”. Cada superficie espacial
tiene las propiedades de isotropia (esta propiedad significa que en cualquier punto de esta
superficie todas las direcciones son equivalentes) y homogeneidad espacial (implica que al
movernos de un punto a otro de esta superficie no notamos alguna diferencia). La forma

mas general de la métrica congruente con este principio se escribe como

ds* = —c*dt* + a*(t) do? (2.18)
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donde
dr?

T 1 k2

aqui hemos escogido un sistema coordenado z# = (t,r,6,¢) con rangos 6 € [0,7], ¢ €

do?

+ 72(d6? + sin*0d¢?) (2.19)

[0,27), r es una coordenada adimensional comévil, ¢ es una coordenada de tiempo que
mide la evolucién temporal del universo y k es una constante adimensional. La forma
de la métrica (2.18) manifiesta la simetria esférica del espacio-tiempo congruente con la
isotropia ya postulada. La funcién a(t) es conocida como el factor de escala. A esta métrica
se le conoce como la métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW).

De acuerdo a (2.18) y (2.19), las componentes de la métrica en este sistema cordenado

son
—1 0 0 0

a’(t)

0 0 0
g2

G = 1—kr
0 0 a’(t)r? 0
0 0 0 a’(t) r* sin*0

donde hemos tomado la velocidad de la luz ¢ = 1.

d
Con esta métrica, usando la ecuacién (1.125) y definiendo a = d_jfb’ calculamos los

simbolos de Christoffel

aa kr
Ftrr‘ i E——— FT?"T‘ ]
1— kr? 1— kr?
oy = aar? Iy = aar’®sin® 0
a
Iy =T% F¢t¢ =
a (2.20)
[ = —r(1 — kr?) [7ys = —7(1 — kr?)sin0
1
[9,y=T1% =
0 ré r
F9¢¢ = —sinfcosf F¢g¢ = cot 0

de las ecuaciones (1.151) obtenemos las componentes no nulas del tensor de Ricci las
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cuales son

Ry =—3°
a
R adt 24” + 2k
T 1 — k2 (2.21)

RQ@ = 7"2(CLKL + 2(12 + Qk)

Ry = r?(ad + 2a* + 2k)sin*0

y finalmente el escalar de Ricci es

neofi e (B4 5] o
a a a

La métrica FRW estd definida para cualquier forma del factor de escala a(t); los
Cosmologos asumen que todas las componentes dominantes y distintas de materia y en-
ergia en el universo pueden ser modeladas por fluidos perfectos, los cuales son fluidos sin
viscocidad, y sin conduccién de calor. Para ser congruentes con el principio cosmologi-
co, estos fuidos perfectos deben ser isotrépicos y homogéneos en el sistema coordenado
comovil que ya fué escogido, lo que implica que éstos se encuentran en reposo en estas

coordenadas coméviles. Es decir, que la cuadrivelocidad del fluido es U* = (1,0,0,0), de

lo cual podemos deducir que
U,=g.,U"=(-1,0,0,0) (2.23)
debido a que U, es una cuadrivelocidad debe satisfacer
g*u,u, =U0"U0, = -1 (2.24)

por otro lado, el tensor de energia-momento para materia formada por un conjunto de
fluidos perfectos que no interactiian entre ellos (la tnica interaccién entre ellos es la
gravitacional) es

Ty = (p+ PYUU, + Py (2.25)

donde p=>.p; vy P =), P, son respectivamente la densidad y presién total de la mate-
ria, mientras que p; y P; son la densidad y presién asociadas a cada fluido respectivamente,

U, es la cuadrivelocidad de un observador comévil con el fluido.
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Como consecuencia de todo lo anterior tenemos que

p 0 0 0
10 g.P 0 0
Tw=10 "0 goP 0 (2.26)
0 0 0 ggeP

De la misma manera podemos escribir las componentes mixtas del tensor de energia

momento en una forma conveniente

—p 0 0 0
0O P 0 O
B me -
Po=g"1aw=119 o p o
0O 0 0 P
note que la traza del tensor de energia momento es
T=T",=-p+3P . (2.27)

Asumimos que los fluidos solo interaccionan gravitacionalmente y por lo tanto la

ecuacion de movimiento para cada fluido es
vV, T, =0 (2.28)

donde
79, = (pi+ P)UU, + g, P, (2:29)

es el tensor de energia-momento para cada uno de los fluidos perfectos. Consideremos la

componente temporal v = ¢ de la ecuacion (2.28)

0= V#T(i)ut = aHT(i)“t + FMuAT(i)/\t . F)‘utT(i)“A

= 9,70, + F'uutT(i)tt — 1, T 10, T, _ F%tT(i)%

, . . . , ‘ 2.30
= O, T + T, TO —Tw, 7O = 9,TO 4 Tr, (T(z)tt — T(Z)’"T) ( )
p; a pi a
= — 3—(—p; — P)) = — — 3= (p; + P
es decir
=-3-(p;+ F; 2.31
2 — —3%(pi+ P) (2:31)
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que es la ecuacion de movmiento para cada fluido. Los fluidos perfectos relevantes en

cosmologia tienen la siguiente ecuacion de estado

donde w; es una constante que depende de la naturaleza del fluido. Con ayuda de (2.32),

la ecuacién (2.31) puede escribirse de la siguiente manera

Ipi a a
= —=3—(pi +tw;p;) = =31 +w;)—p;
T ~(pi +wipi) (1 +wi)—p
. | (2.33)
= P 304 w)?
Pi a
la integracién de la ecuacién (2.75) produce:
0 0 0
5 (In p;) = =3(1 + wi)a(ln a) = 5 [In @ 30+w)]
(2.34)
= In p; = In a=30+w) + A
por lo que finalmente obtenemos
pi = Ba=30+wi) (2.35)

donde A, B son constantes. La constante B se fija de tal forma que para el tiempo presente

to tenemos la densidad actual de cada fluido pY

pi(to) = p} (2.36)

de donde .

_ Pi
B= T (2.37)

sustituyendo (2.37) en (2.35) obtenemos

a(t) ] B (2.38)

a(to)

La solucién (2.38) nos proporciona el comportamiento temporal de la densidad de cada

pi(t) = pf [

fluido en funcién de su pardametro de estado w; y del factor de escala del universo. A

continuacién daremos algunos ejemplos de los mas importantes fluidos cosmologicos:
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» Materia: formada por particulas no relativistas sin colisiones con una ecuaciéon de

estado dada por

2

P, =0, pm 7 0, P < ppm €2, Wy, = 0 (2.39)

y de la ecuacién (2.38) obtenemos una dependencia del factor de escala

plt) = 1, {%] (2.40)

= Radiacion: formada por particulas no masivas moviéndose a la velocidad de la luz,

por ejemplo, la radiacién electromagnética, con ecuacién de estado

(2.41)

pr(t) = 0 [a““)r (2.42)

se cree que hoy en dia tenemos:

po
o108 (2.43)
o0

Esto quiere decir que en el presente, la densidad de energia de radiaciéon es mucho

menor que la densidad de materia.

En el pasado el universo era de menor tamano y mas caliente, y la densidad de
energia en radiacién habria dominado el universo temprano por sobre todas las

otras componentes de materia.

= La energia del vacio: también llamada la densidad de la constante cosmoldgica,
esta densidad de energia estda asociada a las energias de los campos cuanticos de la
materia en su estado de vacio (recordemos que la densidad del estado vacio de un
campo cuantico no es cero sino que tiene un nivel de energia minimo diferente de
cero como en el caso del oscilador arménico cuéantico). El tensor de energia-momento

asociado a la energia del vacio es

T = —paguw (2.44)
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comparando (2.44) con el tensor de energfa-momento de un fluido perfecto (2.29)

obtenemos la siguiente ecuacién de estado para la energia del vacio
PA = —pPA, WA = —1 (245)

por lo que concluimos de la ecuacién (2.38)

pa(t) = piy B(i?)] T oA (2.46)

es decir, la densidad de energia del vacio es una constante a través de la evolucion del
universo. Antes de 1998, no se tenia evidencia observacional de la existencia de este tipo
de fluido aunque sobre bases tedricas sabemos que debe existir. A partir de 1998, se ha
detectado indirectamente una densidad de energia del vacio por medio de observaciones

que indican que en el presente el universo se esta acelerando (ver por ejemplo la seccién
(1.2) del libro [9]).

El préximo paso es introducir el tensor de Ricci en las ecuaciones de Einstein para
derivar las ecuaciones de Friedmann que relacionan el factor de escala al tensor de energia-

momento del universo. Para ello usaremos la siguiente forma de las ecuaciones de Einstein

811G 1
R#I, = F(ij — 59WT> (247)

usando las ecuaciones (2.21), (2.26), (2.27) en (2.47) tenemos para la ecuacién p =t,v =t

(con ¢ = 1),

—3% — 47G(p + 3P) (2.48)

y las ecuaciones

pr = rr = 06 = ¢¢ se reducen a una sola dada por

. N2
a a k
—+2( = 2— =4 - P 2.4
" + (a) + " 7G(p ) (2.49)
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usamos (2.48) para eliminar (—

9

en

(2.49) llegamos a

47 a\’ _k
—T(p+3P)+2(a) +2§—47TG(,0—P) =
(2.50)
N 2
a ko (p+3P)] P\ 4
2[(@) +a2}—47rG[(p P) + 3 ]—4#G(p+3 = (47G) 5 )P
por lo que obtenemos la primera ecuacion de Friedmann
a\* [8rG k
ay _ _ 2.51
(5) - (5)-5 &
de (2.48) tenemos la segunda ecuacién deFriedmann
a e
(9) - - (L) (p+3P) (2.52)

a

3

Si conocemos p = p(a) de la ecuacién (2.38), la ecuacién (2.51) puede ser integrada

para el factor de escala a(t). La razén de expansién es caracterizada por el pardmetro de

Hubble:

cuyo valor presente es

Hy=70+£10

km
seqg - Mpc

(2.53)

(2.54)

donde 1Mpc = 3,09 x 102km. Por conveniencia, definimos el parametro de densidad total

Qt) =
y el pardmetro de densidad para cad

por lo que

G
3H?

(

a fluido

(87TG

3H?

) o(t) =
) pi(t)

p(t)
Pecrit (t)

Qt) = Z Qi(t)

o4

(2.55)

(2.56)

(2.57)



y donde la densidad critica es definida como:

_ 3H?

_ 34~ 2.
G (2.58)

Perit (t)

Con ayuda de las ecuaciones (2.55) y (2.58), la primera ecuacién de Friedmann (2.51) se

reescribe como:

a) 3 a? 3 a? _3H2p H?a?
P k k
1= — —
- Perit H?a? H?a?
de donde obtenemos
k

El signo de k es por lo tanto determinado por el valor de €2, lo que a su vez detemina
la geometria de la superficie espacial tres dimensional a tiempo fijo. Para esta geometria

solo existen las siguientes tres posibilidades:

P<paitr < N2<1 < k<0 <« universo abierto
p=Vpait < =1 < k=0 <« universo plano (2.60)

P> pPaiv < N2>1 < k>0 <« universo cerrado

Al respecto es preciso mencionar dos comentarios:

= El pardmetro de densidad total €2 nos dice cual de las tres geometrias anteriores

describe nuestro universo actual. Por lo que es preciso medir €2 en el presente.

= Recientes medidas de pequenas desviaciones de la temperatura promedio T = 2,728
K de la RCFM (llamadas anisotropias de RCFM) nos proporcionan que Q =~ 1
(k =~ 0) durante toda la historia del universo lo que implica que nuestro universo ha

sido siempre plano.
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2.6. Universos planos (k =0)

Al final de la seccién anterior mencionamos que nuestro universo es plano y por esta
razon nos concentraremos en Cosmologias con £k = 0y €2 = 1 y por lo tanto la primera

ecuacion de Friedmann es

(- (950 e

En nuestro universo existen diferentes clases de fluidos con su propia densidad de energia

p; v presion P;. Los més importantes son:

s ¢l fluido compuesto de materia bariénica y oscura que es comunmente llamado ma-

teria y cuya densidad es denotada por p,,.

= Fluido compuesto de radiacion electromagnética y neutrinos sin masa, 6 con masa
y moviéndose con velocidades cercanas a la de la luz y se denota por p,. Se le llama

radiacion.

» Fluido formado por la energia del estado base del vacio cudntico asociado a los
campos cuanticos. Su densidad de energia asociado se escribe como py y se le llama

energia del vacio cudntico.

Por lo tanto un modelo completo de nuestro universo debera incluir los tres tipos de fluidos
ya mencionados. Sin embargo, debido a que los diferentes tipos de fluidos evolucionan de
diferentes maneras con respecto al tiempo, resulta que por largos periédos de tiempo la
densdad de energia total sera claramente dominado por una sola clase de fluido (siendo
las otras subdominantes). Por lo tanto es muy ttil examinar soluciones a las ecuaciones
de Friedmann cuando hay solamente una clase de fuido ya que nos dara ideas cualitativas
acerca del comportamiento de nuestro universo (jjmas no cuantitativas!!). Esto es hecho

en la siguiente parte.

2.6.1. Universos planos con un solo fluido perfecto

Asumiendo que hay una sola contribucion de fluido perfecto que domina el universo,

(£)-(5)»

o6

digamos p;, tenemos



introduciendo la expresién para p; de la ecuacién (2.38) en (2.61) obtenemos

O-(a@™ e

aplicando la raiz cuadrada llegamos a

a 811G 0 1/2 ag\ 3(1+w:)/2
Z) = [ == = 2.64
(a) ( 3 pl) ( a ) (2:64)

integrando la ecuacion (2.64) obtenemos
—3(14w;) w; 87G 1/2
ag ° /a3<l§ 1 g = (WT'O?) /dt (2.65)
cuyo resultado es

(@>3(1+wi>/2 31+ w)

Qo 2

1/2
(87TG,0?) t+ D], w; # —1 (2.66)

3

donde D es una constante de integracién que escogemos igual a cero. Imponiendo la
condicién a(ty) = ag en la ecuacién (2.66) obtenemos el valor del tiempo de vida del

universo g en funcién del pardmetro del fluido w; y la densidad actual del fluido p?,

b 2 &G 172
T30 tw)\ 3 " (2.67)

introduciendo (2.67) en (2.66) obtenemos

2

t 3(1+w;)

a(t) = ao (t_) ) w; # —1 (2.68)
0

A continuacién tenemos los siguientes casos especiales:

= Universo dominado por materia: Incluye materia hecha de estrellas, galaxias,
cumulos de galaxias y materia oscura. El fluido de todas estas componentes de mate-
ria es bastante bien aproximado por un gas sin presion debido a que los movimientos
aleatorios tipicos de galaxias y cimulos de galaxias son del orden de 100km/s y por
lo tanto dan una energia termica mucho menor que su energia en reposo.

wn =0 = a(t)=a (%)2/3 (2.69)
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= Universo dominado por radiacidon: Incluye a los fotones de la RCFM, algunas
especies de neutrinos con masas cero ¢ masas en reposo suficientemente pequenas

moviendose con una velocidad cercana a la de la luz.

A
w, = = = a(t) =ap | — (2.70)
3 to

Universo dominado por la energia del vacio 6 la constante cosmolégica:

En este caso la solucién (2.68) no es valida. Por lo que tenemos que introducir (2.46)

en (2.62), »
a (8rG
0 (T PA) (2.71)

integrando (2.71) obtenemos

a(t) = A exp 3

872G 1/2
(L pg) t (2.72)
Imponiendo la condicién a(ty) = ag en la ecuacién (2.72) obtenemos

) 1/2
A = qgexp [— (% P?x) t()] (2.73)

por lo que finamente la ecuacién (2.72) se expresa como

(% p%) v (t— to)] (2.74)

a(t) = ag exp 3

En este modelo la constante cosmoldgica es

A = 8mp} (2.75)

En los tres casos anteriores, el universo se expande sin limite cuando el tiempo se incre-
menta. En los casos dominados por materia y radiacion, el universo comienza con una
singularidad donde el factor de escala es a(0) = 0 en t = 0 (ver las ecuaciones (2.69) y
(2.70)). Esto es una singularidad fisica debido a que en este tiempo, la densidad (la cual
es una cantidad fisica) diverge a infinito el momento ¢ = 0 es conocido como la singu-

laridad del Big Bang. En el caso dominado por la energia del vacio, el factor de escala
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Figura 2.1: Los Tres Universos.

a — 0 cuando t — —oo, por lo que ésto no puede interpretarse como una singularidad del
espacio-tiempo (note que la densidad pj es constante).

La figura 2.1 ilustra la evolucién del factor de escala a(t) para cada clase de fluido.
Observemos que en tiempos tempranos la expansién del universo es dominada por el
fluido de radiacién. Después entramos en un periodo dominado por el fluido de materia
y finalmente para tiempos tardios la expansién es dominado por la energia del vacio
cuantico. Obviamente éstos son tres modelos de universo diferentes los cuales no son
buenos modelos cuantitativos de nuestro universo real. A continuacién analizaremos el

caso de nuestro universo.

2.7. Nuestro Universo

En nuestro universo existen principalmente las tres clases de fluidos cosmologicos ya
mencionadas en la parte anterior y las cuales son parametrizadas por sus respectivas
densidades de energia: p,,, pr, PA-

Debido a que nuestro universo es plano durante toda su historia, tenemos que el factor
de escala satisface la primera ecuacion de Friedmann con curvatura k = 0:

. 2
a G
<5> =3 [pm + pr + pal (2.76)
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Introduciendo para pp,, pr, pa, las soluciones (2.40), (2.42), (2.46) respectivamente en

(2.76) tenemos

:[@[m26§3>3+9%+9%6§3)1 (2.77)
donde hemos usado que

8rG
@ = 5=h
3H?

de (2.77) obtenemos la ecuacién diferencial

(2.78)

1/2

) o, (0o (““0))4] .79

dt

:Hoa

a(t) a(t)

Por otro lado si evaluamos (2.77) en t = t, obtenemos

QMR+0% +0% =1 (2.80)

reescalamos la ecuacién (2.79) con las nuevas variables adimensionales

7= Hyt (2.81)
a(r) = a% (2.82)

para obtener la siguiente ecuacién reescalada

o = al7) [Q% (L)g +Q% + Q% (—>4] " (2.83)

Un modelo FRW esta definido por cuatro parametros Hy, €2, €2,,, Q. La constante

de Hubble es encontrada a través de mediciones del corrimiento al rojo y de las distancias
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a las galaxias y su valor actual es Hy = 72 £ 7km/(seg Mpc). Por lo tanto el valor de la

densidad critica en el presente es

3H; 29,2 3
Derit = G 1,88 x 107*°h” g/em (2.84)

donde h = Hy/[100(km/s)/Mpc] = 0,72. El segundo pardmetro €, es la razén entre la
densidad de energia de radiacién y la densidad critica pei;. La densidad de energia de la

RCFM se conoce de la temperatura de radiacion y esta dada por
Q= Qrorv = 2,50 X 107°h 2~ 5 x 107° (2.85)

Si incluimos los neutrinos sin masa el valor de €, es €, ~ 8 x 107°. La existencia de
los gravitones sin masa es incierta pero muy probablemente solo aportan una pequena
contribucién. La densidad nimero de bariones (particulas tales como protones y neu-
trones) puede ser determinada con exactitud de las abundancias de los elementos ligeros
primordiales observados y del proceso de nucleosintesis en el modelo del Big Bang. Su

contribucion al parametro de densidad €2, es
Qpar =~ 0,04 (2.86)

Este valor da una cota inferior para €2, la cual seria considerablemente mayor si existe
materia oscura no bariénica. Con la finalidad de determinar €2, y €24, la geometria del
espacio-tiempo del universo debe medirse a grandes escalas estudiando la manera en
la cual la materia se mueve a través de él. De hecho, hemos detectado la existencia
de materia oscura en galaxias y cumulos de galaxias por medio de su efecto dinamico
gravitacional. Estas observaciones dan como resultado Q2materia oscura = 0,28. Sumando la
materia baridnica y la materia oscura tenemos para el pardmetro de densidad de materia
O, =~ 0,3. El valor de {2, se determina de observaciones de la luminosidad de supernovas
distantes y de las anisotropias de la temperatura de la RCFM, proporcionando el valor
de

Qa =~ 0,7 (2.87)

resumiendo, en el presente tenemos los siguientes valores para los parametros cosmologicos

de nuestro universo:
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» Hy~T72(Km/s)/Mpc,

= 00 ~0,3

m

QW ~8x107°
» 0 ~0,7

Estos niimeros son consistentes con un universo espacialmente plano. La figura (2.2)

Figura 2.2: El valor de @ = 1 corresponde al presente, a > 1 corresponde al futuro del
universo y a < 1 corresponde a su pasado. Note que a = 0 corresponde a la singularidad
del Big Bang.

muestra la solucién a la ecuacién (2.83) con los valores para los pardmetros de densidad
presentes en nuestro universo.

Para finalizar, notamos las siguientes propiedades de nuestro universo

0<a<323x107* dominado por radacién (2.88)
3,3x 107* < a < 0,666 dominado por materia (2.89)
0,666 < a dominado por la energia del vacio cuantico (2.90)

Este modelo es conocido como el modelo estandar cosmoldgico ya que es el que mejor
se ajusta a los datos observacionales cosmoldgicos obtenidos hasta el presente, también se

le conoce como el modelo ACDM (A-cold dark matter) por sus siglas en inglés.
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Capitulo 3

La Radiacion del Fondo de Microondas Cosmico

3.1. Descubrimiento de la RCFM

Un radiotelescopio dirigido al cielo recibe no solo radiacién del espacio, sino también
de otras fuentes tales como la superficie de la tierra, la atmésfera de la tierra y las propias
componentes del radiotelescopio. En 1960, los laboratorios Bell diseniaron un reflector en
forma de cuerno de 20 pies para distinguir cada una de estas fuentes y especialmente para
reducir el ruido en los receptores de senales de comunicaciéon provenientes del satélite
"Echo”. Este radiotelescopio fue el instrumento para el descubrimiento de la RCFM.

Los dos componentes mas importantes de un radiotelescopio son: la antena y el ra-
diémetro. Una antena recibe la radiacién de una direccién deseada sobre un area, llamada
el area de coleccién. Una antena se usa normalmente para maximizar una respuesta en
una direccion y minimizarla en cualquier otra direccién. Por otro lado, el radiémetro es
un aparato que mide la intensidad de la radiacion.

Para medir la intensidad de una fuente de radio extraterrestre con un radiotelescopio,
debemos de ser capaces de distinguir entre las siguientes fuentes de ruido: el ruido local,
el ruido del radiémetro, el proveniente de la tierra, el ruido de la atmésfera de la tierra, y
el de la estructura misma de la antena. Esta distincién se hace normalmente apuntando
la antena alternadamente hacia la fuente de interés y a continuacién a una regién cercana
a ella con el fin de medir la diferencia de la respuesta del radiémetro en ambas regiones, y
finalmente restando este ruido local. Para determinar la intensidad absoluta de una fuente

de radio astronémica, es necesario calibrar la antena y el radiémetro, 6 bien, como se hace
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de manera usual, observar una fuente de calibracién con una intensidad conocida.

En 1963, cuando el cuerno reflector de 20 pies ya no era requerido para el traba-
jo satelital, Penzias y Wilson se preparaban para usarlo en Radioastronomia. ;Pero
porqué querian utilizar una antena con un area de colecciéon de 25m, cuando en ese
momento habia radiotelescopios mucho mas grandes?, la razén es que el cuerno reflector
tenia caracteristicas propias que ellos esperaban explotar. Una de ellas era que su sensi-
bilidad 6 area de coleccion podia ser calculada con mucha precision usando un transmisor
localizado a menos de un 1 km de distancia. Con este dato, la antena podia ser usada con
un radiémetro calibrado para realizar mediciones primarias de las intensidades de varias
fuentes de radio extraterrestres. Ambos radioastrénomos esperaban poder entender todas
las fuentes de ruido de la antena, como por ejemplo la cantidad de radiacion recibida de la
tierra, de tal forma que las regiones de fondo podian medirse absolutamente. El interés de
Wilson por el cuerno reflector de 20 pies provino de su trabajo de tesis doctoral realizada
en Caltech bajo la direccion de J.G. Bolton. Su trabajo consistié en hacer un mapeo de la
radiacién con una longitud de onda de 33 ¢cm emitida por la via lactea para estudiar las
fuentes discretas y el gas difuso dentro de nuestra galaxia. Para realizar el mapeo, apun-
taron la antena al lado oeste de ella y usaron la rotacion de la tierra para monitorearla
en varias direcciones. Esto mantuvo constante todo e ruido local, incluyendo la radiaciéon
que la antena recibia de la tierra. Las regiones sobre ambos lados de la via lactea, donde
el brillo era constante, fueron usados como las zonas de referencia cero en brillo. Puesto
que la antena estaba dentro de la via lactea, es completamente imposible apuntarla fuera
de ella para medir el brillo proveniente del exterior de la via lactea el cual es necesario
conocer para tener un nivel de referencia cero en brillo que fuera satisfactorio. Esto era
un serio problema porque medidas previas de baja frecuencia indicaban que alrededor
de nuestra galaxia habia un halo extenso que emitia radiacién en longitudes de onda de
radio. El cuerno reflector era, sin embargo, un instrumento ideal para medir la radiacién
débil de este halo galactico en longitudes de onda mas cortas. Una de las intenciones de
Wilson cuando llegé a los laboratorios Bell en 1963 era precisamente hacer tales medidas.
Por lo tanto Penzias y Wilson planearon probar la capacidad de la antena para medir la
radiacién del halo lejano de la via lactea.

Existian mediciones de baja frecuencia que indicaban que la temperatura del halo
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debia ser menor a 0.1 K en longitudes de onda de 7 cm. Como consecuencia una medicion
de fondo en 7 cm deberia producir un resultado nulo, y seria una buena comprobacién de
la habilidad de medida de la antena.

Antes de realizar el experimento mencionado hace un momento, era necesario realizar
medidas precisas de la antena. Penzias y Wilson idearon un mecanismo para realizar una
comparacion precisa de la temperatura de la antena con la de una fuente de ruido de
referencia que estaba enfriada con helio liquido por lo que podian determinar su temper-
atura equivalente. Ellos observaron que la temperatura de la antena era alrededor de 7.5
K la cual incluia la temperatura de la fuente de ruido de referencia. Este era un resultado
dificil de explicar puesto que teoricamente la temperatura de la antena deberia haber sido
solamente la suma de la contribucién atmosférica que era de 2.3 K y la temperatura de
la radiacién de las paredes de la antena y la base que sumaban 1 K. Debido a que tenian
una comparacion directa de la temperatura de la antena con la de la fuente de ruido de
referencia (cuya temperatura absoluta conocian), la tinica explicacién posible era asignar
el exceso de temperatura a la antena. Para llevar a cabo el experimento de la medicion de
radiacién de 21 ¢cm que provenia del halo galactico ellos tenian que resolver el enigma
de la antena.

Ellos trataron de explicar este exceso de temperatura dando los siguienteas argumentos

los cuales fuerdén descartando uno a uno.

1.  En ese tiempo algunos radioastronomos pensaban que la absorcion de radiacién de
microondas de la atmosfera de la tierra era alrededor de dos veces el valor que ellos
usaban, en otras palabras, su temperatura era de 5 K en lugar de 2.5 K. Pero ellos
sabian que éste no era el caso dado que ellos habian medido un valor cercano a 2.4

K.

2. Otra posiblidad era la contaminacion de ruido humano que podria estar siendo
medido por la antena, por lo que dirigieron la antena hacia la ciudad de New York
y a otras direcciones concluyendo que la antena no mostraba cambios significativos

respecto a la temperatura térmica de la tierra.

3. Otra posible explicacién era que la antena estaba midiendo radiacién de nuestra

galaxia, sin embargo, sus medidas de la emisién del plano de la via lactea eran
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explicadas por las intensidades de radiacion esperadas de extrapolaciones de medidas
de baja frecencia. Adicionalmente cualquier contribucién galéctica debe de variar
con la posicién y ellos midieron cambios solo cerca de la via lactea, lo cual era

consistente con las medidas en bajas frecuencias

4. Las fuentes de radio extraterrestres discretas fueron descartadas debido a que tienen

espectro similar a la de nuestra galaxia.

5. Descubrieron que algunas palomas habian anidado en la antena, pero al echarlas no
hubieron cambios notables, salvo una insignificante reduccion en la temperatura de

la antena.

6. FEn 1962, una explosion nuclear habia llenado el cinturén de Van Allen con particulas
ionizadas las cuales podian ser la fuente de esta radiacion. Esta explicacién no solu-
ciono el problema debido a que después de un ano, esta radiacion hubiera disminuido

notablemente lo cual no fué medido.

Entonces comenzaron a pensar que la antena no era la fuente del ruido extra. Ante
la imposibilidad de explicarse el exceso de ruido se resignaron por algin tiempo, a vivir
con el problema de la temperatura de la antena, y se concentraron en mediciones en las
cuales no era necesaria. En 1965, casi un ano habia pasado y el exceso de temperatura
de la antena no habia cambiado. En la siguiente seccién mencionaremos la secuencia de
eventos que di6 como resultado la resolucién del misterio del exceso de temperatura de la

antena.

3.2. Un poco de Historia.

Una de las consecuencias de la teoria del Big Bang es la prediccion de la existencia
de la radiacién césmica del fondo de microondas (RCFM) esta fué predicha en el ano
de 1948, en una breve nota publicada en la revista Nature escrita por Ralph Alpher y
Robert Herman. Basados en la estimacién de Gamow de que la temperatura del universo
habia sido de mil millones de grados kelvin tres minutos despues del Big Bang, entonces el

universo en el presente deberia mostrar signos de esta primitiva fase super-caliente. Alpher
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Y Herman predijerén que en todo el universo presente deberia existir un mar de ondas
electromagneticas emitidas por un cuerpo negro con una temperatura de unos cinco grados
kelvin, segun ellos esta radiacion a cinco grados kelvin se deberia registrar con diferentes
intensidades para diferentes longitudes de onda en la regién de las microondas, desde los
tres centimetros a una centésima de centimetro. Alpher y Herman nunca propusieréon la
factibilidad de realizar un experimento para detectarla y nadie més se interesé por el
asunto debido a que su articulo pasé desapercibido para la mayoria de los astréonomos de
la época.

Por otro lado, Robert Dicke, un fisico de la Universidad de Princeton, habia detecta-
do la RCFM en 1946, dos anos antes de que fuera predicha. Dicke desarrrollé aparatos
de medicién con los cuales descubrié una radiaciéon con una temperatura menor que 20
grados kelvin; sus resultados los publicé en un articulo en la revista de fisica ”Physical
Review”pero al no tener ninguna explicacién para este fenémeno simplemente olvidé el
asunto. Dicke no recordd esta observacién cuando empezdé trabajar con modelos cosmoldgi-
cos a principios de los anos sesenta. Como fruto de sus investigaciones él llegd también a
la conclusion de que deberia existir algin tipo de radiacion césmica producto del univer-
so temprano. Un colega suyo de Princeton James Peebles, a sugerencia de él, realizo un
estudio sobre la temperatura que deberia tener esta radiacion obteniendo una cifra de
10 grados kelvin para ella. A continuacién, Dicke convencié a otros dos investigadores
de Princeton, Peter Roll y David Wilkinson, para que trataran de detectar la radiacion
césmica predicha por lo que ellos contruyerén una antena para poder detectarla.

Al mismo tiempo, en New Jersey, un par de radioastréonomos trabajando en los labo-
ratorios de la compania Bell Telephone, Arno Penzias, y Robert Wilson, estaban tratando
de corregir algunas deficiencias en una radioantena que habia sido utilizada recientemente
para probar algunos satélites de comunicaciones con el fin de poder utilizarla para re-
alizar nuevas observaciones en radiastronomia. Cabe mencionar que, al igual que Dicke,
Penzias y Wilson no conocian las investigaciones de Gamow sobre el modelo del Big Bang
ni la prediccién de la existencia de la RCFM hecha por Alpher y Herman, y que, como
curiosidad historica, Wilson se habia convertido en ese momento en un fiel creyente de
la teoria del estado estacionario después de haber asistido a un curso de cosmologia en

Caltech impartido por Fred Hoyle.
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Penzias y Wilson, notaron que no podian eliminar un ruido de radiacién de fondo
de microondas con una temperatura de aproximadamente 3 grados kelvin de las medi-
ciones que estaban realizando. En ese momento se dieréon cuenta de que unas palomas
habian anidado en el cuerno de la antena, debido a lo cual pensarén que ése era el origen
del problema. Aunque las palomas fueron retiradas de la antena, la radiacién de fondo
permanecio.

Al no poder eliminar esta radiacion de fondo, Penzias entré en contacto con el in-
vestigador, Bernard Burke, que estaba trabajando en el Instituto de Tecnologia de Mas-
sachusetts, para tratar de solucionar el problema. Burke no pudo resolver el problema
pero recordd que un colega suyo habia escuchado recientemente en Princeton una con-
ferencia de Peebles en la que hablé sobre la prediccion de la existencia de una radiacion
coésmica de fondo en el rango de las microondas. Debido a esto, Burke sugirié a Penzias
entrar en contacto con Dicke y Peebles. Cuando el grupo de investigadores de Princeton
se enteraron del descubrimiento de Penzias y Wilson comprendierén que se trataba de la
RCFM que habian conjeturado aunque ni Penzias ni Wilson entendieran la magnitud de
su descubrimiento.

A sugerencia de Dicke, Penzias y Wilson publicaréon un articulo en 1965 en la revista
de astrofisica Astrophysical Journal. El articulo describia en detalle el descubrimiento
de la existencia de una radiacién de fondo de microondas con una temperatura cercana
a tres grados kelvin sin dar alguna explicaciéon de su origen pero es preciso decir que
referenciaron otro articulo que ofrecia una explicacion a este fenémeno. Estos dos articulos
no mencionaron los estudios tedricos de 1948 de Alpher, Herman, y Gamow, que predecian
la existencia de la RCFM lo que molesté a Gamow y a otros investigadores.

Cuando la teoria del Big Bang fué reconocida por el comité del premio Nobel en
1978, muchos de sus creadores principales ya habian muerto. Lemaitre, quien murié en
1966, se enterd del descubrimiento de la RCFM poco antes de morir y Gamow murio en
1968. Dado que el premio solo se concede a cientificos vivos, el comité del premio nobel
decidi6 otorgarselo a Penzias y Wilson, ignorando a todos los cientificos que la habian
predicho.

La RCFM es una radiacion de baja temperatura que llega a la superficie de la tierra

desde el espacio. Recibe este nombre porque constituye un fondo de radiacion de todas
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las direcciones del espacio, incluso de aquellas en las que no hay ningin cuerpo. Esta
radiacién es el producto de las elevadas temperaturas de los primeros momentos del Big
Bang.

Las microondas son ondas de radio de alta frecuencia y por consiguiente de longitud
de onda muy corta, que estén situadas entre los rayos infrarrojos (cuya frecuencia es may-
or) y las ondas de radio convencionales (cuya frecuencia es menor). Su longitud de onda
se encuentra aproximadamente dentro del rango de Imm hasta 30cm. Las microondas
tienen muchas aplicaciones tales como en la radio, la television, los radares, las comuni-
caciones via satélite, y en areas tales como la metereologia, la medicién de distancias, la
investigacion de las propiedades de la materia, el cocinado de alimentos, etc.

Debido a la constante expansién del universo a lo largo de miles de anos, esta radiacién
de alta energia y longitud de onda corta que ocupa todo el espacio-tiempo, sufriria un
corrimiento al rojo, convirtiéndose en el presente en una radiacién de baja energia y
longitud de onda grande. Mediciones actuales han confirmado que el universo presente se
halla permeado por una radiacion de microondas a una temperatura de aproximadamente
2.7 grados kelvin o que se considera una reliquia que proviene de los primeros momentos
del Big Bang.

En las siguientes seciones estudiaremos las caracteristicas de la RCFM comenzando

con su distribucién que es practicamente la asociada con la emisiéon de un cuerpo negro.

3.3. La radiacién emitida por un Cuerpo Negro

En esta seccién hallaremos la funcion de distribucion de la radiacién emitida por un
CUEerpo negro.

Consideremos la interaccién térmica entre dos sistemas macroscépicos A y A, y de-
signemos sus energfas respectivas por E, E. Llamaremos Q(FE) al nimero de estados del
sistema A en el intervalo entre 'y E + 0E, y Q(E) al niimero de estados de E en el
intervalo entre £ y E +0E. Supongamos que los sistemas no estan térmicamente aisla-
dos entre si, de manera que pueden intercambiar energia entre ellos. Asumimos que los
pardmetros exteriores estan fijos. El sistema combinado A° = A + A esta aislado, de

manera que £° = F + E permanece constante. Sin embargo, la energia de cada sistema
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no esta fija, dado que puede intercambiar energia con el otro sistema. Supongamos que
los dos sistemas A y A estdn en equilibrio térmico. La energfa correspondiente a A es en-
tonces E = E°— E. Debido a esta tltima relacion, el nimero de estados accesibles para el
sistema completo, A, puede considerarse como funcién de un tinico pardmetro: la energia
E. Designemos por Q°(E) el ntimero total de estados accesibles a A% cuando A tiene una
energia entre £ y E + JE. Sabemos que si A? estd en equilibrio térmico entonces tiene
la misma probabilidad de encontrarse en cualquiera de sus estados accesibles. De aqui se
deduce que la probabilidad P(E) de que el sistema se encuentre en una configuraciéon en

la que A tenga una energia entre £y FE + §E es simplemente proporcional a Q°(FE).

P(E) o Q°(E) (3.1)

Ahora bien si A tiene una energia E entonces puede estar en cualquiera de sus Q(FE)
estados posibles. Al mismo tiempo A tendria que estar en uno de sus Q(E) = Q(E° — E)
estados posibles. Dado que cualquiera de los estados posibles de A puede combinarse con
todos los estados posibles de A, se deduce que el nimero de estados accesibles distintos

para A° cuando A tiene una energfa entre £y E + 6F es
QUE)=Q(E)YQUE’—E) . (3.2)

Consideremos el caso de un sistema pequeno A en contacto térmico con un foco calorifi-

co A como se muestra en la 3.1.

Figura 3.1: bano térmico .

Calculemos la probabilidad P, de encontrar al sistema A en cualquier inico microes-

tado r con energia entre F, y E,. + 0 F,. Supongamos una interaccion débil entre A y Ade
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modo que sus energias son aditivas. La energia de A no estd fija, inicamente la energia
total E° = E, + E. El foco A deber4 entonces tener una energia proxima a E=E"—E,.
De aqui que si A estd en el unico estado definido 7, el nimero de estados accesibles al
sistema combinado A° es proporcional el niimero de estados Q(EO — E,). Entonces usando

(3.1) y (3.2) con E = E, tenemos
P(E,) =CQE"-E,) . (3.3)

donde C' es una constante independiente de r.
Tomemos ahora dos estados del sistema A con energias ¢, y ¢,. Utilizando que la

entropia, S, se define mediante la relacion

S=klnQ) , (3.4)
deducimos que

Q=¢5"F (3.5)

El simbolo k es la constante de Boltzman.
La probabilidad de encontrar el sistema A en ¢;, con @ = 1, 2, es entonces proporcional
al niimero de estados compatibles con la energia (E°—¢;), por lo que usando las ecuaciones

(3.3) y (3.5) deducimos entonces que

P(e,)  eSE—=)/k AS/k

P(e,)  SE =)k =¢ (3.6)
donde AS = S(E° —¢,) — S(E° — ¢,).
A continuacién expandamos en serie de Taylor alrededor de E°
S(E° —¢,) = S(E°) + (—sl)a—S\Eo + ... (3.7)
O(E° — &)
De la misma manera
S(E° —&y) = S(E°) + (—52)L‘ o+ .. (3.8)
O(E? —e9)'F
y por lo tanto
AS:—(sﬁ%\mﬂt(sg)%\erm (3.9)
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asumiendo que

£1,80 < E° (3.10)

concluimos que
e &1 JkT

1
AS = —(e; —g9)= = k=

- p— (3.11)

donde hemos definido 7' como la temperatura del sistema total A que estd en equilibrio

térmico,
1 oS
Entonces, de la ecuacién (3.11) proponemos que
P(e,) = ce =/* (3.13)

—es/kT ge le conoce como El Factor de Boltzman. En

donde ¢ es una constante. Al término e
el caso que estamos tratando tenemos que la energia de un fotén en el nivel s es £, = shr
donde s = 0,1,2..., donde h es la constante de Plank y v es la frecuencia del fotén. Debido

a que P(e,) es una probabilidad, requerimos que
» Ple)=> =M =1, (3.14)
s=0 s=0
por lo que encontramos que

1

c=—— (3.15)
S e /KT
s=0
Finalmente tenemos
e—ES/kT
P(es) = o (3.16)

donde -
z = Z e e /R (3.17)
s=0

es llamada La Funcion de Particion.

Sea (s) el nimero de fotones promedio en un nivel s, es decir

(s) = sP(c,). (3.18)

s=0
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la correspondiente funcién de particion es

= 1
5=0 -
Sea y = Z—:’;, entonces
- -1 d & —y\s -1 —y\—2,—Y
(s) = ZOSP(&S):—Z @Zo(e P=z11—-e"Y)"
(3.20)
1
=(1=e (]l =eY¥)2cY =
(1 - ) (1= et) 2oy =
de donde
1
<S>: T 1 ) (321)
erxr —

este es el numero promedio de fotones por nivel de frecuencia o de energia, y se le conoce
como la funcién de distribucién de Planck. En la figura 3.2 presentamos una grafica de
la distribucién (3.21). De ésta, podemos deducir facilmente que hay pocos fotones muy
energéticos y muchos fotones poco energéticos. La funcién de distribucién de la RCFM
es practicamennte de la forma de la ecuacién (3.21) con una temperatura de Tropy =

2.728 4+ 0.004 K excepto por pequenas desviaciones de ella.

3.4. Densidad de Energia por frecuencia para fotones

En esta seccién calcularemos la unidad de energia por frecuencia asociada a la radiacion
emitida por un cuerpo negro. Imaginemos un sistema con una sola particula cudntica (en
nuestro caso estas particulas serdn los fotones de la RCFM); de acuerdo al principio de
incertidumbre tenemos que

Ax*Ap® > h? (3.22)

lo que implica que la regién mas pequena donde una particula cudntica puede ser confinada
tiene un volumen h? en el espacio fase. A la regién que ocupa este volumen minimo la
llamaremos celda y cada celda representa un estado posible de la particula. Tomemos
un elemento de volumen diferencial en el espacio fase d*zd®p que contiene una cantidad
extremadamente grande de celdas. Entonces el nimero total de celdas contenidas dentro

del volumen d®zd®p es
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Figura 3.2: Ocupacién por nivel de energia .

% Erd’p = %zmv / pidp = % E?dE. (3.23)
donde V es el volumen del espacio tridimensional y donde hemos usado la ecuacion £ = ¢cp
para particulas sin masa.

Debido a que en cada celda el fotén puede tener dos polarizaciones distintas (y por lo
tanto dos estados distintos por celda), tenemos que la densidad de estados por nivel de
energia para un fotén es

p(E) = %EQ

Obtengamos ahora la energia total, la cual estd dada por la multiplicacion de tres fac-

(3.24)

tores: la densidad de estados por nivel de energia y por particula, el nimero de ocupaciéon

por nivel de energia, y la energia del nivel.

Er=p(E)-(s)-E = (ig;v)( ! )E:ij?( ok ) . (3.25)

h
exT — 1 err — 1

74



Podemos obtener la densidad de energia por frecuencia, p(v), para un intervalo entre

EF vy E+dFE, donde E = hv, de la siguiente manera
3 3
ETdE_Sﬂ'( E )dEzg—W hv

v T ipe\m - dv = p(v)dv . (3.26)

ext — 1 et — 1
. hv
de donde utilizando nuevamente que y = T obtenemos:

8t hv? STk3T3 o3
plv)=— =

(3.27)

Bet%_1  Ah? ev—1
que es precisamente la densidad de energia por unidad de frecuencia asociada a la radiacion
de cuerpo negro.

En la figura 3.3 graficamos la distribucién dada por la ecuacién (3.27). De esta figura

notamos que

1. p(v)=0cuandov =006 v = oo.

2. p(v) alcanza su méximo para frecuencias del orden de hv ~ 2.8 kT. Es decir, la

energia total en la radiacion es dominado por fotones con energias del orden de KT'.

3. La frecuencia media de un fotén en esta distribucion es Eedgia = AVimedia = 3kT .

Podemos calcular ahora la Densidad total de energia de la radiacién de cuerpo negro

que se obtiene integrando la ecuacién (3.27) sobre todas las frecuencias. Usando como

hasta ahora la variable y = k—; obtenemos
o0 8t hv? STEAT* [ o3
& /0 plv)dy /0 Sl 1" T o /o o177 (329

esta ecuacién, pp = o1, es conocida como la Ley de Stefan-Boltzmann, v o es la constante
de Stefan-Boltzmann, también llamada constante de un cuerpo negro.
La integral en la ecuacion (3.28) no es particularmente facil de calcular. En el apéndice

mostramos los detalles del cdlculo de esta integral cuyo valor es

| Yy = ) = (3.20)

eV —1 15
donde ((z) es la funcién zeta de Riemann, y I'(z) es la funcién Gamma. Por lo que

obtenemos finalmente

8k* ~16 7., -3 ¢4
=55 7,565 x 107" Jm K (3.30)
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Figura 3.3: Radiacion de Cuerpo negro.

3.4.1. Maximo de la densidad de energia por frecuencia

Para hallar el méaximo de la densidad de energia por unidad de frecuencia encontramos

los extremos de la funcion (3.27)

8 d 3 ¥y _1 2\ _ . 3(LY
) g oo (v Ny o @=DBY) -y
v dr \e¥ —1 (ev —1)2 (3.31)
= 3(¥—-1)—ye =0 = e'B-y)=3
Utilizando el software Mathematica vemos que ymax = 2.821, es decir, que
hv . _=—=2821kT (3.32)

lo que muestra la relaciéon lineal existente entre hv,, v T
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3.4.2. Densidad total de energia asociada a la radiacién césmica
de fondo (RCFM)

Denotemos por ty al tiempo actual. Usando que la temperatura media actual de la
RCFM es de Tropy = 2.728 + 0.004 K y utilizando la ley de Stefan-Boltzmann podemos
calcular que la densidad de energia actual de la RCFM

p, =0Tt ~=4180x10""*Jm™* . (3.33)

RCFM

3.5. La razén entre fotones y bariones.

En esta parte haremos una estimacion de la razén del nimero de fotones al nimero de
bariones (particulas formadas por 3 quarks) en el presente. Para los bariones tomaremos
en cuenta solamente a los protones y neutrones puesto que estos son los bariones mas

comunes en el universo presente.

La densidad numero total de fotones

Designemos 7. (v) a la densidad nimero de fotones de frecuencia v. Usando las ecua-
ciones (??) y (??) obtenemos

n. (v)dv = MdE _ 8 vidy

3.34
Vv C3 e% —1 ( )

Sea N, la densidad nimero total de fotones. Integrando (3.34) sobre todas las frecuencias,

tenemos: 5
o 8T v
N = / n, (v)dv = / — v, (3.35)
0 0 € err —
: . ) hv
entonces usando como siempre el cambio de variable y = T

I'3)¢3) (3.36)

v 3 h3 e¥y —1 A h3

donde la integral la hemos calculado en el apéndice.

8w kTP /OO y*dy 8w k°T?
0

Calculemos ahora la energia media por fotén de la radiacion de cuerpo negro

8 5 k4T4
p P TR _ TR stk (3.37)
media N Q7 k373 _15F3C3 7 ' ‘
e PO
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En la actualidad Trorar = 2,728. Esto significa que actualmente N = 3,7 X 108m=3.

Es decir que por cada metro cubico hay 3,7 x 10® fotones de la RCFM.

3.6. La densidad nuimero de Bariones

Vamos a calcular la densidad niimero de bariones en el presente.
Sea ¢, la densidad de energia barionica, p, la densidad de masa bariénica, 2, el
parametro de densidad bariénica, y p. la densidad critica, todas estas cantidades evaluadas

en el presente. Usando las relaciones

£, = Py’ (3.38)
y
p
Q, = p_B (3.39)

obtenemos para la densidad de energia barionica

e, = Q. (3.40)

Tomando el valor de €2, del proceso de nucleosintesis
Q, =0,02h2 (3.41)
y el valor de la densidad critica en el presente
p. = 1,88h% x 107" m =3, (3.42)
obtenemos que la Densidad de energia Barionica es
£, = 3,38 x 1071 TIm ™, (3.43)

la densidad de energia presente de los bariones es entonces alrededor de mil veces mas

grande que la densidad de energia presente de la radiacion, es decir,

e, 3,38 x 107 M Jm3 5
— = ~ 10 3.44
p 4,189 x 10~ m-3 (344)
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Tomando la energfa media del protén 6 del neutrén igual a m ¢® ~ 939 MeV (hay mds
bariones pero su masa es insignificante), donde m, es la masa del protén, obtenemos que

la densidad ntimero de bariones es igual a

3

N, = m—Bc2 ~022m=°% . (3.45)
Por lo que deducimos finalmente
N
n= N_f ~1,7x 107 . (3.46)

B

Es decir que hay aproximadamente 1,7 x 10? fotones por cada barién. Aunque la densidda
de energia bariénica excede considerablemente a la densidad de energia de radiacion,
hay mas fotones que bariones debido a que los bariones individules tienen mucho més
energia que cada fotén. Note que en la tierra hay muchos mas bariones que en el espacio

interestelar donde practicamente no hay.

3.7. Conservacion del nimero de particulas

La densidad nimero de una especie particular de particulas es 1til porque en muchas
circunstancias el nimero de particulas se conserva. Por ejemplo, tenemos dos situaciones

en las cuales ésto ocurre:

= silas interacciones entre particulas son insignificantes, no esperariamos que un foton
6 un electron desapareceria para convertirse en otras particulas, por lo tanto esper-

ariamos que el nimero de particulas de cada especie se conserve.

= En general, el nimero de particulas puede cambiar a través de interacciones, por
ejemplo un electréon y un positréon pueden aniquilarse y crear dos fotones. Sin em-
bargo, si la razén de interaccion es extremadamente alta esperamos que el universo
se encuentre en un estado de equilibrio térmico. De ser asi, entonces el ntimero
de particulas se conserva aun si la tasa de interacciones es grande, puesto que por
definicion el equilibrio térmico significa que cualquier interaccion crea y destruye

particulas de manera tal que no hay un cambio neto en el nimero de particulas
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de cada especie. Entonces, a excepcion de periddos breves de tiempo donde no ex-
istio equilibrio térmico, esperamos que el nimero de particulas de cada especie se

conserve.

A diferencia del nimero de particulas, la densidad nimero de una especie cambia
conforme el universo se expande debido a que el volumen crece proporcionalmente al

cubo del factor de escala:
V o a®, (3.47)

por lo que la densidad niimero de cada especie, n, es proporcional al inverso del cubo del
factor de escala:

(3.48)

no —
a3’

por lo que podemos concluir que la razén entre las densidades ntiimero de fotones y bariones
no cambia conforme el universo se expande, excepto claro esta, en las épocas durante las

cuales no hay equilibrio térmico en él.

3.8. Dependencia de la Temperatura de la expansion
del universo

De acuerdo a la primera ley de la termodinamica
dE =dW +dQ = —PdV +TdS (3.49)
y consideremos un proceso reversible con entropia S constante. Sea
r=a(t)x (3.50)

la relacién que guardan las coordenadas comédviles r y las coordenadas fisicas  de una
particula de un fluido en el universo. Elijamos |||l = 1, lo que implica que ||7]| = a(t).

Tomemos una esfera de radio ||| = a(t) cuyo volumen V' es

43

V=-ma (3.51)
3
derivamos con respecto al tiempo la ecuacion (3.51)
av
= dma*a (3.52)
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donde el punto denota derivada con respecto al tiempo. A continuacién derivamos con
respecto al tiempo la ecuacién F = pc?V, donde p es la densidad de masa del fluido y E

es la energia contenida en el volumen V',

de d 2 4 4 2 2., .2 4 3
= _ = L — 4 .= .
el (pc 5 e ) pc” - Amwata + pe L (3.53)
como el proceso es reversible dS = 0, por lo que de la ecuacién (3.49) obtenemos
dE av
—+P—=0 3.54
dt + dt ’ ( )

introduciendo las ecuaciones (3.52) y (3.53) en (3.54) llegamos a

4
pc? - drata + pc? - 3 na® + P(4ma*a) = 0

(3.55)
factorizamos la ecuacién anterior
4 3a 3a P
3.2 : _
gma’c {z,o—kpﬁL ZC—Q]— 0 (3.56)
) 4 ., . .
asumiendo que gﬂa ¢® # 0 nos conduce a la ecuacién del fluido
. 3a P
p+—<p+—2>20 . (3.57)
a c
Tomaremos la ecuacion de estado para un fluido de radiaciéon congruente con la RCFM
L,
P= 3¢ (3.58)

sustituyendo (3.58) en (3.57) tenemos

3a 1 a 1d

p+a<p+3p> prdps a4dt<pa> (3.59)
por lo que

i 4\ _ 4 _

pa*) =0 = pa"=A (3.60)
dt
donde A es una constante. Podemos concluir entonces que
1

poc—, (3.61)
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y dado que e, = pc?, llegamos a la expresién

(3.62)

Exy X —.
v CL4

Comparando la ecuacién (3.62) con la ley de Stefan-Boltzmann (3.28) tenemos que
1
T, o — (3.63)
a
Si asumimos que la temperatura del universo es igual a la temperatura, T, asociada a la

RCFM, entonces concluimos que el universo se esta enfriando conforme se expande.

Figura 3.4: La evolucién del espectro de frecuencias de un cuerpo negro conforme el
universo se expande. La expansion reduce la densidad niimero de fotones, mientras el cor-
rimiento al rojo reduce su frecuencia. En combinacién, estos dos efectos llevan el espectro
de frecuencias en un nuevo espectro de cuerpo negro a una temperatura menor. La curva
superior corresponde a una temperatura 7' = 4,06, y la inferior a T' = 2,782.

Debido a que en el presente la temperatura de la RCFM es aproximadamente 3K,

la ecuacion (3.63) implica que en el pasado el universo era mas caliente y mas pequefio.
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De hecho, debe haber sido extremadamente caliente en los primeros momentos de su
existencia. Si la temperatura esta disminuyendo conforme el universo evoluciona, entonces,
la distribucion térmica de la RCFM debe estar también evolucionando. Sin embargo, la

distribucion de densidad de energia de la radiacion de cuerpo negro

8th 3
C° exr — ]

tiene una propiedad especial que se muestra en la figura (3.4).

Conforme el universo se expande, la frecuencia v de los fotones se reduce proporcional-
mente al inverso del factor de escala 1/a, pero la forma de la distribucién de cuerpo negro
se preserva para una temperatura final 7 menor que una temperatura inicial 7; debido

a que:

» el denominador de la ecuacién (3.64) es solamente una funcién de v/T" de tal manera

que una reduccion de la frecuencia v es absorbida por una reducion equivalente en

(Vi X Cli)
A 0 2 (3.65)

Tf_ T X a; _Tz‘ ’
ay

este resultado nos dice que durante la evolucién del universo, el factor hv/kT no

la temperatura T, es decir,

depende de la expansion del universo.

» El factor #® en el numerador escala como 1/a® de tal manera que esta reduccién
es absorbida por un escalamiento de la densidad de energfa de la forma & o< 1/a®

(puesto que las densidades son inversamente proporcionales al volumen el cual crece

<5i X af’)
£f aj Ei

_ S _& (3.66)

v (Vf X a?) vi o
3
@y
de lo cual tendriamos que

3 3
8h 3
- <ﬁ) - <ﬁ) <_7T3 )_hfz , (3.67)
V; V; C T
ekli —1

33

como a?), es decir,




Consecuentemente, podemos afirmar que conforme el universo se expande y se enfria, una
distribucién de radiaciéon de cuerpo negro conserva su forma pero con una temperatura

en el presente menor que en el pasado.

3.9. Conclusiones

En esta tesis hemos revisado algunas de las bases tedricas que dan sustento al modelo
estandar cosmologico. Este modelo es el que mejor se ajusta a todos los datos observa-
cionales cosmoldgicos obtenidos hasta ahora. Entre las bases tedricas que se han revisado

se encuentran:

Las herramientas matematicas de la TRG.

Las ideas tedricas que dan sustento a la TRG.

El principio cosmélogico que afirma que el universo es isotrépico y homegéneo en

grandes escalas de distancia.

El modelo cosmolégico estandar el cual es un espacio-tiempo de Friedmann-Robertson-

Walker.

La existencia de la radiacién césmica del fondo de microondas (RCFM).

El descubrimiento de la RCFM fué uno de los principales triunfos y predicciones del
modelo del Big Bang, el cual permiti6 entrar en una era de observaciones con alta precisién
que en la actualidad permiten poner a prueba diversos modelos y teorias cosmoldgicas.
También nos permitié darnos cuenta de que el universo era extremadamente mas caliente
en el pasado. La RCFM tiene un espectro de frecuencias de cuerpo negro y tiene informa-
cién acerca del pasado del universo. Actualmente se han logrado obtener medidas precisas
de las anisotropias en la temperatura de la RCFM que nos permiten estudiar la formacion
y evolucion de estructuras en el universo tales como galaxias y cimulos de galaxias. En
el futuro cercano, se estan desarrollando diversos experimentos que permitiran medir con
precision la polarizacion de esta radiacion que daran la posibilidad de descartar o afirmar

diversos modelos cosmologicos. Finalmente, es preciso mencionar que en los préximos anos
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se espera un auge en el estudio de la cosmologia debido a la gran cantidad de experimentos
que se realizardn por parte de la agencia espacial estadounidense (NASA) y las diversas
agencias espaciales europeas. Estos planes hacen que sea mas urgente el desarrollo de
grupos de cosmologos en instituciones mexicanas de educacién superior para estar en la

frontera de la investigacién en el campo de la cosmologia.
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Apéndice

En este apéndice mostramos en detalle el calculo de una integral que fué usada a través

del texto. Definimos la funcion

2" tdx
(2) = , R, 0<:<1 . 3.68
9n(2) ['(n) / 2 ler — 1 " e : (3.68)

Multiplicando la fraccion dentro de la integral por el término ze™™ obtenemos,

1 ® ze " ldx
gn(2) = I'(n) /0 1—ze® (369)

utilizando el hecho bien conocido de la convergencia de la serie geométrica
1 o
m = Z(Ze_m)k, |Z€_z| <1 (370)
k=0
al sustituir (3.70) en (3.69) obtenemos,
1 [ -z - k —kx " 1 1 =N k+1 —x(l-‘,—k) n—1
:m/ze Zze dx—mz z dx (3.71)
0 0
de donde

1,
= ) Z /e_k”"x”_ldx . (3.72)
k=179

definamos ahora y = kz, entonces la integral en la ecuacion (3.72) se convierte en

1 00 i oS _y yn—l 1
- — —dy . 3.73
0
utilizando ahora que,

I'(n) = /eyynldy : (3.74)



obtenemos finalmente

1 0 i o0 . yn_l 1 0 Zk

n = — —d = R

ne) =iy 2 [ ()i 2 0
= 0 =

tomando z =1,

donde ((n) es la funcién zeta de Riemann.

De donde finalmente

et —1
0

/xn_ld“" —(()(n) , neR

este resultado serda empleado para resolver las ecuaciones (3.28) y (3.36).
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