Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo

Facultad de Ciencias Fisico-Matemiticas
Medidas Complejas y Teoremas de
Representacion.

‘T'ests para acreditar el titulo de Licenciado
en Ciencias Fisico-Matematicas

Presenta:
Alina Ixchel Calderon Andrade

Asesor:

Pierre Michel Bavad

Muarclia, Mxchoacan a 26 de Mayo de 2008




Agradecimientos

A mis Padres.

A mis hermanos.
A mis sobrinos.
A Dany.

A Pierre.

A Jorge.

A mis amigos.

Y a todos aquellas personas que me han acompanado y apoyado en este trayecto.



Indice general

1. Medidas Complejas
1.1. Medidas complejas y medidas de variacion total asociadas . . . . . . . ..

1.2. Medidas absolutamente continuas con respecto a una medida positiva y me-
didas mutuamente singulares . . . . . . . .. ..o

1.3. Propiedades elementales . . . . . . . . .. ... ... ... ...
2. El teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym

3. Funciones Absolutamente Continuas
3.1. Definicién y ejemplos . . . . . . ..o
3.2. El teorema fundamental . . . . . . . .. .

3.3. La funcién de Cantor . . . . . . . . . .

4. Funcionales lineales acotados en L”
4.1. Representacién de las formas lineales continuas sobre LP, 1 < p < 4o00.

4.2. Contrae-ejemplo para p =400 . . . . . . . . ...

5. El Teorema de representacion de Riesz
5.1. Integral con respecto a una medida compleja . . . . . . . . ... ... ..
5.2. Formas lineales continuas sobre C(X) ; ejemplos. . . . . . . .. .. ... ..
5.3. Elteoremade Riesz . . . . . . . . . . . ...

6. Apéndice
6.1. Apéndice 1: operadores lineales continuos o acotados . . . . . . . ... ..
6.2. Apéndice 2: Algunos resultados auxiliares . . . . . . . ... ... ... ...

6.3. Apéndice 3: Puntos de Lebesgue de una funcion integrable . . . . . . . ..

13

21
21
24
27

35
35
40

41
41
42
44



Introduccion

En esta tesis estudiamos la nocién de medidas complejas y su utilizacion en teoremas
de representacion.

El primer capitulo esta conformado por las definiciones de medida compleja , medida
de variacién total, medidas absolutamete continuas con respecto a una medida positiva y
medidas mutuamente singulares. También se incluyen algunas propiedades de las medidas
antes mencionadas.

El teorema fundamental concierne la representacién de las medidas complejas. Es
el teorema clasico Radon-Nikodym: las medidas complejas absolutamente continuas con
respecto a una medida positiva dada se representan por funciones integrables. Este teorema
y su prueba detallada son descritos en el segundo capitulo de la tesis.

En los capitulos 3 y 4 estudiamos aplicaciones del teorema de Radon-Nikodym a la
representacion de funciones y de formas lineales continuas.

En el capitulo 3 estudiamos las funciones absolutamente continuas. Probamos que
las funciones absolutamente continuas son derivables en casi todas partes y obtenemos la
caracterizacion siguiente: son exactamente las funciones que son integrales de su derivada.
Como contra-ejemplo presentamos la funcién de Cantor.

En el capitulo 4 estudiamos la dualidad L? — L?: las formas lineales continuas sobre
LP, 1 <p < o0, se representan por funciones de L7, donde ¢ es el exponente conjugado de
p. Detallamos la construccién de un contra-ejemplo para p = 400: existen formas lineales
continuas sobre L>°(R) que no provienen de funciones L.

En el dltimo capitulo presentamos la definiciéon de la integral de una funcién con
respecto a una medida compleja, y estudiamos el teorema de representacion de Riesz: las
formas lineales continuas del espacio de las funciones continuas sobre un espacio métrico
compacto se indentifican con las medidas complejas (mediante la integral). De este teorema
se obtiene facilmente una prueba alternativa de la existencia de la medida de Lebesgue.

Terminamos la tesis con un anexo donde colectamos resultados utiles: la represet-
nacién de las formas lineales continuas de un espacio de Hilbert, la nociéon de puntos de
Lebesgue de una funcién integrable y la derivabilidad en casi todas partes de una integral
indefinida.

Los teoremas estudiados en la tesis son clasicos, pero sus pruebas son delicadas.
Nuestro trabajo consistio en dar demostraciones completas y detalladas, asi como ejemplos
y contra-ejemplos variados. El trabajo se desarollo principalmente a partir del libro Andlisis
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real y complejo de W. Rudin.



Capitulo 1

Medidas Complejas

En este primer capitulo estudiamos la nocién de medida compleja; definamos la me-
dida de variacion total asociada, y probamos que es una medida positiva de masa finita.

Ademas se incluyen las definiciones importantes de medida absolutamente continua
respecto a una medida positiva y de medidas mutuamente singulares. También revisamos
varias propiedades de estas medidas, que seran de gran utilidad para el desarrollo del
trabajo.

1.1. Medidas complejas y medidas de variacion total
asociadas

Definicién 1.1.1 Sea M una o-dlgebra en un conjunto. Se dice que una coleccion nume-
rable (E;)ien de M es una particion de E, si E = J,c Ei y Ei(\E; = 0 cuando i # j.
Una medida compleja es, por definicion, una funcion compleja i en M tal que

p(E) = ZM(ED, (EeM) (1.1)

para toda particion E; de E.

Definicién 1.1.2 Si p es una medida compleja en M, sea |p| una funcion en M definida
por

ul(E) = Supz (B, (EeM) (1.2)

donde el supremo se toma sobre todas las particiones E; de E. La funcion |u| se llama la
variacion total de p.
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Observacion 1.1.3 Si p es una medida positiva entonces || =

Teorema 1.1.4 La variacion total || de una medida compleja p en M es una medida
positiva en M.

DEMOSTRACION. Para demostrar que |p| es una medida positiva debemos verificar
que es numerablemente aditiva. Sea {E;} una particiéon de E € M. Sean t; nimeros reales
tales que t; < |u|(E;). Entonces cada E; tiene una particién {A4;;} tal que

Z (A >t (i=1,2,3,..). (1.3)

Como {4;;} (i,j=1,2,3,...) es una particién de E, se sigue que

th’ < Z (A < p|(E). (1.4)

Tomando el supremo del miembro de la izquierda de (1.4), sobre todas las posibles elec-
ciones de {t;} vemos que

Z!ul ) < [ul(E). (1.5)

Ahora hay que demostrar la otra desigualdad. Sea {A;} una particién de E. Entonces
para cualquier j fijo, {A; () E;}; es una particién de A;, y para cada ¢ fijo, {A4; () E;}; es
una particiéon de E;. Por lo tanto

S lnAl = 313w A BN < 30D InA, () )]
= 22D A (VB < 3 Iul (). (1.6)

Puesto que la Ec.(1.6) se cumple para toda particiéon {A;} de E, tenemos que

ul(B) < Z |l (E (1.7)

Por (1.5) y (1.7), |p| es numerablemente aditiva.

Teorema 1.1.5 Si pu es una medida compleja en X, entonces

|1l (X) < o0 (1.8)
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DEMOSTRACION. Supongamos que algiin conjunto E € M es tal que |u|(E) = co.
Sea t = 7(1+ |u(E)]). Tenemos que |u|(E) > t. Por lo tanto existe una particiéon E; de E
tal que Y2, |w(E;)| > t, lo que implica

N

Z \u(E;)| >t

i=1

para algin N. Aplicamos el Lema (6.2.1)(ver anexo), con z; = u(FE;), y concluimos
que existe un conjunto A C E ( una unién de algunos de los conjuntos F; ) para el cual

t
u(A)] > —>1.

Haciendo B = E — A, se tiene que

[W(B)| = [(E) = p(A) = [n(A)] = [u(E)| > % = lu(E)| = 1.

De esta manera E queda dividido en dos conjuntos disjuntos A y B tales que |u(A)| >
1y |u(B)| > 1. Por el teorema (1.1.4) tenemos que al menos una de |u|(A) o |u|(B) es .
Ahora, si |u|(X) = oo, dividamos X en Ay y By con |u(Ay)| > 1, |p|(B1) = co. Dividamos
By en Ay, By con |p(Az)| > 1, |u|(By) = co. Repitiendo el procedimiento, obtenemos una
coleccion numerable disjunta A;, con |u(A;)| > 1 para cada i. La aditividad numerable de
i implica que

M(U A;) = Z 1(As).

Pero esta serie no converge ya que p(A;) no tiende a cero cuando ¢ — co. Tenemos
una contradiccién por lo tanto concluimos que |u(X)| < oo.

Observacién 1.1.6 Si p es una medida positiva en X, o es una medida compleja si y solo
st pu(X) < +00.

1.2. Medidas absolutamente continuas con respecto
a una medida positiva y medidas mutuamente
singulares

Definicién 1.2.1 Sea p una medida positiva en una o-dlgebra M y sea A una medida
arbitraria en M; X\ puede ser negativa o compleja. Se dice que \ es Absolutamente Continua
con respecto a |1 y Se escribe

AL (1.9)

si N(E) =0 para todo EeM tal que p(E) = 0.



1.2. MEDIDAS ABSOLUTAMENTE CONTINUAS CON RESPECTO A UNA
10 MEDIDA POSITIVA Y MEDIDAS MUTUAMENTE SINGULARES

EJEMPLO 1 Si h € L' (u),
ME) = / hdp,  EeM, (1.10)
E
define una medida compleja absolutamente continua con respecto a .

La propiedad anterior es consecuencia del teorema de convergencia dominada: si
(E;)ien es una particion de E, tenemos

+oo
g = Z 1g;,
=1

y por lo tanto

MNE) = /hlEdu /Z (hlp,)dp = f/ hlg,dp = fA(E

La suma infinita y la integral se pueden invertir por el teorema de convergencia dominada
ya que

+o00 +o00
> [ mtaldu= [ 1> tmda= [ tedi< [ pldn < 4.
i=1 /X X i— X X

La inversion de la suma infinita y de la integral en esta ultima cuenta es consecuencia del
teorema de Beppo-Levi.

Definicién 1.2.2 Sea A una medida en M. Si existe un conjunto A € M tal que \(E) =
MANE) para todo EeM, se dird que \ estd Concentrada en A. Dicho de otra manera
AE) =0 siempre que E(A = (.
EJEMPLO 2Sihe LY (u) y Ae M,
AE) = / hdyu, EecM, (1.11)
ANE

estd concentrada en A.

Definiciéon 1.2.3 Supongamos que Ny y Ao son medidas en M y supongamos que existe
un par de conjuntos disjuntos A y B tales que \i esta concentrada en A y \o concentrada
en B. En este caso se dirda que A1 y Ao son Mutuamente Singulares y se escribird

AL, (1.12)
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1.3. Propiedades elementales

Propiedad 1.3.1 5@ Ay < oy Ay < p entonces A\ + Ao <K L.

DEMOSTRACION. Sea E € M tal que wu(E) = 0. Por hipétesis sabemos que A;(E) = 0,
Ao(E) = 0. Como (A1 + Xo)(E) = M (E) + A2(E), tenemos (A + A2)(F) = 0. Por lo tanto
)\1 + )\2 < .

Propiedad 1.3.2 Si A\ Ly y Ao Ly entonces Ay + Ao Lp.

DEMOSTRACION. Sean 4, y Bj conjuntos disjuntos tales que \; esta concentrada en Ay y
1 esta concentrada en By. Sean Ay y By conjuntos disjuntos tales que A esta concentrada en
Ay y puen By, Verifiquemos que A1 + g estd concentrada en A = A; | As. Supongamos que
E (A = 0. Por hipdtesis sabemos que A\;(E) = 0y A2(E) = 0. Por lo tanto (A + X2)(E) =
M(E)+ M (E) =0,y A\ + A estéd concentrada en A. Verifiquemos que p esté concentrada
en B = By () Ba, para ello escribimos By By como uniones disjuntas, By = By |J B[ Be,
By = B4\JB1() Bs. Tenemos B} C BSy By C Bf. Sea E tal que E(B = (. Como la

union es disjunta F se escribe

E= <EﬂBi>U(EﬂB;)U(Eﬂ(BlLJBQ)C).

Por lo tanto

W(E) = i (EﬂB;) +u<EﬂB§) +M<Eﬂ (31UBQ>C> .

Como B} C B§entonces u (E(By) =0, By C BSentonces u (E(\By) =0y E((B1UBs)" C
(B§ (N BS) entonces p (E()(B1|J B2)") = 0 de los resultados anteriores podemos concluir
que = 0, y por lo tanto que p esta concentrada en By () Bs.

Por otro lado

AmB = (A1UA2) m(B1 mBz) C (A1ﬂB1) U(AQﬂBz) = @U@ = 0. (1.13)

A1+ A2 v i estan concentradas en A y B respectivamente, conjuntos ajenos. Por lo tanto
)\1 + )\QJ_ILL

Propiedad 1.3.3 5i \; < iy Ao L entonces A1 L As.

DEMOSTRACION. Por hipétesis sabemos que Ay L. Por lo tanto, existe un conjunto A
con j(A) = 0 en el cual estd concentrada Ay. Por otro lado A\; < p, es decir, \{(E) = 0
para todo E C A; eso implica que A; estd concentrada en A°. Puesto que A[)A°¢ = 0,
concluimos que A; L As.

Propiedad 1.3.4 St A < o y ALy entonces A = 0.

DEMOSTRACION. De la hipdtesis y de la observacién anterior tenemos que AL\, lo cual
nos lleva a concluir que A = 0.



Capitulo 2

El teorema de
Lebesgue-Radon-Nikodym

Este capitulo trata en su totalidad del teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym, in-
cluyendo una descripcién detallada de la demostracion.

Teorema 2.0.5 ( Lebesgue-Radon-Nikodym). Sea p una medida positiva o-finita so-
bre una o-dlgebra M en un conjunto X, y sea A una medida compleja en M. Entonces:

(a)Eziste un unico par de medidas complejas Ag y As en M tales que

A= Ao+ g, Ao < [, As Lyt (2.1)

Tiste una unica h € ) tal que para todo E €
b) E 1 heL! [ do E'e M
)\a(E):/hd,u. (2.2)
E

La descomposicién (2.1) se llama la descomposicién de Lebesgue de A con respecto
a i, y la funciéon h en (2.2) la derivada de Radon-Nikodym de la parte absolutamente
continua de A con respecto a pu.

DEMOSTRACION. Primero demostraremos la unicidad del inciso (a). Sea (A, X))
otro par de medidas que cumplen con (2.1). Entonces tenemos que:

A=Xa+ Ay A=XN 4+ (2.3)

Obtenemos la siguiente igualdad

A+ A=A+ A, reescribimos ~ como A, — A\, = As — AL (2.4)

S

Por las propiedades (1.3.1) y (1.3.2) tenemos que:
()N, = Ag <<y N, — ALy

13
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(i) X, = A <y N, — A Lp.

Aplicando la propiedad (1.3.4) en (i) y (ii) tenemos que:
AL — A = 0 es decir A, = A\g;

As — A, = 0 es decir Ay = AL

Lo que se queria demostrar.

Ahora demostremos la unicidad del inciso (b). Sabemos que

Nol(E) = [E hdp (2.5)

y supongamos que existe un h’e€ L' (1) que satisface lo anterior; de aqui obtenemos la
siguiente igualdad: para todo E € M,

/ hdp = / h'du, es decir /(h — h)dp = 0. (2.6)
E E E

Sabemos que si f € L' (1) y fE fdp = 0 para todo E € M entonces f = 0 en casi
todas partes de X. Haciendo uso de este resultado podemos concluir que: h — h' = 0 en
L' (i) es decir h = I/.Lo que se queria demostrar.

Antes de demostrar la existencia de la descomposiciéon de Lebesgue es necesario men-
cionar el siguiente lema:

Lema 2.0.6 Si p es una medida positiva o-finita en una o-dlgebra M sobre un conjunto
X, entonces existe una funcién w € L' (n) tal que 0 < w(z) < 1 para todo z € X.

NOTA: La demostracién de este lema se encuentra en el anexo (6.2.2).

DEMOSTRACION(eXistenCia). Supongamos que A es una medida positiva acotada
en M. Asociemos a p una w (como en el lema 2.0.6). Entonces dp=d\ w du define
una medida positiva acotada ¢ en M. Por definicién de suma de dos medidas tenemos la
siguiente igualdad: para toda funcién f integrable con respecto a o,

/deng:/de)\—i-/Xfwdu. (2.7)

Veamos que esto es cierto. Primero demostremos que se cumple para f = 1g:

/1Edg0:g0(E):/\(E)+/wdu:/ 1Ed/\—i—/ lpwdp.
X E X X

Ahora veamos que se verifica para funciones simples. Sea f una funcién simple dada
por

N
f:ZailEN CLZ‘E(C.
1=1
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Entonces

N N N
fd(p:/ <Za11Ei> d@zZai/ 1Eidg0:Zai/ 1g, (d\ + wdp)
X\ ' X i=1 X

N
:Zai (/ lEidA—i-/ 1Ei”LUd/i>
, X X

N N
:/ ZailEid/\—f—/ZailEiwd,u:/ fd/\+/ Sfwdp.
Xi=1 i=1 X X

Ahora veamos que se cumple para funciones medibles no negativas. Sea f medible no
negativa. Sabemos que existe {f,}, sucesion creciente de funciones simples no negativas
que converge puntualmente a f. Por el teorema de Beppo-Levi tenemos que

/fdgo: lim / fadp = lim (/ fnd)\—|—/ fnwdﬂ)
X n—oo [y n—oo ¥ X

= lim fndX + 1im fnwd,u:/ fd/\—l—/ fwdy.
X e Jx X X

X

n—o0

Si ahora f es una funcién integrable con respecto a ¢, f se escribe

f=(Ref)" = (Ref)” +i((Imf)" — (Imf)").

Por lo anterior (Ref)™, (Ref)~,(Imf)" y (Imf)~ satisfacen la ecuacién (2.7). Por
lo tanto estas funciones son integrables con respecto a d\ y wdp, y f satisface (2.7).

Sea f € L* (¢). De (2.7) tenemos

[ 1< [ isiae

Aplicando la desigualdad de Schwarz en el ultimo término de la expresion anterior
(con la funcién g = 1) tenemos que

Lo { [1rract { [acl” =L [1srae)" ocope.

Entonces concluimos:

JRCE { / |f|2d90}1/2 [o(X)}72.
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Como ¢ es una medida acotada, es decir (X)) < oo, concluimos que f es integrable
con respecto a \; ademas, la aplicacion

f— /X fdx 2.8)

es un funcional lineal acotado sobre L%(y): para todo f € L*(yp),

[ <edf (ffap donde €= plx)

Sabemos que L? () es un espacio de Hilbert y también sabemos que todo funcional lineal
acotado sobre un espacio de Hilbert viene dado por el producto interior con un elemento
de H (Ver anexo 6.1.2). Por lo tanto existe g € L?() tal que para toda f € L*(¢)

/de)\:/ngdgo. (2.9)

Sea £ € M con ¢(F) > 0y hagamos f=1g en la ecuacién (2.9) para obtener lo

siguiente:
X X

Entonces
AME) = / gdep.
E
Recordemos que 0 < A < ; como consecuencia de esto obtenemos:
0<AFE)= / gdp < p(E).
E

Si dividimos la expresién anterior por ¢(FE) llegamos al siguiente resultado:

NE) 1 /
0< 22 = [ gdp< 1. (2.10)
p(B)  ¢(E) Jp
Resumiendo, sabemos que ¢(X) < oo, g € L*(p) y que % € [0,1] para todo

E € M tal que ¢(E) > 0. Como consecuencia de un teorema (anexo 6.2.3) tenemos que
g(x) € 10, 1], para casi todo x (con respecto a ¢). Podemos suponer que 0 < g(z) < 1 para
todo x € X sin que eso afecte a la Ec.(2.9), que podemos reescribir de la siguiente manera:

/X fix = /X fodp = /X Fo(d + wdps) = /X FodA + /X fowdp
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Reescribimos la ecuacion anterior como:
[ sorn= [ goan= [ squan
X X X
[ = s9ir= [ fguan
X X
/(1 —g)fdA :/ fowdp. (2.11)
X X

Sean A y B dos conjuntos definidos como sigue:
A={x:0<g(x) <1}, B={x:g(x)=1}

y definimos medidas A\, y A\, de la siguiente manera:

M(E)=MAE),  A(E)=XB[)E)

para todo £ € M.

1

Hagamos f = 15 en la Ec.(2.11):

/(1 — g)1pdA :/ 1pgwdys.
X X

El termino de la izquierda se hace cero, puesto que 1g(z) =0sixz ¢ By g(z) =1 si
x € B; el termino de la derecha vale [ 5 wdp. Por lo tanto obtenemos

0= / wd .
B

Puesto que w(z) > 0 para todo 2 podemos concluir que p(B) = 0. Por consiguiente
esta concentrada en B€. Por otro lado, por la definicién de Ay, tenemos que A\, esta concen-
trada en B, i.e, \;(F) = 0 siempre que E'()B = ). Concluimos que AsLu. Puesto que g
es acotada, se cumple la Ec.(2.11) sustituyendo f por: (1 4+ g+ ..,+¢")1g para n=1,2,3,...
yEeM

/(1—g)(1+g+...—i—g")lEd)\:/(1+g+...—|—g”)1ngdu.
b be

Como (1 —g)(1+g+...+¢") =1— ¢g""! obtenemos

/(1 —g"™hd\ = / g1+ g+ ...+ g")wdp.
E E

(2.12)

Ahora, por un lado tenemos que en todo punto de B, g(z) = 1, y por lo tanto

— ¢"™(z) = 0. Por otro lado, en todo punto de A (1 — ¢""!(z)),>0 es creciente y tiende
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al (0<g(x) <1lsize A). Porlo tanto la sucesién de funciones medibles no negativas
(1 — g"*™),>0 es creciente y converge puntualmente a 14. El teorema de convergencia
mondtona implica que:

/ (1— ¢ D1gdh  — / 1pladh = A(E()A4) = A(E)

cuando n — “+oo0.

En el miembro de la derecha de la Ec. (2.12) tenemos una sucesién creciente de
funciones medibles no negativas. Sea h : x — [0, +o0] tal que g(1 +¢g+ ... + ¢")w — h
cuando n — oo, entonces, por el teorema de convergencia mondtona, tenemos que:

/ gl+g+ .4+ g")wdp — / hd cuando — o0.
E E

De los resultados anteriores podemos concluir que

Aa(E) = /Ehdu

para todo E € M. Si hacemos E = X tenemos que h € L'(11) puesto que \,(X) < oo.
Solo basta ver que A\, < p. Sea E € M tal que pu(E) = 0. Entonces [, hdp = 0y por lo
tanto A,(£) = 0 con lo que se cumple A\, < p. Con esto la demostracion queda terminada
para A positiva.

Si A es una medida compleja, A se escribe
A= (A1 — ) +i(A3 — \g)

donde A1, Ao, A3, Ay son medidas positivas finitas: tomemos por ejemplo

Re) + |Re)| |ReA| — ReA
M=——7F", l=—-"757"7,
2 2
ImA + [ImA| |[ImA| — ImA
j= DT = BT

(aqui, por ejemplo, Re) es la medida real que consiste en tomar la parte real de A\, y |Re|
es su medida de variacién total). Aplicamos el caso anterior a cada medida A, Ao, Az, Ay
para todo i € 1,2, 3,4,

Ai = Aig + Niss

donde \;, < pt, A\isLp. Ademads A, , se escribe

>\i7a<E):/h7;d,u,
E
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para un unica h; € L'(u). Definamos ahora

)\a = <)\1,a - /\2,0,) + 7;<)\3,a - /\4,a)>

)\s - (/\173 - )\275) + Z.()\3,5 - >\4,8)7

h - (hl - hg) + Z(hg - h4)

Las medidas A\, \s y la funcién h satisfacen (2.1) y (2.2). De esta manera terminamos la
demostracion.



Capitulo 3

Funciones Absolutamente Continuas

En este capitulo aplicamos el teorema de Radon-Nikodym al problema de la repre-
sentacion de las funciones reales como integral de su derivada. Presentamos primero la
nociéon de funcién absolutamente continua, probamos luego que las funciones absoluta-
mente continuas son derivables en casi todas partes, de derivada integrable, y que son
exactamente las funciones que son integrales de su derivada. Terminamos el capitulo con
la descripcion de la funcion de Cantor.

3.1. Definicion y ejemplos

Definicién 3.1.1 Se dice que una funcion compleja f definida en un intervalo I = (a,b)
es Absolutamente Continua en [ si a cada € > 0 le corresponde un § > 0 tal que

Z|f(5z) — flag)] < e (3.1)

para todo n y para cualquier coleccion disjunta de segmentos (aq, 31), ..., (i, Br) en I cuyas
longitudes satisfagan.:

Z(ﬁi — ;) < 0. (3.2)

i=1

Observacion 3.1.2 Sea f una funcion absolutamente continua. Entonces f es uniforme-
mente continua.

DEMOSTRACION. Debemos demostrar que para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que
para todo x € I y para todoy € I, v —y| < d = |f(x) — f(y)| < . Sabemos que f
es AC; entonces, haciendo n = 1 en la definicién anterior, tenemos que: a cada ¢ > 0 le
corresponde un o > 0 tal que:

21
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Figura 3.1: Funciéon a:sin%

[f(B1) = flen)| <

para ay € I y (51 € I que satisfacen

|61 — aq| < 6.

Por lo tanto f es uniformemente continua.

EJEMPLO 1. Sea f la funcién continua definida en [0,1] por: f(z) = zsin(3) si
z# 0, f(0) = 0. f es continua sobre el segmento [0,1], y por lo tanto es uniformemente
continua (teorema de Heine). Verifiquemos que f no es AC. Por definicién f no es AC si

existe € > 0 tal que para todo 0 > 0 existen (ai, by), ..., (an, b,) con

Z| b)) <8y Z|fa2 b)| > e. (3.3)

Sea [x1,11], [T2,Ya], .-y [Tk, Yk, ... la coleccién disjunta de segmentos tal que
1 1
Tp= 1<k
Tk T Sk =

Ahora hagamos los siguientes calculos:

1 1

. 1 , 3m
|f(z)—f(yx)| = |xpsin(—)— yksm( )\ = ]—sm(2k7r+ —————sin(2kn+—-
T 2]{771' 5

2> 2km + <% 2)’



CAPITULO 3. FUNCIONES ABSOLUTAMENTE CONTINUAS 23

1 1 2
= =+ > .
2]4:7?—1—% 2k:7r+3§_2k7r+377r

Por otro lado tenemos:

1 1 T
= el = 2km + I 2km +3T  (2km + T)(2km + 3T)

Pero cuando k — oo,

v T 1

(2km + Z)(2km + 22) © 4k2r? dkm

Como
1
.
E>1

converge, la serie

Z|$k—yk|

k>1
converge.

Ahora aplicamos el criterio para verificar que f no es AC. Elegimos ¢ = 1. Sea § > 0;
de la convergencia de la serie tenemos lo siguiente: existe /N tal que,

o0

Z |z — yi| < 0.

k=N+1

Por otro lado, sea ¢ > N + 1. Entonces tenemos

q q
1
Sl = fu) 22 ) e
k=N+1 k=N+1 2km + 2

sin 1= cuando k — oo v que la serie arménica diverge.

Tomemos en cuenta que
2km

1
2km+ 57

I 1
Z 2k7r+377r—>oo

k=N+1

De esta manera obtenemos,

cuando
q — +00

De aqui concluimos que se puede elegir ¢ tal que
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es decir tal que

Z |f(zr) — flun)| = 1.

k=N+1

Por lo tanto f no es AC.

3.2. El teorema fundamental

Recordaremos primero la caracterizacién de los conjuntos de Lebesgue de medida
cero de [0,1]. Denotemos por M la o-algebra de todos los conjuntos medibles Lebesgue de
R y m la medida de Lebesgue en M.

Definicién 3.2.1 Sea A C [0, 1] entonces A € M y m(A)=0 si y sélo si para todo € > 0
existe [ay,b1], ..., [an, b,| segmentos disjuntos tales que

n

A C U[ai, bz] Yy Z(bz — ai) < €.

=1

Teorema 3.2.2 Sea I = [a,b] y sea f: I — R continua y no decreciente. Cada una de las
siguientes afirmaciones sobre f implica las otras dos:

(a)f es AC en I.
(b)f aplica conjuntos de medida 0 en conjuntos de medida 0.
(c)f es derivable en c.t.p. de I, f'e L', y

f@) = s = [ Fd @<z<h) (3.4)

DEMOSTRACION: Probaremos que (a) — (b) — (¢) — (a). Supongamos que f es
AC en Iy elegimos F C I tal que E € M y m(F) = 0. Debemos verificar que f(F) € M
y m(f(F)) = 0. Elegimos ¢ > 0 y asociamos un § > 0 a f y € dada por la definicién
de una funciéon absolutamente continua. Como la medida de Lebesgue es regular, existe
un conjunto abierto V' con m(V) < 9, tal que £ C V C I. Sean (o, 3;) los segmentos
disjuntos cuya unién es V, i.e, V = |J,(a, 3;). Entonces ) (; — o;) < § y en consecuencia
la eleccion de § muestra que:

D (F(B) — flai) <e. (3.5)

)

Puesto que £ C V entonces f(E) C |J,[f(c), f(B:)] (f es mondtona). Veamos que la
medida de Lebesgue de esta union es el miembro de la izquierda de la ecuacién anterior:

m(JIf (e0), F(5)]) = Zm([f(ai), FB) =Y (F(B:) = flaw)).

7 7
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Entonces resulta ser que para todo € > 0 existe una coleccién de segmentos

(f (), f(B1)) s (f (), £(B:))

tal que
f(E) C U[f(%’)> f(8:)]

Z(f(ﬁz‘) — flas)) <&

por lo tanto m(f(E)) = 0. Ademéds la medida de Lebesgue es completa es decir todos
los subconjuntos de medida cero son medibles. Entonces concluimos que f(F) € My
m(f(E)) = 0. Tenemos asi demostrado que (a) implica (b).

Supongamos ahora que cumple (b) y definamos

g(@) =2+ f()) (a<z<b) (3.6)

La funcién g es estrictamente creciente, y por lo tanto inyectiva.

Si la imagen por f de algin segmento de longitud 7 tiene longitud 1’ entonces la
imagen por g del mismo segmento tiene longitud 1 + 7" (f es no decreciente).

Primero debemos verificar que g satisface (b). Sea B un conjunto de medida cero es
decir tal que m(B) = 0; ademés m(f(B)) = 0. Por lo tanto

m(g(B)) <m(B+ f(B)) <m(B) +m(f(B)) = 0.

Supongamos ahora que E C I, E € M. Entonces E = E; |J Ey donde m(Ey) =0y
FE; es un F, (unién numerable de conjuntos cerrados, ver Rudin teorema 2.20 ). Asf tenemos
que F; es una union de conjuntos compactos y también lo es g(E;) pues g es continua.
Ahora como m(g(Ep)) =0y g(E) = g(E1)Jg(Ey) entonces concluimos que g(F) € M,
por lo tanto podemos definir

w(E) =m(g(E)) (ECI,ECM). (3.7)

Tenemos que ¢ es una funcion inyectiva; entonces conjuntos disjuntos en I tienen
imagenes disjuntas bajo g. Verifiquemos que p es una medida positiva acotada. Sea {A;}
una coleccién numerable disjunta de elementos de M entonces

H (U Ai) =m (9 (U Az)) =m <U(9(Az))> = Zm(g(Ai)) = ZM(I‘W

i=1

Esto es posible ya que m tiene la propiedad de ser aditiva numerable. También
tenemos que p < m, veamos porque: sea Ey tal que m(Fy) = 0; entonces p(Ey) =
m(g(Ep)) = 0. Esto se debe a que g satisface (b).

Ahora por el Teorema de Radon-Nikodym sabemos que existe h € L*(m) tal que

dp = hdm, (3.8)



26 3.2. EL TEOREMA FUNDAMENTAL

que también se puede expresar como:

M(E):/Ehdm.
Si E = [a,z| entonces g(E) = [g(a), g(z)]; de esta manera m(g(F)) = mlg(a),g(z)] =

g(r) — g(a).

Combinando los resultados anteriores obtenemos:
o(a) ~ 9(a) = mlg(E) = p(E) = [ hdm = [ n(tyi.
E a

Utilizando esta Ec. tenemos

:g(x)—g(a)—/jdt:/:h(t)dt—/jdt,

es decir
f(2) - fla) = / ) - dt (a<x<b) (3.9)

Observacién 3.2.3 Si f € L' y F(z) = [*_ f(t)dt entonces F es derivable y F’(x)=f(x)
en todos los puntos de Lebesgue de f, y por lo tanto en c.t.p.

(Para la nocién de puntos de Lebesgue y demostracién ver el anexo 6.3.2)

Aplicando este resultado a nuestro caso tenemos que: f'(z) = [h(z) — 1] en c.t.p.;
entonces podemos concluir que

fl@) = fa) = [ fiae
De esta manera queda demostrado que (b) implica (c)
Finalmente demostremos que (c) implica (a). Sea f derivable en c.t.p. de I tal que
frelly
f@) - fa) = [ fo@  (@<a<b)
Debemos probar que f es AC en L.

Observacién 3.2.4 Sea ¢ > 0. Existe § > 0 tal que si m(E) < 6 entonces [, f'dm < e.
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Nota: La demostracion de esta observacion se encuentra en el anexo (6.2.6)
Sea e >0y d > 0 tales que

w(E) <= /Ef’dm < e. (3.10)

Sea E = |, [o, ;] donde (a1, 1), (a2, B2), ..., (o, B) son segmentos disjuntos tales
que

n

> (B —a) <.

i=1

Como

n

m(E) =m <U[aiaﬁi]> = Zm([@i,@l]) = Z 8 — au| <6,

i=1
la propiedad (3.10) implica que

n

S — flew) = Zl / B Jdm = [E fdm < e.

i=1

De aqui concluimos que f es AC. Con esto queda demostrado el teorema.

3.3. La funcion de Cantor

Construimos aqui el ejemplo clasico de Cantor de una funcién continua no decreciente,
derivable casi en todas partes y de derivada integrable, pero que no es la integral de su
derivada. Por el teorema (3.2.2) la funcién de Cantor no es AC.

Elijamos una sucesién (9,,), tal que 1 = dy > d; > d9 > ...0, — 0. Construimos por
induccién una sucesién de segmentos encajados (E,),>o de medida m(E,) = d,,, para todo
n > 0: sea Ey = [0,1] y dado n > 0 sea E, la unién de 2" intervalos cerrados disjuntos,
cada uno de ellos de longitud 27"4,,. Suprimamos un segmento de longitud 27"(d,, — d,41
en el centro de cada uno de esos 2" intervalos, como se muestra en la figura (3.2)

De esta manera tenemos 2" intervalos de longitud 2771, ;. Definamos E,,;; como
la union de esos 2" intervalos. Por construccién F; D Ey O E3 D ..., v la medida de los
E,, es:

m(E,) = (2")(27"9,) = d,.

Llamemos
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1 1.2
\\\ i \\l {\\\‘ \“\\' o i \i jo
o
T I:xz I, To,4
sl s s .
Ry ! R
]
T2 T3,0 Tx,2 Ti4 I I:,6 I3.7 Is.e
I M N
Py 1T Ty T

e HFHH:; T

Figura 3.2: Funcién de Cantor

E = ﬁ E,.
n=1

Dicho conjunto E es un compacto ya que cada E, es un conjunto compacto y la
interseccién decreciente de compactos en R es un compacto, y

m(E) =m([) E,) = lim m(E,) = lim 6, = 0.
n=1

Sean

1 x
=l oy fla)= / gut)dt (n=0,1,2..).
0

n

Entonces f,(0) =0, f,(1) = 1, y cada f,, es una funcién monétona que es constante
en cada segmento del complementario de E,,. Hagamos la gréfica de f,, para algunos valores
de n.

Para Ey = [0, 1].
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fo

Q.5

0.5

0

Figura 3.3: Funcion de escalera
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entonces
)
fl(iU):;l sio 0<w<g
1 . ) )
fl(x):§ st Elgxgl—é,
T 1 51
S - -2 <z<1
il =5 +(1-5) s 1-T<aes
1 T Og
=—1 = — ) << —
92 5 E2; fa() 5 St ST > 1’
ver la figura (3.3)
Si J es uno de los 2" intervalos cuya unién E,, se tiene que
1 1 14,
Wtdt = | —dt=—m(J)= ——=2"".
[ anttrit = [ it = zmin) = 32

Por otro lado si J = I |JI,|J I donde I; y I3 son intervalos de los 2" intervalos
de medida gﬁﬁ cuya union es F, 1, se cumple que

/]gn+1(t)dt:/ 9n+1<t>dt+/ 9n+1(t)dt+/ Gny1(t)dt

I I I3

1 1
= / dt —I—/ dt
I 5n+1 I3 5n+1
1 1 2
= ] ] = — 2—7’1‘
5n+1m( )+ 5n+1m( ) PAE

Por lo tanto se tiene que

[, gu(t)dt = /J Gror (D)t = 277, (3.11)

Haciendo uso de este resultado verifiquemos lo siguiente:

(a)fn-i-l(x) = fn(x) (:L’ € En)?

O ful) = Fua ()] < / o — gapa] <2 (z € By).
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I, I- Ir+1

Ira Ir
Figura 3.4: Intervalo I,

DEMOSTRACION. Recordemos que E, = LLIULU...UIx» donde I, = [ag, by,
1 <k < 2" como en la figura(3.4)

Demostremos el inciso (a). Sea = € [0,1] \ E,. Consideramos el indice p tal que
b, < x < apt1, como en la figura (3.4) .Tenemos que

fari(z) = /:” gnt1(t)dt = i/ Gnt1(t)dt
0 1 /I

y por otro lado,

fulz) = / gty =

k=1

/Ik gn(t)dt.

Por la igualdad (3.11), para todo k=1,2,...p

/Ik gn(t)dt = /Ik nr1(t)dL.

De donde se concluye que

fn—l—l(x) = fn(m)

Demostremos el inciso (b). Aqui # € E,. Sea p el indice tal que x € I, = [a,.b,].

Tenemos
Ful@) = fori(2) = /O gu(t)dt — /0 gurr (8)dt

:/ tdt+/ gn(t
LU-Ulp

_(/ tdt—i—/ Int1(t
LU Ul

_ / gu(t)dt — / g ().

P P
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Por lo tanto,

oo (@) — fulw)] = | %m@ﬁ—/ gu(t)d]
[ap,x] [ap »37]

g/ %M@ﬁ+/ Gu()dt
[ap ,m] [zzp,z}

< / gn—l—l(t)dt + / gn(t)dt
[ap,bp] [ap,bp]
S 2771, 4 277L S 27n+1'
De esta manera se verifica (b). Ahora veamos que {f,} converge a una funcién uni-

formemente. Para esto hacemos uso del criterio de Cauchy.

Sea € > 0, y sean p,q numeros tales que ¢ > p. Entonces,

|fo(@) = fo(2)| = [fp(2) = fora(z) + fora(®) = fppa(®) + o + fya(x) — fo(2)]

< fo(@) = s (@) + [ fpr1(2) = fraa (@) 4 oo+ | o1 (z) — fo(2)]
<Pl pomp o= (Hl) oy o@D+

+oo +o0o
< Z 9—k+1 _ 27p+1(z 2—k> _ 27p+1<1 1 1) — 9—pt2

Asi que

sup |fp(x> - fq(x)l < 272,
z€[0,1]

Como 2777 — 0 cuando p — oo, podemos concluir que { f, } converge uniformemente
sobre [0,1]. Sea f = lim f,.

Esta funcion es continua por ser limite uniforme de funciones continuas. Veamos
que f es creciente: sean x < y; sabemos que f,(z) < f.(y) para todo n > 0. Como
flz) =1m fu(x) y f(y) = lm f,(y), obtenemos f(x) < f(y).

Ademés, f,,(0) = 0 para todo n, lo que implica f(0) =0,y f,(1) = 1 para todo n, lo
que implica f(1) = 1.

Probemos ahora que f es derivable en cada x € [0,1] \ E'y {'(x)=0: sea z € [0, 1] \ E.
Como z € (), En)® = U, (E,), existe ng tal que z € (E,,)°. (E,,)¢ es unién finita de
intervalos abiertos y = € (a,b) uno de estos intervalos. f es constante sobre (a,b), por lo
tanto es derivable de derivada 0. De lo anterior podemos concluir que f’=0 en c.t.p. De esta
manera tenemos una funcién continua f en el intervalo [0,1], derivable en casi todo punto
y tal que f' € L! pero que no es integral de su derivada:

por un lado f(1) — f(0) = 1, y por otro lado
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/01 F(t)dt = 0.

Por lo tanto

f) =) # [ f(t)dt.



Capitulo 4

Funcionales lineales acotados en L”

En este capitulo se presenta otra aplicacion del teorema de Radon-Nikodym. Aqui ve-
mos que las formas lineales continuas sobre LP, 1 < p < 400, se representan por funciones
de L%, donde p y q son exponentes conjugados.También se presenta la construccién de un
contra-ejemplo para p = 400 en el cual veremos que existen funciones lineales continuas
sobre L°°(R) que no provienen de funciones L'(R).

4.1. Representacion de las formas lineales continuas
sobre [P, 1 < p < +oc.
Teorema 4.1.1 Sean 1 < p < oo, p una medida positiva o— finita en X, y ® un funcional

lineal acotado sobre LP (u). Entonces existe una unica g € L9, donde q es el exponente
conjugado de p, tal que

B(f) = /X fodi  (feLP(u)). (4.1)

Ademdas, si ® y g estdn relacionadas como en (4.1) se tiene que

e [1=lgllg - (4.2)

DEMOSTRACION. Primero demostremos la unicidad. Supongamos que tanto g co-
mo ¢’ son funciones que satisfacen la Ec.(4.1). Entonces,

/fgduz/ fo'du — (Vf € LP(n)),
X X

de aqui que

/ fgdu—/ fg'du =0,
X X
35
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es decir

/Xf(g —g')dp = 0. (4.3)

Sea E un conjunto medible tal que p(E) < +oo; tenemos lp € LP(du) ya que
Jx Vhdp = p(E) < 4o00. Sustituimos f = 1g en la ecuacién (4.3) :

/X 16(g — ¢ )dp = /E (9 ¢')dpu = 0.

Escribimos X = |J,; X; donde p(X;) < 400 (u es o-finita). De lo anterior, para todo
E € M(X;), la g-élgebra de los subconjuntos medibles de X,

/E(g —g')dp = 0.

La funcién g — ¢’ pertenece L'(X;, u, A(X;)) (L9(X;) C LN(X;) ya que pu(X;) < 400)
y satisface la ecuacién anterior para todo E; por lo tanto g — ¢’ = 0 en c.t.p. de X, para
todo i (anexo 6.2.4), y g — ¢’ = 0 en c.t.p. de X, es decir g = ¢’ en LY.

Antes de demostrar la existencia veamos que se verifica una de las desigualdades en
Ec.(4.2). Si se verifica Ec. (4.1) la desigualdad de Holder implica que

[6(N] < (£ llpllgllq-

Ademas una manera de escribir la norma de ¢ es

ol = inf{k >0 Nfelr, |o(f)] <Elflp}-

Haciendo uso de estos resultados concluimos que

161l < [lgllq- (4.4)

De esta manera lo que nos resta es demostrar la existencia de ¢ y verificar la otra
desigualdad en Ec.(4.4). Observemos que si ||¢|| = 0 se verifican (4.1) y (4.2) con g = 0.
Por lo tanto supondremos que ||¢|| > 0.

Comenzaremos con el caso u(X) < oo. Para cualquier conjunto medible ' € X,
definamos:

AME) = o(1g).

Observemos que 1p € LP(u) ya que [, 1hdp = p(E) < +oo.

Veamos que A es una medida aditiva; para esto recordemos que 14)p = 14 + 1p, si
Ay B son disjuntos, y que ¢ es lineal. Tenemos
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MAUB) = 6(lays) = ¢(14) + ¢(15) = A(A) + A(B),

y por lo tanto A es aditiva.

Ahora verifiquemos que A es una medida con la propiedad de aditividad numerable.
Supongamos que F es la union de una colecciéon numerable de conjuntos medibles F; dis-
juntos, y definamos A, = Ey|J Es ... |J Ex. La sucesién (Ay)r>o es creciente. Calculemos
lo siguiente:

e = Laglly = [le/acll, = {/ Liya, i3 = [1(E — Ay))7.

Entonces tomamos el limite:

tim [[1p — 14, = lm [u(E — 4]V =

ya que la sucesién (E — Ag)r>o es decreciente y que p(E) < +oo. Es importante observar
que aqui se utiliza la hipotesis de que p < oo.

Sabemos que ¢ es continua: para todo € > 0, existe § > 0 tal que

e —ladp <o = [6(le) — o(la)] = [ME) = A(Aw)| <e.

Es decir
AME) = lim \(Ay).

k—o0

Como A es aditiva,

Por lo tanto, la serie

converge y

De lo anterior concluimos que A es una medida compleja.

Demostremos que la medida A\ es absolutamente continua con respecto a p. Sea F
medible tal que p(E) = 0; queremos comprobar que A(E) = 0.

Por definicion de A,
IAE)] = [¢(1e)] < [|0lll[1ell,

donde ||¢|| es la norma de la aplicacién lineal continua ¢.
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Como

el = /X (Lp)Pd] 7 = [u(E)]7,

deducimos que
p(E)=0= A(E) =0.

Por lo tanto A < p.

Ahora empleando el Teorema de Radon-Nikodym podemos asegurar la existencia de
una funcién g € L'(u) tal que para todo conjunto medible £ C X

o(1p) = /E gyt = /X pdp. (4.5)

Si f es una funcion medible simple,

N
f= ZailEia a; € C,
i1

y haciendo uso de la linealidad de ¢ obtenemos

N N N
o =Y aile) = Y ad(in) = Yoa [ ngdu
i=1 i=1 =1 X

N
5/§pmww=/me
X i—=1 X

Si f € L*™®(u), existe (f;);eny una sucesion de funciones simples tal que f; — f en
L>*(p). Por lo anterior ¢(f;) = [y figdp. De un lado, ¢(f;) — ¢(f), cuando i — 400
puesto que

[o(fi) — (O < Mlellllfi = fll»
< [1@ll[].fi = flloo(u(X))VP.

Es importante observar que la hipétesis u(X) < oo es esencial.

Por otro lado fg € L'(u) y fX figdp — fX fgdp cuando ¢ — oo, puesto que

[ o= [ fodul < [ 15~ flgldn
X X X
< |Ifi = fllscllglls-
Por lo tanto, para toda f € L*>(u),

¢m=Amw (4.6)
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Queremos concluir que g € L7y que se verifica la Ec.(4.2), esto lo haremos por casos.

CASO 1. Primero lo haremos para p=1. De la Ec.(4.5) tenemos,

| /E gd| = | /X 1pgdu) < 6111zl = 6]l u(E)

para todo E € M. La desigualdad expresa la continuidad de ¢. Por un teorema (anexo
6.2.3), [g(z)] < [[¢]l en c.t.p., luego [[glle < [|¢]| y se sigue que g € L.

CASO 2. Para 1 < p < oco. Existe una funcién medible «, |a] = 1, tal que ag = |g|
(anexo, proposicién 6.2.5). Sea E, = {z : |g(z)] < n}, y definamos f, = 1g, |g|? 'a.
Entonces |f,|P = |g|? en E,, f, € L>®(n), y de Ec. (4.6)

/E gl = /X Fagdis = 6(f) < 1811 ullo < I161( /X FuPdi) ' < 6] /E v

Por lo tanto
/ Iplglida < 67 (n=1,2,3,..). (4.7)
X

Si aplicamos el teorema de la convergencia mondtona a Ec. (4.7) obtenemos que

lgllg < 11l

De esta manera se verifica la Ec.(4.2) y g € L9(u). Se sigue que ambos lados de la
Ec.(4.6) son funciones continuas en L”(x). Ambas coinciden en el subconjunto denso L ()
de LP(u); y por lo tanto coinciden en todo LP(u). Lo cual completa la demostracién en el
caso en que u(X) < oo.

Si u(X) = oo pero u es o-finita, elijamos w € L'(p) como en el lema 6.2.2(ver anexo).
Entonces dfi = wdp define una medida finita en M, (i(X) = [, wdp < +00), y

F —w'/?F (4.8)

es una isometria de LP(f1) a LP(u), puesto que w(z) > 0 para todo z € X (la aplicacién
inversa es F' — w™'/PF). Por tanto, se define

Y(F) = p(w'PF) (4.9)
un funcional lineal acotado v en LP(f1), con ||| = ||¢||-

La primera parte de la demostracion muestra ahora que existe G € L%(ji) tal que

W(F) = /X FGdji  (F € LP()). (4.10)

Sea g = w'/9G. (Si p=1, g=G). Veamos que g € L

/ gldp = / w|Glidp = |G < +oo.
X X
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Entonces

/X l9l%dp = Gl = 91 = llell* (4.11)

si p > 1, mientras que ||g]|oc = [|Gllee = ||¥|| = [|#]| si p = 1. Asi se verifica la Ec.
(4.2), y puesto que Gdji = w'/Pgdy, obtenemos finalmente que

o(f) = w(w rf) = /

X

w VP FGdf = /X fodpu (4.12)

para toda f € LP(u).

4.2. Contrae-ejemplo para p = +00

Sea C, el espacio de las funciones continuas acotadas sobre R, y sea T : C,(R),
f—=f(0).

T es una forma lineal continua sobre (C,(R), ||||): para toda f € C,((R)), |T(f)| =
|£(0)] < ||flloo- Por el teorema deHahn-Banach 7" se extiende a una forma lineal continua
sobre L>(R)



Capitulo 5

El Teorema de representacion de
Riesz

En este capitulo vemos la definicion de la integral de una funcién respecto a una
medida compleja. También presentamos el teorema de Riesz el cual nos dice que las formas
lineales continuas sobre un espacio métrico compacto se identifican, mediante la integral,
con las medidas complejas.

Antes de enunciar el teorema daremos algunas definiciones y mencionaremos algunos
ejemplos de formas lineales continuas.

5.1. Integral con respecto a una medida compleja

Para definir la integral con respecto a una medida compleja necesitamos el siguiente
teorema:

Teorema 5.1.1 Sea p1 una medida compleja en una o-dlgebra M € X . Eziste una funcion
medible h tal que para todo x € X |h(z)| =1y

dp = hd|p|. (5.1)

La igualdad anterior es conocida como la representacion polar (o descomposicion polar) de
I

DEMOSTRACION: De la definicién de |u| tenemos que g < |u|, por lo tanto el
teorema de Radon-Nikodym garantiza la existencia de algin h € L(|u]) que verifica (6.1).
Sea A, = {x € X : |h(x)| < r}, donde r es algiin nimero positivo, y sea { £;} una particién
de A,. Entonces

ST In(E) =301 [ bl < 3 rlul(Ey) = vl )

41
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por lo que |u|(A,) < r|u|(A,). Sir < 1, esto nos lleva a que |u|(A,) = 0. Asi |h] > 1
en c.t.p.

Por otra parte, si |u|(E) > 0, la ecuacién (6.1) muestra que

| )
@  pll (® ="

Apliquemos ahora el teorema (6.2.3), usando el disco unidad en lugar de S, y con-
cluimos que |h| <1 en c.t.p.

Sea B = {x € X : |h(z)| # 1}. Hemos demostrado que |u|(B) = 0, y si redefinimos h
en B haciendo h(x) = 1 en B, de esta manera obtenemos una funcién con las propiedades
deseadas.

Definicién 5.1.2 Sea 1 una medida compleja y sea h una funcion medible tal que |h(z)| =
1 para todo x € X, ydu = hd|u|. Decimos que una funcion f — C es integrable con respecto
a p si es integrable con respecto a |u|. Si f es integrable con respecto a p definimos

[ g [ o

Observacion 5.1.3 Una funcion medible acotada es pi-integrable (|u|(X) < +00).

Propiedad 5.1.4 Si A, p son dos medidas complejas, para toda f : X — C medible acotada

/de(AJru):/de)\Jr/deu.

5.2. Formas lineales continuas sobre C(X) ; ejemplos.

Sea (X,d) un espacio métrico compacto, y sea C(X)= {¢ : X — C,continua}, el
espacio vectorial de las funciones continuas de X a C. Si ¢ € C(X), definimos |4/« =
sup,cx |p(x)|. Sabemos que (C'(X), ||||o) es un espacio de Banach: una sucesién uniforme
de Cauchy converge uniformemente. Ademas, si las funciones de la sucesion son continuas
su limite es una funcién continua.

Ejemplo 1. Si 4 es una medida compleja,

T:C(X)—C

w%/wdu

es una forma lineal continua: para todo ¢ € C'(X

[ il < | Jeldlal < lelllil ),
X X

tal que
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es decir

T(e)| < Cllells
donde C' = |u|(X) < co. Ademas ||| < |p](X).
Ejemplo 2. Sea xy € X y T,,, : C(X) — C tal que ¢ — @(z9). T, es una forma

lineal continua: para todo ¢ € C(X), [Ty, (©)| = |p(z0)| < [|@||lso- T, proviene de la medida
de Dirac dz: para todo ¢ € C'(X),

mezéwmw (5.2)

DEMOSTRACION: Supongamos primero que ¢ = 14, con A un conjunto de Borel.
Tenemos

p(zo) = 1a(zo) v ‘LW%=%M%

lo que implica

o(z0) = / 00y,
X

Si ¢ es una funcién simple positiva
N
p=> Ala,  AN=0, A €B,
i=1

y obtenemos (5.2) por linealidad.

Si ¢ es una funcién continua positiva, ¢ es un limite de una sucesion creciente de
funciones simples positivas (¢ )nen-

Toy(0) = p(z9) = lim @,(z9) = lim Ondiy, :/ ©ddy,.
X X

n—-4oo n—-+o0o

La ultima igualdad viene del teorema de convergencia dominada.

Finalmente, si ¢ € C(X), ¢ es integrable con respecto a d,,, ¥

¢ = (Rep)™ — (Reg)™ +i[(Imp)" — (Imyp)~].

El caso anterior y la linealidad de la integral implican el resultado.
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5.3. El teorema de Riesz

Teorema 5.3.1 Sea (X,d) espacio métrico compacto. Para toda T forma lineal continua
sobre X existe una unica medida compleja p sobre (X,B), donde B es la o-dlgebra de Borel,
tal que para todo ¢ € C(X),

T(p) = /X pdy.

Adems ||| = ]l

DEMOSTRACION. Demostremos la existencia: Sea T una forma lineal continua
sobre C(X).

Si T = 0, la medida g = 0 conviene. Por lo tanto podemos suponer T' # 0. Sea

T = II_%\ Tenemos que ||T|| = 1. Si ji representa T, la medida p = ||T||ji representa la

forma T. Por lo tanto podemos suponer ||T|| = 1. Construiremos primero una medida
positiva |u|. Para esto es necesario que definamos lo siguiente:

Definicién 5.3.2 Sea f € CT(X), el espacio de las funciones continuas no negativas.
Definimos
Af =sup{[Th|,h € C(X),|h| < f}.

Sea f € C(X). f se escribe

f=(Ref)" = (Re)” +i[(Imf)" = (Imf)7].

Definamos
Af = ANRef)" — A(Ref)” +i[AImf)t — A(Imf)7].

A es positiva en el siguiente sentido: para toda f € CT(X), A(f) > 0. Ademés, de la
definicién sabemos que, para toda f € C'(X),

(O < AASD < 1 llee- (5:3)

DEMOSTRACION: Probemos primero la primera desigualdad: si f € C(X), |f| €
CT(X). Por definicién de A(]f|), para toda h € C(X) tal que |h| < |f|, tenemos

A(|f1) = |Th].
En particular, con h = f obtenemos la desigualdad.
Probemos la segunda desigualdad: por la continuidad de T, para toda h € C'(X) tal
que [h| < |f],

Th] < | TN1Allse < [1Plloe < [ f]loo-
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Tomando el supremo sobre las funciones continuas h tales que |h| < |f], obtenemos
que

ACSD < (1 llos-

Por otro lado recordemos el teorema de representacion de Riesz de las formas positi-
vas:

Teorema 5.3.3 Si A es una forma lineal positiva sobre C(X) entonces puede representarse
por una medida positiva |pu|.

La prueba consiste en proponer una férmula para la medida asociada y en hacer las verifi-
caciones.

Recordemos los principales argumentos de la demostracion:

Sea w abierto de X. Definamos |u|(w) = sup{A(f),f € C(X),0 < f < 1,}, y si
EcC X, |p|(F) =inf{|u|(V), E C V,Vabierto}.

Nos restringimos a N, el conjunto de los subconjuntos £ C X tales que

|ul(E) = sup{|u|(K), K compacto y K C E}.

Es un trabajo técnico pero facil de verificar las siguientes propiedades: N es una
o-algebra que contiene los borelianos, |i| es una medida positiva sobre N. Ademds, N es
completa con respecto |u|: si B € N,y A C E es tal que |u|(E) = 0, entonces A € N.

La medida |u| representa a A en el siguiente sentido: para toda f € C'(X),

Af = /X Fdlpl.

(ver Rudin, teorema 2.14, el teorema de Riesz para las formas lineales continuas positivas)
Por construccion |u| es una medida regular.

T : (C(X),]|||l1) — C es continua si ||||; es la norma definida sobre C(X) por: para

toda f € C(X),
1l = /X Fldlu.

Lo anterior es evidente por la Ec. (5.3): para toda f € C(X),

() < A(lf]) < /X [fldlel < 1£1]s-

Ademads su norma es menor o igual a 1. Podemos extender 7" a L', en una aplicacién
lineal de norma < 1 ya que C'(X) es denso en L'. Entonces, por el Teorema (5.1.1), podemos
concluir que: existe g € L™ con |g| < 1 tal que para toda f € C(X),

T(f) = /X fodlu.
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Sea p tal que du = gd|p|. Tenemos que: para toda f € C(X)
1(7) = [ fin
X

Observemos primero que
ul(X) =1,
ya que

[ul(X) = sup{|T(f)], f € C(X),|f| <1} = |T]| = 1.
Probemos que |g| = 1 en c.t.p. y que || es la medida de variacién total de p. Sabemos

que
W(X)=1, ¢y gl <1 (5.4)

Por otro lado, si f € C'(X) es tal que |f| <1,
1)1 =1 [ fodlull < [ lolalu
X X
Por lo tanto,

/X gldlul = swp{T(), f € CX).If] < 1} = | = 1. (5.5)

La Ec.(5.4) y la Ec. (5.5) son compatibles si y sélo si |g| = 1 en c.t.p. El lema siguiente
implica que |u| es la medida de variacién total de u:

Lema 5.3.4 Si v es una medida positiva en M, g € L*(v) y

AE) = / gdv, VE € M,
E
entonces
|>\|(E):/ gldv,  VEeM.
E

Como dp = gd|p|, por el lema, la medida de variacién total de p es la medida |g|d|pul,
es decir |u| ya que |g| =1 en c.t.p.

DEMOSTRACION: Por el teorema (5.1.1), existe una funcién h, de valor absoluto
1, tal que d\ = hd|\|. Por hipétesis d\ = gdu. Por lo tanto

hd||A| = gdp.
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Esto nos da que d|\| = hgdp.

Puesto que |A| > 0y u > 0, se sigue que hg > 0 en c.t.p.[u], por lo que hg = |g| en
c.t.p. [1] (va que |h| =1).

Ahora demostremos la unicidad en el teorema de representacién de Riesz. Sea T :
C(X) — C forma lineal continua, y sean pu, ' medidas complejas tales que, para toda

p € C(X),
T(SO)Z/){wdu:/){sodu"

i — ' es una medida compleja que denotamos por v. Tenemos que: para todo ¢ €

C(X),
[ =0

Esto se cumple en particular para cada ¢ funcién medible acotada. Por definicién de la
integral con respecto a la medida compleja v,

/gpdl/:/ whd|v|
X b

donde h es medible tal que |h| = 1. C(X) es denso en L'(X, |u|): existe (¢,), sucesién de
funciones en C(X) tales que ¢, — h en L*(u|) . Por un lado tenemos que

/ enhd|v| — / hhd|v| = |v|(X), cuando  n — +oo.
be be

Por otro lado, para toda n € N,

/ enhd|v| = 0.
X

Por lo tanto |v|(X) = 0y v=0. Con esto terminamos la demostracion.



Capitulo 6

Apéndice

6.1. Apéndice 1: operadores lineales continuos o aco-
tados

Teorema 6.1.1 Para cualquier operador acotado A que actia de un espacio normado a
otro espacio normado se tiene

A
||4]| = sup ||4z|| = sup |4z] =inf{k > 0| Vz € E, ||4z| < k|x|}.

lzll=1 20 || 7]

Teorema 6.1.2 Sea H un espacio de Hilbert. Para toda forma lineal f continua sobre H
existe un unico elemento xy € H tal que

f(z) = (z,x0) x € H
Ademdas resulta que || f|| = ||zo||. Viceversa, si xy € H, la formula anterior define una
forma lineal continua f tal que || f|| = ||zol|-
6.2. Apéndice 2: Algunos resultados auxiliares

Lema 6.2.1 Si z,...,2y, son numeros complejos, entonces existe un subconjunto S de
{1,...N} para el cual

1 N
1>l > ;;!ZH-

kesS

Lema 6.2.2 Si i es una medida positiva o-finita en una o-dlgebra M sobre un conjunto
X, entonces existe una funcién w € L'(p) tal que 0 < w(z) < 1 para todo z € X.

49
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Teorema 6.2.3 Supongamos que u(X) < oo, f € L'(u),S es un conjunto cerrado del

plano y los promedios
1
Ael) =~ [ rdn
o=@ s

pertenecen a S para todo E € M con u(E) > 0. Entonces f(x) € S para casi todo x € X.

Teorema 6.2.4 Supongamos que [ : X — [0,00], es medible, E € M, y [, fdu = 0.
Entonces f =0 en c.t.p. de E.

Proposicion 6.2.5 Sifes una funcion compleja medible en X, existe una funcion compleja
medible a en X tal que || =1 y f = alf].

Proposicién 6.2.6 Sea (X, M, 1) un espacio con medida y f € L*(X, M, u). Sea & > 0.
Eziste § > 0 tal que si u(E) < 0 entonces [, |f|du <e.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que la funcién f es no negativa. Primero lo
demostramos para una funciéon acotada. Sea f una funcién acotada lo que significa que
existe M # 0 tal que 0 < f(z) < M para todo z. Seane > 0,6 >0y F € A tal que
u(E) < 6. Entonces

/fdpg/Md,u<M,u(E)§M5
E E

Ahora elegimos 0 tal que MJ < ¢ (porejemploss7), tenemos

/Efdu<e.

Ahora lo hacemos para cualquier f integrable no negativa, para esto definimos los siguientes
conjuntos:

E, ={x € X talque0 < f(z) < n} Ew = {x € Xtalquef(z) = +o0},

aqui es importante notar que pu(FEy) = 0 puesto que f es integrable. Comenzamos por
demostrar que

lim /E fdu:h'm:/deu. (6.1)

n—-4o00

[En fdu = /XflEn,

la sucesion flp, es creciente y el teorema de Beppo-Levi implica

Sabemos que

n—-+4o0o

lim / fdp = lim flEnd,u:/f lim 1g dup
E, n—-+00 X X n—-+00
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Pero lim,, .o 15, = 1y, Como X =, B, U Fs y #1(Es) = 0, tenemos 1\ g, =1
en c.t.p., lo que implica (6.1)
Ahora fijamos € > 0, y ng tal que

(6.2)

DO ™

os/ﬂm— fdu <
X Eng

Sabemos que el resultado se cumple para funciones acotadas y f es una funcién
acotada en F, ; entonces existe ¢ tal que para toda A € A

g
WA En) <6 = /AﬂE fdp < 5.

Sea A € A tal que u(A) < J; escribamos

/fwz/) fw+/ Jdp.
A AN Eng AN (Eng)e

Del hecho de que A(N(E,,)¢ C X \ E,,, usando (6.2) tenemos que

|t gaus
AN(En)e X\ By

/Afd,u<5.

6.3. Apéndice 3: Puntos de Lebesgue de una funcién
integrable

DO | ™

Por lo tanto

Teorema 6.3.1 A cada v € R" asociémosle una sucesion {F;(z)} que contraiga a = ade-
cuadamente y sea f € L'(R"). Entonces

f(z) = lim

W B Joy ™ ©.3)

para todo punto de Lebesque de fy por tanto para c.t.p/m/
DEMOSTRACION: Sea 2 un punto de Lebesgue y {E;(x)} la sucesién asociada a
x. Puesto que esta sucesién se contrae adecuadamente. Sean a(z) y B(z,r;) el nimero

positivo y las bolas asociadas a {F;(x)} t.q. E;(x) C B(x,r;) y

m(E;(x)) > am(B(z,1;)). (6.4)
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Reescribimos lo que queremos demostrar como

f(z) — lim !

S dm = 0. 6.
PR B S (65)

Por otro lado tenemos que

1@ = B o, T (6.6)

por lo tanto

1 1 1
1)~ 0D o= B Jo " BTN o

1 1
~ B o 10~ D1 < ey [ 0@ = Dl

Usando (6.4) obtenemos

a(x) 1

s ) - i< et / @ -

Ahora en el miembro de la derecha de esta desigualdad tenemos r; — 0 cuando
1 — +00; ademas sabemos que x es un punto de Lebesgue. Deducimos que

, 1 -
Ji s /B IR

y por lo tanto que
oz
lim

i ) o 17— Sldm =0

Con este resultado vemos que se verifica (6.5). De esta manera se concluye la de-
mostracién.

Teorema 6.3.2 Si f € L'(R') y F(z) = [*_fdm para (—oo < z < 00). Entonces
F’(x)=f(x) en todo punto de Lebesque y por tanto en c.t.p.

DEMOSTRACION: Para demostrar esto es necesario probar la existencia y calcular

la derivada de F(z), es decir, F'(z) = “L([*_ fdm). Sea §; una sucesién de nimeros

positivos que converja a cero. Hacemos los siguientes calculos

F(x+6;) — F(x 1 [t
br) =P L,



CAPITULO 6. APENDICE 53

Para el miembro de la derecha el limite existe por el teorema anterior con E; =
[z, x + ¢;]. Entonces

. Fla+6)—F(xz) . 1 7+
6}2{)14' 5; N 5}513+ 5 /x fdm

El miembro de la izquierda de la igualdad es la definicién de derivada por la derecha
de F en x y. El limite de la derecha existe y es igual a f(z) por el teorema (6.3.1). Por lo
tanto F'(x) = f(x)por derecha.

Si procedemos de la misma manera pero ahora haciendo F; = [x — §;, 2] obtenemos

Fl@)—Fle—&) 1 [°
0; T /xai fm

aplicando el limite obtenemos

_ Fla)—Fx—3&) . 1 [°
Y

Ahora tenemos que el miembro de la izquierda es la definicion de derivada por
izquierda. Nuevamente el teorema (6.3.1) garantiza la existencia del limite y por lo tanto
F'(z) = f(z) por izquierda. Como las derivadas por derecha y or izqgierda en x coinciden,

F es derivable en x y F'(z) = f(x).
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