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0.2. Introduccion

El estudio de la ecuacién de onda fue la motivacion para los primeros trabajos
en Ecuaciones Diferenciales Parciales. Jean Rond D’Alembert (1717 — 1783) pub-
licé en 1743 Fraite de dynamique, articulo en el cual fue considerada la ecuacién de
una cuerda. Considerables argumentos surgieron entre D’Alembert y Leonar Euler
(1707 —1783) publicando importantes articulos entre 1734 y 1748. En estos articulos
se establecieron soluciones periddicas y condiciones iniciales que envolvian funciones
discontinuas. Jean Bernoulli (1700-1782) estudié ondas en barras y extendié con-
siderablemente el conjunto de condiciones iniciales admisibles. Un tiempo después,
Joseph-Louis Lagrange considero la propagacién del sonido y llego al descubrimien-
to umbral de las series de Fourier en 1759. Entre 1762 y 1763, Euler y D’Alembert
resuelven ondas en una cuerda por una gran variedad de técnicas, y en 1759, Euler
considera ondas en una membrana.

En nuestra tesis consideraremos el Problema de Cauchy para la ecuacion de onda
en una dimensién (cuerda infinita) y el problema mixto para la ecuacién de onda
sobre la semirrecta (cuerda semi-infinita con extremo izquierdo fijo).

Para investigar las vibraciones de la cuerda semi-infinita hay que considerar
el problema de la Cauchy sobre la semirrecta IR, . Resulta que aunque los datos
iniciales ¢ y 1) sean infinitamente diferenciables en IR, la solucién del problema no
pertenece a C?; si la segunda derivada ¢”(0) # 0 (vease Lema 3.1.2). Por lo tanto,
la solucion del probema no es la solucién clasica; esto implica que es necesario
entender la solucién en otro sentido, llamado el sentido generalizado 6 el sentido
débil. En genral, para las soluciones generalizadas se utiliza la teoria de distribuciones
de Soboleff-Schwartz, pero la exposicion de esta teoria en la tesis ocuparia mucho
lugar y por eso se escogio otra ruta que no usa la teorfa de diferenciacion de las
distribuciones. Sin embargo, este camino requiere muchos mas calculos directos que
se presentan en el capitulo 3. La escencia de este método consiste en la aparicién
de las funciones prueba y las identidades integrales. En la seccién 3.1 introducimos
las funciones prueba y en la seccién 3.2 demostramos que la solucién satisface la
ecuacién de onda en el sentido débil. Usando este método demostramos la unicidad
de la solucién del problema para la onda en la semirrecta. Esto es la parte central
de la tesis.

Notemos que la teoria de las soluciones débiles para la cuerda semi-infinta no se
presenta ampliamente en la literatura. Por lo tanto, los resultados de las secciones
3.1 y 3.2 son originales en cierto sentido.



Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales parciales
y la ecuacién de onda

1.1. Definiciones generales

En esta seccion presentaremos algunas de las definiciones generales y notaciones
utilizadas acerca de las Ecuaciones Diferenciales Parciales.

Definicién 1.1.1 1. Una Ecuacion Diferencial Parcial (EDP) es una ecuacion
que contiene al menos una deriwada parcial.

2. Una solucion de la EDP es cualquier funcion que satisface la ecuacion.

3. El orden de una EDP es el orden de la derivada parcial mayor que esté en la

ecuacion.
Ejemplos:
1. Las ecuaciones
22Uy — Ylgy = U, (1.1)
T YUy = u?, (1.2)
y
Ugy + AYtiyy — (u)? + ugu, = cosu, (1.3)

son ecuaciones diferenciales parciales '. Tales ecuaciones son de gran interés en
matematicas y en el modelado de fenémenos de la ciencia, ingenieria, economia,
entre otras areas.

du(x, du(x, 0% u(x,
1 Utilizaremos las siguientes notaciones: u, = u(@ y)7 Uy = M7 Upy = M7
ox Oy 0 x?
_ 9%u(z,y)

W day

, y asi sucesivamente, para cualquier funcién u diferenciable.



3.

a) La ecuacion
duy +3uy +u =0 (1.4)
tiene a la funcién
u(a,y) = e~ (3x — 4y), (1.5)

como solucién particular. Lo que se verifica sustituyendo

1
Uy = e*$/4[—1(3x —4y) + 3], u, = —4e "4 (1.6)

y (1.5) en la ecuacién (1.4). De donde obtenemos que u satisface (1.4)
para toda (z,vy).

b) La ecuacién
Uzz — Ny = 0, (1.7)

tiene solucion general

u(r,y) = fi(3x —y) + f2(37 +y), (1.8)

en la que f; y fo son funciones arbitrarias.

En lo sucesivo demostraremos que (1.8) proporciona todas las soluciones de
(1.7) en la clase C%(IR?), es decir, de las funciones que tienen derivadas par-
ciales continuas de segundo orden. Para obtener todas las soluciones de esta
clase hay que tomar f; y fo de la clase C*(IR).

En vista de la gran variedad en la eleccion de las funciones f; y fs, la ecuacién
(1.7) tiene una infinidad de soluciones. Para especificar las funciones f; y
f2 se usan condiciones adicionales, por ejemplo, condiciones de frontera. En
particular, el problema de Cauchy para las ecuaciones de este tipo determinan
f1y fo (vease la seccion (2.1)).

La ecuacién (1.4) tiene orden uno y la ecuacién (1.7) tiene orden dos.

Definicién 1.1.2 1. Una EDP es lineal si ésta es lineal con respecto a la fun-

2.

cion y sus derivadas parciales. Una ecuacion que no es lineal con respecto a la
funcion y sus derivadas parciales es llamada no lineal .

Una EDP es cuasilineal si ésta es lineal con respecto a sus términos en
derwadas mayores.

Ejemplos:

1.

La ecuacion (1.1) es una ecuacién diferencial lineal, mientras que la ecuacién
(1.2) es no lineal, por el término u?.

. La ecuacién de segundo orden (1.3) es cuasilineal, porque es lineal con respecto

a sus términos de segundas derivadas parciales ., ¥ u,,. En general, cualquier
ecuacion lineal es también cuasilineal.



1.2. Clasificacion de las ecuaciones diferenciales
parciales de segundo orden con dos variables
independientes

Consideremos el problema de simplificar y clasificar ecuaciones diferenciales par-
ciales de segundo orden en dos variables independientes, x e y. Especificamente,
consideremos la ecuacion lineal de segundo orden con coeficientes constantes:

g (T, Y) 20Uy (2, ) iy (0, y) +dug (@, y) +euy (x, y)+ fu(z,y) = g(z,y), (1.9)

donde a, b, ¢, d, e y f son constantes reales .
Podemos llevar la ecuacién (1.9) a una ecuacién equivalente mas sencilla (llamada
forma candnica ), mediante un cambio de variables

£:: é(‘rvy)u n= 77(337?/)7 57776 CQ(IRQ)7 (110)

que admita transformacién inversa. Recordemos que la transformacion inversa de
(1.10) existe si y solo si, el Jacobiano de la transformacién

8(5777) gm &I

(. y) e # 0. (1.11)

Jac(&,n) =

Llamaremos a tales transformaciones, transformaciones no degeneradas.
En el siguiente teorema demostraremos que existe una transformacién lineal no
degenerada (1.10) tal que la parte principal

au$1?(x7 y) + 2bu17y(x7 y) + Cuyy(mv y) (112)

de la ecuacién (1.9) se transforma en una de las formas canénicas. Estas formas
canénicas dependen del discriminante

D =" — ac. (1.13)

Teorema 1.1 Eriste una transformacion lineal no degenerada § = £(x,y), n =
n(x,y) tal que la ecuacion (1.9) puede reducirse a una de las sigueintes formas
canonicas:

1. Ecuacion hiperbdlica (D > 0)

ugy + dug + euy + fu = g(&,n), (1.14)

2Podemos considerar, en general, a, b, ¢, d, e y f como funciones dependientes de las variables
T e y, pero para nuestros propositos basta con consideralas como constantes



2. Ecuacion parabdlica (D =0)
unn+czu§+éun+fu=§(f,77), (1.15)
3. Ecuacion eliptica (D < 0)
Uge + Uyy + dug + eu,y + fu = gG(&,n), (1.16)
donde: d, €, f son constantes.

Demostracién. Primero, consideramos el caso general de cambio de variables.
Con respecto a las variables £ y 1 de (1.10) tenemos:

u(z,y) = u(€(z,y),n(z,y)). (1.17)

Usando la regla de la cadena para derivar (1.17) obtenemos:
Uy = TUg &g + Uy N,
Uy = TUg Ey + Un Ty,
Uae = Uge £ + 2Ty Eo N + Uny T + Ug oo + Uy Naa, (1.18)

Uy = Uge Ex §y + Uy (Exmy + &y me) + Uy T My + Ug Eay + Un Nay,

Uyy = Ugg 533 + 2 Ugy Ey My + Uy 775 + Ug Eyy + Uy Nyy-

Sustituyendo (4.21) en la ecuacién (1.9) y denotando u(&,7n) nuevamente como
u(&,n), obtenemos:

Auge(§,m) + 2Bugy(§,m) + Cugy(§,m) + Due(§,n) + Buy(&,m) + ful§,n) = g(&,n),

(1.19)
donde:
A=a&+20b8& + 055,
B = a&; . + b(&e my + 12 &) + €y 1y,
C = ani + 2bn, ny + cn, (1.20)

D = a,y + 20&,y + &y + dEy, + €&,

E = anyy + 200,y + cnyy + dn, + en,,.

Notese las constantes a, b y ¢ no se anulan simultaneamente, pues si asi fuese, la
ecuacion (1.9) serfa de primer orden. Ahora, dividamos la demostracién en casos:
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1. Caso hiperbdlico. Consideremos el caso
D =b*—ac>0. (1.21)

a) Supéngese que a’ + ¢* # 0, entonces a # 0 6 ¢ # 0. Por simetria de a y ¢
en la ecuacién (1.9) podemos suponer que a # 0. En este caso la ecuacién
cuadrética

az® 4 2bz +c =0, (1.22)

tiene dos raices reales distintas

QZMP 6=M (1.23)

a a

Tomemos el cambio de variables (1.10) como:

E=ax+y vy n=0x+y (1.24)

con «, ( dadas por (1.23) y o # [ por (1.21). Esta transformacién lineal
es no degenerada, ya que Jac(§,n) = o — [ # 0. Sustituyendo (1.24) en
(1.20), por (1.21) y (1.22) tenemos:

2
A=C=0, B=-"(b*—ac)#0, D=da+e, E=dS+e.
a

(1.25)
Por lo tanto, sustituyendo (1.25) en la ecuacién (1.19) y dividiendo entre
2B obtenemos la ecuacién canoénica de tipo hiprebdlico (1.14), donde:

_ D E - 1
d= 2B’ €= 9B’ [ = 2fB constantes y g(§,n) = @9(5777)'
b) Si a®+ ¢® = 0, entonces a = ¢ = 0. Ademéds b # 0, ya que la ecuacién

(1.9) es de segundo orden. Por lo tanto, la ecuacién (1.9) tendria la forma
canénica (1.14) después de dividir entre 2b.

2. Caso parabdlico. Consideremos el caso
D=0 —ac=0. (1.26)
a) Supongamos que a # 0. Entonces por (1.23) y (1.26), la ecuacién cuadratica

(1.22) tiene una tnica raiz

a=-. (1.27)

1) Supongamos que b = 0, entonces por (1.26) ¢ = 0; por lo tanto,
tendremos forma canénica (1.15) dividiendo (1.9) entre a.

10



2) Supongamos que b # 0, entonces a # 0 por (1.27). En este caso
escogemos el cambio de variables (1.10) como:

E=az+y yn=y, (1.28)

con « dada por (1.27). Asi, Jac(§,n) = a # 0 y la tranformacién
lineal (1.28) es no degenerada.
Sustituyendo (1.28) en (1.20), por (1.21) y (1.26) tenemos

A=B=0, C=c¢, D=da+e, E=c. (1.29)
Sustituyendo (1.29) en (1.9) y dividiendo entre ¢ obtenemos la forma
- D
canénica (1.15) para una ecuacién parabdlica, donde d = —, € = f’
c c

f= ‘é son constantes y g(&,n) = %9(5777)-

b) Sia =0, entonces b =0 por (1.26). Por lo tanto ¢ # 0, ya que la ecuacién
(1.9) es de segundo orden. En este caso tenemos la ecuacién candnica
(1.15) dividiendo (1.9) entre c.

3. Caso eliptico. Consideremos el caso
D=1b*—ac<0. (1.30)

La desigualdad (1.30) implica que a # 0 y ¢ # 0. Entonces la ecuacién
cuadratica (1.22) tiene dos raices complejas distintas:

—b4+iy=D b—iy=D
a=—", =——

; . (1.31)

Podemos realizar el cambio de variables como en el caso hiperbdlico, con-
siderando la ecuacién (1.9) en el caso complejo, pero no es nuestro objeto de
estudio. Una manera de permanecer en el campo real es definir el cambio de
variables (1.10) siguiente:

{=ar+y y n=px (1.32)
donde o := Re (o) = —2, B:=1Im(ag) = —;D. Asi Jac(§,n) = =03 # 0,

entonces la transformacion lineal (1.32) es no degenerada.

11



Sustituyendo (1.32) en (1.20) tenemos:

A—aa2+2ba+c__(lﬁ(LM¢Q7

B =aaf+ 058 =0,

C—app= W09 g (1.33)
a

D =da+e,

E=ds

Sustituyendo (1.32) en (1.9) y dividiendo entre A obtenemos la forma canénica
e

)
- D - f - 1
(1.16), donde d = 1 f =+ son constantes y g(&,n) = Zg(§,n). [ |

Y €= A
Corolario 1.2.1 La ecuacion

Uy (x,1) —uy(z,t) =0, (z,t) €IR?, >0, (1.34)
es de tipo hiperbolico y se reduce a la forma candnica

ugn(§,m) = 0. (1.35)

Observacién 1 En la siguiente seccion veremos que (1.3/) es la ecuacion que de-
scribe las vibraciones pequenas de una cuerda. Esta ecuacion se llama ecuacion de
onda ¥y juega un papel muy importante en la fisica matemdtica.

Demostracién del Corolario 1.2.1. El discriminante de la ecuacién (1.34) es
1
D = ¢* > 0y por lo tanto es de tipo hiperbélico. Por (1.23) tenemos, a = ~ y
c
1
[ = —— y el cambio de variables (1.24) tiene la forma:
c
1 1
E=—-x+t y n=-——x+t (1.36)
c c
Sustituyendo (1.36) en (1.20) tenemos:
1
A=+ (1§ =) + (=)0 =0,
9 9,1 1
B = Ene + (=1)&me = ¢ ()(=2) + (=1)(1)(1) = -2, (1.37)
1
C = a4 (~1 = (=P + (1)1 =0

Por (1.37) y (1.14) del Teorema 1.1 concluimos que la forma canénica de la ecuacién
(1.34) es (1.35). m

12



1.3. Vibraciones pequenas de una cuerda elastica

En esta seccion deduciremos la ecuacion de onda, como una ecuacion que describe
las vibraciones pequenas de una cuerda elédstica.

Consideremos una cuerda tensa estirada entre dos puntos fijos. Para colocar esta
cuerda en movimiento, podemos jalarla, puntearla, etc. El problema consiste en
estudiar el resultado de las vibraciones resultantes. Asumamos que la cuerda tiene
longitud L y esta sujeta en cada uno de sus extremos. Supongamos que uno de los
extremos se encuentra en el origen y el otro extremo se halla a lo largo del eje x en
la posicién x = L.

Tomemos la cuerda como un continuo. Desde un punto de vista matemaético, esto
quiere decir que existe una funcién continua p (densidad), tal que la integral de p
sobre cualquier segmento de la cuerda de como resultado la masa de la cuerda en
tal segmento. Asumamos lo siguiente:

1. La cuerda es perfectamente eldstica, es decir, flexible, no se resiste a deforma-
ciones y la tensiéon en ella actia tangencialmente.

2. Las vibraciones son tan pequenas que si enfocamos nuestra atencién en un
punto x en la posicién de equilibrio, éste se mueve perpendicularmente con
respecto a la recta cuyos extremos son los puntos t =0y x = L.

Construimos un eje u perpendicular al eje x en x = 0 y asumimos que la posicion
de equilibrio de la cuerda es el segmento horizontal 0 < = < L.

Ahora, hagamos salir nuestra cuerda de su posicién de equilibrio en el instante
t = 0, por ejemplo, tirémosla con el dedo hacia un lado y dejemos que vibre (oscile)
libremente. Después de un cierto tiempo ¢ transcurrido, un punto cuya posicion en
la cuerda es x, cuando ésta se encuentra en equilibrio, tendra una nueva localizacion
que serd denotada por

u=u(z,t) (0< <L, t>0). (1.38)

Entonces, para un tiempo fijo ¢, la funcién v = u(z,t) designard la desviacion de la
cuerda en tal tiempo.

Si po(z) denota la densidad lineal de la cuerda en la posicién de equilibrio y
p(x,t) la densidad lineal en el tiempo ¢, cuando la cuerda se estira, p y py seran
diferentes. Si enfocamos nuestra atenciéon a un intervalo arbitrario entre x = x1 y
T = x5 alo largo de la cuerda, encontramos que la masa m en este intervalo satisface:

/;2 po(z)dx =m = /:2 plz, )1 + u2(z, t)]?dx (1.39)

1

Como el intervalo [z, 23] es arbitrario y los integrandos de (1.39) son continuos,
concluimos que:

13



po = p(1+ul)"?. (1.40)
Esta simple ecuacion expresa la conservacion de la masa. Teniendo en mente que
la cuerda se mueve perpendicularmente a su posicion de equilibrio.
En seguida, se considera un elemento de la cuerda sobre un intervalo arbitrario
[z, x + A x]. Determinaremos las fuerzas que actuan en estos pedazos pequenios de la
cuerda y obtendremos una expresion para el equilibrio del momento lineal. Dendtese
por T}, la tension en el punto x y considere la Figura 1.

(2

X x+ Ax

Figura 1
La primera observacién que hacemos es que como solo los movimientos verticales
tienen lugar, las fuerzas en la direccion horizontal estan en equilibrio y en vista del
diagrama, esto implica que:

ToiAeCOSQuipng — Typcosa, =0 (1.41)

para toda A x, 6 bien, dividiendo (1.41) entre A x y dejando que Az — 0 tenemos:

0
s T, cosa, =0, (1.42)

por lo tanto, de (1.42) concluimos:
T,cosa, =T, (1.43)

donde 7 es una constante 6 posiblemente una funcién de t. Notemos que 7 > 0 por
que es la magnitud de la componente horizontal de la tension.

El movimiento vertical se determina por el hecho de que el tiempo contribuye a
que el cambio del momento lineal es igual a la suma de las fuerzas que actuan en la
direccién vertical. El momento de un elemento pequeiio es dado, usando (1.40) por:

r+Ax r+Ax
/put ds = / p(1 +u2)2u, do = / pous dx (1.44)

J T

14



y su contribucién al cambiar el tiempo es:

d T+Ax r+Ax
%/ Poty dx = / Potly dx. (1.45)

Distinguimos dos tipos de fuerzas actuando en el segmento de la cuerda, la que
se debe a la tension, que sirve para mantener la cuerda tensa y otra que actia a lo
largo de la longitud de la cuerda, tal como el peso. De (4.46) y nuestro diagrama
encontramos que la fuerza neta actuando en los puntos extremos del segmento de
cuerda es:

. . SIN QA g Sin vy,
ToinzSinaging, —Tpsina, =7 —

COSQziAz  COS QY

= 7(tan a, a, — tan ay) (1.46)

= Tug (v + A, t) — uy(a +1)]

Se sigue que el peso de la cuerda actuando hacia abajo es:

z+Az T+A
—/pgdsz—/ pg(1+Ui)l/zd%‘=—/ pog d.

x

Si un peso externo actia sobre la cuerda, modelamos la fuerza resultante por:

[oras= """ poftetyar,

donde f(x,t) es una densidad de fuerza que describe la accién de la fuerza externa.
Ahora, una aplicacién de la ley de Newton produce:

z+Azx z+Ax
/ poty dr = Tluz(x + Ax,t) — ug(x,t)] + / po(f —g)du. (1.47)

Dividiendo (1.47) por Az y haciendo tender Az a cero obtenemos la ecuacién

Uy = Py + F. (1.48)

donde hemos denotado ¢® := 7/py y F := f — g. La ecuacién (1.48) describe las
vibraciones de nuestra cuerda cuando estd en movimiento y es frecuentemente lla-
mada ecuacion de onda no homogénea. Si no existen fuerzas externas y el peso de
la cuerda es despreciable, F' puede realmente tomarse como cero y obtenemos:

Uy (2, t) = Ay, ©€R, >0, (1.49)
que es llamada FEcuacion de onda homogénea en una dimension.

Observacién 2 Tiene sentido considerar (1.49) también, parat < 0. En este caso,
obtenemos la ecuacion (1.34).
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Capitulo 2

Cuerda infinita

2.1. Problema de Cauchy

En esta seccion resolveremos el problema de Cauchy para la ecuacién de onda
en IR, siguiendo el razonamiento desarrorrado por D’Alembert. Considerando la
ecuacion de onda

U (2,1) — gy (z,1) =0, (1,t) €R?, ¢>0, (2.1)
enunciamos el siguiente

Teorema 2.1 (D’Alembert) Sea u(z,t) € C?(IR?) una solucién de (2.1). En-
tonces existen fi, fo € C*(IR) tal que:

u(z,t) = filz —ct) + folz + ct). (2.2)
Demostracion. Por el Corolario 1.2.1, la ecuacién (2.1) tiene la forma candnica

ugy(&,m) =0, (2.3)

con ¢ y 1) dadas por (1.36). Notemos que u(¢,n) € C?(IR?), ya que u(z,t) € C?(IR?)
y (1.36) es una transformacion de la clase C*°. Claramente (2.3) implica que u¢ es
independiente de 1 (ya que ug, = (u¢), = 0) y, por lo tanto,

ug = U(¢), (2.4)
donde U(§) € C'(IR). Integrando (2.4) con respecto a &, obtenemos:
w(&n) = filn) + f2(8), (2.5)

donde fy(§) == / U&)d¢é € C*(IR) y la constante de integracién con respecto a

€ es, en general, una funcién de 7, entonces también f; € C%(IR) por (2.5). La
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1
funcién fi(n) es una funcién de ——xz + ¢ y la funcién f5(€) es una funcio6n de
c

1
—z +t por (1.36). Podemos considerar estas funciones como funciones de x — ct y
c

x 4+ ct, respectivamente. Nosotros usamos las misma letras para estas funciones. Por
lo tanto, la solucién de (2.1) tiene la forma (2.2). [

Es facil verificar que el reciproco es cierto, es decir, (2.2) satisface la ecuacién de
onda (2.1) y pertenece a C?(IR?).

2.1.1. Formula de D’Alembert

Consideremos el problema de Cauchy para la ecuacién de onda (2.1). Este prob-
lema consiste en encontrar una solucion de (2.1) que satisfaga la posicién y velocidad
inicial de la cuerda. Estas condiciones se escriben como

u(z,0) = p(z), w(z,0)=1v(z), =eclR. (2.6)

Supongamos que ¢ € C*(R), v € C'(IR). Nuestra meta es encontrar todas las
soluciones u(x,t) de la ecuacién de la onda (2.1) sujeta a las condiciones iniciales
(2.6), que pertenecen a C?(IR?).

Definicién 2.1.1 FEl problema (2.1), (2.6) se llama el problema de Cauchy.

Demostraremos el siguiente teorema:

Teorema 2.2 Sean p € C*(IR), v € C'(IR). Entonces, la inica solucion del sis-
tema (2.1), (2.6) en la clase C*(IR?) se expresa por la formula

u(z,t) = = [p(z+ct) + plx —ct)] + 1 /:m »(y)dy. (2.7)

1
2 2c —ct

Demostracién. Sea u(z,t) € C?*(IR?) una solucién de (2.1). Entonces, por el
Teorema 2.1 existen funciones fi, f» € C?*(IR) tal que u(z,t) admite (2.2).

Determinemos las funciones f; y fo dadas por (2.2) de modo que se cumplan las
condiciones iniciales indicadas en (2.6), es decir:

u(z,0) = fi(2) + folz) = (2), (2.8)

u(z,0) = cfy(x) — cfi(z) = ¥(x). (2.9)
Integrando (2.9) obtenemos:

@) = fi@) == [Ty +k, (2.10)

0
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donde z( y k son constantes arbitrarias. Por (2.8) y (2.10) tenemos:

1 1 = J k 1 1 = J k 911
fie) = o) = 5 [ vy =5, fole) = Je@) + 5 [ vyt @210)
Sustituyendo (2.11) en (2.2) , obtenemos (2.7). De esta manera demostramos que
si u(zx,t) satisface (2.1), (2.6), entonces u necesariamente tiene la forma (2.7), esto
implica que u es unica solucion.
Ahora demostraremos que (2.7) efectivamente nos da la solucién de (2.1), (2.6)
y u € C*(IR?). Diferenciando (2.7) tenemos:

wala,t) = ol (@ — ) + @ ct)] + o [l + ct) — vlo — )],

o

u(w,t) = 5[90’(91: +ct) —o(x —ct)] + %[w(a; + ct) + (x — ct)],

(2.12)

ael,1) = 3l — ct) @+ ct)] 4 5 [+ ct) — (o — )],

ug(,t) = %[(p”(m‘ —et) + ¢ (@ + ct)] + %W/(x Fet) — ¢ (a —ct)).

De (2.12) se verifica que (2.7) resuelve el problema de Cauchy y como ¢ € C%*(IR),
¢ € CY(IR) también, de (2.12), concluimos que u € C?*(IR?), por que u,, y ty son
continuas. |

Observacién 3 Si ¢ € C'(IR), entonces

/:Ht Y(y)dy (2.13)

—ct
satisface la ecuacion de onda (2.1) en IR?.
Demostracion. Se sigue inmediatamente de (2.12).

Definicién 2.1.2 La formula (2.7) se llama Férmula de D’Alembert para la
ecuacion de onda.

2.1.2. Problema bien planteado

En la seccién anterior hemos demostrado que la solucién del problema (2.1), (2.6)
existe, es unica y se expresa por la férmula de D’Alembert (2.7). En esta seccién
demostraremos que esta solucién depende continuamente de los datos iniciales, es
decir, pequenos cambios en los datos iniciales producen pequenos cambios en la
solucion.
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Definicién 2.1.3 Decimos que el problema de Cauchy para la ecuacion de onda en
la linea real es un problema bien planteado si

1. Ezxiste una solucion,
2. La solucion estd univocamente determinada por la condiciones de Cauchy, y

3. La solucion depende continuamente de las condiciones iniciales.

Un problema esta mal planteado si uno de estos criterios no se cumple.

En el siguiente teorema demostramos que el problema (2.1), (2.6) estd bien
planteado.

Teorema 2.3 FEl problema (2.1), (2.6) es un problema bien planteado.

Demostracion. El Teorema 2.2 muestra que la solucién (2.1), (2.6) existe, es
tnica y se expresa por (2.7). Por la definicién 2.1.3, falta demostrar que se cumple
la propiedad 3. Demostremos esta propiedad.

Sean u; y ug soluciones de (2.1) que satisfacen:

ui(z,0) = pi(x), wy(z,0)=1(z), i=1,2, zelR. (2.14)

Demostremos que dado € > 0 y T" > 0, existe § > 0 tal que, si

lp1(2) — pa(z)] <6 v |ihi(x) — ¥a(z)| <4, (2.15)
para z € IR y t € [0, 7], entonces
lug(z,t) —ug(z, t)| <e. (2.16)

En efecto, por (2.7) tenemos

1 1 jatet
uy(x,t) = 5(901(96 —ct)+1(x +ct)) + % /z U1 (y)dy

(2.17)

x+ct

ws(est) = S(eale — ct) - palo + ) + o [ dalghiy.

Ahora dado € > 0y T" > 0, entonces

ua(z, 1) = wal, )] < Slia(e ) = bale — et)| + slia(e +t) — ool + et

1 r+ct 1 1 1
+*/z [ (y) = o)y < 0+ 50+ 5 (2T)5

2¢c Jo—ct
=(1+17)o0
sit € [0,7T] y las desigualdades (2.15) se satisfacen. Por lo tanto, tenemos (2.16)
para toda z y t € [0,7, si elegimos 6 = H;T [ |
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2.2. Interpretacion fisica de la solucion de la ecuacién
de onda

2.2.1. Ondas viajeras

La funcién u(z,t), dada por (2.7), representa el proceso de propagacién de la
onda sujeto a las condiciones iniciales (2.6). Sea tq fijo, entonces u(x,ty) muestra el
perfil de la cuerda en el momento ¢y; mientras que, fijando zg, u(xg,?) que muestra

el proceso del movimiento en el punto .
Supongamos que un obser-

vador que se hallaba en el

) punto z = 0 en el momento
1 ' t = 0, se mueve con una ve-
locidad ¢ en el sentido positi-

o e vo. Introduzcamos un sistema

/ S de coordenadas relacionado

- con el observador, haciendo

2’ =x—ct,t' =t. En este sis-
tema movil de coordenadas,
la funcién u(z,t) = f(x — ct)

se determinard mediante la
formula u = f(2'), y el ob-

\ servador vera todo el tiempo
. el mismo perfil que en el mo-

0 o mento inicial. Por lo tanto, la
funcion u(z,t) = f(x —ct) es
el perfil invariante f(x), que

¢

g
o

b)

Figura 2

se desplaza hacia la derecha con velocidad c. La funcién f(x + ct) representa, evi-
dentemente, una onda que se desplaza hacia la izquierda con velocidad c. De este
modo, la solucién general (2.7) del problema de Cauchy para la cuerda infinita es la
superposicion de dos ondas, fi(z — ct) + fo(x + ct), donde:

filz —ct) = %@(m —ct) = V(r —ct), folz+ct)= %Lp(x +ct) + V(z + ct),

1 =
con ¥(z) = % / Y(y)dy. La onda f; se desplaza hacia la derecha con una velocidad
C o

¢, mientras que fo, hacia la izquierda con la misma velocidad.

2.2.2. Triangulo caracteristico

Para establecer el cardcter de la solucién (2.7), es cémodo utilizar el plano xt,
llamado también plano fase. Las rectas © — ct = k; v x + ¢t = ks, donde ki v ko
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son constantes arbitrarias, son llamadas caracteristicas de la ecuacién (2.1). La
funcién u = f(x—ct) se mantiene constante a lo largo de la caracteristica x —ct = ky;
mientras que la funcién v = f(z + ct) es constante a lo largo de la caracteristica
T+ ct = ko.

Sea f(z) # 0si x € (x1,22), y f(x) = 0 si z € (x1,22). Tracemos las carac-
teristicas * — ¢t = w1 y @ — ¢t = x9 por los puntos (z1,0) y (22,0); éstas dividen
al semiplano (z,t > 0) en tres regiones, I, I y III (ver Figura 3 a)). La funcién
u(z,t) = f(x — ct) es distinta de cero solo en la regién II, donde 71 < & — ¢t < w9,
v las caracteristicas * — ¢t = x1 y © — ¢t = x5 representan los frentes trasero y
delantero (respectivamente), de la onda que se propaga hacia la derecha.

t t
A F'y
AL
IT1
II I
X X
N -, 2 0
=y &)
Figura 3
Tomemos ahora un punto fijo M := (xg,ty), y tracemos por él ambas carac-

teristicas * — ct = xg — cto y * + ct = x¢ + cly. Dichascaracteristicas cortaran al eje
x en los puntos x; = xg — cto,t = 0y 9 = z¢ + cty,t = 0. El valor de la funcién
w(z,t) = fi(z—ct)+ fo(x+ct) en el punto (g, to) es igual a u(xg, to) = f1(x1)+ f2(x2),
es decir, se determina por los valores de las funciones fi(z) y fo(x) en los pun-
tos (x1,0) y (22,0), que son los vértices del tridngulo M PQ formado por las dos
caracteristicas y el eje x. Este tridangulo se llama triangulo caracteristico del
punto (xg,%p). De la férmula que la desviacion wu(zo,tg) del punto de la cuerda en
el momento ty, depende sélo de los valores de la desviacién inicial en los vértices
P = (xg — ctp,0) y Q := (g + ctp,0) del tridngulo caracteristico M PQ, y de los
valores de la velocidad inicial en el lado PQ. Esto se aclara particularmente, si se
escribe la férmula (2.7) en la forma:

e(P)+9(@Q) 1
R R /PQ¢(a)da. (2.18)

u(M) =

Los datos iniciales dados fuera de PQ no ejercen influencia en el valor de u(x,t) en el
punto M (xg,tp). Si las condiciones iniciales estdn dadas no en toda la recta infinita,
sino en el segmento P;Qq, éstos determinan univocamente la solucién dentro del
triangulo caracteristico cuya base es el segmento P; Q).
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Capitulo 3

Cuerda semi-infinita

3.1. Soluciones débiles de la ecuacién de onda

3.1.1. Funciones prueba
En esta seccion introducimos la teoria de derivadas débiles para resolver después
el problema de la cuerda en una semirrecta. Introduciremos alguna terminologia:

Definicién 3.1.1 1. Sea f € C(IR")', el soporte de f, denotado por suppf, es
el conjunto cerrado mds pequeno fuera del cual f se anula, es decir, la clausura

de {z: f(z) # 0}.

2. Una funcion f definida sobre R" es llamada funcion prueba si f € C*(IR")
y existe un conjunto compacto K C IR tal que el soporte de f estd contenido
en K. Denotamos el conjunto de todas las funciones prueba por

CF(R™) :=={¢p € C*(IR") : supp ¢ es compacto}.
Usaremos tembién el espacio C§°(€2), donde Q en un domimio en IR".
Definicién 3.1.2
C(Q) :={p € C(IR") : supp ¢ C 2 es compacto}.
Observacién 4 Es claro que C§°(€2) C C5°(IR™).
Es importante conocer que una funcién prueba con estas propiedades existe; por

ejemplo

62

eXp <—2 D)
€ — v —
¢y,e($) _ | ?J’

0, |z —y| > ¢,

es positiva en una vecindad pequena de y € IR" y 0 fuera de tal vecindad: ¢, .(x) €
C°(IR™). La demostracion de esta afirmacion se encuentra en el Apendice A.1.

'En general, se puede considerar C'(X) en cualquier espacio topoldgico X.
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3.1.2. Derivadas débiles
Definicién 3.1.3 Sea (2 C IR",
1. L}.(Q):= {f : / |fldz < 00, Vw C Q acotado y abierto}.

2. Sea f € L} (Q), decimos que f es diferenciable con respecto a la variable xy,
si existe g € L}, .(Q) tal que Vo € C5°(Q),

< f.000 >i= | f@aho(@)da =~ | g@)pla)de =~ < g.6>.
En este caso g(x) = O f(x) se llama derivada parcial débil de f.
Ejemplo. La derivada débil de f(x) := |z|, z € IR es
1, si x>0,

am{ (3:2)

-1, si x<0.
Demostracion. Sea ¢ € C§°(IR) cualquiera y supongamos sin pérdida de general-
idad que [a,b], con a < 0 < b, es el soporte de ¢. Entonces, usando que |z| = —z si
z € [a,0] y |x| =z si z € [0,b], tenemos:

<zl ¢'(z) >= /ab\x\qb’(x)d:p: —[lox¢’(x)dx+/0bx¢'(x)dx (3.3)

Integrando por partes las ltimas expresiones de (3.3)

<lal. ¢/ @) >= [ o(w)ia — [ o) =~ [(g@)s@)dr =~ < 40> (3.4)
con g dada por (3.2). [

3.1.3. Soluciones débiles de la ecuaciéon de D’Alembert de
la clase C*.
En lo sucesivo consideraremos la ecuacién de D’Alembert no sélamente en IR?,

sino también en algunos dominios de IR?.
Sea 2 C IR? un dominio (puede ser IR?). Considerando la ecuacién de onda

Ut — gy = 0, (,1) € Q, (3.5)
damos la siguiente:
Definicién 3.1.4 La funcion u(z,t) € Li.(Q) satisface la ecuacion (3.5) en el
sentido débil si para cada ¢ € C3°(2),
< Uy — Py, ) > =< U, Oy — Cpy >= / w(z,t)(pry — Cppe)dr dt = 0. (3.6)
Q

Observacion 5 Cada solucion clasica de la ecuacion de onda en € es la solucion

débil. Esto se sigue del hecho que en (3.6) podemos integrar por partes (debido que
ue C*Q)).
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Construccion de un ejemplo de la solucién débil de la ecuaciéon de onda
En este paragrafo construiremos una solucién de la ecuaciéon de onda en el sentido

débil que pertenece a C'(IR?) y no pertenece a C?(IR?).

Sea ¢ = 1, ¢(z):=2? x>0 y considere el problema de Cauchy para la

ecuacion de onda con

u(z,0) = b(z) =  w(2,0) = (@) =0. (3.7)

i 7, Similarmente a (2.7), escribimos wu(z, t)
Vs en la férmula de D’Alembert

T (o, ) = % @z +1) + Dz —1)]. (3.8)
111

, x Para representar explicitamente u(z, ),
I dividimos el plano en cuatro regiones
v limitadas por las ecuaciones de las car-
acteristicas vy, := {(v,t) € R*: 2 =t} y
Yo = {(z,t) € R* : x = —t} (ver Figura
4):

Figura 4

I={(z,t) eR*:2>—~t,x>1t}y, II:={(x,t)eR*: 2>t x<t}
(3.9)
I ={(x,t) eR? ;0 < ~t, o < t}, IV:={(x,t)eR*: 0 < —t, x>t}

Sustituyendo (3.7) en (3.8) y tomando en cuenta las regiones (3.9), la funcién u(z, t)
tiene forma explicita

%[<x+t>2+<x—t)2] =2+t (@) €1
Mo+ 0 = (—o 4 1] = 201, (v,1) € I
u(z,t) = (3.10)
%H—w —t) = (—x +t)’] = —(2* + %), (a,t) € [T
%[_(_I — 1)+ (v — )] = —2at, (,0) € IV.

Con respecto a esta funcion u(z,t) afirmamos la siguiente:

Proposicién 3.1.1 u € CYIR?) yu ¢ C%(IR?).
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Demostracion. Ya que u(zx,t) es infinitamente diferenciable en las regiones abiertas
I — IV, es suficiente verificar la continuidad de u y sus primeras derivadas a lo largo

de las caracteristicas 7y, y 72. Usando (3.10) tenemos:

lim u(z,t) = lim u(z,t) = 2a?,
(z,1) — (a,a) (z,1) — (a,a)
(z,t) € 1 (z,t) € II
lim u(z,t) = lim u(z,t) = —2a°,
(z,t) = (a,a) (z,1) — (a,a)
(x,t) e 111 (x,t) e IV
lim u(z,t) = lim u(z,t) = 2a?,
(z,t) — (—a,a) (,t) — (—a,a)
(x,t)e I (x,t) e IV
lfim u(z,t) = lfim u(z,t) = —2a’.
(x,t) — (—a,a) (z,t) — (—a,a)
(x,t) e 11 (x,t) € 111

(3.11)

El hecho de que, en (3.11) el limite cuando (z,t) — (a,a) coincide entre las
regiones [ y I,y entre las regiones 11 y IV implica que u(x,t) es continua a lo
largo de la caracteristica ;. Similarmente, dado que el limite cuando (z,t) — (—a, a)
coincide entre las regiones I y IV, y entre las regiones II y [1I, deducimos la
continuidad de u(z,t) a lo largo de la caracteristica 5. Por lo tanto u € C(IR?).

Extrayendo las primeras derivadas de (3.10) tenemos:

2z, (x,t)e [ 2t, (x,t)e I

2t,  (z,t) e 11 2, (x,t)e 11
ux — ut =

2w, (a,t) € III ot (a,t) € LI

—2t, (z,t) € 1V, -2z, (x,t) € IV.
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Por (3.12) tenemos

lim ug(x,t) = lim ug(x,t) = 2a,
(x,t) — (a,a) (xz,t) — (a,a)
(x,t) e I (x,t) € 11
lim ug(x,t) = lim uz(x,t) = —2a,
(x,t) = (a,a) (x,t) — (a,a)
(x,t)e 111 (x,t) € IV
lim Uy (z,t) = lim uy(z,t) = —2a,
(x,t) = (—a,a) (x,t) — (—a,a)
(z,t) € I (z,t) € IV
lim uy(z,t) = lim uz(z,t) = 2a.
(x,t) — (—a,a) (x,t) — (—a,a)
(x,t) e Il (x,t) e 111
, , (3.13)
lim u(z,t) = lim u(z,t) = 2a,
(z,t) — (a,a) (z,t) = (a,a)
(z, 1) € I (z,t) € IT
lim w(x,t) = lim w(z,t) = —2a,
(z,t) = (a,a) (z,t) = (a,q)
(x,t) e 111 (x,t) € IV
lim w(x,t) = lim uy(x,t) = 2a,
(:L’,t) - (—CL, (I) (1:7 ) - (_aa a)
(x,t)e I (x,t) € IV
lim w(w,t) = lim w(z,t) = —2a.
((E,t) - <_av a) (xvt) - (_a’a a)
(x,t) e 11 (x,t) € 111

Argumentando de manera similar a la demostracién de la continuidad de u(x,t)
en el plano, por (3.13) deducimos que u,(z,t) es continua a lo largo de las carac-
teristicas 71 y 72. Por otro lado, nuevamente, por (3.13) deducimos que w;(z,t) es
continua a lo largo de las caracteristicas v, y 7». Por lo tanto u € C*(IR?).

Derivando nuevamente la expresién (3.12) obtenemos:

26



2, (x,t)yel 0, (x,t)el
0, (x,t)e Il 2, (x,t)e II
Ugpy = Uy = Ugt = Uty = (314)
-2, (xz,t) e III 0, (x,t)e Il
0, (x,t)e IV, -2, (x,t) € IV.

Usando la metodologia anterior, deducimos que (3.14) implica que uz,(x,t), uzy(z, t),
U (x,t) v ug(x,t) no son continuas a lo largo de las caracteristicas v, y ~,. Por lo
tanto u ¢ C2(IR?). |

Proposicién 3.1.2 La funcion u(zx,t) dada por (3.10), satisface la ecuacion (3.5)
en el sentido débil.

Demostracién. Necesitamos mostrar que para cada ¢ € C3°(IR?),
[= / e, )bl t) — bualz, 1)) dudt = 0, (3.15)
R

con u(z,t) dada por (3.10).
Separando la integral dada por la parte izquierda de (3.15), tenemos:

I=1 +1L,+15+1° (3.16)
donde:

I, = /OOo (/_Z(ﬂ +t2)¢>tt(x,t)dt> dr — /_O:O (/lw(aﬂ +t2)¢m(x,t)dx> dt, (3.17)

]

I, — /OO ( ” zxt@t(x,t)dt) dr — /Ooo (/_tt 2xt¢m(x7t)dx) dt, (3.18)

—oo \/lz|

_It

b= ([ outear) aot [ ( [ +t2>¢m<x,t>dx) dt, (3.19)

—00

I, =— /_O:O </_:| 2atpy(, t)dt) dx + /_OOO (/tt 2wt .. (z, t)dx) dt. (3.20)

2En esta seccién I; denotara que integramos con respecto a la regién I, I que integramos con
respecto a la regién 11, etcétera.
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1. Calculo de la expresion para I;.

Denotemos por I ; la primer integral del lado derecho de (3.17), entonces:

I, = /Ooo ( bulz, t)dt) dx—i—/ ( Poulz, t)dt> de.  (3.21)

Usando en (3.21), el Teorema Fundamental del Célculo (TFC) para la primer
integral e integremos por partes la segunda. Entonces:

Ly = [ a2(6lex) — . —)de+ [P0 0], de

_/ (gw (e, 0%, —2 [ gb(x,t)dt) dx

—T

(3.22)
=2 /OOO 2’y (z, x)dw — 2 /OOO ¢y (x, —x)dx — 2/0OO xé(z, x)dx

—2/ x¢x—xdm+2/ (/ $tdt)d$

Ahora, denotemos por I 5 la segunda integral del lado derecho de (3.17), en-
tonces:

I, = /_Z (/: x2¢m(:1:7t)d:c> dt + /_Z 2 (/: gbm(x,t)dx> dt.  (3.23)

En (3.23) integremos por partes la primer integral y usemos el TFC para la
segunda. Entonces:

Iis _/ ( P, (z, ] [2x¢(xt‘t|+2/ xtdx)d

+/ (6n(x, )55 de) dt = —2/ 2o, (|t], t)dt (3.24)

+2 /_O:O (t|([¢], )t + 2/_2 (/: ¢(x,t)dx> dt.

Sustituyendo (3.22) y (3.24) en (3.17) y notando:

a) /OOO </j; (;S(x,t)dt) dr = /j: (AOO o(z, t)dx) dt, pues ambas son inte-

grales de la funcién ¢(x,t) sobre la region I,

b) /o:ot2¢x(|t|at)dt—/Ooot2¢x(—t,t)dt+/()oot%m(t,t)dt
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o) [ ol e = —/_Ooot¢(—t,t)dt+/ooo to(t, £)dt
d) /0 ~ 1d(z, 2)dz = /0 Tt t)dt

tenemos:

I =2 /OOO 22 ¢y (z, x)dx — 2 /OOo 22 ¢y (z, —x)dr — 4/000 xo(z, x)dz
~2 [* oo, ~a)dr +2 [ " R (—t )t (3.25)

+2 /Ooo t2¢x(t,t)dt+2/j) to(—t, t)dt.

. Célculo de la expresién para I».

Denotemos por I; la primer integral del lado derecho de (3.18), entonces,
integrando por partes tenemos:

L = 2/ t(]ﬁt z, )5 — lo(z, t)hx‘) dx
(3.26)
_ —2/_Oox]x]¢t(x, \z|)dz + 2/_00 vz, |z|)dz

Ahora, denotando la segunda integral del lado derecho de (3.18) por Irs e
integrandola por partes tenemos:

Ly = 2/ [0, (x,t)] [qﬁ(m,t)}it) dt
. N (3.27)
= 2/0 2 (t, ) + ¢u(—t,t)]dt — 2/0 tlp(t,t) — d(—t, t)]dt.

Sustituyendo (3.26) y (3.27) en (3.18) y notando:

o) [ alelonte lelidr =~ [ oute,~a)dr+ [ a6z, 2)dr

b) /OO xé(z, |z|)de = /0 xo(z, —x)dr + /OOO zé(z, v)dx

—00 —0o0

tenemos:

0 o] 0
_ 2 _ _ 2 _
L, = 2/_oox éi(x, —x)dx 2/0 T ¢t(x,x)dx+2/_oo xd(x, —x)dx
+4 /OOO zé(z, x)dr — 2 /0OO 2, (t, t)dt (3.28)
—2/000 e (—t, t)dt — 2/()Oot¢(—t,t)dt
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3. Calculo de la expresion para Is.

Denotemos por I3, la primera integral de lado derecho de (3.19), entonces:

Iy, = /_OOO e (/7 <btt(x,t)dt) dz + /_OOO (/7 t%tt(x,t)dt) dr.  (3.29)

Usando en (3.29), el TFC para la primer integral e integrando por partes la
segunda, tenemos:

Iy = /0 ([t2¢t($at)]x — [2tp(x,t)] +2/_z o(x t)dt) dx

—00

+/ 2w, O)],7) ﬂf—2/ i, ~) $‘2/ 7@ 2y 50

+2 /OOO xé(x, —x)dr + 2 /OOO xo(x, z)dr + 2 /OOO (/x_x o(z, t)dt) dx

Ahora, denotemos por I35 la segunda integral de lado derecho de (3.19). En-
tonces:

I3, = /_OO </_|t| x2¢m(ac,t)dx> dt + /_OO t? ( :ltl gbxz(x,t)d:c) dt
(3.31)

=2 [" ot e+ 2 [ o=l e +2 [ ( /" ¢(:z:,t)da:> it

Sustituyendo las expresiones (3.30) y (3.31) en (3.19), y notando

a) /OOO </x_x gb(x,t)dt) dr = 2/:: (/:tl gb(x,t)dx) dt, ya que ambas son

integrales de la funcién ¢(z,t) sobre la regién I11,

b [ t2¢m(—|t!,t)dt=/_0 £ou(t )t + [ 0.~ 1),
) /_O:O [tlo(—t], t)dt = —/_OOO t¢(t,t)dt+/ooo to(—t, t)dt

tenemos:

I3 =-2 /_0 3¢y (z, —x)dr + 2 /_0 220y (z, x)dx — 2/_0 xé(x, —x)dx
4 [ " ol x)dz + 2 [ " 2t 1)t (3.32)
+2 /OOO t2¢m(—t,t)dt+2/ooo top(—t,t)dt
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4. Calculo de la expresion para 1.

Calculando la expresién (3.20), similarmente obtenemos:

I, =-2 /_0 22 ¢y (v, 2)dw + 2/000 ¢y (v, —x) + 4/_0 x¢(x,x)dx
00 0
2
+2/0 v(z, —a)dz — Q[Mt bu(—t,8)dt (3.33)

0 0
—2/ 2, (t, t)dt — 2/ to(—t, t)dt.
Sumando las expresiones (3.25) y (3.28) tenemos:

L+l =-2 /OOO 22 u(, —a)dw — 2/000 2o(z, —x)dx+2/0 126, (—t,1)dt
+2 / U bo(—t,t)dt + 2 / " 22u(x, —x)da (3.34)

+2 /_O ro(x, —x)dx—?/ooo t2¢w(—t,t)dt—2/ooo to(—t, t)dt.

Sumando las expresiones (3.32) y (3.33) tenemos:

L+l =2 /_0 22 u(, —x)d — 2/_0 vo(z, —x)dx—i—Q/OOO 126, (—t, 1)dt
o0 oo 9
+2 /0 t(—t, t)dt + 2 /O 22y (, —7) (3.35)

+2 /OOO zo(x, —J;)da:—Z/_O 2 (—t,t)dt — 2/_0 to(—t, t)dt.

Sumando (3.34) y (3.35) obtenemos (3.15) y la Proposicién 3.1.2 queda demostrada.
|

Observacién 6 Si alguna funcion satisface la ecuacion de D’Alembert en IR? (en
cualquier sentido), entonces esta funcion satisface la misma ecuacion en cualquier

dominio de IR?.
Generalizacion al caso de la funcién ¢ arbitraria

Generalizaremos ahora el resultado de la seccién anterior a cualquier . Consid-
eremos en lugar de la funciéon ¢(z) =22, = >0, una funcién ¢ € C?(IR%) con
la condicién ¢(0) = 0. Después, extendemos ésta funciéon de manera impar a todo
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IR, similarmente a (3.7), obteniendo una funcién ®(x), que pertenece a C'(IR) y, en
general, no pertenece a C*(IR). Demostraremos que ®(z — ct) satisface la ecuacién
de onda en el sentido débil.

Lema 3.1.1 Sea ¢ € C(IR,),

©(0) =0, (3.36)
y
{ e, >0
D(E) = (3.37)
_30(_5)7 5 < 0.

Entonces ® € C'(IR).

Demostracién. Ya que ¢ € C'(IR,), entonces ® € C(IR\0) por (3.37) y, por lo
tanto, es suficiente demostrar que ®'(£) en £ = 0, existe y es continua.
Como ¢ € C*(IR, ), podemos diferenciar (3.37) y obtener:

P), £>0
P'(E) = (3.38)
¢'(=¢), £€<0.
Las expresién (3.38) implica
lfm ®'(€) = '(0) = lim &'(€), (3.39)

£—0t £E—0~

Por otro lado, la derivada en £ = 0 efectivamente existe, pues, usando (3.37) obten-
emos:

P’ (0) ;= lim ——= = lim ol _ ©'(0), (3.40)

va que ¢ € C'(Ry), y

O T Gl B P G

P’ =l = = ¢'(0). A1
7(0) GLIOH* € e—0~ € —e—0t  —€ 14 (0) (3 )
Por lo tanto, ® (0) = @ (0) = ¢'(0) y tomando en cuenta (3.39), obtenemos la
afirmacion. |

Lema 3.1.2 Sea o € C*(IR,), tal que (3.36) se satisface y ® es definida por (5.57).
Entonces, ® € C*(IR\0) y en general no pertenece a C*(IR).

Demostracién. Como ¢ € C?*(IR; ), podemos diferenciar (3.37) dos veces y obten-
er:
P& st £>0
@(¢) = (3.42)
_g(—€) s €<,

32



Esto implica que ® € C?(IR\0). Ademsés,

" Y " ; " o
#"(0) = lim &%(&) # lim 7(§) = —¢"(0). (3.43)
Ya que, en general, ¢”(0) # 0, entonces ®”(£) no es continua en IR. n

Lema 3.1.3 Supongase que las condiciones del Lema 3.1.2 se satisfacen. Entonces,
O(x — ct) satisface la ecuacion de D’Alembert (3.5) en en el sentido débil

Demostracién. Demostraremos que para cada ¢ € C3°(IR?),

I:= /]R2 O(z — ct)[pu(x,t) — Gpa(x,t)] dzdt = 0. (3.44)

Dividamos el plano en dos regiones:

I, :={(z,t) eR*:x>ct} y I :={(x,t) € R?: 2z <ct}. (3.45)
¢ Entonces, por (3.37) y (3.45) tenemos:
F ¥
Oz — ct)n, = p(x —ct),
(3.46)
IT. / O(x —ct)|n. = —p(ct — x),
4 . X y asi, separando la integral dada por la
I parte izquierda de (3.44), tenemos:
+
[=1,+1, (3.47)
Figura 5 donde:
I, = /H B(z — o) [pu(@,t) — bus ()] de dt
+

(3.48)

— /f:o (/i o(r — ct)gbtt(x,t)dt) dr — ¢ /:: (/C:O oz — ct)gf)xz(x,t)dt) dz,

I o= /H Oz — )b (z, 1) — buo(w, )] da dt

(3.49)

E— /_O:O (/TOO o(ct — x)py(x, t)dt) dx + /_O:o (/_C; olct — )Py, t)dt) dz,

c
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Integrando por partes la expresién (3.48), usando (3.36), ¢ € C5°(IR?), y notando
que

/i (/Oo o — ct)qﬁ(x,t)dt) dz = /°° </°°

8 B ) O"(x — ct)o(x, t)dx) dt,  (3.50)

—00

tenemos:

I+ -

/_ o:o lp(x — ct)|gu(, )] - sodx + ¢ / >

x
c

_m[¢,(x - Ct)¢(x7 t)] ood‘r

—c /_O:O[go(x — b))y (, )] dt + ¢ /_O:O[<p’(a: — ct)p(x, 1) 2dt (3.51)
o

©'(0)p(ct, t)dt.

Integrando por partes la expresién (3.49), usando (3.36), ¢ € C5°(IR?), y notando
que

/O:o (ﬁw ¢"(ct — x)gi)(x)t)dt) dr — /00 (/‘Ct

[ ([ e x)qﬁ(x,t)dx) dt,  (3.52)

tenemos:

I =

[ttt =)ot )Fdrte [ et - a)o(. ) Fde

e [ttt

700[@'(3: —ct)p(x, t)]* dt (3.53)

_ c/o:o P (0)6(w, 2)do + ¢ | os(et .

Sustituyendo (3.51) y (3.53) en (3.47) obtenemos (3.44).

—00

u
Lema 3.1.4 Sean las condiciones del Lema 3.1.2 satisfechas. Entonces ®(x — ct) +

®(x + ct) satisface la ecuacion de D’Alembert (3.5) en IR%. en el sentido débil.

Demostracién. El Lema 3.1.3 y la Observacién 6, implican que ®(x — ct) sat-
isface la ecuacién de D’Alembert (3.5) en IR en el sentido débil.

Por (3.37),®(x + ct) = p(x + ct) en IRZ, ya que z + ¢t > 0 para (z,t) € R, y
como ¢(x + ct) € C*(IR2), entonces ®(x + ct) € C?*(IR2). Por lo tanto, podemos
diferenciar dos veces ®(z + ct) con respecto a x y t, y obtener:

Dy (x + ct) — APy + ct) = P (x + ct) — 2" (w+ct) =0, (2,t) € R2.(3.54)
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Ya que cada solucién clasica en cualquier region es la solucién débil (ver Observacién
5), tenemos que ®(x + ct) satisface la ecuacién de D’Alembert (3.5) en IR% en el
sentido débil.

Por linealidad de la ecuacién de onda, ®(z — ct) + ®(x + ct) satisface la ecuacién
de D’Alembert (3.5) en IR en el sentido débil y el lema estd demostrado. [ |

3.2. Solucién débil del problema mixto

En esta seccién aplicaremos resultados de la seccién anterior. Consideremos el
probelma de Cauchy mixto para la propa-

{ gacion de una onda en la semirrecta R, :=
i N {r eR:z >0},
Uy = Uy, (2,1) € IF{?H

u(x,O) - C,O(l’), r € Ry,
(3.55)
w(z,0) =¢(z) v elRy,

U(O,t) - 0, t S E+.

X A diferencia con (2.1), (2.6) consideramos

Figura 6. aqui ¢ > 0. La tltima condicién en (3.55)

quiere decir que la cuerda tiene extremo iz-

quierdo fijo y es llamada condicion de frontera. Este método de solucion es llamado

método de imagenes. Usaremos la férmula de D’Alembert para el problema (2.1),
(2.6), definiendo extensiones impares de ¢ y ¢ a todo IR, en la forma:

p(x), x>0, Y(z), x>0,
O(z) = U(x):= (3.56)
—p(~x), <0, —(—x), x<0.

Teorema 3.1 Sea p € C*(Ry) y v € CY(IR;),

(0) =0, %(0) =0. (3.57)
Entonces la funcion
1 1 jotet T
Sle@re) +ole—a+ oo [ udy, 0< <,
2 2¢ Ja—ct C
u(z,t) = (3.58)
Slplatet) — (et~ + o [ vy, 1> 220

satisface (3.55) en el sentido débil y pertenece a C'(IR2) N C*(IR2\ ).
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Demostracién. Consideremos el problema de Cauchy para la linea entera IR

Uy = CPUyy, r € IR,
u(z,0) = ®(x), ze€lR, (3.59)

u(z,0) =¥(x), ze€lR,

con ® y ¥ dadas por (3.56). Notemos que ®, ¥ € C*(IR), por el Lema 3.1.1. In-
tentaremos escribir la solucién de (3.59) en la forma de D’Alembert (2.7). Esta
formula se obtuvo con las suposiciones que las condiciones iniciales ¢ y ¥ pertenecen
a CY(IR) y C*(IR), respectivamente. En este caso u fue la solucién clésica del proble-
ma de Cauchy. En el problema de Cauchy (3.59), ® y ¥ no pertenecen a estos casos,
pero usaremos esta férmula, la cual tiene sentido para ®, ¥ € C*(IR). No esperamos
que en este caso u pertenezca a C2?(IR?), entonces no serd la solucién cldsica; pero
demostraremos que u va a ser la solucién débil. Por lo tanto escribiremos u en esta
forma como:

(o, 1) = %((I)(x C o) + Dz + et)) + — / (), (3.60)

& —ct

y demostraremos que u satisface (3.59), pero en el sentido débil (en el sentido clésico
u no satisface (3.59) por que en general (vease Lema 3.1.2), u ¢ C?(IR?)).

1. Demostremos que (3.60) coincide con (3.58) en IRZ. Para eso, dividimos el
plano en cuatro regiones limitadas por las caracteristicas v, := {(x,t) : © = ct}

v 2 = {(x,t) : x = —ct}:
I={(z,t) eER*:x+ct>0yx—ct>0},
IT:={(z,t) eER*:2+ct>0yax—ct <0},
(3.61)
I :={(z,t) ER*:x+ct <0y x—ct <0},
IV ={(z,t) ER*:2+ct <0y ax—ct >0}

Notemos que estas regiones coinciden con las regiones dadas en (3.9) si ¢ = 1.
Nos restringiremos a las regiones I y I1, pues (I U IT) D IRZ.

Por (3.56) y (3.61) tenemos:
O(x—ct)|; =plx—ct), Plx+ct);=e(x+ct),
U(x —ct)]; =(x—ct), V(zr+ct)|;=v(x+ct),
(3.62)
Oz —ct)|rr = —p(ct —x), D(x+ct)|r=plx+ct),
\If(l‘—Ct)h[: —’l/)(Ct—SL’), \D($+Ct)|[[:¢(l'+0t).

36



Sustiteyendo (3.62) en (3.60) encontramos que u(x, t)|zz tiene la forma (3.58).
=

. Por Lema 3.1.1 &, ¥ € C*(IR); por lo tanto, ®(z—ct), (z+ct) y /H:t U(y)dy
pertenecen a C''(IR?). De aqui, por (3.60) u|]PTgr € Cl(ﬁi). o

Por otro lado <I>(x+ct) € C*(IR2) (vease la demostracién del Lema 3.1.4) y por
la Observacion 3, / (y)dy € C*(IR%). Por tltimo, ®(z—ct) € C*(IR%\ ;)
por que ®(&) € CQ(IR\{O}) por el Lema 3.1.2.

. Ahora demostraremos que la expresion (3.60) satisface la ecuacion de D’Alembert
(3.5) en IR , en el sentido débil. En efecto, por el Lema 3.1.4 tenemos que
O(x — ct) —I— ®(x + ct) satisface la ecuacién de D’Alembert (3.5) en IR%, en

el sentido débil. Por otro lado, de las Observaciones 3, 5 y 6 tenemos que
x+ct

U (y)dy, también satisface la ecuacién de D’Alembert (3.5) en IR%, en el
r—ct
sentido débil.

. Por ultimo, verificaremos que la expresion (3.58) satisface las condiciones ini-
ciales y de frontera dadas en (3.55). En efecto, si > 0, (3.58) implica:

u(z,0) = 5(p(a) + ¢(a)) = o). (3.63)

Diferenciando (3.58) con respecto a t obtenemos:

Wt et) - @l - et)] + %[1/1(:1: et +dm—c)], 0<t<Z

w(x,t) = ‘
Wt ot) — et =) + %w(g; Fet)—ufet—a)], 1>2 >0
(3.64)
Por lo tanto si > 0, por (3.64) tenemos:
wlr,0) = S(/(@) ~ () + L06() + W) = ve). (3.65)
Por 1ltimo, de (3.58), concluimos:
u(0,0) = So(et) = () + o [ Wty =0. (360

Entonces, por (3.63), (3.65) y (3.66) vemos que (3.58) satisface las condiciones
iniciales dadas en (3.55).

37



3.3. Unicidad de la solucién del problema mixto

En esta seccién demostraremos que la solucién encontrada es tinica en un espacio
apropiado. Para esto demostramos los siguientes lemas:

Ji
4 7

S

o =
[ 8

I
N

Figura 7

Lema 3.3.1 Sea ua(x,t) € C?(A) N CYA) (ver Figura 7) una solucion de la
ecuacion de onda en A. Entonces existen f1, fo € C*(Ry) N CYIRy) tal que:

ua(z,t) = filr —ct) + fo(z + ct), (z,t) € A (3.67)

Demostracién. Definimos una transformacion lineal no degenerada similarmente
a (1.36), dada por:

E:=x+ct, n:=1x—ct, (3.68)
con (z,t) € A. Bajo esta transformacién, la regién A se transforma en la regién

A = H{(&n) : 0 < n < &} En esta regién, la ecuacién de onda tiene la forma
canodnica:

ugy(§,m) =0, (3.69)
Notemos que u(&,n) € C?(A)N CH(A'), ya que u(z,t) € C?*(A)N CHA) y (3.68) es
una transformacién de la clase C*°. Evidentemente (3.69) implica que u¢ no depende

de 7, por lo tanto,
ue == U(E), (3.70)
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donde U(¢) € CHIR,) N C(IR;). Integrando (3.70) con respecto a &, obtenemos:
ua(§,m) = fi(n) + f2(8), (3.71)

donde f5(§) := / U)dé € C*(Ry) N CY(IR;) y la constante de integracién con

respecto a & es, en general, una funcién de 7, entonces también fi(n) € C*(IR.) N
CY(IR;) por (3.71). Sustituyendo (3.70) en (3.71) obtenemos (3.67). |

Es facil verificar que el reciproco es cierto, es decir, (3.67) satisface la ecuacién
de onda en A y pertenece a C?(A) N C*(A).

Considerando el problema de Cauchy en A enunciamos el siguiente:

Lema 3.3.2 Sean ¢ € C*(R;), ¢ € CYIRy). Entonces, la tnica solucidn del
sistema

Uy (x,t) — Auge(z,t) =0,  (2,t) € A, c >0,
(3.72)
u(z,0) = p(z), w(z,0) =¢(x), =€ Ry,
en la clase C?(A) N CY(A) se expresa por la férmula
1 1 T+ct
ua(e,t) = 5 oo +et) +p(e =) + o= [ wly)dy. (3.73)

Demostracion. Sea ua(z,t) € C?*(A)N C'(A) una solucién de la ecuacién de onda
en A. Entonces, por el Lema 3.3.1 existen funciones f, fo € C*(IR;)N C'(IR;) tal
que u(x,t) admite (3.67).

Determinemos las funciones f; y fo dadas por (3.67) de modo que se cumplan
las condiciones iniciales indicadas en (3.72), es decir:

ua(@,0) = fi(e) + falw) = ¢(2), (3.74)

0 y /
—ua(w,0) = cfy(e) — efi(x) = ¥(x). (3.75)

Integrando (3.75) obtenemos:

T

@) = @) == [y + k. (3.70)

z0
donde z( y k son constantes arbitrarias. Por (3.74) y (3.76) tenemos:

k 1

filz) = %S"(UC) - 216/96:7/’(9)@ g Ja() = 5@(3:) + 210/1:

€T

k
wl)dy, +5. (377
0
Sustituyendo (3.77) en (3.67) , obtenemos (3.73). De esta manera demostramos
que si u(zx,t) satisface (3.72), entonces u necesariamente tiene la forma (3.73), esto
implica que u es unica solucién en A. Es facil ver que (3.73) satisface el problema
(3.72). [
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Lema 3.3.3 Sea up(z,t) € C*(B) N CYB) (ver Figura 7) una solucién de la
ecuacion de onda en B. Entonces existen f; € C*(IR_)N CYIR_) y fo € C*(IR;)N
CHIR,) tales que:

up(z,t) = fi(z —ct) + folx + ct), (x,t) € B. (3.78)

Demostracién. Definimos una transformacion lineal no degenerada similarmente
a (1.36), dada por (3.68) con (z,t) € B.

Bajo esta transformacion, la regién B se transforma en la region B’ := {(£,n) :
& >0, =& <n <0}. En esta regién, la ecuacién de onda tiene la forma candnica:

ugn(§,m) = 0. (3.79)

Notemos que u(§,n) € C*(B'YN CY(B’), ya que u(z,t) € C*(B)N CY(B) y (3.68) es
una transformacién de la clase C*°. Evidentemente (3.79) implica que u¢ no depende
de 1, por lo tanto,

ug = U() (3.:50)
donde U(¢) € CHIR,) N C(IR;). Integrando (3.80) con respecto a &, obtenemos:
u(&,n) = f1(n) + f2(8), (3.81)

donde f5(§) == / U)dé € C*(IRy) N CY(IR;) y la constante de integracién con
respecto a & es, en general, una funcién de 7, entonces fi(n) € C*(IR_) N CY(IR_)
por (3.71). Sustituyendo (3.68) en (3.81) obtenemos (3.78). u
Es fécil verificar que el reciproco es cierto, es decir, (3.78) satisface la ecuacién
de onda en B y pertenece a C?(B) N C*(B).
Considerando el problema de Cauchy en B enunciamos el siguiente:

Lema 3.3.4 Sean ¢, tales que las condiciones del Teorema 3.1 se satisfacen y
ua(x,t) se determina por (3.73). Entonces, la inica solucion del sistema

(@, t) — Augg(z,t) =0, (x,t) € B,
u(0,t) =0, t € Ry, (3.82)
T
u"h = UA"YU 7= {(z,1) 1 L= E}ﬂ

en la clase C*(B) N CY(B) se expresa por la férmula

plote) —let o) +o [ vty (359

DO | =

u(z,t) =
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Demostracién. Sea ug(z,t) € C?(B) N C*(B) una solucién de la ecuacién de
onda en B. Entonces, por el Lema 3.3.3 existen funciones f; € C?(IR_) N C*(IR_)
v f2 € C?(IRy) N CYIRy) tales que up(x,t) admite (3.78). Por lo tanto, de (3.78)
y la condicién de frontera en (3.82) tenemos:

0 =u(0,t) = fi(—ct) + falct). (3.84)
Entonces, tomando & := ¢t en (3.84) tenemos:

f2(§) = —fi(=§), £=0. (3.85)

Por lo tanto, sustituyendo (3.85) en (3.78) tenemos:

up(z,t) = fi(z —ct) — fi(—x — ct). (3.86)

Como uly, = uals,, por (3.82); las expresiones (3.73) y (3.86) implican:

wale, 5) = S22 + @O+ o [ 9wy = F1(0)~ fi(~22) = up(x, D). (38)

Usando (3.57) y tomando & := 2z en (3.87) tenemos:

1 1

£i(=6) = 1i0) = 50O — o [ vy, €20 (3.5%)

Por lo tanto, sustituyendo (3.88) en (3.86) tenemos (3.83). De esta manera demostramos
que si u(zx,t) satisface (3.82), entonces u necesariamente tiene la forma (3.83), esto
implica que u es unica solucion en B. [ |

Teorema 3.2 (De unicidad) Sean ¢, tales que se satisfacen las condiciones del
Teorema 3.1. Entonces, el problema (5.55) tiene alo mds una solucién en C*(IR%) N

C2(R2\m).

Demostracién. Sea u € C'(IR2) N C2(IR2\7;) una funcién que satisface el prob-
lema (3.55). Entonces u(x,t)|4 = ua(x,t) es unica por el Lema 3.3.2, mientras que
u(z,t)|p = up(x,t) es tnica por el Lema 3.3.4. Por lo tanto, dado que ua(x,t) =

up(z,t) sobre la caracterfstica i, concluimos que u(x,t) es tnica en C'(IRZ) N
PR\ ) !

Observacién 7 Ain en esta seccion nuestra meta no fue obtener la solucion del
problema 3.55, sino solamente demostrar la unicidad, vemos que las fomulas (3.73)
y (3.83) coinciden con las formulas (3.58). Por lo tanto, realmente hemos dado otro
método para obtener las soluciones del problema (3.55).
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Capitulo 4

Problema de Cauchy en R? y R?

4.1. Meétodo de promediacion

La experiencia fisica de que las ondas se propagan esféricamente, sugirié a Pois-
son el llamado método de promediacion para resolver el problema de Cauchy de la
ecuacion de onda en tres dimensiones:

ug(z,t) = AAu(z,t), u(x,0)=p(x), uz,0)=1)(), (4.1)

donde: (z,t) € R* x Ry, ¢ > 0, p € C3(IR*) y o € C*(IR?). Este método consiste
en buscar una expresién de la solucién que permita usar la férmula de D’Alembert
de la ecuacién de onda en una dimensién (vease el Teorema 2.1):

u(x,t):A(t—i—%) +B(t—f>. (4.2)

c

N Sean p = (71,72,73), ¢ = (§,1,() un
punto fijo y uno variable, respectiva-
mente. Introduzcamos el sistema esféri-
co de coordenadas con centro en el pun-
to p (ver Figura 8):

§=x1+ap,
¢ =x3+p,

donde: p > 0,0 <0 <7 0< ¢ <
21, y, a = cos¢sind, § = sin¢sin,
v = cosf. Con esta notacion ¢ =
Q(pvev gb) = Q(p,w), con w = w(67¢)

Figura 8
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Sea B,(p) :={q€R*: |l¢g—p|| < r} vy S.(p) :={qg € R*: ||¢g—p|| = r} la bola
y esfera de radio r y centro p, respectivamente. Para cada ¢, si p € IR® y r > 0, el
valor promedio de u(q,t) sobre S,(p) es

1 1
t fds = [ ) S 14
ort)i= o [ ulredS = o[ ulrw,n)do (4.4)

donde: dS = r?d.

Observacién 8 Sea u € C(IR* x IRY), entonces u(r,w,t) — u(p,t) cuando r — 0.
Por lo tanto, v(r,t) — u(p,t) cuando r — 0.

En efecto, cuando r — 0

v(r’t):éllw/s( u(r,w, t) dQ —>—/S

1
—u(p.t dQ = u(p.t). m
47TU(p, )/Sl(p) u(p, t)

(4.5)

Sea D es una regién acotada' con frontera dD, FF € C'(D)N C(D) un campo
vectorial (mapeo diferenciable F': D — IR?) sobre D y asumamos que el Teorema
de la divergencia de Gauss

/dz’deV: F-vdS (4.6)
D

oD

es valido en D. Las regiones para las cuales es véalido el Teorema de la divergencia

de Gauss son llamadas regiones normales®. Suponiendo que F := Vu, u € C*(D)N
C(D), obtenemos:

/AudV / —dS (4.7)

ya que Au = div(Vu). La relacién (4.7) es conocida como tercer identidad de
Green, respectivamente.

Lema 4.1.1 Sea u(q,t) € C*(IR* x IRy) una solucion de la ecuacién de onda en
IR?, entonces v(r,t) definida por (4.4) es solucién de onda con simetria esférica:

r2u(r,t) = A(r*v.(rt),, (r,t) € Ry x Ry. (4.8)

Demostracién. Sea u(q,t) € C?(IR* x IRy) una solucién de la ecuacién de
onda en IR® (ver (4.1)). Entonces, integrando la ecuacién de onda sobre la bola
B,.(p) tenemos:

Uy (p, w, t dV:cz/ Aulp,w,t)dV. 4.9
/BM w(p,w, 1) [ Aulp.w) (4.9)

ILa restriccién a la regién acotada no es esencialmente una regla, pero evita la necesidad de
emplear hipdtesis especiales sobre el comportamiento en el infinito.
2Entre las regiones normales estan incluidas bolas, elipsoides sélidos, conos, etc.
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Dado que dV := p*dQ2dp = dS dp; la integral del lado izquierdo de (4.9) puede
ser escrita en la forma:

.t dV:/T 24 / w1 . 4.10
Lot tydv = [ o [ ulp.0.1) (4.10)

La parte derecha de (4.10) es integrable con respecto a r, por el Teorema de Newton-

Leibnitz y por que / ( )utt(p,w, t)dQ) es continua con respecto de p. Esto implica
Si(p
que la parte izquierda de (4.10) también tiene derivada con respecto de r. Por lo

tanto, diferenciando (4.10) con respecto a r y usando el Teorema de la diferenciacién
con respecto del limite superior de la integral, obtenemos:

0
< ) dV = 2/ Jw, 1) dS. 411
aréwgﬂpw) 7 [ walren) (4.11)

Consideremos v(r,t) definida por (4.4). Ya que u(q,t) € C*(IR* x IR;), entonces
v(r,t) € C*(IR; x IR,). (4.12)

Diferenciando (4.4) dos veces con respecto a t (es posible por (4.12)), tenemos:

1

’Utt('l", t) = E

t) dS2. 4.13
[, metren) (113

Por lo tanto, de (4.11) y (4.13) tenemos:

0

I /Br( )utt(p,w,t) dV = 47 r?u,(r,t). (4.14)

Ahora, usando (4.7) para B,(p) y S,(p) tenemos:

du(r,w,t) du(r,w,t)
Aulp,w,t dV:/ %dS:ﬂ/ TR g0, (415
B:(p) (v ) Sr(p) ar S1(p) ar ( )
Jdu  OJu . . : N
donde: — = £ ya que la normal exterior v a S,(p) tiene la misma direccién e
v

igual sentido que el radio r.
Ya que u € C? y la tltima integtral en la parte derecha de (4.15) converge (pues,
%g € C'(IR?)), por el Teorema de derivacién bajo el signo de la integral tenemos:

du(r,w,t) 0
%dﬂz—/ LW, 1)dS. 416

/smp) or or smmu(r @ t) (4.16)
Por lo tanto, sustituyendo (4.16) en (4.15) tenemos:

0
Au(p,w,t derQ—/ u(r, w, t)ds2. 4.17
Br(p) (p.0,1) ar Jsi(p) ( ) (4.17)
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Por otro lado, diferenciando (4.4) con respecto a 7 (es posible por (4.12)) tenemos:

19
r\l = T _a. s Wy Qa 4.1
w(rt) = -5 /sl@) u(r,w,t) d (4.18)

por lo tanto, sustituyendo (4.18) en (4.17) tenemos:
Au(p,w,t)dV = dxr?v.(r,t). (4.19)
Br(p)

La parte derecha de (4.19) tiene derivada continua con respecto de r, por (4.12); por
lo tanto, la parte izquierda también tiene derivada continua con respecto de r. Asi,
diferenciando (4.19) con respecto a r tenemos:

0

or Js.w)

Las identidades (4.14), (4.20) y (4.9) implican (4.8). n
Usando el resultado anterior, enunciamos el siguiente teorema:

Au(p,w,t)dV = 4r (r* v.(r,1)),. (4.20)

Teorema 4.1 Sea u(q,t) € C*(IR® x IRy) una solucién del problema de Cauchy
(4.1). Entonces u(p,t) admite una representacion integral

w(p,t) = — ((,ft / t(p)MdS+ WdS), (4.21)

T dne? t See(p)
para cualquier punto p € IR®.

Demostracién. Por el Lema 4.1.1, si u(q,t) € C?*(IR* x IR, es una solucién de
la ecuacién de onda en IR?, entonces v(r, ) es solucién de la ecuacién de onda (4.8).
Por lo tanto, usando las identidades

(rv), =rv. + v, (rv)p = rve,. + 20,

en (4.8) obtenemos:

rvy = A(rv)y., (r,t) € Ry x Ry. (4.22)
Haciendo
w(r,t) == ro(r,t), (4.23)
en (4.22) obtenemos:
wie(ryt) = Awee(ryt), (rit) € Ry x Ry. (4.24)

Notemos que (4.12) y (4.23) implican w(r,t) € C?*(IR; x IR,). Similarmente a (4.2),
la ecuacién (4.24) tiene solucién en la forma:

w(r,t)zF(tJrg)JrG(t—f), (r,t) € R, x R, (4.25)

C
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donde F,G € C?*(IRy), o bien, usando (4.23) en (4.25) tenemos:

v(r,t) = 1{F<t+£)+G<t—r)}, (r,t) e Ry x IR, (4.26)

r C

En r =0, por (4.23) y (4.25) obtenemos:

0=w(0,t) = F(t) + G(t). (4.27)
Por lo tanto,
G(t)=—F(t), t>0. (4.28)
Sustituyendo ésta expresion en (4.26) obtenemos
1 r r _
o(rt) = * [F <t+7> —F(t—f)], (rt) € Ry x Ry (4.29)
r c c

2
Cuando r — 0, la parte derecha de (4.29) tiende a = F"(¢). La parte izquierda tiende
c

a u(p,t) por (4.5). De este modo obtenemos la identidad
2 !
u(p,t) = . F'(t). (4.30)

Por otro lado, dado que u(g, t) es solucién del problema de Cauchy (4.1), por (4.4)
y (4.23) tenemos:

1
4 r?

v(r,0) = /ST(p) o(q)dS 'y w(r,0) =ruv(r,0), (4.31)

respectivamente. Asi (4.31) implica:

w(r,0) = —— / ela)ds. (4.32)

dmr
Maés aun, diferenciando (4.4) y (4.23) con respecto a t obtenemos:

1

Ut(Tvt) = 4 T,Q

/S()ut(r,w,t) dS 'y wi(r,t) =rv(r,t), (4.33)
(p

respectivamente. Nuevamente, como u(q, t) es solucién del problema de Cauchy (4.1),

por (4.33) tenemos:
1

wt(ﬁo):m

/S Vs (4.34)

Finalmente, por (4.25) y (4.29) tenemos:

c

w(r,t) = [F (t+£> —F(t—f)], (r,t) € Ry x R,. (4.35)
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Por lo tanto, en t = 0 obtenemos:
w(r,0) = F (g) ~F (—%) . (4.36)
Asi, diferenciando (4.36) con respecto de r tenemos:
w, (1, 0) = i {F (%) ya (—%ﬂ . (4.37)
Por otro lado, diferenciando (4.35) con respecto de t obtenemos:
wy(r, 1) = {F (t + g) _F (t _ g)} | (4.38)

Por lo tanto, en t = 0 obtenemos:

wy(r,0) = [F’ (%) —F (—%)} . (4.39)

Entonces, por (4.37) y (4.39) obtenemos:

%F’ <£) = w,(r,0) + %wt(ra 0). (4.40)

Sustituyendo (4.32) y (4.34) en (4.40) obtenemos:

%F’ (g) = i {;ﬁ (i /ST@) ¢(q) dS) + Clr/ST(p) w(Q)dS} : (4.41)

10
Haciendo r = ¢t (esto implica — = —— ) en la ecuacién (4.41) obtenemos:
or cot
2 1 0 (1 1
SF(t) = e as )+ [ ds| . 4.42
c (®) Ame? L’)t (t Set(p) ela) ) * t Scz(p)w(q) } (4.42)
Por lo tanto, sustituyendo (4.42) en (4.30) obtenemos (4.21). [

4.2. Método de Descenso

Una vez resuelto el problema de Cauchy para la ecuacién de onda en IR?, obten-
dremos férmulas explicitas para la solucién del problema de Cauchy en IR?:

Uy (21, 20, 1) = A u(x1,79,1), (21, 79,1) € IR? X [0, 00),
(4.43)
u(z1, 22,0) = (w1, 72), w1, w2, 0) = (21, 22),
donde ¢ € C3(IR?) y ¢ € C%(IR?). La idea (debida a Hadamard) para obtener
la solucién en IR? es considerar los datos iniciales dados en (4.43) como funciones

definidas en R® X [0,00) independientes de x3 y utilizar la solucién (4.21) de la
ecuacién de onda en IR”.
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Observacién 9 Si las funciones ¢ y 1 no dependen de x3, entonces (4.21) implica
que u no depende de x3 (es suficiente hacer el cambio de variable g < q+ (0,0,c¢)).
Por lo tanto, u serd solucion del problema de Cauchy (4.43).

Observacién 10 Dado que ¢ y 1 dependen solamente de x1 y x2, podemos proyec-
tar S (p) sobre Cu(p) (ver Figura 9). Mas atin, Se(p) consta de Sy (p) (semiesfera
superior) y Se(p) (semiesfera inferior); y ambas superficies pueden ser proyectadas
sobre Ci(p) conduciendo al mismo resultado.

Teorema 4.2 Sea u(p,t) € C*(IR* x [0,00)) una solucién del problema de Cauchy
(4.43). Entonces u(p,t) admite una representacion integral

1 [0 déd de d
u(p,) ( [ el W)

= — | — 4.44
2me \ Ot ¢ Cet(p) ( )

para cualquier punto p = (v1,13) € IR?, donde ¢ = \/(ct)2 —(§—m21)%2 = (n—x2)2.

Demostraciéon. Sea p un punto en el
plano z3 = 0, dS un elemento de superficie
y Cu(p) la proyeccién de la esfera Sq(p)
sobre el plano z3 = 0 (ver Figura 9). En-

Ty

tonces:
d dé d
p dg — o _ddy (4.45)
cos7y  Cos7
/_ donde:
. CLip) COS’y:ft,
S X ¢ (4.46)
Figura 9 ¢ = \/(Ct)Q — (= 2)* = (n—22)*
Por lo tanto, tomando en cuenta la Observacion 10 y sustituyendo las expresiones
(4.45) y (4.46) en (4.21) obtenemos (4.44). [
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Apéndice A

A.1. Ejemplo de una funcién prueba

Una funcién prueba que es positiva en una vecindad de y € IR" e igual a cero
fuera de ésta, es dada explicitamente por:

62

S
By.e(x) = ¢ —le—yP (A.1)

0, |r —y| > e

n
donde [z> =>" 27, z = (z1,...,2,) € R".
k=1

Demostraremos que la funcién dada por (A.1) es efectivamente una funcién prue-
ba, considerando sin pérdida de generalidad, ¢ = 1 y y = 0. Verificaremos que en
una vecindad de 0, ¢go(x) € Cg°(IR").

Teorema A.1 La funcion

1
exp| ——— |, |z[]<1
.7 _ 1—|zf?
¢(x) = doo(x) = (A.2)
0, lz| > 1,
pertenece a C3°(IR™).
Para demostrar el Teorema A.1 nos auxiliaremos del siguiente

Lema A.1 FEziste un polinomio P(x) y N € Ny :={0,1,2,...} tal que

7o (1 e) = o = T ) A

donde oo € INg X INg x -+ x INg, y 0% := 9gnogn-1---OgL.

— Y, Y-

n VECES
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Demostracién. Usaremos el método de la induccién matematica. Para o = 0 es

evidente, pues, es la funcién mismay P =1, N = 0. Para o = (0,. .. 7\1/, .., 0),
k
1
0% = 0,, y derivando exp (—1’|2> con respecto a xj tenemos
— |
1 —914 1
0 - = - . A4
wor (-2 = oo (=) A
Por lo tanto (A.3) se cumple para « con ay + -+ + a,, = 1.
Supongamos que (A.3) se cumple para o = (aq,...,0...q,) y demostremos
que (A.3) se cumple para o = (v, ...,a5 +1,... ).

P(x) e [ — 1
(1= 2N p( L= [af

LB exp< ! ) (A5)

(1 = [a]?)Ms IR

= 7]33@) exp | — !
T (1[N p( 1—|x|2>

Derivando

) con respecto a x; tenemos

donde
Ny = 2N,
Pi(x) = (1 = [2[*)¥ 0, P(x) = P(2)[N((1 = |2[*)¥ =) (=2x4)],
N2 = N + 2,
(A.6)
Py(z) = =2z, P(x),
N3 = Ny + Ny,
Py(x) = Py(z)(1 = [a]*)™ + Py(x) (1 — Ja]*)™.
|
Demostracién del Teorema A.l. Sea a = (ai,...,a,) € IR", con |a|] = 1
arbitrario. Demostraremos que para a € INg x - - - IN,
lim  0%(z) = 0. (A.7)

z—a, |z|<1
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Por el Lema A.1 es suficiente mostrar

[ Pw (1]
e () - A

Ya que P(z) — P(a), cuando z — ay |z| < 1; entonces es suficiente demostrar que

exp <_1 )
L=leP) (A.9)

v fal<t (1 —|z[2)"

Haciendo el cambio de variables

1

t= —7— A.10
- (A10)
en suficiente demostrar que
N
lim — — 0. (A.11)
t—oo e
Esto es cierto por la regla de L’Hopital. [ |
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