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Introduccion

Esta tesis esta dedicada al andlisis de la onda dispersa que aparece en el problema de
dispersiéon de onda plana sobre una cuna recta W, donde

W= {y:(ylva): ylzpCOS£, y2:pSin£7 pZOa 0§£§W/2}

El caso cuando W no es recta se analiza similarmente.
Consideremos el problema de dispersién de una onda plana incidente wu;,, que tiene la forma

Uin(y,t) = ei(kﬁo'y’“’ot)f(t —ng-y) para t€R y ye @ :=IR*\W. (0.0.1)

Esta onda incidente es la onda periddica con respecto de ¢ con la frecuencia wy > 0(veése figura
. ., — . .
1.1). La onda se propaga en la direccion del vector ng el cual es unitario con las coordenadas

(cosf,sinf). El vector k:_o) se llama el vector de onda y es colineal al vector ng y |k:_0)| = wy. El
perfil de onda f(s) es una funcion que pertenece a C°(IR), [f(s)| < 1, s € R y para alguna
70 >0

fls) = { (1) - (0.0.2)

) 827—0-

El papel, de este perfil es el que sigue: la onda incidente u;,(y,t) es la funcion suave en IR
y es identicamente 0 frente a la frontera que se describe como ng - y = t, ademas esta onda
satisface la ecuacion de onda Duy,(y,t) = 0 donde O := 97 — A (vedse Apéndice, Corolario
A.1.1). Notemos que para el caso 79 = 0, cuando f(s) es la funcion de Heaviside el problema fué
considerado en la tesis |[5] donde fue obtenida la formula explicita de Soboleff para la solucion.

Consideremos el caso
a € (0,7/2). (0.0.3)

En este caso la onda incidente se refleja de ambos lados y genera la onda reflejada u,.;r que se
construye por las leyes de la 6ptica. Esta onda se expresa como

ura(y,t), m/2<60<6,
uref(y,t) = 0 0, <60 <06y (004)
Upo(y,t), 02 <0 <2m

donde y = pe'?,
by =m—a, O=2r—« (0.0.5)



Figura 1: La funcion incidente u;,

ur,l(y7 t) = _ei(kryfwot)f(t - 77{ ' y>7 uT,2(y7 t) = _ei(kz-yfwot)f& - 7T2> ' y)? (006)
— —
k1 = wony, ny = (cosfy,sinby); ky = wony, n3 = (cosby,sinby)
Notemos que (0.0.4) implica que en general la onda w,.s es discontinua sobre los rayos 6 = 6,
y 6 = 05, estos rayos que nombramos rayos criticos determinan las direcciones que llamamos
direcciones criticas (ver figura 1.2). En el apéndice A.1, Corolario A.1.2 demostramos que la
onda u,.r también satisface la ecuacién de onda en los puntos donde es continua, es decir en

todo el plano IR? menos los rayos criticos IR* \ {f = 0,0 = 6,}.
La onda incidente y la onda reflejada definen la solucion 6ptica, la cual es su suma:

uﬂ(yv t) = Uiy + Upef (007)

Es facil ver que (vease el apendice A.1, Proposicion A.1.1) la suma de la onda incidente y la
onda reflejada satisface el siguiente problema de Cauchy mixto

Ouy(y,t) =0, yeR*\W, t>0
Uo(y, t)|ow = 0, t>0 (0.0.8)
Uo(y,t”t:o - um(yu O>7 y e ]R2 \ w
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Es evidente que ug(y,t) es discontinua con las discontinuidades a lo largo de los rayos criticos
0 =0,y 0 =0, pues u,.s es discontinua.
Por otro lado es conocido (ver [4]) que la solucion u(y,t) del problema de dispersion que
también se describe por el sistema (0.0.8) tiene que ser continua en y € IR* \ W. Entonces
la solucion optica no es la solucion del problema de dispersion. Por lo tanto tiene que existir
una onda discontinua u4(y, t) que compense las discontinuidades de la onda w,(y, t). Esta onda
realmente existe y se llama la onda dispersa (ver figura 1.3). Para la dispersion estacionaria
sobre semiplanos esta onda fué descrita por primera vez por Sommerfeld [4]. En el caso no
estacionario esta onda fué construida en [1] y [2].
Definamos

U = Uy, + Ug

Ya que u satisface (0.0.8) y u, también satisface (0.0.8) entonces u, satisface el siguiente
problema de Cauchy mixto homogéneo

Dud(y7 t) =0
ua(y, t)low =0 (0.0.9)
ua(y, t)|i=o = 0.

Observaciéon 0.0.1. Se puede pensar que la solucion de este problema es trivial. Pero esto no
es asi. Estamos buscando la solucion discontinua cuyas discontinuidades son contrarias a las
discontinuidades de Uycs.

En el articulo [2] la formula para u,4 se obtuvo por el Método de Las Caracteristicas Com-
plejas. En nuestra tesis vamos a analizar mas ampliamente esta funciéon posteriormente. Como
veremos, esta onda no estacionaria converge a la onda estacionaria cuando ¢ — oo. Encon-
traremos el caracter de esta convergencia. Para presentar la formula para u, introducimos las
siguientes funciones:

1) La funcion H(()

H(B) = H(B,a) = coth (%(ﬁ )2 — Za)) _ coth (%(5 _3mi/2 4 ia)) el (0.010)

donde a es como en (0.0.3)
2) El niicleo de la integral del tipo Sommerfeld-Malyuzhinets como:

Z(8,0) = —H(—ir/2 + 3 +10) + H(=5in /2 + 3 +if), (0.0.11)

donde
/2 <6 <27
Ahora podemos definir (vease [1| y [2]) la onda dispersa u; como sigue

Z'e—zwot

uq(p,0,t) := /RZ(B,H)h(ﬁ,p, t)dg, (0.0.12)
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donde .
h(B,p,t) :== f(t — pcosh B)e™Poshf 3 c R, p>0, t>0. (0.0.13)

Esta funciéon es el objeto principal de nuestra tesis pues queremos andlizar el caracter de
convergencia de esta solucion cuando el tiempo tiende al infinito, encontraremos la asintotica
de la diferencia entre uq(p,0) y uq(p,0,t) cuando t — oo . En lo sucesivo demostraremos que
uq esta bien definida y que realmente satisface (0.0.9), esto lo haremos directamente, sin usar el
Método de Las Caracteristicas Complejas, ademas en la seccion 2.3 y Capitulo 3 analizaremos
el Principio de la Amplitud Limite para esta onda.
Este principio para el problema de dispersion fué demostrado por primera vez en [2], ademés es
muy importante en muchos problemas de la Fisica Mateméatica. A grosso modo este principio
significa que el proceso no estacionario se estabiliza con el tiempo.
En el caso que consideramos esto ultimo significa lo siguiente: representamos la expresion
(0.0.12) como el producto de e “°! por cierta funcion Ay(p, 6, t) la cual es la Amplitud de
uq(p,0,t) :

ug(p,0,t) = et Ay(p, 0,t)

Segin (0.0.12) .
Alp.0.0) = o [ 2(3,00h(3.p.1)a5

R

La cuestion principal es si existe el limite de la Amplitud A4(p, 0,t) cuando t — +00 y si es
cierto que este limite satisface el problema estacionario correspondiente.
Resulta (vease [2]) que realmente este limite existe y satisface el siguiente problema estacionario

{ (A+wi)Ag(p,0) =0, (p.0)eQ

0.0.14
Aq(p,0)]ag = 0, ( )

Ademéas Ay(p,0) tiene discontinuidades determinadas por las discontinuidades de Upef-
Precisamente este problema estacionario usualmente se considera en la literatura de difraccion.
La solucion de este problema fué encontrado por primera vez en [3].

En los trabajos [1], [2] ¥ [5] se considera el problema no estacionario cuyas soluciones convergen
en un sentido a la solucion clasica del problema (0.0.14).

En este trabajo también demostraremos la existencia del limite y ademas investigaremos el car-
acter de esta convergencia, es decir encontraremos la asintotica de la diferencia entre Ay(p, 0,t)
vy Aa(p,0) cuando t — oo, esta asintotica nunca ha sido considerada en la literatura. De-
mostraremos que esta diferencia tiene orden ¢t=/3, t — oo (vease la seccion 3.3). Este es el
resultado principal de la tesis.



Figura 2: La onda reflejada u,.;



Figura 3: La funcién ug



Capitulo 1

Propiedades del niacleo de
Sommerfeld-Malyuzhinets

1.1. La funciéon H(f)

En esta seccion veremos algunas propiedades de la funcion H(5) de (0.0.10), la cual es un
componente importante de la funcion uy

Sea
P ={i(3kn —n/2+a), k € Z}| J{i(3kw + 3n/2 — ), k € Z}, (1.1.1)

un conjunto de puntos en C. En la siguiente proposicién establecemos algunas propiedades
fundamentales para H (/). De ahora en adelante consideramos el niimero complejo 5 € € como

B=p+if2, Bi,02 € R (1.1.2)
Proposicion 1.1.1. i) H(3) es analitica en C\P

ii) H(B) es periddica con periodo 3mi

i) H(3) = K

Demostracion i) Obviamente, los polos de H(3) son los ceros de las funciones
| . , o1 . .
smh(g(ﬁ +mi/2 —ia)) vy smh(g(ﬁ — 3mi/2 +iq)). (1.1.3)

Calculando los ceros de estas funciones obtenemos que el conjunto P coincide con el conjunto
de los ceros. Por lo tanto H (/) es analitica en C\P.

ii) Notemos que si f(z), z € €, es periddica con un periodo p, entonces f(az + b) es periodica
con periodo p/a (a # 0, a,b € €). Ya que la funcion coth z tiene periodo im, entonces cot(%(ﬁ—i—
mi/2 —ia)) y coth(5(3 — 3mi/24ic)) tienen periodo 3im, por lo tanto H(f3) tiene periodo 3im
segun (0.0.10).



iii) Veamos que para a > 0, b € IR constantes, coth(af+ib) — 1y coth(af+ib) — —1.
Re f—+o0 Ref——0
Sea 3 como en (1.1.2) entonces

6i(2a,82 +b) + 672(1,31

coth(af +ib) = T S (1.1.4)
Ya que | e72%%1 | — 0, entonces coth(af +ib) — 1. Similarmente
Br1—+o00 pr—+o0

coth(af+1ib) — —1. Entonces coth(5(8+ mi/2 —ia)) y coth(3(3 —3mi/2 + ia)) tienden a

Br——o00
1, cuando f; — 400 y tienden a -1 cuando 3; — —oo. Por lo tanto iii) se cumple por (0.0.10).

u
El siguiente Lema es necesario para demostrar la asintotica (1.1.5) para H(3).

Lema 1.1.1. Sea g(x) € C(IR) impar. Entonces
g (0)=0, kel.
Demostraciéon. Dado que g(x) es impar entonces g(x) = —g(—x). Ahora
92 (x) = ~g (—a)(~1)% = —¢)(~2)

Entonces ¢?(0) = —¢%)(0), por lo tanto ¢g®®*)(0) =0 ]
En la siguiente proposicion encontraremos la asintotica y la cota para H(f)

Proposicion 1.1.2. ¢) H(3) admite las siguientes asintdticas:
H(B) = Hi(B2)e™37 + ha(Ba)eT3% + O(e¥) By — oo, (1.1.5)

donde )
H(02) = 4isin {g(a - w)} ¢T3 (20mm) (1.1.6)

y hi(Ba) € Cy no depende de [
1) H(B) admite la siguiente cota:

|H(B)| <Ce 5%l |5 |>1 (1.1.7)
Demostracion. i) Tomemos 3 como en (1.1.2). Por (0.0.10),
1 . 1 .
H(B) = COth(gﬁl +icy) — COth(§51 +icy),

donde ] |
Cc1 = §(7T/2 — —{—ﬂg) Yy Co = g(—g’ﬂ'/Q + —|—ﬁ2) (118)
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Reescribimos H(3) en estos términos:

cosh(3 01 + ic1) B cosh(3 31 + ics)
sinh(301 +ic1)  sinh(30 +ico)

H(p) =

Haciendo los calculos elementales y usando la formula sinh(a£b) = sinh a cosh b+cosh asinh b, a,b €

C, obtenemos
sinh[i(co — ¢1)]

H(3) — 1.1.9
(5) sinh(%ﬁl + 7;61) Sinh(%ﬁl -+ ’iCQ) ( )
Calculemos la asintotica cuando 3; — +o00o. En la formula
! = : (1.1.10)
Sinh(%ﬁl — iCl) o 6%514*@1 _ 6*%,@172’61 T
hacemos el siguiente cambio de variable
es’ = = entonces s — +0 siy slosif — oo. (1.1.11)
S
Sea a = €', entonces
1 B 2 _ 2sa
sinh(33; + icy) B ta— st a2 — 2
Analicemos la funcién
2sa - 1
g1(8> = m, S — 0, |8| ~ §|CL| (1112)

La funcion g;(s) es analitica en {|s| < ;]al} e impar. Por el Lema 1.1.1 la funcién g;(s) admite
el desarrollo en series de Taylor y obtenemos

/1 0 1
as) = g1 )s + 00 L o) s < Slal,

donde por (1.1.12)

Como a = €'“* entonces
91(0) =27

por lo tanto

g1(s) = 257" + b3(a)s® + O(s°), s— 0. (1.1.13)
1
De ra simil = btenemos
e manera similar para g(s) Sh(Loh + ica) obtenemos
g2(s) = 2se7"* + bly(a)s® + O(s). (1.1.14)

11



Entonces, usando el Lema A.2.1 del Apéndice, obtenemos
91(8)ga(s) = 4s?e "t L p,(a)s* + O(s), s — 0.

Deshaciendo el cambio de variable (1.1.11) obtenemos que

1

= demierte) =38 | b (a)e 5P 4 O(e 2 to0,
Snh(3A; + icr)simh(10 T ica) ¢ 1(a)e (e B —

entonces, por (1.1.9)
H(f) = sinh[i(ca — ¢1)] [4e_i(cl+c2)e_%51 + b4(a)6_%ﬁ1 + 0(6_251)] B — +oo.
Utilizando nuevamente el Lema A.2.1 y el hecho de que sinh[i(co—c;)] = isin(ca—c;) obtenemos
H(3) = 4isin(cy — cl)e_i(cl+02)e_§ﬁ1 + h+(ﬁg)e_§51 + 0™y B — +o0.

Por (1.1.8), ¢co — 1 = %(a —Tm)yc+e = %(Qﬁg — ), por lo tanto obtenemos la asintotica

(1.1.5) y (1.1.6) para ; — oc.

Ahora veamos cual es la asintotica para H(3) cuando (f; — —o0.
Hacemos el siguiente cambio de variable

ex’ =5, entonces s—0 siysolosi 8 — —oo (1.1.15)

y sea a = e . Sustituimos en (1.1.10)

1 2 2sa

= = = — S).
sinh(30, +ic;) ts—at 52— a? 9(s)

De manera similar obtenemos
1
sinh(3; + ic
3b1 2

) = —g(s), s—0.

Entonces usando(1.1.13) y (1.1.14) y deshaciendo el cambio de variable (1.1.15) obtenemos

1
sinh(%ﬂl + iCl) Sinh(%ﬁl -+ iCQ)

= 4eilertea) 5 b4(oz)egﬁ1 +0(e) B — —o0,
entonces
H(B) = sinh[i(cy — ¢1)] [4ei(01+02)6§61 + b4(a)e%61 + O(GQﬁl) By — —o0

Utilizando el Lema A.2.1 y (1.1.8) obtenemos (1.1.5) y (1.1.6) para #; — —o0
ii) Demostremos la cota (1.1.7), por el inciso i) existe k > 0 tal que:

|H(B)] < 016_%51 + 026_%51 B>k
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debido a que e~3h < e_%ﬁ, Gy > 0, entonces
[H(B)| < Cse™3™ B > k. (1.1.16)
Ademas ,
036_3’81 > Cy >0, By € [1, k?]

H(f3) es continua sobre [1, k] ya que los polos de H(f3) son polos imaginarios por Proposicion
1.1.1, entonces existe C5 > 0 tal que

|H(B)| < C5,  pr e[l k]

Por lo tanto c
|H(B)| < 65036_%61 B € [1,k].
4

C
Llamamos 556’3 = (, entonces
4

|H(B)| < Ce 3% By € [1,K). (1.1.17)

Las desigualdades (1.1.16) y (1.1.17) implican (1.1.7) para $; > 1. Similarmente se demuestra
que
[H(B)| < Ces™ By < —1.

Por lo tanto ,
|H(B)| < Ce 3Pl |3,] > 1.

Corolario 1.1.1. H(—in/2+ $+1i0) y H(—5im/2+ [+ i0) admiten las siguientes asintdticas
H(—im/2+ 3 +41i0) = Hy (ﬂg — g + 9) e300 4 hi(By,0)eT5M + 072 B — +oo,

donde

2 2
Hy (ﬁz - g + 9) = 44 8in {g(a — 7)] o3 (B2—0-7)

H(=bir/2+4 3+ i) = Hy (ﬁg - 5; + 9) eFih 4 hi(ﬁz,e)ejF%ﬁl +0(e™) B — Foo,

donde

2 ;
Hy (52 - 57% + 9) = 4isin {g(a — W)] oF 3 (B2+0)=3m)

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 1.1.2, inciso i). [ |
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1.2. Asintotica del nicleo de Sommerfeld-Malyuzhinets

Nuestro siguiente paso para analizar la onda dispersa u, es obtener la asintotica de la
funcion Z(3,0) de (0.0.11) la cual entra en el integrando para la funcion u, (vease 0.0.12). Ya
que ug esta definida fuera de W, el parametro 6 en (0.0.11) es

/2 <6< 2. (1.2.1)

Sea @'(0) el conjunto de los polos de la funcion H(—in/2 + 3 +i6), Q" (0) el conjunto de los
polos de la funcion H(—5im/2 + 3+ i6). Entonces Q(0) = Q' (0)|J Q" () es el conjunto de los
polos de Z(3,0).

Lema 1.2.1. Se cumple que:

Q' (0) = {i(3km — 0+ a), k € Z}YU{i(3kr — 0 4 21 — a), k € Z},

Q"(0) = {i(3km — 0+ o+ 2m), k € ZYU{i(Bkm — 0+ 7 — o), k € Z} (1.2.2)

s 2 / .2 .
Demostracién. Q) (#) es la uniéon de los ceros de las funciones

sinh E(ﬂ (0 — a))} y  sinh E(ﬁ 0+ a— QW))} ,
va que
H(—in/2 + f + i) = coth E(ﬁ +i(0— a))} _ coth E(ﬁ L6+ a— 2@)} (1.2.3)

por (0.0.10).
De igual manera Q" (0) es la unién de los ceros de las funciones

sinh E(ﬁﬂ'(e Ca- 27))} y  sinh E(ﬁ+i(9+a —4#))} |

pues
: : 1 , 1 :
H(—5im/2 + 3 +if) = coth [g(ﬁ +i(0 — o — 2%))] — coth [g(ﬁ +i(0 +a — 4%))} . (1.2.4)

|
En adelante vamos a considerar Z([3,0) para € IR e integrar esta funcion sobre IR. Esto no
es posible para toda 6, por que para algunas 0 — s, Z(f3, ) tiene polo en 0. Por (1.2.2) esto va
a ser para las 6 — s tales que 0 € Q(0).
Vamos a nombrar a estas # — s como las direcciones criticas. Calculemos estas 0 — s, tomando
en cuenta que 0 € (7/2,2).

1) 0€Q'(A) &0 =3kr+a+2r, k€Z60=3kr+7m—a, k€ Z, tomando en cuenta las
condiciones (1.2.1) y (0.0.3) no encontramos direccion critica para la primera expresion
y asi la tnica direccion critica para Q"(6) es: 6 =7 — a.
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2) 0 Q) &0 =3kr+a, ke€Z060=3kr+2r—a, k€ Z. De manera similar
tomando en cuenta las condiciones (1.2.1) y (0.0.3) para la primera expresion no se
obtienen soluciones, entonces la tnica direccion critica para Q' () es: 6y = 27 — «

Lema 1.2.2. i) La funcion Z([3,0) es analitica en C\Q(0), para todo 6 que satisface (1.2.1)
ii) Z(5,0) es periddica con periodo 3mi
iii) lim Z((,0) = 0 cuando Re f — £o0
iv) Para 0 # 61,05 Z(3,0) admite las siguientes asintdticas
Z(8,0) = Zu (B2, 0)eT37 + 24 (B2, 0)e¥5M + O(e¥¥) B — £o0,
donde
Z+(a,0) = 4isin E(a — 7T):| [GJF%(’@M_?’“) — ejF%(ﬁQ_e_”)]

y z+(02,0) € C, no depende de ;.

v) Para 0 # 61,0 se cumple que Z(3,0) € C*(IR) y existe C(0) tal que:

1Z(8,0)] < C(0)e 317, BeR. (1.2.5)

Demostracion. i) Se sigue del Lema 1.2.1.
ii) Haciendo referencia a la demostracion de inciso ii de la Proposicion 1.1.1 se demuestra que

H(—in/2+ f+i0) y H(—=5iw/2 + [ + if) tienen periodo 3im. Por lo tanto Z((,6) también
tiene periodo 3.

iii) Ya que coth(af +1ib) — 1, cuando a > 0, entonces coth[s(f +i(0 — )] — 1,y

Re f—+0 Re f—+o00
coth[3(8+i(0 +a —2m))] — 1, entonces H(—im/2+ f+1i0) — 0. De igual manera
Re f—+00 Re f—+o0
H(=5ir/2+ 3+1i0) — 0. Porlo tanto Z(5,0) — 0.
Re f—+o00 Re f—+o0
Por lo tanto Z(3,0) — 0.
Re f——00

iv) Se sigue del Corolario 1.1.1 y de la representacion (0.0.11).

v) Del inciso i) se sigue que Z(3,0) € C*(IR) para 6 # 0,,0,. Por (1.1.7) |H(—iw/2 + ( +
if)| < Cre 318 para |B] > 1, pues Re(—in/2 4+ 3+ i#) = Re = . De la misma manera
|H(—5i7/2 + 3+ i0)| < Che 317 para 3] > 1.

Entonces

|Z(5,0)| =| — H(—im/2+ f+1i0) + H(=biw/2 + 3+ i0)|
<|H(—iw/24 B+ 10)| + |H(=5im/2 + § +i0)|
< Cre~ 38l Cye—318
— Ce—%\ﬁl, 18] > 1,

(1.2.6)
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donde C' = Cy + Cy. Por lo tanto |Z(53,0)| < Ce 510, 1Bl > 1.

Consideremos 3 € [—1,1]. Cuando 6 # 61,6, la funcién Z([3,60) es continua en IR con re-
specto de (3, por inciso i) del Lema 1.2.2 y del hecho que 0 ¢ Q(#) para estas 0 — s. Ya que
cada funcion continua sobre un conjunto compacto es acotada por Teorema de Weierstrass,
entonces

1Z(B,0)] < C1(6), |8] <1
Notemos que existe C(#) tal que

Ci(0) < CO)e 3P| < 1. (1.2.7)

En efecto es suficiente tomar C(6) > C;(0)e3. Por lo tanto (1.2.6) y (1.2.7) implican la afir-
macion (1.2.5) para 6 que no es direccion critica. u
En lo que sigue vamos a usar la fucion Z(f3,60) para § € IR. En este caso la asintotica tiene la
forma que se representa en el siguente Corolario.

Corolario 1.2.1. Sea

Z4(0) = Z.(0,0) = 4isin E(a - w)} [e¥3 0=3m) _ oF5(0-m)] (1.2.8)

Entonces la funcion Z(3,0) admite las siguientes asintdticas
Z(8,0) = Z,(0)e¥3° + 2. (0)eF3% + O(e¥%%) B — too (1.2.9)
Demostracién. Se sigue del lema (1.2.2), inciso iv) para Gy = 0. n

Observacion 1.2.1. Notemos que la asintdtica (1.2.9) existe también en los puntos criticos
0 =06, y0 =20y con Zy(612). Esto es bastante importante ya que la influencia del polo =0
desaparece para la asintotica cuando [ — £oo.
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Capitulo 2

La Onda Dispersa como la solucion del
problema de Cauchy mixto y el Principio
de la Amplitud Limite

2.1. Justificacion de la definicion de uy(p, 0, )

En esta seccion demostraremos que la funcion u, (la onda dispersa) esta bien definida.
Notemos que
h(B,p,t) =0 para  t<p (2.1.1)
por (0.0.13) y (0.0.2).
Es conocido que arccoshz que es la inversa de la funciéon coshx, x > 0 para z > 1y se expresa
€omo

arccosh z = Inv(z), (2.1.2)
donde
v(z) = 24+ V22 — 1, z>1. (2.1.3)
Sea ;
Bo := Bo(p,t) = arccosh;, t>p (2.1.4)

Lema 2.1.1. La funcién h(B3,p,t) es de clase C*°(IR) con respecto de € IR, para p > 0 y
t >0 y el soporte de h((3,p,t) para t > p esta contenido en [—fy, bo|, es decir
supp h’(ﬂapﬂ t) - [_ﬂ(]aﬂ(]]a (215)
donde [y es como en (2.1.4)
Demostracion. 1) a) Para t < p h(5,p,t) = 0 para § € IR por (0.0.13). b) Para t > p

h(B3,p,t) € C*(IRg) por (0.0.13) y (0.0.2) ya que e™orcoshB ¢ C°(TRy).
2) Sea t > p. Supongamos que || > [y, por ejemplo § > [y. En este caso por (2.1.4)

cosh # > cosh By = E
p
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Por lo tanto
t—pcoshf<t—t=01vy f(t—pcoshfB)=0

por (0.0.2). De aqui h(t — pcosh ) = 0 por (0.0.13), es decir (2.1.5) se cumple. u
Corolario 2.1.1. La funcién uq(p, 0,t) esta bien definida para 0 # 01,05.

Demostracion. Por el Lema 2.1.1 la integral de la funcion (0.0.12) converge por que la
integracion se realiza sobre un intervalo finito que esta contenido en [—0y, f] (vease (2.1.5)).
Ademsas Z(3,0)h(B, p,t) € C*(IR) ya que Z(3,0) € C*(IR) por el Lema 1.2.2 v). Por lo tanto
la integral (0.0.12) converge y esta bien definida. [

2.2. La funcién ug4(p,0,t) como la solucion de la ecuacion
de onda

En esta seccion demostraremos que la funcion ug (la onda dispersa) es la solucion de la
ecuacion de onda en la region W.

Proposicion 2.2.1. Se cumple que
Oug(p, 0,t) =0, (2.2.1)

donde
2

0
Oug(p, 6,t) = @ud(p,ﬁ,t) — Aug(p, 0,1).
Demostracion. Basta demostrar que:

2

0
@ud(p, 0,t) = Aug(p, 0,1).

1) Primero derivemos la funcion wu,(p, 0, t) respecto de t:

, 0
- o |cisae s [ 2o+l [ 20006000 @2
R R
. 0
— e | [ 2060 |5 5.0+ Sh5.00) 5],
de (0.0.13) obtenemos que

%h(ﬁ,p, t) := f (t — pcosh B)eiworcosh s, (2.2.3)

18



Sustituimos (2.2.3) en (2.2.2) y obtenemos

0
2

| | , (2.2.4)
= —e"“’ot/ elworcoshB 73 ) [(—iwg)f(t — pcosh B) + f (t — pcosh B) | dp.
R

6
De (2.2.4) obtenemos
82
@@d(ﬂ 0,t)

= geee [ weIZ(5,) [~ (e~ poosh §) ~ 2w f (¢~ peosh B+ (2:29)
R

6
f"(t — pcosh )| df.

2) Calculemos el Laplaciano de u,4. En coordenadas polares el Laplaciano esta dado por:

10 2 2
Augy(p,0,t) = ;@—pud(p, 0,t) + 8_p2ud(p’ 0,t) + Pwud(p, 0,t). (2.2.6)
Entonces
19 oo = / wopcosh 8 7( 3 9 cosh 3 [iwo f (£ — pcosh 3)—
pop N = e L © ’ oJ\t=p (2.2.7)
['(t — peosh B)] d,
o2
3_p2ud(p767t)
ie_iWOt iwgp cosh 3 2 2 . ! (228)
= 6o / e'or Z(B,0) cosh® B [—wi f(t — pcosh B) — 2iwg f'(t — p cosh B)+
R
f(t = pcosh B)] 3
Y .
1 82 ie_let ” iwgp cosh B
F@ud(p,ﬁ,t) = — 6 RZﬁ(ﬁ, 0)f(t — pcosh f)e dg. (2.2.9)

Transformemos la Gltima integral usando la integracion por partes.

N /]R Zy(83,0) f(t — pcosh B)e™or o ¥qp
= _Z’ (ﬁ, Q)f(t . pCOSh ﬁ)eiwopCoshﬁ 00 n Z/ (ﬁ, Q)eiwopCOShﬁpSinhﬁ (2210)
B e ® 8

[z’wof(t — pcosh f3) — f/(t — pcosh ﬂ)} dgs.
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[e.e]

Tenemos que —Zg(ﬁ, ) f(t — pcoshﬁ)e“opcos}‘ﬂ‘ = 0, pues f(t — pcosh(3) tiene soporte

compacto por Lema 2.1.1.
Otra vez usando integracion por partes, obtenemos

/ Zlﬁ(ﬁ, 0)e’0PeoshB psinh 3 [iwof(t — pcosh B) — f/(t — pcosh ﬁ)} dg
R

[e.9]

= Z5(B,0)e™0P B psinh 3 [iwof(t — pcosh f3) — f/(t — pcosh ﬁ)} ‘

—00

(2.2.11)
- / Z5(3, §)eiopcosh s [p2 sinh? 3 [ £t — peosh B) — 2iwof (t — pcosh §)
R

—waf(t — pcoshﬁ)} + [iwof(t — pcosh B) — f (t — pcoshﬁ)} pcoshﬁ] dgs,

Similarmente por Lema 2.1.1

o0

Z5(8,0)e™ 0P pginh 3 [iwof(t — pcosh B) — f(t — pcosh 5)] =0.

—00

Dado que sinh? 3 = cosh? 3 — 1, entonces

2 - —iwot ] ,
S rtlp.0.0) = 5 [ Z(3,0)c03 [(1 = cost ) [ (= peosh 5
— 2wy f (t — pcosh B) — W2 f(t — pcoshﬁ)] + % cosh 3 [iw f(t — pcosh B)— (2.2.12)

f'(t = pcosh ﬁ)” dgs.

Sumamos (2.2.7), (2.2.8) y (2.2.12) y obtenemos que:

Aug(p,0,t) =

ie‘“"ot

61

[ 2,002 [ peosh )= (2.2.13)
Qiwo f (t — pcosh ) — w2 f(t — pcosh 6)] ag

Comparamos (2.2.13) y (2.2.5) y obtenemos que:

2

@ud(p, 0,t) = Aug(p, 0,t).

Por lo tanto (2.2.1) se cumple y asi queda demostrada la Proposicion. [ |
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2.3. Valores de frontera de la funcién uy(p,0,t) y valor ini-
cial

En esta seccion se demostrara que los valores de ug4(p, 6,t) en la frontera de W se anulan y
que el valor inicial es cero.
Lema 2.3.1. Se cumple que h([3, p,t) es par respecto a 3.

Demostracion. Ya que cosh 3 es par entonces h(f3, p,t) es par por (0.0.13). [ |
Proposicion 2.3.1. Se satisface que:

ug(p,2m,t) =0 y uq(p,m/2,t)=0 ¥V p,t>0.

Demostracién. 1) Por demostrar que uq(p, 27,t) = 0. Por (0.0.12)

wilp.2m 1) = 5= | 2(5.270(5, )5,
donde por (0.0.11)
Z(8,2m) = —H(;m—kﬁ) +H(—%m+ﬁ) (2.3.1)

y por (0.0.10)

H(Cir + ) = coth E(ﬂ (2 — oz))} ~ coth E(ﬁ + m)] ,

2
(2.3.2)
H(—%zﬁr + ) = coth [%(6 - ia)] — coth [%(ﬁ +i(a — 27?))1 :
Veamos que Z(3,2m) es un funcion impar, es decir Z(—3,27) = —Z(f3, 27),
(2.3.1) implica que:
Z(—p,2m) = —H(gm - 06)+ H(—%m —0).
(2.3.2) implica que:
H(;m — 8) = coth E(—ﬁ +i(2r — a))] _ coth E(—ﬂ 4 ia)} |
1. 1 . 1 .
H(—Em — f3) = coth {g(—ﬁ - za)} — coth {g(—ﬂ +i(a — 27T)):| :
Por la imparidad de la funcion cotangente hiperbolica obtenemos que:
H(gm — 8) = —coth B(g —i(2r — oz))} + coth [%(5 - m)]
(2.3.3)
H(—%iﬂ' — () = —coth E(ﬁ + ia)] + coth E(ﬁ —i(a — 27r))] :
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Comparando (2.3.2) y (2.3.3)

H(gm ~ ) = H(~gin + )
(2.3.4)

1 3
Dado que —Z(3,2m) = H(3ir + 3) — H(—4im + ) y por (2.3.4) Z(—f,27) = —Z(f, 2m). Por
lo tanto Z(3,2m) es una funciéon impar. Ya que Z([3,27) es impar y por Lema 2.3.1, h(f, p, t)
es par entonces su producto es impar, por tal motivo:

/R Z(8,27)h(B, p, )d5 = 0

Por lo tanto uq(p, 2m,t) = 0.
2) Ahora vamos a demostrar que uq(p, 7/2,t) = 0.
por (0.0.12)

Z'e—uuot

o1

walp, /2, 1) = .AZWJMWWWﬁﬂi (2.3.5)

en donde por (0.0.11)
Z(B,m/2) = —H(B) + H(—2im + 3) (2.3.6)

y por (0.0.10)

H(B) = coth E(ﬁ Fi(n)2 — a))] — coth E(ﬁ +ila— %))] ,

2
(2.3.7)
H(=2im + ) = coth | 3(5 — i(ar+ 5m)| — coth | 2(3 +i(a — o)
(—2im + ) = co 3 ia+gm coth | 2 ila—=5m)| -
Demostremos que Z([3,7/2) es un funcion impar, es decir Z(—3,7/2) = —Z(8,7/2),
por (2.3.6)
Z(=p,7/2) = —H(=0) + H(=2iw — )
y por (2.3.7)
H(=B) = coth [%(—6 ()2 — oz))] _ coth [%(—/3 +i(a— 27?))] |
H(—2im — 3) = coth B(—ﬁ —i(a+ gﬂ'):| — coth E(—ﬁ +i(a — ;7?))] :
Debido a la imparidad de la funcién cotangente hiperbolica obtenemos que:
H(—B) = — coth E(g ()2 — a))] + coth E(ﬁ —ila— gw))}
(2.3.8)

H(=2in — §) = — coth B(ﬁ Lo+ gw)} + coth E(g i - gm)} |
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De comparar (2.3.7) y (2.3.8) y debido a que la funcion cotangente hiperbolica tiene periodo
1 obtenemos que
H(—p) = H(—2ir — ()
H(—2ir — 3) = H(—p).
Dado que —Z(3,7/2) = H() — H(—2im + ) y por (2.3.9) Z(—8,7/2) = —Z(8,7/2). Por lo
tanto Z(03,7/2) es una funcion impar. Ya que Z(3,7/2) es impar y por Lema 2.3.1, h(j3, p,t)
es par entonces su producto es impar, por tal motivo:

/R Z(8,7/2)h(B, p,t)d5 = 0

(2.3.9)

Por lo tanto ugq(p, 7/2,t) = 0. Y la proposicion queda demostrada. [ |
Proposicion 2.3.2. Se cumple que
uq(p,0,0) =0
Demostracion. Por (0.0.12)

iefzwoo

wa(p,,0) = /R Z(8,6)h(5. p.,0)dB,

7

y por (0.0.13) '
h(B,p,0) := f(0 — pcosh B)e™oPchB 3 c R, p>0,

en donde por (0.0.2) f(—pcosh ) = 0, entonces h(53, p,0) = 0. Por lo tanto
ud(pa 0, 0) =0.

2.4. El principio de amplitud limite

En esta secion encontraremos la amplitud limite para la fucion ug(p, 0, t).
Sea 3y como (2.1.4) entonces

ﬁ()(p? t) Y

t—o0
y
_ﬁO(pv t) - =X
t—o0
Lema 2.4.1. Se satiface que
h(ﬁ,p, t) _ 6iwopcoshﬂ
t—o00

/}R Z(B,0)h(3, p,t)df — Z(f3,0)e™0reoshBs,

t—oo JR
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Demostracién. 1) Por (0.0.13) y por (0.0.2)

h(ﬁ,p,t) N eiwgpcosh,ﬁ.

t—o0

2) Por lo anterior
Z(ﬁ, 9)h<ﬁ, P, t) — Z(ﬁ’ Q)eiwopcoshﬁ

t—o0

ademas
|Z(ﬁ7 Q)h(ﬁu()a t)‘ S O<0)6_2|B|/37 13 Z 07 P 2 0 5 €eR Yy 0 7é 017627

ya que
|€iwopc0shﬁ| — 1.

Por el teorema de Lebesgue obtenemos

/ Z(8,00h(8.p. )5 — | 2(8,0)e =15,
R t—oo JIR

Por lo tanto el lema queda demostrado.
Nombramos

i )
Aq(p,0) = /}R Z(3,0)e 0P bdg,

"~ 6m

(2.4.1)

(2.4.2)

Esta funcion se llama amplitud limite de la onda dispersa wug4(p, 0,t). De esta manera de-

mostramos el asi llamado Principio de la Amplitud Limite.

Este principio significa que la solucion del problema no estacionario se estabiliza con el tiempo
y tiene un limite cuando ¢ — oo. En nuestro caso la amplitud de ug que es e“°‘ugy(p, 0, t) tiende

a Aq(p,0), cuando t — oo, es decir

6iw0t“d(p7 9) t) - Ad(pa 9)7 1 — 00

24
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Capitulo 3

El caracter de la convergencia de la
soluciéon a la amplitud limite

3.1. Estimaciones para Ay(p,0) — e“tuy(p,0,t)
En esta seccion analizamos el caracter de la convergencia de (2.4.3). Sea
R(p,0,t) = Aa(p,0) — e uy(p,0,1). (3.1.1)

La meta principal de la tesis es encontrar la asintotica de R(p,0,t) cuando t — ooy p — 0 en
las direcciones no criticas. En esta seccion nos limitaremos del descubrimiento de la cota para
R(p,0,t), después veremos que esta cota se mejora, este mejoramiento se logra por medio del
método de las asintoticas.

t— T0

Cuando f(t — pcosh 3) =1, por (0.0.2) t — pcosh 3 > 79, entonces cosh 3 < .
p
Por (2.1.2) y (2.1.3)

t— t—
arccosh 0 Iy ( TO) ,

P P
denotemos
t
V0<t’p) =V (_>
p
(3.1.2)
t— To
vi(t,p) =v ( ) .
(L, p) p
Sea .
— T
cosh 31 = 0
Entonces ;
— T
B1(p,t) = arccosh ® — Inu(t, p). (3.1.3)
P
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Usando las funciones (0.0.12) y (2.4.2) obtenemos que

Rip.)= - [ 230 fa - peoshplas. (314
67 Jig1261(p0)
. . c(o) [t -3
Proposicion 3.1.1. Eziste C(0) tal que la cota |R(p,0,t)| < —= p se cumple
77

Demostracion. Por (3.1.4)

Rip.0.0)] = | /ﬁ| RGOt B pcoshﬂ)]dﬁ'
>B1(p,t

61

y por (2.4.1) obtenemos

R(p.0.8)] < /w L EE0I = = peosh s
>B1(pst

om

Dado que 1 — f(t — pcosh 3) < 1y por Lema 1.2.2 inciso iv), obtenemos

1 2 1 *° 2
Rpo.0 <00 [ e Was— o) [ s
i 181261 (p.0) 3 B1(p,t)
Haciendo la tltima integral obtenemos
Lo /OO 3048 = — )30
3 Br(p) 2m Bilp)

Usando los limites de integracion

1

or

o0 1 2 2
CO)e | =—C(O)e 3" — lim ¢73°
0)e2"| o= 2 C O Jim €3]

debido a que ﬁh’m ¢73% = 0y por (3.1.3) obtenemos

1 9 |00
_ -38
27TC(G)@

Wl

1
= —C(@Q)v(t,p)~
s om (0)n(t, p)

Ahora veamos que
t
¢! (ta p) <2-
p

Primero por (3.1.2) y (2.1.3)

2
t— t— t— t
nitp) < [ —2+ < TO) —2- "0 <t
p




Por lo tanto

win

p

y el lema queda demostrado [ ]
De esta manera nosotros acotamos la diferencia entre la Amplitud Limite A,(p, #) y la amplitud
de uq(p,0,t) que es Ag(p,0,t). Veamos que esta diferencia decrece como t=2/3, ¢ — oo.

En las siguientes secciones veremos que esta cota no es muy precisa. Resulta que
podemos precisarla y obtener ¢t °/3. Para esto necesitamos hacer un anélisis mas
detallado de la funcion R(p,0,1).

R.01 < 2e) (4]

3.2. Asintoticas auxiliares

En esta seccion queremos encontrar el término principal de la asintotica de R(p,0,t) (ver
(3.1.4)) cuando t — oo. Para este fin es suficiente encontrar la asintotica de (3.1.4) con el
cambio de Z(3,60) por el término principal en el desarrollo 1.2.9. Pero resulta que esto no es
suficiente, necesitamos también la misma asintotica con el cambio de Z(f3,6) por el segundo
término en (1.2.9). Para unir estos dos casos consideramos la asintotica de la expresion (3.2.1)
introduciendo el parametro p > 0.

Teorema 3.1. Sea

Ro(p.0,1) = / POt B _ (1 _ poosh B))dB,  p> 0. (3.2.1)
ﬂzﬁl(pvt)
entonces
R,(p,0,t) = Ry (p, )t~ "D 4 o(t=@+D), (3.2.2)
donde -
PP iwnp? €0
R, . (p,t) = iyt o (3.2.3)
Demostracién. Para la demostracion necesesitamos de los siguientes Lemas:
Lema 3.2.1. Sea -
Ri(p,t) = /s ) givost i ds,  p >0
1
Entonces - )
iwnp2 W0
Ri(p,t) = ie" % < =), 3.2.4
(o) = i€ o 4 (32.4)
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Demostracion. Integrando por partes, obtenemos

Rl(p> t) =

g ()] @

)
iwgp i
S*(PJrl)@ 4(;15 —el,woﬁ
wwot

= _ ﬁ j’oeiwost [_(19_1_ 1) (P+2)6 4(;152 +s ~(p+1)
1

iwn o2 iwot s 2 . 9
= —e it 6 + L ewost e e [(p+ 1)3—(p+2) _|_S—(p+3) Wwop ] ds.

4t

Entonces para demostrar (3.2.4) es suficiente demostrar que

o0

2
/e“"OSte s s —s 0, (3.2.5)

t—o00

1

o0

) 2 iwgp?
WJLLP /eiwostegs—(p+3)d8 — 0. (3.2.6)

t—o00

1
La demostracion de (3.2.6) es evidente ya que el integrando es sumable y acotado. Demostremos
(3.2.5). Otra vez integrando por partes

oo ’

oo
wwost . 2 00 1 L2
o (A iwgp - . WP o
zwoste 4st s (p+2) ds = : e st g (p+2) - ezwost e st g (p+2) ds
wot 1 1wot
1 1
&) ’
iwot 20’
eMote it p?
= - elwost | eTast 5~ P | (s,
1wot zwot
1

Tenemos que

02
ezwote 4t

% 0
wwol t—00
Ademaés,
/
1 ; iwgp®
—— [ et et s ds — 0,
Zu)()t t—o0
1

ya que después de la diferenciacion obtenemos la funcién integrable y por lo tanto el Lema

queda probado. [ |
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Lema 3.2.2. Sea

o0

Ry(p,t) = / s~ Pl ) p > 0. (3.2.7)
2t/p
entonces
Ra(p, 1) = Ryy (p, ) 7HD 4 o(t=04D). (3.2.8)
donde r .
iwgp? ezwo
Ryt (p,t) = 1€ o (3.2.9)
2ut 2t
Demostraciéon. Haciendo el cambio de variable s = —, ds = —du, obtenemos
p P
7 —(p+1) 2ut . p - 7 2ut | p -p
Ry = / (@> T @) / u ) gienn £ g @) Ri(t).
p P p P
1 1
Usando el Lema 3.2.1 obtenemos (3.2.8) y asi el Lema queda demostrado. |
Lema 3.2.3. Sea
7 . s+%
R3(p,0,t) = / s~ D gior=3% g, p>0 (3.2.10)
V()(t,p)
entonces
Ry(p,0,1) = Ry (p, ty~0) 4 o(4=07+D), (3.2.11)
donde R, (p,t) es como en (3.2.9).
Demostracion. (3.2.10) y (3.2.7) implican que
2t/p
sl
RS (p7 97 t) = R2 (p7 97 t) - / S—(p-l—l)eZwopTdS.
l/o(t,p)

Ya que Ry(p,0,t) admite la asintotica (3.2.8), entonces nos falta demostrar que
2t/p

s_(pﬂ)ei“’o"’#ds =o(t~ )t — 0.

vo(t,p)
Tenemos que
2t/p
N _

/S—(p+1)eiwops+25ds < / s_(p“)dS:—ﬁ 2t/p

p VO(tvp)
o(t.p) vo(t,p)
L /2t\7" p

~—|(5) —otea| =l - (1 vE=2) )
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Por el Teorema de Lagrange
-p
(Qt)*p _ (t N> ,02) — _péf(erl) (t — 12 = ,02) ’
donde £ € [t + /12— p?, Qt} . Ya que la funcion s~ 1 decrece, entonces

5*(p+1) < (t 4+ /12 — p2>—(p+1) < t(erl).

Nos falta demostrar que
t—\/t? = p? =o(t), t— 00

Tenemos que

t—Jee—p2=—"t 0 t- .
t+ /12— p?
Por lo tanto Lema (3.2.3) esta probado. u
Lema 3.2.4. Sea
Ry(p,0,t) = / g PPtiwopcoshB g g p>0. (3.2.12)
ﬂZﬂo(Pﬂf)
entonces
Ra(p,0,8) = Ryt (p, )t~ 4 o(t=0H1), (3.2.13)

donde R, (p,t) es como (3.2.9).

ds
Demostracién. Haciendo el cambio de variable s = e’; d3 = —, si 8 = $y(p, #) entonces
S

t
s =—++/(t/p)*> — 1 por (2.1.2) y (2.1.4). Sustituyendo en (3.2.12) obtenemos que Ry(p,0,t) =

Rs(p,0,t). Por lo tanto obtenemos la afirmacion del Lema. [
Ahora siguiendo la demostracion del Teorema, las ecuaciones (3.2.1) y (3.2.12) implican que

Bo(pst)
Rp(pa Ha t) = R4(pa 9) t) + / e—pﬁ+ituopcoshﬁ(1 o f(t o pCOShﬁ))dﬁ
ﬁl(pvt)

Por el Lema 3.2.4 es suficiente demostrar que

Bo(p,t)
/ e—pﬁ-i—iwopcoshﬁ(l o f(t _ pCOSh ﬂ))dﬂ — O(t_(p-f—l)), t — o0.
ﬁl(pvt)
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Tenemos que

Bo(pst) Bo(pst) ] Bolpd)
. 0P,
/ e‘pﬁ“‘”opcosw(l — f(t —pcosh B))dp| < / e PPdB = ——e PP
p ﬁl(pvt)
1(p,t) B1(pst)

= (n(t,p)) " = (n(t.p)".
Por el Teorema de Lagrange
(ot )7 = ((t.p) 7 = To(t.p) — alt Pl P,

donde 5 € (l/l(tap) ) VO(tvp»'
Por el decrecimiento de £~®*+Y | tenemos

£ < (yy(t, p)) Y

Ademas,

) 2 _ t—TO 2_
witp) = wlep) =2 & VIR J( )

—ln o+ VPP = VR

Mostremos que
o + V2—p®2 — J({t—1)?—p? — .
t—0

En efecto, esto se sigue de las siguientes afirmaciones
Vtt—pP—t—0

(t—To)2—P2—(t+To):\/t2_2t70+%2—/?2—(t+70)_’0'

Por lo tanto el Teorema 3.1 esta probado. [ ]

Corolario 3.2.1. 1) Sea

R:(p,0.t) = / e~ aPtiwopcoshB (1 _ f(t — pcosh 3))dB. (3.2.14)
B=pi(p:t)
entonces
Rz(p,0,t) = Rz (p, )t + o(t™/). (3.2.15)
donde

Rz (p,t) =Ry i(p,t) para p=2/3
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vedse (3.2.3)
i)
Ra(p,0,t) = / e~ aPtiwopcosh (1 _ £t — peosh 3))dB = ot~ (3.2.16)
B>B1(p:t)

2
Demostracion. i) Se sigue del Teorema 3.1, para p = 3

4
ii) Por Teorema (3.1) tenemos que para p = 3

Ri(p,0.t) = Ra . (p, T3 4 o(t7T/3).

Por el lema A.2.2 t77/3 = o(t~%/3) y también o(t~7/3) = o(t~>/3). Por lo tanto obtenemos
(3.2.16). L

Lema 3.2.5. Se cumple que

o0

K00 = [ GBI peoh S = o), 1o, (321)
B1(p,t)

donde
Sp(ﬁ) - O(G_Qﬁ)> ﬁ — X

Demostraciéon. Debido a que ¢(3) = o(e=27), por definicion |¢(3)] < Ce™2, 3 > k.
Entonces para 3;(p,t) >k

e B

— 016—261(071&)
2 ﬁl (pvt)
Bl (p,t)

y dado que (3 es como en (3.1.3) entonces

Cre 2Ppt) = _Cigp) =o(t™*?), t— oo

Por lo tanto (3.2.17) se cumple.

3.3. Caracter de convergencia de la amplitud de la onda
dispersa.

Esta es la seccion principal de la tesis. Aqui formulamos y demostramos el resultado princi-
pal declarado en la introduccion. De manera mas precisa escribimos la asintotica de R(p, 0,t),
que es la diferencia entre la amplitud de la onda dispersa en el momento ¢ y la amplitud limite.
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Teorema 3.2. Para 0 # 01,05, R(p,0,t) admite la siguiente asintdtica :

R(p.0.t) = é Z+(O) Rz (p, B Lot t— oo (3.3.1)

donde Z(0) se define (1.2.8) y Rys3(p,0,t) se define en (3.2.15).

Demostracion. Por la ecuacion (3.1.4) y el Lema 1.2.2 inciso iv)

R(p.0,t) = — / [Z,(0)e™57 + 2, (B)e™ 3% + O(e20)]el0pohB[1 — f(t — pcosh (3)]df
67 J\8125:(p.t)

Por la ecuaciones (3.2.14) y (3.2.16) obtenemos que

7

R(p7 97 t) = 67T

|20 (p,0.8) + 2 (O)Ry (0. 6,6) + r(p.6,1)|

y por el Corolario 3.2.1 y el Lema A.2.2 del apéndice obtenemos que

R(p,0,t) = é [z+(e) (R%,+(p, £)t5/3 4 o(t_5/3)> + 2 (0)o(t53) + o(t—S/S)}

_ [Z+(9)R§,+(P, D53 4 o(t75/3) + o(t75/3) + 0(t‘5/3)}

i _ -
= = [ZOR; (0.0 o7
Por lo tanto el Teorema se cumple. [ ]

Corolario 3.3.1.
|R(p,0.1)| < C(0,p)t"*

Demostracién. Del teorema

i _ _ { _ _
[R(p, 0,0)] = | [Z+(9)R§,+(p7t)t 4ot 5/3)]‘ < |52 OBz (o) 4772 < C(0, p)t 7
/3
Por lo tanto la afirmacion se cumple ya que R%’Jr(p, t)’ < 5273 Por (3.2.3). |
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Capitulo 4

Conclusiones

En la tesis hemos considerado el caracter de la dispersion de la onda plana incidente viajera
(0.0.1) por una cuna recta. Las caracteristicas fisicas de la cuna son tal que el problema se de-
scribe por un problema mixto de Cauchy con los datos de frontera de la cuna del tipo Dirichlet
(vedse 0.0.8). Es bien conocido que la solucion optica u, que es la suma de la onda incidente
u;n vy la onda reflejada wu,.; satisface a este sistema, pero no es continua, tiene discontinuidades
a lo largo de los rayos criticos. Por lo tanto se considera usualmente la soluciéon completa u que
es la suma de la solucion optica y la onda dispersa la cual se genera por el vértice de la cuna
y es una onda cilindrica.

Resulta que la amplitud de la onda dispersa tiene limite en cada punto (p,6) € IR* \ W, esto
significa que se cumple el principio de la amplitud limite (vease seccion 2.4). Encontramos la
asintotica de la diferencia Ry = Ay(p,0) — Aalp, 0,t) (vease (3.3.1)), esta asintotica determina
el caracter de convergencia y resulta que el orden de esta convergencia es t°/3, ademas se ve
que esta cota se mejora por este métodoy esta sintotica es continua, es decir, no depende de
las discontinuidades de ug sobre los rayos criticos (esto corresponde a la observacion (1.2.1)
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Apéndice A

A.1. Propiedades de la solucién 6ptica.

En este apéndice demostraremos que la solucion oOptica satisface el problema mixto de
Cauchy (0.0.8). Primero demostraremos que la onda viajera es la solucion de la ecuacion de
onda.

Lema A.1.1. Sea g(¢) € C*(IR). Entonces la funcion g(t — ng - y) satisface la ecuacion de
D’Alembert
Og(t—ng-y) =0, teR, yeR*\W (A1)

Demostracion. Basta demostrar que:

82
@g(t—n_o}-y) = Ag(t —ng - y).
Tenemos que
o — " —
@g(t—no-y):g (t—"no-y)
Y 2 2
0 0 9

gt —ng-y) =g¢"(t —ng - y) sin® o

t—n5-y)=g"(t—ng-y)cos’a, ——
Y3

oy’
Sumamos ambas ecuaciones y obtenemos que
Ag(t —ng-y) = g"(t =715 - ).

Por lo tanto (A.1) se cumple . u

Corolario A.1.1. La onda incidente w;, satisface la ecuacion de onda (A.1)

Demostracion. Por (0.0.1) u;, tiene la forma de la onda viajera. En efecto la exponente
eilkoy—wot) — cilwonisy—wot) — o=wo(t=54) o donde sigue la afirmacion, ya que flt —ng-y)

también toma la misma forma entonces u;, satisface la ecuacién de onda por el Lema A.1.1. &
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Corolario A.1.2. La onda reflejada satisface la ecuacion de onda en IR? fuera de los rayos
criticos.

Demostracion. Se sigue de las representaciones (0.0.4)y (0.0.6) la demostracion es similar
a la del Corolario A.1.1 n

Ahora demostraremos que la solucion éptica satisface el problema de Cauchy mixto .

Proposicion A.1.1. La solucion dptica u, dada por (0.0.7) satisface el sistema (0.0.8) fuera
de los rayos criticos.

Demostracién. 1) Veamos que Du,(y,t) = 0, es decir que Duyy,(y,t) + Ouyep(y, t) = 0. Se
sigue de los Corolarios A.1.1 y A.1.2.
2) Ahora demostremos que u,(y, t)|sw = 0, es decir u,(0,y2,t) = 0y uy(y1,0,t) = 0.
Uo(0, y2,t) = win(0, Y2, t) + trer(0, 42, t), de (0.0.1) obtenemos que

Uin (0, Y, 1) = el@ovzsina=wod) £ _ 4 gin )
y por (0.0.5) y (0.0.6) obtenemos
ur1(0, Y2, t) = —eilwoyasina—wol) £(4 40 sin ), Ur2(0,y2,t) = —eilwoyzsina=wol) £ _ 40 sin ar),
esto implica que u,(0, y2,t) = 0. De igual manera por (0.0.1) se obtiene que
Uin (Y1, 0, 1) = el@ov2cosa=wo) (4 4 cos ),
por (0.0.5) y (0.0.6) obtenemos
ur1(y1,0,t) = —ellwoyrcosa=wol) £ _ 4 cos ), Ur2(y1,0,t) = —ellwoyrcosa=wol) £ _ 4 cos ),

esto demuestra que u,(y;,0,t) = 0. Por lo tanto u,(y,t)|sw = 0.
3) Demostremos que u,(y,0) = w;n(y,0). Por (0.0.7) u,(y,0) = in(y,0) + urer(y,0) y por
(0.0.4), (0.0.6) uref(y,0) = 0. Por lo tanto u,(y,0) = un(y, 0). [

A.2. O- Simbolismo

Definicién A.2.1. El simbolo O(s*), s — 0 denota cualquier funcion ¢(s), que esta definida
en una vencidad de 0y exite ¢ > 0 y € > 0 tal que

‘ #(s)

o <c, |s| <€

Lema A.2.1. Sea O(s") y O(s™), s — 0 para m,n € Z, se cumple lo siguiente
1) O(s™)O(s™) = O(s"™™), en particular O(s™)s™ = O(s"™)

2) cO(s™) = O(s™) para ¢ constante

3) Si p(s) = O(s™), entonces p(s) = O(s"™), cuando m >n

4) O(s™) +0(s") = O(s™).
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Demostracion. 1) Sea O(s") = ¢(s) y O(s™) = 1(s) entonces por definicion existen
c1,c0 >0y €1,65 > 0 tal que

'M] <a, lsl<e
STL
YO sl <e
Sm
Entonces
gntm sn sm

Por lo tanto O(s™)O(s™) = O(s"*™).
2) Sea O(s™) = ¢(s), por definicion existe ¢; > 0y € > 0 tal que

< ¢, |s| < e

Entonces
©(s)

Sn

<cep =2, |s| < e

Por lo tanto cO(s") = O(s")
3) Como ¢(s) = O(s™), por definicion existe ¢ > 0y € > 0 tal que

<e  s|<e

ya que m > n entonces

_ |#ls)

©(s)

S?’l

o |s™T < ¢|s™T"| < ¢, pues m>mn, |s|<e

Por lo tanto ¢(s) = O(s")
4) Sea O(s") = ¢(s) y O(s") = ¢(s) entonces por definicion existen cj,cy > 0y €1,€2 > 0 tal
que

'MISCh 5| < e
Sn
‘M‘SC% |5’<62
Sn
Entonces
90(5) + w(s) < 90<5) + ‘¢(5> <cite=c ‘S’ < mfn{el,EQ}
sn sn sn sn
Por lo tanto O(s") + O(s"™) = O(s") [
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Definicién A.2.2. El simbolo o(t*), t — oo denota una funcion g(t) tal que g(t)-t* — 0

t—o00

Lema A.2.2. Sea o(t?) y o(t?), t — oo, para p,q € R se cumple las siguientes afirmaciones

1.

tP=o(t?) sip<qg<0

2. o(t?) =o(t?) sip<q<0

3. f)=Ct*+0O@t7* t— oo, entonces existe K > 0 y existe D > 0 tal que |f(t)| <

Dt7* t>K

Demostracion.

1. Veamos que t* -t = t*P*? — () cuando t — o0, ya que p+ ¢ < 0 por lo tanto se cumple la
afirmacion.

e

2. Por definicion existe g(t) = o(t”). Vemos que g(t) - t = g(t) -tqt—p — 0 cuando t — oo,
ya que por definicion g(t) -t — 0y t27? — 0 pues ¢ > p cuando ¢t — oo. Por lo tanto se
cumple la afirmacion.

s ey f(t) — Ct_k —k k

3. Por definicion = < (4, t > K, entonces f(t) — Ct™" < Cit", t > K. Por

lo tanto |f(t)] = |f(t) = Ct* + Ct=*| < Cyt7* + Ct* < Dt7% ¢t > K. |
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