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���������	
� �

�
 ����	������ ��� ������ �� ������������������	���� �

���� �� ����	
� H(β) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

���� 
�	��
�	�� ��� ������ �� ������������������	���� � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�
 ��  ��� !	������ ���� �� �����	
� ��� ���"���� �� #����� �	$�� � ��

��	��	�	� �� �� %���	��� �&�	�� �'

���� ����	����	
� �� �� ����	�	
� �� ud(ρ, θ, t) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 

���� �� ����	
� ud(ρ, θ, t) ���� �� �����	
� �� �� �����	
� �� ���� � � � � � � � � � � �!

��"� #������ �� �������� �� �� ����	
� ud(ρ, θ, t) � $���� 	�	�	�� � � � � � � � � � � � � ��

���� %� &�	��	&	� �� ��&�	��� �'�	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

�
 (� ���)���� �� �� ���*��+���	� �� �� �����	
� � �� ����	��� �&�	�� �,

"��� %��	���	���� &��� Ad(ρ, θ) − eiω0tud(ρ, θ, t) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(

"��� 
�	��
�	��� ��)	�	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 

"�"� *+������ �� ���$��,���	� �� �� ��&�	��� �� �� ���� �	�&����� � � � � � � � � � � "�

-
 #������	���� �-

%
 �,


��� -��&	������ �� �� �����	
� 
&�	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "(


��� .� �	�/��	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "0
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���� ����� ���� ����	��� �
 ���
���� �� 
� ���� ���
���� ��� �
���	� �� �
 
���
��� ��
���
������ �� ���� 

��� ����� ��� 	��� ��	�� �� �����

W := {y = (y1, y2) : y1 = ρ cos ξ, y2 = ρ sin ξ, ρ ≥ 0, 0 ≤ ξ ≤ π/2}.
�
 	��� 	����� W �� �� ��	�� �� ���
��� ����
��������
������������ �
 
���
��� �� ���
������ �� ��� ���� 

��� ��	������ uin� ��� ����� 
� �����

uin(y, t) = ei(
−→
k0·y−ω0t)f(t −−→n0 · y) para t ∈ IR y y ∈ Q := IR2 \ W. �������

���� ���� ��	������ �� 
� ���� 
������	� 	�� ���
�	�� �� t 	�� 
� ���	���	�� ω0 > 0������ � ���
����� !� ���� �� 
��
� � �� 
� ����		��� ��
 ��	��� −→n0 �
 	��
 �� �������� 	�� 
�� 	����������

(cos θ, sin θ)� �
 ��	���
−→
k0 �� 

��� �
 ��	��� �� ���� " �� 	�
����
 �
 ��	��� −→n0 " |−→k0 | = ω0� �



���
 �� ���� f(s) �� ��� ���	��� ��� 
������	� � C∞(IR)� |f(s)| ≤ 1� s ∈ IR " 
��� �
 ���
τ0 > 0

f(s) =

{
0, s ≤ 0,
1, s ≥ τ0.

�����#�

�
 
�
�
� �� ���� 
���
 �� �
 ��� �� ��$ 
� ���� ��	������ uin(y, t) �� 
� ���	��� ����� �� IR2

" �� ������	������ � ������ � 
� �������� ��� �� ���	���� 	��� −→n0 · y = t� ������ ���� ����
�������	� 
� �	��	��� �� ���� �uin(y, t) = 0 ����� � := ∂2

t − Δ ������ %
&���	�� ����
����
%������ '������ ��� 
��� �
 	��� τ0 = 0� 	����� f(s) �� 
� ���	��� �� (�������� �
 
���
��� ��&
	���������� �� 
� ����� )*+ ����� ��� �������� 
� �����
� �,

-	��� �� .���
�/ 
��� 
� ��
�	����
������������ �
 	���

α ∈ (0, π/2). �����0�

�� ���� 	��� 
� ���� ��	������ �� ��1�2� �� ����� 
���� "  ����� 
� ���� ��1�2��� uref ��� ��
	������"� 
�� 
�� 
�"�� �� 
� �
��	�� ���� ���� �� �,
���� 	���

uref (y, t) :=

⎧⎨
⎩

ur,1(y, t), π/2 ≤ θ ≤ θ1

0 θ1 < θ < θ2

ur,2(y, t), θ2 ≤ θ ≤ 2π
�����3�

����� y = ρeiθ�
θ1 := π − α, θ2 = 2π − α �����*�

0



������ �� 	� 
����
� ��������� uin

�

ur,1(y, t) = −ei(
−→
k1·y−ω0t)f(t −−→n1 · y), ur,2(y, t) = −ei(

−→
k2·y−ω0t)f(t −−→n2 · y), �������

−→
k1 = ω0

−→n1,
−→n1 = (cos θ1, sin θ1);

−→
k2 = ω0

−→n2,
−→n2 = (cos θ2, sin θ2)

������� ��� ������� ������� ��� �� ������� �� ���� uref �� ����������� ����� ��� ����� θ = θ1

� θ = θ2 ����� ����� ��� ��������� ����� ����	��� ���������� ��� ����������� ��� ��������
����������� ��!����� �"�� #���� ��$�� %� �� ��&����� '�� (�������� '���$ ����������� ��� ��
���� uref �����&� �����
��� �� ������
� �� ���� �� ��� ������ ����� �� �������� �� ����� ��
���� �� ����� IR2 ����� ��� ����� ��!����� IR2 \ {θ = θ1, θ = θ2}�
	� ���� ��������� � �� ���� ��)�*��� ��#��� �� ������
� 
����� �� ���� �� �� �����

uo(y, t) := uin + uref �����+�

%� 
,��� "�� ��� �"�,�� �� �������� '�� -��������
� '����� �� ���� �� �� ���� ��������� � ��
���� ��)�*��� �����
��� �� ��������� �������� �� (���.� ��/��⎧⎨

⎩
�uo(y, t) = 0, y ∈ IR2 \ W, t > 0
uo(y, t)|∂W = 0, t > 0
uo(y, t)|t=0 = uin(y, 0), y ∈ IR2 \ W

�����0�

�



�� �������� 	
� u0(y, t) �� ���������

 ��� �
� ���������
��
��� 
 �� �
��� �� ��� �
��� ��������
θ = θ1 � θ = θ2� �
�� uref �� ���������

�
��� ���� �
�� �� �������� ���� ���� 	
� �
 ���
���� u(y, t) ��� �������
 �� ���������� 	
�
�
����� �� �������� ��� �� ������
 � � �!� ����� 	
� ��� ������

 �� y ∈ IR2 \ W � ��������
�
 ���
���� �����
 �� �� �
 ���
���� ��� �������
 �� ����������� ��� �� �
��� ����� 	
� �"�����

�
 ���
 ���������

 ud(y, t) 	
� �������� �
� ���������
��
��� �� �
 ���
 uo(y, t)� ���
 ���

��
������ �"���� � �� ��
�
 �
 ���
 �������
 ���� #�
�
 $�%�� �
�
 �
 ���������� ���
����
��

����� ������
��� ���
 ���
 &
� �������
 ��� ������
 ��' ��� (�����&��� ���� �� �� �
�� ��
���
����
��� ���
 ���
 &
� ������
��
 �� �$� � �)��
*�#�
���

u := uo + ud

+
 	
� u �
���&
�� � � �!� � uo �
����� �
���&
�� � � �!� �������� ud �
���&
�� �� ���
�����
�������
 �� ,

�-� ��"�� -��������⎧⎨

⎩
�ud(y, t) = 0
ud(y, t)|∂W = 0
ud(y, t)|t=0 = 0.

� � �.�

��������	
� �
�
�
 �� ����� �����	 
�� �� ����
��� �� ���� �	������ �� �	������ ��	� ���� ��

�� ���� ������� ���
���� �� ����
��� ���
������� 
���� ���
������������ ��� 
���	�	��� � ���

���
������������ �� uref �

�� �� 
����
�� �)� �
 &���
�
 �
�
 ud �� ���
�� ��� �� /����� �� 0
� ,
�
���������
� ,��1
���2
�� �� �
����
 ����� �
��� 
 
�
��'
� �3� 
����
����� ���
 &
����� ��������������� ,���
�������� ���
 ���
 �� ���
����
��
 �������� 
 �
 ���
 ���
����
��
 �

��� t → ∞� �����1
��
����� �� �3�
���� �� ���
 �����������
� �
�
 �������
� �
 &���
�
 �
�
 ud ������
����� �
�
���
������ &
�������4
�� 0
 &
����� H(β)

H(β) = H(β, α) = coth

(
1

3
(β + πi/2 − iα)

)
− coth

(
1

3
(β − 3πi/2 + iα)

)
, β ∈ C. � � �$ �

����� α �� ���� �� � � �%�
�� �� �5���� �� �
 ������
� ��� ���� (�����&���1/
��
'-����� ����4

Z(β, θ) = −H(−iπ/2 + β + iθ) + H(−5iπ/2 + β + iθ), � � �$$�

�����
π/2 ≤ θ ≤ 2π.

6-��
 ������� ��#��� ���3�� �$� � �)�� �
 ���
 �������
 ud ���� ���
�

ud(ρ, θ, t) :=
ie−iω0t

6π

∫
IR

Z(β, θ)h(β, ρ, t)dβ, � � �$)�

7



�����
h(β, ρ, t) := f(t − ρ cosh β)eiω0ρ cosh β, β ∈ IR, ρ ≥ 0, t ≥ 0. ������	


��
� ������� �� �� ����
� ��������� �� ����
�� 
���� ���� �������� �������� �� �����
�� ��
������������ �� ��
� �������� ������ �� 
����� 
����� �� �����
� �����
������� �� ����
�
���
�� �� ���������� ��
�� ud(ρ, θ) ! ud(ρ, θ, t) ������ t → ∞ � �� �� �������� �����
������� ���
ud ��
� ���� ������� ! ��� �������
� ��
������ �����"
 ��
� �� #������ �����
����
� ��� ���� ��
$%
��� �� &�� '����
����
���� '�������� ������ �� �� ������� ��� ! '��(
��� � ������������
�� )�������� �� �� *����
�� &(��
� ���� ��
� �����
��
� ��������� ���� �� �������� �� ���������� ��% �����
���� ��� ������� ��� �� +,- ������ ��
��! �����
��
� �� ���#�� ��������� �� �� .(���� $�
���
���� * ������ ���� ��
� ���������
�������� ��� �� ������� �� ��
��������� �� ��
������� ��� �� 
������
�� �� ���� ��� ������������ ��
� /�
��� �������� �� �������
�0 ��������
���� �� �1�������
������,
 ���� �� ������
� �� e−iω0t ��� ����
� ������� Ad(ρ, θ, t) �� ���� �� �� *����
�� ��
ud(ρ, θ, t) 0

ud(ρ, θ, t) = e−iω0tAd(ρ, θ, t)

2��/� ������,


Ad(ρ, θ, t) =
i

6π

∫
IR

Z(β, θ)h(β, ρ, t)dβ

&� ����
��� ��������� �� �� �1��
� �� �(��
� �� �� *����
�� Ad(ρ, θ, t) ������ t → +∞ ! �� ��
����
� ��� ��
� �(��
� ��
������ �� �������� ��
��������� �������������
��
3����
� ������ +,-
 ��� �������
� ��
� �(��
� �1��
� ! ��
������ �� �������
� �������� ��
���������{

(Δ + ω2
0)Ad(ρ, θ) = 0, (ρ, θ) ∈ Q

Ad(ρ, θ)|∂Q = 0,
������4


*����� Ad(ρ, θ) 
���� ������
��������� ��
��������� ��� ��� ������
��������� �� uref �
)���������
� ��
� �������� ��
��������� ��������
� �� ��������� �� �� ��
���
��� �� �����������
&� �������� �� ��
� �������� ��% �����
���� ��� ������� ��� �� +	-�
�� ��� 
������� +�- +,- ! +5- �� ��������� �� �������� �� ��
��������� ��!�� ���������� ���������
�� �� ���
��� � �� �������� ������� ��� �������� ������4
�
�� ��
� 
������ 
����%� �����
������� �� �1��
����� ��� �(��
� ! ������ �����
�������� �� ���6
��
�� �� ��
� ������������ �� ����� �����
������� �� ����
�
��� �� �� ���������� ��
�� Ad(ρ, θ, t)
! Ad(ρ, θ) ������ t → ∞ ��
� ����
�
��� ����� #� ���� ����������� �� �� ��
���
���� 7�6
���
������� ��� ��
� ���������� 
���� ����� t−5/3 t → ∞ ������ �� ������� ���
� ��
� �� ��
�����
��� ��������� �� �� 
�����

8



������ �� 	� 
��� �
�
���� uref

�



������ �� 	� 
����
� ud

�



�������� 	


����
���
� �
� ����
� �


����
��
������������
��

���� �� ����	
� H(β)

�� ���� �����	� 
����
� ������� ��
�������� �� �� �����	� H(β) �� ��������� �� ���� �� ��
�
��
����� ���
������ �� �� �����	� ud

���
P = {i(3kπ − π/2 + α), k ∈ Z}

⋃
{i(3kπ + 3π/2 − α), k ∈ Z}, �������

�� �
�����
 �� ����
� �� C� �� �� ��������� ��
�
����	� ����������
� ������� ��
��������
������������� ���� H(β)� �� ��
�� �� �������� �
��������
� �� �����
 �
�����
 β ∈ C �
�


β = β1 + iβ2, β1, β2 ∈ IR. ����� �

����������	 
�
�
� �� H(β) �� �������	� �� !\

��� H(β) �� ����
��	� 	�� ������� 3πi

���� H(β)
Re β→±∞
−→ 0


����������	 �� "�
�������� �
� �
�
� �� H(β) �
� �
� ���
� �� ��� �����
���

sinh(
1

3
(β + πi/2 − iα)) y sinh(

1

3
(β − 3πi/2 + iα)). �����#�

!��������
 �
� ���
� �� ����� �����
��� 
������
� $�� �� �
�����
 % �
������ �
� �� �
�����

�� �
� ���
�� %
� �
 ����
 H(β) �� ����&���� �� !\%�
��� '
���
� $�� �� f(z)� z ∈ C� �� ����	���� �
� �� ����
�
 �� ���
���� f(az + b) �� ����	����
�
� ����
�
 �(� �a �= 0, a, b ∈ C�� )� $�� �� �����	� coth z ����� ����
�
 iπ� ���
���� cot(1

3
(β+

πi/2− iα)) * coth(1
3
(β − 3πi/2 + iα)) ������ ����
�
 3iπ� �
� �
 ����
 H(β) ����� ����
�
 3iπ

����� ���������

+



���� ������ ��� 	�
� a > 0, b ∈ IR ����
��
��� coth(aβ+ib)
Re β→+∞
−→ 1 � coth(aβ+ib)

Re β→−∞
−→ −1�

��� β ���� �� ������� ��
�����

coth(aβ + ib) =
ei(2aβ2+b) + e−2aβ1

ei(2aβ2+b) − e−2aβ1
. �������

�� ��� | e−2aβ1 |
β1→+∞
−→ 0, ��
����� coth(aβ + ib)

β1→+∞
−→ 1� ������
���
�

coth(aβ + ib)
β1→−∞
−→ − 1� ��
����� coth(1

3
(β + πi/2− iα)) � coth(1

3
(β − 3πi/2 + iα)) 
������ �

�� ������ β1 → +∞ � 
������ � �� ������ β1 → −∞� ��
 �� 
��
� ���� �� ���	�� 	�
 ���������

�� �������
�  ��� �� ������
�� 	�
� �����

�
 �� ����
!
��� �����"� 	�
� H(β)�

���� ������ ��� g(x) ∈ C∞(IR) ������ 	
��

��

g(2k)(0) = 0, k ∈ IN.

	��
��
������ #��� ��� g(x) �� ��	�
 ��
����� g(x) = −g(−x)� $%�
�

g(2k)(x) = −g(2k)(−x)(−1)2k = −g(2k)(−x).

��
����� g(2k)(0) = −g(2k)(0)� 	�
 �� 
��
� g(2k)(0) = 0
�� �� �������
� 	
�	�����!� �����

�
���� �� ����
!
��� � �� ��
� 	�
� H(β)

�

�
������ ������ �� H(β) ������ ��� ������
��� ���
����
���

H(β) = H±(β2)e
∓ 2

3
β1 + h±(β2)e

∓ 4
3
β1 + O(e∓2β1) β1 → ±∞, �����"�

��
��

H±(β2) = 4i sin

[
2

3
(α − π)

]
e∓

i
3
(2β2−π) �����&�

� h±(β2) ∈ C � 
� ����
�� �� β1

��� H(β) ������ �� ������
�� 
����

| H(β) | ≤ Ce−
2
3
|β1|, | β1 |≥ 1 �����'�

	��
��
������ �� (������ β ���� �� �������� ��
 ���������

H(β) = coth(
1

3
β1 + ic1) − coth(

1

3
β1 + ic2),

�����

c1 =
1

3
(π/2 − α + β2) y c2 =

1

3
(−3π/2 + α + β2). �����)�

��



����������	� H(β) �
 ���	� �����
	�


H(β) =
cosh(1

3
β1 + ic1)

sinh(1
3
β1 + ic1)

− cosh(1
3
β1 + ic2)

sinh(1
3
β1 + ic2)

.

�����
�	 �	� ������	� �����
����� � ���
�	 �� �	����� sinh(a±b) = sinh a cosh b±cosh a sinh b, a, b ∈
C� 	���
��	�

H(β) =
sinh[i(c2 − c1)]

sinh(1
3
β1 + ic1) sinh(1

3
β1 + ic2)

�������

��������	� �� ���
������ ���
�	 β1 → +∞� �
 �� �	�����

1

sinh(1
3
β1 + ic1)

=
2

e
1
3
β1+ic1 − e−

1
3
β1−ic1

��������

 ����	� �� ��!���
�� �����	 �� "�������

e
1
3
β1 =

1

s
, entonces s → +0 si y slo si β1 → ∞. ��������

Sea a = eic1 � �
�	
���
1

sinh(1
3
β1 + ic1)

=
2

1
s
a − s 1

a

=
2sa

a2 − s2
.

#
������	� �� ��
���


g1(s) :=
2sa

a2 − s2
, s → 0, |s| ≤ 1

2
|a|. ������$�

%� ��
���
 g1(s) �� �
��&���� �
 {|s| ≤ 1
2
|a|} � ��'��� (	� �� %��� ����� �� ��
���
 g1(s) ������

�� ������	��	 �
 ������ �� )���	� � 	���
��	�

g1(s) = g′
1(0)s +

g′′′
1 (0)

3!
s3 + O(s5) |s| ≤ 1

2
|a|,

�	
�� '	� ������$�

g′
1(0) =

2a(a2 + s2)

(a2 − s2)2

∣∣∣
s=0

=
2a3

a4
=

2

a
.

�	�	 a = eic1 �
�	
���
g′
1(0) = 2e−ic1

'	� �	 ��
�	
g1(s) = 2se−ic1 + b3(a)s3 + O(s5), s → 0. ������*�

+� ��
��� ������� '��� g2(s) :=
1

sinh(1
3
β1 + ic2)

	���
��	�

g2(s) = 2se−ic2 + b′3(a)s3 + O(s5). ������,�

��



��������� 	�
��� �� 
��
 ����� ��� ��������� ���������

g1(s)g2(s) = 4s2e−i(c1+c2) + b4(a)s4 + O(s6), s → 0.

����
������ �� �
���� �� �
��
��� �������� ��������� �	�

1

sinh(1
3
β1 + ic1) sinh(1

3
β1 + ic2)

= 4e−i(c1+c2)e−
2
3
β1 + b4(a)e−

4
3
β1 + O(e−2β1) β1 → +∞,

��������� ��� �������

H(β) = sinh[i(c2 − c1)]
[
4e−i(c1+c2)e−

2
3
β1 + b4(a)e−

4
3
β1 + O(e−2β1)

]
β1 → +∞.

����� 
��� �	��
����� �� 
��
 ����� ! �� ����� �� �	� sinh[i(c2−c1)] = i sin(c2−c1) ���������

H(β) = 4i sin(c2 − c1)e
−i(c1+c2)e−

2
3
β1 + h+(β2)e

− 4
3
β1 + O(e−2β1) β1 → +∞.

"�� �����#�� c2 − c1 = 2
3
(α − π) ! c1 + c2 = 1

3
(2β2 − π)� ��� �� �
��� ��������� �
 
����$���


�����%� ! �����&� �
�
 β1 → ∞�

����
 ��
��� �	
� �� �
 
����$���
 �
�
 H(β) �	
��� β1 → −∞�
'
����� �� ��(	����� �
���� �� �
��
���

e
1
3
β1 = s, entonces s → 0 si y solo si β1 → −∞ ������%�

y sea a = e−ic1 � )	����	���� �� ������*�

1

sinh(1
3
β1 + ic1)

=
2

1
a
s − a1

s

=
2sa

s2 − a2
= −g1(s).

�� �
���
 �����
� ���������

1

sinh(1
3
β1 + ic2)

= −g2(s), s → 0.

�������� 	�
���������+� ! ������,� ! ����
������ �� �
���� �� �
��
��� ������%� ���������

1

sinh(1
3
β1 + ic1) sinh(1

3
β1 + ic2)

= 4ei(c1+c2)e
2
3
β1 + b4(a)e

4
3
β1 + O(e2β1) β1 → −∞,

��������

H(β) = sinh[i(c2 − c1)]
[
4ei(c1+c2)e

2
3
β1 + b4(a)e

4
3
β1 + O(e2β1)

]
β1 → −∞

����� 
��� �� 
��
 ����� ! �����#� ��������� �����%� ! �����&� �
�
 β1 → −∞
��� ����������� �
 ���
 �����-�� ��� �� ������ �� �.���� k > 0 �
� �	�/

|H(β)| ≤ C1e
− 2

3
β1 + C2e

− 4
3
β1 β1 ≥ k

��



������ � ��� e−
4
3
β1 ≤ e−

2
3
β	 β1 > 0	 �
��
��


|H(β)| ≤ C3e
− 2

3
β1 β1 ≥ k. ��������

�����

C3e

− 2
3
β1 ≥ C4 > 0, β1 ∈ [1, k]

H(β) �
 ��
��
�� 
���� [1, k] �� ��� ��
 ����
 �� H(β) 
�
 ����
 �����
����
 ��� �����
����

�����	 �
��
��
 ���
�� C5 > 0 ��� ���

|H(β)| ≤ C5, β1 ∈ [1, k]

��� �� ��
��

|H(β)| ≤ C5

C4

C3e
− 2

3
β1 β1 ∈ [1, k].

�������

C5

C4

C3 = C	 �
��
��


|H(β)| ≤ Ce−
2
3
β1 β1 ∈ [1, k]. ��������

��
 ��
���������
 �������� � �������� �������
 ������� ���� β1 ≥ 1�  ��������
�� 
� �����
���
���

|H(β)| ≤ Ce
2
3
β1 β1 ≤ −1.

��� �� ��
��
|H(β)| ≤ Ce−

2
3
|β1| |β1| ≥ 1.

��������� ������ H(−iπ/2 + β + iθ) � H(−5iπ/2 + β + iθ) ������� 	�
 
��������
 �
���
����


H(−iπ/2 + β + iθ) = H±
(
β2 − π

2
+ θ

)
e∓

2
3
β1 + h±(β2, θ)e

∓ 4
3
β1 + O(e∓2β1) β1 → ±∞,

�����

H±
(
β2 − π

2
+ θ

)
= 4i sin

[
2

3
(α − π)

]
e∓

2i
3

(β2−θ−π).

H(−5iπ/2 + β + iθ) = H±

(
β2 − 5π

2
+ θ

)
e∓

2
3
β1 + h±(β2, θ)e

∓ 4
3
β1 + O(e∓2β1) β1 → ±∞,

�����

H±

(
β2 − 5π

2
+ θ

)
= 4i sin

[
2

3
(α − π)

]
e∓

2i
3

(β2+θ)−3π)

	
���
�������  � 
���� �� �� �����
����
 ����!	 �
��
� ���

�"



���� �����	��
� �
� ��
�
� �
 ����
��
������������
��

������� ��	���
�� ���� ���� �
�
���� 
� �
�� �������� ud �� ����
�� 
� ���
������ �� 
�
��
���
 Z(β, θ) �� �������� 
� ���
 �
��� �
 �
 �
��	��
�� ���� 
� ��
���
 ud ������ �������� ��
��� ud ���� ���
��� ����� �� � �
 ����!���� θ �
 �������� ��

π/2 ≤ θ ≤ 2π. �������

"�� Q
′
(θ) �
 ��
#�
�� �� 
�� ��
�� �� 
� ��
���
 H(−iπ/2 + β + iθ) Q

′′
(θ) �
 ��
#�
�� �� 
��

��
�� �� 
� ��
���
 H(−5iπ/2 + β + iθ). $
��
��� Q(θ) = Q
′
(θ)

⋃
Q

′′
(θ) �� �
 ��
#�
�� �� 
��

��
�� �� Z(β, θ)�

���� ������ �� ������ ���	

Q
′
(θ) = {i(3kπ − θ + α), k ∈ ZZ}⋃{i(3kπ − θ + 2π − α), k ∈ ZZ},

Q
′′
(θ) = {i(3kπ − θ + α + 2π), k ∈ ZZ}⋃{i(3kπ − θ + π − α), k ∈ ZZ} �������

���	
���
���� Q
′
(θ) �� 
� �
��
 �� 
�� ����� �� 
�� ��
���
��

sinh

[
1

3
(β + i(θ − α))

]
y sinh

[
1

3
(β + i(θ + α − 2π))

]
,

%� ���

H(−iπ/2 + β + iθ) = coth

[
1

3
(β + i(θ − α))

]
− coth

[
1

3
(β + i(θ + α − 2π))

]
�����&�

��� ���������
'� �	��
 !�
��� Q

′′
(θ) �� 
� �
��
 �� 
�� ����� �� 
�� ��
���
��

sinh

[
1

3
(β + i(θ − α − 2π))

]
y sinh

[
1

3
(β + i(θ + α − 4π))

]
,

����

H(−5iπ/2 + β + iθ) = coth

[
1

3
(β + i(θ − α − 2π))

]
− coth

[
1

3
(β + i(θ + α − 4π))

]
. �����(�

$
 ���
�
�� ��!�� � ��
������� Z(β, θ) ���� β ∈ IR � �
��	��� ���� ��
���
 ����� IR� $��� 
�
�� �����
� ���� ���� θ ��� ��� ���� �
	�
�� θ − s Z(β, θ) ���
� ��
� �
 �� )�� ������� ���� ��
� ��� ���� 
�� θ − s ��
�� ��� 0 ∈ Q(θ).
*�!�� � 
�!���� � ����� θ − s ��!� 
�� 
������
��� ��������� +�
��
�!�� ����� θ − s, ��!�
��
�
 ���
�� ��� θ ∈ (π/2, 2π).

�� 0 ∈ Q
′′
(θ) ⇔ θ = 3kπ +α+2π, k ∈ ZZ � θ = 3kπ +π−α, k ∈ ZZ ��!�
�� �
 ���
�� 
��

��
�����
�� ������� % �����&� 
� �
��
���!�� ��������
 ��,���� ���� 
� ���!��� �-������

% ��, 
� .
��� ��������
 ��,���� ���� Q′′(θ) ��/ θ1 = π − α.

�(



�� 0 ∈ Q
′
(θ) ⇔ θ = 3kπ + α, k ∈ ZZ � θ = 3kπ + 2π − α, k ∈ ZZ� �� ������ 	
�
���

�
����
 �� ������ ��	 �
��
�

��	 ������� � ������� ���� �� ��
���� �����	
�� �
 	�

��
���� 	
���

��	� ���
���	 �� ��
�� �
����
�� ����
�� ���� Q

′
(θ) �	� θ2 = 2π − α

���� ������ 	� �� ������� Z(β, θ) 	
 �����
��� 	� C\Q(θ)� ���� 
��� θ ��	 
�
�
���	 �������

		� Z(β, θ) 	
 �	������� ��� �	����� 3πi

			� ĺım Z(β, θ) = 0 ������ Re β → ±∞
	
� ���� θ �= θ1, θ2 Z(β, θ) ����
	 ��
 
����	�
	
 �
��
�
���


Z(β, θ) = Z±(β2, θ)e
∓ 2

3
β1 + z±(β2, θ)e

∓ 4
3
β1 + O(e∓2β1) β1 → ±∞,

����	

Z±(β2, θ) = 4i sin

[
2

3
(α − π)

]
[e∓

2i
3

(β2+θ−3π) − e∓
2i
3

(β2−θ−π)]

� z±(β2, θ) ∈ C� �� �	�	��	 �	 β1�


� ���� θ �= θ1, θ2 
	 �����	 ��	 Z(β, θ) ∈ C∞(IR) � 	��

	 C(θ) 
�� ��	�

|Z(β, θ)| ≤ C(θ)e−
2
3
|β|, β ∈ IR. �������

����
����	��� 	�  � 	
!�� ��� "��� ������
		� #��
���
 ��$�����
� � �� ���
	����
�� �� 
��
	
 		 �� �� %�
�
	
�
�� ����� 	� �����	��� &��
H(−iπ/2 + β + iθ) � H(−5iπ/2 + β + iθ) �
���� ���

�
 3iπ� %
� �
 ����
 Z(β, θ) ����
'�
�
��� ���

�
 3iπ�

			� (� &�� coth(aβ + ib)
Re β→+∞
−→ 1, �����
 a > 0� ���
���	 coth[1

3
(β + i(θ − α))]

Re β→+∞
−→ 1, �

coth[1
3
(β + i(θ + α − 2π))]

Re β→+∞
−→ 1, ���
���	 H(−iπ/2 + β + iθ)

Re β→+∞
−→ 0. �� 
!��� ������

H(−5iπ/2 + β + iθ)
Re β→+∞
−→ 0. %
� �
 ����
 Z(β, θ)

Re β→+∞
−→ 0.

%
� �
 ����
 Z(β, θ)
Re β→−∞
−→ 0.

	
�  � 	
!�� ��� )
�
���

 ����� � �� �� �����	�����
�� ���������

� ��� 
��
	
 	� 	� 	
!�� &�� Z(β, θ) ∈ C∞(IR) ���� θ �= θ1, θ2� %
� �����*� |H(−iπ/2 + β +

iθ)| ≤ C1e
− 2

3
|β| ���� |β| ≥ 1� ���	 Re (−iπ/2 + β + iθ) = Re β = β� �� �� �
	�� ������

|H(−5iπ/2 + β + iθ)| ≤ C2e
− 2

3
|β| ���� |β| ≥ 1�

+��
���	

|Z(β, θ)| = | − H(−iπ/2 + β + iθ) + H(−5iπ/2 + β + iθ)|
≤ |H(−iπ/2 + β + iθ)| + |H(−5iπ/2 + β + iθ)|
≤ C1e

− 2
3
|β| + C2e

− 2
3
|β|

= Ce−
2
3
|β|, |β| ≥ 1,

�����,�

��



����� C = C1 + C2� ��� �� 	
�	� |Z(β, θ)| ≤ Ce−
2
3
|β1|, |β| ≥ 1�

����
������� β ∈ [−1, 1]� ��
��� θ �= θ1, θ2 �
 ����
�� Z(β, θ) �� ���	
��
 �� IR ��� ���
����	� �� β� ��� 
��
�� i) ��� ���
 ����� � ��� ����� ��� 0 �∈ Q(θ) �
�
 ��	
� θ − s� �
 ���
�
�
 ����
�� ���	
��
 ����� �� ������	� ����
�	� �� 
��	
�
 ��� ������
 ��  �
���	�
���
��	�����

|Z(β, θ)| ≤ C1(θ), |β| ≤ 1.

!�	���� ��� �"
�	� C(θ) 	
� ���

C1(θ) ≤ C(θ)e−
2
3
|β|, |β| ≤ 1. #����$%

&� ����	� �� ��'�
��	� 	��
� C(θ) ≥ C1(θ)e
2
3 � ��� �� 	
�	� #����(% � #����$% 
���
�
� �
 
'��

�
�
�� #����)% �
�
 θ ��� �� �� �
����
�� ��*	
�
�
&� �� ��� �
+�� ,
��� 
 ��
� �
 ���
�� Z(β, θ) ���� β ∈ IR� �� ��	� 
��� �� ��
�	�	

� 	
��� ��
����� ��� �� ��������	� �� �� �
����	� �������
��

��������� ��	��� ���

Z±(θ) = Z±(0, θ) = 4i sin

[
2

3
(α − π)

]
[e∓

2i
3

(θ−3π) − e∓
2i
3

(θ−π)] �������

�������	 
� ����
�� Z(β, θ) ���
�� 
�	 	
��
����	 �	
����
��	

Z(β, θ) = Z±(θ)e∓
2
3
β + z±(θ)e∓

4
3
β + O(e∓2β) β → ±∞ �������


���
�������� �� �
��� ��� ���� �������� 
�

�� ��� ���� β2 = 0�

��
�������� ��	��� ������	 ��� 
� �	
����
�� ������� ��
	�� ����
�� �� 
�	 �����	 ����
��	
θ = θ1  θ = θ2 ��� Z±(θ1,2)� �	�� �	 ��	����� 
���������  � ��� 
� 
�!����
� ��
 ��
� β = 0
��	������� ���� 
� �	
����
�� ������ β → ±∞�

��



�������� 	


� ��
� �������� ���� �� �������� 
��

�������� 
� ������ ����� � �� ���������


� �� �������
 
�����

���� �����	
�
��
 �� �� ��	
�
��
 �� ud(ρ, θ, t)

�� ���� �����	� 
�����
�
���� ��� �� �����	� ud ��� ��
� 
����
��� ���� ���� 
����
��
������� ���

h(β, ρ, t) = 0 para t ≤ ρ �������

��
 �������� � ��������
�� ������
� ��� arccoshz ��� �� �� ����
�� 
� �� �����	� cosh x, x ≥ 0 ��
� z ≥ 1 � �� ���
���
����

arccosh z = ln ν(z), �������


��
�
ν(z) = z +

√
z2 − 1, z ≥ 1. �������

 ��

β0 := β0(ρ, t) := arccosh
t

ρ
, t ≥ ρ �����!�

���� ������ �� ������� h(β, ρ, t) 	
 �	 ���
	 C∞(IR) �
� �	
�	��
 �	 β ∈ IR� ���� ρ ≥ 0 �
t ≥ 0 � 	� 

�
��	 �	 h(β, ρ, t) ���� t ≥ ρ 	
�� �
��	���
 	� [−β0, β0]� 	
 �	���

supp h(β, ρ, t) ⊂ [−β0, β0], �����"�

�
��	 β0 	
 �
�
 	� �������

���	
���
���� �� �� #�
� t ≤ ρ h(β, ρ, t) = 0 ��
� β ∈ IR ��
 ��������� �� #�
� t ≥ ρ
h(β, ρ, t) ∈ C∞(IRβ) ��
 �������� � ������� �� ��� eiω0ρ cosh β ∈ C∞(IRβ)�
��  �� t ≥ ρ�  ����$���� ��� |β| > β0% ��
 �&����� β > β0� �� ���� ���� ��
 �����!�

cosh β > cosh β0 =
t

ρ
.

�'



��� �� �����
t − ρ cosh β < t − t = 0 y f(t − ρ cosh β) = 0

��� 	
�
��
� �� ���� h(t − ρ cosh β) = 0 ��� 	
�
���
� �� ����� 	�����
 �� �������

��������� ��	�	� �� ������� ud(ρ, θ, t) 	
�� ��	� 
	���
� ���� θ �= θ1, θ2�


���
�������� ��� �� ���� ����� �� �������� �� �� ������� 	
�
���
 �������� ��� ��� ��
����������� �� ����� � ��!�� �� ��������� "���� ��� ���� ��������� �� [−β0, β0] 	����� 	�����

�
#���$� Z(β, θ)h(β, ρ, t) ∈ C∞(IR) %� ��� Z(β, θ) ∈ C∞(IR) ��� �� ���� ����� ��� ��� �� �����
�� �������� 	
�
���
 �������� % ���� !��� ��"�����

���� �� ����	
� ud(ρ, θ, t) ���� 
� ��
��	
� �� 
� �����	
�

�� ����

&� ���� ������� ������������� ��� �� ������� ud 	�� ���� ��������
 �� �� �������� �� ��
�������� �� ���� �� �� ������ W �

�����
����� ����	� �	 �����	 ��	

�ud(ρ, θ, t) = 0, 	�����



��
	

�ud(ρ, θ, t) =
∂2

∂t2
ud(ρ, θ, t) − Δud(ρ, θ, t).


���
�������� '���� ��������� ���(

∂2

∂t2
ud(ρ, θ, t) = Δud(ρ, θ, t).

	� ������� ��������� �� ������� ud(ρ, θ, t) �������� �� �(

∂

∂t
ud(ρ, θ, t)

=
i

6π

[
(−iω0)e

−iω0t

∫
IR

Z(β, θ)h(β, ρ, t)dβ + e−iω0t ∂

∂t

∫
IR

Z(β, θ)h(β, ρ, t)dβ

]

=
i

6π
e−iω0t

[∫
IR

Z(β, θ)

[
(−iω0)h(β, ρ, t) +

∂

∂t
h(β, ρ, t)

]
dβ

]
,

	�����


�� 	
�
���
 �!������� ���

∂

∂t
h(β, ρ, t) := f

′
(t − ρ cosh β)eiω0ρ cosh β. 	�����


�)



����������� �	
	
�� 
� �	
	
	� � ���
�
���

∂

∂t
ud(ρ, θ, t)

=
i

6π
e−iω0t

∫
IR

eiω0ρ cosh βZ(β, θ)
[
(−iω0)f(t − ρ cosh β) + f

′
(t − ρ cosh β)

]
dβ.

�	
	
��

�
 �	
	
�� ���
�
���

∂2

∂t2
ud(ρ, θ, t)

=
i

6π
e−iω0t

∫
IR

eiω0ρ cosh βZ(β, θ)
[
−ω2

0f(t − ρ cosh β) − 2iω0f
′
(t − ρ cosh β)+

f
′′
(t − ρ cosh β)

]
dβ.

�	
	
��

�� ������
��� 
� ���������� �
 ud
 �� �����
����� �����
� 
� ���������� 
��� ���� ����

Δud(ρ, θ, t) =
1

ρ

∂

∂ρ
ud(ρ, θ, t) +

∂2

∂ρ2
ud(ρ, θ, t) +

1

ρ2

∂2

∂θ2
ud(ρ, θ, t). �	
	
��

������
�

1

ρ

∂

∂ρ
ud(ρ, θ, t) =

ie−iω0t

6ρπ

∫
IR

eiω0ρ cosh βZ(β, θ) cosh β [iω0f(t − ρ cosh β)−
f ′(t − ρ cosh β)] dβ,

�	
	
 �

∂2

∂ρ2
ud(ρ, θ, t)

=
ie−iω0t

6ρπ

∫
IR

eiω0ρ cosh βZ(β, θ) cosh2 β
[−ω2

0f(t − ρ cosh β) − 2iω0f
′(t − ρ cosh β)+

f ′′(t − ρ cosh β)] dβ

�	
	
!�

�
1

ρ2

∂2

∂θ2
ud(ρ, θ, t) = −ie−iω0t

6ρ2π

∫
IR

Z
′′
β (β, θ)f(t − ρ cosh β)eiω0ρ cosh βdβ. �	
	
"�

#����$���
��� �� %����� ���
&��� ������ �� ���
&����'� ��� ����
�


−
∫

IR

Z
′′
β (β, θ)f(t − ρ cosh β)eiω0ρ cosh βdβ

= −Z
′
β(β, θ)f(t − ρ cosh β)eiω0ρ cosh β

∣∣∣∞
−∞

+

∫
IR

Z
′
β(β, θ)eiω0ρ cosh βρ sinh β[

iω0f(t − ρ cosh β) − f
′
(t − ρ cosh β)

]
dβ.

�	
	
()�

("



������� ��� −Z
′
β(β, θ)f(t − ρ cosh β)eiω0ρ cosh β

∣∣∣∞
−∞

= 0	 
��� f(t − ρ cosh β) ����� ��
�
��

���
���� 
�
 ���� ������
��
� ��� ������ �����
����� 
�
 
�
���	 ���������∫

IR

Z
′
β(β, θ)eiω0ρ cosh βρ sinh β

[
iω0f(t − ρ cosh β) − f

′
(t − ρ cosh β)

]
dβ

= Zβ(β, θ)eiω0ρ cosh βρ sinh β
[
iω0f(t − ρ cosh β) − f

′
(t − ρ cosh β)

] ∣∣∣∞
−∞

−
∫

IR

Zβ(β, θ)eiω0ρ cosh β
[
ρ2 sinh2 β

[
f

′′
(t − ρ cosh β) − 2iω0f

′
(t − ρ cosh β)

−ω2
0f(t − ρ cosh β)

]
+

[
iω0f(t − ρ cosh β) − f

′
(t − ρ cosh β)

]
ρ cosh β

]
dβ,

��������

������
����� 
�
 ���� �����

Zβ(β, θ)eiω0ρ cosh βρ sinh β
[
iω0f(t − ρ cosh β) − f

′
(t − ρ cosh β)

] ∣∣∣∞
−∞

= 0.

���� ��� sinh2 β = cosh2 β − 1	 ��������

1

ρ2

∂2

∂θ2
ud(ρ, θ, t) =

ie−iω0t

6π

∫
IR

Zβ(β, θ)eiω0ρ cosh β
[
(1 − cosh2 β)

[
f

′′
(t − ρ cosh β)

− 2iω0f
′
(t − ρ cosh β) − ω2

0f(t − ρ cosh β)
]

+
1

ρ
cosh β [iω0f(t − ρ cosh β)−

f
′
(t − ρ cosh β)

]]
dβ.

��������

������� ����� �	 �����!� " �������� " ��������� ���#

Δud(ρ, θ, t) =
ie−iω0t

6π

∫
IR

Zβ(β, θ)eiω0ρ cosh β
[
f

′′
(t − ρ cosh β)−

2iω0f
′
(t − ρ cosh β) − ω2

0f(t − ρ cosh β)
]
dβ

������$�

%��
�
���� ������$� " �����&� " ��������� ���#

∂2

∂t2
ud(ρ, θ, t) = Δud(ρ, θ, t).

'�
 �� ����� ������� �� ���
�� " ��� ����� ������
��� �� '
�
��������

�(



���� �����	
 �	 ���
�	�� �	 �� ��
���
 ud(ρ, θ, t) � ����� �
��

����

�� ���� �����	� �� 
�����
�
� ��� ��� ����
�� 
� ud(ρ, θ, t) �� �� �
����
� 
� � �� ������ �
��� �� ����
 ������� �� ��
��

���� ������ �� ������ ��� h(β, ρ, t) �	 �
� ��	����
 
 β�

	��
��
������ �� ��� cosh β �� ��
 �������� h(β, ρ, t) �� ��
 ��
 ���������

�

�
������ ������ �� 	
��	�
�� ����

ud(ρ, 2π, t) = 0 y ud(ρ, π/2, t) = 0 ∀ ρ, t ≥ 0.

	��
��
������ �� ��
 
�����
�
 ��� ud(ρ, 2π, t) = 0. ��
 ��������

ud(ρ, 2π, t) =
ie−iω0t

6π

∫
IR

Z(β, 2π)h(β, ρ, t)dβ,


��
� ��
 ��������

Z(β, 2π) = −H(
3

2
iπ + β) + H(−1

2
iπ + β) �������

� ��
 ��������

H(
3

2
iπ + β) = coth

[
1

3
(β + i(2π − α))

]
− coth

[
1

3
(β + iα)

]
,

H(−1

2
iπ + β) = coth

[
1

3
(β − iα)

]
− coth

[
1

3
(β + i(α − 2π))

]
.

�������

������ ��� Z(β, 2π) �� �� �����	� ����
 �� 
���
 Z(−β, 2π) = −Z(β, 2π),
������� ������� ���!

Z(−β, 2π) = −H(
3

2
iπ − β) + H(−1

2
iπ − β).

������� ������� ���!

H(
3

2
iπ − β) = coth

[
1

3
(−β + i(2π − α))

]
− coth

[
1

3
(−β + iα)

]
,

H(−1

2
iπ − β) = coth

[
1

3
(−β − iα)

]
− coth

[
1

3
(−β + i(α − 2π))

]
.

��
 �� ����
�
�
 
� �� �����	� �����"���� #���
$	���� �$������� ���!

H(
3

2
iπ − β) = − coth

[
1

3
(β − i(2π − α))

]
+ coth

[
1

3
(β − iα)

]

H(−1

2
iπ − β) = − coth

[
1

3
(β + iα)

]
+ coth

[
1

3
(β − i(α − 2π))

]
.

�������

��



���������� 	
���

 � 	
����


H(
3

2
iπ − β) = H(−1

2
iπ + β)

H(−1

2
iπ − β) = H(

3

2
iπ + β),

	
����


���� ��� −Z(β, 2π) = H(3
2
iπ + β)−H(−1

2
iπ + β) � ��� 	
����
 Z(−β, 2π) = −Z(β, 2π)� ���

�� ����� Z(β, 2π) �� ��� ������� ������ �� ��� Z(β, 2π) �� ����� � ��� ���� 
����� h(β, ρ, t)
�� ��� �������� �� �������� �� ������ ��� ��� ���� �!∫

IR

Z(β, 2π)h(β, ρ, t)dβ = 0

��� �� ����� ud(ρ, 2π, t) = 0�
�� "#���  ���� � ��������� ��� ud(ρ, π/2, t) = 0.
��� 	$�$��



ud(ρ, π/2, t) =
ie−iω0t

6π

∫
IR

Z(β, π/2)h(β, ρ, t)dβ, 	
���%


�� ����� ��� 	$�$���

Z(β, π/2) = −H(β) + H(−2iπ + β) 	
���&


� ��� 	$�$��$


H(β) = coth

[
1

3
(β + i(π/2 − α))

]
− coth

[
1

3
(β + i(α − 3

2
π))

]
,

H(−2iπ + β) = coth

[
1

3
(β − i(α +

3

2
π)

]
− coth

[
1

3
(β + i(α − 7

2
π))

]
.

	
���'


����������� ��� Z(β, π/2) �� �� ������� ������ �� ����� Z(−β, π/2) = −Z(β, π/2),
��� 	
���&


Z(−β, π/2) = −H(−β) + H(−2iπ − β)

� ��� 	
���'


H(−β) = coth

[
1

3
(−β + i(π/2 − α))

]
− coth

[
1

3
(−β + i(α − 3

2
π))

]
,

H(−2iπ − β) = coth

[
1

3
(−β − i(α +

3

2
π)

]
− coth

[
1

3
(−β + i(α − 7

2
π))

]
.

��(��� � �� ��������� �� �� ������� �����)���� #����(����� �(������� ���!

H(−β) = − coth

[
1

3
(β − i(π/2 − α))

]
+ coth

[
1

3
(β − i(α − 3

2
π))

]

H(−2iπ − β) = − coth

[
1

3
(β + i(α +

3

2
π)

]
+ coth

[
1

3
(β − i(α − 7

2
π))

]
.

	
���*








�� �������� 	
���
� � 	
����� � ������ � ��� �� ������� ���������� ����������� ����� �������
iπ ��������� ���

H(−β) = H(−2iπ − β)
H(−2iπ − β) = H(−β).

	
�����

���� ��� −Z(β, π/2) = H(β) − H(−2iπ + β) � ��� 	
����� Z(−β, π/2) = −Z(β, π/2)�  �� ��
����� Z(β, π/2) �� ��� ������� ������ !� ��� Z(β, π/2) �� ����� � ��� "��� 
���#$ h(β, ρ, t)
�� ��� �������� �� �������� �� �����$ ��� ��� ����%�&∫

IR

Z(β, π/2)h(β, ρ, t)dβ = 0

 �� �� ����� ud(ρ, π/2, t) = 0� ! �� ����������� ����� �����������

����������	 
���
� �� ������ ���

ud(ρ, θ, 0) = 0


����������	�  �� 	'�'�#
�

ud(ρ, θ, 0) :=
ie−iω00

6π

∫
IR

Z(β, θ)h(β, ρ, 0)dβ,

� ��� 	'�'�#��
h(β, ρ, 0) := f(0 − ρ cosh β)eiω0ρ cosh β, β ∈ IR, ρ ≥ 0,

�� ����� ��� 	'�'�
� f(−ρ cosh β) = 0$ �������� h(β, ρ, 0) = 0�  �� �� �����

ud(ρ, θ, 0) = 0.

���� �� ���	
���� �
 �������� �����


(� ���� ������ ������������� �� �������� ������ ���� �� ������ ud(ρ, θ, t)�
)�� β0 ���� 	
�#�*� ��������

β0(ρ, t)
t→∞
−→ ∞

�

−β0(ρ, t)
t→∞
−→ −∞

���� 
����� �� 	
��

�� ���

h(β, ρ, t)
t→∞
−→ eiω0ρ cosh β

� ∫
IR

Z(β, θ)h(β, ρ, t)dβ
t→∞
−→

∫
IR

Z(β, θ)eiω0ρ cosh βdβ.


�



��������	
��
 �� ��� �������	 
 ��� ������	

h(β, ρ, t)
t→∞
−→ eiω0ρ cosh β.

�� ��� 
� ��������

Z(β, θ)h(β, ρ, t)
t→∞
−→ Z(β, θ)eiω0ρ cosh β

������ ∣∣Z(β, θ)h(β, ρ, t)
∣∣ ≤ C(θ)e−2|β|/3, t ≥ 0, ρ ≥ 0 β ∈ IR y θ �= θ1, θ2,


� ���
|eiω0ρ cosh β| = 1. ������	

��� �
 ������� �� �������� ���������∫
IR

Z(β, θ)h(β, ρ, t)dβ
t→∞
−→

∫
IR

Z(β, θ)eiω0ρ cosh βdβ.

��� 
� ����� �
 
��� ����� �����������
���������

Ad(ρ, θ) :=
i

6π

∫
IR

Z(β, θ)eiω0ρ cosh βdβ. ������	

���� ��� �!� �� 

��� ����
��� ���
�� �� 
� ���� �������� ud(ρ, θ, t)� "� ���� ������ ��#
��������� �
 ��� 

����� ���� ���� �� 
� $��
���� �%�����
���� ���� ���� �����& � ��� 
� ��
� �!� ��
 ����
��� �� ���� ������� �� ������
�'�  �� �
 ������

 ����� �� 
%����  ����� t → ∞� �� �������  ��� 
� ���
���� �� ud ��� �� eiω0tud(ρ, θ, t) ������
� Ad(ρ, θ)(  ����� t → ∞( �� �� ��

eiω0tud(ρ, θ, t) → Ad(ρ, θ), t → ∞ ������	

��



�������� 	


� ���
���� �� �� ������������ �� ��

�������� � �� �������� ������

���� �����	
���
� �	�	 Ad(ρ, θ) − eiω0tud(ρ, θ, t)

�� ���� �����	� ���
����
� �
 �������� �� 
� �
���������� �� �������� ���

R(ρ, θ, t) = Ad(ρ, θ) − eiω0tud(ρ, θ, t). �������

�� ���� ��������
 �� 
� ����� �� ���
����� 
� �����	���� �� R(ρ, θ, t) �����
 t → ∞ � ρ → 0 ��

�� �������
��� �
 ��������� �� ���� �����	� �
� 
��������
� ��
 ����� �������
 �� 
� �
�� ����
R(ρ, θ, t)! �����"� �����
� #�� ���� �
�� �� ��$
��! ���� ��$
�������
 �� 

��� �
� ����
 ��

�"�
�
 �� 
�� �����	������

%����
 f(t − ρ cosh β) = 1! �
� �&�&��� t − ρ cosh β ≥ τ0! ���
���� cosh β ≤ t − τ0

ρ
�

'
� ������� � �������

arccosh
t − τ0

ρ
= ln ν

(
t − τ0

ρ

)
,

���
���
�

ν0(t, ρ) = ν

(
t

ρ

)

ν1(t, ρ) = ν

(
t − τ0

ρ

)
.

�������

���

cosh β1 =
t − τ0

ρ

���
����

β1(ρ, t) = arccosh
t − τ0

ρ
= ln ν1(t, ρ). �������

�(



������ ��� �	�
����� 
������� � 
������ ��������� �	�

R(ρ, θ, t) =
i

6π

∫
|β|≥β1(ρ,t)

Z(β, θ)eiω0ρ cosh β[1 − f(t − ρ cosh β)]dβ. 
������

����������	 
����� ������ C(θ) ��� 	
� �� ���� |R(ρ, θ, t)| ≤ C(θ)

π

(
t

ρ

)− 2
3

�� �

���


����������	� ��� 
������

|R(ρ, θ, t)| =

∣∣∣∣ i

6π

∫
|β|≥β1(ρ,t)

Z(β, θ)eiω0ρ cosh β[1 − f(t − ρ cosh β)]dβ

∣∣∣∣
� ��� 
������ ���������

|R(ρ, θ, t)| ≤ 1

6π

∫
|β|≥β1(ρ,t)

|Z(β, θ)|[1 − f(t − ρ cosh β)]dβ

���� �	� 1 − f(t − ρ cosh β) ≤ 1 � ��� ���� ����� ��
��� ���� ���������

|R(ρ, θ, t)| ≤ 1

6π
C(θ)

∫
|β|≥β1(ρ,t)

e−
2
3
|β|dβ =

1

3π
C(θ)

∫ ∞

β1(ρ,t)

e−
2
3
βdβ

 �
����� �� !����� ����"��� ���������

1

3π
C(θ)

∫ ∞

β1(ρ,t)

e−
2
3
βdβ = − 1

2π
C(θ)e−

2
3
β
∣∣∣∞
β1(ρ,t)

������ ��� �#����� �� ����"��
�$�

− 1

2π
C(θ)e−

2
3
β
∣∣∣∞
β1(ρ,t)

=
1

2π
C(θ)[e−

2
3
β1 − ĺım

β→∞
e−

2
3
β]

������ � �	� ĺım
β→∞

e−
2
3
β = 0 � ��� 
������ ���������

− 1

2π
C(θ)e−

2
3
β
∣∣∣∞
β1(ρ,t)

=
1

2π
C(θ)ν1(t, ρ)−

2
3

%&��� '����� �	�

ν1(t, ρ) ≤ 2
t

ρ

������� ��� 
������ � 
������

ν1(t, ρ) ≤
⎛
⎝t − τ0

ρ
+

√(
t − τ0

ρ

)2
⎞
⎠ = 2

t − τ0

ρ
≤ 2

t

ρ
.

�(



��� �� �����

|R(ρ, θ, t)| ≤ 1

π
C(θ)

(
t

ρ

)− 2
3

� 	� �	
� ��	
� 
	
�����
�
�	 	��� 
��	�� �������� �����
�� �� 
��	�	���� 	���	 �� �
�����
 ��
��	 Ad(ρ, θ) � �� �
�����


	 ud(ρ, θ, t) ��	 	� Ad(ρ, θ, t)� �	�
�� ��	 	��� 
��	�	���� 
	��	�	 ��
� t−2/3� t → ∞�
�� ��� �����	�
	� �	�����	� 
	�	��� ��	 	�
� ��
� �� 	� ��� ��	����� �	���
� ��	

���	��� ��	������� � ��
	�	� t−5/3� ���� 	�
� �	�	��
���� ���	� �� �������� ���

�	
������ �	 �� ������� R(ρ, θ, t)�

���� �����	��
�� ��
�������

�� 	��� �	����� ��	�	
�� 	�������� 	� ���
��� ��������� 
	 �� ���������� 
	 R(ρ, θ, t) ��	�
��� �!"" ����
� t → ∞� ���� 	��	 #� 	� ��#��	��	 	�������� �� ���������� 
	 ��� �!" ��� 	�
��
$�� 
	 Z(β, θ) ��� 	� ���
��� ��������� 	� 	� 
	��������  �%�&� �	�� �	����� ��	 	��� �� 	�
��#��	��	� �	�	����
�� ��
$��� �� 
��
� ���������� ��� 	� ��
$�� 
	 Z(β, θ) ��� 	� �	'��
�
���
��� 	� � �%�&"� ���� ���� 	���� 
�� ����� �����
	��
�� �� ���������� 
	 �� 	(��	���� ���%� "
�����
���	�
� 	� ���)
	��� p > 0�

�	��	�� ���� ���

Rp(ρ, θ, t) =

∫
β≥β1(ρ,t)

e−pβ+iω0ρ cosh β(1 − f(t − ρ cosh β))dβ, p > 0. ���%� "

��������

Rp(ρ, θ, t) = Rp,+(ρ, t)t−(p+1) + o(t−(p+1)). ���%�%"

	��	�

Rp,+(ρ, t) = i
ρp

2p
e

iω0ρ2

4t
eiω0t

ω0

���%��"

�	���
������� ���� �� 
	
��������� �	�	�	����
�� 
	 ��� ��'��	��	� �	
��*

 	�� ��!��� ���

R1(ρ, t) =

∞∫
1

s−(p+1)eiω0ste
iω0ρ2

4st ds, p > 0.


�������

R1(ρ, t) = ie
iω0ρ2

4t
eiω0t

ω0t
+ o

(
1

t

)
. ���%�!"

%+



��������	
��
 ���������	 
	� 
������ 	
�����	�

R1(ρ, t) =

s−(p+1)e
iω0ρ2

4st
eiω0st

iω0t

∣∣∣∞
1
− 1

iω0t

∞∫
1

eiω0st

[
−(p + 1)s−(p+2)e

iω0ρ2

4st + s−(p+1)e
iω0ρ2

4st
iω0ρ2

4t

(− 1
s2

)]
ds

= −e
iω0ρ2

4t
eiω0t

iω0t
+

1

iω0t

∞∫
1

eiω0ste
iω0ρ2

4st

[
(p + 1)s−(p+2) + s−(p+3) iω0ρ

2

4t

]
ds.

���	���� 
��� ���	����� ������� �� ��������� ���	����� ���

∞∫
1

eiω0ste
iω0ρ2

4st s−(p+2)ds
t→∞
−→ 0, �������

�

iω0ρ
2

4t

∞∫
1

eiω0ste
iω0ρ2

4st s−(p+3)ds
t→∞
−→ 0. �������

�� ���	�������� �� ������� �� � ������ �� ��� �! ���������	 �� ����
!� � ��	���	� "��	�����	�
�������� #���  �$ ���������	 
	� 
�����

∞∫
1

eiω0ste
iω0ρ2

4st s−(p+2)ds =
eiω0st

iω0t
e

iω0ρ2

4st s−(p+2)
∣∣∣∞
1
− 1

iω0t

∞∫
1

eiω0st

[
e

iω0ρ2

4st s−(p+2)

]′

ds

= −eiω0te
iω0ρ2

4t

iω0t
− 1

iω0t

∞∫
1

eiω0st

[
e

iω0ρ2

4st s−(p+2)

]′

ds.

%����	� ���

eiω0te
iω0ρ2

4t

iω0t t→∞
−→ 0.

&���'��

1

iω0t

∞∫
1

eiω0st

[
e

iω0ρ2

4st s−(p+2)

]′

ds
t→∞
−→ 0,

�� ��� ���
�(� �� !� ��)����������� 	
�����	� !� )������ �������
!� � 
	� !	 ����	 �! ����
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�	
��	�
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���� ������ ���

R2(ρ, t) =

∞∫
2t/ρ

s−(p+1)eiω0ρ
s+1

s
2 ds, p > 0. �������

��������
R2(ρ, t) = Rp,+(ρ, t)t−(p+1) + o(t−(p+1)). �������

	��	�

Rp,+(ρ, t) = i
ρp

2p
e

iω0ρ2

4t
eiω0t

ω0

�������

���	
���
���� 	
��
��� 
� �
���� �
 �
��
��
 s =
2ut

ρ
� ds =

2t

ρ
du� ���
�
���

R2 =

∞∫
1

(
2ut

ρ

)−(p+1)

eiω0ρ
2ut
ρ +

ρ
2ut

2
2t

ρ
du =

(
2t

ρ

)−p
∞∫

1

u−(p+1)eiω0ρ
2ut
ρ +

ρ
2ut

2 du =

(
2t

ρ

)−p

R1(t).

��
��� 
� �
�
 ����� ���
�
��� ������� � 
�� 
� �
�
 ��
�
 �
�����
���

���� ������ ���

R3(ρ, θ, t) =

∞∫
ν0(t,ρ)

s−(p+1)eiω0ρ
s+1

s
2 ds, p > 0 ��������

��������
R3(ρ, θ, t) = Rp,+(ρ, t)t−(p+1) + o(t−(p+1)). ��������

	��	� Rp,+(ρ, t) �� ��
� �� ��
�
��


���	
���
���� �������� � ������� �� ���
� ��


R3(ρ, θ, t) = R2(ρ, θ, t) −
2t/ρ∫

ν0(t,ρ)

s−(p+1)eiω0ρ
s+1

s
2 ds.

!
 ��
 R2(ρ, θ, t) 
����
 �
 
����"���
 �������� 
�����
� ��� #
��
 �
�����
� ��


2t/ρ∫
ν0(t,ρ)

s−(p+1)eiω0ρ
s+1

s
2 ds = o(t−(p+1)), t → ∞.

$
�
��� ��
∣∣∣∣∣∣∣
∫

ν0(t,ρ)

s−(p+1)eiω0ρ
s+1

s
2 ds

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
2t/ρ∫

ν0(t,ρ)

s−(p+1)ds = −s−p

p

∣∣∣2t/ρ

ν0(t,ρ)

= −1

p

[(
2t

ρ

)−p

− (ν0(t, ρ))−p

]
= −1

p
ρp[(2t)−p −

(
t +

√
t2 − ρ2

)−p

].

��



��� �� ������� 	� 
�������

(2t)−p −
(
t +

√
t2 − ρ2

)−p

= −pξ−(p+1)
(
t −

√
t2 − ρ2

)
,

	��	� ξ ∈
[
t +

√
t2 − ρ2, 2t

]

 �� ��� �� ������� s−(p+1) 	������� ��������

ξ−(p+1) ≤
(
t +

√
t2 − ρ2

)−(p+1)

≤ t(p+1).

��� ����� 	�������� ���
t −

√
t2 − ρ2 = o(t), t → ∞

������� ���

t −
√

t2 − ρ2 =
ρ2

t +
√

t2 − ρ2
→ 0 t → ∞.

��� �� ����� 
��� ��
�
�� ���� �����	�


���� ������ ���

R4(ρ, θ, t) =

∫
β≥β0(ρ,t)

e−pβ+iω0ρ cosh βdβ, p > 0. ��
�
���

��������
R4(ρ, θ, t) = Rp,+(ρ, t)t−(p+1) + o(t−(p+1)). ��
�
���

	��	� Rp,+(ρ, t) �� ��
� ��
�
��


	��
��
������  �����	� �� ������ 	� !������� s = eβ" dβ =
ds

s
� �� β = β0(ρ, θ) ��������

s =
t

ρ
+

√
(t/ρ)2 − 1 ��� ��
�
�� # ��
�
$�
 %������#��	� �� ��
�
��� ��������� ��� R4(ρ, θ, t) =

R3(ρ, θ, t)
 ��� �� ����� ��������� �� �&������� 	�� 
���

'(��� �������	� �� 	����������� 	�� �������� ��� ���������� ��
�
�� # ��
�
��� �������� ���

Rp(ρ, θ, t) = R4(ρ, θ, t) +

β0(ρ,t)∫
β1(ρ,t)

e−pβ+iω0ρ cosh β(1 − f(t − ρ cosh β))dβ.

��� �� 
��� �
�
$ �� ��&������ 	�������� ���

β0(ρ,t)∫
β1(ρ,t)

e−pβ+iω0ρ cosh β(1 − f(t − ρ cosh β))dβ = o(t−(p+1)), t → ∞.

�)



������� ���∣∣∣∣∣∣∣
β0(ρ,t)∫

β1(ρ,t)

e−pβ+iω0ρ cosh β(1 − f(t − ρ cosh β))dβ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
β0(ρ,t)∫

β1(ρ,t)

e−pβdβ = −1

p
e−pβ

∣∣∣β0(ρ,t)

β1(ρ,t)

= (ν0(t, ρ))−p − (ν1(t, ρ))−p .

	�
 �� ���
��� 
� ���
����

(ν0(t, ρ))−p − (ν1(t, ρ))−p = [ν0(t, ρ) − ν1(t, ρ)]ξ−(p+1),


��
� ξ ∈ (ν1(t, ρ) , ν0(t, ρ))�
	�
 �� 
��
��������� 
� ξ−(p+1)� �������

ξ−(p+1) ≤ (ν0(t, ρ))−(p+1) .

�
�����

ν0(t, ρ) − ν1(t, ρ) =
τ0

ρ
+

√
(t/ρ)2 − 1 −

√(
t − τ0

ρ

)2

− 1

=
1

ρ
[τ0 +

√
t2 − ρ2 −

√
(t − τ0)2 − ρ2].

����
���� ���

τ0 +
√

t2 − ρ2 −
√

(t − τ0)2 − ρ2

t→0

−→ ∞.

�� ������� ���� �� ����� 
� ��� ���������� ��
��������√
t2 − ρ2 − t → 0

√
(t − τ0)2 − ρ2 − (t + τ0) =

√
t2 − 2tτ0 + τ 2

0 − ρ2 − (t + τ0) → 0.

	�
 �� ����� �� ���
��� ��� ���� �
���
��

��������� ��	�
� �� ���

R 2
3
(ρ, θ, t) =

∫
β≥β1(ρ,t)

e−
2
3
β+iω0ρ cosh β(1 − f(t − ρ cosh β))dβ. ��� ��!"

��������

R 2
3
(ρ, θ, t) = R 2

3
,+(ρ, t)t−5/3 + o(t−5/3). ��� ��#"

	��	�

R 2
3
,+(ρ, t) = Rp,+(ρ, t) para p = 2/3

��



����� ������	
���

R 4
3
(ρ, θ, t) =

∫
β≥β1(ρ,t)

e−
4
3
β+iω0ρ cosh β(1 − f(t − ρ cosh β))dβ = o(t−5/3) ��������

��������	
��
 
� �	 
��
	 �	� �	��	�� ���� ���� p =
2

3
�



� ��� �	��	�� ����� �	�	��
 �
	 ���� p =
4

3

R 4
3
(ρ, θ, t) = R 4

3
,+(ρ, t)t−7/3 + o(t−7/3).

��� 	� �	�� ����� t−7/3 = o(t−5/3) � ������� o(t−7/3) = o(t−5/3)� ��� �� ����� ���	�	��

���������

���� �
�
�
 
� ��
��� ���

r(ρ, θ, t) =

∞∫
β1(ρ,t)

ϕ(β)eiω0ρ cosh β(1 − f(t − ρ cosh β))dβ = o(t−5/3), t → ∞, ��������

�����
ϕ(β) = o(e−2β), β → ∞

��������	
��
  	���� � �
	 ϕ(β) = o(e−2β)� ��� �	!��"�#� |ϕ(β)| ≤ Ce−2β� β ≥ k�
$����"	
 ���� β1(ρ, t) ≥ k

|r(ρ, θ, t)| ≤ C

∞∫
β1(ρ,t)

e−2βdβ = −C

2
e−2β

∣∣∣∞
β1(ρ,t)

= C1e
−2β1(ρ,t)

� ���� �
	 β1 	
 "��� 	� ������� 	����"	


C1e
−2β1(ρ,t) =

C2(ρ)

t2
= o(t−5/3), t → ∞.

��� �� ����� �������� 
	 "
���	�

���� ������	� 
	 ���
	��	���� 
	 �� �������
 
	 �� ��
�
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 � �	��
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 	� �	

����� ����"�&
��� �	"������ 	� �� ������
""�#��  	 ���	�� �'
 ��	"�
� 	
"������
 �� �
���#��"� �	 R(ρ, θ, t)�
�
	 	
 �� ��%	�	�"�� 	���	 �� ������
� �	 �� ���� ��
�	�
� 	� 	� ���	��� t � �� ������
� �(���	�

��



������� ��	� ���� θ �= θ1, θ2� R(ρ, θ, t) �����	 
� ���
�	��	 ���������� �

R(ρ, θ, t) =
i

6π

[
Z+(θ)R 2

3
,+(ρ, t)t−5/3 + o(t−5/3)

]
t → ∞ �������

����	 Z+(θ) �	 �	��	 ������� � R2/3(ρ, θ, t) �	 �	��	 	� ���������


�������
���� ��� 	
 ��

���� ������� � �	 ���
 ����� ������ ���

R(ρ, θ, t) =
i

6π

∫
|β|≥β1(ρ,t)

[Z+(θ)e−
2
3
β + z+(θ)e−

4
3
β + O(e−2β)]eiω0ρ cosh β[1 − f(t − ρ cosh β)]dβ

��� 	
 ��

������ �������� � �������� ��������� �
�

R(ρ, θ, t) =
i

6π

[
Z+(θ)R 2

3
(ρ, θ, t) + z+(θ)R 4

3
(ρ, θ, t) + r(ρ, θ, t)

]
� ��� �	 ����	
��� ����� � �	 ���
 ����� ��	 
������� ��������� �
�

R(ρ, θ, t) =
i

6π

[
Z+(θ)

(
R 2

3
,+(ρ, t)t−5/3 + o(t−5/3)

)
+ z+(θ)o(t−5/3) + o(t−5/3)

]

=
i

6π

[
Z+(θ)R 2

3
,+(ρ, t)t−5/3 + o(t−5/3) + o(t−5/3) + o(t−5/3)

]

=
i

6π

[
Z+(θ)R 2

3
,+(ρ, t)t−5/3 + o(t−5/3)

]
.

��� 	� �
��� �	  �����
 �� �
��	��

��������� ������
|R(ρ, θ, t)| ≤ C(θ, ρ)t−5/3


�������
���� !�	 ������


|R(ρ, θ, t)| =

∣∣∣∣ i

6π

[
Z+(θ)R 2

3
,+(ρ, t)t−5/3 + o(t−5/3)

]∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ i

6π
Z+(θ)R 2

3
,+(ρ, t)

∣∣∣∣ t−5/3 ≤ C(θ, ρ)t−5/3

��� 	� �
��� 	
 
"��
���� �� �
��	� �
 �
�
∣∣∣R 2

3
,+(ρ, t)

∣∣∣ ≤ ρ2/3

22/3
��� ��������
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� ��&���
� uref ��������� � ���� �����
�' ���� �� �� ��������' ����� 
����������
�
��
� �� ���(� 
� ��� ��#�� ��������� )�� �� ����� �� �����
��� �����
���� �� �������� ��
����� u ���
�� �� ��
� 
� �� �������� ������ # �� ��
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� �� ����
# �� ��� ��
� �����
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�����
 
� �� ��
� 
������� ����� ��
��� �� ��
� ����� (ρ, θ) ∈ IR2 \ W ' ����
��(��,�� ��� �� ��
��� �� ��������� 
� �� �
�����
 ��
��� ������ ������� ����� ��������
�� ��
���������� 
� �� 
��������� Rd = Ad(ρ, θ)−Ad(ρ, θ, t) ������ �-�-����' ���� ���������� 
����
���
�� �������� 
� ������(����� # ������� ��� �� ��
�� 
� ���� ������(����� �� t5/3' �
�
�� �� ��
��� ���� ���� �� 
����� ��� ���� 
*��
�# ���� ��������� �� ��������' �� 
����' �� 
����
� 
�
��� 
����������
�
�� 
� ud ����� ��� ��#�� �������� ����� ���������
� � �� ����������� ���.���

-/



�������� �

���� �����	
�
	� 
	 
� ��
����� �������

�� ���� ����	
�� 	��
�������
� ��� �� �
���
�� ���
�� ���
����� �� ��
����� �
��
 	�
������ �������� ��
���
 	��
�������
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� ��� �� �� �
���
�� 	� �� �����
�� 	�

�	��

���� ������ ��� g(ξ) ∈ C2(IR)� �����	�
 �� �
�	��� g(t − −→n0 · y) 
���
��	� �� �	
�	��� ��
����������

�g(t −−→n0 · y) = 0, t ∈ IR, y ∈ IR2 \ W �!�"�

���	
���
���� #���� 	��
����� ���$

∂2

∂t2
g(t −−→n0 · y) = Δg(t −−→n0 · y).

%����
� ���
∂2

∂t2
g(t −−→n0 · y) = g′′(t −−→n0 · y)

�
∂2

∂y2
1

g(t −−→n0 · y) = g′′(t −−→n0 · y) cos2 α,
∂2

∂y2
2

g(t −−→n0 · y) = g′′(t −−→n0 · y) sin2 α.

&����
� ����� �����

��� � 
������
� ���

Δg(t −−→n0 · y) = g′′(t −−→n0 · y).

�
� �
 ����
 �!�"� �� ������ �

�	�	����	 ������ �� ���� ��	������ uin 
���
��	� �� �	
�	��� �� ���� �����

���	
���
���� �
� �����"� uin �
��� �� �
��� 	� �� 
�	� �
� ���� �� �����
 �� ���
�����

ei(
−→
k0·y−ω0t) = ei(ω0·−→n0·y−ω0t) = e−iω0(t−−→n0·y) 	� 	
�	� �
'�� �� �(����
��) �� ��� f(t − −→n0 · y)

����
�� �
�� �� �
��� �
��� ���
���� uin ���
����� �� �����
�� 	� 
�	� �
� �� *��� !�"�"�
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��� �� �������� �� ���� �� IR2 
���� �� ��
 ����

�������
�
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���������� �� ����� �� �	� 
��
����
	������ �������� ������� �	 �����

	���� �� �����	

	 �	 ��� ��
��	
�� �����

���
	 �����

	
���� ��� �	 �������� ��
��	 �	
���	�� �� �
�����	 �� �	���� �� 
� �

����������� ��	�	� �� 
������� ������ uo ���� ��� ������� 
���

��� �� 
�
���� ������� 
����
�� ��
 ����
 �������
�

��
���������� 	� !�	��� ��� �uo(y, t) = 0" �� ����
 ��� �uin(y, t) + �uref (y, t) = 0� ��
����� �� ��� ��
��	
��� ����� � ����#�

� ���
	 �����

���� ��� uo(y, t)|∂W = 0" �� ����
 uo(0, y2, t) = 0 � uo(y1, 0, t) = 0�
uo(0, y2, t) = uin(0, y2, t) + uref (0, y2, t)" �� ������� ��
������ ���

uin(0, y2, t) = ei(ω0y2 sin α−ω0t)f(t − y2 sin α)

� ��
 �����$� � ������� ��
������

ur,1(0, y2, t) = −ei(ω0y2 sin α−ω0t)f(t − y2 sin α), ur,2(0, y2, t) = −ei(ω0y2 sin α−ω0t)f(t − y2 sin α),

��
� ������	 ��� uo(0, y2, t) = 0� %� ���	� �	��
	 ��
 ������� �� ��
���� ���

uin(y1, 0, t) = ei(ω0y2 cos α−ω0t)f(t − y1 cos α),

��
 �����$� � ������� ��
������

ur,1(y1, 0, t) = −ei(ω0y1 cos α−ω0t)f(t − y1 cos α), ur,2(y1, 0, t) = −ei(ω0y1 cos α−ω0t)f(t − y1 cos α),

��
� ������

	 ��� uo(y1, 0, t) = 0� &�
 �� 
	�
� uo(y, t)|∂W = 0�
�� %����

���� ��� uo(y, 0) = uin(y, 0)� &�
 �����'� uo(y, 0) = uin(y, 0) + uref (y, 0) � ��

�������" ������� uref (y, 0) = 0� &�
 �� 
	�
� uo(y, 0) = uin(y, 0)�

���� �� ���	
����


��������� ��
�	� �� 
������ O(sk)� s → 0 ������ ��������� 
������ ϕ(s)� ��� �
�� �� ����
�� ��� !������� �� � � �"��� c > 0 � ε > 0 ��� ���∣∣∣∣ϕ(s)

sk

∣∣∣∣ ≤ c, |s| < ε

��
� ��
�	� #�� O(sn) � O(sm)� s → 0 ���� m,n ∈ ZZ� 
� ������ �� 
�$������
�� O(sn)O(sm) = O(sn+m)� �� ���������� O(sn)sm = O(sn+m)
�� cO(sn) = O(sn) ���� c ���
�����
�� #� ϕ(s) = O(sm)� �������
 ϕ(s) = O(sn)� ������ m ≥ n
�� O(sn) + O(sn) = O(sn)�

(�



��������	
��
 �� ��� O(sn) = ϕ(s) � O(sm) = ψ(s) �������	 
�� ��
������ ���	���

c1, c2 > 0 � ε1, ε2 > 0 ��� ��� ∣∣∣∣ϕ(s)

sn

∣∣∣∣ ≤ c1, |s| < ε1∣∣∣∣ψ(s)

sm

∣∣∣∣ ≤ c2, |s| < ε2

�������	 ∣∣∣∣ϕ(s)ψ(s)

sn+m

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ϕ(s)

sn

∣∣∣∣
∣∣∣∣ψ(s)

sm

∣∣∣∣ ≤ c1c2 ≤ c, |s| < mı́n{ε1, ε2}

��� �� ����� O(sn)O(sm) = O(sn+m)�
�� ��� O(sn) = ϕ(s)� 
�� ��
������ ���	�� c1 > 0 � ε > 0 ��� ���∣∣∣∣ϕ(s)

sn

∣∣∣∣ ≤ c1, |s| < ε

�������	 ∣∣∣∣cϕ(s)

sn

∣∣∣∣ = c

∣∣∣∣ϕ(s)

sn

∣∣∣∣ ≤ cc1 = c2, |s| < ε

��� �� ����� cO(sn) = O(sn)
�� ���� ϕ(s) = O(sm)� 
�� ��
������ ���	�� c > 0 � ε > 0 ��� ���∣∣∣∣ϕ(s)

sm

∣∣∣∣ ≤ c, |s| < ε

�� ��� m ≥ n �������	∣∣∣∣ϕ(s)

sn

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ϕ(s)

sm

∣∣∣∣ |sm−n| ≤ c|sm−n| ≤ c, pues m ≥ n, |s| < ε

��� �� ����� ϕ(s) = O(sn)
�� ��� O(sn) = ϕ(s) � O(sn) = ψ(s) �������	 
�� ��
������ ���	��� c1, c2 > 0 � ε1, ε2 > 0 ���

��� ∣∣∣∣ϕ(s)

sn

∣∣∣∣ ≤ c1, |s| < ε1∣∣∣∣ψ(s)

sn

∣∣∣∣ ≤ c2, |s| < ε2

�������	 ∣∣∣∣ϕ(s)

sn
+

ψ(s)

sn

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ϕ(s)

sn

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ψ(s)

sn

∣∣∣∣ ≤ c1 + c2 = c |s| < mı́n{ε1, ε2}

��� �� ����� O(sn) + O(sn) = O(sn)

��
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	 �� ������� o(tk), t → ∞ �	
��� 

� �

���
 g(t) ��� �
	 g(t) · tk
t→∞
−→ 0

���
 �	
	
	 �	� o(tp) � o(tq)� t → ∞� ���� p, q ∈ IR �	 �
���	 ��� ���
�	
�	� ��������
	�

�� tp = o(tq) �� p < q < 0

�� o(tp) = o(tq) �� p < q < 0

�� f(t) = Ct−k + O(t−k, t → ∞, 	
��
�	� 	����	 K > 0 � 	����	 D > 0 ��� �
	 |f(t)| ≤
Dt−k, t ≥ K

�������
����	

�� ������ 	
� tp · tq = tp+q → 0 �
��
� t → ∞� �� 	
� p + q < 0 ��� �� ����� �� �
���� ��

����������

�� ��� 
�������� ������ g(t) = o(tp)� ����� 	
� g(t) · tq = g(t) · tq tp

tp
→ 0 �
��
� t → ∞�

�� 	
� ��� 
�������� g(t) · tp → 0 � tq−p → 0 �
�� q > p �
��
� t → ∞� ��� �� ����� ��

�
���� �� ����������

�� ��� 
��������
f(t) − Ct−k

t−k
≤ C1, t ≥ K� �������� f(t) − Ct−k ≤ C1t

k, t ≥ K. ���

�� ����� |f(t)| = |f(t) − Ct−k + Ct−k| ≤ C1t
−k + Ctk ≤ Dt−k, t ≥ K�

��
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