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Introduccion

Uno de los problemas fundamentales de la fisica moderna es la cuantizacion de las teorias de nor-
ma, ya que la invariancia de norma abarca todas las interacciones fundamentales de la naturleza
desde la electrodindmica, el modelo estandar de las interacciones electrodébiles, QCD y la grav-
itacién. A pesar de ello no se ha podido implementar un método que describa de manera exacta
la cuantizacién de teorias como gravitacién y QCD.

Es muy importante mencionar que la idea original de este trabajo era estudiar la cuanti-
zacion de Teorfas de Yang-Mills (no Abelianas),en particular QCD a bajas dimensiones.

Sin embargo, sobre la marcha, adverimos la complejidad del problema, razén por la cual
decidimos hacer una revisiéon de un sistema andlogo a QCD no relativista pero mucho més simple,
propuesto por T.D. Lee et al [11] ,y para ello haremos uso de algunos de los métodos de cuan-
tizacion de teorias de norma. Como lo son el método de Dirac, el de Faddev-Popov, brevemente
mencionaremos BRST-BFV. Esta revisién esta basada en los siguientes articulos [8], [12], [13],
[14] y [20]

Dada su importancia, en el Capitulo 1 se hace una breve revisiéon de los formalismos de

Lagrange y Hamilton. Esto radica en su importancia de aplicacion en los campos més avanzados
como mecanica cuantica, mecanica estadistica, electrodinamica, etc.

En el Capitulo 2 nos introduciremos a las teorias de norma, las cuales se caracterizan
por tener un Lagrangiano singular, motivo por el cual se les llama sistemas singulares. En los
sistemas singulares no todos los momentos canénicos son independientes, en decir, deben de
existir ligaduras entre las variables y éstas se clasifican como: primarias, secundarias, y otra como
ligaduras de primera clase, segunda clase, teniendo particular interés por la de primera clase, pues
de acuerdo a Dirac éstas son generadoras de norma.

En el Capitulo 3 se analizara un modelo anadlogo a un sistema de QCD no relativista. Desde
un enfoque cldsico se comenzard analizando las condiciones de norma, y mostrara que padece de
ambigiiedades de Gribov ( propias de Yang-Mills: teorias no abelianas), se resolvera el sistema y
se clasificaran las orbitas de norma de acuerdo con el pardmetro de Teichmiiller

v= [ e, (1

donde ~ clasifica las orbitas de norma.

Después se analizara las condiciones de norma

» ¢ =0, Norma temporal.

Para esta norma v = 0, implicara que se tiene una ambigiiedad de Gribov
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s 7Z=0, Norma Axial.

Al restringir a Z(t) = 0 para todo tiempo ¢, entonces + siempre tendra un valor fijo, entonces
la condicién de norma no es global.

s Z = Az, Norma lambda

Se mostrara que no es mas que una copia de la norma axial Z =0

En este mismo Capitulo, la cuantizacién canénica de Dirac y el calculo del propagador a
través de una suma sobre estados da el resultado completo. Por otra parte en la cuantizacién de
Faddeev del modelo, el calculo del propagador utilizado las otras normas en

K:/D@Jﬁ (2)

muestra una ambigiiedad ya que el propagador queda truncado.

Se hace mencién del hecho de que en otros enfoques, tales como la cuantizacién de BFV-
BRST y proyectores fisicos ( ambos en la modalidad de integral de camino) producen resultados
consistentes con la cuantizacién de Dirac. Sin embargo, hay que hacer mencién que en el enfoque
de Faddeev-Popov hay que reducir el espacio fase (ambigiiedad de Gribov de segundo tipo). En el
enfoque BRST hay que aumentar el espacio fase (introduccién de fantasmas y antifantasmas) lo
cual generalmente con lleva a fijar la norma un sobreconteo de érbitas de norma (ambigiiedad de
Gribov de primer tipo). En cambio el enfoque de proyectores da el resultado de manera directa,
sin necesidad de fijar la norma. El analisis de este resultado y su aplicacién a sistemas de mayor
complejidad seran el tema de trabajo a futuro.

Finalmente se han agregado dos apéndices, en el A se ha incluido el Teorema de Noether
tanto para sistemas regulares como sistemas singulares.

Asi como en el B se ha desarrollado el andlisis clasico y cudntico del oscilador armoénico
que es central para nuestro andlisis.



Capitulo 1

Revision del formalismo Lagrangiano
y Hamiltoniano

En el presente Capitulo se revisaran brevemente los formalismos debidos a Lagrange y Hamilton.
Estos tratan a la mecanica desde puntos de vista alternativos, aunque se reducen a las leyes de
Newton, se caracterizan por la relativa facilidad con que muchos problemas se pueden formular.
Es importante mencionar que una de sus mayores atribuciones es la relativa facilidad que nos
permite ir del formalismo clasico al cuantico y viceversa.

1.1. Coordenadas generalizadas

La aplicacion directa de las leyes de Newton a un sistema mecanico da un conjunto de ecuaciones
de movimiento en funcién de coordenadas cartesianas. En muchos casos estas coordenadas no son
las més convenientes para resolver el problema o describir la evolucion de un sistema fisico. Por
lo que resulta conveniente la implementacién de otro sistema de coordenadas (polares, cilindri-
cas, esféricas) a las cuales denominaremos como coordenadas generalizadas q1, q2, - . ., ¢n, donde
también van incluidas las coordenadas cartesianas,

qi = q(t), 1=1,2,3,...,n (1.1)

Recurriendo a una representacién vectorial en donde r sea el vector posicion de una particula

r; :ri(q17q27"'7qn;t)7 (12>
la velocidad se escribira:
. drl or; 8qk 87“2
=7 = 1.3
=T Z o ot (13)

denotamos la energia cinética como:

1o 1o
= §Zmi7‘2 =5 Zmiv2. (1.4)
i i
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1.2. Ligaduras

Las ligaduras relaciones entre las variables que limitan o vinculan el movimiento del sistema,
ejemplo: las cuentas de un abaco estan constrenidas a un movimiento unidimensional por las
varillas que las atraviesan. Una canica que rueda en un plano inclinado.

Las ligaduras pueden clasificarse de la manera siguiente. Si las condiciones de ligadura
pueden expresar en forma de ecuaciones que relacionen las coordenadas de las particulas cuya
forma sea

f(qlqua"'vqn;t):Oa (15)

diremos que las ligaduras son holénomas. Las ligaduras que no puedan expresarse de esta manera
se denominan no holénomas.

Las ligaduras introducen dos tipos de dificultades en la solucién de los problemas mecanicos.
Primero, las coordenadas r; ya no son todas independientes puesto que estan relacionadas por
las ecuaciones de ligadura; luego las ecuaciones de movimiento no seran todas independientes.
Segundo, las fuerzas de ligadura, se cuenta entre las incégnitas del problema y debe obtenerse de
la solucién que buscamos , por ejemplo, la fuerza que el alambre ejerce sobre la cuenta no se da
a priori.

Un sistema de N particulas, exento de ligaduras, tiene 3N coordenadas independientes o
grados de libertad. Si existen ligaduras holénomas, expresadas por k ecuaciones (1.5),que son uti-
lizadas para eliminar k de las 3N coordenadas y nos quedaran 3N —k coordenadas independientes
y diremos que que el sistema posee 3N — k grados de libertad. Introduciendo 3N — k variables
independientes nuevas qi,qo, ..., q3n_ren funcién de las cuales, las antiguas coordenadas r; se
expresan mediante ecuaciones de la forma

r; :I‘i(Q17Q2a---,QBN7kat)7 (16)

que contiene implicitamente las ligaduras. Estas son ecuaciones de trasformacion del sistema de
variables (r;) al sistema de las (g;).

1.3. Principio de D’ Alembert y Ecuaciones de Lagrange

Desplazamiento virtual (infinitesimal) de un sistema es el cambio de configuracién de éste a
consecuencia de una variacién infinitesimal arbitraria de las coordenadas dr;, compatible con las
fuerzas y ligaduras al sistema en el instante dada t. Se le llama desplazamiento virtual para
distinguirlo del desplazamiento real del sistema en un intervalo de tiempo dt, durante el cual
pueden variar las fuerzas y las ligaduras. Supongamos que el sistema estd en equilibrio,o sea
F; = 0 para cada particula, entonces el trabajo virtual dado por el producto vectorial F;-dr; = 0.
La suma del trabajo de todas las particulas sera nulo

> Fi-or =0, (1.7)

descompongamos F; en la fuerza aplicada F* y la fuerza de ligadura f;.

E:F;a—i_fia
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al sustituirla en la ecuacién (1.5) queda en la forma:

Fia -0 + fi-or; =0 (1.8)
2 2

Limitemos el sistema para los cuales el trabajo virtual total de las fuerzas de ligadura sea
cero. Por ejemplo se cumple cuando se obliga a una particula a moverse sobre una superficie, la
fuerza de ligadura es perpendicular a dicha superficie, mientras que el desplazamiento virtual sea
tangente a la fuerza, el trabajo virtual sera cero. Tenemos, como condiciéon de equilibrio de un
sistema que el trabajo virtual de las fuerzas aplicadas sea cero.

Fo . or; =0, (1.9)
2

a esta ecuacion se le conoce como principio de los trabajos virtuales. Para obtener tal principio
utilizaremos un recurso pensado por Jaques Bernoulli y desarrollado por D’ Alembert. La ecuacion
de movimiento

F;i—p; =0,

que dice que las particulas del sistema estardn en equilibrio bajo una fuerza igual a la real mas
una fuerza efectiva invertida —p;. Sustituimos en la ecuacion 1.4 quedando de la forma.

> (s —pi) - ori = 0, (1.10)

%

ahora haciendo la descomposicién en fuerzas aplicadas y de ligadura, tenemos

D (Ff—=pi)-ori+ Y fi-ori =0,

i

limitando de nuevo a sistemas para los cuales el trabajo virtual de las fuerzas de ligadura sea
cero, tenemos

> (Ff—=pi) - 6r =0, (1.11)

1

que constituye el principio de D’ Alembert. Se logré que las fuerzas de ligadura no figuren y se
pondré el superindice *. Ahora debemos transformar el principio en una expresién que contenga
desplazamientos virtuales de las coordenadas generalizadas, las cuales son entonces independientes
entre si (para ligadura holénomas),con lo cual se podrén hacer separadamente iguales a cero los
coeficientes de las d¢;.

La traduccién del lenguaje de las r; al de las g; parte de las ecuaciones de transformacién
(1.5) y se calcula la v por medio de la regla de la cadena

er Z 8“ G + 22 (1.12)

calcularemos el desplazamiento virtual arbitrario dr; se puede relacionar con los desplazamientos

virtuales dr; tenemos
Z 8” (1.13)
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El trabajo en funcién de las coordenadas generalizadas

81"2-
ZFZ(STZ:ZET%(SQJ :ZQ](SQJ, (114)
i,j J
donde las () son las componentes de las llamadas fuerzas generalizadas, las cuales tienen la forma
87‘¢
Qj :ZET (1.15)
4aj

Pasemos ahora al otro término de la ecuacién (1.9), que puede escribirse de la forma

. " . ory
g Di - 01 = E Mt - 01 = g T - 7(9q2< orj,
K (2 K3

considerando

or; d Or;
1l 1'1' - zz* 5 11
Zmr Z{ (mirs - 50 = mifi- (G} (1.16)

en el ultimo termino de la ecuacién anterior podemos permutar las derivadas respecto a t 'y ¢; y
en analogia con la ecuacién (1.3)

d 67“1 Z r; 6 7 or; v
0

dt aq] qjaqk 8qJ8t - 87]] - g5’

al derivar parcialmente la ecuacién (1.3) con respecto a ¢; obtenemos
87'"2' N aT’i
8%‘ 8q]' ’

(1.17)

a lo que algunos libros suelen llamar cancelacién de puntos. Sustituyendo estas dos ultimas ecua-
ciones el la ecuacién (1.16) obtenemos

ov; Ov;
Zmzrz Z{dt m;v; - aq]) m;v; - 87@]]}7

y el segundo miembro de la ecuacién (1.9) al desarrollarse:

Z{Z( 5 (X gmat) - 5 (3 g}

7

donde se identifica > %mwi como la energia cinética T del sistema, entonces el principio de D’
Alembert se entiende como:

ST 50— 5}~ @bay =0 (1.18)

Si todos los desplazamiento virtuales dg; son independientes, entonces para que se cumpla
la ecuacion anterior es necesario que se anulen por separado los coeficientes. Teniendo en total n
ecuaciones:

d orT orT

(Y — 0.l 1.1
dt(aqj 8qj Q] ( 9)
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Cuando las fuerzas derivan de un potencial escalar U=U(qy, ..., qn,t), entonces la F; se escribe
como F; = —V,;U, entonces las fuerzas generalizadas pueden escribirse de la forma:

aTi 87‘1'
Qj:;ﬂ‘aqj:‘;v”'aq;

de donde
ou
Qi=—— 1.20
J aqj ( )
Entonces la ecuacién (1.19) se puede escribir como:
d orT T —
0 )—u =0, (1.21)

@95~ " ag,

ya hemos definido aqui U tal que no depende de las velocidades generalizadas, entonces podemos
incluir U en la parcial con respecto de ¢;, la ecuacién anterior toma la forma

i(a(T—U))_ or—-Uu) _0
dt” 0q; o
y ademds definimos la lagrangiana L en la forma:
L=T-T1, (1.22)
entonces la ecuacién (1.19) toma la forma
d oL . O(L
— (5= (L) =0, (1.23)

dt(aq'j) g

expresion que es conocida como ecuaciones de Euler-Lagrange.

1.4. Principio de Hamilton

El principio de Hamilton es un principio integral que describe el movimiento de los sistemas
mecanicos para los cuales todas las fuerzas pueden derivarse de un potencial escalar generalizado
que puede ser funcién de las coordenadas, velocidad y del tiempo. A dichos sistemas los llamare-
mos mondgenos'. Para sistemas mondgenos, el principio de Hamilton se enuncia diciendo que el
movimiento del sistema entre el ¢; y el tiempo %2 es tal que la integral curvilinea donde L =T —U

tiene un valor estacionario .
2

S = Ldt (1.24)

t1
se recorre en realidad el camino para el cual el valor de la integral sea estacionario. Significa que a
lo largo del camino la integral tiene el mismo valor, salvo infinitésimos de primer orden. Podemos

sistema mondgeno significa que todas las fuerzas se generan a partir de una sola funcién
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resumir el principio de Hamilton diciendo que el movimiento es tal que la variaciéon de la integral
curvilinea I para t; y to fijos, es nula

to
5S=6{ L(qu,....qn 1. dn,t)dt =0, (1.25)

t1

a S se le da el nombre de accién o integral de accién.

1.5. Hamiltoniano

En la formulacion de Lagrange, un sistema con n grados de libertad posee n ecuaciones de

movimiento de la forma de la ecuacién (1.19), desde el punto de vista de Lagrange, un sistema
con n grados de libertad independientes es un problema de n variables independientes ‘igi y Cilqti.

La formulacién de Hamilton se desea describir el movimiento mediante ecuaciones de
movimiento de primer orden. Como el nimero de condiciones iniciales que determinan el movimien-
to es 2n, debera haber 2n ecuaciones independientes de primer orden expresadas en funcién de
2n variables independientes, las cuales podemos tomar la mitad de ellas de las n coordenadas
generalizadas ¢; y la otra mitad de las cantidades de movimiento conjugados o generalizados.

- 1.26
i (1.26)

Pi =

Las cantidades (g, p) se denominan variables canénicas. Tratado como problema matematico
la transicion de la formulacién de Lagrange a la de Hamilton corresponde a cambiar las variables de
nuestras funciones mecénicas de (q,q,t) — (q,p,t), donde p esta relacionada con ¢ y ¢ mediante
la ecuacién anterior.El método para conmutar las variables de esta manera lo proporciona la
transformada de Legendre.

1.5.1. Transformaciones de Legendre

Consideremos una funcién de sélo dos variables f(z,y), la diferencial de f

df = udx + vdy (1.27)
donde
Lo
- oz’ oy’

Queremos cambiar la base de descripcién de z,y a un nuevo conjunto distinto de variables u, y de
manera que las cantidades diferenciales se expresen en funcién de las diferenciales du y dy. Sea ¢
una funcién de v e y definida por la ecuacion

g=[—uxz, (1.28)

entonces, la diferencial de g es

dg = df —udx — zdu,
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al sustituir la diferencial de f tenemos

dg = vdy — xdu,

que tiene la forma buscada. Las cantidades x y v son ahora funciones de u e y dadas por las
relaciones

% _ 99

S0 U3y (1.29)

1.5.2. Ecuaciones de movimiento de Hamilton

Ahora la transformacion de (¢, q,t) — (q,p,t) se diferencia de las ecuaciones anteriores en que
hay que transformar mas de una variable, entonces nos encontramos ante una funcién definida
en analogia con la ecuacién (1.25) tenemos:

H(q,p,t) = > dipi — L(g. 4. 1), (1.30)
donde H recibe el nombre de hamiltoniana. Considerada funciéon de q,p y t la diferencial de H
se ve
0H 0H 0H
dH = —dg; + —dp; + —dt, 1.31
TR T T (1.31)

diferenciando la ecuacién (1.27) tenemos

oL .. 0L

dg; — ——dt, 1.32
G~ 5, (1.32)

oL

dH = idp; + pidg; — —dg; — —

Zi: q;ap; + p;aq; dq; qi 9di

los términos que aparece dg; se anula a consecuencia de la definicién de la cantidad generalizada,
0 sea p; = 5% y de la ecuacién de Lagrange p; = 3—5 por lo tanto la ecuacién (1.28) se reduce

oL
dH =) gidp; — pidai — - dt, (1.33)

comparando las ecuaciones (1.31) y (1.30) obtenemos las siguientes relacién:

. OH . OH
qi = 8p27 —pi = 87%7 (134)
' oL O0H

Donde las ecuaciones (1.31) son las llamadas ecuaciones candnicas de Hamilton, y constituyen
el sistema de 2n ecuaciones de movimiento de primer orden que constituyen las ecuaciones de
Lagrange.



Capitulo 2

Sistemas dinamicos con ligaduras

En este Capitulo trataremos de entender qué es una teoria de norma, y lo haremos desde el punto
de vista del hamiltoniano, donde se vera que toda teoria de norma estd caracterizada por un
Lagrangiano singular, a lo que se le llama un sistema singular. Ahora en los sistemas singulares
no todos los momentos canénicos son independientes, entonces deben de existir ligaduras entre
las variables. Y estas se pueden clasificar como: Ligaduras primarias y secundarias, Ligaduras de
primera y segunda clase. Pondremos nuestro interés en las Ligaduras de primera clase, pues segtin
Dirac estas son generadoras de transformaciones de norma.

Ademas se vera la importancia de tener cuidado en imponer las condiciones de norma, ya
que una mala eleccién puede dar lugar a ambigiiedades de Gribov.

2.1. EL Lagrangiano como punto de partida

Considerando un sistema fisico descrito por N variables dindmicas ¢;(t),7 = 1,2,3,...,n que
depende del tiempo t. La evolucién dindmica se obtiene al considerar la funcional de accién

S[q]'] = /t QL(qj,Qj)dt, (2.1)

1

como estacionaria ante variaciones dg;(t). Considerandose el caso en que las variaciones dg;(t) se
anulen en los puntos extremos dg;(t1) = 0¢;(t2) = 0. Fijando las condiciones de frontera para

dqi(t).

Las condiciones para que la acciéon sea minima son las ecuaciones de Euler-Lagrange

d 0L o(L)
(=Y - =0 2.2
R (22)
escribiendo la ecuacién con mayor detalle como:
O0’L oL . O’L
Z Gk —~ (2.3)

941,04, 8qj p T dqr0¢;

De la ecuacién anterior, podemos ver inmediatamente que las aceleraciones estan univocamente

determinadas por las posiciones y las velocidades siempre y cuando la matriz 8r?k 8L (Hessiano de

14
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L) sea invertible. Esto es, sélo si el Hessiano tiene determinante distinto de cero.

En el caso de cumplirse este requisito, el sistema se le llama regular, si por el contrario, el
determinante del Hessiano es cero(se le llama singular), las aceleraciones no estan univocamente
determinadas por posiciones y velocidades y las soluciones a las ecuaciones de las ecuaciones de
movimiento pueden contener funciones arbitrarias del tiempo. En este caso se dice que el sistema
es singular.

2.2. El formalismo Hamiltoniano

En el caso de sistemas singulares, no todos los momentos canénicos son independientes, lo cual
significa que deben de existir ciertas relaciones (ligaduras 6 constricciones) entre las variables del
espacio fase _

ém(qj,pj), m=1,2,... M. (2.4)

Estas ligaduras son consecuencias de la definicién de los momentos candnicos y se denominan
primarias para enfatizar que las ecuaciones de movimiento no han sido usadas para obtenerlas.

Se dice que un sistema de ligaduras es irreducible cuando ninguna de ellas se obtiene como
combinacién lineal de otras, en caso contrario, el sistema es reducible.Se dice que las ligaduras son
regulares si la matriz de las derivadas de las ligaduras con respecto a las variables del espacio fase
tiene rango maximal, éste es si el rango de la matriz iguala al nimero de ligaduras irreducibles.

Aun cuando no todos los momentos son independientes, siempre es posible obtener el Hamil-
toniano canodnico:

Ho(q;, Pj) => djpj — L (2.5)
J

sin embargo el Hamiltoniano candnico esta bien definido sélo en el subespacio fase de las constric-
ciones ¢,, = 0y por tanto se puede extender arbitrariamente fuera de esta superficie de ligaduras.
De tal forma, el Hamiltoniano sera el mismo si realizamos la sustitucion

Hy — H, = Hy + Zum(q,p;t)qﬁm, (2.6)
m
donde u™(q, p;t) son funciones arbitrarias del tiempo y de las variables del espacio fase.

La evolucién dindmica para cualquier variable f(q,p;t) estd dada por las ecuaciones de
movimiento

- af
f= G+, 27)

Por consistencia, las ligaduras deben conservarse durante la evolucién dindmica del sistema.
Por lo tanto las ecuaciones de movimiento aplicadas a las ligaduras mismas conducen a:

Sm = {bm, Ho} + Y u™ {¢m, o'} = 0. (2.8)

Si debido a la relacién de consistencia (2.8) se obtienen nuevas ligaduras sobre las variables, éstas
reciben el nombre de ligaduras secundarias. En principio, se sigue analizando la consistencia (2.8)
para cada nueva ligadura hasta que ya no surjan més de ellas.
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Para poder hacer una mejor distincién entre las ligaduras, se definen las igualdades fuertes
y débiles. Se introduce el simbolo de igualdad débil ~ par denotar las ecuaciones de las ligaduras.
Asi una cantidad que es numéricamente cero pero que no es nula idénticamente, como es el caso
de las ligaduras, se escribe ¢; ~ 0. Esto significa que su paréntesis de Poisson con las variables
del espacio fase puede ser diferente de cero. En general, dos funciones A y B que coinciden en la
subvariedad definida por las ligaduras son débiles igualmente: A~B. Notese que en particular

AxB<<=A-B=) d(qp)é; (2.9)
J

una relacién que se cumple en todo el espacio fase y no sélo en la subvariedad ¢; ~ 0 recibe
el nombre se igualdad fuerte, y se denota por el simbolo usual de igualdad.

una consecuencia importante de las relaciones de consistencia (2.8) sobre las funciones u™
es que estan determinadas en general por

"™(q,p;t) = U™(q,p) +Z V" (q,p), (2.10)

donde U™ es una solucién particular de la ecuacién no homogénea en (2.8) y V" es un conjunto
linealmente independiente de soluciones de la ecuaciéon homogénea

Zvam{¢jﬂ¢m} ~ 0. (2.11)

En la ecuacién (2.10), las funciones v*(t) son completamente arbitrarias y dependientes del tiem-
po. Nétese que el Hamiltoniano ecuacién(2.6) puede escribirse de la forma

H, = H0+Z Um—l-z vV, b

= H+Zv Pa , (2.12)

con las identificaciones H = Ho+ Y., U™ ¢p v ¢0 = >, V2" dm. Esta estructura nos serd de
utilidad a continuacion.

2.2.1. Ligaduras de Primera y Segunda clase

La distinciéon de ligaduras primarias y secundarias no es relevante, todas ellas son vistas como
elementos de un mismo conjunto. Una clasificacién alternativa se realiza introduciendo los con-
ceptos de funciones de primera y segunda clase. Se dice que una funcién F(q,p)es de primera
clase si su paréntesis de Poisson con cada ligadura se anula débilmente:

{Fon}~0; j=12...J. (2.13)

Cualquier funcién de las variables candnicas que no sea de primera clase se denomina de segunda
clase. De tal forma, si una cantidad es de segunda clase, entonces hay al menos una ligadura
con la cual su paréntesis de Poisson no se anula débilmente. Una propiedad importante de las
funciones de primera clase, es que esta se conserva cuando calculamos paréntesis de Poisson entre
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ellas. Es fécil ver que el Hamiltoniano H, (ecuacién(2.12)es una cantidad de primera clase, puesto
que cada uno de sus componentes lo son:

{H,¢;} ~ {Ho,¢j} + > U™{¢m, ¢} =0, (2.14)
m
{¢a; ¢]} ~ { Z Vam¢ma ¢j} ~ Z Vam{¢m7 ¢j} ~0.
m m
de (2.12)vemos que el nimero de funciones arbitrarias v®(¢) es igual al nimero de ligaduras
primarias de primera clase y que el Hamiltoniano H es la suma del Hamiltoniano canénico y una

combinacién especifica de las ligaduras primarias. Ahora consideraremos el tratamiento de las
ligaduras de segunda clase

2.3. Paréntesis de Dirac

Las ligaduras de segunda clase surgen cuando la matriz

Ass’ = {(b& ¢s/} , (215)

no se anula sobre la superficie de las ligaduras.

!/ .
Denotamos por C* la inversa de Agy:

O = (A1) (2.16)
El paréntesis de Dirac para dos funciones de las variables del espacio fase se define como
[F.GYp = {F.G} = 3 {F )0 {xe, G} (2.17)

ss’

Puede mostrarse que estos paréntesis tienen las mismas propiedades que los paréntesis de Poisson,
excepto que los paréntesis candnicos de las variables pueden verse modificados debido a la forma
de las ligaduras. en términos de estos paréntesis las ecuaciones de movimiento se calculan de
acuerdo a la regla

/ . OF
{FH}p = {F H}Y = Y {F.X}0" {xo, HY = F — —,

ss’

(2.18)

donde se ha usado el hecho de que H es de primera clase. La caracteristica mas importante de los
paréntesis de Dirac es que el paréntesis de una variable arbitraria con las ligaduras de segunda
clase es idénticamente cero (relacién fuerte):

{Foxer}p ={F.xsr} = > _AF X 3O {xor, o} = 0. (2.19)

Esta propiedad muestra que los paréntesis de Dirac son efectivamente una relacién de los parénte-
sis de Poisson de tal forma que los grados de libertad redundante son excluidos de la dindmica del
sistema. Podemos pues afirmar que las ligaduras de segunda clase (constricciones fuertes) pueden



CAPITULO 2. SISTEMAS DINAMICOS CON LIGADURAS 18

imponerse exactamente y no como igualdades débiles, siempre y cuando se trabaje con paréntesis
de Dirac.

eLigaduras de primera clase: transformaciones de norma. A partir de este punto,
suponemos que se han resuelto las ligaduras de segunda clase, de modo que no haremos distincién
entre paréntesis de Dirac y de Poisson.

Denotamos por g4 a las variables del espacio fase y suponemos que los paréntesis funda-
mentales de estas variables son de la forma

{aa,q8} = CaB(qa), (2.20)

donde Cyp(qa) define una matriz regular de las variables.

La evolucién dindamica estd generada por un Hamiltoniano de primera clase; el Hamiltoniano
canénico Hy sujeto a cierto nimero de ligaduras de primera clase ¢, (se suponen regulares). Todas
estas cantidades tienen las siguientes paréntesis:

{¢a>¢ﬁ} = ng¢'y, (2.21)
{H,¢0,} = Vs, (2.22)

donde C’Zﬁ y Vaﬂ son en general funciones de las variables del espacio fase ¢4.

Un posible generador de evolucion en el tiempo esta dado por el Hamiltoniano

Hy=H+) v*(t)¢a, (2.23)

donde ¢, son todas las ligaduras de primera clase, H en el Hamiltoniano de primera clase y v®(t)
son funciones arbitrarias del tiempo. Dada la arbitrariedad de estas funciones en el Hamiltoniano,
no todas las variables g4 son observables. El sistema esta univocamente determinado una vez que
se da un conjunto de ¢'s y p’s. Sin embargo, la situacién inversa no es valida: hay mds de un
conjunto de variables candnicas que representan el estado fisico.

Debido a la cerradura del algebra de las ligaduras de primera clase(ecs. (2.21) y (2.22)), se
sigue que la aplicacién sucesiva de dos transformaciones de norma es también una transformacién
de norma; de modo que eso permite concluir que todas las ligaduras que se obtienen del algebra
de las ligaduras primarias de primera clase generan también transformaciones de norma. Esto
parece indicarnos que todas las ligaduras de primera clase y no solo las primarias son generadoras
de tales transformaciones. Seguin Dirac, supondremos que todas las ligaduras de primera
clase son generadoras de transformaciones de norma locales. Mds atin, pedimos que el
Hamiltoniano total, definido por

Hp=H+» M\ (t)a, (2.24)

describa la evolucién temporal del sistema, asi como las transformaciones de norma locales, esto es
que incluya todas las ligaduras de primera clase. En la expresién (2.24), A%(¢) son multiplicadores
de Lagrange para las ligaduras de primera clase ¢, (qa).

El siguiente paso es construir una accién en términos de este Hamiltoniano para investigar
tanto la dindmica como las simetrias asociadas a esta descripcién Hamiltoniana. Este paso debe
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realizarse con especial cuidado ya que si bien es cierto que dada una accién de primer orden
el Hamiltoniano correspondiente es inmediatamente obtenible, la situacién de primer orden el
Hamiltoniano correspondiente es inmediatamente obtenible, la situacién inversa no es valida en
general. El punto sutil de esta situacién es que para poder escribir una accién de primer orden
dado un Hamiltoniano, es necesario que el dlgebra de paréntesis de Poisson de las variables del
espacio fase sea invertible, esto es: si las variables del espacio fase tienen el dlgebra dado en (2.20),
entonces puede escribirse una accién de primer orden:

Ly
Slga, A% = / dt[> " qap™(ga) — Z A () ba(qa)] (225)
t; A
donde p?(q4) son las variables canénicas conjugadas a g4 y satisfacen la ecuacién
apP  op? AB
5ap ={qa,pp} = 5— — - —=(C)*", 2.26
(aaps} = 5 - = (€™ (226)
con Cxp dada en los paréntesis fundamentales (2.20), de modo que en los casos en que la matriz
Cap es singular, no puede obtenerse tal accién de primer orden [6, 15]

Las variables infinitesimales generadas por las ligaduras i. e. las variaciones de la forma

Scqa ={qa, Y C"da}, (2.27)

dan lugar a la siguiente variacién de la accion.
ty d D¢
68 = dt{ — « ACUB =2 — ¢q
s = ) [ Ze(Srowg e+
i el A,B
+ > (c‘a +Y NP, - > P - 5<Aa)¢a} : (2.28)
a By B

donde (¢ son los parametros infinitesimales de la transformacion.

Noétese que las condiciones:
C*(t;) = 0; ¢“(ty) =0, (2.29)

aseguran que los términos de superficie en (2.28)se anulen. Por otra parte, la invariancia de la
accion implica que los multiplicadores de Lagrange deben transformarse de acuerdo a la relacién
6, 15]:
S =+ Y N ¢PCl - v (2.30)
By B

Vemos entonces que las ligaduras de primera clase (todas ellas)generan las transformaciones
de norma del sistema. Este es el significado de las ligaduras de primera clase, independientemente
del Lagrangiano original usado para realizar el andlisis de las ligaduras.

Desde el punto de vista Lagrangiano las simetrias de la accién de primer orden (2.25) pueden
ser analizadas a la luz del segundo teorema de Noether. Resulta que en ese caso las cantidades
conservadas son precisamente las ligaduras de primera clase ¢, [6]. Este punto es desarrollado en
el Apéndice A.
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2.4. Orbitas de Norma

Supongamos que se esta trabajando en una formulacién Hamiltoniana, donde la accién es invari-
ante bajo las transformaciones de norma generadas por las ligaduras de primera clase:

(5<ZA = {ZA, Z Ca¢a} )

S = (MY NPl - vy,
By B

donde ¢* son los pardmetros (infinitesimales) de la transformacién y las funciones 3y V5 estan
definidas en (2.21,2.22). En general C§, v V3" son dependientes de Zy4.

Las ecuaciones de movimiento estan dadas por
Za={Zs,H+ \¢s}, (2.31)

y las trayectorias fisicas de sistema estan descritas por forma integral de las ecuaciones anteriores.
Dada la arbitrariedad de los multiplicadores de Lagrange, las trayectorias clasicas pueden diferir
en redefiniciones de los multiplicadores de Lagrange, de tal forma que los multiplicadores de
Lagrange pueden ser interpretados como funciones que parametrizan la libertad de norma local
intrinseca del sistema. Esto también puede verse como una consecuencia de la invariancia de la
accién bajo transformaciones de norma generadas por las ligaduras de primera clase.

Se define una 6rbita de norma para una funcién F(Z4; \,) como el conjunto de todas las
funciones {F(Z5; A¢)} donde las variables (Z5: A¢) se han obtenido a partir de las (Za;A?) por
medio de transformaciones de norma definidas en (2.27)y (2.30). El espacio de 6rbita de norma
conectadas del sistema estd dado por el cociente de todas las configuraciones {Z4; A*} médulo el
grupo de norma! y el significado fisico del espacio de érbitas conectadas por transformaciones de
norma es el siguiente: Cualquier elemento de este espacio corresponde a las clases de equivalencia
de todas las funciones (Zg; )\?) que estan relacionadas por medio de transformaciones de norma.
De esta forma, el espacio de érbitas conectadas del sistema representa el conjunto de todas las
posibles configuraciones fisicas que no estan relacionadas por medio de transformaciones de norma.

El caso en que las transformaciones de los multiplicadores de Lagrange sean independientes
de las variables del espacio fase es de particular interés. Esto sucede en el caso de un algebra
cerrada, es decir cuando las funciones de estructura Cg‘7 y Vg son independientes de las Z4. En
tales circunstancias, la libertad de norma del sistema fisico queda totalmente caracterizada por
el conjunto de los multiplicadores de Lagrange {A“} y el conjunto de norma.

El modelo analizado posee un algebra cerrada de las ligaduras lo que nos permite afrontar
todos los tépicos mencionados hasta ahora desde la perspectiva del espacio Teichmiiller. (esto no
se si deba mencionarlo ya que nose que caracteristicas tiene un espacio Teichmiiller)

2.4.1. Condiciones de norma

La presencia de las ligaduras de primera clase y libertad de norma asociada a ellas implican
que hay mas de un conjunto de variables candnicas que corresponden a un estado fisico dado.

'El grupo de norma es el conjunto de todas las transformaciones de norma generadas por las ligaduras.
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Es necesario eliminar esta ambigiiedad, lo cual se consigue imponiendo restricciones sobre las
variables fisicas las cuales reciben el nombre de condiciones de norma candnicas.

Asi, las condiciones para fijar la norma no son una consecuencia de la teoria, mas bien son
ecuaciones traidas desde fuera de la teoria. Sin embargo, al imponer la condicién de norma debe
tenerse cuidado, ya que una mala eleccion puede dar lugar a ambigiiedades de dos tipos:

» La condicién de norma selecciona algunas érbitas del sistema de manera multiple (problema
de Gribov de primer tipo)

» La condicién de norma es tal que se omiten algunas érbitas del sistema (problema de Gribov
de segundo tipo)

La importancia de asegurarse de que una condiciéon de norma no tenga problemas de Gribov
es una mala seleccién de la condicion de norma puede conducir a resultados incorrectos en el
proceso de cuantizacién de la teoria.

Faddeev y Popov [9] propusieron que las condiciones de norma transversas (por ejemplo
en QCD: A3 = 0 6 AY = 0) podian remediar el problema de multiples conteos de érbitas. El
mecanismo general es imponer condiciones de norma de tal modo que estas condiciones y, =
Coa(Z4) = 0 y las ligaduras del sistema xg = ¢3(Z4) = 0 sean tratadas como ligaduras de
segunda clase. Si la matriz obtenida de los paréntesis de Poisson entre estas ligaduras de segunda
clase es no singular:

Cxaxs = {Xa> X} # 0, (2.32)

esto permite resolver para las variables dindmicas por medio de paréntesis de Dirac y ademas
determina univocamente los multiplicadores de Lagrange, terminando de este modo con la libertad
de norma del sistema. Usualmente se entiende que cuando esto se logra, entonces se ha logrado
fijar la norma de manera admisible.

Sin embargo, V. Gribov [10] advirti6 que las condiciones transversas del tipo de de Faddeev-
Popov no fijan la libertad de norma en QCD. De hecho, mostraron que las condiciones de norma
de Lorentz para para QCD (9,A" = 0) o de Coulomb (V - A = 0)incluyen varias veces la misma
orbita en la integral funcional.

Dada la importancia, enfatizando que una condicién de norma admisible serd: aquella que
nos permita la inclusion de todas y cada una de las 6rbitas del sistema una y sélo
una vez de tal modo que se eviten problemas de Gribov de cualquier tipo.

Para el modelo de Friedberg et al (FLPR) que se analizara en el capitulo 3, las condiciones
de norma candnicas sufren de este tipo de ambigiiedades. Resulta practico caracterizar las érbitas
del sistema en términos del espacio de Teichmiiller. M&s atin, una condicién de norma admisible
(en el sentido definido previamente) se puede lograr en el espacio de los multiplicadores de La-
grange y la inclusién de todas y cada una de las érbitas estard caracterizada por una relacién uno
a uno entre los espacio de los multiplicadores de Lagrange y el espacio de Teichmiiller.



Capitulo 3

Un modelo Soluble

Como mencionamos al inicio de este trabajo, uno de los problemas fundamentales de la fisica
tedrica es la cuantizacion de las teorias de norma, ya que la invariancia de norma abarca todas
las interacciones fundamentales desde la electrodindmica, el modelo estandar de las interacciones
electrodébiles, QCD y la gravitacién. A pesar de ello no se ha podido implementar un método
que describa de manera adecuada la cuantizacion de teorias como gravitacion y QCD, debido a
su complejidad. Estas teorias invariantes ante transformaciones locales de norma se caracterizan
por tener constricciones o ligaduras.

En el presente capitulo se analizard un modelo analogo a un sistema de QCD no relativista.
Desde un enfoque clésico se comenzara analizando las condiciones de norma, y mostrara que
padece de ambigiiedades de Gribov ( propias de Yang-Mills: teorias no abelianas), se resolverd el
sistema y se clasificaran las orbitas de norma

= /t_f dte(t). (3.1)

Donde « clasifica las orbitas de norma.

Después se analizara las condiciones de norma, comenzando por la norma temporal £ = 0,
lo que conduce aun sistema libre de ligaduras, dependerd de la forma del potencial. Ademas el
parametro de Teichmiiller para esta norma vy = 0, implicara que se tiene una ambigiiedad de
Gribov.

La Norma Axial, para esta norma al restringir a Z(t) = 0 para todo tiempo ¢, entonces
~ siempre tendra un valor fijo, entonces la condiciéon de norma no es global. Después se revis-
ard norma lambda Z = )., esta condicién es del tipo de espacio reducido, y se mostrara que no
es mas que una copia de la norma axial Z =0

La cuantizacién canénica de Dirac y el calculo del propagador a través de una suma sobre
estados da el resultado completo. Por otra parte en la cuantizacién de Faddeev del modelo, el
calculo del propagador utilizado las otras normas en

K = /DZAe%S, (3.2)

muestra una ambigiiedad ya que el propagador queda truncado. Al final de esta seccion veremos el
método de proyectores de Klauder que se caracteriza por ser més simple, al no tener que restringir
o aumentar el espacio fase como en los métodos anteriores

22
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3.1. El Rotor Rigido

Este no es un sistema que inicialmente posee invariancia de norma, pero lo podemos convertir en
uno de este tipo adicionando nuevas variables.

En primer lugar consideremos la descripcién del rotor rigido bidimensional segiin el método
de Dirac, en coordenadas polares:

x =rcosb, y =rsinf, (3.3)
i =7 cosf — rfsin b, i = 7sin 6 4 ré cos (3.4
y el Lagrangiano es
1 )
L= im(f“Q +1720%) — A\(r — a). (3.5)

Los momentos canénicos asociados a este sistema son
. 2 A
pr = mr, pg = mr0, (3.6)

ahora calculamos el Hamiltoniano total

2

1
HT:Ho—l—)\(r—a):%(pg—l—%)—i—)\(r—a). (3.7)

De acuerdo con el método de Dirac tenemos una constriccién primaria dada por
{1:7“—61%0. (3.8)

El siguiente paso es asegurarse que la superficie de constriccién se preserva en el tiempo.Esto
implica que & ~ 0, es decir

élZ{T—a’HT}:%éfQZPr%O- (3.9)

La constricciéon secundaria & no origina nuevas constricciones y permite evaluar el multiplicador
de Lagrange:

2
. Dy
& = {pr. Hr} = 10, (3.10)
de donde
Vi 311
)\ = . .
mr3 ( )

Ahora al evaluar el paréntesis de Poisson entre las constricciones (3.8) y (3.9) obtenemos
lo siguiente

{€a, &} = Cop = < _01 (1) ) , (3.12)

donde el determinante de la matriz Cyz es distinto de cero y por lo tanto es invertible. Esto permite
mostrar que todos los multiplicadores de Lagrange asociados a estas constricciones pueden ser
determinados. Esto implica que nuestras constricciones son de segunda clase.

Ahora aplicando a nuestras constricciones los paréntesis de Dirac tenemos

{A, &30 = {A, &} — {A,&1CME &} (3.13)
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donde
{60, 6} = Cha (3.14)
entonces

{A,&}p = {4, &} — {A, &0 Cha. (3.15)

El producto de la matriz puede verse como una § si @« = 3 ya que las matrices son inversas
CBrCy, = 6g lo que obtenemos es

{A &l ={A &} - {4, &) =0. (3.16)

Se pueden considerar a las constricciones de segunda clase & y & como identidades fuertes. Esto
implica que el Hamiltoniano total (3.7) se reduce a

2

Dy
Hrp =5 5 (3.17)

que es el Hamiltoniano natural, cuando p, =0y r = a.

3.2. Un modelo soluble

El modelo propuesto por Friedberg, Lee, Pan y Ren (FLPR) [11]. Consta de una particula
no-relativista cuyas tres coordenadas cartesianas son X, Y y Z. Ademds se tiene una cuarta
coordenada &. El modelo de Friedberg et al estd definido por el Lagrangiano

L= J[(X 4+ 96¥)* + (V — g6X)% + (2 — ] - U(X* 4 7?), (3.18)

donde g es una constante de acoplamiento y U es una funcién de X? 4+ Y2, Este lagrangiano es
invariante bajo transformaciones de finitas:

/ .
X' = Xcosa—Ysina,

Y’ = Xsina+Ycosa,
1
7 = Z+-a, (3.19)
g
1d
I P [
g = §+gdta.

Ahora, si el parametro de transformacion « es constante, tendrd una simetria global en el caso
en que « sea funcién de t, se tendrd una simetria local.

Para investigar las simetrias globales del sistema, se puede hacer uso del Primer Teorema
de Noether. Las cantidades conservadas son la energia (F), el momento angular (L) y el momento
lineal (Pp) a lo largo del eje Z.

Es interesante darse cuenta de que, dada la propiedad de transformacién de la cuarta
coordenada £, no hay cantidad conservada global asociada a&(t). Sin embargo, analizando las
ecuaciones de movimiento para &, se observa que hay otra cantidad conservada:

gl XY —géX) =Y (X +g€Y)| 4+ (Z -¢&) =0. (3.20)
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Realmente esta condicion sobre las variables estd intimamente ligada con las transformaciones
locales del sistema. Como veremos posteriormente y a través del segundo Teorema de Noether
(Apéndice A), esta es una ligadura de primera clase, la cual genera transformaciones de norma
del sistema.

3.3. Solucion clasica del modelo

En esta seccién analizara desde un enfoque clasico el modelo (FLPR). Analizando las condiciones
de norma implementadas por los autores y se analizara que padecen ambigiiedades de Gribov.

Empezando con el andlisis canénico de Dirac para estudiar més a fondo la ligadura (3.20) y
su relacion con las transformaciones de norma. Los momentos candnicas asociados a las variables

(XY, Z,¢) son:

Py = Y —gX, (3.21)
P, = Z-—¢,
P: = 0,

de las relaciones anteriores solo tres de ellas son invariantes y nos dan las velocidades en términos
de los momentos

X = Px—gfy,

Y = Py+geX, (3.22)
Z = Py+¢€,
P: = 0,

donde ha surgido la ligadura ¢; = P: = 0. Donde esta es una ligadura primaria. El Hamiltoniano
candnico esta dado por

Hy = XPx+YPy+ZPz+EP:— L, (3.23)

: 1
= P+ Q[P)% +PE+ P+ UX?+Y?) +€&(Pz+g(XPy — YPyx)).

Tomando en cuenta la ligadura primaria ¢; de la ecuacién (3.21), el Hamiltoniano que genera la
evolucién en el tiempo adquiere la forma

H, = Hy+ Moy, (3.24)

donde ' es un multiplicador de Lagrange para ¢1 = P¢. Es necesario que esta ligadura primaria
se conserve en el tiempo, ¢; = 0, entonces

o = {¢1, H}, (3.25)
= —(Pz+g(XPy -YPx)),
- ¢27
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que es la condicién de la ecuacién (3.20). Donde {41, p2} = 0 lo que implica que ¢; y ¢2 son
ligaduras de primera clase.

El Hamiltoniano total es:
. 1
Hr =P + §[P)2( + P2+ P4+ UX2+YH) +&6(Py+g(XPy —YPx))+ Mo+ A0, (3.26)

una descripcién de dinamica total equivalente se obtiene al redefinir a los multiplicadores de
Lagrange de la siguiente manera: \' = —€ y A2 + £ — £, Esta sustitucién es precisamente la que
da un Hamiltoniano total. Que por un lado disminuye al minimo los multiplicadores de Lagrange
y por otro, no asociar momentos canénicos a variables que tienen un caracter arbitrario tal como
£ en nuestro caso. O sea, no es fisicamente deseable que una variable arbitraria tenga caracter
dindamico y se le asocie un momento canénico conjugado. De tal forma lo que era una coordenada
cartesiana arbitraria &, se ha convertido en un multiplicador de Lagrange para la ligadura de
primera clase ¢ = P, + g(XP, — Y P,)

Lo que nos permite definir el formalismo del Hamiltoniano fundamental :

1

Hr 5

[P% 4+ P2+ P2l +U(X?>+Y?) + &Py + g(XPy —YPx)), (3.27)

y la accién asociada a este Hamiltoniano fundamental es:

t

f ) . . 1
S= [ at [XPX+YPY+ZPZ—2[P)2(+P32/+P§]—U(X2—|—Y2)—g(PZ+g(XPy—YPX)) . (3.28)
t;

Donde las variables de accién expresada en la ecu(3.28) llevan a las mismas ecuaciones de
movimiento que la formulacién Lagrangiana original. Ahora, considerando el andlisis de Noether
para las transformaciones infinitesimales:

0X = —aY,
Y = aX,
1
07 = -—-a, (3.29)
g
1
06 = —a.
g
y las transformaciones de los momentos
(SP)( = —CEPY s
(SPY = aPX ,
0P; = 0, (3.30)

las cuales dejan invariante a la accién. Usando el resultado del segundo Teorema de Noether
(Apéndice A), identificamos € (t) = %a(t), X! =0, ¢l = —gY, ¢3 = gX, ¢} = 1, asf como

Yl = —gPy 3 = gPx, i = 0.
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Notese que es este caso no hay términos de superficie ya que la variacion de la accion es
idénticamente cero, por sustitucién directa en 7,,ecu(refnoetcha) del Apéndice A, vemos que la
carga de Noether que genera estas transformaciones de simetria es:

Y= e +0,
= —gYPx+gXPy+1-Py, (331)
= Pz+g9(XPy —YPx),

e Coordenadas Cilindricas

Dada la simetria del problema, es conveniente utilizar coordenadas cilindricas para el estudio
de este sistema. Estas coordenadas estan definidas por la transformacién

p=VX2+Y2 ;  peRt,

) v € [0,2n], (3.32)
=7 ; ZeR.

@ = arctan

>< \

En términos de estas coordenadas, el Lagrangiano de Friedberg et al ecu(3.18) se expresa como:

1 1 1.,
=507+ 50— g + 512 € = Ulp), (3.33)

este Lagrangiano es invariante bajo transformaciones de las coordenadas

o= p,
¢ = ¢p+a,
1
7' = Z+ ~a, (3.34)
g
1
6/ = §+7da
g
0, en la forma infinitesimal
op = 0,
op = «,
1
07z = -« (3.35)
g
1
0§ = —d.
g

Estas transformaciones no son sino la contraparte cilindrica de las transformaciones dadas por la
Ecu(3.29). de la invariancia bajo las transformaciones (3.35) surge la contraparte cilindrica de la
cantidad conservada (carga de Noether), que en este caso resulta en @ = Pz + gP,, donde P, es
el momento angular del sistema a lo largo del eje Z.
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Para obtener el Hamiltoniano del sistema de definen los momentos canénicos asociados a
las variables p,p,Z y &:

Pp = p,

P, = pip—gb), (3.36)
Py, = Z-¢,

P = 0,

nuevamente surge la ligadura primaria ¢; = P¢. De modo que el Hamiltoniano canénico estara da-
do por
. | P
H():fpg-{— P +fp—+ PZ+U( )+ &Pz + gP,). (3.37)
Al incluir la ligadura primaria qﬁl = ¢, obtenemos que el Hamiltoniano que genera la evolucion
del sistema es:
H, = Hy+ \¢r, (3.38)

aqui; A1 es un multiplicador de Lagrange para la ligadura primaria ¢; = FP¢.La conservacion en
el tiempo de ¢1 implica la existencia de la ligadura secundaria ¢2 = Pz + gP,:

{61, Hs} = —(Pz +9(XPy —YPx)) = ¢2. (3.39)

Los paréntesis de Poisson, {¢1, ¢2} = 0 nos muestra que estas ligaduras son de primera clase. Por
lo tanto, El Hamiltoniano total es

: 1, 1 P 3 Lo 1 2
y puede escribirse equivalentemente como el Hamiltoniano fundamental

Hr 1P2+1P£+1P2+U()+5¢ (3.41)
donde se hace una redefinicion de los multiplicadores de Lagrange equivalente a la del caso
cartesiano. Ahora ¢ desempena el papel de un multiplicador de Lagrange para la ligadura de
primera clase ¢ = Pz + gP,.

En esta parametrizacién cilindrica la accién fundamental esta dada por

g . . ; p 1P 3 [
t;

e Solucion a las ecuaciones de movimiento

ee Condiciones de frontera

Antes que nada, es necesario especificar las condiciones de frontera fisicas, esto es, invari-
antes de norma. Tal eleccién se logra al fijar los valores de las variables X,Y,Z o equivalentemente
p,p,Z en los puntos extremos en el tiempo:

p(ts) =pi 5 plty) =py,
olt) =wi 5 olty) =y, (3.43)
Zt)=2; 5 Z(ty)=Zy.
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Dadas las condiciones de frontera (3.43), la solucién a las ecuaciones de movimiento son las mismas
tonto en el formalismo Lagrangiano original como en el formalismo Hamiltoniano fundamental

De acuerdo al formalismo de primer orden en la ecu (3.40), las ecuaciones de movimiento

SOn:

p = Pp7

P2

!

PP = %_U(p)7

p

P
o = = +g¢,
P, = 0, (3.44)
Z — PZ"—ga
P, =0

Haciendo uso de las condiciones de frontera (3.43), ls ecuaciones anteriores tienen la solucién
general:

P = (o),
¢ ! 1 t / /

ot) = <pi+L/ti dt pz(t’)Jrg/ti dre(t'), (3.45)

Pw(t) = L,

20) = Zi-gii-t)+ [ aew),

Py(t) = P, l

donde las constantes F/,L y P, son la energia, el momento angular y el momento lineal del sistema
respectivamente. La implementacién de la ligadura implica la relacion Py = —gL. En particular
cuando evaluamos en (3.45) a t = ty, obtenemos la siguiente restriccion sobre las condiciones de
frontera:

Ps +1
At = dp =
o \/2(E ~U(p) - &)
ty 1
Ap = L/ dt—— + g7, 3.46
L (340
AZ = —gLAt+7,

donde ~ estd definida por

y = /t ‘tf de(t) (3.47)
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De las relaciones anteriores obtenemos lo siguiente

1
p(t)

Notese que atin antes de evaluar a ¢ = t; la combinacién ¢ — gZ es invariante de norma, ya que
no contiene ninguna dependencia en los multiplicadores de Lagrange.

ty
Ap—gAZ =L / dt + g*LAt, (3.48)
t;

Dada la eleccion de condiciones de frontera, uno puede considerar transformaciones de
norma de los grados de libertad del espacio fase {p, p, Z; P,, P,, Pz} y de £(t) dadas en (3.35).
Estas transformaciones involucran un pardmetro de transformacion «(t), el cual debe anularse en
los puntos finales del tiempo :

aty) =alty) =0, (3.49)

a fin de preservar la eleccién de condiciones de frontera. De las Ecs. (3.46) a (3.48) podemos ver
que al implementar una transformacién de norma a las soluciones dadas en (3.45) uno tiene el
mapeo de soluciones a soluciones, lo cual muestra el cardcter invariante de norma (la validez) de
las condiciones de frontera. Precisamente, ésta caracteristica es la que define a las condiciones
de frontera invariantes de norma.

Esta es la forma en que el espacio de orbitas del sistema y en particular la forma de fijar la
norma dependerd de la eleccién de condiciones de frontera para las soluciones del sistema.

Puede mostrarse que si dos multiplicadores de Lagrange & (t) y &2(t) estdn conectados por
medio de una transformacién de norma (pertenecen a la misma 6rbita) de la forma,

1da

=&+ gt (3.50)

entonces sus parametros asociados ;1 y 2 (ver ec. (3.47)) son iguales, ésto es

ty ty 1 ty d 1
" :/ dtés(t) :/ de (1) + / dtLa(t) = v+ Salty) —alt)] = m,  (3.51)
t; t g Ji, dt g
asi, que, 7 definida por medio de la ecuacién (3.47) es una cantidad invariante de norma bajo
transformaciones locales que parametriza diferentes érbitas en el espacio de multiplicadores de
Lagrange.
e Condiciones de norma

Antes de discutir las condiciones de norma implementadas por Friedberg et al [11] y condi-
ciones de norma en el espacio de Teichmiiller veamos la soluciéon general de las ecuaciones de
movimiento para un potencial de tipo oscilador armdnico en el plano XY, ésto es, un potencial
de la forma U(p) = jw?p® con frecuencia angular w. En tal caso, la solucién dada en (3.45) se
convierte en

=

[E-Msin(:l:2w(t—ti)+¢i) 27

t 1 t
ot) = o +L/t‘ dt’p2(t,) +g/t_ are(t’y, (3.52)

Pgo(t) = L,
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Z(t) = Zi—gL(t—ti)+/_tdt/§(t’),

t
PZ(t) = _gL )

. E—w?p? . t 1 ‘
donde v donde v; = arcsm(\/ﬁ) y el término L ftz dt’ 227y que aparece en ©(t) estd dado
por:

L[ﬁ?b)::%mmm&LFmM;ﬂMtmﬂwmJWBMH
— arctan {Llw [E tan (%z/;i) — \/W] }} : (3.53)

esta integral es invariante de norma (p lo es).p lo es, no escribimos el lado derecho de la
ecuacién cada vez que aparezca ¢(t), simplemente dejamos la integral.

3.3.1. Analisis de las normas de FLPR

Ahora procedemos a analizar las condiciones de norma que implementan FLPR para estudiar su
modelo.

ee Norma Temporal La norma temporal. Con analogia de la norma temporal A° = 0.
En el modelo de Friedberg et al la cuarta componente se las coordenadas se hace cero, i.e.

£=0. (3.54)

Implica que las soluciones par las Ec (3.52) se simplifican las coordenadas a

o0 = Lo VT -1 4w

t , 1
o) = 90¢+L/ti dt ) (3.55)
Z(t) = Zi—gL(t—t),

mientras los momentos asociados permanecen iguales a los de las ecu (3.52). El movimiento clasico
de este sistema es el de un oscilador armoénico bidimensional que se mueve libremente a lo largo
de la trayectoria que conecta los puntos (p;, vi, Zi) y (pf,¢f, Zf). Notese que al hacer £ = 0 en el
Lagrangiano original, equivale a que no exista mezcla de las variables Cartesianas, lo que conduce
un sistema libre de ligaduras, sujeto s6lo a la forma del potencial.

El parametro de Teichmiiller para esta norma es v = 0, lo cual implica que esta norma
selecciona una sola 6rbita, o sea, manifiesta un problema de Gribov de segundo tipo(la norma no
es global).

ee Norma axial

FLPR estudian, en analogia con la con la norma axial A% = 0 de QED, la norma:

Z=0. (3.56)
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Esta es una condicién de norma de Faddeev-Popov o de espacio fase reducido (debido a que fijan
algunas de las variables del espacio fase). La forma usual de tratar este tipo de norma es a través
de paréntesis de Dirac, en donde las ligaduras se tratan como de segunda clase.

Lo que implica que la matriz del algebra entre las ligaduras tenga un determinante distinto
de cero que garantiza una condicion de norma admisible. Sin embargo, aun cuando este criterio
logra que se determinen los multiplicadores de Lagrange, ésto no garantiza un cubrimiento total
de las orbitas de norma del sistema. las condiciones de norma del tipo Faddeev-Popov obligan al
sistema a permanecer en la 6rbita de norma dictada por la condicién de norma €.

Para esta condicién de norma se imponen las ligaduras
QO = Z=0, (3.57)
¢ = Pz+ gP [ 0,

donde el paréntesis de Poisson entre ellas nos da

lo que nos indica que las ligaduras son de segunda clase que podemos resolver las variables. Es
mas el requisito de consistencia

Q={Q,Hr}=0, (3.59)
nos permite determinar el multiplicador de Lagrange en términos de otras variables. Tomando
para Hrp la ecu (3.41), usdndolo en la ecuacién anterior,

Q={OHr} =Pz +£6=0, (3.60)
lo cual nos implica
Z = 0,
P; = —gP,, (3.61)
§ = gb,.

Para determinar el resto de las variables, usamos paréntesis de Dirac, definidos como
{A,B}p = {A, B} — {A,Xx“HA eys){x", B}, (3.62)

donde {A, B} es un paréntesis de Poisson ordinario y x?, x? representan las ligaduras de segunda
clase del sistema. En nuestro caso x! = Q,x? = ¢, y (A )~1 es la inversa de la matriz formada
por los paréntesis de las ligaduras ; que resulta ser

(Ayays) ™ = (? _01) : (3.63)

de forma que, usando los paréntesis de Poisson candnicos para las variables que no se han fijado,
obtenemos los paréntesis de Dirac que son distintos de cero

{0, Po}p = {p. P} — {0, X" 1A yars) X", P,}
= {pa PP} =1
1.

x“x?

{907 P@}D
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donde se obtienen los paréntesis de Poisson debido a la forma especifica de la condicién de norma
x!' = Q= Z =0, que no involucra a las variables p y ¢.

El Hamiltoniano reducido se obtiene al imponer las ligaduras como igualdades fuertes en el
Hamiltoniano fundamental ecu(3.41):

Hp = 5P} +3 <p2 +g )PSD +U(p). (3.64)

las ecuaciones de movimiento para p,P,,¢ y P, se obtienen usando el Hamiltoniano reducido
anterior y los paréntesis de Dirac obtenidos previamente

p = va
. P2
P, = —£ - U/(p) )
Iz PE
1
$ = <p2+gz>P¢, (3.65)
P, = 0,

Como puede apreciarse, las ecuaciones de movimiento para la parte puramente radial per-
manecen igual que en el caso general ecu(3.44), y s6lo las ecuaciones para la parte angular se ve
modificada, lo cual se esperaba ya que esta variable depende de la condiciéon de norma.

la solucién de las ecuaciones de movimiento (3.65) estd dada por

o) = i[E_msmmw(t_ti)wi) ’

-

t , 1
o) = ¢i+L/ti o i + L1, (3.66)
20 = o0,
&) = gL,

y los momentos canénicos tienen la misma forma que en la solucién general (3.45).

Se advierte que la solucién para Z(t) restringe esta variable a tomar el valor Z = 0 para
todo tiempo. De tal forma que sélo se incluye el conjunto de drbitas que satisface Z; = Z; = 0.
Ahora este resultado esta en desacuerdo con las condiciones de invariante de norma en la frontera
ecu(3.46), dado que no hay restricciones a priori en los valores que los extremos deben de tener,
excepto el ser invariantes de norma.

Por lo tanto éste es sélo un conjunto de todas las posibles configuraciones accesibles al
sistema. Esto pudo haberse advertido en el enfoque de Teichmiiller, esta norma,

t
E=gL=~= /t ! dtg(t) = gLAt, (3.67)

es decir se obtiene un valor fijo para -y, lo cual nos dice que la condiciéon de norma no es global.
Ya que existe una infinidad de configuraciones que escapan a ellas: v # gLAt.
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Dado que las érbitas de norma seleccionadas por la norma temporal £ = 0 y la norma axial
Z = 0 son diferentes (como lo indican sus pardametros de Teichmiiller), no se puede llevar a cabo
una transformacién de norma del conjunto de soluciones (3.55) al correspondiente de (3.66).

Recordando que la condicion de que los dos conjuntos de soluciones estén relacionados por
una transformacion de norma es que sus parametros v de Teichmiiller sean idénticos.

eeNorma lambda

Ademas de las condiciones de norma £ = 0y Z = 0, FLPR analizan la norma lambda:
Z —AX = 0. Esta norma al incluir mas de una variable del espacio fase es un andlogo de la norma
de Coulomb QED: V- A = 0. Esta condicién es del tipo de espacio reducido por lo cual tendremos
que hacer un analisis en términos de paréntesis de Dirac.

En la parametrizacién de coordenadas cilindricas, la condicién de norma A tiene la forma
Z — Apcosp = 0. Las ligaduras €2 y ¢ son de segunda clase
Q = Z—Apcosp =0,
¢ = Pz+ gPlp = 07

ya que el paréntesis de Poisson entre ellas resulta ser:

{Q7¢} = {Z_)‘pCOSSD>PZ+ng0}7
= 1+ glpsing. (3.68)

Este resultado nos permitird calcular el determinante de Faddeev, el puede dar singularidades
cuando 1+ g\psing = 0, es equivalente cuando la variable cartesiana Y = —1/(g)\), de modo que
la matriz formada por los paréntesis de las ligaduras no serd invertible en general.

El requisito de consistencia para preservar esta condicién de norma resulta en :
Q = {Q,Hr}
= {Z —Apcosyp, Hr} (3.69)

AP,
= Pz —AP,cosp— —2 +¢(1+ ghpsinyp),
p

donde podemos determinar el multiplicador de Lagrange . De lo anterior de concluye que

Z2(0) = Mplt)coselt).
Pr(t) = —gP(t), (3.70)
—Pz(t) + AP,(t) cos p(t) — w

B (t)
() = 1+ gAp(t) sinp(t)

Nos resta estudiar las variables (p(t), P,(t), ¢(t), P,(t)) usando paréntesis de Dirac. En donde la
matriz de los paréntesis de Poisson entre las ligaduras esta dada por

— Apsin
(Bxoxs) = <(1 + g)?psin ®) " gOp ‘P)> ' (3.71)
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Ahora los nicos paréntesis de Dirac diferentes de cero son:

{p7PP}D = 17
gA cos @
P = —— .72
¥ Botp 1+ glpsing’ (3.72)
1
P, _—
{% @}D 1+ glpsinep

Con estos paréntesis podemos obtener las ecuaciones de movimiento del sistema y posteriormente
su solucién. Para ello nuevamente implementamos las ligaduras como condiciones fuertes en el
Hamiltoniano fundamental (3.41), lo cual nos da

1 1/1
Hp = 5133 +3 <p2 + g2> P2+ U(p). (3.73)

utilizando el Hamiltoniano reducido anterior y los paréntesis de Dirac, obtenemos las ecuaciones
de movimiento:

)0 = Pp7

. P?

B = 22 vy, (3.74)
p

b = ! AP, (S + )P

L 1+ gApsing IATp COSP P> 9 )

P, = 0.

Las ecuaciones de movimiento para las variables p(t), P,(t) y P, son las mismas que en ocasiones
anteriores, lo cual nos permite dar una rapida solucién para esta variables. La tnica dificultad
surge de la ecuacién para la variable angular. Sin embargo, de las ecuaciones (3.70) y (3.74),
obtenemos la siguiente relacién:

¢ —9Z = (1 + ghpsing) — gAP, cos . (3.75)
al usar la ecuacion de movimiento para ¢, esta relacién de simplifica a:
, . 1
#—9Z=Po( 5+ 9%, (3.76)

que al integrar, tomando en cuenta la norma en que estamos trabajando, resulta en una solucién
transcendental para la variable angular:

t
©(t) = @i — g\picos i + ghp(t) cos o(t) + g?L(t — t;) + L/ dt’ (3.77)

v )
La solucién para las variables en esta norma esta dada por

p(t) = iE_\/msin(i2W(t_ti)+wi):|2a

-
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t
PO) = i Ppicos i+ (B cosp(t) + P Lit —t) + L [ a (3.78)

y o P ’
Z(t) = Ap(t)cosep(t),
gL + AP,(t) cos p(t) — ALsinp(t)

B p(t)
€)= 1+ gAp(t) sin(t)

En estas soluciones se uso que los momentos candnicos asociados a las variables son los mismos en
esta norma que en la solucién general(3.45) y ademads dan lugar a los valores P, = L'y Pz = —gL.
Es importante mencionar que la solucién para las variables ¢(t) y £(t) se obtiene por medio de
invariantes de norma en la solucién general de las ecuaciones de movimiento Ec (3.45).

También puede mostrarse que el multiplicador de Lagrange puede escribirse se manera
equivalente como

E(t)=gL+ %()\pcos ®). (3.79)

De lo que podemos decir que esta norma no es mas que una copia de la norma axial Z = 0.
Para verlo explicitamente, observemos que el multiplicador de Lagrange en esta norma se obtiene a
través de una transformaciéon de norma aplicada a las soluciones dadas en (3.66) con el pardmetro
de transformacién «(t) dado por

a(t) = gAp(t) cos p(t), (3.80)

entonces, de la norma axial a la norma lambda, sucede

d
E=9gL = &=gL+ a()\pcos ©), (3.81)
Z=0 = Z=MApcosy,

como el pardmetro a = pcosy debe anularse en los puntos ¢ = ¢; y t = ¢y ésto implica Z; = Zy = 0.
O sea, ambas normas describen la misma fisica, pero ambas describen sélo una érbita: v = gLAt.

3.4. Cuantizacion del modelo de FLPR

3.4.1. Cuantizacién canodnica de Dirac

Para caracterizar la dinamica clasica de un sistema con invariancias bajo transformaciones de
norma. Se requiere hacer una clasificacion de ligaduras y resolver aquellas llamadas de segunda
clase. También se debe incluir en el Hamiltoniano las ligaduras de primera clase para describir
tanto la evolucion temporal como las invariancias de norma.

la cuantizacién candnica o de Dirac [4] de un sistema con invariancias de norma procede
a través del principio de correspondencia con la salvedad de que hay que cuantizar también la
ligadura de primera clase.

Brevemente recordemos los puntos esenciales al cuantizar un sistema fisico general: el prin-
cipio de correspondencia asocia a las variables de espacio fase Z4 = (g, pn) los operadores au-
toadjuntos Z4. A los paréntesis de Poisson de las variables fundamentales {Z4,Zp} =Cap(Zy)
el principio les asocia los conmutadores [Z A, 7 Bl = ihC AB-
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Los estados cuanticos obedecen la ecuacién de Schrodinger modificada

Hrli(Zart) >= -2 1p(zat) >, (3.82)

1
T hot
donde Hp(Z4) = H(Z4) + M a(t)$*(Z4) es el Hamiltoniano fundamental de primera clase que in-
cluye todas las ligadura y que por lo tanto genera la evolucién temporal como las transformaciones
de norma del sistema.

Se requiere también que las ligaduras se cumplan a nivel cudnticos se definen como aquellos
para los cuales
Sa(Za)W(Za,t) >=0, (3.83)
ésta es precisamente la diferencia de cuantizar un sistema con ligaduras respecto a uno que no
las tiene.

La definicién de estados cuanticos debe ser consistente con la evolucion temporal del sistema
cuantico asi como con sus simetrias. Esto significa que los estados fisicos deben seguir siendo fisicos
ante la evolucion temporal y esta condicién debe ser compatible con el algebra de conmutadores
de los operadores asociados a las ligaduras; en otras palabras, debemos tener:

[ana ésﬂ] = éggiv s [ﬂa gga] = V&quﬁ s (384)
que implica a nivel de estados fisicos:
Cladyltp >=0,  Vidaly >=0. (3.85)

Aqul pueden surgir problemas de ordenamiento dado que tanto las ligaduras como las
funciones C7 wg Y VB pueden depender de operadores que a nivel cuantico no conmutan. En el caso
de un dlgebra cerrada de las ligaduras (cuando C'y V' si dependen del espacio fase) es claro que no
hay problemas de ordenamiento de este tipo. En cambio en el caso de un algebra abierta (cuando
C'y V si dependen de las variables de espacio fase) se debe elegir un ordenamiento de las variables
consistente con la definicién de estados fisicos cuanticos; ésto es: al calcular los conmutadores que
definen a C’gﬁ y Vﬁ‘" se debe expresar siempre a la derecha de ellos las ligaduras de primera clase.
Si este requisito no se cumple, entonces la definicién de los estados fisicos se ve modificada y se
cae en ambigiliedades.

Una vez que un sistema puede cuantizarse de forma consistente con sus simetrias clasicas,
también resulta conveniente considerar no solo estados fisicos sino también cantidades fisicas
o invariantes de norma. Estas cantidades fisicas estan definidas como la contraparte clasica de
operadores hermiticos y auto-adjuntos que satisfacen las relaciones de conmutacién

[f. o] = ihC. 5, (3.86)
donde (3“5 es una funcién de estructura apropiada. Noétese que tales observables fisicas estan

definidas hasta combinaciones lineales arbitrarias de las ligaduras de primera clase y que por
ejemplo el Hamiltoniano de primera clase es un observable fisico.

Suponiendo que se ha podido realizar una cuantizacién consistente de un sistema a través
del procedimiento descrito, uno puede en principio resolverlo y obtener el espectro para estados
invariantes de norma. Sin embargo, la evoluciéon temporal asi como los elementos de matriz de
operadores estan parametrizados por las funciones arbitrarias A%(¢) o multiplicadores de Lagrange.
Entonces se debe hacer una eleccion para estos multiplicadores de Lagrange que puede llevar a
posibles problemas de Gribov al no caracterizar todas las 6rbitas de norma accesibles al sistema
fisico.
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3.4.2. Cuantizacién de espacio fase reducido (Faddeev-Popov)

El enfoque de cuantizacién mas usado en la teoria de campo es realizado en términos de integrales
de camino: el enfoque de espacio fase reducido o de Fadeev-Popov. Este método requiere fijar
condiciones de norma sobre las variables de espacio fase del sistema; de ahi el nombre de espacio
fase reducido.

Es bien sabido que en la teoria de campo la cuantizacion de las interacciones fundamentales
se realiza por medio de una formulacién de integrales de camino. Sin embargo, la cuantizacién de
teoria de norma por este método, no procede al igual que en la mecanica cuantica de sistemas
regulares; ésto es debido a que aun cuando el propagador

K = /DZAeéS, (3.87)

es invariante bajo transformaciones de norma Z4 — Z4 +0¢Z 4, la integral se realiza sobre todas
las variables Z4 de espacio fase incluyendo todas aquellas relacionadas por medio de transforma-
ciones de norma. Es claro que ésto da una contribucion infinita al propagador y consecuentemente
a las funciones de Green obtenidas por diferenciacién funcional del propagador.

Una forma de eliminar la libertad de norma, inclusive a nivel clasico, se logra al fijar
condiciones de norma sobre las variables del espacio fase. Al fijar tales condiciones de norma se
debe tener cuidado de no caer en ambigiiedades de Gribov de primero y/o segundo tipo.

Faddeev y Popov [9] introdujeron un método para incluir en la integral de camino condi-
ciones de norma candnicas (condiciones sobre las variables de espacio fase) que conduce a valores
finitos para el propagador. Su método comienza al fijar condiciones de norma canoénicas:

0*(Z4) =0, (3.88)

que deben ser ligaduras de segunda clase. Tanto las ligaduras originales ¢, (Z4) como las ligaduras
impuestas Q%(Z4) se tratan al mismo nivel con la finalidad de que la matriz formada por los
paréntesis de Dirac entre estas ligaduras sea invertible y ello garantice fijar la libertad de norma.
Esto es, se elige Q%(Z4) tal que el determinante de la matriz

{Q%(Za), ¢5(Za)} = A5(Z4), (3.89)

sea distinto de cero y por lo tanto las ligaduras ¢,y 2, son de segunda clase.

Hasta factores de normalizacién sin transcendencia fisica, la integral de camino de Faddeev-
Popov esta contenida en la expresién’

Kq :/ H DZ46(02%) det|{Qa7¢ﬁ}]6(¢)@)exp{;/dt[qnpn—H]}, (3.90)

A,

donde el determinante de la matriz de los paréntesis de Dirac (determinante de Faddeev-Popov)
surge como el Jacobiano de la transformacion entre variables del espacio fase reducido al espacio
fase completo. Nétese que sin embargo, la aparicién de las funcionales 6(¢o(Z4)) v d(QY(Z4))

'Un ejemplo interesante es el de un campo no abeliano de Yang-Mills, donde el espacio de configuraciones es
el campo Aj, y la condicién de norma usual es: F(A],) = 0" Aj, con lo cual la integral de camino toma la forma:
K = [ DALAR(A)S(F(A)) expl4 [ diL).
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restringe los dominios de las variables en el propagador. Por medio de una integral sobre multi-
plicadores de Lagrange, las ligaduras pueden incorporarse en la exponencial:

Ko / [T DZ46(2%) det |{2%, ¢} DA expf - / At lipn — H — 2]}, (3.91)
Ao,

esta forma de la integral de Faddeev-Popov es directamente aplicable para cuantizar el modelo de
FLPR con condiciones de norma axiales. Debemos mencionar que para implementar esta formu-
lacién en tal modelo, es necesario realizar las integrales del sector de espacio fase en coordenadas
cilindricas. Por 1ltimo, presentamos una forma alternativa de la integral de Faddeev-Popov. Al
utilizar variables de Grassmann impares (los famosos fantasmas), el determinante de Faddeev-
Popov puede introducirse en la exponencial de acuerdo a:

Ko = [ TI DZawDusb@) exp(y [ dtldupn — 1 — ihof0. 623" = X6} (392)
Aa,B

3.4.3. Cuantizacién canonica del modelo

El modelo de Friedberg et al estd dado a nivel cldsico por el Hamiltoniano fundamental:

1
2mp?

1 1
Hr =H = _—P? — P2+ U(p? 3.93
donde § es el multiplicador de Lagrange para la ligadura de primera clase ¢ = Pz + gP,. Para
resolver explicitamente este modelo y tener congruencia con el analisis realizado al oscilador

arménico(Apéndice B), consideramos un potencial de la forma U(p) = 2mw?p?.

Aplicamos ahora el principio de correspondencia. Lo cual significa considerar el hecho de
que los operadores sean autoadjuntos sobre la variedad de configuraciones y la existencia de bases
en el espacio de Hilbert que diagonalicen a los eigenestados de posiciéon. Con ésto, el operador
Hamiltoniano que nos proporciona una descripcién covariante asi como un ordenamiento adecuado
es:

2 RS /7 1 w252
_ (a+ A)(a +7A)+—(6 +ig )? + L2 (3.94)
T 2m|p h O A L M P ’

Por el momento, suponemos que en la variedad de configuraciones no existen obstrucciones
topoldgicas, lo que es equivalente a que podemos elegir el campo vectorial A,(q) = 0 6 que
podemos eliminarlo por medio de transformaciones de norma. Asi , el Hamiltoniano canénico
adquiere la forma convencional en términos del operador Laplaciano:

2 2 2 2
ﬁ:_h(a 1o 16 0

1
g 429, 9 3.95
8p2+,08p+,02(9<,02+8Z2>+ —mw?p? (3.95)

Dada la independencia de la variable Z con las variables polares en el plano, podemos utilizar
separacion de variables para las eigenfunciones de este Hamiltoniano. En el caso del oscilador



CAPITULO 3. UN MODELO SOLUBLE 40

armoénico encontramos que las eigenfunciones para la parte radial y angular de este Hamiltoniano

son - )
=5 /(n=ly1\ 3 !
_ (e (G i) -l (W 2
suitpo ) =250 ) 7 (GEy) (o) EOLLCES a9
donde n y [ son los nimeros cuanticos que caracterizan la energia y el momento angular. Al
incluir la dependencia en Z tenemos:

Lo n—l 5 l
. 1 izpy, _—1/2( MW 2 ( 3 )' ip {—mw 2y mw o
Uni(p, 0, Z) = fﬁeh ™ N (=201 pe'? | el 2 Ln;l(—h p7).  (3.97)

Sin embargo, las funciones de onda fisicas deben satisfacer el requisito:

[N

dp >=0, (3.98)
lo cual significa que al implementar la forma de los operadores Py y ]5(/, en la ligadura, tenemos?:
ol >= (Pyz + gP,)|p >= —ih 0 g2 [ >=0 (3.99)

= = —1 —_— —_— = .

la ligadura que nos relaciona los momentos lineal y angular del sistema implica a nivel cuantico
una condicién sobre las funciones de onda. Esta condicion se ve reflejada en la siguiente forma:
dada la independencia del Hamiltoniano en la variable Z, existe propagacién libre a lo largo de esa
coordenada. Sin embargo, los eigenvalores del momento a lo largo del eje Z estardn determinados
por la ligadura: Py = —gL.

Al resolver la ecuacion diferencial anterior y normalizar, obtenemos los estados fisicos:

+1
1581CO 1 _ mwy\ 2 (L_l)‘ 2 ilo— ! _mw 2 mw
vl (p,so,Z)=\/%7r 1/2<h> <(ni,),> (pe‘“’ QZ)>e 2hp}LlnT_l(7p2), (3.100)
2

los cuales son por supuesto invariantes bajo transformaciones de norma dado que tanto p como
la combinacién (¢ — gZ) lo son®. Para finalizar el andlisis cudntico de Dirac de este modelo,

calculemos el propagador asociado a estos estados fisicos. Realizando la suma sobre los estados
fisicos de la ecuacién previa, tenemos:

N

Kfisico = Y _ < fIUIn,1 >< n,1fi >, (3.101)
n,l

donde la suma se realiza sobre los estados fisicos anteriores Ec.(3.100) y el operador de evolucién
U contiene al Hamiltoniano cuyos eigenvalores estan dados por la relacién

Hy(n,l,2) = <hw(n +1) + 21ng2l2h2>1/1(n, 1,7). (3.102)

La suma sobre estados se realiza de manera similar al calculo del propagador en coordenadas
polares para el oscilador arménico. La tnica diferencia respecto a aquel céalculo viene de la coor-
denada Z y la ligadura, que se manifiestan en la Ec. (3.100):

2Recordemos que en coordenadas cilindricas v/ = p y la forma de los operadores de momento obedece al
ordenamiento dado en el Oscilador arménico.

3Precisamente esta combinacién de variables: (¢ — gZ) y p son aquellas que encontramos como invariantes a
nivel clésico.



CAPITULO 3. UN MODELO SOLUBLE 41

o0 n
Ktisico = Z Z < prof, Zen, L ><n U (ty — ;)| pis i, Zi >,
n=0[=—n
© n - -1 272
= YN bailpgops Ze)0hi(pis i, Zi)el TR T ERAL - (3.103)
n=0[=—n

Después de realizar la suma, obtenemos el propagador fisico para este sistema:

o0 . 2 2
mw ) 19°1°h
Kfisico omihsinwAt I_E_ exp {Zl[((pf - 902) - g(Zf - ZZ)] - om At} X
. ﬁfﬁz L(p24p2) cot wAt
I —i——— )e2\shi . 3.104
x l( ZsinwAt>e ( )

Este propagador es invariante de norma. En ausencia de la ligadura, es decir, cuando la
constante de acoplamiento g = 0, se recupera de manera directa el propagador para el oscilador
armoénico en coordenadas polares o cartesianas. Otro aspecto importante de este propagador es
que nos muestra que el sistema tiene propagacion a lo largo del eje Z, pero que la ligadura obliga
a que el momento Py tome valores discretos.

Este resultado sera de gran importancia, ya que es la tinica guia que tenemos para comparar
con cuantizaciones que involucran integrales de camino.

3.4.4. Cuantizacién de Faddeev del modelo

En esta seccion realizamos la cuantizaciéon para el modelo de Friedberg et al por medio de inte-
grales de camino en el enfoque de Faddeev-Popov o de espacio fase reducido .

Como hemos visto, este esquema requiere de fijar condiciones de norma para eliminar los
grados de libertad no fisicos del sistema. Sin embargo, como nuestro analisis mostrard, ain con
condiciones de norma transversas en las variables del espacio fase se obtienen resultados que no
cubren en su totalidad las o6rbitas de norma del sistema.

e Propagador en la norma “axial”
La norma azial (Z = 0) de Friedberg et al cumple los requisitos que usualmente se piden:
terminar con la libertad de norma del sistema al fijar los multiplicadores de Lagrange. Pero como

veremos, padece de problemas de Gribov al no permitir un cubrimiento total de las orbitas del
sistema.

Recordemos que el formalismo de Fadeev para los propagadores estd contenido en la integral
de camino, en Villanueva et al [13] se obtiene el resultado de la integral de camino como:

(At g*1%h

Ko = 3 goewo]ilies v - oz - 20] iS00 o)

x  Kilpg.ty;pirti) 0(Zs) 6(Zy),
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donde se ha usado la definicién de la integral de camino radial de componente [-ésima en la
expansion cilindrica:

N-1 0o N—-1 L 00 de
e f — f . . —3 k
Kipg,tgipit) = Jlim_ H1 /0 pidp; ’H)<pkpk+1> 2 /_ o (3.106)
j: =
. N-1 2 1\#2
Le Apgi1 L (1* — Z)h 1 2 9
X exp{h ;} |:( p )Ppk _%Ppk —W—imw Pk .

Esta integral de camino fue calculada por Villanueva et al [13] y da:

mw > 022
Ko ="osdo(an] 3 o exo{illes - ) - o(Z; - 20] - A0 L

l=—00

< 0 =i appescl@n] ) exp {8 aglon] (6 + (00 ) bo(z0 502 |

~ e =S ew{lles — ) - a2y - 2] - LAY

3.107
2mihsin wAt l ( )

2m

0 it o) e (it an] (00 + (00?) o2 2))

Una comparacién directa con el resultado obtenido por medio de suma sobre estados fisicos
para este modelo (en el enfoque de Dirac) Ec.(3.104), puede advertirse que este propagador
contiene sélo un subconjunto (Z; = Zy = 0) de las drbitas accesibles fisicamente al sistema
(Zy # Z; #0). Este es el punto clave que nos muestra que ain cuando el propagador de Faddeev
es invariante de norma (consistente con la condicién de norma), éste no garantiza una descripcién
cuantica completa. En particular, no hay forma de obtener el propagador de Dirac Ec. (3.104) a
partir de (3.107) por medio de transformaciones de norma.

ePropagador en la norma lambda.

La tercera y ultima norma que estudian FLPR es la norma \: Z — AX = 0 y como
vimos en el analisis clasico del modelo; esta norma A es una copia de la norma azial Z = 0 con
el pardmetro de transformacién a = g \X = gApcos . Es claro que al pertenecer a la misma
orbita v = gLAt, debido a la invariancia bajo transformaciones de norma y a la invariancia de
norma bajo transformaciones de norma: estas dos condiciones de norma nos producen el mismo
propagador.

3.4.5. Un bosquejo del método BFV

Uno de los enfoques méas modernos de cuantizacién de teorias de norma es el llamado método
de BFV (debido a Batalin, Fradkin y Vilkoviski) [17] que emplea la simetria BRST (de Becchi,
Rouet, Stora y Tyutin) [18]. Las ventajas de este método sobre otros son: i) Puede aplicarse de
manera muy sistematica a una amplia gama de sistemas que van desde la particula relativista
hasta sistemas tan complicados como la relatividad general, ii) Es un formalismo que produce
cuantizacién unitaria.



CAPITULO 3. UN MODELO SOLUBLE 43

Este método también recibe el nombre de cuantizacion de espacio fase extendido debido a
que el espacio original de variables dinamicas se aumenta al incluir variables conjugadas de los
multiplicadores de Lagrange para las ligaduras de primera clase; también se incluyen variables de
paridad de Grassman opuestas a las de las ligaduras: un sector de ”fantasmas”.

En esta seccién haremos uso de los resultados obtenidos en el trabajo Villanueva et al [14]
. Donde es aplicado el método de cuantizacién BFV, al modelo de Friedberg et al (FLPR).
Con el fin de hacer una comparacién con los resultados obtenidos por los métodos de Dirac y
Faddeev-Popov.

oFEl modelo de FLPR

El analisis mediante el método BFV del modelo Fridberg et al, parte del Hamiltoniano
obtenido del analisis de Dirac

1 1
H=_—P’+
2m P 2mp

1
P2+ %pg +U(p) + &0, (3.108)

donde Z4 = {p, Py, v, Py, Z, Pz} son las variables del espacio fase original del sistema y £ es el
multiplicador de Lagrange para la ligadura de primera clase ¢ = Pz + gP,.

El anélisis por el método BFV comienza con la introduccién de la variable conjugada del
multiplicador de Lagrange 7 tal que:

{&(t),m(t)t =1, (3.109)
y se le considera como una ligadura de primera clase:
Ta0. (3.110)

Clasificamos las ligaduras de primera clase de acuerdo a: G, = (7, ¢) = (7, Pz + gP,),a = 1,2
y correspondientemente, introducimos 2 pares de fantasmas: (7', P1,1m%, Ps), que satisfacen los
anticonmutadores:

{77177)1} = 1,
{n?, P2} = 1. (3.111)

El Hamiltoniano mas general invariante de BRST:

2 1 dF

1 1
H.t=—P P>+ —P24+U ! F —Pint— 3.112
eff =5 p+2mp2 et ozt (p) + &b+ Pa+ F(&)m —Pin @ ( )
que nos da la accién efectiva de BRST:
t 2
Sefr = /t it [ﬁPp+¢P¢+Z’Pz—23nP3—zin1:“5—anP%—U(p)—w—nl"’z—F(ﬁ)”PWl‘3? : (3.113)
Las ecuaciones de movimiento del sector fisico son las mismas:
P, P
==L  P=2_U
10 m ) P pg (10) 9
) P, .
P +9§ , Pp=0, (3.114)
P
Z="Z4¢ | Py=0,
m
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mientras que las ecuaciones para las variables del espacio de multiplicadores de Lagrange y de
fantasmas son:

: dF d*F
:F .:_ I 1
3 (5) y T ¢ d§7r+7)177 d€27
dF
11 21 11
n g o n, (3.115)
) dF )
Pl_—PQ—PId—g . Pa=0.

Las ecuaciones tienen la soluciéon general:

p +1
t = ti+/ dp =
o \/Z(E ~Ulp) - L)

Ppt) = p(t),

p(t) = ‘Pi‘i‘L/ti dt’pz(t,) +gA are(t’y, (3.116)
Pso<t) = L,

Z(t) = Z;j—gL(t—1t) —i—/.t dt'é(t’y,

Pst) = —gIL, 1

donde las constantes E y L son la energia y el momento angular del sistema. Donde una es-
pecificacién de la funcién de condicién de norma F(£) determina de manera tnica la evolucién
temporal del sector se espacio fase asi como de sectores de multiplicadores de Lagrange y de los
fantasmas

eLa integral de camino BFV

La integral de camino de BFV estd dada por la expresién

Kpry = / DZDKDEDTDN DP1Dn*DPs exp{ / dt[ZsK" — &7 — Py + 177Pa — Hefectivol } »

(3.117)
donde Z4 y sus variables conjugadas representan el espacio fase, £ y m son las variables del
sector de los multiplicadores de Lagrange, n' y P; al sector de fantasmas y H, fectivo = HBRsT —
{V,QBRrsr}, con ¥ = P1F(§) + P2£. Como ya se comento para el propésito de este trabajo no
se calculo la integral de camino, simplemente se tomara el resultado de Villanueva et al [14]. La
integral obtenida es:

BFV. = mlz exp illlps = wi) = 9(Zy = Zi)] = =5 = At ¢ x
=—00
me  TOPIPI 1\ 4 (53472 cotwAt
—— | i e : 3.118
7sin wAt l( ZhsinwAt>e ( )

Este es el propagador que se obtiene al sumar estados cudnticos fisicos desde el punto de
vista de la cuantizacién candnica. Es importante resaltar que la obtencién de este propagador es
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consecuencia de la apropiada eleccion de la condicién de norma que realizaron. ya que realiza un
correcto cubrimiento de las 6rbitas de norma, dado que es igual al propagador obtenido mediante
una suma sobre estados fisicos obtenidos por medio de la cuantizacién candnica de Dirac.

3.4.6. Un bosquejo del método de proyectores de Klauder

En esta seccion veremos uno de los enfoques de cuantizacién para sistemas de norma mas mod-
ernos: el método de cuantizacién por medio de proyectores desarrollado por J. Klauder [19]. Esta
construido con la idea original de Dirac: no hay necesidad de agregar grados de libertad al sistema,
ni de reducir el espacio fase por medio de condiciones de norma.

Para establecer el formalismo y la introduccién de este operador de proyeccién, consideremos
un sistema fisico descrito por 2N pares de variables conjugadas (g, pn) que conforman el espacio
fase y son variables con paridad de Grassmann cero y ademas satisfacen relaciones de paréntesis
de Poisson candnicos. También consideraremos que el conjunto de ligaduras de primera clase y el
Hamiltoniano del sistema tiene un algebra cerrada.

oEl propagador para el modelo FLPR

Se define el propagador fisico para un sistema con invariancias de norma de manera general

COmo:
K =<qs|U(ty — i) E|q; >, (3.119)

donde U es el operador de evolucién ordinario: ﬁ(t F—ti) = exp{—%Atﬁ } con H el operador
Hamiltoniano del modelo y Fes el operador de proyeccién apropiado al grupo de transformaciones
de norma generadas por las ligaduras. Retomando el Hamiltoniano dado por:

1 1 1
H=_—P? P2+ —P;+U 3.120
Qmp+2mp2 go+2m Z+ (p)a ( )
y la ligadura de primera clase es:
=Pz +gP,. (3.121)

Los operadores cuanticos asociados a estas cantidades clasicas obedecen el ordenamiento,
de modo que

— ;:j [;Pppﬁp + /)12153 + PZ| + %mw2p2 : (3.122)
y el operador de proyeccién esta dado por
E = /Z?wexp{;;é} (3.123)
/Z ?W eXp{;;[ﬁz + 9P},
El operador de evolucién fisico es:
Upis(ty —t;) = /_Z d;w exp { — %At(ﬁ + ﬁ[ﬁz +gP,}, (3.124)
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y el propagador fisico correspondiente a este modelo podemos escribirlo como:

Kjis = <qfU(ty —t:)E |g; >
* dysindy/g i A - )
9 m™/g — 7 AUH + —= [Pz + gP|}ai >, 12
/Oo 9 /g < qg|exp{ 7 ( +gAt[ 7 + 9P|} ai > (3.125)

con H dado en Ec. (3.122).

Por simplicidad y para no perder de vista el cdlculo de propagadores, supungamos que la
variedad de configuracién en la cual estan definidas las variables es simplemente conexa, intro-
duciendo esta informacién y la forma del Hamiltoniano en el propagador fisico para el modelo,
tenemos:

* dvysindy/g —1/2
Kps = ek VA .
fis /_ 7 Tlg N PrpPi) X
p o N gp, & dP
7 Pk Zk
) 1;[/ / d%/ dﬁ_o/_oo%h ZQW/ 2h
i€ A A AZ
% eXp{h Z [( kaH)Ppk +( (p:”ﬂ)lkhjt( :H)sz (3.126)
k=0
1 (2 -Hrr 1 1
——p2 k47 pZ o mulpl P Lh)| b
om P 2mpl  2m Ak g PRT At( 2+ 9lih)

Ademas, al igual que en los calculos para el oscilador arménico (Apéndice B) la integral
sobre la parte radial se desacopla del resto de las variables, dandonos funciones de Bessel, que a
su vez nos dan propagadores de ondas parciales de momento angular /. Entonces el propagador
se reduce a:

dry sin 6
Kpis = / dysindy/g lim X
~ 9 TY/g N—oo

o0

N— N— 0o
Z i l(‘»of ‘PZ)K t H dZ Hl dPZk % (3 127)
o l pf Pi; f7 2h .
00 = - k=0 Y~

X

N-1
AZk:—i—l 1 Y
X exp{ ] |: PZk — %sz — E(PZIC "‘glh) .

Llamemos K7 (Zy, Z;,y) al término que involucra las integrales sobre Z y Py en la ecuacién
anterior. Para evaluar este término, el siguiente paso es realizar las integrales sobre los momentos
Py. Estas se llevan a cabo de manera ordinaria por medio de integrales gaussianas. Un célculo
directo nos lleva a:

m N oo e m AZk 0l
K, — 1 —ily, Y \N/2 / 7. e e +1 T 42 . 12
Z= NI (27T7iie) ]1_[1 o ! P 7 2 € gAt] (3.128)

—00
k=0

.
>_A
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El célculo de las integrales sobre Z se realiza facilmente al elevar al cuadrado el binomio
que contiene AZ y ~:

N—-1 N—-1
AZp 1 AZk—H 2y 1 N~?
- D g -z + 12
kz—o [ € gAt kz—o gAt 6( ! )+ g2At2 (3.129)

la sustitucién de este binomio en Kz nos da un producto de un propagador libre en la coordenada
Z y un término dependendiente del parametro ~:

K, — e _m 12 ﬂ Te _ 7. _ 712 ) 3.130
2= opiad) P\ apar %] (3-130)
Llegamos asi al propagador fisico para el modelo de FLPR:
m dy sm(h/g
Koo — L1/ / 3.131
fis (27rh2At) w g ™/ ( )
o0 .
L ilor—e—] im V2
Y (¢ t ——\Zy— Z; — —
X zz 7€ ps,pisty ti) exp 52y = Zi g] :
=—00

finalmente, resta aplicar el limite limg_,q % a la expresién anterior. La aplicacon de este limite nos
permite identificar el parametro de transformaciones v con el parametro de Teichiiller del modelo

1 & ig*1?h
Kro = g 2 e {illes — ) b7y ~Z0) - ot}
x  Ki(py,ty;pisti) - (3.132)
Este es el mismo propagador que se obtuvo por medio de: cuantizacién candénica de Dirac

como una suma sobre estados fisicos por medio de la integral de camino de Faddeev-Popov con
una apropiada integral sobre las condiciones de frontera variantes de norma.
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Conclusiones

En este trabajo de Tesis hemos visto la importancia de llevar a cabo el andlisis cldsico de un
sistema fisico para estudiar sus orbitas de norma antes de llevar a cabo su cuantizacion.

De esta forma vimos que con la cuantizacién candnica del modelo se obtienen los estados
fisicos y con ellos calculamos el propagador como una suma sobre estados fisicos inicamente. El
resultado es una expresion exacta e invariante de norma en términos de las configuraciones inicial
y final accesibles al sistema fisico.

La cuantizacion del modelo por el método de Faddeev-Popov requiere de condiciones de
norma. Los resultados muestran la presencia de problemas de Gribov, al tomar una orbita de
norma unicamente, lo que implica la omision de algunas 6rbitas. Problema de Gribov de segundo
tipo.

la cuantizacién del modelo en el enfoque BFV se requiere de condiciones de norma admisibles
en los multiplicadores de Lagrange. Pero hay que hacer una eleccién de norma adecuada para no
padecer problemas de Gribov.

FEl método de proyectores de Klauder no requiere condiciones de norma ni para los grados
de libertad fisicos ni para el espacio de multiplicadores de Lagrange , lo cual resulta una enorme
ventaja ya que se evitan los problemas de Gribov de cualquier tipo.
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Apéndice A
Teorema de Noether

Este Apéndice esta basado en V. M. Villanueva, J. A. Nieto et al [20]

Consideremos la accién Hamiltoniana de primer orden

ty
S[q,p; )\a] - /t dt[dnpn - H((Lp; t) - Aa(t)¢cx(Q7p; t)] ’ (A1>
donde H(q,p;t) es el Hamiltoniano de primera clase y todas las ligaduras de primera clase
®a(q, p; t) del sistema estan incluidas. Ambos tipos de funciones dependen de los grados de libertad
fundamentales del sistema (g,,pn),(n = 1,...,N) . Dado el cardcter arbitrario de los multipli-
cadores de Lagrange, suponemos que no son grados de libertad fisicos 7. e. no tienen momento
candnico asociado y que son solo variables auxiliares que parametrizan la libertad de norma del
sistema. De modo que la accién dada en (A.1) nos define una accién Hamiltoniana fundamental.

Apliquemos a esta accion de primer orden las variaciones totales

6t = t'(t)— (A.2)
0xGn = (t’) (t) = dqn + ndt, (A.3)
Supn = PL(t") — pn(t) = dpn + Prot, (A.4)
Sda = MN(t) — )\a(t) = 6o + Aot (A.5)

donde d¢, = ¢,(t) — gn(t) y una expresién similar para p, y A se cumplen. Es importante notar
que:

0sGn = 0Gn + Gnot. (A.6)
Sin embargo: d¢, = %5% pero 0,qy, # %5*(]“.

La variacién de la accién (A.1) estd dada por:

6,8 = / dto, [dnpn ~H - )\O‘qﬁa} + / dtciftt [qnpn —H =X . (A.7)

Suponemos que, sin usar las ecuaciones de movimiento, la variacién se reduce a un posible término
de superficie:

0,8 = /dt;t(FA(q,p;t). (A.8)
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Igualando (A.7) y (A.8) obtenemos:

d

— SH — NG — 5»*%} —0, (A.9)

denotamos por Q = Q(q, p; t) la cantidad entre corchetes. Si factorizamos d¢q,, y dp, en la expresion
anterior, obtenemos

d . 8 o . a (6% (0% I
79t <qn—apn(H+A ¢a)>5qn+ (—pn—aqn(H—i—)\ ¢a)>5pn—5)\ o =0. (A.10)

La expresién anterior nos muestra que cuando se cumplen las ecuaciones Hamiltonia- nas
de movimiento y las ligaduras se aplican como cero (el sistema estd dentro de su capa de masa),
entonces el término definido como () es una constante en el tiempo.

Ahora mostraremos que esta cantidad @ es la generadora de las transformaciones infinites-
imales que dejan invariante la accién Hamiltoniana. Nuestro punto de partida es la accién (A.9),
que puede escribirse como

/dt{th + Gnépn — Pndqn — 0H — X*0¢p, — 5)\°‘gba} =0, (A.11)
y, al ser derivada explicitamente, obtenemos:
. ([ 0Q . (0Q 9Q
n\ o n n\ o _ n a. H—a a aa: 5 A12
in (o4 00 )+ i G 00 ) + 2 O = X000~ N0 =0, (A12)

que implica (fuera de la capa de masa)

_0Q _
&Jn = % = {QmQ}7 (A'13)
9
o = —5 = {me} , (A14)
Y 9
SN By + N5 + OH — 8—6’3 —0, (A.15)

que desde luego muestra que la cantidad conservada () es la generadora de tales transformaciones.

A.1 Primer teorema de Noether

Ahora consideramos las consecuencias de las previas invariancias bajo transformaciones que de-
finen un grupo simplemente conectado. Nétese que para este primer teorema (que involucra trans-
formaciones globales), no se incluyen transformaciones definidas por las ligaduras de primera clase
dado que éstas generan transformaciones locales.
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De este modo, consideramos

6t = 6C¥Xa(t) )
6qn = €apin(q,p;t),
5pn = ang(Qap; t) ) (A16)
A = eal¥(g,p;t),
donde €4, ( = 1,2,...,7) son pardmetros infinitesimales independientes del tiempo.

El uso de las previas variaciones en (A.10) nos da:
e + C—XH — A% + | g —iH (N (A.17)
dt PnPn T dnPnX X dn o n .

0
o (g )si=o.

De la expresion anterior, vemos que nuestras r cargas conservadas de Noether estan dadas
por
" = oppn + dnpnX® — X H — A (A.18)
Aqui pueden investigarse por supuesto las usuales cantidades conservadas de la mecanica clésica
regular bajo transformaciones globales o rigidas de las coordenadas o del tiempo que dan lugar a
los momentos lineales, angulares y a la energia como cargas de Noether.

A.2 Segundo teorema de Noether

Como una segunda aplicacion, ahora consideramos el caso en que los parametros de transforma-
cién € son funciones del tiempo y que las transformaciones de norma estan generadas por las
ligaduras de primera clase:

6t = ea(t)x"(1),

ogn = ea(t)n(a,pit),

opn = eal(t)n(a:pit), (A.19)
A = ea(t)A(g,p3t),

SAY = () — ERVE + ()N CY,,

donde ¢& = {qn, ®“}, ¥ = {pn, ¢*},A* = {A, 9%}, y en las expresiones anteriores, no hemos
incluido posibles derivadas de €,(t), sin embargo, la generalizacién a tal caso es directa [6].

La sustitucién de las relaciones anteriores en (A.10) nos da:

Z[Ga(t)v"‘(qm;t)] + €alt) K% - £(H + )‘p‘ﬁp))"‘/’g

n

: 0 o o
+ ( — P — a(H + )\p¢p)>cpn} — éa(t)9” + Vid, —PNTCE ¢, =0,  (A.20)

n
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con Y = oppp + @npaX® — XV (H + Ng,) — A
Derivando el primer término y tomando como independientes a €,(t) y su derivada (debido
a su arbitrariedad), tenemos:

éa’)’a - éa¢a =0;—= Y = ¢a, (A'21)
d 9 o e 0 o) e
a')’a + (% - TM(H—F)\ ¢p)>7/)n + (‘pn - an(H"‘/\ ¢p)>90n

VP, — NICE b, =0, (A.22)

lo cual pone de manifiesto que las ligaduras de primera clase son precisamente las cantidades
conservadas v, v que asi mismo son los generadores de las transformaciones de norma del sistema.



Apéndice B

Oscilador Armonico

B.1. Cuantizacién del algebra de Heisenberg en variedades de
Riemannianas

El siguiente apéndice esta basado en J. Govaerts and V. Villanueva Topology Classes of Flat
U(1)... [§]

Consideramos primero un sistema con un solo grado de libertad; definido por las relaciones
de conmutacion:

0, [75,;6]:0,
B = ih. (B.2)

w
il

(4, 4d]

[

L)Y

Suponemos que la variable ¢ toma valores en un dominio continuo acotado [a, b] y la variable
p en un dominio D), que puede ser continuo o discreto. Suponemos ademads; que existe una
representacion del dlgebra de Heisenberg (B.1,B.2) que satisface los siguientes requisitos:

» El espacio de estados admite una base |¢ > tal que diagonaliza al operador de
posicion .

= El espacio de estados admite un producto interno hermitico positivo definido
tal que los operadores ¢ y p son autoadjuntos.

Estas suposiciones son suficientes para obtener informacién sobre las representaciones del
algebra de Heisenberg. Asi, la evaluacion del elemento de matriz del operador posicién conduce
a:

(¢—d)<dqld >=0, (B.3)
de lo cual se sigue

1
<qld >= —==0d(q—q'), (B.4)
Va(a)
donde /g(q) es una funcién arbitraria que fija la normalizacién. Posteriormente veremos que en
el caso de sistemas con mas de un grado de libertad, definidos sobre una variedad Riemanniana,
podemos relacionar g(g) con la métrica de la variedad en cuestién.
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La evaluaciéon de elementos de matriz del dlgebra de Heisenberg tiene también implicaciones,
asi por ejemplo, usando (B.2) obtenemos:

<dqllgplld > = (¢—4q) <dqlpld >,
ih

- Sa—q). (B5)

9(q)

Tiene como solucién
ih d 1 1

< q|plg’ >= — { 5q—d]+ A(q)é(q—¢). B.6
il >= = e L 20— )| + o= AW =) (5.6)

Resulta conveniente reexpresar la dependencia en A(q) en términos de la fase a(qo, q) = q% dq' A(q):
o th — 18(go,q) d £ &(qo,q) N, —1/4
< qlplg’ >= — e rNI o en®i0Uo(g — ¢')g ()| (B.7)
)
donde qp € [a, b] es un punto que define la condicién inicial y aparece aqui dentro de la constante
de integracién.

Con los resultados anteriores podemos escribir la descomposicién espectral de la unidad y
la representacién de las funciones de onda (en el espacio de configuraciones):

b

I = /dq\/g(Q)IQ><q!, (B.8)
b

w> = [ dav/glala ><alv >, (B.9)
b

<Y = /dq\/g(q)<¢lq><q\, (B.10)

que asi mismo implican:

<qlgly > = g<qlv>, (B.11)
b
<qply > = < QI/ dq'\/9(¢")pld' >< d'lv >,
iR i~ d [ i~
= g Y A @ <l > | (B.12)

Esta ecuacién generaliza la expresion usual del operador momento en la representacion de
coordenadas. La generalizacién que hemos derivado incluye:

= el factor g'/4(¢) asociado a la normalizacién de los estados |q >,

» la funcipon arbitraria A(q), ligada con la fase de las funciones de onda.
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En el caso particular que g/ 4(q) = 1y A(q) = 0, se recupera la regla de correspondencia
usual para el operador de momento p actuando sobre las funciones de onda.

La condicién de que el operador momento p sea auto-adjunto < |(plyy > ) = ( < [pH)|[v >
implica

b —ih i d . i~
/ dqw/g(q) < ¢|q > 91/4((1)6 ha((IO#I)diq[650(4074)91/4(q) < q|w >}

b ih _ig d ig
= /a dqv/9(q) [91/4@6 h (qo’q)dq<€h (qo’q)91/4(Q) < Ylg > )] <qly >, (B.13)

la igualdad de ambas expresiones resulta en la condicién:

b
/ dch; [\/Q(Q) <Ylg >< gl > ] =0, (B.14)

0 equivalentemente:
VIO (0P = vg(a)ld(a)? =0. (B.15)

Estas condiciones son precisamente las que definen el dominio de las variables ¢ para que el
operador momento sea auto-adjunto. Puede observarse que en el caso convencional que a y b
corresponden a los extremos espaciales (£00) y que la métrica no esté involucrada, esta condicién
equivale a que las funciones de onda se anulen en tales extremos.

De manera similar si en lugar de usar la base |¢ > que diagonaliza al operador posicién, se
usa la base [p > que diagonaliza al operador momento p:

plp >=plp > . (B.16)

En analogia al andlisis en la base |¢ >, introducimos un factor de normalizacién de los estados:

<plp >= ;(p)&p—p’» (B.17)

En este caso la descomposicion espectral del operador unidad se expresa como:

1 =/ dp\/h(p) |p ><pl, (B.18)
Dy

donde D, es el dominio de los momentos que hemos supuesto continuo.
La evaluacién del elemento de matriz del operador momento, junto con la ecuacién (B.12)
conduce a la ecuacion diferencial:

ih i d Lo B.19
£0(q0,9) +a(q0,9) ,1/4
e & eh q) <qlp>|. 1
91/4(q) dq[ g ( ) ’ ] ( )

Al resolver esta ecuacién diferencial necesitamos una constante de integracién la cual puede
elegirse como la funcién de onda < go|p > asociada al punto go (arbitrario en el intervalo [a, b]).
De tal modo, la solucion a la ecuacion diferencial anterior estd dada por:

<qlplp >=p <qlp >=—

9"4(q) < qlp >= Q[P(q0 — q)]erT"PPg1 /4 (g5) < golp >, (B.20)
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donde hemos introducido la notacién

Q[P(qo — q)] = e #0(a00) — ¢ Jp(ag—q) WA (B.21)

La condicién de normalizacién para los estados |p > dada en (B.17) se reduce a:

1 1
1/4 2o B.22
|97 (0) < qolp > "= 5~ ok (B.22)
lo cual implica que:
ip(qop)
Y4 (g0) < qolp >= & — B.23
9" (q0) < qolp o W) (B.23)

donde ¢(qo, p) es una fase arbitraria que no depende de q.

De este modo encontramos la representacion de la funcién de onda para el dlgebra de

Heisenberg:
(@) Q[P(gy — q)]

V2rh g4 (q)ht/4(p)
En el caso de un espectro discreto para los momentos canénicos, tenemos las siguientes

consideraciones: si p = npg, n =0,£1,£2,... y pg es la unidad elemental de momento, entonces
las relaciones de normalizacion y la resolucion de la unidad toman la forma:

< q‘p >= e%((l-qo)]?’ (B24)

1
\/T—n(sn,mv
1 = > Vhon><nl|. (B.25)

<nlm> =

Estas relaciones nos permiten escribir (procediendo de manera similar al caso continuo) la repre-
sentacién de las funciones de onda como:

e'#(@0mr0) O[P(go — q)]
2nh gl/A(q)h/?

< qn >= e (@=a)npo (B.26)

con las mismas consideraciones respecto a las fases que en el caso continuo.

Finalmente, nétese que el producto de dos funciones de onda en los espacios de configura-
ciones y de momentos, puede escribirse como:

b
<tlp >= / dq/9(q) < lg >< qlp >= /D dp\/h(p) < ¥lp ><ply >, (B.27)

para el caso continuo y
b
<l >= / dg\/9(q) < ¥lg >< qle >=>_ /hy <pln >< nlp >, (B.28)
a n

para el caso discreto.
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B.2. La integral de camino

En el esquema de Feynman, el kernel (propagador) del operador de evolucién se puede expre-
sar como una suma sobre todas las posibles configuraciones (o trayectorias) que conectan los
puntos iniciales y finales ¢;,qs asociando a cada una de esas trayectorias un factor de peso
exp{%S(qf, tr;q,t;)}, donde S es la accion cldsica del sistema, ésto es:

K(gp tyaint) = Y. AelaSaratst} (B.29)

estados

con un factor de normalizacién apropiado A. El operador de evoluciéon dado por U(tf,ti) =
exp (—4H(t; —t;)) puede escribirse como

Ot = [expd - atr=t]" (B.30)
foti p h N . .
Dado un sistema en una configuracipon inicial ¢, la probabilidad de que evolucione hacia una
configuracién final f esta dada por:

Proi=| < flU(ty —t:)]i > |*. (B.31)

Si los estados inicial y final se toman en la representacién de las coordenadas, el propagador
se escribe como o
K(qg,tr; iy ti) =< qplelat =t} g, > (B.32)

Usando las descomposiciones espectrales del operador unidad en las bases |[¢ > y |p >!
dadas por las ecuaciones:

1= / d"q\/g(q)lqa >< q| = / d"p\/h(p)lp >< pl, (B.33)
Dy, D,

asi como las funciones de onda:

< qjlpr >=
d; Pk /9 h 91/4((]j)h1/4(pk)

entPk (B.34)

Los factores € [P(q,(g = qk+1)] Q! [P(q,(g — qk)] se cancelan, excepto los asociados a ¢;
y qf. De esta manera, el propagador se reduce a:

Q|P(d) = a5)| 071 [Pla? = @)

< qs|U(ts, i)l >= 9" (ar)g"*(a) ’
N-1 N-1 i g2 N-— AR
x 1fm / H dqj/ H dp; 6%2?:014%"”7%] : (B.35)
N=oo S iy D(p) j=o (2mh)

Es importante recalcar que al usar las representaciones del dlgebra de Heisenberg para construir
la integral de camino, se obtiene una representacion exacta para < qf|U(tf,t;)|g; > la cual sugiere

'Hemos supuesto que el dominio del momento canénico D, es continuo y el caso de un dominio discreto
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una version discretizada del problema. Nétese también que el resultado final sélo depende de los
factores de normalizacién g(q) y h(p) y las holonomias 2 [P(qo — q)} asociadas a los extremos,
es decir a los estados inicial y final.

El analisis del caso en que el espectro del moment es discreto se realiza de manera andaloga,
con la salvedad de considerar tanto las representaciones de funciones de onda como la descom-
posicién espectral de la unidad de manera discreta. De tal suerte, la integral de camino es:

Q|P(d} = a5)| 071 [P(a? = @)

<qf][7(tf—ti)]qi >= lim X
N (9(an)9(a0)) ™"
N-1lj= N—-1
xH [ HZ ZGZMZ—h (B.36)
q; c .
j=0 lj=—00 7=0
donde, recordemos que pg es la unidad elemental de momento y h; = %. El ejemplo en el

cual se aplicara esta expresion es el del oscilador arménico en coordenadas polares.

B.3. El oscilador armédnico

e Analisis cuantico cartesiano

En coordenadas cartesianas, el problema que estamos considerando estd descrito por el La-

grangiano
1
imwz(a:2 + %), (B.37)

donde m es la masa del oscilador y w es la frecuencia angular. De este Lagrangiano, es claro que
la métrica en consideracion es plana: g = det(go3) = 1.

1
L= §m(i’2 +9%) —

El dlgebra de Heisenberg se obtiene a partir de los paréntesis de Poisson:

{z.p.} =1 = [&,p] =ih, (B.38)
{y,py} =1 = [9,p] =ih. (B.39)

Con esta algebra y con g = 1, el Hamiltoniano correspondiente a (B.37) se expresa:

. 1 1
0 — ) BT YOV R
Qm[px+py}+2mw (@ +9°),
_ P ot tanro,+ ta?] - bt 4 7). (B.40)
B R AN 2 y '

donde A,, A, son las componentes del vector A, (gq) asociado al campo de norma arbitrario in-
volucrado en las representaciones del algebra de Heisenberg.

Por simplicidad suponemos que el espacio de configuraciones es simplemente conexo (no
tiene singularidades u obstrucciones topolégicas), podemos entonces eliminar este campo por
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medio de una transformacién global de norma. De esta forma, el operador Hamiltoniano se reduce
a:

= “oam\oz2 T o2

que por supuesto coincide con el operador Hamiltoniano convencional.

- (o o2 1
< > + imwQ(azz + 7). (B.41)

Nuestro problema consiste en encontrar las autofunciones y autovalores del operador Hamil-
toniano en la representacién de coordenadas:

Ao, ;) >= ih o [9(,y:1) > (B.42)

Como el potencial no depende explicitamente del tiempo; el problema se reduce a:

h2 82 82
[_ o (83:2 + 8y2> + %muﬂ(m‘2 + y2)] [(x,y) >= E|(x,y) > . (B.43)

La solucién a esta ecuacién diferencial se obtiene usando el método de separacion de vari-
ables:

ey 229) = (B ot ) V2 B0 (), (/7). @)

Aqui, n, y ny son ntimeros enteros que caracterizan los modos excitados en las variables
x y y respectivamente. Los autovalores de energia son FE, = (ng +ny + 1)hw y Hy, son los
polinomios de Hermite de grado n.

:Evny

Una alternativa para resolver el problema es usar operadores de creacién - aniquilacion
(a,a') dados por

LN P R L P B.45
e 2h < + mwpx) ’ %z on \* T mat" ) (B.45)

N LN P Y L P B.46
by 2h <y+mwpy)’ y on \Y T ) (B.46)

Estos operadores satisfacen las reglas de conmutacién:

[ag,al] =1; lay,al] =1, (B.47)

T

con todos los demdas conmutadores iguales a cero.

Es conveniente introducir los operadores "numero”’n, = alnax, Ny = aLay. En términos de
estos operadores el Hamiltoniano estda dado por

H = hw(fg + 7y +1). (B.48)

El hecho de que los operadores a y af (en z y ) sean hermiticos uno del otro, asegura la
existencia de un estado base |0,0 > aniquilado por esos operadores:

a;|0,0 >=0; ay|0,0 >=0. (B.49)
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Los estados excitados |ng,m, > se obtienen a partir del estado base por medio de los
T

operadores de creacién ag, aL’:

1 1
— T\na — T\ny
Mg,y > = a 0,ny >= a Ng, 0>,
| Ty Tty \/@( x) ‘ Y \/@( y) ‘ x
1
= W(al)nx (a;)ny](),() > . <B50>
x My

La relacién con la representacién de coordenadas se obtiene de la siguiente forma:

mw 1
0=<zlag|0 > = /== < z|Z+ —ps|0>,
2h mw

mw h d
lo cual implica:
< zl|0>= (%)1/46_%562 . (B.52)
0

Los modos excitados se obtienen de forma analoga:

1
1 mw 5 h d]™
= — — - 0> . B.53
Vng! ( 2h > [m mw d:z:] <al0> ( )

Esta es la representacion de Rodrigues de los polinomios de Hermite.

Los métodos descritos hasta ahora adolecen de un problema. Los estados encontrados son
autoestados del Hamiltoniano pero no del operador de momento angular L = TPy — Ypz. Co-
mo [H, L] = 0, existen eigenfunciones comunes a ambos operadores. Para encontrar la base de
autofunciones comunes es conveniente introducir los operadores de creacién y aniquilacién de
helicidad:
al + iaL

\/i )

ayz F iay

at+ = T ; (B.54)

ol =
que tienen los conmutadores

las,al] =1, (B.55)
y el resto de los conmutadores se anulan.

En términos de estos operadores de creacién-aniquilacion, el Hamiltoniano adquiere la forma
H = hw(alay +a a_+1), (B.56)

mientras que el operador momento angular se escribe como:

L = ip,—gps,
= h(alcur —ala). (B.57)
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Los estados ]

\/TL+!TL_!

son eigenestados tanto del Hamiltoniano como del momento angular. Esta base de estados puede
escribirse equivalentemente como

Ing,n_ >= (al)™ (a1)"10,0 >, (B.58)

1 ntl n=1
nl>=———o(al)" (o) 10,0 >, (B.59)

n+ly\1/n=1
("3)(%5)!
con ny = "Til En esta base, la accién del Hamiltoniano y momento angular estan dadas por:

Hin,l> = hw(n+1)n,1>, (B.60)
Lin,l> = Ihn,1> . (B.61)

Para establecer la relacién con las representacién de coordenadas, se introducen las variables
complejas z4+ = x + iy. En términos de estas variables, los operadores a se escriben como

SNz Y | waz
SN B | )

donde 04 = 6 . A partir de los estados dados en la ecuacién (B.59), puede uno obtener la funcién
de onda. En partlcular el estado base estd dado por:

¢0 0 Z+, \/%6 G (242-) — A /%g*%(lﬂfy?) ) (B.64)

La funcién de onda para los estados con ntmeros cuanticos n, [l se obtienen aplicando los
operadores de creacién al estado base:
n+l

Jmw fmw 2 [mw En
< zZp,z-|n,l> = ( > ( ) X
/ n+l n l h

n—1
1 Eoo\T /1 h 0\ 2?2 _me
T, Z, v 2 — G (z42-)
8 (QZ mw 82_> <2Z_ mw 8z+> © - (B.65)

Reexpresando este resultado en términos de las variables x,y obtenemos la funcién de
onda que incorpora adecuadamente las simetrias del problema al ser autofuncién comun del
Hamiltoniano y del momento angular:

Yy = <az,yln,l>
1/2 ot npt
mw n+l.,. n—1 -
— n —\! _
e e e ) I }ZOZO

X

<;l> <(2j> 1, ey <\/?x> ("), o)
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e Andlisis cudntico polar

La cuantizacién del oscilador armoénico bidimensional en coordenadas polares. Estas coor-
denadas estan caracterizadas por la métrica

ds® = gop dg*dq’ = dp® + p*dp® = g=p°. (B.67)

El Hamiltoniano que proporciona tanto una descripcion covariante como un ordenamiento
libre de singularidades y una caracterizacién topolédgica del dlgebra de Heisenberg en términos de
las holonomias de la variedad estd dado por (?7?) con la implementacién de esta métrica:

F 1 /7 L 29
Hyoy = 2mg1/4 ——Da 7)g" PB 1/4 @ §mwp,
—R2[1,0 i 9, 1 i o0l 1 5,
= |+ Ap(5 + A+ = —A - B.
. [p(8p+h Do+ A0+ 0+ LA G (B

donde A,, A, son las componentes del vector A, asociado al campo de norma arbitrario in-
volucrado en las representaciones del algebra de Heisenberg. Por el momento, suponemos que la
variedad M es simplemente conexa, en cuyo caso se puede eliminar A, (q). Con ésto, el operador
Hamiltoniano adquiere la forma convencional en términos del operador Laplaciano:

. /o> 10 1 02
H=—— (- —— 5) . B.
(8/)2 XA 3<P2> Vi) (B.69)

El espectro de energias esta dado por los eigenvalores del Hamiltoniano:

Hip(p, ) = Ev(p, ¢). (B.70)

Para encontrar los eigenvalores y sus respectivas eigenfunciones, proponemos una solucién de la
forma:

W(p,p) = pleeel =50 f(p), (B.71)

con f(p) una funcién de prueba. La funcién f(p) satisface la ecuacién diferencial:
20+1  2mwp 2mw [ E
" _— = ! — | ——(+1 = B.72
7o)+ (P2 = 2R )4 2 (2 ) ) o) =0, (B.72)

y esta ecuacién puede compararse con la ecuacion diferencial de Laguerre modificada para qu’fp([)’pz):

2
W)+ <2p: ~26p ) W(30%) + 48(q — p)W (%) = 0. (B.73)

mw n

de donde identificamos: | = p, B = *, ¢ = +l y ademds se us6 que E = hw(n + 1). Asi, la
funcién de onda normalizada se expresa como:

il n—=Lly 1 l

_ mw 2 o ). 2 ’L _ mw mw

¢n,l(p7 ‘;0) =TT 1/2 <h) (EnQ l;|> <pe go) 6{ 2h p2}Lln; ( n p2) (B.74)
5 )

Esta solucion tiene la importante propiedad de diagonalizar no sélo al Hamiltoniano, sino
también al momento angular, por lo tanto debe ser igual a la solucién obtenida, usando coorde-
nadas cartesianas, en la seccién anterior.
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La igualdad de ambas funciones (ver (B.66)) conduce a la siguiente relacién entre los poli-
nomios de Laguerre en coordenadas polares y productos de los polinomios de Hermite en coorde-
nadas cartesianas:

el L7l 2 _ n, T ! *1%% nT—H nT_l %
() s () = (s pzoqzo(p)(q>
X (D) E, ) (1) Hp gl (8.75)

e El Propagador

Es posible evaluar el propagador usando la integral de camino. Cuando el analisis se lleva a
cabo en coordenadas cartesianas, el problema se reduce a multiplicar los propagadores unidimen-
sionales correspondientes a direcciones ortogonales (z,y). La evaluacién del propagador para el
oscilador en una dimensién ha sido discutida en detalle en libros de texto [5, 6] y por esta razén
sélo presentamos el resultado final:
mw

_ B.
2mihsin(wAt) . (B.76)

imw 2 2., 9 9
X exp {27rhs1n(wAt)[(xf +z7 + y7 +y;) cos(wAl) — 2(z gz + yfyi)]} .

Una forma elegante de calcular el propagador es la siguiente: se introduce la unidad 1 =
>, |n >< n| en la ecuacién (B.32) y se utiliza una representacién integral para las funciones de
Hermite H,(z) = \2/—7; f:;o dte~*(z + it)", lo cual permite escribir:

[e.9]

<zf|Ulz; > = Z < xf|n > e~ WA E) < plgy >

n=0
[e'S)
o0 o] 22n . ’
n=0"7 7YX

(&5 +it)"(&; + it (2"n)) "Ll - @ HED}

X

donde, para simplificar la notacién, hemos usado las coordenadas “normalizadas” & = /““x .
Intercambiando la suma y las integrales, el integrando puede expresarse como exponenciales:

mw

< xf|U|z; >= (7T3h

)1/26{_(f?+£§)}6_%wm / / dtdt'e™ @) exp {267 @A (G s +it) (& +it')} .

(B.78)
Las integrales sobre t y t’ resultan ser Gaussianas y su evaluacion es directa, lo cual reproduce el
propagador dado en la ecuacién (B.76).

Consideramos ahora el cdlculo de la integral de camino para el oscilador en coordenadas
polares. Comenzamos haciendo la suma sobre las funciones de onda (B.74)

o0

n
<ppoflUty —t)lppi > = DY <ppppnd ><n, |U(tr —ti)lpi, pi >,

n=0[l=—n
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DD ailpogs ) i(pispi)e” AT (B.79)

n=0[l=—n

el indice [ toma valores de —n a n de dos en dos. Al cambiar los indices de las sumas, este
propagador puede escribirse equivalentemente como:

Ti> = A3 05+aD}
<flUli> = —-e Z Z k:+m+1) (B.80)

m=—00 k=0

X L (PP LY (07 lexp(—2iwA)] (pp preli(0r—elymelmiwdttm ),

donde p = \/"*p y At =ty —t;. La suma sobre el indice inferior de los polinomios de Laguerre
se lleva a cabo utilizando la regla de suma: [7]

ik!wwzk:Wexp<—z($+y)>1m<2\/m>, (B.81)

— I'(k+m+1) 1—z 1—z 1—z

donde las I,,, son las funciones de Bessel modificadas. De esta manera, el propagador se reexpresa

COImo:
00

_ mw il(sﬁf—‘Pi)[ o /A)prz %(pf—l-pz)cotwAt B.82
2m’hsinwAtlZ € ! “sinwAt )€ (B.82)

Podemos simplificar esta expresién usando la funciéon generatriz de la funcién Bessel mod-
ificada por medio de expansiones de funciones angulares (tipo Jacobi-Anger [7]), de lo cual se

sigue:
mw

2mih sin wAt
Evidentemente, al usar las relaciones entre las variables cartesianas y las polares x = p cos ¢

y y = psinyp vemos que este propagador es efectivamente igual al propagador encontrado en las
coordenadas cartesianas.

K =< f|U]i >= ol [(P3+07) coswAt—2p5 pi cos(pp—pi)]} (B.83)

Otra forma de evaluar el propagador es por fuerza bruta, 4. e. utilizando la forma discretiza-
da del propagador (B.36), tal calculo se realiza en la referencia (VGL)

Para el Hamiltoniano en consideracion, el momento angular asociado a la variable @y
estd discretizado en la forma: P, = [;h donde [ un nimero entero. La evaluacién del elemento
de matriz hy de (B.36) nos produce en la integral de camino:?

N-1 e ) 21
K = Jvlignoo(g(pf)g(pi))_l/‘ll_[/o dpj/o dipj %
7j=1
. N-1
1 i€ Apgi1
« H/ %h %exp{hz {( )P, (B.84)

A 1 2—Hrz 1
+ ‘pk+1)lh——Pp2k—7(’“ 1) —mwzpi]}

€

<prlHo,olar>

2Nétese que la evaluacién explicita del elemento de matriz hy, = <prlan>

(15— 4>
2mp

da lugar al término que incluye la

correccién cuantica debida al ordenamiento de Ho o sobre < pr|qr >.
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donde Apgy1 = pr+1 — Pk
Todos los resultados anteriores, nuestro resultado para la integral radial es:

mw =1 il r—p;
K = ECSC[WAt] l:E_OO %6{ (L’Df ¥ )} X (B85)
. mw 1mw
x I ( - prpihCSC[WAt]> €xXp {%Ct!][“’At] ((Pf)2 + (Pz‘)2> } )

que puede ser escrito de la forma (ya usada antes):

oo A A
mw ; — 0, . PfpPi 1(A2+A2)cotwAt
K=——7-——— ees=—ep ( — L) e2(Ppthi . B.86
2mihsinwAt l_z_: : sin wAt ( )
Nuevamente, al usar la forma de la expansién de Jacobi-Anger para los términos en la
suma anterior obtenemos precisamente el propagador dado en (B.83) que obtuvimos por medio
del formalismo de cuantizacién en variedades Riemannianas.
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