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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo central de la tesis es demostrar que los niveles de significacion
no se alteran cuando el tamano de las muestras son grandes a pesar de que las
distribuciones no sean normales, es decir, los promedios de las distribuciones
que no son normales tienden a la distribuciéon normal en virtud del Teorema
Central del Limite. En esta tesis no se valorara la potencia de la prueba, la cual
consiste en la probabilidad de rechazar la hipétesis nula Hy cuando la hipotesis
alternativa es verdadera.

Entenderemos como nivel de significancia a la probabilidad de rechazar la
hipdtesis, cuando esta es cierta, es decir, es la proporcion de veces que se rechaza
la hipétesis siendo esta cierta.

En nuestro caso tnicamente consideramos la hipdtesis nula Hy, ya que las
muestras provienen de la misma distribucién por lo cual tienen la misma media
y la misma varianza.

La parte correspondiente a la simulacion se realizé considerando dos mues-
tras con tamanos especificos como si fueran de dos poblaciones distintas. Se
realizaron 10,000 extracciones de parejas de muestras para cada tamano y se
obtuvo el nimero de veces que la estadistica T resulto significativa, para tres
distribuciones, normal, uniforme y exponencial.

Finalmente en la parte de conclusiones se incluyen los histogramas de 10,000
pares de muestras al 1 % y al 5 %. De esta manera se pueden notar las diferencias
que existen en los niveles de significancia.



Capitulo 2

Antecedentes Estadisticos

Definicion: Una variable aleatoria es una variable casi siempre representada
por x que tiene un solo valor numérico determinado al azar para cada resultado
de un experimento.

2.1. Distribucion Normal

A la distribucién continua que tiene densidad

1
) = —75=e

se le llama distribucién normal o distribucion gaussiana. Se dice que una

variable aleatoria que tiene esta distribucion es normal o esta distribuida nor-

malmente con media y y varianza o2.

(ﬂ)2
G (para —oco<z<oco y o>0) (2.1)

ol

La distribucién gaussiana o distribucion normal fue introducida por Carl
Friedrich Gauss en relacion con la teoria de los errores de las medidas fisicas.
La distribucién normal es la distribuciéon continua mas importante, por las si-
guientes razones.

1. Muchas variables aleatorias que aparecen en relacién con experimentos u
observaciones précticas estan distribuidas normalmente.

2. Otras variables estdn distribuidas normalmente en forma aproximada.

3. Algunas veces una variable no estd distribuida normalmente, ni siquiera
en forma aproximada, pero se puede convertir en una variable con distribucién
normal por medio de una transformacién sencilla.
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4. Ciertas distribuciones més complicadas se pueden aproximar mediante la
distribucién normal. Esto se cumple para la distribucion binomial.

5. Ciertas variables que son béasicas para justificar pruebas estadisticas estan
distribuidas normalmente.

6. En virtud del Teorema del Limite Central, los promedios de muestras
tienden a tener distribucién normal independientemente de la distribucién que
tenga la variable original.

Como con otras variables aleatorias continuas, los célculos de probabilidad
con cualquier distribuciéon normal se lleva a cabo determinando las areas bajo
la gréafica de la funcién de densidad de probabilidad. Asi, para determinar la
probabilidad de que una variable aleatoria normal esté dentro de un intervalo
especifico debemos calcular el darea bajo la curva normal en ese intervalo.

Propiedades de la Distribucién Normal

Una de las propiedades de la distribuciéon normal nos dice que es unitaria
sobre el eje de las x’s:

Prueba

Como ya sabemos la distribucién normal tiene la forma

1 _1fz—p)2
e 2( o )
o2

flz) =

Por lo que

Considerando un cambio de variable dado por

T —p
g

y:

De manera que

T =+ oy
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En consecuencia
dx = ody

Considerando lo anterior,entonces la ecuacién (2.2) nos queda como

/_O; Fla)da = \/LTW /_O; 3 dy (2.3)

Sea
e 1,,2
1 :/ e 2Y dy (2.4)
— 00
Por lo que
I’ :/ / 67%(w2+y2)dmdy (2.5)

Pasando a coordenadas polares la integral anterior nos queda

27 poo Lo
I? :/ / re” 2" drdf (2.6)
0 0

Resolviendo la integral (2.6):

Observemos que:

o 1,.2 R 1,.2
re 2" dr = lim re 2" dr
0 R—o0 0
& 1,.2 R 1,.2
re 2" dr = — lim e 2" (—rdr)
0 R—oo Jo
o0 I
re 2" dr = — lim e 2" |
0 R—o0

R—oo

& 1 1 p2
/ re 2" dr — lim (e7 2% —1)
0
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/ re 2" dr =1 (2.7)
0

Enseguida notemos que:

2w
/ 9 = )27
0

2w
/ 6 = 2 (2.8)
0

Sustituyendo (2.7) y (2.8) en (2.6) se obtiene:

I’ =2r¢ (2.9)
Es decir,
=2 (2.10)

Sustituyendo (2.10) en (2.3) se tiene

/_ 0; F@)dz =1

Con lo anterior hemos mostrado que la integral de la distribucién normal es
unitaria sobre el eje de las x’s
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Otra de las propiedades de la distribucién normal es que su funcion generatriz
de momentos es:

P(t) = ehttio’t? para —00 <t <00
Prueba
Sabemos que la funcién generatriz de momentos es
U(t) = B(e)

Por ser la distribucién normal continua la funcién generatriz de momentos
nos queda

o(t) = / et f(2)da (2.11)
Tomando en cuenta que la densidad de f(z) es
1 _1e-w?
f@) = e E

e
o2

La ecuacién (2.11) nos queda como

B O e
U(t) = e®eT2 7 dx (2.12)
oo OV 2T
Consideremos un cambio de variable dado por
T p
&=
o
De modo que
z=pu+oé
En consecuencia
dr = od€

Sustituyendo lo enterior en (2.12) se obtiene

W(t) = /OO Let(uw&)e—%ﬁ(gda

oo OV 2T

1 > 1e2
P(t) = — et e 28 ¢
V2T )

ettt

e~ (38 -018) g¢ (2.13)
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Observemos que al completar el trinomio cuadrado se obtiene

1, (E—at)? o
DRI

Por lo que la ecuacién (2.13) nos queda como

ett [ (6—o)? 5242
p(t) = 6—(f—T)d£
V2T ) o
etnt "22"2 oo (c—ot)?
b(t) = e F e (2.14)

V2T oo

Nuevamente consideremos un cambio de variable dado por

n=¢§—oat
Por lo que
E=n+ot
De lo que obtenemos
d¢ =dn

Sustituyendo lo anterior en la ecuacién (2.14) se obtiene

2,2
etht o5 o0 2

P(t) = v g e~z dn (2.15)

Observemos que la integral de la ecuacién (2.15) tiene la forma de la integral
de la ecuacién (2.4), por lo que en base a esto concluimos que

o0 Tl2
/ e 2dn=+V2r

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (2.15) se obtiene

2

ot

2

2

bt = S o

Ver

Simplificando la expresiéon anterior obtenemos el resultado deseado

a2t2

v(t) = et
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2.2. Distribucién Rectangular o Uniforme

Una variable aleatoria X esté distribuida uniformemente en
si su funcién de densidad es:

f(r)*{ 1/(b—a) a<z<b

0 de otra forma

y la distribucion se llama distribuciéon uniforme.

La funcién de distribuciéon estd dada por

0 r<a
Fz)=< (x—a)/(b—a) a<zxz<b
1 x>Db

La media y la varianza son respectivamente

1
H=§(G+b)

a<x<b
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2.3. Funcion Gamma

Para cualquier nimero positivo «, el valor I'(«) se define como la siguiente
integral

INa) = /000 T e dy (2.16)

La funcién I', cuyos valores se definen por la ecuacién (2.16) para o > 0, se
denominan funcién gamma.

Teorema 2.3.1 Si o > 0, entonces
INa)=(a—1I'(a—1)
Prueba
Se aplicara el método de integracién por partes a la integral de la ecuacion

(2.16). Si consideramos un cambio de variable dado por u = 2%~ ! y dv = e~ %dux,
entonces du = (o — 1)2* 2dz y v = —e~. Por tanto,

INa) = /Oooudv
= [w]y 7/000 vdu

Il
R
8
2
L
8
Jr
B
|
=
S—
3
8
2
b
o
|
8
QU
8

= (a=1l'(a—-1)

'n) = (n—1I'(n—1)
= (n—=1)(n-2I'(n—-2)
= (n—1)(n—-2)---1-T(1)
(n—1)
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Ademés, por la ecuacién (2.16),

(1)

oo
/ 2le % dx
0

a
= h’m/ e dx
a—0o0 0

= — lim e "
a— 00

= —lim(e™*—1)
a—00

= 1

Por tanto, I'(n)=(n-1)! para n=2,3,- -

2.4. Distribucion Gamma

Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucién gamma con
parametros ay 3 (a > 0y > 0) si X tiene una distribucién continua cuya
funcién de densidad de probabilidad f(z|a,3) se especifica como sigue:

e

Fo) = Wma_le_ﬁz para T > 0 (2.17)
’ 0 para z <0

La integral de esta funcién de densidad de probabilidad es 1, puesto que de
la definicion de la funcién gamma resulta que

o0
T
/ 2 e Py = 7(04) (2.18)
0 B
Si X tiene una distribucién gamma con parametros a y [3, entonces los mo-
mentos de X se determinan facilmente a partir de las ecuaciones (2.17) y (2.18).
Para k = 1,2,- - -, resulta que

E(X*) = /ooxkf(x)dx

0

B [T etk e

= I‘(a)/o x e Py

g T(a+k)

[(a) gtk

Ta+k)

BFL ()

ala+1)---(a+k—1)
3k
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Por lo que

E(X) = %

s ala+1) o «
R

La funcién generatriz de momentos se obtiene como sigue

/ " et f ) da

0

= 7Ba /OO 2@ e (6=t gy
L(a) Jo

e(t)

Esta integral serd finita para cualquier valor de t tal que ¢ < 3. Por tanto,
de la ecuacién (2.18) resulta que

Tl
YO T Goe

=( ) para t < f3 (2.19)

B3t

2.5. Distribucién ji cuadrada

La distribucion ji cuadrada es un tipo particular de la distribucién gamma.
Para cualquier entero positivo n, la distribucién gamma para la que o = %
y 3 = 2 se denomina distribucién x? con n grados de libertad, la funcién de

distribucién de probabilidad de X para x;0 es:

1
f(x)zmm

%7167

[NE}

donde n es un entero positivo.

La media y la varianza de la distribucién ji cuadrada son:

u=n y o2=2n

La distribucién ji cuadrada juega un papel vital en la inferencia estadistica.
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2.6. Distribucion Exponencial

Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucién exponencial con
parametro 3 (3 > 0) si X tiene una distribucién continua cuya de densidad de
probabilidad f(x|3) se especifica como sigue:

B Be=P*  paraz >0
flz) = { 0 para z < 0 (2:20)

Se puede observar en la ecuacién (2.20)que la distribucién exponencial con
parametro 3 es una distribuciéon gamma con parametros o = 1 y 3. Por tanto,
si X tiene una distribucién exponencial con pardmetro (3, de las expresiones de-
ducidas para la distribucién gamma resulta que

Andlogamente, de la ecuacién (2.19) resulta que la funcién generatriz de
momentos de X es

_ B
W(t) = 71 para t<pf

2.7. Teorema Central del Limite

Sean X7, Xo, X3,...variables aleatorias independientes que tienen la misma
funcién de distribucién y, por lo tanto, la misma media p y la misma varianza
2. Sean Y, = X; + X5 + ...+ X,,. Entonces, la variable aleatoria tipificada es

Yn —np
oy/n

es asintéticamente normal con media 0 y varianza 1,esto es, la funcién de
distribucion de Z,,, satisface la relacién

Zy = (2.21)

b
lim P(a < Y’;;ﬁn“ <b) = \/%/a e~ du (2.22)
Prueba:
Si 9(t) denota la funcién generatriz de momentos para Z,, entonces
U(t) = Ble'*"] (2.23)

Sustituyendo la ecuacién (2.21) en la ecuacién (2.23) se tiene

P(t) = EletVn—nu)/ovi)
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Recordemos que: Y, = X1 + Xo +...4+ X, , por lo que la ecuaciéon anterior

nos queda como sigue
D(t) = E[et(xl—u)/a\/ﬁ cet(Xa=p)/ovn et(Xn—u)/cr\/ﬁ]

Tomando en cuenta que las X,, son independientes se obtiene
p(t) = E[@t(Xl—u)/ff\/ﬁ} .E[et(Xz—u)/cr\/ﬁ] L E[et(Xn—u)/Ux/ﬁ]

Por ser las X,, identicamente distribuidas tenemos

w(t) = {Ble! /o (2.24)

Notemos que mediante una expansion en serie de Taylor, la expresién para

la esperanza resulta ser
2

t t
E t(X1—p)/o/n — EN X (X, — 2+...
le ] [ o\/ﬁ( 1o H) 202n( 1) )

t t2
E[etXi-m/ovi) — (1) + —=B(X, — e E(X1 —p)? 4
[6 ] ( )+ O'\/’E ( 1 .UJ) + 22n ( 1 lu) +

t 2

EletXi—m/ovn) _ p1) o+ - 24
e 1= B+ 04 oo+

t2
E[et(Xl—,u)/o'\/ﬁ] =14+ 27 4o (2.25)
n

Sustituyendo la ecuacién (2.25) en la ecuacién (2.24) se obtiene
t2

Uty = (14 4"

La ecuacion anterior la podemos reescribir como sigue

£
V(t) = (1+ 2 +-)"
n
Tomando el limite de la ecuacién anterior cuando n— oo se obtiene
2
lim () = lim (1+ 2 +.-)" (2.26)
n— oo n

n—oo

Consideremos el siguiente limite

X
lim (1 n\n x
! ( * n ) ¢

n—oo

si lim z, =x
n—oo
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En base al limite anterior podemos concluir que la ecuacién (2.26) se puede
expresar como
2
lm §(t) =e7 (2.27)
n—oo
Puesto que la parte derecha de la ecuacién (2.27) es la funcién generatriz de
momentos de la distribucién normal tipificada, obtenemos que la distribucién
asintotica de Z,, debe ser la distribucién normal tipificada con lo cual se concluye
la prueba.

2.8. Distribucion t

Teorema 2.8.1 Sea Z una wvariable aleatoria y V una variable aleatoria ji
cuadrada con k grados de libertad. Si Z y V son independientes, entonces la
variable aleatoria

Tziy

k

tiene la funcion de densidad de probabilidad

_Ti(k+1)/2] 1 e .
ft) = VAT (E) [E 5 1% <t< (2.28)

y se afirma que sigue la distribucion t con k grados de libertad, lo que se
abrevia ty,.

Prueba

Puesto que Z y V son independientes su funcién de densidad conjunta es:

k
st

2
25T(%)v2r

e—(z2+u)/2 — 00 < z < 00, 0<v<oo (2.29)

f(z,0) =

Definamos una variable aleatoria u=v. De tal modo que las soluciones inver-
sas de

t=-2 y u=v son z=t/T vy v=u

EalN

El jacobiano es:
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En base a lo anterior se tiene

U t
J= ko 2Vuk
0
Por consiguiente
u
Jl =4/
1=/
y
k1
gltu) = 2V )2 (2.30)

- 250(E)v2rk

Luego, puesto que V>0 debemos requerir que u>0, y como -co < z < o0,
entonces -0o < t < 00. De la ecuacién de la ecuacién (2.30) se obtiene:

k+1

.
u 2 t2
— 7w/t _
g(t,u) = e & 0<u< oo, 00 <1< oo
(t,u) 2:0(L)v2rk

y como f(t) = fooo g(t, u)du, obtenemos

(k_l)/ze_(%)(%ﬂ)du O<u<oo, —oo<t<oo

1 oo
f(t):ﬁr(’;)\/ﬂ/o v

oo — — ., .
Recordar que: T'(ar) = [7 2% Le=®dx para o > 0 la ecuacién anterior nos

queda como

ft) = 2 —00<t< 00
k
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2.9. Intervalos de confianza

Una estimacion por intervalos de un pardmetro desconocido 6 es un intervalo
de la forma ¢ < 6 < u, donde los puntos extremos ¢ y u dependen del valor
numérico de la estadistica 6 para una muestra en particular, y de la distribucién
de muestreo de ©. Puesto que muestras diferentes producen valores distintos de
6 y, en consecuencia, valores diferentes de los puntos extremos ¢ y u, estos
puntos son valores de variables aleatorias. De la distribucién de muestreo de 6
es posible determinar los valores de L y U tales que la siguiente proposicion de
probabilidad es verdadera:

P(L<O<U)=1—-« (2.31)
donde 0 < a < 1. Por tanto, se tiene una probabilidad de 1-a de seleccionar
una muestra que produzca un intervalo que contiene el valor verdadero de 6.

El intervalo resultante

(<h<u (2.32)

se conoce como intervalo de confianza del 100(1-«) por ciento para el pardmetro
desconocido 6. Las cantidades £ y u reciben el nombre de limites de confianza
inferior y superior, respectivamente, y 1-a es el coeficiente de confianza. La in-
terpretacion de un intervalo de confianza es que, si se recopila un nimero infinito
de muestras aleatorias y se calcula un intervalo de confianza del 100(1-«) por
ciento para 6, para cada una de las muestras, entonces el 100(1-«) por ciento
de esos intervalos contienen el valor verdadero de 6.

El intervalo de confianza de la ecuacién (2.32) recibe el nombre més apro-
piado de intervalo de confianza bilateral, ya que especifica los limites inferior
y superior de #. En ocasiones, puede resultar mas apropiado un intervalo de
confianza unilateral. Un intervalo de confianza unilateral inferior del 100(1-«)
para 6 estd dado por el intervalo

<46
donde el limite inferior de confianza ¢ se elige de modo que
P(L<O)=1-«

De manera similar, un intervalo de confianza unilateral superior del 100(1-«)
para 6 estd dado por el intervalo

0<u
donde el limite de confianza superior u se escoge de modo que

PO<U)=1-«
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La longitud u-¢ del intervalo de confianza observado es una medida impor-
tante de la calidad de la imformacién obtenida de la muestra. El semiintervalo
0-¢ 0 u-6 se conoce como precision del estimador. Entre méas grande sea el inter-
valo de confianza, mayor es la seguridad de que el intervalo en realidad contenga
el valor verdadero de 6. Por otra parte, entre més grande sea el intervalo, menor
informacién se tiene acerca del valor verdadero de 6. En una situaciéon ideal, se
tiene un intervalo relativamente pequeno con una confianza grande.

2.10. Pruebas de hipotesis

Una hipétesis estadistica es una suposicion que se hace relativa a la distribu-
cién de una variable aleatoria. Una prueba estadistica de una hipdtesis es un
procedimiento en el cual se usa una muestra con el fin de determinar cudndo
podemos “no rechazar ”la hipdtesis, es decir, actuar como si fuera cierta, o cuan-
do debemos “rechazar ”ésta, es decir, actuar como si fuera falsa. La decision de
“no rechazar ”se toma cuando la muestra tiene elevada probabilidad de provenir
de la distribucién hipétetica. La decisién de “rechazar”se toma cuando la mues-
tra obtenida es improbable de provenir de la distribucién hipotética. Se usa como
limite de improbable un valor « pequeno. Llamado el limite de significancia. Los
mas comunes son o = 0.05 y a = 0.01, expresados como 5% y 1%. Si se tiene
“rechazar ”se dice que los valores de la muestra difieren significativamente de
los esperados. Si se tiene “no rechazar”’no difieren significativamente y se dice
que se deben al azar.

Algunas fuentes comunes para generar hipdtesis son las siguientes.

1. La hipétesis puede aparecer de un requisito de calidad.

2. La hipdtesis estd basada en valores conocidos por experiencias anteriores.

3. La hipotesis resulta de una teoria que se desea comprobar.

4. La hipétesis es nada més una sospecha provocada por observaciones ca-
suales.

Las pruebas de significacién o de hipotesis permiten valorar la veracidad de
alguna hipotesis establecida acerca de una poblacién, determinando si los valores
difieren significativamente de los esperados por la hipétesis o si las diferencias
observadas se consideran debidas solo al azar.

En las pruebas de hipdtesis se distinguen dos tipos de hipotesis: la hipdtesis
nula, designada por Hy, conocida tambien como hipédtesis de no diferencia y la
hipétesis alternativa , Hi, que es cualquier suposicion que difiera de la nula.
Las hipdtesis nula y alternativa deben ser mutuamente exclusivas.

El procedimiento mediante el cual se decide aceptar o rechazar una hipdtesis
estadistica, o se trata de determinar, cuando las muestras observadas difieren
significativamente de los resultados esperados se denomina prueba o contraste
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de hipdétesis. Asi, hablamos de probar una hipdtesis nula contra una alternativa
en el supuesto de que la hipdtesis nula es verdadera.

Tipos de prueba

Hay dos tipos de pruebas, bilaterales y unilaterales; las bilaterales o de dos
colas cuya forma general es:

HO:QZHO
H1:97é90

Donde # representa cualquier parametro y 8y es un valor supuesto del parametro.

Las pruebas unilaterales o de una cola, pueden ser:

a)unilaterales de cola inferior o de cola izquierda, cuya forma general es:
HO 20 2 90
H1 10 < 9()
b)unilateral de cola superior o de cola derecha de la forma:
HO 20 S 90
H1 ;0 > 90
Tipos de errores
El procedimiento de probar una hipdtesis nula contra una alternativa sobre
la base de informacién obtenida de la muestra, conducira a dos tipos de errores
posibles, debido a fluctuaciones al azar en el muestreo. Si la hipdtesis nula es
en realidad cierta, pero los datos de la muestra son incompatibles con ella y se
rechaza, se comete un error de tipo I; es decir, un error de tipo I se comete

cuando se rechaza una hipdtesis nula verdadera. Por otro lado, se comete un
error de tipo IT cuando se acepta una hipdtesis nula falsa.

Las probabilidades de cometer errores de tipo I y II, pueden considerarse
como los riesgos de decisiones incorrectas. La probabilidad de cometer un error
de tipo I se llama nivel de significancia o de significacién y se designa por «; la
probabilidad de cometer un error de tipo II no tiene un nombre en particular,
pero se representa por 3. Esto es;

P(E.T.I) = P(Rechazar Hy | Hy V)=«

P(E.T.II)= P(Aceptar Hy | Hy F)=p
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En esta tesis no se averigua el error tipo II; ya que el objetivo es estudiar la
alteracion de los niveles de significancia en funcion del tamano de la muestra y
el alejamiento de la distribucién normal.

2.11. Pruebas de hipdtesis sobre las medias

Consideremos las pruebas de hipdtesis sobre la igualdad de las medias p; y
o de dos distribuciones normales donde las varianzas o7 y o3 son desconocidas.
Para probar esta hipdtesis se usard una estadistica t. Se requiere la hipdtesis de
normalidad para desarrollar el procedimiento de prueba, pero los alejamientos
moderados de la normalidad no tendran efectos adversos sobre el procedimiento.
Se supondra que las varianzas de las dos distribuciones normales son desconoci-
das pero iguales; esto es, 07 = 02 = 2. Considerando esta situacién supéngase
que se tienen dos poblaciones normales independientes con medias desconocidas

U1y pe, y varianzas desconocidas pero iguales, 02 = 02 = 2. Se desea probar

Ho :pyp = p2
H1 ) 7é M2 (233)
Sean Xi1, Xi2,- -, X1,, una muestra aleatoria de n; observaciones tomadas
de la primera poblacién, y Xo1, Xoa, -+, X2,, una muestra aleatoria de ns ob-

servaciones tomadas de la segunda poblacién. Sean X1,X3,57,57 las medias
muestrales y las varianzas muestrales, respectivamente. Puesto que tanto S?
como S% son estimaciones de la varianza comin o2, pueden combinarse para
formar un solo estimador,como el que se muestra enseguida

SQ _ (nl — 1)5% + (n2 - 1)53 (2 34)
p niy +ng — 2 ’

Para probar
Hy @ py = p2
Se calcula el estadistico de prueba
Ty = X1 Xs (2.35)
Sp\/ s+ s
Si Hy : p11 = o es verdadera, Ty tiene una distribucién ¢, 4,,—2. Si tg es el
valor calculado del estadistico de prueba, entonces si

tO > t%,n1+n2—2

to < _t%Jh +no—2

debe rechazarse Hy : p1 = pio
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Las alternativas unilaterales se tratan de manera similar. Para probar

Hoy @ pn = po

Hy oty > pe

Se calcula el estadistico de prueba to de la ecuacién (2.34) y se rechaza Hy:
H1 = po s

tO > ta,nl +no—2

Para la otra hipdtesis alternativa unilateral,

Hy : p1 = po

Hy g < po

se calcula el estadistico de prueba tg y se rechaza Hy : iy = po si

tO < _ta,nl +no—2

La prueba t para dos muestras a menudo recibe el nombre de prueba t
combinada, ya que las varianzas muestrales se combinan para estimar la va-
rianza comun. También se conoce como prueba t independiente, debido a
que se supone que las dos poblaciones normales son independientes.
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2.12. Tabla para los grados de libertad

tamano de muestra grados de libertad 5% 1%
10 8 2.3060  3.3554
20 18 2.1009  2.8784
25 23 2.0687  2.8073
30 28 2.0484  2.7633
35 33 2.0345  2.7333
40 38 2.0244  2.7116
45 43 2.0167  2.6951
50 48 2.0106  2.6822
55 53 2.0057  2.6718
60 58 2.0017  2.6633
80 78 1.9908  2.6403
100 98 1.9845  2.6269
105 103 1.9833  2.6244
130 128 1.9787  2.6148

200 198 1.9720  2.6009



Capitulo 3

Descripcion de la
Simulacion

3.1.

Para esta simulacion generamos dos poblaciones aleatoriamente de una dis-
tribucién normal a las cuales llamamos A y B cada una de ellas con 10,000 pare-
jas de muestras y cada muestra con 5 datos, una vez generadas las poblaciones,
estas se consideran como arreglos bidimensionales los cuales seran analizados

Poblaciones con 10,000 parejas de muestras

y 5 datos cada muestra

mediante la siguiente rutina:

1
2

i~

= © 00 =3 O Ot

n = input(Cuantas corridasdesea de esta rutina);
for i=1:n

% Genero la semilla para la poblacién A
A=random(Normal,0,1,10000,5);
save A.txt A -ascii

% Cargo una matriz A con los datos de la semilla
fid = fopen(A.txt);
for i=1:10000
for j=1:5
m(i,j) = fscanf(fid,g,[1,1]);
end
end
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% Inicializo el arreglo suma(i) y el arreglo varianza(i)
for i=1:10000

suma(i) = 0;

varianza(i) = 0;
end

% Calculo la suma, la media y varianza de cada muestra de la poblacién

diferencia = 0;
for i=1:10000
for j=1:5
suma(i) = suma(i) + m(i,j);
end

media(i) = sumaf(i)/5;

for j=1:5

diferencia = m(i,j) - media(i);

varianza(i) = varianza(i) 4+ diferencia*diferencia;
end

varianza(i) = varianza(i)/4;
end

% Genero la semilla para la poblacién B
B=random(Normal,0,1,10000,5);
save B.txt B -ascii

% Cargo una matriz B con los datos de la semilla
fid = fopen(B.txt);
for i=1:10000

for j=1:5
m2(i,j) = fscanf(fid,g,[1,1]);
end
end

% Inicializo el arreglo suma2(i) y el arreglo varianza2(i)
for i=1:10000

suma2(i) = 0;

varianza2(i) = 0;
end
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% Calculo la suma2, la media2 y varianza2 de cada muestra de la
poblacién

diferencia2 = 0;
for i=1:10000
for j=1:5
suma2(i) = suma2(i) + m2(i,j);
end

media2(i) = suma2(i)/5;

for j=1:5

diferencia2 = m2(i,j) - media2(i);

varianza2(i) = varianza2(i) + diferencia2*diferencia2;
end

varianza2(i) = varianza2(i)/4;
end

% Posteriormente se calculan los valores de t para las parejas de
muestras de las poblaciones A y B

for i=1:10000

media(i) — media2(i)

Hi) = sqrt((varianza(i) + varianza2(i))/2 * (1/5+1/5))

end
% Enseguida se calculan los niveles de significancia

% Estimo el porcentaje o el nimero de ts fuera del rango de la
distribucién t para 8 grados de libertad al 5%

cont = 0;
for i=1:10000
if(t(1)>2.3060 | t(i)<-2.3060)
cont = cont + 1;
end
end

disp( Muestro la cantidad de niimeros t’s que cumplen que t>2.3060
0 £<-2.3060 al 5% con 8 grados de libertad);

disp(cont);
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% Estimo el porcentaje o el nimero de t’s fuera del rango de la
distribucién t para 8 grados de libertad al 1 %.

cont2 = 0;
for i=1:10000
if(t(1)>3.3554 | t(1)<-3.3554)
cont2 = cont2 + 1;
end
end

disp(Muestro la cantidad de nimeros t que cumplen que t>3.3554
0 t<-3.3554 al 1% con 8 grados de libertad);

disp(cont2);

end
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3.2.

Poblaciones con 10,000 parejas de muestras
y 15 datos cada muestra

Para esta simulacion generamos dos poblaciones aleatoriamente de una dis-
tribucién rectangular o uniforme a las cuales llamamos A y B cada una de ellas
con 10,000 parejas de muestras y cada muestra con 15 datos, una vez generadas
las poblaciones, estas se consideran como arreglos bidimensionales los cuales
seran analizados mediante la siguiente rutina:

1
2

W~

© 00 O Lt

11
12
13
14

15
16
17
18
19

20

21
22
23
24
25
26

n = input(Cuantas corridas desea de esta rutina);
for i=1:n

% Genero la semilla para la poblacién A
A=unifrnd(0,1,10000,15);
save A.txt A -ascii

% Cargo una matriz A con los datos de la semilla
fid = fopen(A.txt);
for i=1:10000
for j=1:15
m(i,j) = fscanf(fid,g,[1,1]);
end
end

% Inicializo el arreglo suma(i) y el arreglo varianza(i)
for i=1:10000

suma(i) = 0;

varianza(i) = 0;
end

% Calculo la suma, la media y varianza de cada muestra de la poblacién
diferencia = 0;
for i=1:10000
for j=1:15
suma(i) = suma(i) + m(i,j);
end

media(i) = sumaf(i)/15;

for j=1:15
diferencia = m(i,j) - media(i);
varianza(i) = varianza(i) + diferencia*diferencia;
end
varianza(i) = varianza(i)/14;
end
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% Genero la semilla para la poblacién B
B=unifrnd(0,1,10000,15);
save B.txt B -ascii

% Cargo una matriz B con los datos de la semilla
fid = fopen(B.txt);
for i=1:10000
for j=1:15
m2(i,j) = fscanf(fid,g,[1,1]);
end
end

% Inicializo el arreglo suma2(i) y el arreglo varianza2(i)
for i=1:10000

suma2(i) = 0;

varianza2(i) = 0;
end

% Calculo la suma2, la media2 y varianza2 de cada muestra de la
poblacién

diferencia2 = 0;
for i=1:10000
for j=1:15
suma2(i) = suma2(i) + m2(i,j);
end

media2(i) = suma2(i)/15;
for
diferencia2 = m2(i,j) - media2(i);

varianza2(i) = varianza2(i) + diferencia2*diferencia2;
end

varianza2(i) = varianza2(i)/14;
end

% Posteriormente se calculan los valores de t para las parejas de
muestras de las poblaciones A y B

for i=1:10000

1(i) =

media(i) — media2 (i)
sqrt((varianza(i) + varianza2(i))/2 « (1/15 + 1/15))

end
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% Enseguida se calculan los niveles de significancia

% Estimo el porcentaje o el nimero de ts fuera del rango de la
distribucién t para 28 grados de libertad al 5%

cont = 0;
for i=1:10000
if(t(1)>2.0484 | t(1)<-2.0484)
cont = cont + 1;
end
end

disp(Muestro la cantidad de nimeros t’s que cumplen que
£>2.0484 0 t<-2.0484 al 5% con 28 grados de libertad);

disp(cont);

% Estimo el porcentaje o el nimero de t’s fuera del rango de la
distribucién t para 28 grados de libertad al 1% .

cont2 = 0;
for i=1:10000
if(t(1)>2.7633 | t(1)<-2.7633)
cont2 = cont2 + 1;
end
end

disp(Muestro la cantidad de niimeros t que cumplen que
t>2.7633 0 t<-2.7633 al 1% con 28 grados de libertad);

disp(cont2);

end
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3.3. Poblaciones con 10,000 parejas de muestras
5 y 15 datos cada muestra

Para esta simulacién generamos dos poblaciones aleatoriamente de una dis-
tribucién exponencial a las cuales llamamos A y B cada una de ellas con 10,000
parejas de muestras y cada muestra con 5 y 15 datos respectivamente, una vez
generadas las poblaciones, estas se consideran como arreglos bidimensionales los
cuales seran analizados mediante la siguiente rutina:

1 n = input(Cuantas corridas desea de esta rutina);
2 fori=lm

% Genero la semilla para la poblacién A
A=exprnd(1,10000,5);
save A.txt A -ascii

=~ w

% Cargo una matriz A con los datos de la semilla
fid = fopen(A.txt);
for i=1:10000
for j=1:5
m(17.]) = fscanf(ﬁd,g,[l,l]);
end
0 end

= © 00 ~J O Ut

% Inicializo el arreglo suma(i) y el arreglo varianza(i)
11 for i=1:10000

12 suma(i) = 0;
13 varianza(i) = 0;
14 end

% Calculo la suma, la media y varianza de cada muestra de la poblacién
15 diferencia = 0;
16 for i=1:10000

17 for j=1:5

18 suma(i) = suma(i) + m(i,j);

19 end

20 media(i) = suma(i)/5;

21 for j=1:5

22 diferencia = m(i,j) - media(i);

23 varianza(i) = varianza(i) + diferencia*diferencia;
24 end

25 varianza(i) = varianza(i)/4;

26 end
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% Genero la semilla para la poblacién B

B=exprnd(1,10000,15);
save B.txt B -ascii
% Cargo una matriz B con los datos de la semilla
fid = fopen(B.txt);
for i=1:10000
for j=1:15
m2(i,j) = fscanf(fid,g,[1,1]);
end
end
% Inicializo el arreglo suma2(i) y el arreglo varianza2(i)
for i=1:10000
suma2(i) = 0;
varianza2(i) = 0;
end
% Calculo la suma2, la media2 y varianza2 de cada muestra
de la poblacion
diferencia2 = 0;
for i=1:10000
for j=1:15
suma2(i) = suma2(i) + m2(i,j);
end
media2(i) = suma2(i)/15;
for j=1:15
diferencia2 = m2(i,j) - media2(i);
varianza2(i) = varianza2(i) + diferencia2*diferencia2;
end
varianza2(i) = varianza2(i)/14;
end
%Posteriormente se calculan los valores de t para las parejas de
muestras de las poblaciones A y B
for i=1:10000
1i) = media(i) — media2(i)

sqrt((4 x varianza(i) + 14 * varianza2(i)) /18 * (1/5 + 1/15))

end
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% Enseguida se calculan los niveles de significancia

%Estimo el porcentaje o el ntimero de ts fuera del rango de la
distribucién t para 18 grados de libertad al 5%

cont = (;
for i=1:10000
if(t(1)>2.1009 | t(i)<-2.1009)
cont = cont + 1;
end
end

disp(Muestro la cantidad de nidmeros t’s que cumplen que
£>2.1009 o t<-2.1009 al 5% con 18 grados de libertad);

disp(cont);

%Estimo el porcentaje o el nimero de t’s fuera del rango de la
distribucién t para 18 grados de libertad al 1% .

cont2 = 0;
for i=1:10000
if(t(1)>2.8784 | t(i)<-2.8784)
cont2 = cont2 + 1;
end
end

disp(Muestro la cantidad de ntiimeros t que cumplen que
t>2.8784 0 t<-2.8784 al 1 porciento con 18 grados de libertad);

disp(cont2);

end
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Las simulaciones para los diferentes tamanos de muestra se realizaron ajus-
tando la rutina, para cada uno de los tamanos de muestra, asi como para la
distribucién, la cual fue normal, uniforme y exponencial.

La rutina utilizada para calcular la media y la desviacién estdndar para cada
muestra de la poblacion es la siguiente:

% Cargo una matriz con los datos del archivo

1
2
3
4

fid = fopen(archivo.txt);
for i=1:n

arreglo(i) = fscanf(fid,g,[1,1]);
end

% Sumo los datos del arreglo y encuentro la media, y desviacién estdndar

5

6
7
8

Ne}

11
12
13
14
15
16
17
18

19

media = 0;
for i=1:n

media = media + arreglo(i);
end

media = media/n;
disp(La media es); disp(media);

varianza = (;
for i=1:n
diferencia = arreglo(i) - media;
varianza=varianza+diferencia*diferencia;
end
varianza = varianza/n-1;
disp(varianza);

desviacién estandar =sqrt(varianza);

disp(desviacién estandar);
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Capitulo 4

Resultados de la Prueba de
T

4.1. Promedio del nimero de rechazos intenta-
dos al 5%

Los promedios de rechazos empiricos intentados al 5 % fueron en 10,000 pare-
jas de muestras

Poblacién Distribucién Normal
A B media desviacion estandar
5 5 501.1 21.3
5 15 502.1 19.9
15 15 503.3 22.8
5 20 502.1 17.9
15 20 501.9 20.2
20 20 496.5 22.7
5 25 503.4 20.8
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Poblaciéon Distribucién Normal
A B media desviacion estandar
15 25 499.8 19.4
20 25 499.2 22.8
25 25 502.1 21.1
5 30 496.8 20.9
15 30 498.4 23.6
20 30 506.7 22.9
25 30 503.1 20.3
30 30 499.7 25.0
50 50 500.1 20.9
50 5 499.2 23.1

100 100 499.7 23.4
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Poblacién
A B
5 5
5 15
15 15
5 20
15 20
20 20
5 25
15 25
20 25
25 25
5 30
15 30
20 30
25 30
30 30
50 50
50 5
100 100

100

Distribucién Rectangular
desviacion estandar

media

540.0

505.6

503.0

498.2

505.4

503.7

493.3

509.3

501.5

505.3

491.3

505.6

505.5

505.6

505.1

504.2

488.8

503.1

482.9

21.8

18.1

22.0

22.4

23.6

21.6

20.9

20.6

21.6

22.7

23.4

24.7

21.2

22.9

21.2

20.4

21.6

21.7

20.1
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Poblaciéon Distribucién Exponencial
A B media desviacion estandar
5 5 388.9 17.3
5 15 448.7 22.6
15 15 457.9 18.1
5 20 450.2 19.6
15 20 462.9 20.7
20 20 465.8 20.9
5 25 457.3 18.1
15 25 465.4 19.5
20 25 472.8 19.6
25 25 472.4 22.4
5 30 457.1 19.5
15 30 468.7 21.1
20 30 472.8 21.1
25 30 476.3 18.9
30 30 479.7 21.5
50 50 488.8 20.8
50 5 457.4 18.6
50 30 485.7 21.2
100 100 494.0 24.0
100 5 451.5 20.7

100 30 486.1 23.6
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4.2. Promedio del nimero de rechazos intenta-
dos al 1%

Los promedios de los rechazos empiricos intentados al 1% fueron en 10,000
parejas de muestras

Poblacién Distribucién Normal
A B media desviacion estandar
5 5 100.6 09.8
5 15 099.2 09.1
15 15 101.2 09.9
5 20 100.4 08.7
15 20 098.1 09.8
20 20 099.2 08.9
5 25 099.5 08.8
15 25 102.8 10.1
20 25 101.5 09.1
25 25 100.2 09.6
5 30 099.6 09.7
15 30 097.3 09.9
20 30 099.4 10.6
25 30 099.5 08.9
30 30 100.7 10.3
50 50 100.2 11.1
50 5 099.8 09.8

100 100 098.9 10.4
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Poblaciéon Distribucién Rectangular
A B media desviacion estandar
5 5 139.6 10.5
5 15 102.1 09.9
15 15 111.6 10.1
5 20 094.9 09.9
15 20 107.1 10.5
20 20 107.2 08.4
5 25 092.1 10.1
15 25 108.2 10.2
20 25 105.5 11.6
25 25 107.5 09.6
5 30 087.2 09.6
15 30 103.4 09.7
20 30 104.9 11.2
25 30 103.9 10.7
30 30 105.4 10.3
50 50 103.0 10.9
50 5 079.3 08.6
100 100 102.6 09.8

100 5 073.9 09.2
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Poblacién
A B
5 5
5 15
15 15
5 20
15 20
20 20
5 25
15 25
20 25
25 25
5 30
15 30
20 30
25 30
30 30
50 50
50 5
50 30
100 100
100 5
100 30

Distribuciéon Exponencial
desviacion estandar

media

065.9

105.1

071.3

119.9

074.7

077.3

129.9

081.7

079.3

079.4

136.4

085.4

081.2

079.9

082.1

088.1

156.5

087.5

094.7

169.5

098.1

07.9

10.1

08.2

11.0

09.4

08.2

11.7

08.8

08.9

09.4

12.1

09.5

09.8

09.2

08.4

09.3

12.8

09.1

09.0

13.4

10.4
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Capitulo 5

Conclusiones

Se concluye de la simulaciéon que cuando una de las muestras es pequena atn
cuando la otra sea grande se distorcionan los niveles de significancia empiricos
intentados tanto al 5% como al 1 %.

Para el caso de la distribucién rectangular con los niveles de significancia
intentados al 5%, cuando las dos muestras son pequeinias hay un exceso de re-
chazos pero cuando al menos, una de las dos muestras es de 15 6 mas el nimero
de rechazos esta cercano al esperado tanto al 5% y al 1%. Cuando una de las
muestras es de 5 ain cuando la otra sea grande el nimero de rechazos es lige-
ramente menor al esperado.

En la distribucién exponencial con los niveles de significancia empiricos in-
tentados 1% y al 5% con muestras menores o iguales a 50 se esta por debajo
del nimero esperado y cuando una de las muestras es de tamafio 5 y la otra es
de entre 20 y 100 hay un exceso en el niimero de rechazos al 1 %. Para la expo-
nencial se requiere un tamano de muestra superior al 50 para estar préximos al
nimero de rechazos esperado. Cuando una de las muestras es de 100 y la otra
es de 30 se esta cercano al nimero de rechazos esperado.

Se comporta mejor la distribucion rectangular porque es una distribucién
simetrica. Para la exponencial se requieren muestras mas grandes para que el
nimero de rechazos este cercano al esperado, debido probablemente a la asime-
tria de la distribucion.

Finalmente en la distribucion exponencial cuando la asimetria es fuerte,es
decir, una muestra es pequenia y la otra es grande el nimero de rechazos estan
por arriba de lo esperado al 1%, mientras que al 5% se mantienen por debajo
del nimero de rechazos esperado. Cuando ambos tamafios de muestra son arriba
de 15 sin llegar a 100 los niveles de significancia estan por abajo del nimero de
rechazos esperado.
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Dos muestras de tamaino 5 de una Distribucion Normal

0
440 460 480 500 520 540 560 580
Numero de rechazos en la prueba de T al 5 porciento

Descripcion de la gréfica

La parte correspondiente al eje X nos muestra los datos nimericos que se
refiere al nimero de rechazos que tuvo la hipdtesis nula siendo esta cierta, los
cuales provienen de la simulacién en la cual se generan dos poblaciones con
10000 parejas de muestras, una vez calculada la media y la varianza de cada
muestra se calcula el estadistico de prueba el cual esencialmente proviene de
las medias y de las varianzas muestrales,las cuales pueden ser esperadas o pon-
deradas.Asi como tambien de los grados de libertad.Estos tltimos nos dan los
intervalos de confianza.

La parte correspondiente al eje Y nos muestra la frecuencia relativa con
la que se presentaron los rechazos. La frecuencia relativa es la proporcién del
namero total de observaciones que caen en esa categoria.
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Dos muestras de tamano 5 de una Distribucion [ectanular
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Dos muestras de tamafo 20 125 de una Distribucion Normal
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Numero de rechazos en la prueba de T al 5 porciento
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104 APENDICE E.

Dos muestras de tamafio 50 de una Distribucion [l ponencial
[0 T T T T T T

25

20

15

10

0
420 440 460 480 500 520 540 560
Numero de rechazos en la prueba de T al 5 porciento

Dos muestras de tamano 50 [15 de una Distribucion [ ponencial
20

15

10

0
400 420 440 460 480 500 520
Numero de rechazos en la prueba de T al 5 porciento



Dos muestras de tamafio 50 (110 de una Distribucion [ ponencial
25 T T T T T

20

15

10

0
420 440 460 480 500 520 540
Numero de rechazos en la prueba de T al 5 porciento

Dos muestras de tamano 100 de una Distribucion [l ponencial
25 T T T T T T

20

15

10

0
420 440 460 480 500 520 540 560
Numero de rechazos en la prueba de T al 5 porciento



106 APENDICE E.

Dos muestras de tamafo 100 115 de una Distribucion [ ponencial
25 T T T T T T

20

15

10

80 400 420 440 460 480 500 520
Numero de rechazos en la prueba de T al 5 porciento

Dos muestras de tamano 100 [0 de una Distribucion [ ponencial
25 T T T T T

20t

151

10+

0
420 440 460 480 500 520 540
Numero de rechazos en la prueba de T al 5 porciento



Apéndice F

107



108 APENDICE F.

Dos muestras de tamafio 15 de una Distribucion [/l ponencial
25 T T T T

20

15

10

0
50 60 0 80 0 100
Numero de rechazos en la prueba de T al 1 porciento

Dos muestras de tamaro 15 (120 de una Distribucion [ ponencial
25 - . .

20

15

10

0
50 60 0 80 0 100
Numero de rechazos en la prueba de T al 1 porciento
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Dos muestras de tamafo 20 de una Distribucion [l ponencial
20

15

10

60 0 80 o 100
Numero de rechazos en la prueba de T al 1 porciento

Dos muestras de tamafio 5 (125 de una Distribucion [ ponencial
20 . :

15}

10

0
100 110 120 10 140 150 160
Numero de rechazos en la prueba de T al 1 porciento



110 APENDICE F.

Dos muestras de tamafio 15 125 de una Distribucion [ ponencial
25

20

15

10

60 0 80 0 100 110
Numero de rechazos en la prueba de T al 1 porciento

Dos muestras de tamafio 20 (125 de una Distribucion [ ponencial
N0) : : : :

25}

20t

157

107

0
50 60 [0 80 [0 100
Numero de rechazos en la prueba de T al 1 porciento
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Dos muestras de tamafio 25 de una Distribucion [/ ponencial

25

20

15

10

50 60 L0 80 Lo 100 110

25
20
15

10

0
1

Numero de rechazos en la prueba de T al 1 porciento

Dos muestras de tamano 5 (110 de una Distribucion [ ponencial

10 120 100 140 150 160 100
Numero de rechazos en la prueba de T al 1 porciento



112 APENDICE F.

Dos muestras de tamafio 15 7110 de una Distribucion [ ponencial
25 T T T T T T

20t

15+

101

50 60 0 80 o 100 110 120
Numero de rechazos en la prueba de T al 1 porciento

Dos muestras de tamafo 20 [110 de una Distribucion [ ponencial
20 T T . . :

15

10

50 60 [0 80 [0 100 110
Numero de rechazos en la prueba de T al 1 porciento



Dos muestras de tamafio 25 (170 de una Distribucion [ ponencial

20 T T T T

15

10

0
50 60 0 80 o 100
Numero de rechazos en la prueba de T al 1 porciento

Dos muestras de tamaio [0 de una Distribucion [ ponencial
25 T T T T

20

15

10

0
60 [0 80 [0 100 110
Numero de rechazos en la prueba de T al 1 porciento
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114 APENDICE F.

Dos muestras de tamafio 50 de una Distribucion [/l ponencial
25

20

15

10

0
60 o 80 0 100 110 120
Numero de rechazos en la prueba de T al 1 porciento

Dos muestras de tamafo 50 [15 de una Distribucion [ ponencial
20 T T . . :

15

10

0
100 140 150 160 100 180 100
Numero de rechazos en la prueba de T al 1 porciento



'S muestras de tamano 50 (170 de una Distribucion [ pone
25 - . . . .

20}
15}

10}

0
60 0 80 0 100 110 120
Numero de rechazos en la prueba de T al 1 porciento

Dos muestras de tamaino 100 de una Distribucion [ ponencial
25 : — — — : —

20

15

10

07 80 801 M [B I 100100111 115
Numero de rechazos en la prueba de T al 1 porciento



116 APENDICE F.

Dos muestras de tamafio 100 [15 de una Distribucion [ ponencial
20 . . .

15

10

0
10 140 150 160 10 180 10 200 210
Numero de rechazos en la prueba de T al 1 porciento

Dos muestras de tamafio 100 (100 de una Distribucion [ ponencial
20 T .

15

10

0
[0 80 [0 100 110 120
Numero de rechazos en la prueba de T al 1 porciento
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