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Introduccion

El concepto de grupo libre surge en 1882 en el articulo Gruppentheo-
retische Studien de Walter Dyck, sin embargo, reciben el nombre de grupos
libres hasta 1924 cuando J. Nielsen introduce este concepto. Para el ano de
1920 K. Reidmeister, O. Schreier y J. Nielsen probaron que todo subgrupo
de un libre es libre.

Ejemplos de grupos libres pueden ser el grupo de los ntmeros enteros
bajo la operacién de adicién con conjunto generador S = {1}. En topologia
algebraica se tiene que el grupo fundamental de k& circulos con un punto en
comun es el grupo libre en k& generadores.

Cuando k = 2 se tiene el grupo libre en dos generadores, este grupo, a
priori, parece ser muy sencillo, sin embargo su tratamiento no lo es, puede
por ejemplo, mostrarse que contiene como subgrupo a cualquier grupo libre
en una cantidad finita o infinita de generadores, para ello se necesitan técni-
cas de espacios cubrientes.

Otro aspecto interesante en el estudio de los grupos libres es analizar
sus grupos de automorfismos. Esto se ha venido realizando desde la década
de 1920 con los trabajos de J. Nielsen y J. H. C. Whitehead. A pesar de
toda esta linea de trabajo R. Lyndon en 1977 afirmé que hay mucho mas
desconocido acerca de estos grupos de automorfismos que conocido, ademas,
propone una lista de problemas en teoria de grupos la cual esta encabezada
por el problema:

“Para un grupo, determinar la estructura de Aut(F'), de sus subgrupos,
especialmente los subgrupos finitos y de sus grupos cociente, asi como la es-
tructura de automorfismos indiwviduales”[1987]



Los primeros trabajos en esta direccion corrieron por cuenta de Thurston
y Gromov que proponen emplear la Teoria geométrica de grupos como méto-
do de estudio de los grupos. Esta teoria es relativamente nueva y se dedica
a estudiar los grupos mediante las exploraciones entre las propiedades del
grupo y las que son geométricas o topoldgicas de espacios en los que estos
grupos actuan.

Una herramienta de la teoria geométrica de grupos consiste en tratar al
grupo en cuestion como un objeto geométrico; dan fe de ello las llamadas
graficas de Cayley de un grupo, consistentes en asignar a cada grupo y con-
junto de generadores del mismo una grafica, en donde se hace actuar al
mismo grupo, ademas de que se le puede dar el tratamiento de espacios
métricos con la métrica de palabras.’

Volviendo al estudio de los grupos de automorfismos de los grupos libres
es importante sefialar que éstos tienen modelos en los grupos aritméticos? y
en los grupos de mapeos de clases.> Uno de estos grupos es Out(Fy) de los
automorfismos externos de F» que es artimético, pues es isomorfo a G Ly(Z);
y también es un grupo de mapeos de clases ya que es isomorfo al grupo de
mapeos de clase de un toro agujerado. En el presente trabajo recuperamos
el resultado probado por Nielsen [1924] de que Out(Fy) ~ G Lo(Z).

En general la abelianizaciéon F,, — Z" induce un mapeo Aut(F,) —
GL,(Z) que es trivial en los automorfismos internos y que es suprayectivo
para todo n. Sin embargo, aun para valores de n pequenos como n = 3 es
posibe encontrar automorfismos que no son realizables? [1982], volviendo su
estudio mas complicado.

El trato que recibe Out(F),) para n > 2, y como M. Bestvina describe
en The topology of Out(F),), es méas complicado y no tan bien portado. Su
estudio requiere la introduccion de los espacios extereriores X, construidos
por Cullen y Vogtman, son andlogos a los espacios de Teichmiiler, en donde
Out(F,) actia con estabilizadores finitos.”

'En el presente trabajo no se estudian las gréficas de Cayley, por lo que un tratamiento
detallado no se encuentra aqui.

2Consultar [2006]

3Visitar el sitio web http://www.math.utah.edu/ %7Emargalit /primer/

4[2007]

5Acerca de los espacios X, no se dira nada més en este trabajo



Por 1ltimo, solo queda comentar que en la teoria geométrica de grupos
se emplean técnicas para la obtencién de nuevos grupos como los productos
libres, los productos amalgamados y las extensiones HNN. Basados en el
trabajo de J. P. Serre en su libro Trees [Ser| se hard actuar al grupo G'Ly(Z)
en una grafica particular para obtenerlo como un producto amalgamado.

El presente trabajo de tesis aborda todos los aspectos, y en este orden,
los conceptos descritos en esta introduccion para el caso particular de n = 2.
Es importante aclarar que la mayoria de los resultados expuestos para n = 2
no tienen una generalizaciéon para n > 2, cosa que pareceria ser natural.

Salvador Sierra Murillo Marzo de 2009
Morelia, Michoacan.
UMSNH.
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Capitulo 1

Grupo Fundamental y Espacio
Cubriente.

Preliminares.

En esta seccion se establecen los conocimientos previos que se necesitan
para desarrollar el contenido de esta tesis, se asume un conociminto basico
de éalgebra y de topologia. La gran mayoria de los resultados sélo se citan,
es decir, no se demuestran en esta tesis, sin embargo se citan las fuentes
bibliograficas en las que dichos resultados se encuentran demostrados. La
mayoria de éstos se encuentran en los libros [Muk] y [Rot].

La ruta que se sigue en el desarrollo de esta tesis es comenzando con
conceptos algebraicos y después con conceptos de topologia algebraica. La
manera en que surgen los conceptos durante el desarrollo de este trabajo de
tesis es el que se intenta seguir en esta seccion.

Definicién 1. [Grupo libre]

St X es un subconjunto de un grupo F, entonces F' es un grupo libre con
base X si para cada grupo G y cualquier funcion f : X — G existe un unico
homomorfismo ¢ : F' — G que extiende a f, es decir, se tiene el siguiente
diagrama conmutativo




En cuestiones operativas es conveniente referirnos a un grupo libre en
término de sus elementos, de usual se hace refiriéndonos a dichos elementos
como palabras. Siendo mas precisos tenemos:

Sea X un conjunto, X ! un conjunto ajeno a X y X’ = {1}, asumamos
ademds que existe una biyeccién X — X!, denotada por x + z~!. Con-
venimos en denotar z!' por z y 2° por 1.

Definicién 2. [Palabra/

Una palabra en X es una sucesion w = (ay, as, . ..) en donde a; € XUX U
{1} para cada i y existe n tal que a; = 1 para todo j > n. A la palabra
(1,1,1,...) se le llama la palabra identidad.

Es preferible, dado que palabras no son la identidad se convierten en
eventualmente constantes, denotarlas por

€n

— €l €2
w=x{'xy T,

donde z; € X, ¢, = +1 00y ¢, = %1 en este caso decimos que la palabra
tiene longitud n.

Definicion 3. Si w = z{'z5 - - - x5 es una palabra definimos su inversa por

—1 —1 —1 . . .
w=x x5 2 . Una palabra w = x{'zy - - - x50 se dice reducida si
es vacia o bien, para todo x; € X y todo €; = £1 tanto x como ' no son
adyacentes.

Teorema 1. [Ezistencia de grupos libres]
Dado un conjunto X, existe un grupo libre F' con base X .

Definicién 4. [Presentacion de un grupo]

Sea X un conjunto y A familia de palabras en X. Un grupo G tiene gener-
adores X y relaciones A si G ~ F/R en donde F es el grupo libre con base
X y R es el subgrupo normal de F' generado por A. El par ordenado (X|A)
se llama una presentacion de G.

Ejemplo 1. Si G =7/6 = Cg, es decir el grupo de los enteros modulo 6 o
el ciclico de orden 6, entonces podemos ver a G como G = (z|x% = 1) o bien
como G = (z,y|lrd = y* = 1, ayz~ly~ ! = 1).

El ejemplo 1 sirve para ilustrar no solo la definicién 4 sino el hecho de
que la presentacién de un grupo no es unica.
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Ejemplo 2. El grupo diédrico, Ds,, tiene una presentacion dada por Do, =
(z,yla" = y* = Lyzy = a7 1).

Ejemplo 3. El grupo de los cuaternios tiene una presentacion dada por
Q = (a,bla* = 1,0* = a* bab™" = a™') o esta otra presentacién Q =
(@, yloyr =y, 2> = y?).

Ejemplo 4. Los grupos libres en n generadores se definen por:
F,={x1,...,2,).

Es decir, el conjunto de relaciones A de la definicion 4 es vacio. El caso
particular en que n = 2 es el grupo que atane a esta tesis.

Durante una parte de la tesis se hace referencia al grupo abelianizado
de cierto grupo, a continuacién presentamos conceptos y resultados que nos
son utiles acerca de los grupos abelianizados.

Definicién 5. [Conmutador]
Sea G un grupo y a,b € G. Definimos el conmutador de a y b por

la,b] = aba'b".

El subgrupo conmutador de G, también llamado subgrupo derivado, en no-
tacion G’ es el subgrupo

G' = ({[a,b]|a,b € G}).

Definicién 6. [Abelianizado]
Sea G un grupo. Definimos el abelianizado de G' como el cociente de G entre
el subgrupo derivado G'. Lo denotamos por

G = G/G.

Ejemplo 5. El grupo abelianizado de Fy = (x,vy) es Z*, pues el conmutador
es Fy = ([z,y]) y al tomar el cociente F$* = Fy/F} tiene como presentacion
Fgb = (z,y|lzyr—ty~! = 1), es decir el grupo conmutativo en dos gener-

adores.

Otro concepto que es necesario en la tesis es el de producto semidirecto,
se exponen el menor niimero de definiciones y resultados correspondientes a
este tema de manera que lo tratado en el desarrollo ulterior esté sustentado.



Definicién 7. [Complemento de un subrgupo/
Sea G un grupo y K < G un subgrupo de G. Decimos que un subgrupo
Q < G es complemento de K en G si KN Q = {1} y KQ = G, donde

KQ = {kqlk € K., q € Q}.

Definicién 8. [Producto semidirecto]
Un grupo G es producto semidirecto de K por (), en notacion K % Q, si
K <G y tiene complemento Q1 ~ Q.

Lema 1. Si G es producto semidirecto de K por @, entonces existe un
homomorfismo 6 : Q — Aut(K), definido para cada x € Q y a € K como

0,(a) = var™*
mds ain, para x,y,1 € Q ya € K se satisface 61(a) = a y 0,(0,(a)) =
0.y (a).

Definicién 9. Sean @ y K grupos y 6 : Q — Aut(K) un homomorfismo.
Un producto semidirecto G de K por @) realiza a 0 si para todo x € Q vy
a€ K 0,(a) =zaz™!

Definicién 10. Dados Q y K grupos y 6 : Q — Aut(K) un homomorfismo
definimos

G:KNQQ

como el conjunto de pares ordenados (a, ) € K xQ con operacion (a,z)(b,y) =

(ab:(b), zy)

Teorema 2. FEl grupo G = K x4y Q) de la definicion 10 es un producto
semidirecto de K por Q) que realiza a 0.

A continuacién damos lugar a las definiciones y resultados que com-
prenden la parte de topologia algebraica, a groso modo se puede decir que
contienen resultados basicos acerca del grupo fundamental de un espacio
topologico, se desarrolla parte de la teoria de espacios cubrientes y se cul-
mina con el teorema de Van-Kampen, ambas herramientas utilizadas para
calcular grupos fundamentales de espacios topolédgicos.

Se va a considerar la categoria de espacios topoldgicos punteados, nos
referiremos a ella por Top,, aunque durante el desarrollo de esta tesis se
omita hacer referencia explicita al punto distinguido de nuestro espacio
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topoldgico. Un poco de notacién es la que se da a los objetos de Top,,
lo hacemos por el par (X,z) en donde X denota el espacio topoldgico y
x el punto distinguido, los morfismos (funciones continuas) entre objetos
mediante f: (X, x) — (Y,y) que significa f(z) = y.

Definicién 11. [Homotopia punteada/

Sean f,g : (X,z) — (Y,y) aplicaciones continuas, I = [0,1]. Decimos que
[ es homotdpica a g si existe H : (X,z) x I — (Y,y), una homotopia que
satisface

Para estas funciones decimos que f es homotdpica a g. En notacion f ~ g

Definicién 12. [Suspension reducida de un espacio]
Sea (X, z) espacio topologico. Definimos la suspension de (X,z) como el
espacio cociente

X x1
ZX:XX{O},XX (A}, {2} < I’

El punto base de este nuevo espacio es {X x {0}, X x {1},{z} x I}.

Ejemplo 6. Consideremos X = {0,1} y z = 0. Entonces 3> X = S'. En
un dibujo la situacion luce como sigue:

*O_,Q

Definicién 13. Sean f,g : > X — Y, podemos entonces definir una op-
eracion f*xg:> X — Y mediante

f(z,2t), 0<t<1/2,
(f *g)(z,t) = { g(z,2t—1), 1/2<t<1,

0.1} (1,1}

oo (1,0



La definicién 13 es correcta, aunque en principio no lo parezca, ya que en
el valor ¢t = 1/2 tenemos la evaluacién en (z, 1) que corresponde a los puntos
base (la tapa de la suspension) y tanto f como g tienen el mismo valor ahi.

Proposicion 1. La relacion de ser homotdpicas, en el sentido de la defini-
cion 11 es una relacion de equivalencia entre funciones continuas.

La afirmacién 1 y la definiciéon 13 nos permiten definir una operacién a
nivel de clases de equivalencia que es asociativa y posteriormente concluir el
siguiente resultado.

Teorema 3. El conjunto [ X,Y| de clases de homotopia punteadas con
operacion

[f1lg] = [f * g]

es un grupo.

Definicién 14. [Grupos de homotopial
Al grupo [S*,Y] se llama el grupo fundamental de Y con punto base y, se
denota por

(Y, y).

El grupo [S?,Y] se llama el sequndo grupo de homotopia de Y basado en vy,
se le denota por mo(Y,y). En general al grupo [S™, Y] = m,(Y,y) se le llama
el n-ésimo grupo de homotopia de'Y basado en y.

A continuaciéon nos vamos a reducir sélo al caso del grupo fundamental
de espacios topologicos.

Definicién 15. [Homomorfismo de grupos fundamentales/
Sea o : I — X un camino de xq a x1. Definimos la aplicacion

s (X, ) — m (X, )
[f] = [@[f]]a]

S))

con a(t) = a(l —t), es decir, a recorrido en el sentido contrario.
Teorema 4. La aplicacion & es un isomorfismo de grupos.

Corolario 1. 57 X es un espacio conexo por caminos, entonces Vxg,ry € X
se tiene que w1 (X, o) es isomorfo a m (X, ).
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El caso especial en el que 1 (X, ) es el grupo trivial cuando X es conexo
por trayectorias para algin xg € X nos lleva a llamar a X de una forma
especial se llama espacio simplemente conexo. Esta propiedad de ser simple-
mente conexo cobrarda mayor significado en la teoria de espacios cubrientes.

Teorema 5. La asignacion [ X, | es un funtor entre la categoria Top, y
la categoria de Grupos.

Para el caso particular en el que 3 X = S! tenemos concretamente los
grupos fundamentales de espacios, al ser un funtor es posible hablar de los
siguientes resultados.

Definicién 16. [Homomorfismo inducido]
Sea h: (X, xz9) — (Y, y0) una aplicacion continua. Definimos

hy (X, z0) — T (Y, y0)
/1= [hof]

este es un homomorfismo de grupos y lo llamamos el homomorfismo inducido
por h.

Proposicién 2. Sih: (X, z0) — (Y,y0) es un homeomorfismo entre X e Y,
entonces h, es un isomorfismo entre los respectivos grupos fundamentales.

Pasamos ahora a los resultados de espacios cubrientes, en esta parte se
presentan tres resultados profundos de esta teoria. En esta seccién asumire-
mos que todos los espacios son de Haussdorf (73), conectables por trayecto-
rias y localmente conectable por trayectorias.

Definicién 17. [Espacio cubriente]

Seap: X — X. La funcién p es una funcién cubriente (o equivalentemente
X es cubriente de X)) si para cada x € X existe U vecindad de x tal que
pYW(U) = LU; Ui, con U; abiertos, y tal que plg, : U, — U es un homeomor-
fismo para cada 1.

Ejemplo 7. Los homeomorfismos son funciones cubriente. St X =[] X con
la topologia de suma de espacios y considerando la funcion proyeccion en
cada coordenada obtenemos un espacio cubriente.

Ejemplo 8. Considere p : R — S' dada como p(t) = €*™ es una funcién
cubriente que enreda a R en S* una cantidad numerable de veces.



Lema 2. [Levantamiento de caminos/

Sea p: X — X cubriente de X, a: I — X camino en X con punto inicial
en xo. Entonces existe & : I — X camino en X tal que poa = «. Bl camino
es tinico hasta eleccion del punto inicial & € p~* () en X.

Lema 3. [Levantamiento de homotopias|
Sea p : X — X cubriente de X. Si exviste H : W x I — X homotopia,
entonces existe H : W x I — X tal quepo H =H

Lema 4. [Levantamiento de funciones]

Sea p: X — X cubriente de X, Y espacio conexo y localmente arcoconero,
Yo €Y, 7o € X y o = p(do). Dada f : (Y,yo) — (X, z0) eziste un levan-
tamiento f = (Y,yo) — (X, @) si y sélo si fumi(Y,y,) C pu(m(X,%)). Esta
condicion es equivalente a pedir que el siguiente diagrama

. (X4)
f T lp
(Y, o) ———— (X, z0)

conmute.

Consideramos dos ejemplos de espacios cubrientes, ambos seran de im-
portancia en el desarrollo de esta tesis.

Ejemplo 9. Sea T = S' x St espacio topoldgico, usualmente llamado toro.
La aplicacion producto

P=pxp:RxR— S'x§!

en donde p es la funcion cubriente definida en el ejemplo 8, es una funcion
cubriente de T por R2. En este ejemplo los cuadros unitarios [n,n + 1] x
[m, m + 1] son enrrollados en el toro T bajo la funcion P.

Ejemplo 10. Consideremos el ejemplo 9 y sea xo = p(0). Consideramos el
subespacio
T\{*} :TO = (Sl X Io)U(QZO X Sl)

del toro T, en donde = significa homotopicamente equivalentes y el punto
distinguido {*} es un punto que no esta en la reticula entera. El subespacio
T es conocido como espacio figura ocho 1y se trata de dos circunferencias
que tienen un solo punto en comiin, (también se le representa por St v S1).
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Como subespacio que es consideremos P~ (TY) = E, que no es otra cosa
que el subespacio de R* dado por E = (R x Z) U (Z x R) es decir la reticula
entera, considerando la funcion P, = P|g es un cubriente de la figura ocho
por Z2. En dibujos

LL L) ] ZQ C RZ

L 4

Figura ocho

Definicién 18. [Cubriente universal]
Un cubriente p : X — X que es simplemente conexo se llama cubriente
universal.

El proximo resultado es muy util en esta tesis, primero por que nos
permite apreciar al grupo libre F; como grupo fundamental del espacio figura
ocho, y por que introduce un concepto que es el de amalgama de grupos,
es el teorema de Van-Kampen. Antes de citar el teorema de Van-Kampen
desarrollamos algunos conceptos algebraicos para entenderlo mejor.

Definicién 19. [Sistema directo de grupos/

Sea I un conjunto parcialmente ordenado. Un sistema directo de grupos es
un par ordenado ({Gi}icr, {@}}i=;), abreviado por {Gy, ¢%} donde {Gi} es
una familia de grupos inderada por I y ¢ : Gi — Gy, para it X j, es un
homomorfismo de grupos tal que ¢} = idg, y para cadat < 7 < k el siguiente
diagrama

conmuta.
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Ejemplo 11. Si I = {1,2,3} con orden parcial 1 <2 y 1 < 3 un sistema
directo sobre I es un diagrama

G -G
1 2

G

Ejemplo 12. Si I ={1,2,3,...} con orden parcial 1 < 2, 1 <3 en general
1 < n un sistema directo sobre I es un diagrama

y

G G
1 n

Definicién 20. [Limite directo]

Sea G = {G;, g&é} un sistema directo de grupos. El limite directo de G, imG;,
es un grupo y una familia de homomorfismos c; : G; — UmG; con o; = 04]-@;
para i = j que satisfacen la siguiente propiedad universal

—

para cada grupo X y homomorfismos f; : G; — X tales que f; = fjgpé- con
@ = j existe un dnico homomorfismo § : UmG; — X que hace conmutar el
diagrama anterior.

Teorema 6. El limite directo de un sistema directo de grupos existe y es
unico hasta isomorfismo de grupos.

Ejemplo 13. Para el sistema directo del ejemplo 11 el limite directo existe
y se llama producto amalgamado.

Es importante rescatar, de la demostraciéon dada por Rotman en [Rot2],
la construccién del limite directo de un sistema directo {Gj, ¢}, pues basta
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considerar \; : G; — [ G; la inyeccion en la suma de los G;, entonces

G,

—

en donde S = <{>\j<p§ai — Nia;la; € G @ i}ier), precisamente esto es expresar
como se ven los GG; en el limite directo y como estos se comparan en el limite.

El teorema de Van-Kampen surge como respuesta a la pregunta ;Si X
es un espacio topologico tal que es la union de V' y W abiertos, se puede
calcular m(X,z) = m(V U W,z) en términos de m(V,z) y m(W,z)? La
respuesta es en el sentido positivo y tal grupo fundamental es un producto
amalgamado de 71 (V,z) y m (W, x).

Teorema 7. [de Van Kampen/
Sea X un espacio topologico, V., W abiertos tales que X = VUW. Si VW
es conexo y x € VNW entonces m (X, x) es el producto amalgamado de

71-1(‘/mVV7‘,L.)jv*>Tri(‘/?x)
Wl(Wv 1’)

donde jyv - VNW =V ygw :VNW — W son las inclusiones respectivas.

Ejemplo 14. Consideremos el espacio figura ocho y en el consideremos los
abiertos

Vv W VnWw

Notemos que V y W son homotdépicamente equivalentes a S* y que UNW
es homotopicamente equivalente al espacio de un punto, luego para x el punto
en la interseccion se tiene F(a) = Fy = m(V,x) = Z y F(b) = F, =
m(W,z) =Z y que m (U NW,z) = {1}, luego el producto amalgamado del
diagrama serd

(1% z) = m(V,z) %1y m (W, ) = F(a) 1y F(b) = F(a,b) = Fy

el grupo libre en los generadores a y b.
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Los productos amalgamados surgen naturalmente del teorema de Van-
Kampen cuando los mapeos inducidos jy. v jys« son inyecciones. Cuando
el caso es este, se tiene una forma normal para los elementos del producto
amalgamado. La demostracién de este teorema (forma normal) se presenta
ya que en la parte final de este trabajo es necesaria.

Sea A un grupo, {G;}licr, {¥i : A — G;} inyectiva para cada i. (La
situacion es andloga al sistema directo del ejemplo 12). Identificamos A con

su imagen en cada G;. Denotamos el limite directo de esta situacion por
G = *AGi-

Para cada i € I sea S; C (G;/A subconjunto de representantes de clases
laterales derechas, asumiendo que 1 € S;. La funcién

AAXS’Z—)G(Z
(a,s) — as

es una biyeccién y se satisface que la siguiente aplicacién es inyectiva

Ax (8;\{1}) — G, \ A.

Sea i = (i1,...,4,) para n > 0 sucesién en I tal que
ir A, 1<k<n-—1 (1.1)

Definicién 21. [Palabra del tipo i]
Una palabra reducida del tipo i es cualquier familia

m = (a;$1,...,5n)
en donde a € A, s; € Sy, para todo s; # 1.

Teorema 8. [Estructura de amalgamas/
Para todo g € G existe una sucesion i que satisface (1.1) y una palabra
reducida m = (a; s1, ..., 8y,) del tipo i tal que

9= fla)fi(s1) -~ fi(sn)

con i y m unicas, donde f : A — G y fr : Gx — G son las funciones dadas
por el limite directo.
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Demostracion. Sea X; = {Palabras del tipo i} y sea X = || X.

Sea j € I yseaY; = {(1;s1,...,8,)|j # i1}, consideremos las siguientes
aplicaciones
AxY; = X
(a,(L;81,...,8,)) — (a;81,...,8,)
y

Ax (S;\ {1} x Y — X
((a,s), (1;81,...,8,)) — (a; 8,81, ,8n),

entonces lo que obtenemos es una biyeccién A x Y; U Ax (S;\{1}) xY; — X
que es equivalente a la biyeccion G; x Y; — X, la denotamos como

@jIGjXijHX.

Hacemos actuar a G; en X de la manera obvia, es decir, primero lo hacemos
actuar en G; X Y; y luego lo aplicamos en su imagen

9'(9,v) = (9'9, ),

es decir, gr = @j(g’g,y) para r = @j(% Y)-

Restringimos la acciéon a A, de esta manera luce como
™ — (i
a'(a;si,...,sp) = (d'a;sy,...,sp)

independiente de j.

Analizamos més la accién

(97 (CL, (17 S1y-- 4, Sn)))

qr = 9((13 81y - >Sn) = { (97 (a, s), (1;317 - -,Sn))7

tanto ga como gas son elementos en G;(«+ A x S;) entonces son de la forma
(a,g) cona e A, ge S;. Luego

_ (g, (av(:l;sl;--wsn))) = (d§§7517---75n);
9% = { (g,(a,s),(1;81,...,8,)) = (@;7, 81, .-, 5n)-

Puesto que la accién de G; en X restringida a A no depende de j, se
puede extender la accién a todo G.
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Afirmacién. Sim = (a;s1,...,8,) y g = f(a)fi,(s1)-- fi,(sn), entonces
gl=me X, donde 1 = (1;1,...,1) la palabra identidad.

Demostracion. Por induccion en n. Los casos escenciales son n = 0,1,2 el
resto es trivial.

- Paran =0: m = (a;9), g = f(a) entonces gl = a(1; &) = m.

- Paran =1: m = (a;81), g = f(a)fi,(s1) entonces gl = as(1; Q) =
(a; s1) = m.

CParan = 2 m = (asns), g = £(a)fu(s1)fulss) entonces g1 =
as1s2(1; @) = asi(s2(1; D)) = as1(1; s2) = a(1; s1, s9) = (a3 s1, S2).

el caso general es aplicar n iteradamente. O]
Ahora si
a:G— X 6:X -G
g 91 (@551, 80) = fla) fi(s1) - fi,(sn)

Tenemos, por la afirmacion 1 que a8 = id, entonces [ es inyectiva, es
decir la descomposicién es tnica.
Falta ver que (3 es suprayectiva.
Identificamos a X con (5(X) C G, queremos ver que X = G o bien que
GX CXyaquele X yasi GC X y tendriamos la prueba.
Notemos que G; X C X, yaque parag € G; y v = (a;(1;81...,5,)) se tiene

gr=gla;s1...,8,)) =g(a; (1;81...,8,)) = (ga;s;,...,8,) € G; X Yj
luego (ga; s, ...,s,) € X por lo tanto GX C X. O

El teorema 8 lo podemos igualmente interpretar como

Teorema 9. Sea G = G; \ A. Entonces los mapeos [ y f; definen una
biyeccion de la union disjunta de A y G’ sobre G.

Ejemplo 15. Consideremos los grupos Gy = Cy = (al|a* = 1), Gy = Cy =
(b|v* = 1) y A = {1}, con morfismos inclusién. De acuerdo al teorema de
la forma normal para el producto amalgamado G = Cs x Gy tenemos que los
elementos de G lucen como expresiones del tipo abababababababab puesto que
at=ayb =10y ademds el orden de los generadores es dos, de manera
que las potencias siempre se reducen.



Capitulo 2

Representabilidad de los
elementos de Out(F)) y
consecuencias.

2.1. Automorfismos del grupo libre F)
sin 6rbitas finitas.

Notacion 1. Por Fy nos referimos al grupo libre en los generadores x e y.
Por Aut(F3) nos referimos al grupo de automorfismos de Fy y G Lo(Z) deno-
tard a las matrices de 2 X 2 con entradas en los enteros 7. con determinante
no cero.

A continuacién se presenta el teorema de Nielsen, el cual como ya se dijo
en la introduccién prueba que Out(Fy) ~ GLo(Z), la prueba viene siguien-
do la demostracién dada por Scharlemann en [1983] la idea de seguir esta
demostracion es recuperar la geometria presente en ella y de analizar como
este grupo actua en superficies agujeradas. Como se mencion6 también, para
n > 2 los casos que aqui se tratan no son en general vélidos, mas atin, no se
puede hacer actuar a Out(F,,) en superficies agujeradas, sin embargo, cuando
algin automorfismo se logra realizar estos aportan informacién geométrica
interesante.

Teorema 10. [Nielsen/

15
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La siguiente es una sucesion exacta
1 — F —% Aut(Fy) =2~ GLy(Z) — 1 .

En donde i asigna a cada w € Fy el automorfismo i(w) que es conjugacion
porw y « asigna a cada automorfismo la matriz que lo representa una vez que
se ha hecho descender a un morfismo en el abelianizado de Fy. La asignacion
de tal matriz por ac es posible, pues el subgrupo conmutador es caracteristico,
lo cual permite hacer descender los automorfismos al cociente Fg°.*

Demostracion. Probaremos que « es suprayectiva, que 7 es inyectiva y que

Im(i) = Ker(a).

- 1 es inyectiva:
Suponga que para toda a € F; se tiene i(w)(a) = waw™' = a entonces
tenemos que wa = aw, es decir conmuta, en un libre esto quiere decir
que a = w* para alguna k, si a # 1 entonces k # 0 esto para todo a €
F5, entonces Fy = (w), una contradiccién, asi que ker(i) = {1} C F5.
Entonces es inyectiva.

1

- « es suprayectiva:

Lema 5. Todo g € Aut(F,) es realizable, es decir, estd representado
por un automorfismo del toro agujerado.

Demostracion. Consideremos A = ( CCL Z
fismo g € Aut(Fy) dado por g(z) = 2%° y g(y) = xby? (este auto-
morfismo tiene por inverso a g=' € Aut(Fy) el cual, en los generadores
involucra ciertas potencias, para x estoas son d y —c y para el gener-
ador y potencias —b y a), que prueba la suprayectividad.

) € GLy(Z) y el automor-

A continuacién notemos que a(g) = A induce una aplicacién lineal
A :R? — R? tal que A(Z?) = Z? y més atin A(0) = 0, obtenemos asf

A=A R\ {0} — R?\ {0}.

Ver [Rot] pag 104 en adelante.



CAPITULO 2. REPRESENTABILIDAD DE LOS ELEMENTOS DE
OUT(F,) Y CONSECUENCIAS. 17

Esta funcién desciende a un automorfismo del toro agujerado, 7°.

R2\ {0} — 2 R?\ {0}

Pos b

0 T°

siendo p la proyeccion al cociente. A su vez, A, induce el automorfismo
de F2

A, F—
que satisface A, = g. n

- Im(i) C Ker(a):

Lema 6. Sea T = S' x S y f : T — T homeomorfismo tal que
fo :m(T) — m(T) es interior, digamos f.(3) = wBw™' para w € F.
Entonces f es homotopica a Id, f ~ Id.

Demostracion. Buscamos H:TxI— T tal que ﬁ(z,()) = f(2)y
H(z,0) = z. Para obtener tal homotopia, encontraremos una homo-
topia H : Ret(z,y)x1 — T en donde Ret(x,y) es un cuadrado unitario

[n,n+1] x [m,m+ 1] C R? tal que

donde f = formeId=Idom, con 7 la proyecién al cociente. Puesto
que Ret(x,y) = I x I, la homotopia H realmente estard definida como
H:Ix1IxI—T.Esquematicamente lo que haremos es:

Ret(x,y) — T
N\
H T
o/
Ret(x,y) — T

Consideremos los siguientes resultados:
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2.1. AUTOMORFISMOS DEL GRUPO LIBRE F,
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Lema 7. Sea (X,p) cubriente universal de X. Entonces m;(X,Zg) ~
(X, xo) para i > 2.

Lema 8. Sea H: S" ! — X, 8"~ = 0D". Entonces H se extiende a
todo D™ si y sdlo si [H] =1 en m,_1(X).

En virtud de que R? es cubriente universal de T se tiene que mo(R?) ~
mo(T), ademds m2(R?) = 1 y por lo tanto m(7T) = 1, considerando
el lema 8 para n = 3 tenemos que H : S? — X se extiende a D? si
[H] = 1 € mo(T), justamente 1 es el unico elemento en mo(7'). Bas-
tara por lo tanto definir H en S? = 9(I x I x I), es decir, la frontera
del siguiente cubo:

Xz

En las caras F y E, cada una de ellas homeomorfa a Ret(x,y), se
tienen las funciones f e Id respectivamente. Sélo resta verificar que
para cada cara entre A, B, C, y D se tiene una funcién que testifique
la homotopia.

Elegimos la cara B para mostrar ésta afirmacién, para las otras caras
el argumento es analogo.
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y | 7 fy)
w B W
y Id
l - Y

Es cuestion de aplicar a la cara B el lema 8 para n = 2, definiendo
en cada arista la funcion marcada en el diagrama, de manera que
se obtiene una homotopfa que satisface f(y) ~ wyw™! que estd en
concordia con la hipotesis de que f, es interior. Asi hemos obtenido

H:S% =T yporlotanto H : D? — T.

Puesto que D? ~ I3, definimos en I* la siguiente relacion:
{(1,,0) = (0,¢,0), (¢,0,0) = (¢,1,0), (1,¢,1) =

(0,£,1),(¢,0,1) = (t, 1, )|t € [} =«

luego I x I x I/x =2 T x I, asi haciendo descender H mediante la

proyeccion al cociente obtenemos
H:TxI—T

que satisface H(z,0) = f(z) y H(z,1) = z.

]

La demostracion que se ha dado de este hecho parece extremadamente
complicada y rebuscada, puesto que se pudo demostrar de la siguiente

manera:

Partimos de un elemento g € Aut(F3), cuya imagen «a(g) € GLy(Z),

se obtiene de considerar
g
Fy —— I

Pl

ZQi>Z2

(2.1)
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en donde p es la proyeccién al abelianizado y g es la funcion inducida
por g y posteriormente asociar la matriz entera que representa g.

Si asumimos que g es interior, es decir, para algin w € F; tenemos
en donde x e y son los generadores de F;. Segun el diagrama conmu-

tativo (2.1), tenemos para z un diagrama de la forma

g 1
wrw

i | I

g P
wrwl=w+T-w=7

en donde T es la clase de x en el abelianizado y w la clase de w en
el abelianizado. Para y se obtiene un diagrama similar, reemplazan-
do las correspondientes y por x y § por Z. Entonces obtenemos un
homomorfismo de los abelianizados, sea g, que satisface:

Con representacién matricial dada por:

10
(o1)-E

Justamente Iy = a(g), probando asi que I'm(i) C Ker(«). Sin embar-
go, optamos por la demostracién anterior ya que es mas ilustrativa de
cual es el proceso que se debe de seguir cuando estos resultados se in-
tentan generalizar para los grupos F;, con n > 3, pués proceder de una
manera puramente algebraica conduce rdpidamente a complicaciones
en la demostracion.

Ker(a) C Im(i):

Lema 9. Sean f,g € Aut(T°) que fijan al punto base xq y tales que
f ~ L~ g con L un mapeo lineal. Entonces f ~gx g donde H mueve
al punto x¢ por un lazo en T°.
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Lema 10. Sean f,g : X — X tales que f ~ L ~ gy f(xg) = xg =
g(xg). Entonces existe un lazo en X tal que f, = wg.w™'. Si H es la
homotopia entre f y g entonces w(t) = H(wo,t).2

Corolario 2. Si ¢ € Aut(F,) tal que a(yp) = Id, entonces ¢ €
Inn(F,).

]

Definicién 22. A € SLy(7Z) se llama eliptica, parabdlica o hieperbolica de
acuerdo a que |trA| < 2, [trA| =2 o |trA| > 2 respectivamente. Las matrices
+15 son por definicion elipticas, donde Iy es la matriz identidad de 2 X 2.

Observacién 1. (i) Si A es eliptica (parabdlica, hiperbdlica) entonces A™
lo es para n # 0.

(11) A es eliptica si y sélo si A" =1 para algin n # 0.

(111) A es hiperbdlica si y sdlo si A tiene dos valores propios irracionales
distintos. Los vectores propios de A poseen pendiente irracional.

Demostracion. (i) Por induccién.

(ii) = Efectuar la operacién de A consigo misma, aceptando los hechos de
que A" es eliptica, el determinante es 1 conducen al resultado.
< Si A no es eliptica, entonces A™ # I por ser [ eliptica, de manera
que A™ # [ para todo n > 0.

a
(iii) Sea A = ( . d

y sus valores propios son

) , su polinomio caracteristico es 22— (a+d)z+(ad—bc)

(a+d) £ /(a+d)? — 4(ad — bc)
2

T2 =

y como ad —bc = +1y (a + d)? > 4 se tiene el resultado.
Lo de la pendiente irracional se sigue de este hecho.

]

Definicién 23. A € GLy(Z) es eliptica, parabolica o hiperbdlica de acuerdo
a lo que A? € SLy(Z) sea.

2Ver [Muk] pag 412
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Lema 11. Sea ¢ € Aut(F3y). Si a(p) es eliptico, entonces existe n # 0 en
Z yw+#1 en Fy tal que o™ (w) = w.

Demostracion. Por observacion (1), inciso (ii) existe n # 0 tal que a(p)" =
I = a(¢™). Por el teorema (10), ¢™ es conjugacién por algin u € Fj. Si
u # 1 basta tomar w = u. Si v = w cualquier elemento w € F, no neutro
funcionara. O

La geometria.

Consideremos L : R? — R?| L(Z?*) = Z? un mapeo afin, digamos L(w) =
A-w+wvcon A € GLy(Z) y v € Z*. Vamos a considerar que A es hiperbdlica
con valores propios A\; < Ay y vectores propios v; y vs respectivamente.
Mediante 7 : R? — R? denotemos la proyeccién en un eje ortogonal a vy.

Proposicion 3. Sea v : S' — R? lazo, entonces wo Lo~y (S") tiene \; veces
la longitud de 7o v(S*).

Demostracion. Parav € R?, v = a;-v1+ag-vs, asi A-v = a1-A-vy+ay-A-vy =
aj - A1 -V 4 as - Ay - v9, tomando 7 se obtiene

7T(A . U) = 7T(a1 . )\1 . 'Ul) -+ 7T<(Z2 . )\2 . U2) = 7T(a1 . )\1 . 'Ul)
aplicando 7 a = se obtiene el resultado. [

Definicién 24. Sea v : S* — Z* un lazo. Sea B = {3 : S — R*\Z?|3 ~ ~}
y definimos

p(7) = infpes{|m(BS)I},

donde ~ significa ser homotopicas.

Observacién 2. (i) Si 3 es homotdpica a v en R*\ Z* entonces p(3) =
p(7)

(ii) p(L o B) = Xp(B).

Demostracion. (i) Es trivial ya que ser homotdpicas es una relacion de
equivalencia.

(ii) Se sigue de proposicion (3).
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Teorema 11. [Thurston/
Sea @ € Aut(Fy) y supongamos que a(p) hiperbélica. Si z € Fy yn € Z tal
que ©"(z) = z, entonces z =1, n =0 o0 z es conjugado a alguna potencia de

ryrty~ L

Demostracion. Sin perder generalidad asumamos que n = 1.

Afirmacion. Para un z como el anterior se tiene que z estd en el conmu-
tador de F,.

Demostracién. Sea A = a(p) y 2 € Z* la imagen de z bajo abelianizazion.
A-Z = Z (esto proviene del hecho que p(z) = z ). Ahora bien, Z es un vector
propio, pero los vectores propios de A tienen pendiente irracional, la tnica
posibilidad es 2 =0 i.e., z € F. O

Por el teorema de Nielsen (teorema 10), ¢ € Aut(F») es representable
por un homeomorfismo de 7P, al que denotaremos también por ¢ y que fija
al punto z.

Levantamos ¢ : TY — TY a un homeomorfismo @ : R? \ Z? — R?\ Z2.

Afirmacion. Un elemento z € Fy se levanta a un lazo Z basado en en Ty.

Demostracion. Por el levantamiento anterior de ¢ a ¢ se obtiene

~

R2\ 72 —F > R2?\ 72

I

©p

TO = TO
que inducen
st (RQ \ ZQ)
@ 7 i
F—F Fy

y por el lema del levantamiento o(F,) C p,mi(R?*\ Z?). Asi z € F; se levanta
a un lazo Z basado en 7. O

Afirmacién. p(z) = z implica 2 ~ ¢(Z2).
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Demostracion. z es lazo basado en 7y y @(2) es lazo basado en Zy, luego

z
p«(2) = 2y pl@(2)) = ¢(2) = z asl p.(2) = p(@(2)), es decir son ho-
motopicos. O

¢ homeomorfismo de T es isotépico a un mapeo lineal, digamos . Lev-
antamos esta isotopfa a una entre ¢ y L de R? \ Z?. Entonces

p(2) = p(@(2)) = p(L(2)) = Aip(2)

como A; # 0 entonces p(2) = 0, geométricamente lo que dice es que Z es
homotopico a un lazo arbitrariamente cercano a una recta M paralela a vy
(correspondiente a Ag).

M tambien poseé pendiente irracional y a lo més pasa por un punto Z2.
Asi que Z es null-homotopico, contradiciendo que z # 1, o bien Z le da un
nimero de vueltas al tinico punto en M N Z2, pero esto corresponde a una
potencia de zyx 'yt O

Aplicaciones.

Buscamos probar la existencia de muchos automorfismos de F5 que no
tienen Orbita finita, de hecho se probard que los hieperbdlicos no tienen
orbita finita.

Lema 12. Si ¢ € Aut(Fy) es tal que a(p) es hiperbolica y tiene determi-
nante —1, entonces ¢(z) = z implica z = 1.

Demostracion. Para w € Iy, si w = gw™'g~! para algin g € F, entonces
w = 1 ya que F} es libre, ademés a(p) : Z*> — Z? con determinante —1
invierte el sentido de un generador.

Por el teorema (11) si z # 1 y es tal que p(z) = z entonces z es conjugado a
ryr~ 'y~ p ademds invierte sentido, se tiene entonces que p(zyr~ly~!) es
conjugado a su inverso, asi ¢(z) = z implica que z es conjugado a su inverso
en Fy, luego z = 1. ]

Lema 13. Suponga que z 21 yZ =0, p(z) = z. Stw ¢ Im(A—1) entonces
Cwp no fija conjugados de z, donde C,, es conjugacion por w.

1 1

Demostracién. Supongamos que Cyp(aza™) = aza™ = wp(a)zp(a)lw™?,
luego se tiene a'wp(a)z = za~'we(a) es decir conmuta con z, en un libre
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solo queda la posibilidad de que a 'wy(a) = 2* para alguna k. Abelianizan-
do tenemos
—at+w+A-a=kz=0

o bien

w=(A—=1)(-a)
que es lo que buscamos. O

Lema 14. Cualquier automorfismo ¢ € Aut(Fy) hiperbélico es transladado
a uno que fija ryx~ty~! por conjugacion.

Demostracion. Sea A = a(p) hiperbdlica, z # 1 entonces z € ([zy]),
(i.e., Z = 0) podemos por el lema (12) asumir que det(A) = 1. Por el
teorema de Thurston ¢(z) = z implica que z es conjugado a zyx 'y~
luego p(xyz~ly~!) tiene como imagen a un conjugado de zyz~'y~!, dig-
amos a wryr 'y 'w™l. Esto es por que z = uxyr 'y 'u~! implica que
p(2) = plwe(ryrly Dp(u)™ = uryzly " 'u! = 2, asl C71,p fija a
xyx~ly~! como se buscaba. O

Teorema 12. Suponga que p(xyz~ly™!) = (zyz~ty™H)*, A = a(p) es
hiperbélica. Siw ¢ Im(A — I) entonces C,p no tiene orbitas finitas.

Demostracién. Sea z = zyx~'y~' y supongamos que C"p(u) = u para algtin
n € Z,1 # u € Fy. Por el teorema de Thurston u es conjugado a z, digamos
u=aza ', luego aza™' = (C"p)(aza™t) = bz*'b!, en donde

b = we(w)e®(w) - - " (w)e" (a),

asi que a~'b conmuta con z, es decir a~'b = z* para algtin k.
Abelianizando tenemos

n—1
—a+ Y A w4+ A" a=kz=0
=1

o bien

multiplicando ambos lados por (A — I) se obtiene

(A" = Dw = (A" = I)(A = I)(=a)
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puesto que det(A™) = 1 se tiene det(A™ — 1) # 0 y puedo cancelar de manera
que se tiene
w=(A—-1I)(—a)

es decir w € Im(A —1). O

2.2. Otra Presentacion de Out(F5).

Nuevamente vamos a considerar a Iy el grupo libre en los generadores
r e y y vamos a considerar los grupos Zs x Zs = {(a,bla® = 0* = 1) y el
grupo diédrico de orden ocho Dg = (¢, d|c* = d* = (cd)? = 1) = Zy X Za, la
idea es dar una presentacién sencilla de Aut(F3) en términos de productos
semidirectos y productos libres.

Consideremos en Aut(F,) el par de morfismos « y (5 dados por:

Qe FQ — F2 B : F2 — FQ
€T — :z:_ly_l T — y—l
y = y o oay!

Proposicién 4. o = 3 =1 en Aut(F).

Demostracion. La prueba se realiza solamene en «, valuandola en los gen-
eradores, para [ la situacién es totalmente analoga.

- Para z se tiene a(z) = 27y}, luego o?(x) = a(z ™ty ) =yox~t =y
ast a3(r) = ay) =z

- Para y se tiene a(y) = z, luego a?(y) = a(z) = 27y~ asf a3(y) =

azly ) =y
0

Corolario 3. y : Zs * Z3 — Aut(Fy) tal que x(a) = a y x(b) = (5 es un
homomorfismo. [

Corolario 4. H = Fy X, (Z3*Z3) = (x,y,a,b|R) en donde R es el conjunto
de relaciones dado por

ad=b=1 aval=2"Yy!, ayal=2x
beb~! =y, byb~' = ay™!
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Proposicién 5. El grupo H posee dos endomorfismos v y d dados por

v:H — H 0:H — H
x — y‘l x — Y
y — =z y =
a +~— b a +— ylat
b — za b +— bt

Demostracion. Es necesario ver que tanto v como d preservan el conjunto
de relaciones R dado anteriormente. Sélo se hace para el morfismo y puesto
que para 0 es analogo.

(@) = () =t =1

3\ 3 _ _ —-1,,—1 _ a3
- (%) = (v(0))* = za x gz a = ayx(z~ 'y la) = a’ =1

Y(awa™) =by bt =b(by) "t =yr Tt =27y )

|
=
[yl
S
[y
I,
|
]
Q
Ny
=)
S
I
2
Q
—
Q
=
L,
S
1
|
IS
=
S
|
=
Ny
L

Y(byb™') = zaxa Tz =

]

Proposicién 6. Para los morfismos anteriores se satisface v* = §% =
(76)* =1 en Aut(H).

Demostracién. Como se ha venido haciendo sélo se presenta que (76)? = 1,
el otro par de casos es mas o menos directo
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Corolario 5. Se tiene un homomorfismo & : Dg — Aut(H) dado por &(c) =
vy&ld)=0.0

A continuacion vamos a considerar el grupo
G=H H¢ Dg = (F2 My (Z3 *Zg)) Ne¢ Dg

Corolario 6. El grupo G esta dado por G = (x,y,a,b,c,d|R') en donde
R’ es un conjunto de relaciones dado por las relaciones en H, en Dg 1y las
relaciones

cxel =y, cyc! =, cac’t =b, cbct =

ded =y, dad =1y ta™t, dbd=0b"".

ra

Notemos que F» <G y sea ¢ : G — Aut(F») el homomorfismo dado por
&(z) : F» — F, obtenido de restringir la conjugacién en G al grupo Fs.

Teorema 13. El morfismo ¢ es un isomorfismo.

Demostracion. Fo QG y Fy < Aut(Fy). Veremos que

¢ : G — Aut(Fy)

el inducido por ¢ es isomorfismo. G = G/Fy v Aut(Fy) = Aut(Fy)/Fy ~
G Ls(Z), empleando esto tenemos que ¢(b) es conjugar por b, respectivamente
lo es conjugar por ¢ y por d, de manera que tenemos en x e y lo siguiente

o) (x) =y~ ob)(y) =ay !
ole)(x) =y o(c)y) ==
o(d)(z) = y; o(b)(y) =

que a su vez implican que

¢(b)=<_01 _11>9 ¢(C>:<—01 (1)>; ¢(d>:<(1) (1)>

El grupo GLs(Z) esta generado por las matrices

0 —1 0 —1 01
(0 )= ( ) o=
y por las relaciones
A% = (AC)? = (BC)* = A’B* =1

por las relaciones que definen a Gy G se tienen

b =¢* = (bd)? = (b2)® = 1
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Lema 15. La siguiente aplicacién es un homomorfismo. © : GLy(Z) — G
dado por - B
A—be®>, B—ecl, Cr—d

Demostracion. Basta probar que preserva las relaciones anteriores. O

El grupo G esté generado por b, € y d, pues se tiene la relacién a = ¢~ 'be
y al hacer cociente por F; se pierden esos dos generadores.

Proposicion 7. Se satisface que

- 0¢:G — G es la identidad.
- 90 : GISZ) — GLs(Z) es la identidad.

Demostracidn. - O¢(b) = @(< _01 _11 >) =0(AB?*) =10
- 0 1 3
_ 0 1 _
~ea@=o(( | o ))=ew) =1
El otro inciso es mas facil y solo hay que hacer los calculos. O]
La proposicion 7 términa la prueba. O]

Sea K = (u,v,w|R) en donde R son las relaciones

u? = vt = w? = (vw)? = Vwtwuw = [uvu, v?] = 1.

Lema 16. Eziste un isomorfismo f : K — G tal que u — a, v — cyw — d.

Demostracién. En G se tiene f(u?) =a® =1, f(v') = =1, f(v?) =d* =
1y f((vw)?) = (cd)? = 1. Ahora se tiene lo siguiente

vuvwuw = (*ac?)(dad) = (c(ca)cc)dad = (cbc®)(dad) = +*(a)é(a) =

=zay la ' =valy ) =ar =1

?] = acac’a e ta P

laca, ¢ = ay(a)y M P (a!) =
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1 1

=abb 'ya e = a(y)rt =1

entonces f : K — (G es un homomorfismo. Es similar rutina probar que
existe un homomorfismo g : G — K tal que z — v?uvu™!, y — (v 'w)?,
aru, b ovuww ™t c—vyd— w.

Por los isomorfismo f y ¢ se sigue que tal isomorfismo existe. O]

Teorema 14. Sea € (respectivamente &) la restriccion de v (respectivamente
d) a Fy. Entonces Aut(Fy) estd generado por a, € y & con relaciones

o’ =t =€ = (e€)? = Eac’tal = [aea, ] = 1.

Demostracion. Es una conclusion del teorema 13, el lema 16 y del hecho que
el isomorfismo ¢ o f : K — Aut(Fy) envia u+— a, v ey w— & ]



Capitulo 3

Geometria de Out([Fy)

Acciones de Out(F;) en H>.

Graficas

Notacion 2. Fy continuard siendo el grupo libre en dos generadores x ey,
Out(Fy) = Gly(Z) y por H? nos referimos a {z € C|[Im(z) > 0}.

En esta seccién vamos a desarrollar un poco de teoria de graficas con
la intencién de obtener una presentacién mas del grupo Gla(Z). Con ante-
rioridad se obtuvo como el cociente de los automorfismos de F» mddulo los
automorfismos internos de Fj, posteriormente se obtuvo como un producto
semidirecto, ahora, la intencién es obtenerlo como una amalgama de grupos.

Definicién 25. [Grifical

Una grdfica I' consiste de conjuntos V = vert(I') y A = arist(I') y de dos
mapeos

A — VxV
e — (ofe),t(e))
Y
A — A
e — e

satisfaciendo que para cada e € A, € = e que € # e y que o(e) = t(e).

Observacion 3. Usualmente llamamos a los conjuntos V' y A como vértices
y aristas de I' respectivamente. Cuando se quiere ser mds explicito en cuanto

31
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al conjunto A lo describimos como A = AT A~ para hacer referencia ex-
plicita a lo que identificamos como una orientacidn, asi, sie € A", entonces
ee A,

Definicién 26. [Subgrdfica/

Una subgrafica T con vértices V' y aristas A’, de una grafica I' es un sub-
conjunto de I' que satisface V' CV, A" C A y que las operaciones grifica de
[ coincide con la restriccion de las de T'.

Definicién 27. [Realizacion de una grdfical

La realizacion de una grdfica I' es un complejo CW de dimension uno, en
donde V' son las cero celdas, A son las uno celdas y cada arista e comienza
en o(e) y termina en t(e).

Usualmente una grafica esta representada por un diagrama en el cual los
vértices son un punto y los aristas son una linea uniendo vértices con su
orientacion especificada.

Ejemplo 16. Considere V.= {vy,v5}, A = {e, e}, entonces ' luciria como

3
V4 Vo

Ejemplo 17. Considere V. = {vy,vq9,v3}, AT = {e1, e, €3, €4}, una posibili-
dad para I" seria

="

Ll W ed Vv

&3
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Ejemplo 18. Considere V.= {vg,v1,v9,...}, AT = {e1,es,...} entonces T
puede lucir como

4 e eq
Vo v

A 4

1 Vo

Definicién 28. Sea n € N- Definimos la grdfica P, como la grdfica con ver-
tices V.=A0,1,....,n}, aristas AT = {e; = [i — 1,i]|0 < i < n} y orientacion
definida por o(e;) =i — 1 y t(e;) =i tal que P, :=

[8,1] . [1.2} 2,3 -1,

A 3

y
k3
¥

Definicién 29. [Grifica de Cayley/

Consideremos un grupo G y S C G. Por I'(G,S) nos referimos a la grdfica
que consta de vértices V.= G, los aristas son AT = (G x S) y tal que para
cada (g,s) € G x S se tiene o(g,s) =g y t(g,s) = gs.

Ejemplo 19. Consideremos el grupo G = {(x|z™) y como subconjunto S =
{z}. Entonces tenemos que I'(G,S) luce como:

Ejemplo 20. Consideremos el grupo G = (o, 8la® = 5% = 1, (af)?) que es
otra presentacion del grupo diédrico Dg = (r,s|r* = s* = 1,(rs)* = 1). Sea
S ={r,s} C Dg consideramose = (1,7) y f = (1,s) en G x S, la realizacion
de la grafica T'(G, S) es la siguiente:
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se

rsrse

Definicién 30. [Morfismo de grdficas/

Un morfismo o de grdficas es una aplicacion que manda aristas en aristas,
vértices en vértices y que es compatible con las operaciones de graficas. Un
morfismo de grdficas es inyectivo si es inyectivo en vértices y en aritstas, es
suprayectivo si lo es en vértices y en aristas. Un morfismo de graficas es un
isomorfismo si y solo si es inyectivo y suprayectivo.

Definicién 31. [Camino/
Un camino (de longitud n) en una grdafica T’ es un morfismo

C:P,—T

Notacién 3. Usualmente al hablar de un camino C' en una grdfica I', nos
referimos a la sucesion (eq, ..., ey,) de aristas en I tales que e; = C([j—1, j]),
o(ej+1) = t(e;); denotamos a c(j) = v; y diremos que C' va de vy a vy,.
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Definicién 32. [Ciclo]

Un ciclo S (de longitud n) en una grdfica I' es un camino tal que vy = vy,.
También se puede pensar en S como un isomorfismo de la grafica del ciclico
de orden n.

Definicién 33. [Regresos/
En un camino C' = (eq, ..., ey) un par de la forma (e;, ;1) se llama regreso
st (€, eir1) = (ei, &)

Proposicion 8. Todo camino C : P, — ©' se puede expresar como un
camino libre de regresos (de igual o menor longitud).

Demostracion. Si C' es libre de regresos no hay nada que probar.

Sea C' = (ey,...,e,) camino en I' de vy a v,. Sea C" = (e1....,€;,€41,€i12)
de manera que (e;,€;11) = (e;,€;), en donde este es el primer regreso del
camino original C'. Ahora C' es un camino de vy a v;1o ademéds t(e;;1) =
t(&) = v; = o(e;12), de manera que podemos reducir €’ a C' = (eq, ..., €;_1, €;12)
continuando el proceso por induccion se obtiene el resultado. O

A partir de ahora cuando hablemos de caminos vamos a suponer, a menos
que se diga explicitamente lo contrario, que los caminos son libres de regreso.

Definicién 34. [Grifica conexal

Una grafica I se dice que es conexa si para cualesquiera dos vértices existe
un camino que los une. Las mdximas subgrdficas conexas de I' se llaman las
componentes conexas de la grdfica I'.

Definicién 35. [Arbol]
Un drbol T' es una grdfica conexa y sin ciclos.

Proposicion 9. Dados v y w vértices en un drbol T existe un unico camino
sin regresos (geodésica) de v en w.

Demostracion. La existencia de tal camino se sigue por la conexidad de T
Para ver la unicidad debemos ver que C' = (ey,...,e,,) es inyectivo en T.!

P, es una grafica combinatoria, es decir, no poseé ciclos de longitud dos.
Sean vy = C(0) = v, v, = C(n) = wy v; = C(j). Basta ver que vy....,v,

!Consulte [Ser]
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son distintos. Supongamos que v; = v; con j — ¢ > 0 el minimo indice para

el que son iguales, luego (e;11,...,¢€;) es un ciclo en 7" contradiciendo que T
es arbol.

Ahora, si v # w sean C' = (ey,...,e,) y C' = (e’l,...,e& caminos dis-
tintos de v a w. Si e, # €/, entonces el camino (ey,...,en, €., ..., €}) seria
un camino de v en v, luego e,, = €}, ahora por induccién (ey,...,€m-1) ¥
(€},...,e,_,) satisfacen que e,,_1 = €],_; y continuando el proceso se con-
cluye que C = (C". ]

El teorema de Serre

Hasta ahora solo hemos definido graficas y algunas de sus propiedades, lo
siguiente es definir la accion de un grupo sobre una grafica y ver un resultado
obtenido de de ello que es el teorema de Serre que especifica cuando un grupo
es amalgama de otros grupos.

Definicién 36. Un grupo G actia en una grdfica I si existen acciones
GxV =V yGxA— A que sean compatibles con las operaciones de
grafica. (V' y A siguen siendo aristas y vértices).

Ejemplo 21. Para un grupo G y S C G considere la grafica I' = T'(G,5)
definimos una accion de G en I' por

G x V-V
(gv) — gv

G x A — A
(9,(9,5)) = (g9',5).

Definicién 37. [Inversion]
Dado G actuando en T se define una inversion como un par (g,e) € G x AT

tal que ge = €. Equivalentemente decimos que G no preserva la orientacion
de T'.

Definicién 38. [Grifica cociente]
Sea G actuando sin inversion en una grdafica I'. Definimos G /T como la
grafica cociente, en donde vert(G/T') = V/G y arist(G/T") = A/G dnde V

y A son los vértices y aristas de I' respectivamente.
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Definicién 39. [Region fundamental/
Sea G actuando en I'. Una region fundamental de I' modulo G es una sub-
grafica Y de T tal que Y — G/T" es isomorfismo de grificas.

Teorema 15. Sea G actuando en una grifica ', Y = v —S>w un camino
inyectivo en T'. Asumamos que Y es una region fundamental de G/T'. Sean
G, Gw y G. = Gz los estabilizadores de v, w y e bajo la accion de G.
Entonces I' es conexo si y solo si G estd generado por G, J G,

Demostracion. Sea I la componente conexa que contiene a Y. Sean G' =
{g€GgI" =T"} y G" = (G, UG,,) en donde () indican generacion.

Seah € G,UG,,si h € G, entonces Y y hY tienen, por lo menos, al vértice
v en comun (para h € G, w seria el vértice en comin). Como Y C T
y YNhY # & entonces hY C I”, como ademéas Y es regién fundamental
concluimos que hIY =17, asi, h € G’ es decir G” C G'.

Por otro lado G"Y y (G\G")Y son grificas ajenas cuya unién es I'. I C G"Y
puesto que Y es fundamental y I es cerrado bajo la permutacién de com-
ponentes de I', luego G' C G” es decir G' = G”.

Concluimos que I" es conexa si y sélo si I' =1 o bien G = G' = G". O

Teorema 16. Bajo las misma hipotesis del teorema 15 una grdfica I' no
contiene ciclos si y solo si Gy xq, Gy — G es inyectiva.

Demostracion. Asumamos que I' contiene un ciclo C' = (wy,...,w,) para
n > 1. Equivalentemente o(C) = t(C).
Sea w; = h;e; en donde ¢; es e 0 bien €y h; € G.

Ahora Y = G/T" y puesto que t(e; — 1) = o(e;) = t(e;) ademés o(e; 1)
estd en la misma érbita de o(e;) se satisface, en el cociente, que & = & _1

(1 <i <n). Hagamos P, = o(e;) = t(e;—1) la accién de G es compatible con
oy con t de manera que

h;P; = h;o(e;) = o(h;e;) = t(hi—1€;—1) = hi_1t(e;i—1) = hi1 P,
por lo que h; = h;_19; con g; € Gp,.

Notemos ademas que si g; € G, entonces los hechos € = ¢e;_1 vy que h; =
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h;_1g; implican h;y; = h;_1y;_1, esto es equivalente a tener un regreso en el
camino de la forma (y;_1,v;) = (Ui, y:), pero, por hipotesis, no hay regresos
en el camino.

Ahora basados en que o(C) = t(C), es decir, t(e,) = Fy, repitiendo el
proceso anterior en cada uno de los vértices obtenenmos

hoPo = hy Py = hogi - - - gn Fo (3-1)

en donde g; --- g, € Gp,.

Encontramos asi que un camino cerrado C nos produce una sucecién P, ... P,
de vértices que dos a dos satisfacen (P;,_1, P;) = (v, w) para cada i y otra
sucesion de elementos g; € Gp, \ G, para o < i < n que por (3.1) satisfacen

gogl--.gn: 1.
Por el teorema de estructuras de amalgamas se tiene que G, *¢, G, — G
no es inyectiva. O
Aplicaciones

Consideramos el grupo G = GLy(Z), de acuerdo al teorema de Serre
visto en la seccién anterior si tenemos pensado en ver a GLy(Z) como una
amalgama es preciso hacer actuar a GLs(Z) en algun arbol, hacer notar que
esta tiene una regién fundamental homeomorfa a la grafica P; y conocer los
estabilizadores de los vértices y de la arista de esta region. Precisamente esto
es lo que hacemos a continuacion.

Consideramos H? = {z € C|Im(z) > 0}, el semiplano superior complejo
y hacemos actuar G'Ly(Z) en H? mediante
az+b —
(a b) ,rcz+d, ad —bc =1
Z =
¢ d { az+b
(

cz+d?

ad — bec = —1

es preferible pensar en la accién anterior considerando z = z+1iy (z = z—1iy)
tenemos

a b o (ax+b)(cx + d) + acy® + 1y
< d ) (z+iy) = (cx 4 d)? + c?y?
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Ahora consideramos Y = {(cosf,sinf)|r/3 < 0 < w/2} C H? que se
puede pensar como una realizacién de una grafica con 2 vértices y un solo
arista e con v = o(e) = i, w = t(e) = 1/2(1 +i+/3). Consideramos T = GY
es una grafica con region fundamental Y, queremos probar que 1" es un arbol
y en virtud de los teoremas 15 y 16 obtener a G como una amalgama.

La grafica T, luce més o menos como:

==

(3]
[
]

ofr )

Calculamos los estabilizadores de los vértices bajo la accién del grupo
G. El calculo expresado aqui explicitamente es sélo para el estabilizador G,,.
Los estabilizadores GG, y G, solamente se escriben, los calculos son analogos
para ellos.

Sea g = < CCL Z ) € G, entonces se satisface
a b ) bd + ac + 1 )

Consideremos el caso en que ad — bc = 1, por estar g € GG, tenemos, reinter-
pretando 3.2, las condiciones d* + ¢ = 1 y bd + ac = 0. Hay que diferenciar
aqui otros dos casos

- Sic=0, entonces ad = 1, d> =1 y bd = 0 que nos llevan a establecer
d==1,a= =1y b=0, es decir la matriz

(o 1)
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- Sid =0, entonces —bc = 1, ¢ = 1 y ac = 0 que nos llevan a establecer
c==41,b=F1y a=0 es decir la matriz

0 —1
(1)
Ahora si ad — bc = —1 tenemos nuevamente interpretando 3.2, las condi-

ciones d?+c? = 1y bd+ac = 0. Al igual que se hizo anteriormente analizamos
los casos

- Sic=0,entonces ad = —1, d*> = 1y bd = 0 que nos llevan a establecer
d==+1,a=F1yb=0, es decir la matriz

i((g—ol>

- Sid =0, entonces bc = 1, ¢ = 1 y ac = 0 que nos llevan a establecer
c==41,b==+1y a=0 es decir la matriz

0 1
“(10)
de esta forma obtenemos el grupo G, dado por
10 0 -1 1 0 0 1
G- fx(o 1) (1 0 J# (o B )i 0 )}

Haciendo calculos similares para obtener G, y GG,, tenemos

ooy D) (24) =

eo-f(01)=(1 0 )=(5 1)
(o) (0 ) 0=

Para cada matriz G Ls(Z), tenemos por el algortimo de euclides sobre Z
que esta es equivalente a una matriz triangular superior empleando tunica-
mente las operaciones
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- Intercambiar dos renglones

=(1)

- Sumar el segundo renglén al primer renglén

=(41)

- Restar el segundo renglon al primer renglén

L (1 -1
° _<o 1

ademds la matriz S~! la podemos obtener como rsr, en donde 7 es la matriz
asociada a multiplicar el seundo rengléon por —1, dada como

(o 5

asi que GLy(Z) esta generado por t, sy .
Notemos que t € G, r € G, y que

st=(5 1) (o 5)(01)-
(A (D)) e

de manera que G, J GG, generan a GG, por el teorema 15 tenemos que T' = GY
es conexo.

Por 1ltimo, para ver que T es un arbol necesitamos que este no contenga
ciclos. Es posible, mediante traslacion, llevar cualquier ciclo en la gréfica
T a un ciclo que este contenido entre —1/2 y 1/2 en el eje real. Luego es
importante resaltar que un ciclo no puede tener punto final y punto inicial
en diferentes érbitas, por lo que el punto inicial ( y también el final) deben
estar en la misma Orbita, ya sea la de v o la de w.

Sea g = < CCL Z ) € GLy(Z) y supongamos que para z € Y,y gz € Y.
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- Si ¢ # d?, entonces por el hecho de que |z| = 1 se tiene 22 + y* = 1,
para z = x+iy. Luego |dz+c| = |cz+d| y se comprueba facilmente que
(¢ —d*)gz— (ac—bd)| = 1. Luego se tiene que |gz — %=%| = |62id2|, es

. , , —bd .
decir, gz esta en un circulo con centro en EZQC_ dQ; y de radio r = ﬁ.

Como gz € Y, 1/2 < v/3/2 < Im(gz) entonces r > 1/2 es decir
|c? — d?| < 2 asf que la tinica posibilidad es ¢ —d?| = 1. Como gz € Y
y r =1, el centro del circulo esta en 1 o bien en 0 y asi ac—bd = 0 o 1.
De manera que Re(gz) = 0 entonces el circulo cruza al eje imaginario
y forza a que ac — bd = 0, en cuyo caso g tiene que ser

(o) e (0 4)

es decir que g esta en el estabilizador de v y asi z = v = gz.

- Si ¢® = d?, entonces ¢ = 1 = d? y la paridad de a y b es contraria, de
manera que 2Re(gz) = ac + bd es un nimero impar, no cero. Luego
gz € Y implica que ac+ bd =1 y por lo tanto gz =w y g € G,

Asi que T no puede contener ciclos y por lo tanto es un arbol, de acuerdo
al teorema de Serre 16 se tiene el siguiente resultado

Teorema 17. El grupo GLo(Z) es una amalgama de Dy y Dg por Dsy. Es
decir

GLQ(Z) = D4 >I<D2 DG-

Conclusiones.

Una vez que se ha obtenido a GLy(Z) como una amalgama se tienen
consecuencias interesantes, como es el caso de la torsion de este grupo.
Recordemos que los elementos de torsion, 7G, de un grupo G se define como
el conjunto de elementos en GG de orden finito.

TG ={g € G|z" = 1, para algin n € Z}.

Entonces un elemento g € GLo(Z) tiene orden finito (i.e., es de torsion)
si y solo si es conjugado a algun elemento de torsion de G, o GG,,. Esto es
consecuencia de la forma normal en una amalgama.[Rot] Asi conociendo los
elementos de torsiéon de Dy v los de Dy sera posible estudiar los elementos
de torsion de G Ly (Z).
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