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Introduccion

Cuando nos ponemos a pensar y tratamos de entender y describir la naturaleza, una de
las interrogantes que ain seguimos sin saber con certeza es; jcudles son las componentes
fundamentales que constituyen la materia?.

Una de las primeras ideas filosdficas que se plantearon fue hecha por Demdcrito (460
a.C.-370 a.C.) quien pensaba que todo lo que nos rodeaba estaba compuesto por dtomos,
idea que se conservé muchos anos hasta que Thompson, alrededor de 1897, descubrié el
electrén y un poco mas tarde Rutherford descubre el niicleo atémico y propone un modelo
donde se consideraba que el niicleo estaba compuesto por particulas cargadas positiva-
mente a las que posteriormente se les llamo protones. Cuando tiempo después Chadwick
descubre el neutrén se observa que esta particula junto con el protén son las que confor-
man el nicleo atémico. Con los conocimientos que se tenfan en ese entonces, como los
elementos quimicos de la tabla periddica, se formuld la pregunta cémo era posible que el
helio, por ejemplo, pueda tener un nicleo estable si su composicion es de dos protones y
dos neutrones?. Para explicar este hecho se introdujo una nueva fuerza: la fuerza nuclear
fuerte que solo interactia a corta distancia.

La teorfa cuantica de campos se basa en la suposicién de que cuando tenemos una interac-
cion a distancia estd lleva asociada un intercambio de particulas por lo que se procedié a
buscar dichas particulas. La primera particula que se detecto fué el muén esta particula
no interactua fuertemente, posteriormente se empezaron a detectar muchas particulas que
si lo hacian como los piones, kaones, particulas eta, particulas xi,.

Cuando se intento clasificar las primeras particulas detectadas creyendo que estas eran
las elementales, se consideraron sélo las propiedades de masa, carga eléctrica, spin, lo que
no fue suficiente cuando se empezaron a descubrir nuevas particulas. Por lo que se vio en la
necesidad de introducir nuevas propiedades como la extraneza, niimero bariénico, isospin,
hipercarga, momento angular magnético y paridad, para poder clasificarlas. Curiosamen-
te hipercarga e isospin de cada particula tienen valores determinados y por alguna razon
estos extranamente corresponden a los diagramas de peso de representaciones irreducibles
del grupo SU(3) (multipletes) que nadie podia explicar.

El propédsito de agrupar hadrones en multipletes era encontrar una simetria mayor
que permitiera descubrir relaciones mas estrechas entre estas particulas. Por ejemplo, la
similitud entre la masa del protén y del neutréon puso de manifiesto la idea de isospin.
Este numero cudntico distingue entre los dos estados de carga del nucleén (protén o
neutrén). Si las masas de protén y neutrén fueran idéntica la simetria seria exacta; sin
embargo, las fuerzas electromagnética y débil alteran esta simetria separando las masas
de los nucleones. La separacién, en este caso, es pequena porque la fuerza responsable de



la ruptura es también pequena comparada con la fuerza fuerte. Este mismo argumento
permite entender la ligera desviacién entre las masas de los piones y también entre los
mesones K . La mayor separacion entre las masas de los piones y los mesones K se pensé,
podria deberse al rompimiento de una simetria mayor asociada a diferentes componentes
de la fuerza nuclear fuerte.

Alrededor el 1963 Murray Gell-Mann propone un modelo que podia explicar la cla-
sificacién de estas particulas (los hadrones) y més atn predecir nuevas particulas, por
ejemplo predijo que en una clasificacién de los bariones de espin 3/2 deberfa existir una
particula, la Q7. Su descubrimiento en 1964 llevé a la aceptacion de este modelo. En 1969
se le otorgd el Premio Nobel de Fisica.

Dicho modelo consistia, en un principio considerar sélo tres particulas subatomicas
mas elementales a las que llamo quarks, y dichas particulas son las que contituyen a los
hadrones. Los quarks se distinguen por el hecho de tener diferente sabor y color (no en
el sentido convencional). Estos sabores los asocié con vectores base de la representacién
fundamental del grupo SU(3) y el producto tensorial de representaciones irreducibles
genera las representaciones de dimensiones mas grandes en las cuales los hadrones encajan
exactamente.

A lo largo de esta tésis, la cual comprende 5 capitulos, se describe y explica este mo-
delo. En el primer capitulo se explica detalladamente lo que es un grupo, sus propiedades
v las propiedades de simetria, también se explica lo que es una representacion de grupo,
una representacion irreducible de grupo, el producto tensorial de representaciones irredu-
cibles. En el capitulo segundose analizo el grupo S, y como es posible asociar diagramas
de Young a representaciones irredcibles tomando en cuenta las propiedades de simetria.
En el capitulo tres se hace un introduccién a un tipo especial de grupo: los grupos de
Lie y se explica como es posible estudiar este tipo de grupos mediante el dlgebra que
este lleva asociada, para fines de entender el modelo de quarks se empiezan a estudiar
un tipo de grupos de Lie, los grupos especial unitario en un caso mas particular el grupo
SU(2) y se describen sus propiedades, generadores, algebra, representaciones, etc. En el
capitulo cuarto se estudia el grupo SU(3), sus propiedades, generadores, dlgebras, repre-
sentaciones irreducibles tanto normal como conjugadas, diagramas de peso, etc. Para con
ello posteriormente en capitulo cinco se finaliza la explicacién del modelo de quark.

VI



Capitulo 1

Elementos de teoria y
representaciones lineales de grupo

1.1. Definicién de grupo

Definicién 1.1.1. Sea X un conjunto no vacio. Una operacion binaria es una aplica-
cion arbitraria de la forma ¢ : X x X — X

Definicién 1.1.2. Un grupo G es un conjunto no vacio de elementos con una operacion
binaria ¢ que actia en estos elementos de la forma ¢(g1, g2) = g192 y cumple las siguientes
propiedades:

1. (Asociatividad) La composicion de cualesquiera tres elementos en G es asociativa:

V 91, 92. 93 € G, (9192)93 = 91(9293) € G.

2. (Ezistencia de la identidad) Existe un tnico elemento en G llamado identidad y
denotado por e tal que:

VgeG,ec G, ge=eg=g.

3. (Existencia del inverso) Todo elemento g € G tiene un unico inverso, denotado por
g 1 € G tal que

Definicién 1.1.3. El numero de elementos de un grupo define su orden, que se denota
por |G].

Ejemplo 1. El conjunto de biyecciones de n objetos con la operacion de composicion
forma un grupo.

Tomemos el conjunto de todas las biyecciones G = {«,3,7,9,...}, recordando que es
cerrado bajo la composicion. Tenemos que e € G, por ser biyectivo. Ademds ¥V a € G se
tiene que 3 o~ € G, por ser inyectiva. Finalmente (a3)y = a(B7v), porque la composicion
es asociativa.



1.2. Grupo simétrico

Definicién 1.2.1. Sea X un conjunto finito no vacio, una permutacion es una biyeccion
m: X — X es decirm:i— 7(i).

1 2 ... n
7r:(.1 2 '.”): ] . dp=mk), k=1,2,...n

11 12 ... 1p .
11 12 ... 1p

Las permutaciones se multiplican mediante la regla de composiciéon de funciones, por
ejemplo para cualesquiera dos permutaciones

(i e (12 .o
1 2 ...n ’ jl j2 .]n

su producto es

1 1 in
oo = I i 1 9 n =1 2 .. n = I j
1 [ R n l l l 1 2 ... n

Ji J2 - Jn

Nota 1. Las permutaciones de n elementos forman un grupo al que llamamos grupo
simétrico y denotamos por S,. El orden de este grupo es n!.

Definicién 1.2.2. Sea X un conjunto con n elementos. Un ciclo de longitud k es una
permutacion que intercambia ciclicamente k elementos y deja los restantes iguales, por

ejemplo
12 .. k=1 %k E+1 ... n\
SRR SRS ECEE R

Ejemplo 2. Todos los elementos de S3 se escriben como ciclos.

() e (3E) e (120)
(23) = (1 3),(123):(%3?),(132):@?

Al multiplicar todos los elementos de S5 estos pueden ser escritos en una tabla de multi-
plicaciéon y dicha tabla define de forma abstracta a Ss.

W N NN

e (12) (13) (23) (123) (132)
e e (12) (13) (23) (123) (132)
(12) | (12) e (132) (123) (23) (13)
(13) | (13) (123) e (132) (12) (23)
(23) | (23) (132) (123) e (13) (12)
(123) | (123) (13) (23) (12) (132) e
(132) | (132) (23) (12) (13) e (123)

Tabla 1. Tabla de multiplicacion del grupo

2



Nota 2. Es importante mencionar que este grupo no es abeliano, es decir, los elementos de
S3 no conmutan, por ejemplo (123)(23) = (12) y (23)(123) = (13); (123)(23) # (23)(123).
Por lo que es importante tomar en cuenta el orden en que multiplicamos los elementos.

Definicién 1.2.3. Una permutacion se llama par si se escribe como un producto de un
numero par de ciclos de longitud 2 y se llama impar en caso contrario. La paridad de
una permutacion P la escribimos 6p = (—1)7, donde q es el nimero de permutaciones de
longitud dos.

Nota 3. Un ciclo de longitud dos es también llamado transposicion.

1.3. Subgrupo

Definicién 1.3.1. Un subconjunto H C G se llama subgrupo de G si:
ec H, hi,hoe H= hhy€ H, he H=— h'cH

Propiedad 1. Todo grupo tiene al menos dos subgrupos triviales que son e y G llamados
subgrupos impropios.

Ejemplo 3. El grupo Sz tiene cuatro subgrupos propios

{e, (12)}, {e, (13)}, {e, (23)}, {e, (123), (132)} (1.2)

1.4. Clases de conjugacion

Definicién 1.4.1. Los elementos g1,9o € G son conjugados si existe un tercer elemento
xo € G tal que gy = xogzxal y denotamos como gy ~ gs. Ademds se cumplen las siguientes
propiedades.

1. (reflexividad). g1 es conjugado a si mismo.
2. (simetria). Si g1 = xogo7" entonces ga = x5 g120.

3. (transitividad). Si g1 = xoggmgl Y gy = yoggyo_l, entonces g, = Z(]ggZo_l, Z0 = ToYo

Definicién 1.4.2. Una clase de conjugacion es un conjunto de todos los elementos de un
grupo que son conjugados entre Si.

Propiedad 2. Todos los elementos del grupo pertencen a clases de conjugacion C; dis-
Juntas, es decir que C;(\Cx =0, si i # k. Por ejemplo, tomemos g € C; entonces g & C,
con i # k. Consideremos que g ~ g; € C; y g ~ gr € C} entonces g; ~ g por lo que
C; = Cy lo cual es una contradiccion porque i # k. Entonces el grupo G puede ser escrito
como la union disjunta de sus clases de conjugacion Cj.

G=a | || e || |

donde k es el niumero de clases de conjugacion.



Ejemplo 4. El grupo S3 puede ser escrito como union de sus clases de conjugacion,
para ello es mecesario que para todos los elementos de grupo, calculemos sus clases de
conjugacion. Por ejemplo tomemos el elemento h = (123) de S3 cuya clase de conjugacion
es {(123),(132)}, como podemos verificar a continuacion:

ehet = (123)

1

(12) h (12)7' = (132)
(13) h (13)7 = (132)
(23) h (23)7 = (132)
(123)h(123)7" = (123)

(132)n(132)~' = (123)

De igual manera para todos los elementos de este grupo, obetenemos las clases de conju-
gacion que son:

Cy = {e}, G2 = {(12), (13), (23)}, Cs = {(123), (132)}. (1.3)

Finalmente tenemos que
Sy =Ci| |G| |Cs. (1.4)

Observacion 1. Los elementos de una clase de conjugacion dada tienen la misma es-
tructura ciclica, es decir que pueden escribirse como un producto del mismo numero de
ciclos de la misma longitud (sin que éstos tengan elementos en comaiin).

Nota 4. Las clases de conjugacion no son subgrupos, a excepcion de la identidad e, pues
como mostramos solo esta clase contiene a e.

1.5. Particion

Usando la tabla de grupo S3 podemos ver que un ciclo puede ser escrito como producto
de transposiciones que tienen elementos en comun, por ejemplo:

(123) = (13)(12) = (12)(23) = (23)(13)

Pero también una permutacién puede ser escrita como producto de ciclos sin elementos en
comun. Por ejemplo, e = (1)(2)(3)...(n) cuya estructura ciclica esta dada por n 1 — ciclos.
Si tomamos ahora una permutaciéon donde intercambiamos dos elementos y los restantes
estén fijos, la permutaciéon queda como (12)(3)(4)...(n) cuya estructura ciclica ahora es
un 2 —cicloy (n —2) 1 — ciclos.

Para toda permutacién de S,, que tiene una descomposicién en ciclos disjuntos de S,, se
tienen ky ciclos de longitud 1, ks ciclos de longitud 2...., k, ciclos de longitud n. Por lo
que es posible escribir una permutacién cualquiera que tiene k; i — ciclos en la manera:

n

> iki=mn, k>0 (1.5)

i=1



Una vez claro esto podemos introducir niimeros enteros A, definidos como

Moo=k o+ ke + - 4+ Ky
Ay = ky + - + Kk,
)\n — kn

por lo que la relacién (1.5) toma la forma

AM+X+--+ N, =n (16)

donde, por definicién, Ay > Ay > -+ > A, > 0. Llamamos al conjunto A = [A1, Ag, ..., A,
una particién de n.

Notemos que podemos expresar k; en términos de ;. Es decir existe una correspondencia
uno a uno entre {ky, ko, ..., k.t y [A1, A2, ..., \u], por lo que la matriz que expresa la
transformacién es invertible. Esto significa que hay una correspondencia uno-uno entre
las clases de conjugacién (o estructura de ciclos distintas) de S,, y el niimero de particiones
de n.

Ejemplo 5. Veamos un ejemplo para el grupo Ss. Fste grupo tiene tres clases de conju-
gacion, lo que corresponde a tres particiones

3=3+0+0
3=2+1+0
3=1+1+1

Notacion 1. Escribiremos las particiones sin incluir los ceros tal como [3] que corresponde
a la clase de conjugacion Cy, [2,1] a la clase de conjugacion Cy y [1,1,1] a Cs.

1.6. Representaciones de grupo

Definicién 1.6.1. Sea V' un espacio vectorial, G un grupo. Una representacion lineal es
un homomorfismo D : G — end{V'}, es decir que D : g — D(g) tal que

D(g192) = D(g1)D(g2)
D) = 1

Observacién 2. Cuando el operador D(g) actia sobre la base del espacio vectorial de
dimension finita, éste es representado por matrices n X n. A las matrices de D(g) las
llamamos representacion matricial del grupo, V' se llama espacio de representacion.

Definicién 1.6.2. Una representacion es n — dimensional si la dimension del espacio
vectorial V' es n.

Ejemplo 6. Una representacion 3-dimensional del grupo Sz puede ser obtenida conside-
rando tres particulas idénticas, que se situan en algunos puntos del espacio con vectores
de posicion respecto al sistema de referencia v1, 5 Y 73.



x
La accion de la permutacion (12) a los vectores de posicion es:

71 &
(12)| 7 | =1 n
73 3

cuya matriz de representacion es

10

00 (1.7)
1

De la misma manera obtenemos las representaciones de todas las permutaciones del grupo,
las cuales son:

100 010
De)=| 010 D(12)=|1 0 0
001 001
00 1 100
D(3)=|[ 0 1 0 D3)=(0 0 1 (1.8)
100 010
010 00 1
D123)=[ 00 1| DA32)=[1 0 0
100 010

bajo la permutacion de cualesquiera particulas.

Definicién 1.6.3. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y G un grupo, con
representaciones D(g) y D'(g). Decimos que estas son equivalentes si es posible encontrar
una matriz no singular M : V. — 'V tal que M D(g) = D'(g)M.

Definicién 1.6.4. Una representacion lineal D(g) de un grupo G, se llama unitaria si
las matrices de la representacion son unitarias, es decir

D(g)" =D(g)~"

Teorema 1.6.1. Toda representacion lineal de un grupo de orden finito es equivalente a
una representacion unitaria.



Demostracion. Sea D(g) una representacion de un grupo finito G. Construyamos la matriz

S=>"D(g)'D(g)

geq@

S es hermitiana, por lo tanto, es posible diagonalizarla

S=U""'dU

en donde d es una matriz diagonal y U es unitaria

d 0
d= 0 dg

(1.9)

(1.10)

(1.11)

con d; > 0. Si existiera algun d; < 0 esto significarfa que existe algun eigenvector A; tal

que )\;S A; < 0y tendriamos que

AISA; =D I DA IP< 0

geq@G

pero esto no es posible a menos que D(g)A\; = 0, Vg € G, lo cual contradice D(e) =

Por lo que dj > 0y S es definida positiva.
Construyamos ahora la matriz

— g2 _ -1 0 Vdy - |U

donde X es invertible ya que S es definida positiva.

Definamos ahora D’(g) = X D(g)X ! y mostremos que es unitaria.

D'(9)'D'(g) = X7'D(9)'SD(9)X ™
y por otro lado

D(9)'SD(g) 9)'(Q_D(h) D(g)

heG

= D(hg)'D(hg) =Y D(h)'D(h) = § = X*

heG heG

por lo tanto

D'(g)D'(g)t =1

(1.12)

1.

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)



1.7. Representaciones irreducibles

Definicién 1.7.1. Dada una representacion D(g) sobre un espacio V', un subespacio U
de V' es invariante si para todo elemento v € U, y g € G, se tiene D(g)x € U.

Definicién 1.7.2. Una representacion D(g) sobre un espacio V', es reducible si deja
invariante algin subespacio propio' de V', si no es asi, entonces la representacion es
wrreducible.

Dicho de otra manera una representacién D(g) es reducible si es posible elegir una base
en el espacio de la representacion, tal que las matrices tengan la estructura

DW(g)  Bl(g) >
D = 1.17
W= ("3 ) (1)
donde DM (g) es de tamafio ny; x ny y D@ (g) ng x ngy, ademds n; + ny = n.

1

)é > donde X! es de dimensién

(70 B)C)-(F)

y se ve claramente que el subespacio es invariante.

Un subespacio del espacio de representaciones es

ny, X 1. Entonces

Definicién 1.7.3. Una representacion reducible es completamente reducible si todo subes-
pacio invariante de D(g) tiene por complemento ortogonal en V' a otro subespacio inva-
riante.

: 0 . .,
Tomemos el subespacio ortogonal < 2 ) donde X5 es de dimensiéon ny X 1, entonces

(P00 B0 ) () = (i) o)

para que sea invariante debe cumplirse B(g) = 0. En este caso la representacién es com-
pletamente reducible y toma la forma

D(g) = ( D”S(g) D(g(g) > (1.20)
De una manera mas general
DO(g) 0 0
D(g) = 9 D(Q:)(g) ' g (1.21)
0 0 0 DW(y)

'Un subespacio propio de V es aquél que no es V mismo ni 0.



donde DW(g) ,i=1,2,3,...,k ,g € G, son representaciones irreducibles de G. Por lo que
la representacién es completamete reducible y mas atn es suma directa de las represen-

taciones irreducibles
k

D(g) = P D (g).

i=1

Teorema 1.7.1. Toda representacion unitaria reducible de un grupo G es completamente
reducible.

Demostracion. Ver [2] pdg. 11 ]

Corolario 1.7.2. Toda representacion unitaria reducible de un grupo G puede expresarse
como suma directa de representaciones unitarias trreducibles.

Teorema 1.7.3. El nimero de representaciones irreducibles no equivalentes de un grupo
finito es igual al nimero de clases de conjugacion de este grupo.

Demostracion. Ver [1] pag. 50 ]

Ejemplo 7. Tomando en cuenta la representacion (1.8), mostraremos que es completa-
mente reduczble Para ello es necesario cambzar la base, en lugar de 7’1, T3 Yy T3 considera-
1

mos p, X yR en la manera p= \}5(7"1 5), X = \/—(r1+7"2 273) yR— \/g(r1+r2+r3)

En las nuevas coordenadas ? p es el vector que une a las particulas 1 y 2, X el vector que
une el punto medio entre las particulas 1-2 y la 3 y R es el vector del centro de masa.

—

¥

Una vez definida la nueva base, consideremos el plano formado por los vectores p y A,
claramente este plano es invariante bajo la permutacion de cualesquiera particulas; por lo
que estos vectores foman un subespacio invariante.

La transposicion (ij) actuando sobre < )L > es una combinacion de p y X

i () =pw (1) (122

’Este arreglo especial de vectores se llama coordenadas internas de Jacobi, que no son tnicas y las
utilizaremos por convencién. En este arreglo consideramos que todas las particulas son idénticas.




Haciendo algunos cdlculos podemos llegar a la representacion matricial irreducible 2-
dimensional del grupo Ss:

D) — ( (1) (1) ) D®)(12) = ( (1) _01 )

_1 _\3 _1 3
D@ (13) = 2], DP@)=( 2 ), (1.23)
2 2 52
1 V3 1 V3
D®(123) = 4|, DPax)=( 2 2 |.
3 T3 5 T3

Para completar la representacién 3-dimensional incluimos el vector ﬁ, que evidentemente
es invariante bajo cualquier permutacion de las particulas, ademéas es una representacion
irreducible unidimensional del grupo S3 (llamada representacion simétrica).

Finalmente la representacion 3-dimensional toma la forma

Nota 5. Como mencionamos estas respresentaciones se deben a la base (que no es inica);
st tenemos diferente escalamiento en los nuevos vectores las matrices cambian de la forma

N A=k X
pr—p=hp

AN N (kO
<P)_M<ﬂ>”M_(0 @>
. a b
para una representacion D(g) = ( . d > obtenemos

U@:MD@M4:<£ %)

1.8. Producto directo de representaciones

Definicién 1.8.1. El producto directo (D® @ DP)(g), es una representacion matricial
cuyo espacio de representacion es V@ @V P . Dadas dos representaciones D*(g) y D%(g)
el producto directo es

[(D* © D?)(9)]iyue = D (9)DY(9)

Propiedad 3. El producto directo de representaciones unitarias es también una repre-
sentacion unitaria.

Nota 6. La representacion de producto directo de dos representaciones irreducibles es
una representacion que puede ser reducible.
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Ejemplo 8. Tomando las representaciones (1.23), el producto directo de estas represen-
taciones consigo mismas es:

1000
0100
D) =D& DP )= | o o 1 g
0001
1 0 0 0
DW(12) = D@ (12) ® DP(12) = 8 _01 _01 8
00 0 1
1 V3 V3 3
1l v3 -1 3 =3
(4) _ n© (2) =
DP(13) =DPU3)@ DO = | a5 1 -3
3 —V3 =3 1
1 -3 =3 3
1l =v/3 -1 3 3
(4) _ p© 2 — =
DP3) =D@)e DB =1z 5 | 3
3. V3 V31
1 -3 -3 3
1l v3 1 -3 -3
DW(123) = DP(123) ® DP(123) = =
(123) 12)@DV(AB) = | ‘s 5 | _3
3.V3 V3 o1
1 V3 V3 3
1 =v3 1 -3 V3
(4) — D@ ) =
DT(132) = DP(A82) @ D32 = 1|5 o | g
3 —V3 —Vv3 1

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

En una manera mds completa, usando el teorema 1.9.1 y que estas representaciones
son equivalentes a las matrices en forma reducida podemos escribirlas como D'(g) =
MD(g)M~" donde M es la matriz de cambio de base.
Tomando en cuenta que los vectores (1,0,0,1)T, (0,1,—1,0)T son invariantes bajo la
accion de las representaciones (1.25)-(1.30) y (1,0,0,—1)T, (0,1,1,0)T forman un subes-
pacio invariante 2—dimensional, la matriz de cambio de base para estas representacines

queda como:

10 0 1
01 -1 0
M= 10 0 -1
01 1 0

que lleva a las matrices a su forma reducida:

DW(12)=1[ 0 —1

1 0 10
DWI3) =1 0 —1
D?(12)

11



10
DW23) = 0 -1 DW(123)=1{ 0 1
D?(13) D?(132)
10
DWe)=| 0 1
D?(123) D?(e)

Observacién 3. DW(g) = D@ (g) ® D@ (g) = 1 @ 1’ & DP(g). Donde 1 es la repre-
sentacion triwvial y 1" es una representacion de Sy = Zs que en realidad solo cuenta la
paridad de los elementos de S3 como lo definimos en el capitulo 1.

Observacién 4. En mecdnica cuantica un sistema estd descrito por una funcion de onda
V(7). Esta funcion puede estar sujeta a diversas transformaciones de simetria en fisica.
Por ejemplo si P es el operador de inversion que actia en las funciones que describen el
sistema de la forma PU(F) = U(—F), se cumple que P2U(F) = U(F), entonces P tiene
dos valores propios P = +£1.

Un caso simple de una representacion se obtiene para el grupo Zs que consta de los
elementos {e, P}. La representacion dada por los eigenvalores de los operadores P y e son

D(e)=1, D(P)=1 y D(e)=1, D(P)=—1.

12



Capitulo 2

Representaciones irreducibles de 5),

En el capitulo 1 mostramos que una particién de un nimero entero n es un conjunto
de numeros positivos que cumplen (1.6) y que hay una correspondencia uno-uno entre
las particiones y las clases de conjugacién. Por otro lado mencionamos el teorema que
relaciona las clases de conjugacién con las representaciones irreducibles de S,,.

En esta seccién utilizaremos estos resultados para mostrar una relacion entre las particio-
nes y representaciones irreducibles mediante los diagramas de Young.

2.1. Diagramas de Young

Un diagrama de Young es un conjunto de bloques ordenados en n renglones con A\; bloques
en el primer renglon, Ay en el segundo,....\, en el n—ésimo renglon, tal que A\; > Ay >
A3 = ... =2 \,. Este diagrama lo representamos por

(2.1)

Observacién 5. Fxiste una correspondencia entre las particiones y los diagramas de
Young.

Ejemplo 9. Los diagramas de Young para el grupo Ss correspondientes a las particiones
[3],12,1],[1,1,1] respectivamnte son:

(a) (b) (c)

Una tabla de Young es un diagrama de Young con ntmeros diferentes de 1 a n dentro de
cada bloque y sin importar el orden en que estos aparecen. Una tabla estandar de Young
aparece con los niimeros en orden creciente cuando los leemos de izquierda a derecha y
de arriba a abajo.

N ‘ @ 22)

13



2.2. Funciones base

En mecéanica cuantica si consideramos un sistema constituido por particulas idénticas no
podemos distinguir una particula de otra. Esto significa que si un sistema se obtiene de
otro mediante permutaciones de particulas, estos sistemas son equivalentes. Por lo tanto
las funciones de onda que describen un sistema con particulas idénticas tienen propiedaa-
des particulares de simetria ante permutaciones de estas particulas.

Haremos uso del simetrizador y antisimetrizador para construir funciones totalmente
simétricas o antisimétricas respecto al grupo S,. Estos los definimos como

1 1
SZEZP y A:mz(spp (2.3)
PeS, PeS,
en dénde P son las permutaciones, dp la paridad de la permutacion.

Ejemplo 10. Consideremos una funcion de onda que describe dos particulas etiquetadas
por 1y 2 que se encuentran en dos estados distintos UV = (1) ® 5(2), en donde a y 3
describen los estados de la particula 1 y 2 respectivamente. Utilizando (2.83) buscaremos
las representaciones totalmente simétrica y antisimétrica del grupo Ss.

Observacién 6. Usaremos la notacion compacta a3 = (1) @ 5(2), fa = (1) @ «(2).
Para escribir la funcion totalmete simétrica es necesario hacer actuar el simetrizador
S = 3(e+ Py3) en la funcidn U y con ello obtenemos
1
Vg =S5V = i[aﬁ + Bal.
De la misma manera para el antisimetrizador A = %(e — Pi3) lo que nos da el estado

\I/A = AV = %[O&ﬁ—ﬁ&].

Es importante mencionar que aparte de estos dos estados existen otros dos totalmente
simétricos: aar y B3 lo que nos da un total de cuatro funciones linealmente independientes,
es decir la representacion del grupo So es 4—dimensional y es generada por tres funciones
totalmente simétricas y una totalmente antisimétrica.

El grupo Sy cuenta con dos clases de conjugacion lo que equivale a dos particiones [2]
y [1,1], ademds por el teorema 1.9.3 tenemos que este grupo tiene dos representaciones
wrreducibles. Las tablas de Young asociados a estas particiones son:

(6764
- { ot o] 0
B

= { slaf — Ba] (2.5)

De manera que una representacion completamente simétrica es mostrada con un diagrama
de Young horizontal y una completamente antisimétrica con un diagrama vertical.

14



Funciones base de S3

Consideremos ahora el grupo S3. Una funcién que describe a tres particulas identicas en
tres estados distintos queda en la manera:

U=afy=al)©62) ©7(3) (2.6)

Nota 7. Supondremos que «,3,y son funciones ortonormales, por lo que el espacio vec-
torial correspondiente es generado por seis funciones linealmente independientes

{aB, Bay,yBa, ayf,yaf, fya}, que se obtienen permutando los estados de la funcidn
v,

Haciendo uso nuevamente de los operadoes (2.3) obtenemos las funciones totalmente
simétricas y antisimétricas

Vg=Sapy = ;[(6 + Prg + Pi3 + Paz + Pias + Pisa)a39]

= %[aﬁv + Bay +yBa+ ayB + Bya + yaf] (2.7)
Va=Aapy = %[(6 — Pig — P13 — Pog + Piag + Piza)a 3]

= ;[aﬁv — Bay — yBa — ayB — fya — yap] (2.8)

Debido que Sj tiene tres clases de conjugacion, lo que equivale a tres particiones cuyos
digaramas de Young son (2.2). Por el teorema 1.9.3, S tiene tres representaciones irre-
ducibles no equivalentes; donde como sabemos al diagrama (a) le corresponde la funcién
(2.7), (c) a la funcién (2.8). En el caso de la representacion correspondiente al diagrama
(b), hacemos uso de una combinacién del simetrizador y antisimetrizador y con ello cons-
truimos las otras cuatro funciones que son linealmente independientes. Tomaremos por
conveniencia las siguientes combinaciones.

Uy = A8,V = %(aﬁv + Pary = yBa — yaf3)
Uy = A3 SV = i(OéﬂW + Bay — ayf — Bya)
U3 = S13A41,0 = %(aﬂy — Pay + yPBa — yaf) (2.9)
Wy = Sy Al = () — far + v — )

Podemos ver haciendo algunos calculos, que las funciones ¥y y Wy, W3 y W, forman dos
subespacios invariantes,

PV, =V, PV, =1V, y PV =V, PV, =WV, Uy,
Pa¥s = —Wy, PV, =—-V3 y  Pi3Vs= Vs, PV, = W3 — Wy,
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Tomaremos un cambio de base para ortogonalizar estas funciones

\IJIIN\Ill—F\I/Q, \IJIQN\Ifl—\IJQ
\PgN\Ijg‘Fgle, IIJQNQIS—\IM

Haciendo los célculos correspondientes y normalizando las funciones tenemos

) U= — 55 (2087 + 2Bay — yBa —yaB — ayf — Bya)
Uy = —3(ayB + fya — yBa — yaf)

(© U = =208y — 28ay +yBa — yaf + ayf — fya)
U, = (—vBa+vaf + ayp — Bya)

Con lo que obtenemos que la representacion 6—dimensional de S3 se reduce a una repre-
sentacion totalmente simétrica 1—dimensional cuyas tablas de Young es (a), una represen-
tacion totalmente antisimétrica 1—dimensional cuya tabla es (d) y dos representaciones
2—dimensional cuyas tablas de Young correspondientes son (b) y (c).

112 1|3
! JEINY

donde en el diagrama (b) tenemos una simetria respecto a (12) y antisimetria en (13) y
(23), pero en el diagrama (c) tenemos una simetria en (13) y antisimetria en (12) y (32).

Nota 8. La dimension de una representacion irreducible asociada a un diagrama de Young
de particion [A1, Az, ..., \y] es igual al nimero de las distintas tablas estindar de Young
correspondientes. Ver [1]

2.3. Meétodo tensorial

Sea G un grupo, V un espacio n-dimensional. Un vector en este espacio es de la forma
x = (x1,22,...,2,) y una transformaciéon de G se representa como 2’ = ax, donde a es
una matriz de n X n que pertenece a D(g).

El producto de m vectores (1) ® £(2) ® ... ® x(m) forma un tensor de rango m definido
en un espacio n"-dimensional. Notemos que este tensor tiene n"* componentes definidas
por

EliQH»im - xil(l)xiz (2) C Ty, (m) = ®xik (210)
k=1

doénde los indices 11, 1o, ..., i,, varian de 1 a n.
El tensor T" bajo la accién de una transformacion de G se vuelve:

/ _
Tig iy = Qir s Qigjoe - Qi Lo jum (2.11)
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en donde
Disis. cimigroim = Qirjs Qizga -+ Vi jm (2.12)
es el producto directo de representaciones visto en la seccién (1.8). En una manera mas

compacta lo denotamos por
Da)=a®a®..®a

En general D(a) es reducible con respecto al grupo G y al grupo S,,. El hecho de que
Sy aparezca aqui es porque D(a) satisface propiedades de simetria con respecto a la
permutacién de indices. Por ejemplo, consideremos m = 2 en (2.12) entonces tenemos

Dirigsjige = @irjy Gigjs
tomando la permutacién P = (12) y haciéndola actuar en la ecuacién anterior tenemos
Disigsjije = Girjy i pTip Tjp = Tjy ® Ty

entonces (2.13)
P Ly ® Ljy = Tjy ® Ly (2'14)

P Dijiyijije = P Qiyjy Qigjy = Qinjy Wiy

D;j = Dpiy,p() (2.15)

Simetrias del tensor

A un tensor de rango 1 le corresponde un diagrama de Young D . Si consideramos
un tensor de rango 2 con componentes 7; ;, la permutacion de estos indices nos da la
componente T;,;, que es independiente de T} ;,. Definimos T ;, £ 7;,;, que forma una base
del producto de representaciones simétricas (signo +) o antisimétricas (signo —) cuyos

diagramas respectivamente son D] y

El intercambio de i; con iy es equivalente a aplicar la permutacién P=(12) a (2.10) para
m = 2. De acuerdo a (3.8) tenemos

/ f— , P — . . . . . .
Pnliz - nzil - a'lQ]l a11]2T71]2
= Qg aizjojzjl

= ailjlaizjszjljz

donde vemos que toda transformacion del grupo conmuta con P.

Nota 9. FEsta propiedad es valida para cualquier tensor de rango k.
PT; =Tpu, 1) =DyT;

entonces
PT} = Tpu = Dpwu);T; = Dpuypi)Tre),
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como Dp)pe;) = Djj por (2.12) como en (2.15)entonces
PT; = DijTpy) = Dy PT;

por lo tanto [D, P] = 0.
Por ejemplo, una funcién simétrica bajo .S, cumple con P¥, = U, entonces

(DP — PD)W¥, = 0
D(PU,)— P(DV,) = 0
DV, — P(DV,) = 0= DV, = P(DV,)

Cuando consideramos una representacién del tipo (2.12), esta en general es reducible y
se descompone en una suma de representaciones irreducibles, la propiedad [D, P] = 0
significa que dentro de una representacién irreducible todas las funciones tienen la misma
propiedad de simetria bajo S,,. Por lo que existe una relacién entre las representaciones de
un grupo G y el grupo S, v es posible asociar diagramas de Young a las representaciones

de G.

Ejemplo 11. Para m = 3 se obtienen los diagramas

(el lel]=[]]]e s s

Hemos visto en este capitulo las simetrias de las funciones correspondiente a estas repre-
sentaciones.

Nota 10. Este procedimiento se puede aplicar tanto a grupos finitos como a grupos con-
tinuos.

18



Capitulo 3
Aspectos de SU(2)

Una de las caracteristicas de los grupos discretos es que ya sea que tengan un nimero
finito o infinito de elementos, todos ellos pueden ser enumerados. En los grupos continuos
esto no es posible porque cuentan con un nimero infinito no numerable de elementos. Uno
de los logros mas importantes de Sophus Lie fue el descubrimiento de que los grupos con-
tinuos (ahora llamados grupos de Lie), podian ser entendidos estudiando los generadores
infinitesimales correspondientes, los cuales obedecen una estructura algebraica.

3.1. Introducién a grupos de Lie

En una variedad n—dimensional analitica hay un conjunto de abiertos U, alrededor
de puntos en el espacio que define la variedad tales que existen biyecciones analiticas
Yy U, — O, C R", donde O, son abiertos en R".

Definicién 3.1.1. Un grupo de Lie es una variedad analitica con estructura de grupo y
ademds

-1 : G— G esdecir gr—g "
GxG— G es decir (g1, 92) & g1° go

son mapeos analiticos.
Definicién 3.1.2. La dimension del grupo es igual a la dimension de la variedad.

Nota 11. Una variedad es arco-conexa st dos cualesquiera puntos de esta variedad pueden
ser unidos por una curva continua que vive en la misma variedad. Un grupo continuo puede
estar constituido por mds de una componente coneza.

Ejemplo 12. El conjuto de matrices unitarias de n X n que denotamos por U(n) son
transformaciones

U(n) ={A€Cn): ATA=1}

es decir para una matriz unitaria de n X n tenemos 2n® pardmetros reales. El hecho
que sean matrices unitarias implica que se tengan n? condiciones reales dejando asi n’
pardmetros reales independientes.

El subgrupo invariante SU(n) cuenta ademds con la condicion det A = 1 con lo que
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obtenemos una condicion real adicional quedando un total de n* — 1 pardmetros indepen-
dientes.
Si consideramos un elemento de SU(2) este es de la forma

A= ( _“b* Z ) € SU(2)

entonces por las condiciones del grupo tenemos |al* + |b|* = 1 es decir un punto de la
esfera S* — R, por lo tanto SU(2) es S* wvisto como variedad. SU(2) es arcoconera.
U(n) no es arcoconexa porque un elemento con det A = —1 no puede conectarse con la
tdentidad.

3.1.1. Transformaciones infinitesimales

Consideremos un grupo de Lie n—dimensional. Un elemento arbitrario de este grupo
es una funcién analitica de n paramétros (o coordenadas) ¢*(¢g) = 0. Definimos una
representacion fiel' como ¢(0) = ¢(60*, 62, ..., 0™), consideramos ¢(0) = e por conveniencia.
Puesto que la funcién ¢ es analitica podemos desarrollarla en serie de Taylor alrededor
de cero

1
() = e+z’ta9a+§tag9°‘65+--- (3.1)

donde t,, son matrices definidas como

_ 99
"= ="

ta =

llamadas generadores de grupo. Notamos que t,3 = tgq.
La multiplicacién de dos elementos de un grupo de Lie queda como

#(0) ¢(0) = o(f(0.9))

donde f(6,0) es también una funcién analitica llamada funcién de estructura que cumple
con

f(0,0) =0, f(6,0)=0, ¥V 6,0 (3.2)
f(f(97 é)? 9/) = f(9/7 f(é, 0))7 v b, gﬂ 0 (33)
f(0,a) = 0 tiene solucién unica en a V 6 (3.4)

debido a los axiomas de grupo.
Expandiendo en serie de Taylor tenemos

_ _ 1 1 - _
D(O)6(0) = et ital® +it, 0" +1at,0°0 + S10g0™0° + St,,000" + - (3.5)

y como la serie de Taylor para f(6,0) es

f(6,0) = 0" + 6%+ R; 6707 + ... (3.6)

!Una representacién fiel es una representacién en la cual los morfismos son inyectivos.
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para que cumpla con (3.2). Por lo que,
« n . « o 1 anlb 1 nonB apnlB . « nv
o(f4(0,0)) = e+it,0%+it,0 +§ta56 0 +§ta59 07 +tap070° +it R, 010" +- - (3.7)
igualando las ecuaciones (3.5) y (3.7) y renombrando indices obtenemos
—tot0°0” = tos0°0° + it R ;070" (3.8)
como 0% y #° son pardmetros arbitrarios entonces
—tlotg = tag + it#RZﬁ' (39)
Usando que t,3 = tg, tenemos
~tgta = tap + it R, (3.10)
restando ambas expresiones llegamos a
tats — tta = it (Rl — R (3.11)
donde R}, — R} ; = fl; son las constantes de estructura de un grupo de Lie que cumplen
55 = —fé‘a. (3.12)
Por lo tanto obtenemos el dlgebra del grupo
[ta, tg] = tatg — tgta = itu 55 (313)
Que ademaés cumple la identidad de Jacobi
[ta, [t 15]] + [ts, [ty.a]] + [ty [tas ts]] = O (3.14)
con estas dos ecuaciones obtenemos una condiciéon para las constantes de estructura

a3, + ol i+ fFoakis =0 (3.15)

Como R}, = % g—i_o €l conjunto de R} ; determina completamente las constantes de
estructura del grupo. Un conjuto de constantes que cumplen (3.12) estdn asociadas con

un grupo si y solo si cumplen con (3.15).

Observacién 7. El estudio de dlgebras de Lie simplifica y hace mds sencillo el estudio
de los grupos de Lie aunque sea de una forma local, debido a que el dlgebra tiene asociada
la estructura del grupo.
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Operadores invariantes

Existen operadores escalares para los grupos de Lie llamados operadores de Casimir, que
son construidos apartir de los mismos generadores de grupo, los cuales conmutan con todos
los generadores y por tanto con todas las transformaciones del grupo. Un caso particular
de estos operadores invariantes es el operador de Casimir cuadratico

2 o
G* = g"tpts

donde g es la metrica de Cartan que se define come el inverso de la matriz g,, = f}, /7,
Se puede demostrar que para grupos compactos g,s = g0 -

En el caso general para un grupo de Lie n—dimensional tenemos tantos operadores de
Casimir como el rango? del grupo.

Finalmente, tenemos que para un grupo de Lie de orden uno, una transformacién infini-
tesimal alrededor de la identidad estd dada por

Ssa = 1+ dat
si consideramos da = +, con N arbitrario y suficientemente grande obtenemos
S, = (S(;a)N = (1 + % J)N cuando N — oo obtenemos.
Sy =e*?
Generalizando este resultado a los los grupos compactos y conexos de onden n, se obtiene
H(0) = €t (3.16)

Donde el dlgebra de Lie asociada es (3.13).

3.2. SU(2)

Los elementos de SU(2) pueden escribirse como

u—<a b), a,b,c,d € C
c d

ulu=wuu’ =1, det(u) = 1.

4 d =b\ _[a N\ _
Y _(—c a )\ oar )T

Finalmente, los elementos de SU(2) son las matrices de la forma
u:< a* b*>,a,b€(C
—b* «a

det(u) = |a]* + 6> = 1 (3.17)
lo que nos deja un total de 3 grados de libertad, es decir, este grupo cuenta con tres
generadores. Podemos ver que SU(2) = S — R3 es compacto y simplemente conexo.

que cumplen las condiciones

Como

que tienen que cumplir

2Entenderemos como rango el niimero maximal de generadores que conmutan entre si. Para SU(n)
un resultado bien conocido es que existen n — 1 generadores de este tipo.
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3.2.1. Matrices de Pauli

Consideremos una transformacion infinitesimal alrededor de la identidad para encontrar
los generadores de este grupo. Usando una parametrizacién 3

7 1 7
a=1-— 550@, b= —5(5042 — 5(5041

donde da, dag, darz son reales y pequenos, |da;| < 1, e independientes.
Podemos reescribir los elementos del grupo

- ( — %(50[3 —%(50é2 - %(50[1 )

(300 — $6aq)* (1 — Léag)*
expandiendo en serie de Taylor a primer orden tenemos,
uw=1— 3'(5013@ — zéalam — 2504207; (3.18)
2 2 2
donde los generadores del grupo son las matrices de Pauli
%GI:%<?(1)>,%%:%<? OZ>, %U:%<é_01> (3.19)

cuya algebra de Lie es

o; 0 . 0%
[57 EJ] LY (3.20)
donde €5 es el simbolo de Levi-Civita.
3.3. Representaciones de SU(2)
Tomando para fines précticos L; = $o; tenemos que el dlgebra su(2) es
[Li, Lj] = i€sju L. (3.21)

Definimos el operador L? = L2 + Li + L? que es un operador escalar y conmuta con los
generadores del grupo,

[L* L] =0 (3.22)
con ello obtenemos un operador invariante para SU(2) llamado operador de Casimir
cuadratico.

Utilizando por convencién el generador L., la ecuacién (3.22 ) indica que L? y L. tienen

eigenvectores en comin y los eigenvalores estan relacionados en la manera (Ver apéndice

A)

L*|l,m) = I(I+1)|l,m) (3.23)
L.|l,m) = ml|l,m) (3.24)

3En dicha parametrizacién a podria admitir una variacién infinitesimal real adiccional pero en virtud
de (3.17) esta es necesariamente cero.
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donde [ toma valores [ = 0, %, 1, %, wym=—l,—l+1,-1+2,...,0,...—2,[—1, . LLamamos
pesos a los valores de m y como existen 2/ + 1 valores para m el espacio vectorial es de

dimension 21 + 1.

Usando los resultados del Apéndice A podemos construir las representaciones para SU(2).
Tomando [ = 0 obtenemos la representacion 1—dimensional y que representamos por el

diagrama de Young H

Para [ = %, m = :I:% obtenemos la representacion 2-dimensional llamada también repre-

sentacién fundamental cuyo diagrama de Young asociado es D

Notamos que la representacion 2—dimensional de los generadores de SU(2) son las
matries de Pauli (3.19).

Una representacién 3— dimensional (también representacién vectorial) representada
por Dj se obtiene con [ =1y m = 1,0, —1 cuyas matrices son

L (010 L [0 =i 0 L (100
Ly=— 101, L,=—|i 0 =i |, L.=—{ 00 0
V2 o0 10 V2 o i o V2 9 0 -1

3.4. Representacion conjugada

Dada una representaciéon matricial D(g) de un grupo G, se puede construir una nueva
represenacién tomando las complejas conjugadas de las matrices D(g) es decir D(g) :=
D*(g) y comple con

1. D(e)=1=1*
2. D(gh) = D(9)D(h)

Ya que los elementos de esta representacién se escriben D*(g) = e it Lk, el élgebra
correspondiente queda dada en la manera
[=L7, —Lj] = —ieiju Ly, (3.25)

No siempre la representacién conjugada D*(g) es equivalente a la representacién D(g)*.
Para el caso de SU(2) estas si lo son, lo que significa que podemos escribir u* = TuT !,
tomando como caso particular 7' = —io, para este grupo.
En la notacién de los diagramas de Young esto representa

=01

Nota 12. Usaremos este concepto mds adelante en conexion con las antiparticulas.

4Cuando esto sucede la representacién se llama real.
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Capitulo 4

Aspectos de SU(3)

4.1. Grupo SU(3)

El grupo SU(3) es generado por 8 matrices hermitianas 3 x 3 llamadas matrices de Gell-
Mann y pueden ser encontradas de la misma manera que en SU(2).

010 0 —i 0 1 0 0
M=[10 0 i 0 0], x=[0-10],
000 0 0 0 0 0 0
00 1 00 —i 000
—looo]|, x=[oo0o o0, xx=(001],
100 i 00 010

00 0 L {100
=00 =i ], =-"~o0o1 0 |,

0 i 0 3\Vo 0 -2

El dlgebra asociada su(3) es
[Ais Aj] = 2ifije e
donde f;;; es un tensor antisimétrico bajo la permutacién de cualesquiera de sus indices,
’ V3
1 3
Ji23 =1, fir = fies = faae = fast = faas = fare = 5 Jass = fors = 5

Tomando un cambio de base por convenciéon, ya que este es usado en fisica de particulas
como notacion estandar, dejaremos todos los generadores en términos de:

Ag A3 A A A2 - D VRV ~ Ao A7

Y = 7 Iy="%, La=%%it, Vi=THim, Us=T&ig (4.1)
que cumplen las relaciones

[V, L) =0, [V,I.]=0 [V, Vi]=4V., [V,Uy]==x0s (4.2)

y ful = b, [ Val=2gVe, (5,04 = 0 (4.3)
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. . N 3. . . 3. .
Iy l)=2h,  [UnU]=3Y I, [V V)=V +1, (4.4)

O Vi =1,  [UpVi]=0, [U4,1]=0 (4.5)
[V+>j+] =0, [f—aVJr] = U+> [IA+>[A]+} = V+ (4.6)
ademas
(L) =1, () =0, @)=V (4.7)
[12,I5)=0, [I2,Y]=0 (4.8)

por lo que podemas diagonalizarlos simultaneamente.

4.2. Representacion fundamental

Una representacion fundamental de SU(3) asociada con el diagrama D es 3-dimensional.
La base canonica en este espacio es:

1 0 0
u = 0 7d: 1 ,S: 0
0 0 1

Los eigenvalores de los operadores Y, I3 son:

Yu=—-u, Yd= 1al, Vs = —gs
3 3

A 1 - 1 5
[31,6 = §U7 Igd = —§d, IgS =0

En general definimos el peso de una funciéon a como:

wla] = [I3, Y] (4.9)
donde I3, Y son valores propios de de fg, Y en el estado . Consideremos dos funciones
a, b con pesos wla] = [I3,Y], w(b] = [I},Y’]. Comparando las funciones en la siguiente
manera,

wla] —wlb] = [Is — I, Y = Y] (4.10)

sils—15>0013—15=0yY —Y'> 0 entonces decimos que w[a] > w[b], de lo contrario
wb] > wlal.
Por lo que los pesos de las funciones u,d,s quedan como:

11 11 2

53 vl =[5 5] wls=0,-] (411)

wlu] = 5

Graficamos los pesos de las funciones base en un diagrama I3, Y, llamado diagrama de
pesos como mostramos a continuacién.
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Figura 4.1: Diagrama de peso de la representacién fundamental de SU(3).

La relacién entre los pesos de esta representacion es
wlu] > w(s] > wld]. (4.12)

Cuando los operadores fi, ffi, Vi acutan a la base se obtiene:

f_u:d, f_d:O, f_s:O, f+u:0, f+d:u, f+s:0
Viu=s, V.d=0, V.s=0, V+u =0, \7+d =0, V+s =u
Uuwu=0, Ud=s U.s=0, U+u =0, U+d =0, U+3 =d

esquematicamente la accién de los operadores I, Uy, Vo en las funciones base se inter-
preta como:

Figura 4.2: Accién de los operadores fi, [LD Vi.

esto significa que dichos operadores llevan de un estado a otro. El hecho que
Iiu=0,Viu=0y Usu =0 significa que estamos tomando el vector de peso méximo.
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4.3. Una representacion totalmente simétrica

El producto tensorial entre dos representaciones fundamentales estd dado por
Ne[1-[T] & -

donde D es una representacién 3— dimensional, lo que puede demostrarse de manera

similar a como mostramos en el Apéndice B para SU(2). La representacion es una
representacion 6-dimensional que cuenta con seis funciones base totalmente simétricas

pr=uQu, p2=d®d, ¢p3=5%s, y=ud+dRu
bs=uURs+sQuU, ps¢=dRs+s®d

de las cuales solo una es la que tiene peso maximo. Para saber cual es veremos como
actuan los operadores I3, Y en ellas.

Nota 13. Haremos los calculos detallados solo para la funcion ¢1. Para las demds fun-
ciones se procede de manera similar.

Para esta representaciéon los operadores Y, I3 tienen la forma

YO —vei+ieoy
I =Lel+iel

donde 1 es la matriz identidad 3-dimensional. Estos actiian como

Loy = (Lo D) (ueu) + (1@ L) (uou) = (Isu® lu) + (lu® Isu)

1 1
:§u®u+u®§u:(u®u):¢1

A~ ~

Vo=V el uou+ @AY (uou) =YVue lu)+ (lue Yu)

— lugutus —2(®)—2¢
—3uuu3u-3u u-31

por lo tanto la funcién de peso queda expresada de la siguente manera

2
wléa] = {1, 5] (4.13)

Observacién 8. FEs importante notar que cuando los operadores I3, Y actian en las
funciones base, los pesos de una representacion siempre se iran sumado, sin importar la
simetria de las funciones.

Con esto y procediendo de la misma manera, calculamos los pesos de todas las fun-
ciones

w[¢2] = [_17 1]7 w[¢3] = {07 _g]v w[¢4] = [07 g]
2 1
w[¢5] - {17 _g]ﬂ w[¢6] = {07 _g]

Comparando los pesos con la relacién (4.10), podemos ver que ¢ tiene el peso méximo.
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4.4. Diagrama de pesos de las representaciones irre-
ducibles de SU(3)

Para construir los diagramas de peso de una representacion irreducible es necesario saber
primeramente que representacion es. Las representaciones irreducibles de un grupo que-
dan determinadas completamente por los eigenvalores de los operadores invariantes, ya
que estos operadores proporcionan valores que etiquetan una representacién irreducible
particular. SU(3) cuenta con dos operadores invariantes F? y G* definidos como:

1
2 _

F? o= 2 NA (4.14)
G = N digphidi (4.15)

con d;jx, es un tensor totalmente simétrico (Ver [1] pag.278).

Una manera mas practica de caracterizar una representacion irreducible es mediante los
diagramas de Young. Una representacion donde en la primera fila tenemos n; bloques y
no bloques en la segunda es de la forma:

il (4.16)

La dimensién de esta representacién es (Ver [1] pag.289)
. 1

Observaciéon 9. Una representacion donde tenemos una columna de tres bloques es equi-

valente a la identidad. Por ejemplo st tenemos una representacion esta es equivalente

a D No es posible tener una columna con mas de tres bloques debido a que el tensor aso-
ciado a esta representacion tendria al menos una de sus componentes repetida por lo que
este seria cero, debido a la antisimetria de la columna.

Denotamos un vector base de una representacion irreducible de SU(3) con |ny, ng; 1%, I3,Y).
Una representacion del tipo (4.16) cuenta con funciones base de simetria mixta lo que hace
complicado escribir cada una de ellas. En una manera mas sencilla las podemos obtener si
construimos primero la funcién de peso maximo asociada a una representacién, usando la
propiedad de que los pesos son aditivos. Si colocamos en todo el primer renglén vectores
u v en el segundo vectores s obtendremos la funcion de peso maximo ¢,,q, v con la ayuda
de los operadores I,V4 v UL que llevan de un estado a otro podemos construir todas las
demés funciones base de cualquier representacion.

Observacién 10. No podemos colocar u en todo el diagrama, tratando de consequir que
tenga el peso mdximo, debido a que no podemos tener una funcion con simetria mizta
compuesta sélo de vectores u.
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El peso de ¢4, queda determinado por los eigenvalores de fg, Y

N 1 2

YO0 = [mY(u) 4+ n2Y(8)]|mar = (§n1 — gng)(bmam (4.17)
N 1

IBCI)maa: = [nll?)(u) + TLQIB(S)](bmaa: = inlq)max (418)

Ahora mostraremos como construir los vectores base de la representacion 8—dimensional.
El producto tensorial de tres representaciones fundamentales de SU(3) queda

(el ]el]=[T11]e el e

donde Dj] es 10-dimensional, | 8-dimensional y 1-dimensional

La funcién de peso méximo para la representacion ‘ €8 Grmar = UUS — USU Y con la

ayuda de los operadores de subida y bajada de SU(3), es decir los peradores I, U, Vi,
podemos construir las demés funciones base.
Por ejemplo:

U+¢maw:U+(u®U®5_U®S®U):U®U®d—u®d®u5¢1

Asi sucesivamente para las diferentes funciones obtenemos todas las funciones base y
quedan como

Omaz = UUS — USU ¢1 = uud — udu P2 = dud — ddu

¢3 = dsd — dds ¢4 = ssd — sds 05 = $SU — SUS

donde sus pesos son
w{(bmaw] = {170]7 U}[(bﬂ = [1/27 1]’ w[(bZ] = [_1/2a 1}7
w[¢3] = {_1’0]? w[¢4] - [_1/27 _1]’ w{¢5] - [1/27 _1]7

vistas en el diagrama de pesos son
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Figura 4.3: Diagrama de peso de las funciones ¢,,az, ¢1, G2, ¢3, ¢4, ¢5 de SU(3)

Las funciones ¢g y ¢7 se obtienen en la siguente manera visto desde el diagrama de

pesos
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f i
Y
o3 "
u v
o T T -+ -
1 1
o 2 ! £
e .14 .
lo que equivale a
Vo(¢1) = sud+ usd— sdu — uds (4.19)

U_(¢2) = sud+ dus— sdu— dsu

El hecho de que no obtengamos las mismas funciones que en un principio esperabamos
ya que estos dos operadores te llevan al mismo punto del diagrama, significa que hay una
degeneracion en este punto y representa dos funciones (o particulas) distintas.

¢s = sud + usd — sdu — uds, ¢7 = sud + dus — sdu — dsu

que se dintinguen por ¢ = [2,1;2,0,0) v ¢7 = (2,1;0,0,0).
Los pesos de estas funciones son

w[¢6] = [0,0], w[¢7] = [070]

Finalmente, el diagrama de pesos de la representacién 8—dimensional es:
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Figura 4.4: Diagrama de peso del octecte de SU(3)

En el caso de la representacion 10 dimensional, para obtener las funciones se procede
de la misma manera, en cuyo caso el diagrama de peso asociado es:
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Figura 4.5: Diagrama de peso del decuplete de SU(3)

4.5. Representacion conjugada

En la seccion 3.4 del capitulo anterior hablamos acerca de como construir una re-
presentacion conjugada. Para SU(3) los generadores de la representaciéon conjugada son:

—A7, =3, ..., —A§. Los vectores base de la representacion fundamental conjugada son
1 B 0 0
u=10|,d=|1],5=1|0
0 0 1

Cuando los operadores I3,Y que se han transformado en —I3,—Y actien a los vectores
de esta representacion, los eigenvalores solo cambian de signo, por lo que el peso queda
definido

wli) = [, —5], wlsl = [0,2), wfd =[] (4.20)
entonces
wld] > w[3] > wla). (4.21)

y el diagrama de pesos correspondiente es
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Figura 4.6: Diagrama de pesos de la representacién fundamental conjugada de SU(3)

En general toda representacion irreducble al ser conjugada sigue siendo una repre-
sentacién irreducible que no es necesariamente equivalente a la original, pero es posible
asociarle un diagrama de Young.

Ejemplo 13. Para la representacion fundamental D donde la funcion de peso maximo
esu y el peso es

- 1 A 1
max __ max max __ max
Y¢1,O - g 1,0 I3¢1,0 - §¢1,0

Si_consideramos la representacion fundamental conjugada la funcién de peso mazimo
serd d. Tomando en cuenta (4.16) y (4.17) el peso de queda determinado por

Y/qﬁmaz . my — 27712
mi,ma 3

mi,m2 mi,m2 mi,m2

A m
De (4.20) tenemos que my = 1, my = 1, es decir el diagrama correspondiente es H

Para el caso general, supondremos que el diagrama asociado a una representacion
irreducible conjugada del tipo (4.16) sea otra representacién con m; bloques en el primer
renglén y ms en el segundo renglén cuyo peso méximo esta determinado por (4.22)

Por otro lado, tomando en cuenta la relacién (4.21), la funcién de peso méximo de
una representacion (4.16) conjugada se obtiene sumando los pesos de las funciones cuando
colocamos d y 5 en el primer y segundo renglon respectivamente. El peso de esta funcién
queda determinada por

- My —
Y(bma:r _ 4l

m qgma:r f (Emam _ "M Tz
ni,ne 3 3

ni,ne ning 9 nin2

Lo que equivale a m; = nqy, ms = ny — ny. Por lo que el diagrama de Young de una
representacion conjugada queda
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donde en la primera fila tenemos n; bloques y en la segunda n; — ngy bloques.

Observacion 11. De manera prdctica para construir el diagrama de Young de una repre-

sentacion conjugada solo tenemos que completar el diagrama de Young a una identidad y
girar el complemento obtenido.
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Capitulo 5

Clasificacion de hadrones

Cuando nos ponemos a pensar y tratamos de entender y describir la naturaleza, una de
las interrogantes que ain seguimos sin saber con certeza es; jcudles son las componentes
fundamentales que constituyen la materia?. Democrito pensaba que la materia estaba
compuesta de dtomos y que estas particulas eran indivisibles. Posteriormente con los
descubrimientos tanto del electrén por Thompson en 1897, el niicleo atomico en 1911 por
Rutherford, el neutrén en 1932 por Chadwick, la idea de Demdcrito es replasada por la
idea que estas particulas eran las componentes fundamentales de la naturaleza. Con el
descubrimiento que el nucleo de los atomos contiene protones cuya carga era positiva,
surgio la pregunta ;como era posible que particulas cargadas positivamente pudieran
mantenerse unidas?. La respuesta fué que existia una fuerza lo suficientemente fuerte que
interactuaba a corta distancia que podia lograrlo: la fuerza nuclear fuerte.

De acuerdo con la teoria cuantica de campos que se basa en la suposicion de que cuan-
do tenemos una interaccién a distancia esta lleva asociada un intercambio de particulas
y para crear una particula de masa m se necesita una energia mc?. De acuerdo con el
principio de incertidumbre, esta energia puede crearse durante un tiempo suficientemente
corto, 7 = h/(mc?), y durante ese tiempo, la particula puede viajar una distancia dada
por A = 7¢, que es el alcance de la interaccion. La interaccién de la fuerza nuclear fuerte
tiene un alcance de A = 1fm(10~mts), por lo que debe llevar asociada una particula de
masa mc? ~ 200MeV'!.

La primera particula que se detectd fue el muén p cuya masa resultd ser unas 210

veces mayor que la masa del electrén®. Sin embargo se encontré que esta particula no
interactuaba fuertemente. Posteriormente se descubrid, el pién que aparecia con carga
eléctrica positiva 71, negativa 7~ o neutra 7’ y masa aproximadamente entre 135 y 140
MeV. Se descubrié también que esta particula si interactuaba fuertemente con protones
y neutrones.
Més adelante se encontraron los kaones K+, K—, K°, K°, de los cuales Kt y K~ se des-
componen principalmente en muén y neutrino, o en dos piones por medio de la fuerza
nuclear débil. A estas particulas se les denominé particulas “extranas” por el hecho que
interactuen fuertemente y decaigan por medio de la fuerza débil.

1 eV es la energia necesaria para arrancar un electron del atomo.
2La masa del electron es 500 KeV/c2.
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Tambien se encontraron particulas, llamadas hiperones como A y las particulas X1, ¥,
0 =% =7. Todas estas particulas junto con el protén, neutrén, electrén y neutrino y
sus antiparticulas eran ya conocidas a mediados de los 50's y posteriormente con los ace-
leradores de particulas se descubrieron muchas mas. Por lo que se vio la necesidad de
clasificarlas.

5.1. Hadrones

Las particulas que interactian fuertemente se denominan hadrones y se dividen en
mesones (bosones con spin entero) y bariones (fermiones con spin semi-entero). Cada
particula esté caracterizada por su masa m, carga eléctrica Q, spin j, nimero bariénico
B, extraneza S, isospin I3, paridad J”. Por ejemplo a continuacién mostramos algunas
tablas con estas propiedades de algunas particulas.

Mesones 1 S I3 Y  Masa (MeV)
nt 1 0 +1 0 139.57018
0 1 0 0 0 134.9766
n 0 0 0 0 247.30

KT(K) 1/2 1(1) 1/2(—-1/2) +1  493.677

KO(K%) 1/2 1(-1) -1/2(1/2) 1(-1)  497.672

Tabla 2. Tabla de mesones con J™ =0~

Mesones I S I3 Y Masa (MeV)
pt 1 0 £1 0 770
p° 1 0 0 0 770
w 0 0 0 0 782
(K5 L +1 L *1 89166
(K% 5 -1 -3 1 896.1
(K% 5 1 L - 896.1

Tabla 3. Tabla de mesones con J™ =1~

Bariones I S Y I3 Masa (MeV)
» 12 0 1 1/2 93827
no1/2 0 1 -1/2  939.56
A 0 -1 0 0 1115.68
=t 1 -1 0 1 1189.37
¥0 1 -1 0 0 1192.6442
D 1 -1 0 -1 1197.44
=F 12 2 1 12 1314.83
== 1/2 2 -1 -1/2 132131

Tabla 4. Tabla de bariones con J™ = 1/2%
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Bariones I S Y I3 Masa (MeV)
AT 32 0 1 32 1232
At 3/2 0 1 1/2 1232
A 3/2 0 1 -1/2 1232
A~ 3/2 0 1 -3/2 1232
= 1 1 0 1 1382.8
(" 1 -1 0 0 1383.7
(X7)* 1 -1 0 -1 1387.2
=) 1/2 2 1 1/2 1531.8
(29 1/2 2 -1 -1/2 15350
O~ 0o -3 -2 0 1572.45

Tabla 5. Tabla de bariones con J™ = 3/2~

El ntimero barionico B se introdujo para justificar el hecho de que el proton era estable,
vy que otras particulas como n,A,Y,... decaen al protén. Se le asigno el nimero barionico

B =1 al proton y hadrones que decaen en él, B = —1 a sus antiparticulas y B =0 a los
hadrones que no decaen al protéon. Empiricamente se encuentra que los bariones tienen
B =1, sus antiparticulas (anti-bariones) B = —1 y los mesones tienen todos B = 0.

La extraneza S se introduce para explicar el hecho que algunos hadrones como K,A,X....
tengan vidas relativamente largas, lo cual implica que no decaen a otros hadrones mas
ligeros como p,m por la interaccién fuerte sino por la débil. Una particularidad de este
nimero cuantico S, es que tenia que ser conservado por la interaccién fuerte pero podia no
serlo por la débil. Para los hadrones més ligeros (p,n,7) S = 0, S = 1 para los kaones K°
yKt, S =—1para K K~ A, 2", %7 3%y S = 2 para Z°, Z~. Las antiparticulas tienen
extraneza opuesta a las particulas para que puedan aniquilarse con ellas sin violacién de S.

El isospin [ se introduce a partir del hecho de que los hadrones aparecen en grupos de
particulas, llamados multipletes, con masas muy parecidas, y con propiedades muy simi-
lares, excepto que tienen carga eléctrica que varia de uno en uno. A estos multipletes se
les asocié con las representaciones irreducibles de SU(2). Por ejemplo: el protén y neutrén
estdn en el mismo multiplete, los piones (77, 7% 77) también, etc. El peso de los vectores
base, que es el que define a cada particula en cada multiplete, es la componente de isospin
I3 que es relacionado con la carga eléctrica y puede escribirse como I3 = —% + %, donde

Y es hipercarga definida como Y = B+ S. Por ejemplo I3|p) = 1|p) vy Is|n) = —1|n).

Por analogia con el momento angular, todas las particulas del multiplete son eigen-
vectores del operador I? correspondiente a un valor I(/ + 1). El ntimero de particulas
en el multiplet es 27 + 1. La introduccién del isospin permite considerar que las particu-
las de un multiplet son particulas idénticas, que , ademés de venir caracterizadas por su
funcién de onda orbital y su funcién de onda de spin, tinen una funcién de onda de isospin.

En fisica de particulas se distingue entre “particulas estables” que son las que decaen
por la interaccion débil y “resonancias” que son las particulas que decaen por la interaccién
fuerte. En el decaimiento de una particula se debe conservar siempre la energia y el
momento. Ello hace que el decaimiento de un fermién, con spin semi-entero, deba aparecer
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un numero impar de fermiones, mientras que el decimiento de un bosén deberan aparecer
un numero par de fermiones. También deben de conservarse siempre la carga eléctrica Q),
el niimero bariénico B, y en interacciones fuertes se conserva también la extraneza S e
isospin I.

En la naturaleza, los bariones y los mesones aparecen a muchas energias. Sin embar-
go, los valores del isospin e hipercarga no aparecen de forma arbitraria. Por ejemplo, si
consideramos bariones de spin 1/2 y paridad positiva J = 1/2", aparecen:

Los nucleones, protén y neutrén con Y = 1, I = 1/2, las particulas 3 con Y = 0,
I = 1, las particulas = con Y = —1, I = 1/2, y la particula A°, Y = 0, I = 0, que
corresponden a la representaciéon octete del grupo SU(3)

Ly

n P

14 -
by $9 AD r* _
- T {®) I 2 =

-1 1 !
-1y 2 3

o gD

* 14 -

Figura 5.1: Octuplete de bariones con J™ = 1/2%
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Del mismo modo si consideramos J = 3/2% aparecen las resonancias A con Y = 1,
I = 3/2, las resonancias ¥* con Y = 0, I = 1, las resonancias =" con Y = —1, [ = 1/2
v Qcon Y = —2, I = 0. Los nimeros cuanticos de estas particulas corresponden a la
representacion decuplete de SU(3).

i
y
A a° At At
- . 1+ - .
v bl T+
T ot T | * i ol
3 1 1 3
3 1o > b7 B
z =
o .1 .
PrLeh

Figura 5.2: Decuplete de bariones con J™ = 3/27"

Si consideramos las particulas con J = 1/2% encontramos a bajas energias solo una
resonancia A* con Y = 0, I = 0. Esta representacién corresponde al singlete de SU(3).
Del mismo modo, todas las demds resonancias de bariones pueden ser agrupadas como
singlete, decuplete u octuplete.

En los mesones con J = 0~ aparecen: los kaones K con Y =1, I = 1/2 y anti kaones
K conY = —1, [ =1/2, los piones con Y =0, [ = 1, la particula n con Y =0, [ = 0.

Asi mismo los mesones con J = 17, aparecen: las resonancias de los kaones K* con
Y =1,1=1/2y los anti-kaones con Y = =1, I =1/2, pcon Y =0, =1, w con Y =0,
1=0.

Por otro lado, el mesén ' con Y = 0, I = 0 y la particula ¢ con Y = 0, [ = 0
corresponden cada uno a un singlete.
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Figura 5.3: Octuplete de mesonones J™ = 0~

Este hecho lleva a considerar que los hadrones que aparecen en la naturaleza generan
representaciones irreducibles de un grupo de transformaciones SU(3), que contiene al
subgrupo SU(2) de las transformaciones de isospin y al subgrupo U(1) de transformaciones
generadas por la hipercarga. El grupos SU(3) tiene como generadores Y, I3, I, , 1y los
operadores U, U_, V., V_ que cambian el valor de isospin e hipercarga.

Sin embargo aunque con el grupo SU(3) podemos relacionar muchas propiedades de
los hadrones este es sélo un modelo que no explica porqué los bariones sélo aparecen en
las representaciones octete, decuplete y singlete, mientras que los mesones solo aparecen
en singlete y octiplete y no en otra forma.

5.2. Modelo de quarks

Alrededor de 1963 Gell-Mann postulé un modelo donde podrian clasificarse todos
los hadrones si se suponia la existencia de unas particulas méas elementales a las que
llamé quarks, que no se pueden encontrar individualmente y son junto con los leptones
los constituyentes fundamentales de la materia.

En un principio el modelo de quarks proponia solo tres tipos (’sabores’) u,d,s (up,
down, strange) de particulas y cada sabor podria tener uno de tres diferentes ’colores’
3. En esta manera se puede comprender mejor como es que los bariones y los mesones
tengan solo estas representaciones.

Nota 14. Los quarks se pueden combinar de distintas maneras sin importar el sabor, pero
st el color. Nunca podemos formar una combinacion de quarks con el mismo color. Un
hadron siempre es "blanco’ (sin color).

3No en el sentido convencional de la palabra, color se refiere a una carga fuerte.
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Figura 5.4: Octecte de mesones con J™ =1~

5.2.1. Bariones

Los tres sabores de los quarks forman la representacié fundamental de SU(3). Si
se considera que los bariones estan formados por tres quarks, el producto directo de
representaciones irreducibles fundamentales de SU(3):

(el ]el]=[T1]]e ol ] @

describe muy bien la clasificaciéon de todos los bariones, que aparecen en la forma de
octetes, decupletes y singletes.

5.2.2. Mesones

La antiparticula de un quark es el antiquark y tiene estados (sabores) @, d, 5, cuyos
nimeros cudnticos son los opuestos a los de u,d,s. Por lo tanto los estados de los antiquarks
generan la representacion fundamental conjugada descrita por el diagrama de Young [1,1].
En el modelo de quarks los mesones son sistemas quark-antiquark. Por lo tanto su niimero
bariénico es cero y si consideramos el producto directo de representaciones irreducibles
de SU(3), en este caso una fundamental con una fundamental conjugada se obtiene

D@H—_@

Obtenemos precisamente los multipletes de estas particulas.
Las propiedades de los quarks y antiquarks se muestran en la siguiente tabla
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Sabor I3 Q B Masa (MeV)
w 1/2 2/3 1/3 336
d  -1/2 -1/3 1/3 338
s 0 -1/3 1/3 540
o —1/2 -2/3 -1/3 336
d /2 1/3 -1/3 338
5 0 1/3 -1/3 540

Tabla 5. Propiedades de los quarks

5.3. Funciones de onda de los hadrones

Apartir de los valores de I3 e Y de los bariones, podemos inferir cudl es su contenido
en quarks. Por ejemplo podemos ver la siguiente tabla:

Mesones Quarks
Tt ud

vind wi, dd
m du

n wi, dd, s§
K+ us

K° ds

K° sd

K~ s

Tabla 5. Contenido de quarks en los mesones

Bariones Quarks
P wud
n udd
¥+ UUS
30 uds
> dds
A uds
=0 uss
=" dss
AT uuu
AT uud
AP udd
A~ ddd
Q §S8

Tabla 5. Contenido de quarks para los bariones

Los estados concretos de los hadrones generan representaciones irreducibles del grupo
SU(3). Por ejemplo; la particula X y A son combinaciones completamente simétricas de
u,d y s pero corresponden a distintos multipletes de isospin.

1
Y0 =2,1;1,0,0) = Syo3|uds) = —6(]uds> + |usd) + |dsu) + |dus) + |sud) + |sdu))

44



y para la particion [1,1,1]

1
A=12,1;1,0,0) = Size|uds) = —=(|uds) — |usd) + |dsu) — |dus) + |sud) — |sdu
V6

Posteriormente al encontrarse nuevas particulas que no podian ser explicadas con los
tres sabores ya definidos, el modelo de quark tuvo que extenderse e incluir nuevos quarks.
Actualmente se cree que existen seis sabores up,down,strange, charmed, top, bottom y sus
respectivos antiquarks. El hecho que se utilice SU(3) para describir las primeras particulas
encontradas sélo es una aproximacion para describir la simetria de sabor de la fuerza
nuclear fuerte, en el caso cuando se incluyen los tres nuevos quarks se extiende al estudio
SU(6) pero este modelo no conserva la simetria en el sentido que las masas de las particulas
que aparecen en los multipletes de isospin son muy diferentes.

5.4. Color

Aunque el modelo de quarks es una manera indirecta para describir la existencia
de particulas 'fundamentales’(quarks), sigue siendo sélo un modelo y dicho modelo si-
guié siendo visto con escepticismo hasta que en 1968 aparecieron las primeras evidencias
experimentales directas sobre la existencia de una estructura interna para el protéon. No
quiere decir que se hayan visto los quarks independientemente sino que los experimentos
senalan que el protén estd constituido por particulas mas pequenas.

El mismo ano en que aparecié el modelo de los quarks, Oscar Wallace Greenberg
propuso que los quarks no obedecen ni la estadistica de Fermi, ni la de Bose, sino una
paraestadistica en que se permitia a tres quarks idénticos ocupar un mismo estado. Una
alternativa, aparentemente independiente, fue publicada por Moo-Young Han y Yoichiro
Nambu en 1965. Esta consistia en asociar a los quarks una cualidad extra, que se deno-
miné color, que se puede considerar como una nueva carga de las partiuclas asociada a la
interaccién fuerte.

Segin este modelo existen tres colores, rojo, verde y azul. Los quarks estan dotados
de color y los antiquarks de anticolor. La suma de un color con su anticolor, asi como la
suma de los tres colores, da como resultado particulas sin color. Color y anticolor, asi co-
mo colores distintos, se atraen. Colores o anticolores iguales se repelen. El resultado: los
quarks tienden a agruparse, ya sea por pares quark-antiquark de un mismo color, forman-
do mesones sin color, ya sea por ternas de quarks de diferentes colores, formando bariones
incoloros. En resumen, el color de los hadrones es siempre cero. En 1966 Greenberg de-
mostré que el modelo del color era equivalente a su modelo de la paraestadistica, razon
por la cual algunos autores atribuyen a Greenberg la introduccién del color en la teoria
de los quarks.

El modelo del color resuelve elegantemente el problema de la estadistica, ya que nin-
guno de los quarks que forman un barién son idénticos, pues poseen distinto color. Los
colores introducidos al formalismo de los grupos agregan una nueva representacion de
SU(3). La fuerza entre los quarks es transmitida por los gluones. Los gluones intercam-
bian el color de los quarks. Con tres colores y tres anticolores se pueden lograr nueve
combinaciones; sin embargo, una de ellas recibe contribuciones iguales de rojo combinado
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con antirrojo, azul con antiazul y verde con antiverde, lo que da por resultado una mezcla
incolora. Las ocho combinaciones restantes generan el octete de gluones de color.

La introduccién del color tiene como consecuencia multiplicar el nimero de quarks
por tres. Sin embargo, la condicién de que los hadrones sean incoloros evita que aumente
el nimero de hadrones predichos, pues todas las combinaciones de quarks que contienen
color diferente de cero se eliminan. La inclusién del color daba una salida al problema de
la estadistica, y explicaba el origen de mas de ochenta hadrones conocidos entonces con
base en sélo tres quarks. Otra complicacion era justificar las reglas de interaccién entre
los quarks de colores, y dar una formulacién para el campo gluénico y esta es explicada
en la teoria de cromodinamica cuantica.
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Conclusiones

Con la ayuda del estudio de algunos conceptos de teoria de grupos que son muy im-
portantes en fisica para poder describir las simétrias de un sistema, pudimos entender
los resultados del trabajo publicado por Murray Gell-Mann a principio de los anos 60s
sobre la clasificacién y prediccion de particulas elementales. El cual consistia en proponer
los quarks como particulas mas elementales y al asociarlas con funciones base de la re-
presentacion fundamental del grupo SU(3). Cuando tomamos el producto tensorial entre
representaciones fundamentales obtenemos las funciones de onda de las particulas com-
puestas por quarks con las simetrias de determinadas representaciones de dimensiones
especificas en las cuales, el peso de sus funciones base quedan descritos en los diagramas
de peso. Se ha explicado a lo largo de esta tésis primeramente los conceptos necesarios
para poder entender las representaciones de grupo, se procedié primeramente a entender
que es un grupo, sus propiedades, que son las representaciones lineales de grupo, cuales
son las representaciones irreducibles, como se pueden asociar representaciones irreducibles
con diagramas de Young, las propiedades de simetria de los tensores asociados a dichos
diagramas. También fué necesario una introduccién a los grupos de Lie ya que los grupos
que estamos interesados en estudiar SU(2) y SU(3) son grupos de Lie, también fué im-
portante ver qué son los generadores de grupo y con ello poder explicar como es posible
simplificar el estudio de los grupos de Lie mediante su dlgebra de Lie. En los ultimos
dos capitulos de esta tesis, que corresponden al estudio de SU(3) y la clasificacién de
hadrones, se han explicado los detalles necesarios para entender como se construyen en
una manera practica las funciones base de las representaciones irreducibles que se obtie-
nen como el producto tensorial de tres representaciones fundamentales, para asi, poder
describir a los bariones en el diagrama de peso de dichas funciones. De igual manera el
producto tensorial de una representacién fundamental y una representaciéon fundamental
conjugada puede explicar la clasificacién de los mesones, compuestos por combinaciones
de quark-antiquark..
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Apendice A

Momento angular

Las componentes del momento angular en mecanica cuantica satisfacen las relaciones de

conmutacion
[Li, L;] = i€;jx Ly (1)

aqui €, es el simbolo de Levi-Civita. Definiremos el operador diferencial correspondiente
al cuadrado del momento angular

LP=L-L=L}+L;+L2 (2)
que es un operador escalar y satisface por tanto.
[L?, L]=0 i=1,23. (3)

Lo que implica que si consideremos el operador L como un operador hermitiano es posible
diagonalizar simultdneamente L, y L? lo que nos lleva a que estos operadores tienen
eigenvectores en comun con eigenvalores reales.

LA\, m) =m|\,m), L*\m)=A\m) (4)

Utilizaremos particularmente los operadores de subida y bajada para mostrar que el ei-
genvalor A = [(l 4+ 1) donde [ puede tomar valores semienteros positivos. Un operador de
subida L o bajada L_ se define como:

L,="L,+iL, L_=1L,—ilL, (5)
El operador L? escrito en términos de ellos queda
L? = %(L+L_ +L L)+ L?
A partir de las relaciones de conmutacién, encontramos que
(L., L] =+Ly, [L.,L-]=-L_, [Ly L ]=2L, (6)
Como L, y L* conmutan debido a (3)

LA(Ly|A,m)) = Ly (L*IX,m)) = ALy | A, m))
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Por lo tanto, L |\, m) y L_|\,m) todavia son eigenvectores de L? con eigenvalores \. Por
otro lado,
LZL+ - L+(Lz + :ﬂ.) (7)

Lo(Ly|A,m)) = Ly(L. +1)|A,m) = (m+1)(L|X,m)) (8)
Por lo tanto, L, |\, m) todavia es eigenvector de L, con eigenvalor m+ 1 por lo que L, ha
elevado el eigenvalor por 1 y por eso es llamado operador de subida. De manera similar
L_ baja los eigenvalores por 1y éste es llamado el operador de bajada.
Tomando los valores esperados y usando LI = L,, LL = L,,

(Am|L? = LN, m) = (A, m|Lg + LA, m) = |Ly| A, m)|* + [ Ly |\, m)[*
vemos que A —m? > 0 es decir m es acotado —\ < m < A. Sea [ el valor méas grande de
m. Luego L, |\, 1) =0, lo cual implica que L_L, |\, [) = 0. Como
L*=L_L,+ L, (L,+1)

encontramos que a partir de esta ecuacién tenemos

0= L Ly A D) = (L2 = L2 = L)\ = (A — 2 = )7, ])
por lo tanto

A=Il+1)>0
con [ no negativo. Ahora reetiquetamos los estados |\, m) = |l,m). Similarmente, sea !’
el més pequeno de los m. Entonces L_|l,1') = 0. A partir de
L>=L,L +L.(L,—1)

vemos que

0=L,L_|l,I')=(L*+ L. — LA)|,I)=\+1 =131

Esta ecuacién tiene dos soluciones I'=-1 y I'=I+1, pero esta ultima es imposible ya
porque 1 es el valor maximo.

Asil’ = —1 y m corre en pasos enteros desde —[ a +1, esto es, —I < m < [. Comenzando
desde |I,1) y aplicando L_ repetidas veces, alcanzaremos todos los otros estados |, m).
De manera que |l, m) forma una representacién irreducible; m varia y [ esta fijo. Entonces
usando las ecuaciones del algebra (6) de la nueva base y las expresiones de L? en términos
de L. y con los operadores (5) tenemos

L_Li|l,;m) =[l(l+1) —m(m + 1)|[l,m) = (I =m)(l +m +1)|l,m),

LiL_|l;m)=[l(l+1)—m(m—D]|l,m) = (+m)(l —m+ 1)|l,m). 9)
Ya que L, aumenta el valor de m a m + 1, el eigenvector resultante es proporcional a
|l, m 4+ 1). La normalizacién esta dada por:

Lyll,m) = /(L =m)(I +m+1)[l,m +1),
L_|l,m) =~/ +m)(I—m+1)|l,m—1). (10)
Finalmente, ya que m va desde —[ a +[ en pasos enteros, entonces hay 2/ + 1 estados
|l,m) por lo que [ es un entero positivo o la mitad de un entero positivo y escribimos
leZ*.
Observacién 12. La representacion estd determinada totalmente por el semientero [ y
estd clasificada por su dimension, que es 21 + 1.

49



Apendice B

Representaciones de SU(2)

El producto tensorial entre dos representaciones fundamentales de SU(2) estd dado por

_ ]
elJ=L1] &

en donde D representa un espacio 2-dimensional, en donde D(g) es una matriz 2® 2. He-
mos mencionamos que el producto tensorial genera una matriz de mayor dimension en este
caso la nueva matriz es 4 — dimensional. Representamos por m la matriz 2—dimensional
y por M la matriz resultante. Simbolicamente tenemos

m@m=M=_(M+M")+ (M- M")

1 1

2 2

Por lo que la matriz resultante del producto directo es suma directa de una matriz com-
pletamente simétrica y una completamente antisimétrica.

(2
(e

dos dimensional cuyos elementos son de la forma <

(% >
v ( v )
En el caso de la representacion cuyo diagrama es E|, la funcién base es I3 == (Y ®

=P ®Y)as = Vads — Vpda
Entonces pedimos que I} 5 = (DI)as

> que estd asociado a una representacion

g

o ), este se transforma como

Consideremos el vector base 1 = (

(6%
_6*

I = i = vieh)
= 5l + Bt = 00) = (0 = 1) (a6 + 0n)
= 50 +187)wad — vae) =
S

S

2

por lo tanto en esta representacion



Para la representacion totalmente simetrica las funciones base que describe el diagrama

son &y = Y191, & = %(151(2524—1/12(;51), &3 = 1a¢9. Despues de actuar con los elementos
de SU(2) se obtiene:

& = o) = () + ) (ady + Bs)
= Y11+ aB(Yigo + Vo) + By

1
& = ﬁ(wifbé + 1yh)
= L[(Oéwl + Ba) (" po — B 1) + (@™ hy — B™Yn) (agr + o))

V2
1

2 2 2
= EOO&' — |5 )(¢1¢2+¢2¢2)+ﬁ

§ = Yhoy = (g — (1) (" P2 — )
= &gty + @B Pahs — Bra Py + 31y

2

Batpady — \/§

*
B a1y
Como es de esperarse £ se transforma en modo lineal, entonces

& o \/Qaﬁ 3 &1
&)= —v26a aa” V26ar &2
gé 5*2 —ﬂﬁ*a* &*2 53

Esto define una representacion 3 dimensional del grupo SU(2).
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