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Introduccién

Sélo hay dos constantes en el Universo, su tamano y la estupidez humana. . .
v no estoy seguro de lo primero.
Albert Einstein

En los ultimos anos se ha incrementado el nimero de observaciones astronémicas
que nos llevan a aceptar que vivimos en un Universo casi plano con una componente
desconocida a la que llamamos energia oscura, la cual es la principal responsable de la
dindamica del Universo a gran escala. La herramienta para trabajar este tipo de pro-
blemas es la relatividad general desarrollada por Albert Einstein, y la solucién para
un Universo homogéneo e isotropico cuando asociamos un fluido perfecto al contenido
de materia es conocida como modelo de Friedmann-Robertson-Walker. La idea de un
Universo dominado por energia oscura es consecuencia directa de la convergencia de
datos obtenidos de manera independiente y constituye uno de los retos modernos de
la fisica fundamental. Entre un gran nimero de posibilidades que se tienen para de-
scribir esta componente de la energia oscura, la més simple y con mayor peso tedrico
es la constante cosmolégica A, la cual actua sobre las ecuaciones de campo de Einstein
como una fuente isotrépica y homogénea. Sin embargo, si la constante cosmoldgica es
nula o estd disminuyendo en el transcurso de la expansién, se necesita algo mas que
esté causando la aceleracion del Universo.

La siguiente aproximacién que nos permite construir un modelo para un universo en
expansion es trabajar con la idea de que la geometria estda acoplada de forma minima
con un campo escalar ¢, el cual no ha sido hallado ain y cuya dindmica esta determi-
nada bésicamente por su energia potencial V' (¢). Esta idea ha recibido mucha atencién
en anos anteriores y se ha realizado un esfuerzo considerable para entender su rol en la
dindmica del Universo [1]. Los campos escalares han sido utilizados en la solucién de
diversos problemas como el de la materia oscura, teoria de inflacién y teoria de unifi-
cacion, al mismo tiempo que se han propuesto varios tipos de acoplamiento del campo
con la geometria, asi como distintos potenciales del campo escalar y se han analizado
algunas de las consecuencias fisicas de estas elecciones. Las teorias con acoplamiento
no minimo surgen en el intento de construir la teoria de gravitacién consistente con
teorfa cudntica de campos en el espacio-tiempo curvado [2], asi como también en el
limite de energias bajas en teoria de cuerdas.
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Es por eso que en esta tesis vamos a analizar el caso del acoplamiento no minimo
entre la geometria y el campo escalar y como es posible generar modelos cosmolégicos
consistentes con FRW. En los primeros tres capitulos se trataran algunos temas impor-
tantes de la relatividad especial, general y la cosmologia respectivamente, los cuales son
necesarios para el seguimiento de este trabajo. En el capitulo 4 se hara una revisién de
la formulacién lagrangiana de la relatividad general, asi como el caso del acoplamien-
to minimo presentado por Ellis y Madsen [3]. Para finalizar se presentara el caso del
acoplamiento no minimo en donde empleamos una accion general con tres funciones
de acoplamiento, lo cual conduce a variaciones mas generales que las halladas en la
revision bibliografica de éste trabajo. Utilizando algunas propiedades fisicas deseadas
para nuestro Universo, se simlpifican dichas ecuaciones y se demuestra que es posible
hallar potenciales consistentes con nuestro actual modelo cosmolégico para el caso de
universo abierto y cerrado, y de forma particular se encuentra que para el caso de
un universo plano es posible tener un potencial constante. Para finalizar se escribe la
forma del escalar de curvatura para los casos presentados en el acoplamiento minimo.

VI



Capitulo

Relatividad Especial

El primer entendimiento que tuvieron los fisicos acerca de la teoria especial de la
relatividad fue mediante una aproximacion algebraica basada en las transformaciones
de Lorentz. En principio uno aprende a emplear dichas ecuaciones para convertir las
mediciones de un observador a otro, para verificar y entender fenémenos importantes
como son la dilatacion del tiempo y la contraccion del espacio, asi como para realizar los
calculos de conversién masa-energia siempre y cuando no exista una aceleracion entre
ambos. Este punto de vista puramente algebraico empezd a cambiar aproximadamente
4 anos después de que Einstein propusiera su teoria, fue el mateméatico aleman Hermann
Minkowski quien senalé que todos los eventos pueden ser localizados en un espacio de
cuatro dimensiones al que ahora llamamos espacio-tiempo. Esto puede tomarse como
el principio del punto de vista geométrico, el cual finalizé en la teoria general de la
relatividad desarrollada entre 1914 y 1916.

1.1. Principios basicos de relatividad especial

La relatividad especial puede ser deducida a partir de dos postulados fundamen-
tales:

1. Principio de relatividad (Galileo): No existe un experimento para medir la ve-
locidad absoluta de un observador, el resultado de cualquier experimento desa-
rrollado por un obervador no depende de su velocidad relativa al respecto de
otros observadores que no estén involucrados en el experimento.

2. La velocidad de la luz es constante (Einstein): La velocidad de la luz en el vacio
al respecto de cualquier observador no acelerado es la misma sin importar el
movimiento de la fuente .

1La velocidad de la luz en el vacio es aproximadamente 300,000 km/s
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Recordemos que al hablar de un observador no nos referimos a una persona que
ve un acontecimiento, sino a un sistema coordenado al que podemos denominar como
inercial si cumple las propiedades:

1. La distancia entre los puntos P (z1,y1,21) y @ (2,¥2, 22) es independiente del
tiempo.

2. Los relojes colocados en diferentes puntos estén sincronizados y corren a la misma
velocidad.

3. La geometria del espacio a un tiempo ¢ constante es Euclidiana.

Decimos que una observacion es el hecho de asignar cuatro coordenadas al evento
a fin de poder localizarlo, y como un apoyo para comprender la relatividad especial
podemos usar los diagramas de espacio-tiempo (fig. 1.1). Un evento es un punto que
se encuentra en dicho diagrama con una posicién y tiempo fijo (Z,t), mientras que
una linea de mundo es una relacién de la forma Z = Z(t), la cual describe completa-
mente el comportamiento de una particula. Al hablar de espacio-tiempo, necesitamos
utilizar cuatro coordenadas para localizar al evento y vamos a seguir la notacién z¢,
con a = 0,1,2,3 para referirnos a las distintas entradas (¢, z, y, z) siguiendo siempre
el mismo orden. Un punto que debe mencionarse es que al hablar de las posiciones en
el espacio usaremos las letras latinas z%, mientras que al hablar de espacio y tiempo
emplearemos letras griegas x®. Para el seguimiento de esta tesis vamos a usar la no-
tacién en donde ¢ tiene un valor igual a uno.

Tipo t

espacio
p T

Futuro .
Particula en

movimiento

Cono de Luz
—

Tipo tiempo
s

Presente / X

Pasado

Figura 1.1: Diagrama de la estructura causal del espacio-tiempo en relatividad especial,
asi como las trayectorias que se pueden dar dentro del cono de luz del observador.

Considerando en lo sucesivo a O y O como los sistemas de referencia en reposo y
movimiento respectivamente, y la velocidad de la luz igual a uno, podemos tomar dos
eventos E'y P asi que la diferencia entre sus coordenadas en el sistema O debe satisfac-
er ds® = Ax? + Ay? + Az — At?, y por el segundo postulado de la relatividad especial
en el sistema O tenemos ds? = AZ? + Ag? + Az2 — A2 = 0. Notamos que la longitud
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del segmento no siempre serd positiva, puede ser negativa e incluso igual a cero (esto
quiere decir que la “distancia” que recorre la particula en el espacio y el tiempo es la
misma) y llamamos a un intervalo tipo espacio si As® > 0, tipo tiempo si As? < 0
y nulo si As? = 0. Por otro lado, ya que la velocidad de la luz es una constante las
diferencias entre las coordenadas para dos observadores deben satisfacer As? = A3?, y
éste es posiblemente el teorema mas importante de la relatividad especial, el cual nos
dice que el intervalo entre dos eventos del espacio-tiempo para observadores inerciales
diferentes debe ser el mismo.

Para comenzar el estudio de la relatividad especial vamos a partir de las ecuaciones
que nos permiten pasar de un sistema de coordenadas a otro mediante procesos alge-
braicos. Estas ecuaciones son llamadas transformaciones de Lorentz en honor al fisico
holandés Hendrik Antoon Lorentz el cual fué el primero en trabajar con ellas, aunque
sin entender de forma completa la fisica que contenian. La principal caracteristica es
que se trata de transformaciones lineales que dependen uUnicamente de la velocidad
relativa v entre los dos sistemas, y si tomamos que que el movimiento relativo entre
dos observadores se da a lo largo del eje x obtenemos las siguientes relaciones

~ t VT - —ut z - ~
t:\/l—UQ_\/l—v?’ x:\/l—v2+\/1—v27 =1y, ==z (11)
Existen dos resultados importantes en relatividad especial que son deducidos a
partir de las transformaciones de Lorentz y fueron las primeras predicciones acerca de
lo diferente que es la naturaleza cuando se adquieren velocidades cercanas a la de la
luz: a) la contraccién de Lorentz, la cual nos dice que la longitud espacial de un objeto
medida por un observador que se encuentra en movimiento sera menor que la hallada
por un obervador que se encuentra en reposo al respecto del objeto. b) la dilatacién
del tiempo, esto significa que los intervalos de tiempo registrados por un obervador en
movimiento serdn menores que los obtenidos por un obervador en reposo.

- - At
AL =ALVI—0? Ao 2t
! V1—?

(1.2)

1.2. Analisis vectorial y tensorial

Definimos un vector como aquel objeto cuyas componentes se transforman como
coordenadas, asi que podemos expresarlo con la ayuda de notacién de Einstein como
T = z%€,, en donde z% son las componentes del vector y €, se refieren a los vec-
tores base ¢, = (1,0,0,0), €1 = (0,1,0,0), etc. Si queremos escribirlo en otra base,
usamos V& = A% 3 V5 en donde A% 5 se refiere a la matriz de cambio de coordenadas
A% 5 = 0x%/0xP, mientras que para los vectores de la base empleamos é; = A? ; €5,
siendo AP 5 & la matriz inversa. Definimos el producto punto como A.-B=AB° Mo,
en donde los nimeros 7,4 son llamados los componentes del tensor métrico de Minkows-
ki, con 7,5 = diag (-1,1,1,1).




CAPITULO 1. RELATIVIDAD ESPECIAL

Por otro lado, un vector muy importante en relatividad especial es la 4-velocidad
de una particula U® = dz®/dr, en donde 7 es el tiempo propio, ya que nos decribe
como se mueve ésta en el espacio-tiempo. En mecéanica clasica el vector velocidad es
tangente a la trayectoria de la particula, mientras que en relatividad especial definimos
la 4-velocidad U como un vector tangente a la linea de mundo y de longitud unitaria.
Un objeto que se encuentre acelerado no puede tener un sistema de referencia inercial
para todo tiempo, lo que se puede hacer es definir un sistema de referencia que posea
la misma velocidad que la particula pero sélo un instante de tiempo: el sistema de ref-
erencia momentaneamente comévil (SRMC). En este sistema la velocidad es paralela
al vector base €y, y definimos el 4-momento como p = mU en donde m es la masa
de la particula medida en reposo. Se acostumbra escribir las componentes de la forma
p— (E,p',p?, p®), en donde llamamos a p° la energfa de la particula en el sistema O.

Vamos ahora a definir un tensor de la forma ( ](3,) como una funcién que toma N
vectores y entrega un escalar, siendo lineal en cada una de las entradas. Notemos
que la definicion no menciona a las componentes del vector, por lo que un tensor
debe ser una regla que otorga el mismo nimero independientemente del sistema de
referencia que se esté utilizando. El tensor métrico se escribe como g(/f, é) =A-B ,
en donde g(, ) es una funcién que toma dos argumentos y es lineal en cada uno de
ellos. Un tensor de tipo (?) es llamado 1-formana y una propiedad importante es que
si aplicamos la 1-forma a un vector obtenemos un niimero real y podemos escribirlo
como ]5(/_1') = p(A¥e,) = A*p(e,) = A%p,, donde usamos la propiedad de linealidad
que presentan los tensores. Las componentes de p en la base {€3} son

Pg Eﬁ(é};) = ﬁ(Aaﬁga) = Aaﬁﬁ(ga) = Aaﬁpaa (13)
y si comparamos ésta ecuacion con €; = A% ;€,, podemos ver que las 1-formas se
transforman de la misma forma que los vectores base y de manera inversa a las com-
ponentes de los vectores. Dado que el conjunto de 1-formas es un espacio vectorial,
podemos usar cualquier conjunto de cuatro 1-formas como base (las 1-formas al igual
que los vectores son linealmente independientes) y llamamos a éste espacio cotangente
o0 dual, y se define como

PA) = pa™(A) = paa™(APEy) = pPA"GR(E), (1.4)

y para que esto se cumpla para todo A? y toda p., es necesario que se satisfaga
w*(€z) = 0% 5. Es importante senalar dos puntos, uno es que la ecuacién (1.4) define
a las bases {&®} en términos de {€3}, es decir los vectores bases inducen una tnica y
conveniente base de las 1-formas. El segundo punto es que al mismo tiempo que pode-
mos describir a los vectores y las 1-formas dando un conjunto de cuatro componentes,
su significado geométrico es muy diferente. Hay que recordar que las componentes no
dicen sélo una parte de la historia, asi que necesitamos conocer los vectores base para

tener el resto de la informacion.
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Los tensores del tipo (g) son aquellos que poseen dos vectores como argumento
como es el caso del ya mencionado tensor métrico, y se forman como el producto de
dos 1-formas aplicadas cada una a un vector. Si p y ¢ son 1-formas aplicadas a A y
B respectivamente, tenemos que p ® ¢ es un tensor de tipo (g) con la propiedad de
que el producto entre tensores no conmuta, por lo tanto p ® ¢ y ¢ ® p son tensores

diferentes, ya que el primer valor es j (A) §(B) mientras el segundo es §(A) 7 (B).
M

N), el cual es una funcién lineal de M 1-formas y

Por otra parte tenemos al tensor (
N vectores a los nimeros reales.

Para finalizar este apartado vamos a describir como se relacionan los vectores con
las 1-formas. De la misma manera que la métrica mapea a un vector V' en una 1-

~ . - N : N—1
forma V', también puede hacer una relaciéon entre un tensor ( M) a uno tipo ( N +1)' De
N+1

.. . N .
forma similar, la inversa mapea un tensor de la forma ( M) en uno ( N_1>, por ejemplo,
suponiendo que tenemos un tensor de tipo (;), podemos escribir sus componentes como
o _ ap ap : 2 4
T 5, = gg, T -, donde T" , son las componentes de un tensor tipo (1> También

. . 0
. . e} Qi -
podemos expresarlo como T 3, = g** T3, siendo en este caso un tensor tipo <3) A
estas operaciones se las llama “subir” y “bajar” los indices del tensor y son en realidad
mapeos generados por la métrica.

1.3. Fluido perfecto en relatividad especial

En muchas situaciones astrofisicas la fuente del potencial gravitacional puede ser
tomada como un fluido perfecto para una primera aproximacién. Al hablar de fluidos
nos referimos a un continuo, el cual es una coleccion de particulas tan grande que
no puede seguirse la dinamica de cada componente por lo que se trabaja con valores
promedio tales como el numero de particulas por unidad de volumen, presién, tempe-
ratura, etc. En las situaciones en donde las propiedades pueden cambiar de un punto
a otro se acostumbra descomponer al fluido en elementos de tamano tal que sean lo
suficientemente grandes para que el comportamiento individual de particulas no afecte,
y a la vez tan pequenos para que las propiedades que presentan las particulas dentro
de cada elemento sean las mismas. La aproximacién del continuo asigna a cada ele-
mento del fluido un valor especifico, es decir, a cada punto del espacio le corresponde
un valor definido por la superposicion de varios campos. Un fluido perfecto es definido
como aquel que posee fuerza anti-deslizamiento igual a cero y cuya tunica fuerza de
interaccién entre los elementos es la debida a la presién.

Vamos a comenzar nuestra descripcion relativista de un fluido por medio de su caso
mas simple: el polvo. El polvo es definido como una colecciéon de particulas tal que
cada una se encuentra en reposo dentro de algin sistema de referencia. Para conocer
el ntmero de particulas por unidad de volumen, Unicamente contamos las particulas
y las dividimos por el volumen que ocupan. En caso de que la distribucion sea de
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forma irregular, definimos a n como la densidad numérica en el SRMC del elemento,
y de entrada podemos ver que n puede estar dada en funcién de las z¢, pero no del
tiempo ya que nos encontramos en un sistema de referencia en reposo. Ahora bien, si
nos cambiamos a cualquier sistema inercial que no esté en reposo, el mismo niimero de
particulas ocupard ahora un volumen diferente. Supongamos que al principio estaban
contenidas en un volumen de tamano Ax Ay Az, debido a la contraccién de Lorentz
el volumen se reducird a v/1 — v? Az Ay Az en caso de moverse unicamente a lo largo
de un eje, entonces el nuevo nimero de particulas por unidad de volumen serd

L (1.5)
V-2

En caso de que las particulas estén en movimiento también podemos preguntarnos
. Cuantas de esas se mueven en cierta direccion? Para responder tomamos la definicién
de flujo: el flujo a través de una superficie es la cantidad de particulas que atraviezan
una unidad de drea por unidad de tiempo. En el sistema O, supéngase que las particulas
se mueven con velocidad v en la direccién x, por simplicidad vamos a considerar a la

superficie 3 perpendicular al eje x, por lo que el flujo vienen dado por

nv*

(flujo)® = Vi

y consideremos al vector N definido por N =nU , en donde U es la 4-velocidad de
las particulas. En un sistema O en el cual las particulas tienen velocidad (v*, v¥, v¥)

tenemos
- n nuv nvY nv*®

N — 5 , , , . 1.7

O<\/1—v2 V1—02"y/1 -2 \/1—7)2) (1.7)

Ademas de considerar el nimero de particulas existentes en un volumen de fluido,
debemos tomar en cuenta el momento y la energia ya que seran la fuente del potencial
gravitacional en el estudio de la relatividad general. Para hacer esto asumimos por
simplicidad que todas las particulas tienen masa en reposo m. En un SRMC la energia
de cada particula es m y el nimero por unidad de volumen es n, por lo tanto la
energia por unidad de volumen es mn y la denotamos generalmente como p. En fluidos
mas generales donde existen velocidades aleatorias de particulas y por lo tanto energia
cinética debido al movimiento, ésto no sera védlido. En un sistema O en el cual las
particulas no estan en reposo definimos la densidad de energia como

(1.6)

x

p

e (1.8)

ﬁ =

Esta transformacion involucra dos factores de (1 —v?)/2 = A%, ya que el volumen

y la energia se transforman como componentes de vectores. Sin embargo, es imposible

representar la densidad de energia como componente de un vector, ya que es la com-

ponente de un tensor de rango (g) Podemos definir al tensor de energia-momento T
por medio de sus componentes en algin sistema de referencia arbitrario

6
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T (w0, w’) = T, (1.9)

como el flujo del a-momento a través de la superficie 2 = cte. Si consideramos que
T esta definido como el flujo del 0-momento a través de la superficie t = cte, ésta es
la densidad de energfa. De manera similar T es el flujo de la energia a través de la
superficie 2t = cte, asf como T™ es el flujo del i-momento sobre la superficie t = cte.
Se cumple que para cualquier sistema en particular, dando las componentes de T en
algin sistema de referencia lo definimos de forma completa.

Para el caso del polvo los componentes de T en el SRMC son particularmente
sencillos, ya que al no existir movimiento de las particulas todos los momentos son
cero al igual que los flujos espaciales. Sin embargo (T%)sgyc = p = mn, y podemos
ver que tiene los mismos componentes que el tensor p'® N en el SRMC, en donde
p= mU es el 4-momento de una particula. Por lo tanto podemos concluir que

T = pU*U”, (1.10)
y en el sistema O en donde U— (ﬁ, %, ) tenemos

T = pUU% = p/(1 —v?),
10— U U = put/(1 - 02),
T = pU 0P = pui/(1 - 0?),
T =pU'UI = pvievd /(1 —v?),

(1.11)

que es exactamente lo que queriamos calcular desde un principio para la densidad de
energia, el flujo de energia, la densidad de momento y el flujo del momento. Dado que
T representa la energia y el momento contenido en el fluido, existe una manera de us-
arlo para expresar la ley de conservacion de energia y momento. Puede ser demostrado
[9] que la conservacién de la energia se expresa de la forma T o = 0, mientras que la
conservacién general de momento se escribe como T®? o = 0. Esto implica que el cam-
bio de energia y momento en el 3-volumen es debido al flujo que atravieza las fronteras.

Para finalizar, vamos a hablar de un fluido perfecto ya que es el tema de interés. En
relatividad especial, un fluido perfecto se define como aquel que no posee viscosidad
ni conduccion de calor en el SRMC, es una generalizacion del “gas ideal” usado en
termodinamica. Después del polvo, es el tipo mas simple de fluido con el que se puede
trabajar y se debe a dos restricciones que simplifican al tensor de energia-momento

1. No son conductores de calor. De la definicion de T, uno puede observar que
T% = T = 0, es decir la energia puede fluir sélo si las particulas lo hacen.

2. No presentan viscosidad. La viscosidad es una fuerza paralela a la superficie de
contacto entre las particulas, por lo tanto las fuerzas seran siempre perpendicu-
lares a dicha interfaz, es decir T* serd igual a cero a excepciéon que ¢ = j. Esto
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significa que T serd una matriz diagonal ademds de ser diagonalizable en todos
los SRMC. La tinica matriz que cumple con estas condiciones viene dada como
un multiplo de la identidad, por lo tanto una superficie x =cte, serd atravezada
unicamente si la fuerza se da a lo largo del eje x, lo mismo para y y para z.
Dichas fuerzas por unidad de drea son iguales y las llamamos presiones asi que
T = po. En el SRMC el tensor T tiene componentes dadas por

p 0 0 0
0 00
af — p
(T*") 00 p 0 (1.12)
0 0 0 p
v no es dificil demostrar que se puede escribir como
T = (p+p) U U’ +pn™” (1.13)

Comparando con el tensor de energia-momento para el plovo T = p'® N , nos damos
cuenta que el polvo es un caso especial de fluido perfecto libre de presion, éste proviene
de las velocidades aleatorias que tiene cada particula.

Las ecuaciones de conservacién se escriben de la forma T*?, 5 = [(p + p) U* U +
pn®¥],5=0. Si asumimos de entrada que (nU?),5= 0 (esto significa que el cambio en
el nimero de particulas dentro de un 3-volumen ocurre debido al flujo de particulas a
través de las fronteras), podemos escribir al primer término como

p+p
n

[(p+p)U“Uﬂ},g:nUﬁ( U“),ﬁ (1.14)

v después de una serie de pasos algebraicos obtenemos finalmente

WU U, (%Ua)ﬁ ) (1.15)

en donde el término ps UP es la derivada de p a lo largo de la linea de mundo del
elemento del fluido dp/dr.




Capitulo

Relatividad General

La teoria de la relatividad especial surgié como un intento de unificar las fuerzas
electromagnéticas con las leyes de la mecanica Newtoniana, sin embargo, existe otra
fuerza en la naturaleza cuya descripciéon no podia ser explicada sin aceptar las acciones
instantaneas a distancia, ésta es la gravedad. Por lo tanto, era necesario crear una
teoria relativista de la gravedad que incluyera por una parte la teoria de Newton en el
limite de las velocidades pequenas, asi como también la relatividad especial en el caso
de campos débiles. La Teoria general de la relatividad es una teoria del campo gravita-
torio y de los sistemas de referencia generales publicada por Albert Einstein entre 1915
y 1916, el nombre se debe a que generaliza a la teorfa especial de la relatividad para el
caso en el que los observadores se encuentran acelerados. Una de las aplicaciones que
ha tenido dicha teoria es la que permitié fundar el campo de la cosmologia, que como
veremos mas adelante, es el tema central de éste trabajo.

2.1. Introducciéon a la curvatura

Una propiedad importante de los sistemas inerciales es que mientras al respecto de
ellos no actie una fuerza sobre las particulas éstas permaneceran en reposo. Tomando
en cuenta lo anterior, podemos ver que la gravedad a diferencia de otras fuerzas actia
sobre todos los cuerpos sin importar su composicién. Mientras que para el campo elec-
tromagnético y las interacciones “débiles” y “fuertes” se pueden construir trayectorias
para particulas no afectadas por éstas fuerzas, para el caso del campo gravitacional ésto
no es posible ya que no existen particulas libres. Lo que podemos tener es un sistema
en el cual las particulas libres de otras fuerzas poseen una velocidad uniforme, éste
se encuentra cayendo libremente en el campo gravitacional por lo que todas se estan
acelerando de la misma forma (al menos para velocidades bajas). Este es el principio
de equivalencia que existe entre la gravedad y la aceleracién y es una piedra angular
para nuestra nueva teoria. Hablando en terminologia moderna, lo que hemos estado
definiendo hasta el momento es llamado el principio de equivalencia “débil” ya que
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se refiere inicamente a la gravedad, mas tarde emplearemos el principio de equivalen-
cia “fuerte” el cual nos dice que localmente se puede conocer el comportamiento de
las otras fuerzas en un campo gravitacional postulando que sus leyes tienen la misma
forma que en relatividad especial, es decir, en donde no existen campos gravitacionales.

En la Tierra no existe un sistema inercial global ya que las particulas libres caen en
diferentes direcciones dependiendo en que parte se encuentran, pero podemos construir
sistemas inerciales locales andlogos a los SRMC de los fluidos en relatividad especial.
En éste caso, el sistema solo es inercial en una pequena regién en un tiempo muy corto,
su tamano depende de la magnitud de las perturbaciones del campo gravitacional y de
la sensibilidad del experimento que se realize para detectarlas. Hasta el momento, las
lineas de mundo de particulas libres han sido nuestra prueba de que se pueden con-
struir sistemas inerciales, y en relatividad especial las lineas de mundo que comienzan
siendo paralelas los seguiran siendo sin importar que tan lejos las extendemos. Esta
es exactamente la propiedad que poseen las rectas en la geometria Fuclidiana, por lo
tanto parece natural discutir la geometria del espacio-tiempo como aquella definida por
las lineas de mundo de particulas libres. En estos términos el espacio de Minkowski es
un espacio plano ya que obedece a los axiomas de paralelismo de Euclides, sin embargo
no es del todo un espacio Fuclidiano ya que la métrica es diferente.

Generalmente en un campo gravitacional no uniforme, las lineas de mundo que
comienzan paralelas no terminan de la misma forma. Por ejemplo, si trazamos dos
curvas no cerradas sobre la superficie de una esfera que no sean paralelas tarde o tem-
prano terminaran por intersecarse. Sin embargo, si nos concentramos en una pequena
regién la podemos manejar como si se tratara de un espacio plano y podemos decir
que la esfera es localmente plana, pero las curvas que localmente son rectas (llamadas
geodésicas) no siempre lo seran. El avance importante de Einstein fue ver la simili-
tud entre los espacios Riemannianos y la gravitacién: identificé las trayectorias de las
particulas que caen en forma libre con las geodésicas de una geometria curva.

2.2. Variedades

Béasicamente podemos decir que una variedad es un espacio continuo que de manera
local se ve como un espacio Euclidiano, pero de manera global puede mostrar carac-
teristicas diferentes. De forma mas rigurosa, una variedad es cualquier conjunto que
puede ser parametrizado de forma continua, en donde el nimero de parametros inde-
pendientes es la dimension de la variedad y los parametros en si son sus coordenadas.
A partir de ahora vamos a considerar variedades diferenciables, es decir, espacios que
son continuos y diferenciables. La mayor parte de las variedades que se usan en la fisica
son diferenciables casi en todos los puntos, ésto significa que podemos definir un espa-
cio vectorial para cada punto de nuestra variedad, y por lo tanto también definimos
1-formas y vectores como lo hicimos anteriormente. Usando las definiciones anteriores

podemos construir todo el conjunto de tensores de rango (%
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Hasta el momento no hemos introducido la métrica en el andlisis de la variedad
y en nuestro caso ésto es fundamental ya que contiene informacién acerca de las lon-
gitudes y los tiempos medidos. Decimos que una variedad diferenciable en la cual un
campo tensorial g de rango (g) ha sido elegido para actuar como la métrica en cada
punto es llamada variedad Riemanniana. Estrictamente hablando, la variedad es Rie-
manniana si la métrica es definida positiva g(‘?, 17) > 0 para todo V # 0. La variedad
diferenciable es una coleccién amorfa de puntos organizados como puntos en el espacio
Euclidiano, pero sin tener una relaciéon de distancia ni una forma especifica.

Como hemos dicho anteriormente, la métrica nos entrega un mapeo entre los vec-
tores y las 1-formas para cada punto. Dado un campo vectorial ‘7(73) (en donde P es
un punto cualquiera que pertenece a nuestra variedad), existe tinicamente un campo
de 1-formas que entrega V(P) = g (\7(77), - ). Los componentes de g son llamados gags,
mientras los componentes de la matriz inversa son llamados ¢*?. La métrica permite
subir y bajar indices de la misma forma que lo haciamos en la relatividad especial

Vo = gag V7. (2.1)

Dado que nuestro interés de estudio son las variedades con curvatura en general,
debemos tomar en cuenta todos los sistemas coordenados que pueden aparecer. En
el caso de relatividad especial estudiamos sistemas de Lorentz ya que éstos tenian la
propiedad de ser globales, pero como la gravedad nos impide que existan tales sistemas
en relatividad general la tinica restriccion es que las transformaciones de coordenadas
sean no singulares. Como la matriz g, es simétrica por definicién, podemos tomar un
teorema del algebra lineal que nos dice que siempre se puede hallar una transformacion
que lleve una matriz simétrica a una de forma diagonal con componentes 1, -1 6 0, en
donde el niimero en entradas +1 y -1 es igual al nimero de eigenvalores positivos y
negativos. Asi que si elegimos g con la signatura (-,+,+,+) siempre se podra hallar en
un punto dado una transformacion que lleva la métrica g a la métrica de Minkowski

Jap(2") = Nag + 0[(2")7], (2.2)

y podemos reescribir (2.2) de forma més precisa como:

Gap (P) = 1nag, paratodo o, f3 (2.3)
gjﬂ gop (P) = 0, paratodoa, (3,7, (2.4)

82
9 g o8 (P)# 0 (2.5)

para algunos valores de «, f y~ si la variedad no es completamente plana. Por la
ausencia de términos de primer derivada (2.4) de la métrica de un espacio-tiempo cur-
vo sabemos que las particulas se estan moviendo sobre trayectorias que localmente son
rectas en este sistema coordenado.
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2.3. Calculo tensorial

En relatividad especial cuando derivamos vectores en un sistema cartesiano nos
preocupamos unicamente en las componentes, ya que el espacio es plano y los vectores
que forman la base permanecen constantes. En relatividad general hablamos de espacios
mas generales en donde la curvatura juega un papel importante ya que modifica la
direccién de los vectores base. Tomando un vector V = V@ €., cuando lo derivamos
con respecto a una variable hallamos

ov _ove 0
orP P Ca 0xP’

y el tltimo término de (2.6) es de gran importancia dado que 9¢, /02° para o constante
es en si mismo un vector. Introducimos I'* ,3 para denotar los coeficientes

+V (2.6)

deén

oxf
en donde « nos dice que vector base serd diferenciado, # nos da la coordenada al
respecto de la cual vamos a derivar y pu denota la componente del vector resultante.
Estos son muy usados en la teoria general de la relatividad y los llamamos Simbolos
de Christoffel en honor al matematico aleman Elwin Bruno Christoffel. Usando la
definicién del simbolo de Christoffel podemos ver que (2.6) se transforma en

¥ o3 €0, (2.7)

oV ove

A > arp 2

8xﬂ = 81‘6 €a T ver af €u; (28)
y después de una serie de pasos algebraicos y renombrando la derivada parcial 9 V< /9z”
podemos escribir las componentes de este vector como

Vﬁ Ve=y« B = Ve B + Ve eE (29)
Si tomamos un tensor tensor tipo (’;), aplicando el mismo procedimiento obtenemos

un tensor tipo (lfl) y usando notacion de indices escribimos el campo tensorial resul-
tante de la accién de V sobre T como V, T, . Este campo tensorial es llamado
derivada covariante de ‘7, y comunmente se escribe como VV. Dado que un escalar
¢ no depende de los vectores base, su derivada chb es igual a su derivada covariante
V¢. Para calcular la derivada de una 1-forma, usamos la propiedad que una 1-forma
y un vector entregan siempre un escalar. Entonces, si p es una 1-forma y V un vector

arbitrario (p,V’) es un escalar. En un sistema arbitrario de coordenadas escribimos
¢ = pa V<, ast que por la regla de la cadena, Vg ¢ es

o .o OV
Vb =du= 55Vt pay 5.

Usando (2.9) podemos despejar 9V®/92° y después de renombrar indices mudos
en el término que contiene el simbolo de Christoffel, llegamos a

(2.10)
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Ipa a o
Vﬁ(b = (&L’B _pul—waﬁ) VE+po V 8 (211)

en donde el término entre paréntesis es la derivada covariante de p

Paip = Pap = I ap Dy (2.12)
Finalmente podemos reescribir (2.11) como

vﬁ(pava) = Pa;3 Ve + Pa Ve B (213)

al igual que
Vil = Twps =TT s — Tua T g,
VgAY = A" 5+ A TH 5+ AT 48,
V5BHV = B* Vﬁ—FBal,Fuaﬁ - B* ¢ v3- (214)

Vamos a recordar que en coordenadas cartesianas V es la derivada de las compo-
nentes, esto significa que si V' es un vector arbitrario

Vag =Nap V" 5= Vaig = 90 V" 15, (2.15)

s

y dado que la métrica nos permite escribir a un vector en cualquier sistema como
Vi, = gapu V*, podemos tomar la derivada covariante 3 al respecto de x”

Va B8 = Gap:p VE 4+ Gap % 38 (216)

y comparando con (2.15) tenemos que en todos los sistemas coordenados

Gopsp = 0- (2.17)

En coordenadas Cartesianas escribimos

Yop:8 = Yop 8 = Nop,s = 0, (2.18)

como una identidad trivial, pero para otros sistemas de coordenadas si usamos V, T,z

9opsu = G — 1" ap gup = I gy gaw = 0. (2.19)

Para finalizar, vamos a calcular los simbolos de Christoffel a partir de la métrica.
Observando (2.19) nos daremos cuenta que podemos usarla para determinar goz , en
términos de I'* 5. Si seguimos el camino en el otro sentido, podemos obetener I'* ;3
partiendo de g,g. Para lograrlo debemos tomar en cuenta que para cualquier sistema
coordenado I'* .3 = I'* 4,, es decir, podemos invertir (2.19) haciendo algo de élgebra.
Escribimos las tres versiones con diferente permutacién de indices
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Gap,pn = g ap JvB +1I B Gow
Gap.p = g af Gvp +1I B Gow (220)
~98u.0 = 1" pa Gup =T o G-

Agrupamos términos y usando la simetria de g, 9,3 = g3, llegamos finalmente a

1 (e}
gy = 2 9" (9o T Gou,6 — 9pp,0)s (2.21)

la cual es la expresion de los simbolos de Christoffel en términos de las derivadas
parciales de los componentes de g¢.

2.4. Transporte paralelo, geodésicas y curvatura

Hasta ahora, hemos desarrollado la matemética de las variedades partiendo del he-
cho que podemos tener un espacio plano al menos de manera local sin considerar la
curvatura de forma explicita. Ha llegado el momento de dar una definicién més precisa
de la curvatura, y para comenzar tenemos que distinguir entre la curvatura intrinseca
y extrinseca, siendo la primera la que realmente nos interesa. Decimos que la geometria
intrinseca de una variedad n-dimensional sélo considera la relacién que existe entre los
puntos de las curvas que pertenecen a la variedad, mientras que la geometria extrinseca
aparece cuando estudiamos a la superficie desde un espacio de mayor dimension.

Al hablar del transporte paralelo que podemos tener sobre cualquier curva ya sea
abierta o cerrada, vamos a empezar por considerar un vector V en el punto x*, después
generamos un campo vectorial a lo largo de una curva de tal forma que los vectores
V(z") y V(2" + da*) sean paralelos y de igual longitud. Si repetimos los pasos hasta
cubrir toda la trayectoria, decimos que el vector ha sido transportado de forma paralela
a lo largo de dicha curva (fig 2.1).

-
s

Figura 2.1: Transporte paralelo de un vector v* alrededor de una curva cerrada sobre
la superfice de una esfera. En este caso se puede observar como el vector regresa al
punto inicial después de haber rotado 90°
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Entonces, en un sistema de coordenadas que es inercial en P los componentes de
V' deben ser constantes a lo largo de tal curva

ave

o 0en P, (2.22)
y por lo tanto podemos escribirlo como:
ave
o UPVe 3=UV*3=0en P, (2.23)

en donde U = % es un vector tangente a la curva (no necesariamente normalizado) y
A es un pardametro a lo largo de ella. Notemos que la primer igualdad es la definicién
de derivada de una funcién (en este caso V<) a lo largo de la curva, la segunda parte se
obtiene por el hecho que I'* ,, = 0 en P para estas coordenadas y la tercera expresion
es un invariante y por lo tanto tiene validez en cualquier base, por lo que podemos
tomarla como la definicién del transporte paralelo de Valo largo de U.

Uf’va;ﬁzo@jkx?:vﬁvzo. (2.24)
Recordando que en la geometria de Eculides dos lineas rectas que son paralelas lo
seguirdn siendo ain se extiendan al infinito, es decir, sobre una recta la tangente en
un punto es siempre paralela a la tangente de cualquier otro punto. De hecho, la linea
recta es la Unica curva en el espacio Euclidiano cuyo vector tangente se transporta de
forma paralela a lo largo de ella. En un espacio curvo podemos dibujar lineas que sean
“lo mas rectas posibles de manera local” empleando el transporte paralelo de un vector
tangente, éstas son las llamadas geodésicas

U es tangente a una geodésica < Vi U=0. (2.25)

Esto significa

UPU® 5 =UPU* 54+T* ,3U"U" =0, (2.26)

y podemos notar que en sistema que es localmente inercial dichas lineas son rectas. Para
hablar del tensor de curvatura, vamos a imaginar en nuestra variedad una superficie
cerrada muy pequeiia cuyos lados son las coordenadas z' = a, ' = a + da, 2> =
by x? = b+ 6by tomamos un vector 1% que es transportado de forma paralela a lo
largo de dicha superficie. Por la ley del transporte paralelo va\? = 0, a lo largo de
cualquiera de los lados tenemos

ove
ozt

y después de una serie de pasos algebraicos [4], escribimos el cambio neto de V¢ como

= I, V¥, (2.27)

SV =08a0b[0 g — % r o + T a TV 4y — T, T 5] V. (2.28)
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Esto significa que 6V depende de manera lineal de dae,, dbes y de 0%, que es la
base de las 1-formas que entregan dV* del vector V. Si definimos

R =T 0 =T + T 00 T 50 = T 60 T (2.29)

R 3, debe ser un tensor de rango (;), el cual al ser evaluado con los argumentos

e, ‘7, dae,, 6be,, nos entrega oV<. Este tensor es llamado Tensor de curvatura de
Riemann R y analizando sus componentes en el punto P en el sistema (2.19), tenemos
que I'* ,, = 0 en P, pero de la ecuacién (2.21)

1

r o — 5 gaﬁ (gﬁ,u,ua + 98v yuo — Guv ,Ba’)v (230)

y dado que las segundas derivadas de gng son distintas de cero, tenemos que en P

o 1 ao
RY g = 59 (908 wu + Gov o1 = 98v.on = GoB v = Jop v + Yo ,ov)- (2.31)

Usando la simetria de g, y el hecho que gos v = gap v, NOtamos que

R® g = % 9% (Gov 1 — Gou v + 98,00 — 9pv.ou)s (2.32)
de donde
Rapur = gor R gy = % (9o By = G s + 9pp.cv = 98v.ap); (2.33)
y podemos verificar las identidades
Raﬁuv = _Rﬂauv = _Raﬂw = R;waﬁ? (2.34)

Roppy + Rawpy + Ropws = 0.

Por lo tanto R.g, es antisimétrico en el primer y segundo par de indices y es
simétrico si cambiamos los dos pares. Dado que (2.34) son ecuaciones tensoriales vali-
das para un sistema de referencia, deben ser validas para cualquier otro a diferencia de
(2.32) que contine derivadas parciales y no derivadas covariantes. Finalmente vemos
que solo para variedades planas R® g, = 0.

Una de las principales aplicaciones del tensor de curvatura es cuando se examinan
las consecuencias de aplicar dos veces la derivada covariante a un campo vectorial V'

Va VQ VvVt =V, (V’L ;ﬁ) = (V” ;g),a + I, Ve 8 I Ba % o (235)

Recordemos que por definicién en el sistema coordenado de P todas las I''s son
iguales a cero, pero como veremos mas adelante las derivadas parciales no necesaria-
mente lo seran. Es decir, en este sistema tenemos

VoV VE=VF 0+ T 5 VY, (2.36)
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y si intercambiamos « y 3:

VgV, VE=VHE s +TH 05 V". (2.37)

Si arreglamos las ecuaciones anteriores de forma que podamos factorizar términos,
llegamos a una forma conocida como el conmutador de los operadores de derivadas
covariantes V, y V. Dado que V¥ .3 =V*# 3, tenemos

[Va, V5] Vi = Va Vﬁ VH— VQ Va VHE = (FH vBa T I ya’ﬁ) V’L, (238)
y comparando con (2.29), vemos que en P

[va; vﬁ] V# = Rt vaf VV7 (239)

la cual es una relacién tensorial valida en todos los sistemas de coordenadas.

2.5. Identidades de Bianchi: Tensor de Ricci y de Einstein

Derivando (4.45) con respecto a x tenemos

1

Raﬁ,ul/,)\ = 5 (gall,ﬂu)\ — Gap,Brr + 9Bu,avX — gﬂu,au/\)' (240)

Usando la simetria de g.3 = ¢so ademds del hecho que las derivadas parciales
también conmutan, podemos mostrar que

Raﬁuu,)\ + Raﬁ)\u,u + Raﬂuz\,u = 07 (241)

y ya que en nuestras coordenadas I'* .3 = 0, la ecuacién anterior es equivalente a

Raﬁ;w;)\ + Raﬂ/\y;u + Raﬁw\;p = 0. (242)

Esta ecuacion es conocida como identidad de Bianchi y serd muy importante para
nuestro trabajo. Antes de estudiar las consecuencias que trae vamos a definir el tensor
de Ricci como la contraccion del primer y tercer indice del Tensor de Riemman

Raﬁ =R apB = Rﬁa- (243)

De forma similar podemos definir el escalar de Ricci como

R=g"Ryu = 9" 9" Roppy, (2.44)

y aplicando la contraccion de Ricci a la identidad de Bianchi obtenemos

gocu [Raﬁ,ul/;)\ + Raﬁ)\u;u + Raﬁu)\;p] = 0; (245)

Rﬁvv\ + (_Rﬁh;u) + R* BrAsp — 0. (246)
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Para llegar a este resultado necesitamos tomar en cuenta dos cosas. La primera es,
dado que gn33 = 0 para cualquier base, y como ¢g* es funcién tnicamente de g.g,
tenemos

g’ =0. (2.47)
La segunda es

gOéM Raﬂ)\uﬂf - = gau Ra@u)\;u = - RBA o2 (248)

de acuerdo con el segundo término de la ecuacién (2.46), el cual es llamado la contrac-
cion de la identidad de Bianchi. Una ecuacion que nos puede ser mas util es obtenida
contrayendo de nuevo los indices § y v

gﬁl/ [Rﬂl/;/\ - Rﬂ)\;l/ + RM /)’V)\;/L] = 0; (249)

R\ — R xp T (_Rp A;u) =0 (250)

De nuevo usamos la simetria de R para obtener el signo correcto del iltimo término.
Hay que notar que dado que R es un escalar, R,y = 2\ en todas las coordenadas, por
lo tanto podemos reescribir (2.50) de la forma

(2RM\ — 0"\ R),, =0, (2.51)
estas son las identidades de Bianchi dos veces contraidas. Definiendo al tensor simétrico
aff — paf 1 af

G*" =R —Eg R (2.52)

podemos ver que (2.50) es equivalente a
G .5 =0, (2.53)

en donde G es llamado el tensor de Einstein.

2.6. Ecuaciones de campo de Einstein

Para un cuerpo de masa m y simetria esférica en mecanica Newtoniana, se tiene
que su potencial gravitacional satisface

Vi = 4nGp, (2.54)
en donde p es la densidad de masa y GG la constante gravitacional, asi que la solucién
es
G
$=——" (2.55)
r

La fuente de campo gravitacional viene dada por la densidad de masa, asi que
en nuestra concepcion relativista la fuente de campo debe estar relacionada con ella.
Una generalizacion es la energia total, la cual incluye a la masa en reposo, y como en
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el SRMC del fluido hemos expresado la densidad de energia total por p, podriamos
usarla como fuente del campo gravitacional relativista. Esto no es eficaz ya que p es la
densidad de energia medida por un observador, mientras que para otros observadores
la densidad de energia viene dada por la componente T en sus sistemas de referencia,
asi que debemos rechazar a p ya que proporcionaria a un observador preferente. Una
teoria invariante puede evitar que eso suceda usando al tensor de energia-momento
como fuente de campo gravitacional. La generalizacién de (2.54) para el caso relativista
debe tener la forma

O(g)=kT, (2.56)

donde k es una constante aiin no determinada y O es un operador diferencial de segundo
orden que actiia sobre el tensor métrico g, el cual es una generalizacion de ¢. En este
caso tenemos 10 ecuaciones diferenciales acopladas, y por analogia con (2.54) debemos
buscar un operador O que entregue un tensor T de rango (g) En otras palabras O’
deben ser las componentes de un tensor de rango ((2)) y combinaciones de g,, xo Guv 2

Y G- Ya hemos mencionado como el tensor R satisface esta condicién. De hecho,
cualquier tensor de la forma

0°%(g) = R + pg"° R + A g, (2.57)
la satisface si py A son constantes. Para encontrar el valor de p vamos a usar el hecho
de que la conservacién de energia y momento se debe cumplir de manera local, es decir

T 5 =0, (2.58)

y esta ecuacién implica

0 5=0. (2.59)

Si recordamos que g*? 5 = 0, podemos mostrar que a partir de (2.57)

(R + g™ R).5 =0, (2.60)

y comparando esta ecuacién con (2.52) vemos que debemos tener g = —1/2 si queremos
que (2.60) sea una identidad para una métrica arbitraria. Haciendo un cambio de
variable llegamos a la ecuacion

G 4 A g8 =T, (2.61)

con las constantes A y k que aiin no hemos determinado. Estas son llamadas las ecua-
ciones de campo de Finstein, y aunque se han propuesto muchas teorfas después que
Einstein publicara sus ecuaciones y estan disenadas para coincidir con las predicciones
para el caso del sistema solar (limites de campo débil), debemos mencionar que to-
das presentan ecuaciones mas complicadas. Como simple curiosidad me gustaria men-
cionar que las ecuaciones que hemos escrito fueron derivadas de forma independiente
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por el matematico aleman David Hilbert, sin embargo como Einstein fue quien las
empled para describir el perihelio de Mercurio y la deflexion de la luz al pasar cerca
del Sol, se acostumbra usar uinicamente su apellido.

El simbolo A es llamado constante cosmolégica y originalmente no se encontraba
presente en las ecuaciones de campo, fue introducida por Einstein poco después con
tal de obtener soluciones cosmoldgicas estaticas para el comportamiento del Universo
a gran escala. Observaciones posteriores mostraron que el Universo se encuentra en
expansién e hicieron que la constante desapareciera de las ecuaciones y Einstein se
retractara por haberla incluido afos atrds. Vamos a retomar nuestra discucion de la
constante A en el capitulo de cosmologia, asi que por el momento tomaremos su valor
igual a cero. El valor de k = 87 G es obtenido si exigimos que las ecuaciones de Einstein
predicen correctamente el comportamiento de los planetas en el sistema solar. Este es
el limite Newtoniano en el cual esperamos que las predicciones de la relatividad general
se encuentren de acuerdo con la teoria de Newton. En notacion de componentes y con
A =0y k =8nG, las ecuaciones de Einstein toman la forma

G = 8nG TP, (2.62)
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Capitulo

Cosmologia

La cosmologia es la rama de la fisica que estudia el origen, la evolucién y el des-
tino del Universo utilizando la teoria general de la relatividad y la ley de Hubble. La
primera nos ayuda a entender como estd formado el espacio-tiempo, ademas que nos
proporciona el primer modelo matematico de éste e introduce el principio cosmoldgico,
el cual nos da las propiedades de homogeneidad e isotropia. Por otro lado, la segunda
herramienta nos dice que vivimos en un Universo que no es estatico, ademas de con-
firmar las soluciones encontradas por Alexander Friedmann, las cuales mostraban un
Universo en expansion. Por desgracia, de manera general en cosmologia es muy dificil
comprobar teorias apoyandose en datos observacionales, asi que una buena manera
de hacer nuestra introduciéon a este tipo de problemas es por medio de conjeturas
filoséficas. Las observaciones pueden ayudar a confirmar nuestras ideas, pero desafor-
tunadamente la mayoria de las veces no se tienen los datos necesarios para comprobar
si estas son correctas o no.

La forma actual para entender la evolucién del Universo estd basada en el mode-
lo cosmoldgico de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) y se trata de una teoria tan
satisfactoria que es conocida como el modelo estandar de la cosmologia. Se tiene eviden-
cia que sustenta su validez cuando extendemos las conjeturas a los primeros instantes
después de la nucleosintesis (aproximadamente 1 segundo después de la explosion), a
la vez que suposiciones modernas basadas en teorias de interacciones fundamentales
nos permiten hacer especulaciones a partir de los primeros 10747 segundos en donde
se cree que el Universo era dominado por fuerzas gravitacionales con caracteristicas
cudnticas [5]. Posteriormente tenemos etapas como la inflacién (de la que hablaremos
méas adelante), asi como también la nucleosinteis, la recombinacién y el proceso de
formacién de estructuras, los cuales quedan fuera del analisis de esta tesis.
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3.1. Homogeneidad e Isotropia

Algo aceptado desde tiempos de Copérnico es que no ocupamos un lugar privilegiado
en el Universo, si estuviéramos localizados en otra regién observariamos algo muy
similar a lo que podemos ver en nuestra posicion, por lo tanto parece natural aceptar
que el Universo es homogéneo e isotrdpico, es decir la composicion de éste es la misma
en cualquier punto y no existe una direccién privilegiada en el espacio al momento de
realizar observaciones. De manera mas formal decimos que existe un nimero infinito
de hipersuperfices de 3-dimensiones que folian todo el espacio-tiempo, una para cata
7 fijo y tienen la propiedad que sobre cada uno de ellos los valores de p y p son
constantes. Para todo evento sobre cada una de éstas hipersuperficies existe un sistema
de Lorentz con el que coincide de manera local, y debe cumplir con que el cuadrivector
de la velocidad del observador sea perpendicular a la hipersuperficie, es decir, que
no exista una proyecciéon privilegiada sobre ningin vector de la superficie (fig 3.1).
Estas ideas han sido plenamente confirmadas por observaciones astrondmicas, ya que
mientras las observaciones cercanas muestran conglomerados de materia en forma de
estrellas, galaxias, cimulos, etc, cuando hablamos de regiones mayores a 300 Mpc !,
las inhomogeneidades desaparecen dejando ver una distribucién méas uniforme.

Figura 3.1: Las hipersuperficies >, de homogeneidad que folian el espacio-tiempo son
ortoganales a las lineas de mundo de observadores isotropicos. Esto nos asegura que
no existen direcciones privilegiadas sobre la hipersuperficie.

La idea de un Universo homogéneo e isotrépico proviene de los primeros trabajos de
Einstein, quien hizo la suposicién basandose en conjeturas tedricas a fin de simplificar
el andlisis matematico de las soluciones. Actualmente la mejor evidencia en favor de la
isotropia del Universo observable viene dada por la uniformidad de la temperatura de
la Radiacién Césmica de Fondo (CMBR por sus siglas en inglés), la cual es un “campo”
que permea todo el Universo mostrando una temperatura de alrededor de 3K, aunque
se han observado dipolos de anisotropia los cuales muestra una diferencia de temper-
aturas de apenas 10~% K. Vamos a mencionar que las densidades de inhomogeneidades
primitivas necesarias para iniciar la formacion de estructuras estelares son el resultado

11 Mpc = 108 pes, con 1 pc = 3,26 afos luz, y un afio luz = 9,4210" m
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de las fluctuaciones de temperatura en el CMBR, asi que las anisotropias del CMBR
proveen una prueba importante para las teorias de formacién de estructuras estelares.
La evidencia directa de la homogeneidad en la distribucién de galaxias es més sutil,
aunque el conteo de galaxias ha aportado evidencias favorables su interpretacién no es
muy directa. En otras palabras, dado que la luz es sélo una pista para hallar objetos
masivos, dichos conteos tnicamente nos permiten determinar como esta distribuida la
luz (por ejemplos galaxias brillantes) y no la materia en general.

3.2. Modelo de Robertson-Walker

La métrica de Friedmann-Robertson-Walker o modelo FRW, es una soluciéon exacta
de las ecuaciones de campo de Einstein de la relatividad general que describe un Uni-
verso en expansion o contraccion, homogéneo e isotrépico. Si adoptamos coordenadas
comoéviles, podemos idealizar a cada galaxia de tal forma que no posea velocidades
aleatorias y podemos localizarla por un conjunto de coordenadas z’. Veamos ahora
que la métrica general que cumple estas condiciones es [6]

2
1—kr?

en donde (t,7,60,¢) son las coordenadas (a las que nos referiamos como coméviles),
a(t) es el factor de escala y con la normalizacién apropiada de coordenadas, k puede
tomar los valores de 0, 1 6 -1 para espacios de curvatura nula, positiva y negativa
respectivamente y la coordenada temporal en (3.1) es el tiempo propio medido por un
observador que se encuentre en reposo al respecto de la hipersuperficie (r, 0, ¢) = cte.

ds* = —dt* + d*(t) ( +r2d6? 4 r’sin®0 d¢2) , (3.1)

Vamos a analizar los casos resultantes para los diferentes universos generados para
distintos valores de k. Comenzamos con k = 0, para cualquier tiempo tq el elemento
de linea viene dado por

di* = di* + 7 d?, (3.2)

con 7 = a(ty)r y dQ? = df* + sin’0 d¢*. Esta es la métrica de un espacio Euclidiano
v se conoce con el nombre de Universo de Robertson-Walker plano. En este caso las
coordenadas corren de r € (0,00),6 € (0,7) y ¢ € (0,27) y su volumen es infinito.

Para el caso k = 1, vamos a definir una nueva coordenada x(r) tal que dy* = %,
esto implica que r = siny y el elemento de linea para t = ty esta dado por

dI* = R*(to) [dx* + sin®x d2?]. (3.3)

Este modelo es llamado cerrado o de Robertson-Walker esférico y para este caso las
coordenadas son x € (0,7), 0 € (0,7) y ¢ € (0,27). Podemos imaginar que las hiper-
superficies en este caso vienen dadas por un conjunto de 3-esferas de volumen finito.
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Para finalizar tomamos &k = —1 y con una trasnformacion de coordenadas similar
al caso anterior llegamos a una métrica de la forma

dI* = R*(to) [dx* + sinh?®x d?]. (3.4)

Este modelo es llamado abierto, o de Robertson-Walker hiperbélico con y € (0, c0),
0 € (0,7)y ¢ € (0,2m). Ademés de poseer un volumen infinito, mientras la coordenada
radial propia y crece a partir del origen, las circunferencias de esferas centradas en el
origen crecen de la forma sinh y, y dado que sinh y > , para toda y > 0 se tiene que
todas las circunferencias aumentan de forma mas rapida que en el universo plano.

3.3. Dinamica de un Universo homogéneo e isotropico

Para obtener predicciones acerca de la dindmica de evolucién del Universo vamos a
sustituir la métrica de FRW en las ecuaciones de Einstein, siendo el primer paso des-
cribir el contenido de materia en términos del tensor de energfa-momento 7,,3. Dado que
las velocidades aleatorias de las galaxias son muy pequenas, podemos tomar al polvo
como primera opcién para descibir al Universo actual, pero debido a que en el pasado
la radiacién dominaba sobre la materia, vamos a tomar al tensor de energia-momento
de un fluido de la forma

Taﬁ = pusug +p (Qaﬂ + uauﬁ)v (35)

e igualando 871G T,z con el término G,g obtenemos 10 ecuaciones que corresponden
a 10 componentes del tensor simétrico de dos indices y podemos observar que, de
acuerdo a las simetrias del espacio-tiempo solo existiran dos ecuaciones independientes
para este caso. Las ecuaciones de Einstein para las componentes de la diagonal son

G.r =81 GT,, =81G p,

Gy =81 GT. = 871G p, (3'6)

en donde G, = Guuu®, G, = Gus%s® y 5% es un vector tangente unitario a la
hipersuperficie de homogeneidad, por ejemplo podemos tomar s* = (0,1,0,0) y u® =
(1,0,0,0). Por simplicidad vamos a realizar los célculos en el caso k = 0, aunque
mas tarde se escribiran las soluciones para k = 1 y £k = —1. Los componentes de
los simbolos de Christoffel para el caso de una geometria espacial plana con métrica
ds? = —dr? + a*(7)(dz* + dy* + dz*) vienen dados por

ML=Tj,=T5L = a
x z _ _ 1z _ z _ a
FZET - F'r:r - Fz'r - ng - Fz‘r - F'rz - 57 (37)

y @ = da/dr. Ahora, las componentes independientes del tensor de Ricci son

. 9 a a?
R., = —3i/a, y R =a""Rpp = — +2—,
a a

(3.8)
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y como tenemos

.. .2
R=—R.. +3R. =6 (Z n ;) , (3.9)
las ecuaciones de (3.6) toman la forma
1 a a®
1 a?
GTT = R’r'r + §R == 3; = 87TGP (3].].)

Usando la primera ecuacién podemos reescribir la segunda como

3% = —47G (p + 3p), (3.12)

y repitiendo los célculos para la geometria esférica e hiperbdlica, obtenemos las ecua-
ciones generales de evolucién para una cosmologia homogénea e isotropica

a? k

33 — —47G (p + 3p). (3.14)

Las soluciones exactas para el caso del polvo (p = 0) y la radiacién (p = p/3) se
muestran en la (fig. 3.2).

La primera conclusién sorprendente es que el Universo no puede ser estatico toman-
do p >0y p > 0. Esta conclusién se obtiene de (3.14), la cual nos dice que @ < 0
y por lo tanto el Universo debe encontrarse en expansiéon (a¢ > 0) o en contraccién
(@ < 0) (con la posible excepcién de que en cierto instante cambia de expansién a
contraccién). Por la naturaleza misma de la expansion, la distancia entre observadores
isotropicos (en particular entre galdxias) cambia con el tiempo aunque no existe un
origen preferido. De hecho, si la distancia entre dos observadores al tiempo 7 es R

T2 dr
R(1) = / —_ 3.15
la razén de cambio de R viene dada por
dR  Rda
=—=——=HR 3.16
V=4 T adr ’ (3.16)

en donde el pardmetro H(7) = a/a es llamado constante de Hubble (la cual realmente
no es una constante), mientras la ecuacién anterior es conocida como ley de Hubble.
Notese que v puede ser mayor que la velocidad de la luz si el pardmetro R es suficien-
temente grande, y esto no contradice el principio de la relatividad especial.
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Ademas de que el Universo se encuentra en expansién ¢ > 0, sabemos por (3.14)
que @ < 0, es decir, el Universo debe haber estado expandiéndose mas rapido en el
pasado. Si el Universo hubiera crecido siempre de la misma forma como lo hace en
la actualidad, al tiempo t = a/a = H~' se hubiera tenido que a = 0, pero como la
velocidad en el pasado era mayor, se necesita un tiempo menor para llegar a un estado
singular en donde la distancia entre cualesquiera dos puntos era cero y la densidad
de materia y la curvatura eran infinitas. A este estado se le conoce con el nombre de
Big Bang y podemos pensar que en algiin momento sucedié una “explosion” de mate-
ria concentrada en un punto. Estrictamente esto no tiene sentido ya que no podemos
conocer el estado existente antes del Big Bang, no hay forma de extender a la variedad
espacio-temporal y a la métrica en ese estado singular.

Antes de mencionar las predicciones de la relatividad general para la evolucién del
Universo, vamos a continuar nuestro andlisis obteniendo las ecuaciones de evolucién de
la densidad de masa. Tomamos la derivada covariante de (3.5)

p+3(p+p) 2 =0, (3.17)
asi que para el caso del polvo (p = 0) tenemos que
pa’ = cte, (3.18)
expresa la conservacién de masa en reposo, mientras que para la radiacién (p = p/3)
pa' = cte, (3.19)

y en este caso la densidad de energia disminuye mas rapido que en el caso del polvo
debido a la expansién del Universo. Comparando (3.18) y (3.19) podemos ver que,
aunque el contenido de radiacion presente en el Universo puede ser despreciado, su
contribucién en el pasado debié dominar sobre la materia ordinaria.

Vamos ahora a ver las caracteristicas cualitativas del Universo en expansion. Si k =
0 6 -1, la ecuacion (3.13) muestra que @ nunca puede ser cero, entonces, si el Universo
se esta expandiendo actualmente debe de continuar expandiéndose para siempre. De
hecho, para toda materia con p > 0, p debe disminuir mientras a aumenta tan rapido
como a3, de esta forma pa? — 0 mientras que a — oo. Por lo tanto, si k = 0, la
“velocidad de expansion” ¢ — 0 si 7 — 00, en tanto que con k = —1 tenemos que
a — 1 si 7 — o0. Para el caso de k£ = 1 el Universo no puede expandirse para siempre
ya que el primer término del lado derecho de (3.13) disminuye con a de manera mas
rapida que el segundo, y como el lado izquierdo de la ecuaciéon debe ser positiva debe
existir un valor critico a., tal que a < a.. Asi que, si k& = 1, entonces en un tiempo
finito después del Big Bang, el Universo alcanzard un tamano méaximo dado por a,
v luego comenzard a encogerse. El mismo argumento que se uso para hablar del Big
Bang puede ser usado ahora para exponer un final llamado Big Crunch.
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Para finalizar esta seccién vamos a resolver (3.13) y (3.14) de manera exacta para
los casos del polvo y la radiacién. La forma més eficaz de hacer esto es eliminando p
usando (3.18) o (3.19) y sustituyendo en (3.13). Para para el caso del polvo tenemos

C
at — — k=0, (3.20)

donde C' = 87Gpa?®/3, y para la radiacién

!

2-g + k=0, (3.21)
a

y €' = 8rGpa*/3. Una vez que hemos dado (3.18) o (3.19), la ecuacién (3.14) es
redundante, asi que la ecuacién diferencial ordinaria (3.20) o (3.21) es todo lo que
necesitamos. Las soluciones para a(7) son facilmente obtenidas por métodos elemen-
tales y son las mostradas en la figura 3.2 y como caso especial, vamos a mencionar que
las soluciones para un Universo lleno de polvo con una geometria de 3-esfera fueron
encontradas por el fisico ruso Alexander Friedmann en 1922, por lo que en algunas
referencias se les conoce como soluciones de Friedmann.

Tipo de materia

Geometria espacial Polvo Radiacion

p=0 p=3p

3-esfera, k =1 a=1/20(1—=cosn) | a=+C[1—(1—1/V/C)?

T =1/2C(n — sinn)
Plano, £k =0 a = (9C/4)'/3 %3 a = (4C")1271/2

Hiperboloide, k = —1 | a = 1/2C(coshn — 1) | a = VC'[(1 + 7//C")? — 1]'/2

7 =1/2C(sinhn —n)

Figura 3.2: Cosmologias de Robertson-Walker para el polvo y la radiacion

3.4. Inflacion cosmica

La teoria del Big Bang es capaz de explicar de manera satisfactoria la evolucién del
Universo a partir de 1072 s después de la “explosién” hasta el dia de hoy. Sin embargo,
a mediados de los 70’s surgieron algunas interrogantes que no pudieron ser explicadas,
por lo que fue necesario introducir una teorfa que resolviera dicha situacion [7]. La idea
de la inflacién fue propuesta por el cosmélogo americano Alan Guth en 1981 y ha sido
aceptada de manera general ya que aclara algunos de esos problemas. La inflacién parte
de que el Universo temprano pasé por una fase de expansién exponencial producida
por una densidad de energia del vacio de presiéon negativa, esta expansion puede ser
modelada por una constante cosmoldgica diferente de cero [8], y como consecuencia
directa de esta expansion todo el universo observable podria haberse originado en una
region pequena conectada causalmente. La inflacién es actualmente condiderada como
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parte del modelo estandar de la cosmologia y la particula elemental o campo escalar
hipotético que se piensa es el responsable de la inflacion es llamada inflaton.

El modelo de la inflacién césmica tiene el efecto importante de resolver problemas
relacionados con las inhomogeneidades, anisotropia y la curvatura del espacio. Esto
pone al Universo durante el periodo de la inflacion en un estado muy simple en el
que se encuentra completamente dominado por el campo inflatén y las tinicas inhomo-
geneidades significativas son las débiles fluctuaciones cuanticas que ocurren en él. La
inflaciéon también diluye particulas pesadas exdticas como los monopolos magnéticos
predichos por extensiones del modelo estéandar de fisica de particulas. Si el Universo
hubiera estado lo suficientemente caliente como para formar tales particulas antes del
periodo de inflacion, éstas no serian observadas en la naturaleza ya que serian tan raras
que es probable que no haya ninguna en el Universo observable.

Si el Universo esté en expansion, las densidades de energia decaen segun se incre-
menta el volumen. Por ejemplo, la densidad de la materia fria ordinaria es inversamente
proporcional al volumen, esto es, cuando las dimensiones lineales se duplican la den-
sidad de energia cae en un factor de ocho. Por otro lado, la densidad de energia en
la radiacion cae de forma mas rapida, cuando las dimensiones lineales se duplican la
densidad de energia de radiacién cae en un factor de dieciséis. Durante la inflacién, la
densidad de energia en el campo inflaton es casi constante, sin embargo, la densidad
de energia de inhomogeneidades, curvatura, anisotropias y particulas exdticas estd de-
scendiendo, y ésto deja un Universo vacio, plano y simétrico que es llenado de radiacién
cuando la inflacién termina. Un requisito clave es que la inflacién tiene que continuar lo
suficiente para producir el Universo observable actual a partir de un pequeno volumen,
esto es necesario para asegurar que el Universo sea plano, homogéneo e isotropico al
hablar de escalas observables mayores.

El final de la inflacién es conocido como recalentamiento porque la gran energia
potencial se descompone en particulas y rellena el Universo con radiacion. No se conoce
cuanto durd la inflacién, pero normalmente se piensa que fue extremadamente corta
comparado con la edad del Universo; asumiendo que la escala de energia de inflacién
se encuentra entre 10 y 10'® eV, como sugieren los modelos mas simples, el periodo
de inflacién responsable del Universo observable fue de los 107*3s (tiempo de Hubble)
a los 10™%%s haciendo que el factor de escala aumentara en un factor de 10*3.

28



Capitulo

Campos escalares en cosmologia

Como hemos visto en los capitulos anteriores, el contenido dindamico de la rela-
tividad general se encuentra expresado en las ecuaciones de campo de Einstein, las
cuales describen de que manera estan acopladas la materia y la curvatura del espacio-
tiempo. Es conveniente tener una formulacion Lagrangiana de la relatividad general ya
que como se mostrard mas adelante, las ecuaciones de campo de Einstein pueden ser
obtenidas a partir de un lagrangiano muy sencillo. Por otro lado, en relatividad general
y de manera particular en cosmologia existe un conjunto de problemas importantes que
han encontrado respuesta satisfactoria mediante el uso de teorfas alternativas llamadas
tensor-escalar. Dada la relevancia de estas alternativas por lo antes mencionado, en este
capitulo se mostrara como distintas teorias pueden generar la misma geometria dentro
de modelo cosmoldgico de Robertson-Walker, asi también el potencial que generan.

4.1. Campos escalares

Uno de los enigmas més fascinantes de la fisica actual, es el problema de la existen-
cia de materia oscura en el Universo. La mayor parte de los astronomos, cosmologos
y demas gente dedicada al estudio de la fisica de particulas estan convencidos que al
menos el 23 % del total de la masa del Universo es algin tipo de materia no luminosa,
comunmente conocida como “materia oscura”. Sin embargo, a pesar de que la exis-
tencia de este tipo de materia fue sugerida hace mas de 70 anos, atin no se conoce su
origen ni su composicion, lo tinico que se sabe es que interactiia gravitacionalmente y
es ésto lo que ha permitido detectarla a nivel galactico.

ACDM (materia oscura fria con constante cosmolégica) es el modelo méas aceptado
para la descripcion del Universo ya que ha sido probado a niveles cosmoldgicos con
gran éxito, por ejemplo en simulaciones numéricas sobre la formacién de estructura de
las galaxias y cumulos de galaxias, en donde ambas estan de acuerdo con la mayoria
de las observaciones. También es capaz de explicar las fluctuaciones en las temper-
aturas de microKelvin de la radiaciéon césmica de fondo del Universo, problema que
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habia estado sin resolver hasta mediados de los anos 80’s. Estas dos predicciones son
principalmente el gran éxito de éste modelo, sin embargo, aiin existen inconsistencias
con algunas observaciones a nivel galactico en donde los resultados de las pruebas in-
dican un desacuerdo con lo esperado por la teoria. Por ejemplo, en las simulacioness
existe una sobreproduccién de sub-estructuras galdcticas (galaxias pequenas, irregu-
lares, enanas esferoidales) que giran alrededor de unidades mayores, lo cual no ha sido
observado en el Universo. Ademas, los perfiles de densidad de los halos de materia
oscura deberian exhibir un “pico” en el nicleo, en el cual la densidad aumenta abrup-
tamente conforme uno se acerca al centro en contraste con las regiones centrales de
varios sistemas observados. Varias ideas han sido planteadas para resolver las discrep-
ancias aparentes, sin embargo tal problema aun sigue abierto a la comunidad cientifica.

Ahora bien, existe la posibilidad de que varias inconsistencias puedan resolverse
suponiendo que la materia oscura es un campo escalar. Con el descubrimiento de la
energia oscura muchos autores han relacionado estos campos escalares y su energia con
grandes logros, por ejemplo, se ha propuesto que el campo escalar con un potencial es-
calar tipo “cosh ¢” es la materia oscura del Universo, llamando a esta hipdtesis Materia
Oscura de Campo Escalar (SFDM) [10]. Esta hip6tesis tiene muy buenas caracteristi-
cas, por ejemplo, la SFDM no necesita una hipétesis extra para explicar la forma suave
del perfil de densidad en el centro de las galaxias, debido a que los campos escalares
tienen una presion intrinseca para evitar el colapso en el centro, al igual que también
resuelve el problema de formacion excesiva de estructuras alrededor de las galaxias.

Mas atin, uno de los principales problemas que enfrenta la teoria de supercuerdas
es que usualmente no existe una fenomenologia guiada por los experimentos u obser-
vaciones, solo estd soportada en las matemdticas que presenta y en su consistencia
interna. Para mucha gente, una forma de que la teoria de supercuerdas pueda hacer
contacto con la fenomenologia es a través de la cosmologia [11]. En esta teoria ex-
isten 6 dimensiones extras formando una variedad interna compacta [12], en donde
la forma se manifiesta en las cuatro dimensiones en la teoria efectiva a bajas energia
mediante una serie de campos escalares (los cuales ain no han sido detectados en la
naturaleza). En particular dos campos, el dilatén y el axién son los componentes mas
importantes de esta teoria, los cuales no se pueden fijar tan facilmente; de hecho, uno
deberia encontrar una interpretaciéon para estos campos o dar una explicacion de por
que no han sido vistos en la naturaleza y una posible interpretacion es que existe un
mecanismo para eliminarlos durante la evolucién del Universo [13]. Por otra parte, una
de las interpretaciones més populares para el dilatén es que puede ser la energia oscura
del Universo, un campo “Quintessence” [14], y estas dltimas interpretaciones han sido
posibles debido a que después de una compactificacién no trivial, el campo dilaténico
adquiere un potencial efectivo que hace posible comparar los efectos del campo escalar.
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4.2. Teorias tensor-escalar

Al hablar de relatividad general decimos que se trata de una teoria geométrica del
espacio-tiempo ya que el elemento a partir del cual se construye todo el modelo es
el tensor métrico, y ésta es la razon por la cual puede ser llamada teoria tensorial.
Antes que esto se diera ya se habian postulado algunas teorfas tipo escalares (Newton,
Nordstrom y el mismo Einstein) en donde la gravedad es descrita por medio de un
campo escalar, el cual tiene la propiedad de satisfacer algunas ecuaciones de campo
(por ejemplo la ecuacién de Poisson en la teoria de Newton). Como ejemplo, tomemos
la primer teorfa de campo (cldsica) presentada por el fisico finlandés Gunnar Nordstrém
en 1912, en este caso el potencial Newtoniano es promovido a un escalar de Lorentz
por lo que el operador divergencia es cambiado por el D’ Alambertiano. La ecuacion
de campo viene dada por

0® = 4nGp, (4.1)

pero debido a las muchas dificultades tedricas que surgieron rapidamente, un ano de-
spués el mismo Nordstrom propuso ecuacién diferente

00 = —4xGT, (4.2)

en donde T es la traza del tensor de energia-momento. Las soluciones halladas por
Nordstrom para esta ecuacién son validas para un espacio-tiempo localmente plano
tipo Minkowski, y podemos escribir a la métrica como g¢,, = A7, con A un escalar
que es funcion de la posicion. Los puntos débiles se encontraron al momento de pre-
decir la defleccion de la luz al pasar cerca de un objeto masivo, asi como el calculo la
precesion de la orbita de Mercurio, cosas que tampoco describia la teoria de Newton.
Lo interesante de esta teorfa es que sirvié como guia para que Einsten presentara sus
ecuaciones escalares (que fueron erréneas ya que no cumplian el principio de covarian-
za), pero le permitieron llegar finalmente a la teoria geométrica del espacio-tiempo.

A pesar de que la teoria de la relatividad general es llamada actualmente la teoria
estdandar de la gravitacion, también han aparecido diversas teorias “alternativas”, y
para nuestro caso vamos a poner especial atencién en las teorias tipo “tensor-escalar”
ya que aparecieron cuando la idea de las teorias escalares parecia haberse olvidado. Para
comenzar, debemos tomar en cuenta que este tipo de teorias no se refiere inicamente a
la idea de combinar ambos campos, por un lado se encuentran firmemente fundamen-
tadas en la relatividad general y adema&s vemos que el campo escalar aparece de una
manera no trivial, a través de un término de acoplamiento. La idea de una teoria tipo
tensor-escalar fue concebida por el fisico aleman Pascual Jordan, quien comenzé por
“encajar” una variedad diferenciable de 4 dimensiones a un espacio-tiempo curvo de 5
dimensiones [15], y demostré que con una restriccién en la proyeccién de la geometria
entre estos dos espacios era capaz de generar un campo escalar con geometria 4 di-
mensional. Esta idea predecia una constante gravitacional dependiente del tiempo [16],
asi que tiempo después presenté un trabajo en donde mostraba una posible conexién
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entre su teorfa y otras teorias de 5 dimensiones como la presentada por el matematico
aleman Theodore Kaluza y el fisico sueco Oskar Klein [17]. La forma general del la-
grangiano de Jordan para un campo escalar en 4 dimensiones y en un espacio-tiempo
curvo viene dada por

L= \/__9 [¢J (R - U-)Jcbig QW au¢Jau¢J) + Lmateria((va \Ij) ’ (4'3)
J

en donde ¢;(x) es el campo escalar de Jordan, 7 y w; son constantes de acoplamiento y
U es algtin campo adicional y el término Lyaieria (6.7, V) su lagrangiano. La introduccién
del término de acoplamiento ¢ ;R es la que marca el nacimiento de las teorias tensor-
escalares.

4.3. Formulacion Lagrangiana de la relatividad general

En fisica, un lagrangiano es una funcion a partir de la cual se pueden derivar la
evolucion temporal, las leyes de conservacién y otras propiedades importantes de un
sistema. Actualmente se considera el objeto mas fundamental para describir un sistema
fisico, ya que permite derivar tanto las leyes de Newton como las ecuaciones de Maxwell
en la teoria cldsica, al mismo tiempo que determina las propiedades basicas del sistema
en teoria cuantica de campos y en el caso de la relatividad general, permite obtener una
formulacién elegante de las ecuaciones de Einstein. Siendo éste el caso que nos interesa,
vamos a analizarlo a detalle y podemos comenzar diciendo que para el caso de teoria
de campos se utiliza una funcién llamada densidad Lagrangiana £ = L£(¥¢ V), la
cual es funcién del(os) campo(s) y su(s) derivada(s). Definimos la accién como

_ 4
S = /Mﬁd z, (4.4)

con L = /—gL, la cual debe ser invariante bajo transformacion de coordenadas y por
eso viene dada por el producto de la Lagrangiana y el determinante de la métrica.
Puede ser demostrado que para el caso del campo gravitacional sélo existe un escalar
que es lineal en las segundas derivadas, éste el escalar de curvatura R [9], y dado
que la materia debe estar presente en L, anadimos el término correspondiente de la
distribucién de materia L™ (por ejemplo un campo electromagnético), por lo que el
principio variacional después de una eleccién apropiada de constantes se escribe de la
forma

58 =6 /M (R+LM) y=gd'z =0, (4.5)

y vamos ahora a demostrar que las ecuaciones de campo de Einstein pueden ser
obtenidas a partir de (4.5). Dado que L™ y R varian de forma independiente y exigien-
do que las variaciones de la métrica y de su primer derivada sean iguales a cero sobre
la frontera de M, podemos escribir

58 = /M [RSV=9 + V=gRubg" +V=99" SRy, + 6(LV=g)| d'z = 0. (4.6)
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Por las propiedades del tensor métrico y de los determinantes (ver apéndice A.1
para mas detalles), tenemos

8 - 1 v 0y e w%
W= 55/17 09w = 5V=99" 00w v 09" =—g""9""ga5.  (47)
7

Usando (2.30) y (2.31) tenemos

SR = —(T%,), + (0T%,) o — §(T2, T2, —T%T" ), (4.8)

pUT po pa pv
y se puede probar que (ver apéndice 5.1 para méas detalles)
17 1 v (0% 107 v
g oR, = \/7_—9 [\/ —9(¢g" oL, —g" 5F“”>},a’ (4.9)

por lo que la contribucién a 0.5 del término 0 R, se reduce a un término en la frontera
OM, igual a cero. Como LM también depende de g, y de g,,~, tenemos que

§ (v/—gLM LM
§(v/—gLM) = % 5" + (x/—g 5 g 5g’“’> : (4.10)

Sustituyendo (4.7), (4.9), y (4.10) en el principio variacional (4.6) y despreciando
los términos en la frontera tenemos

o 1 1 (5( _gL]\/[) 0% 4
55_/M[(RW Sl —— Vdgw 5g™ | V=g d'z =0 (4.11)

Por la independencia de las variaciones de d¢g"”, la suma que esta entre paréntesis
debe ser igual a cero, con lo que llegamos a las ecuaciones de Einstein con el tensor de
energia-momento dado por

T L ool (4.12)

e _87rG\/—g ogHrv

Para observar la variacién de la Lagrangiana con respecto a un campo escalar ¢,
vamos a tomar el ejemplo de la ecuacién de Klein-Gordon. Tomando la lagrangiana

Ligg= g;w 8,u¢ 8u¢+m2¢)27 (413)

por lo que la accion para el campo escalar viene dada por

So = | Ligv=gd's = [ (9" 9,00, + m*6*) V=g d'v.  (414)
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Haciendo la variacién al respecto del campo (ver apéndice 5.1 para més detalles)

- ) B 00
Sk =, |5Vt 5 Lv=a) o35 | e

- e )] e

1 0 0
L\/=9)é¢| d'z. 4.15
= o |- el (0.15)
Por el principio de acciéon minima 65 = 0 y nuestro requerimento de d¢ = 0, el
término dentro de la primer integral es el tinico diferente de cero ya que la segunda
integral se reduce a una divergencia la cual se cancela en la frontera. Por lo tanto,
tenemos que las ecuaciones de campo son

_l’_

"0, — mPp = 0. (4.16)

Vamos ahora a obtener el tensor de energia-momento del Lagrangiano de Klein-
Gordon a partir de la variacién con respecto a la métrica. En este caso

0Ska = /M5(L\/—_g) d*r = /M [(5L) V=9 + (6v/=9) L] de
= / {auﬁb au¢ \/—_géguv + (glw au¢ ay(b + m2¢2) (_ 1 \/—_gguﬁg“”ﬂ d4:L‘
M 2
= [ [0:006 — 5 g (0a6) 076 + m)| V=gag da 17

y de nuevo como 6" = 0 en la superficie de integracién, tenemos que sustituyendo
el término dentro de la integral en (4.11) obtenemos el tensor de energia-momento de
Klein-Gordon

Ty = 0,00,0 — 5 g (76 000>+ m0?). (4.18)

4.4. Campos escalares con acoplamiento minimo

En [3] se describe un método que permite deducir la forma del potencial V(¢) del
campo escalar a partir de un factor de escala a, el cual era introducido ad hoc para
obtener el comportamiento del Universo observable. Esta forma de escoger el factor de
escala también fue usado en los modelos inflacionarios cadticos de Linde [8], en donde
aparece un campo escalar al que llaman “inflatén”, el cual no ha sido identificado
todavia con ninguna particula o campo conocido. Uno de los propositos de este tipo de
andlisis es determinar el potencial que ofrece el mejor comportamiento en términos de
las implicaciones cosmolégicas. Escribimos el lagrangiano con acoplamiento minimo

L=R+ % P 0,0+ V(p), (4.19)
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y vamos a empezar recordando que el modelo de la inflacién nos permite conocer
la evolucién cosmica desde el principio hasta el final de la inflacién. Para tiempos
diferentes son necesarias teorias diferentes, ademds que necesitamos tomar en cuenta
las condiciones de continuidad y regularidad que aparecen en las “interfases”. Tomando
la dindmica del universo de Robertson-Walker acoplado con un campo escalar (¢)
y recordando que la 4-velocidad se escribe como u® y el parametro de Hubble es
H=a/a=1/3u*,, podemos tomar al campo escalar de la forma ¢ = ¢(t) y escribir
al tensor de energia-momento de la forma del tensor de energia-momento para el fluido
perfecto (1.13) con la densidad de energia y la presién del campo escalar como

ps = %(]52 +V()=T+V, (4.20)
pe = 3F-V@)=T-V, (1.21)

en donde la energia cinética T' viene dada por T' = %qﬁQ La ecuacién de conservacion
T8 5 =0 serd
po + 3H [py + py] = 0. (4.22)
Si tomamos la condicién de que <b # 0, la ecuacion (4.22) se reduce a la ecuacién
de Klein-Gordon en el espacio-tiempo de Roberton-Walker
G+3Hp+0V/dp = 0. (4.23)

Por otra parte, el pardmetro de densidad viene dado por

Q =8rGp/3H? = 8xG [T + V(¢)]/3H?, (4.24)

y el indice 7 es definido por la ecuacion de estado del fluido perfecto
p+p 2T+ 4/3p
P T+V+p

Vamos a continuar ahora escribiendo las ecuaciones de campo y de conservacion
para el modelo de Robertson-Walker

p=0—-1p & 7= (4.25)

3H? +3K = 8rnG Ecﬁ +Vi(p)+ ,0} , (4.26)
3H +3H” = 87G |[V(¢) — & — ], (4.27)
p+3H(p+p) = 0, (4.28)

ademds de (4.23), las cuales son funcién tnicamente del tiempo cosmoldgico t, y en
donde K es la parte espacial del escalar de curvatura:

K =k/d®, k=cte = K=—-2HK, (4.29)
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la cual estd relacionada con el parametro de densidad €2 por la ecuacién de Freidmann
(4.26)

K = H*(Q—1). (4.30)

Es importante mencionar que el sistema de ecuaciones (4.26)-(4.28) y (4.23), en
general sélo contienen tres ecuaciones independientes. Ahora bien, para obtener la
dindmica deseada tomamos [2(4.20) + (4.21)]

V(p(t)) = (H + 3H? + 2K) /87G, (4.31)
mientras que con (4.20) - (4.21)

#*(t) = (K — H)/4nG. (4.32)

Estas ecuaciones son equivalentes a (4.26) y (4.27), asi que para continuar vamos
a elegir un valor para K, a la vez que especificamos una funcién a(t) con la condicién
de que el lado derecho de (4.32) positivo

H> K, (4.33)

podemos obtener H =a/ay H eligiendo un valor para la condicién inicial ¢g. De esta
forma la ecuacién (4.32) nos da ¢(t) e invirtiendo el resultado tenemos #(¢), y con la
ayuda de (4.31) obtenemos finalmente V' (t) = V(t(¢)) = V(¢). De esta manera hemos
hallado un potencial para el campo escalar que genera un comportamiento deseado
para a(t). Para terminar vemos que de (4.30)

Q=1+k/a*H* =1+k/d?, (4.34)

y tenemos que v viene dado por

(—H + k)

TR (4.35)

_2
773

4.5. Acoplamiento no minimo

Los modelos extendidos “Quintaessence” son aquellos en los cuales la teoria de la
gravedad contiene un campo escalar acoplado de forma no minima con la geometria
y ésto es lo que marca la diferencia con el caso anterior en el cual las funciones de
acoplamiento eran constantes [24]. Comenzamos el andlisis para el caso general toman-
do en cuenta que la métrica en las coordenadas esféricas tiene la forma de Robertson-
Walker y usando la accién con acoplamiento no minimo a un campo escalar ¢ dada
por [25]

S = [IF(O)R+h(6) 0 96 = V(o)lV=gd'z, (4:36)
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con f(¢), h(¢) y V(¢) las funciones de acoplamiento y el potencial del campo es-
calar respectivamente. Realizando las variaciones con respecto a la métrica y al campo
tenemos (ver Ap. 1 para mas detalles)

fG,ul/ + f;;;é g,uu - f;,u;u + h(¢) ¢ ¢ v = g,uu [ (¢) ¢,a ¢,a - V(QS)} = 0, (437)
R+ 2h(9) ol + W' () 0% § — V() = 0, (4.38)

con
fili= 1" "+ f o,

y (') representa la derivada con respecto al campo ¢.

Buscamos ahora las soluciones del sistema para la métrica de Robertson-Walker y
gracias a las simetrias del problema el niimero de ecuaciones independientes se reduce
a dos. A partir de ahora vamos a trabajar el caso en donde

f(¢) = &¢° (4.39)
con ¢ = cte, de acuerdo a la teoria modificada de Brans-Dicke [26], mientras que
¢(t) = a/a(t) (4.40)

con a = cte, se elige de modo que podamos recuperar el comportamiento fisico esperado
para el Universo con un factor de escala consistente con las siguientes suposiciones
fisicas

Im  a(t)=0 lim  a(t) = oo. (4.41)

t—0 t—o00

De acuerdo a (3.8) las componentes del tensor de Ricci son

Ror=-32 v R. —=ai+2a+2k :>R=6< +—2+—2>, (4.42)
a a a a

asi que llegamos a un sistema de ecuaciones con dos incégnitas h(¢) y V(¢) (para un
factor de escala dado)

[6(8) alt) = d(t) ()] £(@) + 2f(6(1)) (a(1)* + 2f (S()) k. +
+ a*(t) h(6(1)) ((1))* — 2 (6(t))a(t) a(t) — a*(t) f"(6(1) 3(t) = 0, (4.43)

[6(8) (1) + 50(1) a(t) a(t)] f(S(1) +4 F(&(0) (@(t)* + 4 f(o(1))k
+a®(t) ["(6(1)) (6(1))* — a*(8) V((t)) + 2 f(6(1)) alt) alt) = 0. (4.44)

De (4.43) podemos simplificarla y obtener

o? [(h(t) - 6) a* + 26k] =0, (4.45)
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de donde despejamos h(t)

6a%¢ — 28k
h(t) = O
y hallamos el valor del potencial
4§k ot
vig) ="

(4.46)

(4.47)

La forma de este potencial corresponde a un modelo conocido como gravedad inducida
hallado por el fisico ruso Andrei Sakharov en 1980 ([26]), y podemos ver que en el
caso del Universo plano h(¢) viene dada por una constante, mientras que el potencial
tiene un valor igual a cero. Lo valioso de este resultado es que la forma del factor de
acoplamiento h(¢) y el potencial del campo V(¢) para éste caso son independientes
de la forma en que se elija el factor de escala a(t). Por otro lado, cuando tomamos los
casos en que k = %1, encontramos de (4.45) que los valores para el acoplamiento del

campo con el término cinético vienen dados por
wt k
a(t) = Ae"™, h(t) =2 |3 — ——5——

k 2
= h(p) =2 (3 A2¢a2>

a(t) = Asinhwt, h(t) = 5( A2 2 cosh2 wt)
2
= h(¢) = 25 [3 qu:z 4 a2 }
. k
a(t) = A", h(t) = 2§ (3 - W)

L & 2(1-1)
h(¢) =2¢ [3 T2 A2/n (oz) ] )

y reescribiendo (4.42) en términos de (4.48), (4.49) y (4.50) obtenemos

k
. 2

k
it) R = 6 (—w2 +w? coth?(wt) + 7)

A? sinh®(wt)
2n* —n k
i) R = 6 < 2 + 1 t2> )

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

las cuales estan de acuerdo al comportaimento de la geometria en el caso de la inflacién
(1), mientras que para los casos (ii) y (7i7) se tiene un valor infinito en el origen, el cual

va disminuyendo segiin aumenta el tiempo cosmolégico.
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Conclusiones

Actualmente se cuenta con un nimero muy grande de observaciones astronémicas
que nos dicen que no existe suficiente materia visible en el Universo para describir su
comportamiento a gran escala. De igual forma, se sabe que las galdxias se estan ale-
jando unas de otras de forma acelerada lo cual no puede ser descrito por la relatividad
general con constante cosmoldgica. Ambas situaciones pueden ser corregidas si intro-
ducimos dos tipos de entidades de caracter desconocido que no pueden ser observadas
de manera directa: la materia oscura y energia oscura. La materia oscura es la respons-
able de la forma que presentan las curvas de rotacién de las galaxias y también explica
las homogeneidades en el CMBR, mientras que la energia oscura es una distribucién
de energia constante que llena todo el Universo con la propiedad de ser homogénea y
poseer una presion negativa, la cual es responsable de la repulsion gravitacional que
presenta.

Ahora bien, una posible explicacién a la existencia de estos nuevos tipos de materia
es que en lugar de ser particulas se trata de campos escalares “axién” y “dilaton”, los
cuales todavia no han sido detectados en la naturaleza debido a la bajas densidades
que presentan. Para trabajar este tipo de ideas se utiliza una teoria alternativa a
la relatividad general, llamada teoria tensor-escalar, la cual nos permiten acoplar de
manera no trivial la componente de la gravedad con un campo escalar al cual deseamos
estudiar [15]. Es por esto que en este trabajo revisamos la formulacién lagrangiana
de la relatividad general, asi como el caso del acoplamiento minimo presentado por
Ellis y Madsen [3], para el cual se escribe la forma de los potenciales hallado para
diferentes factores de escala. Posteriormente se trabaja el caso del acoplamiento no
minimo en donde empleamos una accién general con tres funciones de acoplamiento,
lo cual conduce a variaciones mas generales que las halladas en la revisién bibliografica
de éste trabajo. De manera particular utilizando un factor de acoplamiento para la
geometria y el campo de la forma f(¢) = £¢* de acuerdo al modelo modificado de
Brans-Dicke, y un campo escalar del tipo ¢(t) = a/a(t) el cual se elige de forma que
podamos recuperar el comportamiento esperado para la geometria en el Universo, es
posible simlpificar las ecuaciones y obtener un factor de acoplamiento con el término
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cinético del tipo

6a>¢ — 26k
he) = = (1)
y finalmente la forma del potencial del campo escalar viene dada por
AEk ¢
vig)= =2 (52)

lo cual corresponde al modelo de gravedad inducida hallado por Andrei Sakharov en
1980 ([26]). Podemos ver que en el caso del Universo plano, h(¢) viene dada por una
constante, mientras que el potencial tiene un valor igual a cero. Lo valioso de este
resultado es que h(¢) y V(¢) son independientes de la forma que tome a(t). Por otro
lado, cuando tomamos k # 0 nos encontramos con soluciones que cumplen con las
suposiciones que tenemos para la geometria del espacio-tiempo tanto para el periodo
de inflacion, asi como también para la expansion del Universo para algunos factores de
escala [3].

Conviene recordar que en todos los casos analizados en esta tesis se trabajé con un
acoplamiento del tipo f(¢) = £¢?, con £ un escalar, asi que una posible continuacién
para este trabajo serfa tomar el caso en donde £ = £(¢) de acuerdo a las teorias efectivas
de supercuerdas. Esto dificulta enormemente las variaciones e integrales a resolver, por
lo que seria de gran ayuda emplear métodos numéricos al momento de trabajar las
diferentes ecuaciones que aparecen en el desarrollo del trabajo.
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5.1. Principio variacional

En esta seccidon se mostrara como se realizan las variaciones correspondientes a la
métrica y al campo escalar para un funcién Lagrangiana con acoplamiento no minimo.
La accién S[g, @] para el sistema del campo escalar conformalmente acoplado es:

Slg, @] = /M [F(®)R + h(D) DD, d — V()] v—gd'z, (5.3)

v la variacién con respecto al campo escalar ® nos da:

_ [ = 4 - |OL 8L 4
55_/M\/_g5de _/ [aq)acp 5% w V=g d'z (5.4)
Puesto que § 2% = 5% (6®), obtenemos
7 [oL o (0L o (0L \
55 = {aq) o+ 2 (8@ 5q>> e (8@ )m} Jjd'
B oL 4 et 4
/ {8@ Em (acpuﬂ 0b+/—qgd JJ+/ ( (5<I>> v—gd'zx
- / O)R + I(®) 9D 9,® — V(@) — 200,8] v/—gd® d'x (5.5)
0
uT — 4
*/Ma _[2h(®) 970, @] y/—g d*x
— / O)R + H(D) 8¢ 9,6 — V'(®)) — 2h(¢) 9"9,8] & /=g da’ +
2 h(®) g"" O, @5@}\ (5.6)

asi que por el principio de minima accién, 6S = 0, d® = 0 en la superficie de M
obtenemos fianlmente:

2() 0, ® — [f'(®)R + 1'(®) 96 9,6 — V'(@)] =0, (5.7)
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Ahora, aplicando la variacién con respecto a la métrica g, , tenemos
59 :/ 5(Lv/—g) da* :/ (V=93L + Léy—g) d'
M M
= [ [F(@) (39" B+ " 0Ry) + h(@) 9,2 0,089"] V=g d'

J(@)R +h(®) 9D 0.2 —V(®)] v/~ 9,0 6" d'a

_5 M
_ /M { F(®) (R — %QWR) 1 h(9), 80, D — % (h(®)5° DD, By, +V () —gdg™d*s
+ /M F(®) ¢ 6R,, /—g d'z. (5.8)

Para finalizar la variacién necesitamos determinar la forma del tltimo término que
aparece en la ecuacion anterior, asi que partiendo de la forma del tensor de Ricci:

Ry =17, —T7  +T7 1% —T7,1¢9 (5.9)

v, T uT,v vo - puTo
la variaciéon g" 0 R, nos conduce a:
V=99" Ry = vV=gg" |01 - — o, , + (6T7,)T7,
+17,8(I,) — (oT7,)05, —T7,0T7,]
— V=99 [0T7,) = (0T7), + (6T7,)T%

+17,0(I,) — (0T7,)r5, =T7,0r7%, ], (5.10)

y reexpresando los términos que contienen la derivada de la variacién
V=99"0Ru = (V=99"0L],)r = (V=99" 01'.).

- (V=99")~ 5% +(V=99")» 5FT
+v—yg gW[(dFT )9, +I7,6I7, (5FZU)FZT — r;aarf”}, (5.11)

Agrupando términos
V=990, = V=99 T, — () (V=990 — g Tty — 97T,
+ 6” (_ )71/2 ( Y gur) + 51/ 'ra I-W } 6FZV
+ (V=99"0T],) s — (V=99"L},) .. (5.12)

Por otro lado, el calculo de 0I'j,, da como resultado

T 1 oT
ory, =0 §g (Gouy + Govp — Guvo)
1 1
= 5(5907—) (ga,u,l/ + Yovp — g;w,o) + 5907 d (ga,u,u + Yovp — guu,o) ) (5-13)

y del hecho de que §(gop) = (09op) v ¥ 0977 = —g°7 g*7 0ga Obtenemos
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1 1
0L = =5979" 09ar(ouw + Jovip = Guvo) + 5977 [(09on) v + (09ow) s = () o]
1
= 597 |89on). + (090) o = (0gu).0 = 2T, 09 | (5.14)

Ahora podemos tomar (5.12) y (5.14) para determinar la forma del dltimo termino
que aparece en (5.8). Para realizar, esto elegimos una carta coordenada (z*, U) en la que
las primeras derivadas de la métrica se anulen en la vecindad U donde las coordenadas
son definidas, i.e. I', = 0, y esto nos permite simplificar considerablemente los cdlculos.
Respecto a esta carta coordenada tenemos

F(®)V=gg" 0Ru = F(®) [(V=gg" T},)- — (V=g 9" 0T7,),]
= [1(@) V=gg™ Ty~ [f(®)V=g9" T}, ]
= (@) (Vg 9™ 8TT,) + (D), (V=g ¢ 8T, (5.15)

v los dos primeros términos que aparecen en esta ecuacion se eliminaran al realizar la
integracion, asi que no haremos ninguna manipulacién sobre ellos y los denotaremos por
A. Por otro lado, los dos ultimos términos requieren de més trabajo, asi que trabajando
con ellos se tiene

f(@ )\/—_g””5RW—A = (@) (V=99 0T,) = [(®)- (V=99 dI7,)
f(@) 20 V=99" g7 [0:(0904) + 01(6gar) — 05 (0g,r)]

-5 f ( )@ V=99" 97 [0(69ou) + 0u(09or) — 05 (0g,)]

; 1)@, V59" 47 [0,(00,:)]

——f’(‘P)fPT\/—_g“” "7 120,(09op) — Os (9G]

F(®@)® - v/=3¢" 57 [05(3g) = 0u(6904)]
= " 9% 090 0, (V=9 f(®) @ ;) = 0,(/=4 [(®) 1 39|
+9" 97 [06(V=9 F(®) ® +0gu,) — 09 Do/ =4 ['(®) @ ;)]
= 9" g7 (090 0(V/=9 F/(®) @ 1) = 0, (V=3 ['(®) ® -39,

(0G0 0o (f1(®) D7) = 9o D (f/(®) )] /=9 9™ 69"

=" g7 [0,(V=9 F(®) @ 0g) — 69, 0 (V=5 F(2) @]
+f"(®)0,20,® + f(P)0u0,P — g [["(P) 7P D, D + f/(P) I7 0P| \/—g dg™.
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Sustituyendo el resultado anterior en (5.8) obtenemos

os = | [f((l)) (R — %QWR) + h(@)@@ay@—%(h(‘b)ﬁo@aa@ + V@))}\/—_ﬁg"”d“x
+ ) (997 [0(V=a (@) @ 69) 59, 0(V =3 (@) @..)]
+ (@) 0,90,% + f(®) 0,0, — g, [[(®) DO, + f'(D) 0°0,®]) /g 69"

Aplicando el principio variacional los primeros dos términos de la segunda integral
se cancelan, y escribiendo el resultado de forma covariante llegamos a

£(®) (R,w - ;QWR> b WD)V, DV, — %gw (D) VoDV, & — V(®)] =

G [[(@) VIOV, D + f(P)VIV,P] — f"(®)V, 0V, 0+ f/(P)V,V,D. (5.16)
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5.2. Expansién exponencial de Sitter
Vamos a considerar una expansién exponencial como es el caso de la inflacién
a(t) = Ae*! Aw =cts >0 = H=w y H=0, (5.17)

de esta manera, (4.33) se satisface si

1
B*=—(k/A%) >0 5.18
g (647> 0, (519
lo cual se cumple de manera trivial para k = 0y k = 1, pero no se satisface si k = —1.

Tomando (4.31) y (4.32) tenemos

~ B? 3w? B?
2
asi que podemos hallar
B 47G B?
O = ¢y = o e @' con ¢y = cte y Q=1+ ﬁ. (5.20)

Si nos restringimos al caso B? > 0, encontramos que

1 1
f=_ e Lw/B)(as - %J ’ o2

y obtenemos finalmente

3w?

V(9) = o + (6 b0). (5:22)

En este caso el parametro €2 hace una transicion suave desde infinito hasta 1,
mientras que en el caso limite en donde B2 =0 = k = 0 tenemos el “slow-rolling”
para todo tiempo (potencial plano), lo cual nos da la solucién clésica de Sitter (p+p) =
0 con €2 = 1. Este es el modelo inflacionario estandar.
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5.3. Expansién de Sitter con singularidad

Como segundo caso, tomamos una expansién a partir de la singularidad (a = 0)

a(t) = Asinh(wt) Aw =cts>0

(5.23)
2
w : w
tanh(wt) Y sinh?(wt) (5.24)
En este caso, (4.33) se satisface si
1
2= (WP A% > 2
47TG(W +k/A%) >0, (5.25)
la cual es vilido para k = 0, £1. Ahora (4.31) y (4.32) nos dan
: B? 3w? B?
2 _ = 5.26
sinh? (wt) 811G - sinh?(wt)’ (5.26)
y de esta forma podemos hallar
B et —1
4G B? sinh?(wt)
Q=11 . 5.28
( * w? sinhQ(wt)> cosh?(wt) (5.28)
De nuevo, si nos restringimos al caso B? > 0, encontramos que
1 1 + (w/B)(¢ —
w 1 —exp[+ (w/B)(¢ = ¢0)]
de donde obtenemos
3w? ) w
V() = o+ B [sth (2§(¢ - ¢>o))] . (5.30)

Para este caso, cuando B2 = 0 = w?

—k/A? tenemos nuevamente las solu-
ciones exactas para el universo de Sitter, con la diferencia que la constante {2 evoluciona
de 0 al.

5.4. Expansién de Sitter sin la singularidad

Para este caso, vamos a considerar un comportamiento tipo cosh (es decir, un
colapso de infinito a un radio minimo A~') seguido de una re-expansion

a(t) = Acosh(wt) Aw =cts >0,

(5.31)

. w?
= H = w tanh(wt H= — 5.32
w tanh(wt) y cosh?(wt)’ (5.32)
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en donde (4.33) se satisface si

1 k
B?= — [-W+—| > 5.
47rG< w—i—A2>_0, (5.33)
lo cual sucede tnicamente cuando k& = 1. Ahora, (4.31) y (4.32) dan
~ B? 3w? B?
2 _ V= 5.34
cosh?(wt) 8rG i cosh?(wt)’ Y (5.34)
2B
o = ¢ = - tanh™'e¥t, ¢y = cte (5.35)
47 G B? cosh? wt
Q = |1 5.36
( w? Coshz(wt)> sinh? wt (5.36)
De nuevo, tomando la restriccién B2 > 0 encontramos que
1 w
=—1 +— (¢ — .
t=— og[tan( 0 ¢0))}, (5.37)
para obtener finalmente
3w? . w

Cuando B? =0 = w?= —k/A? tenemos nuevamente las soluciones exactas para
el universo de Sitter, con la diferencia que la constante 2 evoluciona de 1 a infinito y
regresa de nuevo a 1.

5.5. Expansion de tipo polinomial

Para este caso vamos a considerar el comportamiento del factor de escala como un
polinomio de ¢ tal que

a(t) = At" An =cts>0, n#1, (5.39)
n : n
g=" 7 — 4
= Ty wl (5.40)
y (4.33) se satisface si
V' = B? 1+L >0 B= - (5.41)
B nA22nt1) | = AnG’ .

lo cual se cumple siempre para k > 0, y también se satisface para un perido de tiempo
restringido si k = —1. En este caso (4.31) y (4.32) nos dan

. B? k
2 _
v E (1 " W) 20, (5:42)
282 2k
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El pardametro de densidad es

k

Q=14 ——
+ (nAtn—1)2’

(5.44)

y cuando k # 0, las integrales sélo son realizables de forma numérica para casi todos
los valores de n (se pueden resolver pero después no se pueden invertir), asi que para
evitar eso tomamos k = 0 y asi podemos hallar

(b = (]50 + B lOgt Qbo = cte, (545)

y como siempre B2 > 0 tenemos que

t=ep (£ 50— 00). (5.46)
finalmente

V(o)== @n 1) ep [£ 26— 6)] (5.47)

en donde las dos soluciones corresponden a un proceso de inflacién estandar y a un
proceso cadtico respectivamente. Ahora, al asumir que k = 1 tenemos que Q2 es 1 y la
familia de soluciones es inflacionaria si n > 1, es no inflacionaria si 0 < n < 1, y como
caso especial si n = 1/3 tenemos que el potencial es constante.

5.6. Inflacion lineal
Para finalizar vamos a tomar una expansién lineal de la forma

at)=At, A=cte >0 = H=1/t y H=-1/t (5.48)

Para satisfacer (4.33) tomamos

A2+ k 1
2 = > .
B ( e ) e >0, (5.49)

la cual es valida para k = 0, £ 1. Ahora, tenemos que (4.31) y (4.32) nos dan

$* = B2/t =V (1), (5.50)
asi que
¢ = ¢y £ Blogt oo = cte. (5.51)
Tomando de nuevo B? > 0
t = exp [i (‘z’y)oﬂ = V(¢) = B? exp [2 <¢ ;%)} . (5.52)
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