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Introduccion

A mediados del siglo XIX Bernhard Riemann comenzé a formar la idea de una su-
perficie de Riemann, con los intentos de extender de manera natural funciones analiticas
definidas sobre un abierto U C C. Esto se logré sobre copias del mismo abierto que se
solapaban.

La teorfa actual de superficies de Riemann ademads de hacer uso del analisis complejo
atiliza diversos conceptos de topologia, dlgebra y geometria diferencial. A continuacién
mencionaremos algunos aspectos importantes de esta teoria que nos serviran para el
desarrollo de este trabajo.

Dentro de las propiedades geométricas de una superficie S se encuentra su curvatura,
la cual es descrita por dos valores en cada punto, llamados curvaturas principales (k1, k).

Una propiedad en IR® se llama intrinseca si esta es preservada por isometrias, sin embargo
las curvaturas principales de una superficie no son intrinsecas, por ejemplo si consider-
amos S; el plano x — y encajado en R® sus curvaturas principales sonk; =k, =0y S, el
cilindro {(x, y,2) | X2+ yz = 1} tenemos que sus curvaturas principales son k; = 0, kp = 1.
Sin embargo si consideramos el difeomorfismo f : S — Sy, f(x,y,z) = (x, cos y,sin y) este
preserva dngulos de curvas, por lo tanto es una isometria.

Pensando en que las curvaturas principales no son una propiedad intrinseca, fue
Gauss en 1827 quien encontré una particular combinacién entre ellas la cual es intrinseca.
El encontré que K = kiky, llamada ahora curvatura Gaussiana es intrinseca.

Dentro de la teoria de superficies de Riemann tenemos dos teoremas muy importantes
que a continuacién mencionamos.

Teorema 0.1 (Teorema de uniformizacién) Cada superficie de Riemann M, es conformal-
mente equivalente a un cociente U/G donde U puede ser uno de los siguientes tres espacios:

1. CUoo
2. C

3. el semiplano superior H = {z € C | x > 0}.

y G un subgrupo de transformaciones de Mobious que acttian libre y discontinuamente y
preservan U.



Introduccién

Teorema 0.2 (Teorema de Gauss-Bonet) Sea M una 2-variedad diferenciable compacta y
orientada con una métrica Riemaniana. Entonces

f KdA = 2mxy(M)
M

donde x(M) es la caracteristica de Euler de M (la cual es igual a 0 si es la esfera, 1 si es el
toro y 2 — 2¢ si es una superficie orientable de género g).

El teorema de uniformizacién es un teorema de clasificacién de superficies, mientras
que que el teorema de Gauss-Bonet es un teorema que relaciona la topologia con la cur-
vatura de la superficie. Estos dos teoremas nos dan ciertas restricciones sobre las métricas
que pueden existir sobre una superficie. Por ejemplo una consecuencia del teorema de
Gauss-Bonet es que la tinica superficie conexa, compacta y orientable que admite una
métrica con curvatura Gaussiana estrictamente positiva es la esfera S?. También nos dice
que una superficie conexa, compacta y orientable de género ¢ mayor igual que 1 admite
una métrica con curvatura Gassiana negativa.

Nosotros estudiaremos métricas sobre superficies de Riemann compactas y su cur-
vatura Gaussiana, y motivados por [Lew69], trataremos de identificar y caracterizar los
puntos donde la curvatura es maxima, minima y otros puntos criticos degenerados por
medio de automorfismos. Esto tltimo no es facil de hacerlo y hasta el momento se sabe
poco al respecto.

Oscar Alberto Pizd Morales
Morelia, Michoacén
UMSNH.

Agosto de 2009
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo daremos una breve introduccién a las superficies de Riemann y algunos
de sus principales resultados, los cuales nos ayudaran para el desarrollo de este trabajo.
Para un estudio mds completo de las superficies de Riemann, el lector puede consultar
por ejemplo [Mir95],[For81].

1.1. Supertficies de Riemann

Definicién 1.1 Sea M un espacio topolégico conexo, Hausdorff y segundo numerable.
Decimos que M es una variedad diferenciable de dimension n o n-variedad real, si existe una
coleccion de subconjuntos abiertos {U;} de M indexados por un conjunto I, tal que para
cada i € I existe un homeomorfismo ¢; : U; C M — V; C R", donde U; C My V; es un
abierto de R" y se cumple que:

1L UgUi=M

2. Dados dos homeomorfismos ¢; : U; C M — V; CR", p;: U; c M — V; C R" estos
son C*-compatibles, es decir, la interseccién de sus dominios es vacia 6 si U; N U; # 0,
entonces se satisface que:

@ij=piop; tpiU;NU) CR" - @(U;nU;) CR"

es un difeomorfismo, es decir, ¢;; y su inversa son funciones C*.

A los homeomorfismos ¢; : U; € M — V; C R" se le llama cartas reales de dimension
n sobre M, los abiertos U; son llamados vecindades coordenadas, si denotamos por x =
(x1,...,x,) las coordenadas estdndares del espacio R", x o ¢; sera llamado sistema local
coordenado, el cual usualmente se denota por (x, U;).

Sien nuestra definicién de variedad diferenciable cambiamos nuestro espacio vectorial
R" por C" y los homeomorfismos ¢; : U; c M — V; c C", ¢; : Ujc M — V; c C", son
holomorfamente compatibles, es decir, ; N U; =0 6

pij=pjop; ! tpU;nU) cC" - @ (U;nU;j) c C"
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es un biholomorfismo ( es decir, ¢;; : @;(U;NU;) € C" — @;(U;NU;) € C"y suinversa son
funciones holomorfas en m variables), en este caso diremos que M es una variedad compleja
de dimensién compleja m. Al atlas {¢; : U; — V; C C""'} también se le llama atlas analitico
y se dice que M d4dmite una estructura compleja !. La carta se dice centrada en p € U si

@i(p) = 0.

Veamos algunos ejemplos de n-variedades para comprender estos conceptos.

Ejemplo 1.1 (Espacios Euclideanos) Los espacios Euclideanos IR” son las variedades mds
sencillas, pues notemos que con su topologia usual R" es conexo, Hausdorff y segundo
numerable. Si tomamos el abierto U = R" y ¢ : R" — R", dado por ¢(x) = x, tenemos
que con esta funcién y este abierto se satisface la definciéon de variedad diferenciable.
La definicién de variedad diferenciable esta basada sobre el deseo de hacer las cosas
localmente como R".

Ejemplo 1.2 (superficie de Riemann) Una superficie de Riemann X es una variedad com-
pleja de dimensién uno. Si X es compacto como espacio topolégico, se dice que X es una
superficie de Riemann compacta.

A continuacién damos algunos ejemplos de superficies de Riemann.

Ejemplo 1.3 (El plano complejo) Consideremos el plano complejo C con su topologia
usual, como sabemos C es un espacio Hausdorff, conexo y segundo numerable. La estruc-
tura compleja esta definida por el atlas complejo con tnica carta ¢ : C — C, p(z) = z.

Ejemplo 1.4 (La esfera de Riemann) La esfera de Riemann se define como C, := C U {0},
donde oo es un punto que no esta en C. Introduzcamos la siguiente topologia sobre Ce,
los conjuntos abiertos son los conjuntos abiertos usuales U C C y los conjuntos de la forma
V U {co}, donde V es el complemento de un conjunto compacto K C C, con esta topologia
C., es un espacio topolégico Hausdorff.

Sea U; = Cy Uy = Cx\{0}, como U; y Uy son conexos y su interseccién es no vacia
entonces su uniéon U, Ul = Cq es conexa, ahora consideremos las cartas o1 = id : Uy — C,
@1(z) =zy @2 : Uy = C dada por

1/z zeC*'=C-{0}
0 z=w

P2(z) = {

Notemos que U1 NU, =C'y
(puz(pzoqpfl:UlﬂUZCC%UlﬂUZCC

estd dado por @12(z) = 1/z, el cual esta bien definido en el dominio de definicién, por lo
tanto tenemos que las cartas son compatibles y de este modo vemos que C, es una super-
ficie de Riemann. Mas atin se puede demostrar que la esfera de Riemann es homeomorfa
a la 2-esfera unitaria S? en IR?> mediante la proyeccién esteografica.

!Tales conceptos involucran herramientas de teorfa de conjuntos para ellos puede consultar [Her98].
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Ejemplo 1.5 (El toro complejo) Fijemos dos nliimeros complejos wq, w, que sean lineal-
mente independientes sobre IR. Definimos la reticula A como

A = Zuwn + Zwy = {nywq + nywy | ny,np € 7}

La reticula A es un subgrupo abeliano discreto del grupo aditivo C. Sea X = C/A el
grupo cociente y consideremoa la funcién proyecciéon n : C — X. Por medio de la funcién
7 podemos dar la topologia cociente a X, es decir, U C X es abierto si y sélo si 7= }(U) es
un abierto en C. Esta definicién hace a 7 continua entonces C/A es Hausdorff y como C es
conexo, entonces X es conexo pues la proyeccion es sobreyectiva. Sea z € C, como wy y w»
es una base sobre los reales para C existen ntimeros reales r1 y 1, tal que z = r1wy + rws.
Seanm,nenterostalquem <rn<m+1l,n<r< n+1,yseana1 =rn-—-mya =r—n
Notemos que w := ajw; + axw, € P, donde P := {Aqw; + Aywo | A; € [0,1]} y ademads
z—w € A, es decir, dado cualquier z € C se tiene que z es congruente médulo A a un punto
w € P (ver figura 1.1). Lo anterior nos dice que 7t(P) es sobreyectiva.

Figura 1.1: Reticula A formada por w1, w;

A P se lellama el paralelogramo fundamental de la reticula A. Como P es un rectangulo
compacto y  es continua entonces 1(P) = C/A es compacto. Todo conjunto abierto en X
es la imagen de un conjunto abierto en C, pues U es abierto en X, U = n(n_l(U)). Ahora
notemos que 7t es una funcién abierta, pues dado V C C abierto queremos probar que
7(V) es abierto en C/A, es decir, V = TC_l(ﬂ(V)) C C es abierto.

V:n_l(n(V))z{w€C|w+A€Tc(V)}={w€C|w=v+z7conveVy77€A}

= U(w+V)

weA

que es la unién de traslaciones de V, los cuales son todos abiertos en C.

Sea V C C abierto tal que cualesquiera dos puntos en V no son congruentes médulo
A. Entonces si definimos U := n(V), éste es un abiertoy m |[y: V ¢ C —- U C C/A es una
funcién biyectiva, ya que por definicién es suprayectiva y es inyectiva pues V no tiene
puntos congruentes médulo A, por lo tanto como 7 es continua y abierta entonces 7 |y es
un homeomorfismo.
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La funcién inversa ¢ := ! : U — V de 7 |y es una carta compleja en C/A. Sea A el
conjunto de todas las cartas obtenidas de esta manera, entonces A es un atlas complejo
sobre C/A ya que si tenemos dos cartas ¢; : U; = V;, ¢; : U; = Vj, con U; N U; # 0,
entonces el cambio de coordenadas estd dado por

Pij = @jo (pz.‘l c@i(Up N Uz) — @j(Uy N Uy)

donde para cada z € ¢1(U; N Uy) se tiene que m(¢;j(z)) = w(@; o (pi‘l(z)) = n((pj(n‘l(z))) =
7(z), de esta manera @;i(z) —z € A. Dado que A es discreto y ¢;; es continua, estonces
¢ij(z) — z es constante en cada componente conexa de ¢;(U; N Uy), es decir, ¢;; = z + ¢
(c una constante) localmente, por lo tanto ¢;; es holomorfa. Similarmente ¢! es también
holomorfa. Asi, C/A tiene la estructura compleja definida por el atlas complejo A. Por lo
tanto C/A, es una superficie de Riemann.

Curvas algebraicas.

Sea V C C abierto y conexo, y ¢ una funcién holomorfa sobre todo V. Definamos
X := {(z,4(z)) | z € V} c C?, la grifica de X en g. Démosle la topologia subespacio a X
y definase la funcién © : X — V como , n(z, g(z)) = z, su funcién inversa nl:V-X
esta dada por 71(y) = (v, g(v)), por lo tanto 7t es un biholomorfismo sobre su imagen, es
decir, 7t es una carta compleja sobre X, mds atin (7, X) por si sola es un atlas complejo sobre
X por lo tanto X, es una superficie de Riemann. A continuacién recordemos el teorema de
la funcién implicita.

Teorema 1.1 Sea f(z,w) € C[z, w] un polinomioy X = {(z,w) € C?|f(z,w) = 0} = f~1(0). Sea
po = (20, wp) € X. Supongamos que %(po) # 0, entonces existe una funcién g(z) definida y

holomorfa en una vecindad de z, tal que en una vecindad abierta U de py € X se tiene que

., -9f)d
UNX ={(z,8(z))}. Ademds g’ = af%wz'

Una demostracion de este teorema puede ser consultada en [Spi88] pag. 39.

Definicién 1.2 Una curva plana afin X C C? son los ceros de un polinomio f(z, w), es decir,

X={(z,w) | f(z,w) = 0}.

Definicién 1.3 Decimos que f(z, w) es no singular en una raiz py = (zo, wo) de f si:

(2,5 2 0.0

También decimos que X es no singular en un punto py = (2o, wp) € X si f es no singular en
po- A X se le llama no singular si para todo p € X, X es no singular en p.

Enseguida enunciaremos un teorema, que no se demostrard, pues se necesitan algunos
resultados importantes de la geometria algebraica.
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Teorema 1.2 Sea X la curva obtenida por los ceros de un polinomio f. Si f(z, w) es irre-
ducible como polinomio en C[z, w] (es decir, ya no se puede descomponer en més factores),
entonces X es conexo. Por lo tanto si f(z, w) es no singular e irreducible X es una superficie
de Riemann.

Ejemplo 1.6 (Superficies hiperelipticas) Sea /i(x) un polinomio en C[x] de grado2g+1+€
donde € es 0 6 1, y supéngase que las raices de h(x) son todas distintas. Sea Y7 la curva
obtenida por los ceros del polinomio

2g+1+€

fOoy) =y =h(x) = y* - H (x—x)  xi#Fx,i#]

i=1

note que

of _ 2y=0y=0

ay =2y = y=y
entonces fuera de las raices del polinomio h(x) (que es donde y = 0), df/dy # 0, ahora
bien si estamos en una raiz x; del polinomio /(x) entonces df /dx = — ]| j=i(x —xj) # 0. Por

lo tanto la curva plana afin

Y1 ={(x,y) €C]| f(x,y) =0},

es no singular fuera de las raices de h. Por dltimo dado que las 2g + 1 + € raices del
polinomio h(x) son distintas tenemos que f(x, y) es irreducible, por el teorema 1.2, Y7 es
una superficie de Riemann.

Formemos el conjunto Uy > = {(x,y) € Y1 | x # 0}; Uj 2 es un subconjunto abierto de Y7.
Ahora bien consideremos la transformacién z = 1/x y tomemos

2g+1+e

k(z) = 228+21(1/z) = 228+ H 1)z —1/x)

i=1

note que k(z) es un polinomio en z y tiene todas sus raices distintas ya que las raices de h
lo son. De manera andloga formemos la curva plana afin Y, C C2, dada como los ceros del
polinomio

2g+1+e

g(z,w) = w? — k(z) = w? — H (z = z)).
i=1

Consideremos el subconjunto abierto U1 = {(z,w) € Y, | z # 0} y definamos el
isomorfismo ¢ : Uy — Uy, por:

P12(x,y) = (z,w) = (1/x, y/x8™1).

Sea X el espacio topoldgico obtenido por el pegado de Y; y Y, mediante el isomor-
fismo ¢ de U, a Uy ;. Claramente X es Hausdorff y segundo numerable, proveyendo la
estructura compleja formada por las cartas de Y7 y Y> las cuales son compatibles pues en
Y1 NY> tenemos el isomorfismo ¢, tenemos que X es una superficie de Riemann compacta,
a este tipo de superficies se les llama superficies de Riemann hiperelipticas.
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1.2. Funciones sobre superficies de Riemann.

Como una superficie de Riemann es localmente C utilizaremos las cartas complejas
para trasladar algunos conceptos de variable compleja a superficies de Riemann iniciando
con el concepto de funcién folomorfa.

Definicién 1.4 Sea X una superficie de Riemann y p € X, Y C X un abierto que contenga
p. Decimos que f : Y — C es holomorfa en p, si para cada carta ¢ : U — V sobre X con
p € U, la funcién fo ™! : (N Y) — C es holomorfa en ¢(p). De esta manera también
podemos hablar de funciones holomorfas sobre subconjuntos abiertos de X

Notemos que cada carta ¢ : U — V sobre X es en particular una funcién compleja en
U. Trivialmente es holomorfa. El conjunto de todas las funciones holomorfas sobre Y lo
denotaremos por O(Y).

En las siguientes definiciones haremos uso de algunos conceptos y teoremas de variable
compleja, como lo es el teorema de expansion de serie de Laurent, singularidad aislada,
polo y singulariadad esencial (ver [MH96]).

Definicién 1.5 Sea X una superficie de Riemann, p € X y f una funcién compleja unival-
uada en una vecindad agujerada de p, digamos U — {p}, U C X abierto.

1. f tiene singularidad removible en p si y s6lo si existe una carta ¢ : Uy — V C C tal
que f o (pl‘l tiene singularidad removible en ¢(p).

2. f tiene un polo en p si y s6lo si existe una carta 1 alrededor de p tal que f o ¢! tiene
un polo en P(p).

3. f tiene singularidad escencial en p si y s6lo si existe una carta ¢ alrededor de p tal
que f o ¢! tiene singularidad escencial alrededor de ¢(p).

Teorema 1.3 (Teorema de las singularidades removibles para las superficies de Riemann)
Sea U un abierto de X y sea p € U. Supdngase que la funcién f es holomorfa en U \ {p} y
acotada en alguna vecindad de p. Entonces f puede ser extendida a una tnica funcién f,
holomorfa en todo U.

Definicién 1.6 Sea X superficie de Riemanny f : X — C continua, f se dice meromorfa en
p si se cumple uno de los siguientes casos:

1. fes holomorfa en p.
2. f tiene polo en p.

3. f tiene singularidad removible en p.
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Dado U C X un subconjunto abierto de X. Denotaremos por M(U) el conjunto de todas
las funciones meromorfas sobre U.

Series de Laurent.

Sea X una superficie de Riemann y f una funcién holomorfa en una vecindad agujerada
W —{p}conp € X.Sea @ : U — V C C una carta sobre X tal que p € U. Sean z = ¢(x) y
zo = @(p) entonces tenemos que f o ¢! es holomorfa en una vecindad agujerada de zo;
asi existe una expansién de f o p~! en serie de Laurent alrededor del punto zq (ver, [MH96]
3.3 péags. 243-257).

fou@=) culz—z)"

nez.

Esta es llamada [a serie de Laurent para f alrededor de p con respecto a ¢. Los coeficientes ¢,
son llamados coeficientes de Laurent. Tal serie depende de la elecciéon de la carta.

Definimos el orden de f en p denotado por ord,(f), como
ordy(f) := min{n|c, # 0}

elordende f enpno depende dela eleccién dela carta. Sean f, g,dos funciones meromorfas
entonces tenemos las siguientes propiedades:

L. ordy(fg) = ordy(f)ordy(g)

2. ordy(f/3) = ord,(f) - ordy(g)

3. ordy(1/f) = ~ordy(f)

4. ord,(f + g) > minlord,(f), ord,(g)}

Funciones entre superficies de Riemann.

Definicién 1.7 Sean X y Y superficies de Riemann. Una funcién continua f : X — Y se
llama holomorfa si para cada par de cartas @1 : Uy = Vien Xy @, : U — Vo en Y con
f(U1) C Uy, la aplicacién ¢y o f o 7! : Vi — V; es holomorfa en el sentido usual. Una
funcién f : X — Y se dice biholomorfa si f es biyectivaysiambas f: X > Yy f1: X > Y
son holomorfas. Dos superficies de Riemann X y Y se dicen isomorfas analiticamente si existe
un biholomorfismo f : X — Y. Un automorfismo de X es un biholomorfismo de X en X.

Dada una funciéon meromorfa f : X — C estd la podemos ver como una funcién
holomorfa F : X — Co, definiéndola por

Fx) :{ f(x) sixnoesunpolode f }

o sixesunpolode f

Esta construccién induce una correspondencia 1-1 entre las funciones meromorfas
sobre X y las funciones holomorfas F : X — C. no idénticamente co.



1. PRELIMINARES

A continuacién mencionaremos solo algunas propiedades de las funciones holomorfas.
El lector interesado en estudiar mds teoremas de funciones holomorfas puede consultar
[For81], [Mir95], por ejemplo.

Teorema 1.4 (Teorema de la Identidad) Sean f y ¢ dos funciones holomorfas de X a Y. Si
f = g enun subconjunto S de X con un punto limite en X, entonces f = g.

Continuemos con un teorema el cual es muy importante pues nos caracteriza local-
mente el comportamiento de las funciones holomorfas.

Teorema 1.5 (Comportamiento Local de funciones Holomorfas) Sean X, Y superficies de
Riemanny f : X — Y una funcién holomorfa no constante. Supéngase p € X'y q := f(p).
Entonces existe un enterok > 1y cartasp: U — Vconpe Uy ¢ : U — V' cong € U’ con
las siguientes propiedades:

L ¢(p) =0y ¢(q) = 0.
2. fycu.
3. Lafunci6n F:= ¢ o fop™': V — V estd dada por

Fz)=2, VzeV

Demostracion. Nétese que existen cartas @1 : Uy = Vien Xy ¢ : U — V' en Y que
satisfacen 1) y 2) si se reemplaza (U, ¢) por (Uj, ¢1). Del Teorema de la Identidad se sigue
que

f::(pofog0I1:V1—>V’CC

esno constante pues fno lo es. Como f(0) = 0, entonces existe un entero k > 1 tal que fi(z) =
7¥¢(z), donde g es una funcién holomorfa en V; con g(0) # 0. Luego existe una vecindad
de 0 y una funcién holomorfa h en esta vecindad tal que /¥ = g. La correspondencia
z + zh(z) define una funcién biholomorfa a : V, — V de una vecindad abierta V, C V;
satisfaciendo 1). Sea U := (p{l(Vz). Remplace ahora la carta ¢; : U; — V7 por la carta

@ : U — V,donde ¢ = ao¢;. Entonces, por construccién la funcién F = ¢ o fo~! satisface
F(z) = Z~.

El ntimero k del teorema anterior puede ser caracterizado de la siguiente forma. Para
cada vecindad Uy de p existen vecidades U C Uy depy W de g := f(p) tales que el conjunto
f~Y(y) N U contiene exactamente k elementos de cada punto yen W, y # q.

Definicién 1.8 Con la notacién del teorema anterior, al entero k > 1 asociado al punto
p € X y la funcién holomorfa f : X — Y, se le llama la multiplicidad de f en p, el cual
denoteremos por mult,(f). Un punto p € X es un punto de ramificacion de f, si mult,(f) > 2.
Un punto y € Y es ramificado si es la imagen de un punto de ramificaciéon de f.
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1.3. La caracteristica de Euler y férmula de Riemann-Hurwitz

Dentro de las propiedades geométricas de las superficies de Riemann y en general
de las variedades diferenciables, tenemos la nocién de orientabilidad. Sea M variedad
diferenciable, decimos que M es orientable si existe un atlas {@;, U;}ic; de M tal que para
todo i, j € I, pij = @i o (p].‘l(l,li) cumple que el determinante del jacobiano es positivo en
todo punto de su dominio (ver [Dar94] pags. 167 y 168; [Sha94] pag.35).

Proposiciéon 1.1 Toda superficie de Riemann es orientable.

Demostracion: Sea X una superficie de Riemann. Sean ¢, : Uy — C, ¢p : Uy — C
dos cartas complejas, entonces se tiene que la funcién ¢,z es un biholomorfismo. Sea
Ppalz) = u(x, y) +iv(x, y), con x,y € R. Por las condiciones de Cauchy-Riemann se tiene
que la matriz derivada de @g, es

Ol —0y0
D_( 0y0 Oyl )

y su determinante es det(D) = (du?/dx)* + (dv*/dx)>. De esta manera en cada punto p €
U, N Ug el determinante det(D) > 0. Pero como qo;olc es biholomorfa, entonces det(D) # 0.

Por lo tanto det(D) > 0, asi X es orientable.
|

Desde el punto de vista topolégico de una superficie, también se encuentra la nocién
de triangulacion.

Definicién 1.9 Sea M una variedad diferenciable compacta de dimensién dos. Una trian-
gulacién de M es una descomposcicién de M por conjuntos cerrados Ay = {T,}, donde
cada T, es homeomorfo a un tridangulo de IR?, tal que cualesquiera dos tridngulos: son
disjuntos 6 se intersectan en un vértice ¢ a lo largo de una arista. Si se denota por

v = ntimero de vértices

e = ntimero de aristas

t = niimero de tridngulos

de alguna triangulacion Aps , la caracteristica de Euler de M con respecto a la triangulacion
A, es el entero e(M) :=v —e+ 1.

Proposicién 1.2 El nimero ¢(M) es independiente de la triangulacion (ver [Mir95] pag.
51).
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Figura 1.2: Ejemplo de una superficie de 3 — asas

Un teorema de clasificacion afirma que toda superficie X compacta orientable y sin
frontera es homeomorfa a una esfera con g-asas. El niimero g se llama el género de X, el
cual es un invariante topolégico.

Por ejemplo sabemos que la esfera de Riemann es homeomorfa a la 2-esfera unitaria
S2, entonces podemos concluir que el género de la esfera de Riemann es 0.

Teorema 1.6 Sea M una variedad diferenciable de dimensién dos, orientable, compacta y
sin frontera de género g. Entonces e(M) = 2 — 2g.

Formula de Riemann-Hurwitz.

Definicién 1.10 Sean X, Y superficies de Riemann compactay f : X — Y una funcién
holomorfa no constante. Dado y € Y definimos

dy(f)="Y multy(f).

pef1(y)

Este niimero es constante y no depende de y, a este ntimero se le llama el grado de f y se
denota por deg(f).

Teorema 1.7 (Férmula de Riemann-Hurwitz) Sea f : X — Y una funcién holomorfa no
constante entre superficies de Riemann compactas. Entonces

2(X) — 2 = deg()2(Y) = 2) + Y [multy(f) ~ 1]

peX

1.4. Espacios tangentes y cotangentes

Sea M una n-variedad diferenciable y p € M. Una funcién diferenciable « : (—€,€) — M,
con a(p) = 0 es llamada una curva diferenciable a través de p. Bajo un sistema local
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coordenado (xy,...,x;,) cerca de p, a se puede expresar como una funcién vector-valuada
a(t) = (ai(t),...,an(t)). Ahora si p : (—=6,0) — M es otra curva diferenciable a través de p
con la expresion S(t) = (bi(t), ..., bu(t)) bajo x, entonces diremos que a y f§ tienen la misma
velocidad inicial en p si:

(a1(0), ...,a,(0)) = (b1(0), ..., b,(0)).

Esta condicién es independiente de las coordenas locales, y define una relacién de
equivalencia sobre todo el conjunto de curvas diferenciables a través de p. Denotaremos
la clase de equivalencia [a] por a’(0), y lo llamaremos un vector tangente en p. El conjunto
de todos los vectores tangentes en p serd denotado por T,M, y lo llamaremos el espacio
tangente a M en p. Si denotamos: % b= (1,0,...,0),..., % l,=(0,...,0,1), tenemos que
bajo un sistema local de coordenadas x el conjunto T,M es el espacio vectorial generado
por todas las combinaciones lieales de {aix1 lps o) % |»}. Entonces T,M es un espacio
vectorial de dimensién 7 y la eleccién de un sistema local coordenado (U, x) nos da una
base de T,M para cada p € M.

Sea C; el conjunto de todas las funciones diferenciables en un punto p € M. Definamos
una relacién de equivalencia en G por: f, g € C;°, f ~ g siy s6lo si existe una vencidad H
en p tal que f |g= ¢ |n. Denotaremos las clases de equivalencia por [ f] llamado el gérmen
C* en p sobre M. Sea

7o =2/ ~=lf11 f € C3).
Definiendo suma y multiplicacién por esacalar como [f] + [g] = [f + gl y [af] = a[f], re-

spectivamente, tenemos que ¥, es un espacio lineal sobre IR. Sea a una curva diferenciable

a través de p, en un sistema local coordenado x. Denotaremos por (a,[f])) = d(f;?a) li=0.

Sea

Hy, ={[f]l € Fp | La,[f])) =0, paratoda curva diferenciable a través de p}

la clase de equivalencia de H, del gérmen [f] es denotado por (df), y es llamado vector
cotangente sobre M en p, el conjunto de todas las clases ¥,/H, forman el espacio dual a
TpM llamado el espacio cotangente a M en p, denotado por T,M".

1.5. Formas diferenciales

Definicién 1.11 Supdéngase que U C X es un subconjunto abierto de una superficie de
Riemann X. Una forma diferencial de grado uno o simplemente 1-forma w sobre U, es una
funcién
w:U— U T,M"
pel
con w(p) € T,M" para todo p € U.

Definicién 1.12 Supéngase que U C X es un subconjunto abierto de una superficie de
Riemann X. Una 1-forma diferenciable w sobre U, es una expresién tal que con respecto a
cada carta (U, z), w puede escribirse como

w = fdz+ gdz, donde f, g son C™.
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Una 1-forma diferenciable es del tipo (1, 0) silocalmente es de la forma w = f(z,z)dz, de
manera similar decimos que una 1-forma diferenciable es del tipo (0, 1) si localmente es de
la forma w = g(z,z)dz. Como las reglas de transformacién para las formas diferenciables
preservan la parte dz y dz, esta definicién es bien definida: si una 1-forma diferenciable se
representa localmente como con una 1-forma del tipo (1, 0) sobre una carta U, estonces lo
serd sobre cualquier otra carta sobre el dominio comtn con la carta U.

Definicién 1.13 Una 1-forma w sobre una superficie de Riemann X se dice holomorfa
(respectivamente meromorfa) si para cada carta local ¢ : U — V, @ se expresa como

w = f(z)dz, donde: f : U — C es holomorfa ( respectivamente meromorfa).

Sea w una 1-forma meromorfa definida en una vecindad de un punto p. Elijjamos una
carta coordenada local centrada en p, entonces escribiremos w = f(z)dz, donde f es una
funcién meromorfa en 0. El orden de w en p denotado por ord,(w), es el orden de la funcién f
en 0. Esta definicién es independiente de la carta, notemos que una 1-forma w es holomorfa
en p siy sélo si ord,(w) > 0.

Decimos que p es un cero de w de orden n si ordy(w) = n)0. Decimos que p es un polo de
orden n si ordy(w) = m(0. El conjunto de ceros y polos de una 1-forma meromorfa es un
conjunto discreto.

Pull-Back de Formas Diferenciales.

Sea F : X — Y una funcién holomorfa no constante entre dos superficies de Riemann X
y Y. Sea w una 1-forma diferenciable sobre Y. Podemos definir una 1-forma diferenciable
sobre X, por medio de la siguiente regla. Dada una carta ¢ : U — V sobre X tal que F(U)
estd contenida en el dominio U’ de una carta ¢ : U’ — V' de Y. Esto nos da coordenadas
locales z sobre U’ y w sobre U y en términos de coordenadas locales F tiene la forma
z = h(w) para alguna funcién holomorfa h.

Supoéngase que w esigual a f(z,z)dz+ g(z, z)dz en la coordenada z. Definimos el pullback
de w bajo F como la 1-forma diferenciable F*w con respecto a la variable w dada por

Fw = f(h(w), i) (w)dw + g(h(w), h(w))H (w)dw.
Con esta definicién vamos a calcular el grado de una 1-forma meromorfa sobre una
superficie de Riemann compacta.

Sea f : X — CIP! holomorfa y sea @ = dz una 1-forma meromorfa no constante sobre
CIP!, consideremos la 1-forma meromorfa del pullback dado por i = f*(w). Entonces

deg(dio(n)) = deg(f*(@)) = ) ordp(n) =
peX

Z ([1 + ord gy (@) multy(f) — 1) + Z ([1 + ord ) (@) Imult,(f) = 1) =
pef(g)q#c0 peft(e0)

Z (mult, f — 1) - Z (mult, f —1) = 2 — 2 + 2deg(f) — 2deg(f)

pefH(q)q#eo pef(e)
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=29-2

Con esto tenemos que dada @ una 1-forma meromorfa no cero sobre X, su grado es:
deg(w) = 2g — 2 con g = género de X.

1.6. Base de diferenciales holomorfas para superficies de Rie-
mann hiperelipticas.

Un teorema importante en la teoria de superficies de Riemann compactas (ver [For81])
afirma que sobre una superficie de Riemann compacta X de género g existen g diferenciales
holomorfas linealmente independientes, es decir, estas diferenciales holomorfas forman
un espacio vectorial complejo de dimension g, a este espacio vectorial lo denotaremos
por H%(X, Q). Nosotros estamos interesados en calcular dicha base para una superficie de
Riemann compacta hipereliptica de género g para ello conviene dar otra definicién de
superficies hiperelipticas.

Definicién 1.14 Una superficie de Riemann compacta de género mayor que uno que
addmite un cubriente doble de C. se llama hipereliptica.

Tenemos el siguiente lema.

Lema 1.1 Cualquier superficie de Riemann compacta hipereliptica de género g es la com-
pactificacion en C? de una ecuacién del estilo

donde 4; son todos nliimeros complejos distintos entre si.

Demostracion: Sea X superficie de Riemann compacta hiperelitica de género ¢ > 1, y sea
f: X = C« holomorfa y no constante de grado 2. Sea b = }_,ex(by(f)), por la férmula de
una aplicacién holomorfa y no constante de grado 2, es decir, f es un cubriente dobre de
Co. Riemann-Hurwitz tenemos que:

29-2=deg(f)(-2)+b=-4+b = b=2g+2

Dado que f es un cubriente doble, entonces no existen puntos de ramificacién de multiplici-
dad mayor que dos. Por lo tanto existen 2¢ +2 puntos distintos digamos {p1, . . ., p2g+2¢} € X

de mulplicidad 2. Sean a1 = f(p1),...,426+2 = f(p2g+2) C C C Cw. Sea g(z;w) = w? —
H?f: 2 (z — a;), entonces
Co = {(z,w) € C* | g(z,w) = 0}

es una curva algebraica afin suave fura de los puntos de ramificacién. Sea 7 : Cp — C la
proyeccién sobre la primera coordenada y Rymaéx{| a; |}, sea B = {z € C :| z [)R}, tenemos
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que 7 }(B) consiste de dos discos disjuntos agujerados, compactificando cada uno de ellos
por medio de compactacién por un punto tenemos que 7 se extiende holomorfamente a
1 : C — Cu, donde C es una superficie de Riemann compacta, la compactificaciéon de Cy
y ademads 7t se ramifica en a1, a hasta asg+>. Se tiene que X es isomorfa a C. Notemos que
hemos agregado dos puntos a Cy sobre el oo, es decir, 11 (o0) = {71, 92}. Alos 2¢ + 2 puntos
distintos obtenidos en este lema, se les llama puntos de Wierstrass hipelipticos.

Teorema 1.8 Las diferenciales

2z
wj= ,7=1,...,¢8

w

forman una base de las diferenciales holomorfas de una superficie de Riemann hiperelipti-
ca

N
0 = [J@-A) A # A
i=1
donde N =2¢g+10N =2g+2.

2g+2
i=1
el siguiente automorfismo ¢ : C — C dado por ((z, w) = (z, —w), notemos que to ( = 2 =id,
a t se llama la involucién hipereliptica. Tal involucién induce una aplicacién lineal ¢* :
H(X, Q) — H%(X,Q) de orden dos también, por lo tanto tenemos la descomposicién de
H°(X, Q) en dos espacios propios V.1 y V_; con valores propios +1 y -1 respectivamente,
asi tenemos que H’(X, Q) es dividido en dos espacios.

Demostracién: Sea C la compactificaciéon del locus dew? = []:5“(z—a;) C C?, consideremos

Vi = {w e H(X,Q)| /'(@) = 0}
Vo ={weH(X Q| ()=-w)

Sea m : C — C cubriente doble como en el lema anterior, obsérvese que el espacio
propio V. es el trivial, pues si existe una 1-forma holomorfa en C tal que ("(w) = w
que desciende a una 1-forma holomorfa en C., es decir, si n = (7 o 1).(w) entonces,
deg(n) = 2gc., — 2 > 0 lo cual no es posible. Entonces tenemos que *(w) = —w para todo
w € H'(X, Q).

Considereremos la 1-forma
wo = dz/w

Notemos que wy es holomorfa y no cero fuera del oo, pues en los puntos donde w = 0,
se tiene que dz = 0. Para ver esto, recordemos que C es la compactificaciéon de una curva
suave, es decir, la dada por los ceros de un polinomio {f(z, w) = 0}, seap € C tal que w = 0,
es decir, z es una raiz, dado que

of

— =2w=0¢cw=0
Jw
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entonces df /dw # 0, y por el teorema de la funcién implicita tenemos que z = g(w) y

g (w) = %{/gg , en una vecindad de p, por lo tanto en w = 0 tenemos que dz = g’(w) = 0.

También tenemos que deg(wo) = 2g — 2, w tiene el mismo de orden de cero o polo en
los puntos g1, g2 € C tales que z(g;) = 1(q;) = o0, wp tendra un cero de orden g — 1 en cada

punto g1, q2.

Sea w otra 1-forma holomorfa en C, es decir,w € H°(X, Q), entonces obtenemos w/wg =
h, con h una funcién meromorfa sobre C y holomorfa fuera del co, entonces tenemos que
@ = hwy, aplicando ¢* tenemos:

—w = "(w) = "(hwo) = () (w) = =" (h)wo

por lo tanto (*(h) = h, es decir, h solo depende de la variable z, ademas h(c0) = oo, por lo
tanto / es un polinomio en la variable z. Por dltimo, si d = deg(h), entoces h tiene 2d ceros
en C, entonces / tiene un polo de orden d en cada uno de los puntos 41, 42, como wy tiene
un cero de orden g — 1 en oo y hwg = w es holomorfa, tenemos que deg(h) < g — 1. Asila
base para H(X, Q) esta dada por

@ % 2814z

{(—, — ..., ).
w' w

w







Capitulo 2

Métricas en superficies de Riemann
de género ¢ > 2

Hasta el momento hemos sentado las bases sobre el tema en el que se desarrollara este
trabajo. Continuando en este sentido, en este capitulo proporcionaremos los conceptos
necesarios para hablar de las propiedades geométricas mencionadas anteriormente en la
introduccién, de manera particular, nos centraremos en el estudio de las métricas sobre las
superficies de Riemann, asi como en algunos ejemplos de ellas y sus propiedades, como
refencia puede consultar [CCL99], [Jos91], [Zhe62].

2.1. Métricas sobre variedades diferenciables

Definicién 2.1 Sea M una n-variedad diferenciable. Si para cada punto p € M el espacio
tangente T,M es provisto de un producto interior real y definido positivo

S TMXT,M — R,
de tal manera que g, varia de manera C* en p, decimos que ¢ = {g, | p € M}, es una métrica
Riemaniana sobre M. También decimos que M es una variedad Riemaniana.
Sea (U, x) una carta coordenada local de M. Si definimos
Jd d
i) = gpl=—, =), el
$i0) = lzg 5y P

entonces g;j; €s una funcién en términos de xy, . .., x,. Decimos que g es C* si las funciones
gij son C%. Escribiremos

n n
ds* = Z gijdx; ® dx; o bien solo escribiremos ds® = Z Qijdxidx;
i,j=1 ij=1

que es una manera cldsica de expresar la métrica riemaniana.
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Notemos que toda forma cuadratica tiene asociada una matriz G = (g;;), entonces
podemos escribir:

dsz(x, y) = Z SiiXiy;j = xtGy =X, Y)g
i,j=1

para todos los puntos x,y € T,(M), p € M. De nuestra definicién de producto interior
obtenemos que g;; = gji, concluimos que G es una matriz cuadrada, simétrica, definida
positiva y no degenerada.

Definicién 2.2 Sea f : M — N un difeomorfismo entre variedades diferenciales, con
métricas gy § respectivamente, f es una isometria si f*§ = g, es decir,

a2, y) = ) gy = ) Sy ()dfy(y)) = d(@df, (), df,(y)
i,j=1 ij=1

para todos los puntos x,y € T,(M), p € M.

Una isometria f : M — M con métricas gy ¢ es llamada isometria de M, o bien diremos
que (M, g) y (M, §) son isométricas.

Observacién: De manera similar a lo anterior podemos dar una interpretacién matricial
ala definicién de isometria. De nuestra definicién tenemos que f : M — N es una isometria

si ds?(x, y) = ds*(d fp(x),dfy(y)), es decir,

x'Gy = dfy(x) Gdfp(y)
para todos los puntos x, y € T,(M), p € My G = (gij), G = (i) -

Ahora bien recordemos que una transformacién lineal 1 entre dos espacios vectori-
ales V 'y W de dimensién n y m respectivamente, en notacién matricial  : V. — W es
representada por:

[Y()]p = Alx]g

donde A es la matriz de n X m asociada a la transfomarcion lineal i, § = {1, ..., .} es la
basede Viy g ={p],..., B} eslabase de W.

Por lo tanto podemos concluir que f : M — N es una isometria si:
ds*(x,y) = x'Gy = x'P'GPy = d5*(df,(x), d f,(y))

para todos los puntos x, y € T,(M), p € My P la matriz asociada a la transformacién lineal
dfy.

Producto interior hermitiano.

Definicién 2.3 Supoéngase que V' es un espacio vectorial complejo. SiH : VXV — C es
una funcién en dos variables la cual satisface:
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1. Para cualquier v1, v, w € V'y A1, A; € C, tenemos

H(Av1 + A0, w) = AqH(v1, w) + A2H(v2, w)

2. Para cualesquiera v, w € V tenemos
H(w,v) = H(v, w)

H(v, w) se llama producto interior Herminitiano, H es definido positivo si para cualquier v € V,
v # 0, H(v,v))0

Si separamos la parte real e imaginaria de H(v, w) y escribimos
H(v,w) = F(v,w) + iG(v, w).

Entonces tenemos que F y G son funciones bilineales real valuadas sobre V. De la condicién
2 de nuestra definicién anterior obtenemos:

F(v,w) =F(w,v) y G(v,w)=-G(w,v)

De aqui que F es una funcién bilineal simétrica y G es una funcién bilineal antisimétrica.

2.2. Meétricas sobre una superficie de Riemann

Definicién 2.4 Una métrica conforme sobre una superfice de Riemann X es una expresion
en coordenandas locales (U, z) dada por

A?(2)dzdz

donde A)0y A: U — Res C*™.

Si w +— z(w) es una transformacién de coordenadas locales, entonces la métrica
sera transformada a

donde w = u +iv, d/dw = 1/2(d/Ju — id/dv) y d/dw = 1/2(d/u + id/v)

Definicién 2.5 El operador Laplaciano-Beltrami con respecto a la métrica A%(z)dzdz es
definida por
499 1,0 d
M= i g o)

Definicién 2.6 La curvatura Gaussiana de la métrica A?(z)dzdz es definida por

K = —Alog(A).
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Observacién 2.1 Notemos que con z = x + iy, tenemos A%(z)dzdz = A%(z)(dx* + dy?).
Entonces la métrica define la métrica Euclideana solamente por el factor conformal A2
En particular los dngulos con respecto a A?(z)dzdz son los mismos que con respecto a la
métrica Euclideana.

Existe un teorema llamado Teorema de Egregium-Gauss el cual nos dice que la curvatura
Gaussiana K es invariante bajo isometrias. Puede consultar su demostracién en [dC76]
pag. 234.

Observemos que una isometria tiene entonces el mismo efecto que un cambio de
coordenadas

Lema 2.1 Toda superficie de Riemann compacta X admite una métrica conforme.

Una vez vistos estos conceptos comencemos con el estudio de algunas métricas sobre
superficies de Riemann.

2.3. Meétrica hiperbdlica

Consideremos el plano complejo C y consideremos el semiplano superior H = {z € C |
Im(z))0}, con la métrica

1 1., )
p = —dzdz = —dx* +dy”*,
v v
entonces IH se convierte en un modelo del plano hiperbélico o plano de Lobachevski. Cua-
lesquiera dos puntos en IH pueden ser tinidos por una tinica geodésica y la distancia entre

estos dos puntos es la medida a lo largo de esta geodésica. La geometria en H no es
euclideana pues no se cumple el 5° postulado de la geométria de Euclides.

Ahora bien sea ¢ € SL(2,R)!
fa b
8T\ ¢ 4

Recordemos su traza estd dada por tr(g) = a +d. SL(2, R) es llamado el grupo unimodular.

El conjunto de todas las transformaciones de Mobius de C en C (o transformaciones
fraccionales) son de la forma

az+b
+d

forman un conjunto tal que el producto de dos transformaciones corresponde al producto
de sus matrices correspondientes y el inverso corresponde a la matriz inversa.

M:{z»—> la,b,c,deR y ad—bc:l}

Cada transformaciéon T € M es representada por un par de matrices ¢ € SL(2,R).
Entonces M es llamado PSL(2,R) y es isomorfo a SL(2,R)/{+l>} (donde I, es la matriz
identidad de 2 x 2). Tenemos que tr(—g) = —tr(g), entonces

tHA(T) = t2(g) y tr(t) = tr(g) |

'SL(n,R) denota el conjunto de matrices de 1 X 1 con determinante igual a 1.
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son funciones bien definidas de T.

Note que PSL(2,R) contiene todas las transformaciones de Mobius de la forma z +—
az + b/cz +d, con A = ad — bc)0, pues dividiendo el numerador y denominador por VA
obtenemos una nueva matriz de determinante 1.

El conjunto de todas las isometrias de IH es un grupo que denotaremos por Isom(IH).
Existe un teorema el cual afirma que PSL(2,R) C Isom(H) y Isom(H) =~ PS'L(2,R) =
S*L(2,R)/ + id>, donde S"L(2, R) es el grupo de matrices de 2 X 2 con determinante igual a
+1 (ver [Kat92] cap. 1).

Consideremos el disco unitario:

D={zeC:|z|(1}.

Definimos sobre D la métrica de Poincare

4dzdz

ds? = ————
T zpe

como D y H son biholomorfos, estos dos modelos de geométria hiperbélica son conocidos
como modelos de Poincare.

Ahora bien la curvatura Gaussiana K de la métrica hiperbélica p en un punto z = x +iy
viene dada por:

_ d*(logp) = *(logp)\ _  ,(P(log(1/y)) 9*(log(1/y))
K= ~Allogp) = pz( oz dy? )__ ( ox? " dy? )

1

2

=-y(=)=-1
s

es decir, la curvatura Gaussiana K de esta métrica es constante igual -1, por lo tanto
la derivada de K, dK, vale cero en todo punto. Por el teorema de uniformizacién toda
superficie de Riemann compacta X admite una métrica de curvatura constante, el cual nos
dice que una superficie de Riemann compacta X es conformalmente equivalente a X/G
donde X es su cubriente universal y G un grupo propio discreto de isométrias que acttia
libre y discontinuamente sobre X; por lo tanto si X es H podemos inducir una métrica
invariante bajo G de curvatura Gaussiana K igual a -1 sobre X.

2.4. Cadenas, ciclos y homologia.

Por una ”1-cadena”sobre una superficie de Riemann X entederemos una combinacién
lineal finita con coeficientes enteros

k
C:anCj, njez

=1
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donde los ¢; : [0,1] — X son curvas. La integral sobre ¢ de una 1-forma diferencial w

cerrada es definida por
k
Jo=Ym [w
c ]:1 Ci

]

El conjunto de todas las 1 — cadenas sobre X forman bajo la suma de manera natural un
grupo abeliano, que se denota por C;(X).

Sea C : [0,1] — X una curva, definimos el operador frontera o sobre las 1-cadenas
como:

dC=0 si C(0) = C(1).
dC(1) = +1,dC(0) = -1y cero en todos los demds puntos si C(0) # C(1)

Para una 1 — cadena arbitraria C = Zjn]-8c]-. El conjunto Z;(X) = {C € C1(X) | dC = 0}
forman un subgrupo abeliano de C;(X), este grupo se llama el grupo de 1-ciclos sobre X. En
particular toda curva cerrada es un 1 — ciclo.

Dos ciclos ¢, ¢’ € Z1(X) se dicen homologos si para toda 1-forma w tenemos que:

Jo= Lo

Esto nos define una relacién de equivalencia y el conjunto de todas las clases de homologia
de 1 — ciclos ([c]), forman un grupo aditivo Hy(X, Z) := {[c] | ¢ es un 1-ciclo}, este grupo
se llama el primer grupo de homologia de X . Se puede demostrar que H1(X, Z) tiene 2g
generadores {ay,...,ag,B1,..., B¢} (Ver [GH78]).

Sea wy, ..., wg € HO(X, Q2) una base para el espacio de 1-formas holomorfas sobre X . La
matriz de periodos de X es la matriz g X 2g

[N

8

foos o

las columnas de vectores []; = (fa_ a)1,...,fa_ wg)y Hg+j = (fﬁ' w1, .- "fﬁ- wg) son llamados
1 1 ] ]

Q

7

periodos. Dada una superficie de Riemann compacta X de género ¢)0, existe una base
a1,...,0agpP1,-..,Bg de Hi(X, Z) que satisfacen las siguientes relaciones de interseccion:

» q;f; = Ojj, paratodoi,je(l,..., g}
» Bja; = —0;j, paratodoi, je{l,..., g}

Esta base se llama base simpléctica, los ciclos aj, ...,ag son llamados A — ciclos y los
1, ..., Bg son llamados B — ciclos. Se puede demostrar (ver [GH78] pags. 224-232) que
dada un base simpléctica {a1, ..., ag, B1,. .., B¢t de Hi(X, Z), existe una base {w1, . .., we} de
H°(X, Q) (llamada base normalizada) tal que:

fa)j:éij para 1<i,j<g,
a

1
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es decir, lamatriz de periodos tiene la forma (I, B). Por las relaciones bilineales de Riemann
se tiene que B es simétrica e Im(B) es definida positiva.

2.5. Meétrica Theta y métrica de Bergman.

Supongamos que tenemos una base simpléctica de homologia y una base normalizada
de diferenciales holomorfas de una superficie de Riemann compacta X de género ¢)0 con
matriz de periodos (I, B), donde B = Bt e ImB)0. Sean ej, Bj, j=1,...,glosvectores columna
de las matrices I y B respectivamente, estos vectores son linealmente independientes sobre
R, asf podemos formar una reticula A = {mie; + -+ + mgeg + mgy1By + -+ + mogAoe} en
C8; definimos la variedad Jacobiana J(X) de X como el toro complejo €C3/A . Por medio
de traslaciones en J(X) podemos identificar a C3 como el espacio tangente al toro en el
origen ToJ(X). Dado que B es simétrica y definida positiva, tenemos una métrica sobre
C8 = ToJ (X) dada por (x, y) = x/(ImB)~'y. Si (ImB)~! = (a;j) dicha métrica la denotaremos

2 _v8 A As .
por ds —Zi,].zlzzl]dzldij.

Ahora bien fijemos un punto pg € X, en coordenadas locales tenemos la aplicacién de
Abel-Jacobi y, : X — J(X) dada por:

i) = ([ [ )

El teorema de Abel (ver [GH78] pégs. 235-240) nos dice que py, es un encaje por lo
tanto podemos restringir la métrica ds> a X, a esta métrica le llamamos métrica Theta.
Localmente la podemos ver de la siguiente manera: seap € Xy z: U C X — C una carta
alrededor del punto p. Sea f; : U — C una expresién local de w; en la coordenada z, donde
{w1,...,w¢} esunabase de HY(X,Q).Sea fi(z) := fioz™! : z(U) » Cy f(z) = (f1(2), ..., f¢(2)).
La métrica Theta es dada por pz(z)dzdz donde

8

@) = (f@), f@s = f@' (ImB) ' F@) = (), aii fi@)f;(@)).

ij=1
La métrica Theta no depende del punto py de la aplicacién de Abel-Jacobi.

Teorema 2.1 Sea X una superficie de Riemann compacta de género ¢ > 2y sea {wy, ..., wg}
una base del espacio de 1-formas holomorfas sobre X. Entonces

p

Y wiz)wi(a),

i=1

define una métrica sobre X con curvatura no positiva, llamada métrica de Bergman.
Ademés la curvatura Gaussiana de esta métrica es cero en a lo mas un ndmero finito de
puntos.
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Demostraciéon: En coordenadas locales escribimos w;(z) = fi(z)dz con f; holomorfas
(i=1,...,9). La métrica biene dada por

8
Y @Rz = (f, iz = pdadz,

i=1

donde f = (f1,...,fg) y {f, f) denota el producto interior de C¢ inducido por la matriz
identidad. Esta métrica es definida positiva pues existe un teorema que afirma que no
existe un punto z € X, tal que todas las 1-formas holomorfas se anulen en ese punto (ver
[Jos91] pag. 221).

Usando que las f; son holomorfas entonces tenemos que la curvatura Gaussiana de la
métrica de Bergman esta dada por la expresion:

RN A 5 ___ 4 d(9 1/2
K@) = Alog(p)— 7@, 7 208D = 7 82( az(log(ﬂ(f(z),f(z)) )))
4 (@ Fe)
= Go s E " e rey)

(L O FEONS @) F @) = (@), NS @), f(Z)>)

@, @) @), f@)
—_—2 / ’ _ / 2
RTEN s (F@, FOXF @, f @)= 1{f @), f@) )

Por la desigualdad de Cauchy- Schwarz tenemos que
(f@, f@Xf @), f' @)= 1 {f ), f2)) = 0.

Por lo tanto la curvatura Gaussiana K es menor igual a 0. K es igual a cero cuando
fyf(z):=fi/dz...,0f;/dz) son linealmente dependientes, es decir, f'(z) = Af(z) con
A € C, esto sucede a lo mas en un ndmero finito de puntos.

Notemos que la métrica de Bergman y la métrica de Theta difieren solamente por lo
coeficientes ajj en el préximo capitulo analizaremos la curvatura Gaussiana de la métrica
de Bergman pues se nos facilitan los célculos al no aparecer los coeficientes 4;; en su
expresion.



Capitulo 3

Curvatura Gaussiana no constante en
superficies de Riemann de género
bajo

Nuestro objetivo ahora es hacer un estudio de los puntos criticos de la funcién cur-
vatura Gaussiana K de la métrica de Bergaman. En este andlisis nos enfocaremos a las
superficies de Riemann compactas hiperelipticas X, aunque algunos teoremas y resultados
tienen aplicacién general, tal estudio lo realizaremos haciendo uso de los automorfismos
de X y al mismo tiempo haremos su estudio analitico.

La motivacion del estudio de diferentes métricas sobre las superficies de Riemann
compactas, fue para hacer una comparacion entre ellas y el hacer notar que para nuestro
interes la métrica hiperbdlica no funciona pues tiene curvatura Gaussiana K constante en
cualquier punto.

3.1. Funcion de Morse sobre las variedades diferenciales.

Sea f : M — R una funcién real valuada sobre una variedad M. Un punto p € M
es llamado un punto critico de f si la funcién inducida f. : T,M — T,R es cero. Es decir,
si elejimos un sistema de coordenadas locales (x1,...,x,) en una vecindad U de p esto
significa que

of of

5P == 5 () =0

Xn
la diferencial de f en p es cero. El ntimero real f(p) es llamado valor critico de f. Un punto
critico p es llamado no degenerado si y solo si la matriz de segundas derivadas parciales

82f
pas

también llamado el Hessiano de f en p, es no singular, si el Hessiano es singular entonces
p es un punto critico degenerado.
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Definicién 3.1 Una funcién diferenciable real valuada sobre una variedad M es una fun-
cién de Morse si todos sus puntos criticos son no degenerados.

El indice de un punto critico no degenerado p de f, se define como la dimensién del
subespacio maximal de T,M sobre el cual el Hessiano es definido negativo, la nulidad es
la dimensién de el espacio nulo, entonces p es no degenerado si y solo si la nulidad es
cero. Se puede checar de la definicién que el ser no degenerado y el indice no depende del
sistema coordenado, ver [Mil63] cap. 1.

Lema 3.1 (Lema de Morse) Sea p un punto critico no degenerado de f, entonces existe
un sistema de coordenadas locales (y1, ..., y») en una vecindad U de p, tal que y; = 0 para
todoiy

F=fO) =vi= Ya+ Yaut o Vi
en U, donde a es el indice de f en p.

Corolario 3.1 Los puntos criticos no degenerados son aislados

Recordemos que la caracteristica de Euler de una superficie de Riemann compacta M
esta dada por e(M) = 2 — 2g, uno de los principales resultados que tenemos de la teoria de
Morse es el siguiente (ver [God71] pag. 192):

Teorema 3.1 Sea M una superficie de Riemann compacta y sea f : M — R una funcién de
Morse sobre M, designemos por C, el nimero de puntos criticos de indice a. Entonces

e(M) = Z(—D“ca.
a=0

A continuacién recordamos la manera de distinguir entre maximos y minimos de una
funcién definida en dos variables f(x, y).

Definicién 3.2 Sea f(x,y) una funciéon en dos variables definida en una vecindad de un
punto (xo, o) € R2, supongamos que f tiene derivadas parciales continuas de segundo
orden y sea (xp, o) un punto critico de f. Si en el punto (xo, 1) tenemos que

2?2 2 0% \2
prp e e R

entonces:

1. (x0,Yo) es un maximo si:

9% 9%

a2 52
2. (x0, Yo) €s un minimo si:

9% 9%

52" 52"
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El punto (xo, o) es un punto silla si:

2 2 2?2 \2
25~ (amay) ©

Ahora bien dado que la curvatura Gaussiana K : X — R es una funcién C* sobre las
superficies de Riemann, entonces dado p € X un punto critico de K tenemos:

1. Sip es un punto minimo de K

a=0
2. Sip es un punto silla de K

a=1
3. Sip es un punto maximo de K

a=2.

Ahora consideremos primeramente las superficies hiperelipticas para hacer un estudio
detallado de los puntos criticos de la funcién curvatura Gaussiana bajo la métrica de
Bergman y comprobemos lo visto en esta seccién, comencemos con un andlisis general
para el caso de las superficies hiperelipticas de género 2.

NOTA 3.1 Para hacer el andlisis de la funcién curvatura Gaussiana K sobre superficies
de Riemann hiperelipticas y visualizar algunos aspectos geométricos de dicha funciéon
haremos uso de la propiedad de que la funcién proyeccién sobre la primera coordenada
1 : X — Cq esun cubriente doble ramificado, es decir, para cada vecindad abierta U C Co
que no contenga ningtin punto de ramificacién de 7 entonces 7! (U) = U; UU, es la unién
disjunta de dos abiertos U, U, C X. Pero sabemos que los abiertos de X son biholomorfos
a abiertos de C, por lo que podemos hacer los célculos pensando que nuestros abiertos
son abiertos de C.

3.2. Superficies hiperelipticas de género 2

Para el estudio de la curvatura haremos uso del siguiente teorema que se encuentra
en [Lew69].

Teorema 3.2 Sea X superficie de Riemann compacta hipereliptica de género ¢ > 2, la
curvatura Gaussiana K de la métrica de Bergman alcanza su maximo global y este es igual
a cero precisamente en los 2¢ + 2 puntos de Weierstrass.

Una superficie hipereliptica X de género 2 se puede escribir como:
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con f un polinomio de grado 6 o 5. La base del espacio de 1-formas holomorfas H’(X, ()
para X se encontrard dada por:

dz zdz
w w

{ J-

Si consideramos la métrica de Bergman, la curvatura Gaussiana por lo visto anterior-
mente se encontrard dada por la ecuacion:

-2

K: - i /’ AN } ’ /, ,
Gl P = XS P
en donde f = (%, ;5/), y tenemos las siguientes igualdades:
_ 1 2
f.P=rprlz ).
I\ 1
SIS = e
W Z
SIS = e
fy= P
SD= TR
Entonces se obtiene lo siguiente
A ’ ’ _ 2 _ 2y _ 1
S XS D=L S ) = le4(1+|Z| 1z 19) = ol

Por lo tanto la curvatura Gaussiana se encontrard dada por la ecuacién

20wl =21f@|  -2fHV?

T+ zPP A+ 1zPP A+ |z PP

Como dK? = 2KdK, entonces podemos decir que K y K? a excepcién de los puntos de
Weierstrass que es donde K se anula, tienen los mismos puntos criticos, para encontrar
tales puntos criticos consideremos K2.

P |
(1+]z )P
Para simplificar notacién, pongamos
p=1+zz

Calculando las derivadas parciales con respecto a z y z, tenemos:

19> _f'f ffz

ZE_ 56 57'
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10K ff 6f]_”z
49z p5 O f

. 2 2 .
Para encontrar los puntos criticos tenemos que %(zo) =0= %(zo), suponinedo que
f(z0) # 0, entonces los puntos zy tales que cumplan la siguiente condicién:

s 6f(z0)20
f(z0) = 1+2zoz0
TN _ 6f(ZO)ZO
f'(z0) = Ttzom

Serén los puntos criticos de K. Una vez encontrados los puntos criticos regresemos con K
y calculemos sus derivadas parciales.

oK _~(fH2fF (D

oz B3 B4

oK _ —(FHPfF | (D"
0z i gt

Calculando el Hessiano tenemos:
PK _ V2N PED - GHTPE DT R DR
02 2 +3 5 +3 5 - 7
_VR2URPPED -GN DT DR
- ﬁ‘?’ ﬁ4 55 .

PK _LR2GRPEFPR - GATRRF (DT fFE (PO
o2 p p o

PR _ V2N PEED - NS U
4

920z B3 B
6N +3FN R (D
+ T -24 R
Evaluando en los puntos zj tales que f’(zg) = % y f'(z0) = %ﬂ? tenemos:

QZK(Z - 301 f(z0) 20 f"(20)f(20)

022" T (142020 | f(z0) | (1 + 20200

K, . 301 f(z0) | 2o f(z0) " (z0)
(z0) -

02 (+z020)° | f(z0) | (1+2020)°
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K 20) = 6| f(zo) |
020z T (1 + 202005

Ahora bien consideremos el cambio de coordenadas z = x + iy, dado por
9? J? »? P
— =2——+ (= + —_)
x> 0dzdz ‘922  Hn2
9? J? »? P
25 Gzt 53)

duw? - 020z \9z2 * 02
> 1(9_2 _ 3_2)
oxdy i\gp 922/

Por lo tanto tendremos que Hessiano de la curvatura Gaussiana evaluado en los puntos
criticos zp = x¢ + iyp se encuentra dado por:

2i(6 + 30Re(2) U‘ilzzRe(f"f)) A (301m(z) - |flzlm(f"})

Hess(K(xo, y0)) =
v T (30m(z) - fim(rF) 26 - 30Re@) + fRe(f"f N,

30f(z0)22
(1+20Z0)?

Si ademés los puntos criticos zp cumplen la condicién f”(zo) =
emos:

entonces obten-

92K 9’K
( 0) =0=—(20)
072
K 20) = 6| f(zo) |
020z T (1 + 202008

Entonces la nueva nueva forma del Hessiano de K evaluado en estos puntos sera:

|f (z0)] 0
5
Hess(K(xo, o)) = (1520%) If(z0)|

(1+z020)°

Es decir, tales puntos zp = xg + iygp son minimos locales de la curvatura Gaussiana.

En escencia, el argumento citado anteriormente es la demostracién de la proposicién
siguiente.

Proposicién 3.1 Sea w? = f(z) la ecuacién de una curva hipereliptica de género 2, tal que
f evaluada en un punto zj es distinto de cero.

. 6
1. Si f'(z0) = SE%  entonces el punto zg es un punto critico de la funcién curvatura
- 1+z0z0
gaussiana.
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: ) 30f(0)23 . .
2. Si ademads f"(zp) = (15270)3, entonces el punto zp es un minimo local de la funcién

curvatura gaussiana.
|

Corolario 3.2 Sea w? = f(z) la ecuacién de una curva hipereliptica de género 2, tal que f
evaluado en z = 0 es distinto de cero.
1. Si f(0) = 0, entonces es un punto critico de la funcién curvatura gaussiana.

2. Siademas f”(0) = 0, entonces es un minimo local de la funcién curvatura gaussiana.
[

Ahora bien analicemos la funcién curvatura de los diferentes tipos de curvas hiper-
elipticas de género 2. Primero analicemos algunas curvas en las que podemos aplicar estas
dos ultimas proposiciones

w?=2°—-1.

La curvatura Gaussiana K de la superficie hipereliptica de género 2 dada por X = {(z,w) €
C? | w? = z° — 1}. Esta dada la ecuacién:

C 2jwpP  21fG)]
T @HIzPP @z

K(z)

Notemos que K(z) = K(1/z), considerando coordenadas polares, K es igual a:

—2(r'2 — 21 cos 660 + 1)1/2
(1+72)3

K(r,0) =

y K2(r, 0) es:
12— 2/9cos60 + 1
(1 +72)°

K3(r,0) = 4

Calculemos las derivadas parciales con respecto a r y 0 de K? para encontrar los puntos
criticos de K.

dK>  12r°sin60
90 - A +p

Los puntos es los que % = 0 son las rectas cuyo dngulo es 0y = ’%, k=0,..,11. Por
otra parte

JK? _ 127" =127 cos 66  12r(r'* = 21° cos 66 + 1)

or (1+7r2)° 1+ 127
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ses . .. 2
Para encontrar los puntos criticos tenemos que se debe cumplir la ecuacién ‘%(ro, 0p) =

0= %—Iﬁ(ro, 60). Notemos que los puntos r = 1, 6 = (Zkzl)n, k =0,..5, son las soluciones

posibles, pues no estamos tomando en cuenta los puntos de Weierstrass. Los cuales coin-
ciden si aplicamos la primera condicién de la proposicién 3.1

Una vez encontrados los puntos criticos calculemos las derivadas parciales de K

K —(r'? = 21° cos 60 + 1)"1/2(12r!! — 12 cos 60) . 12r(r'? — 21 cos 60 + 1)1/2

aor (1 +72)3 (1 +r2)t
9K _ (' = 2r%cos 60 + 1)~/212° sin 60
0 (1+72)3 '

Calculando el Hessiano tenemos de K, para ver que tipo de puntos criticos son tenemos:
PK (1271 — 121° cos 60)? ~ 132710 — 60r* cos 60
a2 2(r'2 = 2r9cos 60 + 1)3/2(1 + 12)3 (112 — 216 cos 66 + 1)1/2(1 + 12)3
6r(12r' — 127° cos 60) 12(r12 — 2¢° cos 66 + 1)1/2

(r12 — 25 cos 60 + 1)1/2(1 + r2)4 (1 +r2)*

6r(12111 — 1215 cos 60) _96r%(r'2 = 21 cos 66 + 1)/
(112 — 2% cos 60 + 1)1/2(1 + r2)* (1+7r2)P

d’K B 1/2(r'2 = 2% cos 60 + 1)73/2(121° sin 60)? — 72(r'2 — 2r° cos 66 + 1)"1/2¢° cos 66
202 1+ 2)p

B (127° sin 60)? 3 72r° cos 60
2012 = 2% cos 60 + 1)32(1 +12)3 (112 — 2r% cos 60 + 1)1/2(1 + 12)3

9’K B 1/2(r'2 — 2% cos 60 + 1)73/2(12r11 — 121 cos 60)(12r° sin 60)
000r 1+ r2)3

r = —4r° COS + 1)7"/“r’sin = —4r° COS + 1) r° s
_72(r'* = 21 cos 66 + 1)1/ si 69+72(12 210 cos 60 + 1)"1/217 sin 60
(1+72)3 (1 + r2)*

Evaluando en los puntos ro = 1, 0k, tenemos

I’K

W(ll Gk) = -3.
9°K

369y 1 00 = 0.
2*K 9
ﬁ(llek) =5

Por lo tanto

[OV]

Hess(K(1, 6;)) = ( 0

Nl O
S—
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es decir, los puntos etk O = (Zk;r(l)ﬂ, k =0,.,5 son puntos sillas. El punto z = 0 en

coordenadas polares no lo podemos ver, pero si aplicamos la prosicién 3.1 y corolario 3.2
y dado que f(0) = -1, f/(0) = 0 = f”(0), podemos afirmar que tal punto es un minimo
local. En la figura 3.1 presentamos la grafica de la curvatura de tal funcién.

Figura 3.1: Gréfica de la curvatura de la superficie dada por w? = z° — 1

Notemos que la curvatura K desciende C. y satisface K(z) = K(1/z), por lo tanto los
puntos sobre el 0 e oo son puntos minimos de la curvatura Gaussiana K.

Por dltimo veamos que se cumple el teorema 3.1. Tenemos dos puntos minimos de la
curvatura 0 e co, ademads estos puntos no son puntos de ramificacién del cubriente doble
de X en Cq (no son raices de z® — 1 = 0), por lo tanto Cy = 4, tenemos 6 puntos sillas que
no son de ramificacién, por los tanto C; = 12 y 6 puntos de curvatura maxima que son los
puntos de Weierstrass, de aqui que C; = 6, por lo tanto

2
e(X)= Y (-1)°Ca=4-12+6=-2=2-2g

a=0

. 4 . . . g
Observacidn: Si consideramos el automorfismo o : X — X, dado por o(z, w) = (ec'z, w),
entonces obetenemos que la superficie se encontrard definida por la ecuacién w? = z° + 1,

hagamos un andlisis de la funcién curvatura Gaussiana K para esta superficie.
w* =20 +1.

La curvatura Gaussiana se encuentra dada por la ecuacién

20wl 21 f@)]
S+ 1z PR A+ ]z PP
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Considerando el cambio a coordenadas polares, K serd igual a

K —2(r1% 4+ 21% cos 60 + 1)1/2
B (1+72)3

Ahora bien considerando K? en términos de z y Z tenemos:

2 _ | f(2) |2
K=z ee

Considerando el cambio a coordenadas polares tenemos:

12 + 2/5cos 660 + 1

K*=4
(1+1r2)°

Procediendo de manera andloga a lo hecho anteriormente realizamos los cédlculos tanto
en coordenadas polares como en término de z y z para encontrar los puntos criticos de la
curvatura Gaussiana K, evaluados en Hess(K) tenemos:

Figura 3.2: Gréfica de la curvatura de la superficie dada por w? = z° + 1

» puntos de curvatura maxima de K: Son las raices del polinomio z° + 1 = 0, es decir,

los puntos %, 6, = (2k7(1)n’ k=0,..,5.

= puntos de curvatura minima de K: Son el 0 e co.

= puntos sillas de K: Son los puntos e, 6 = 2% k= 0,..5
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ver figura 3.2

. . g
Por medio del automorfismo o(z, w) = (e¢'z, w), tenemos que los puntos de curvatura

maxima de la curva w? = z° — 1 van a dar a los puntos silla de la curvatura de la superficie

w? = z° + 1 y viceversa. Este es un fenomeno que se debera entender bien.

w? = (23 - a%)(z% — 1/a3).

Ejemplo de la curvatura de la superficie hiperliptica de género 2 dada por la ecuacién

w? = (2% - a®)(2® - 1/4%).
Supongamos como caso particular por cuestiones de complejidad de célculos que

a® = 2, entonces la curvatura se encuentra dada por la ecuacién:

_ 2wl _ =21f@)]
A+ 1z PP A+ 1z PP

Considerando coordenadas polares, K estd dada por la expresion

1/2
—2((r5 — 4r* c0s 30 + 4)(° — P cos30 +1/4))

K=
(1+72)3

Ahora considerando K? en término de z v Z tenemos:
y

K2:4 |f(Z)|2

1+ 1z )

Tomando coordenadas polares tenemos:

B 4(76 — 413 cos 360 + 4)(1° — 3 cos 30 + 1/4)

K2
(1+7r2)°

Procediendo de manera andloga a lo hecho anteriormente realizamos los cédlculos tanto
en coordenadas polares como en término de z y z para encontrar los puntos criticos de la

curvatura Gaussiana K, evaluados en Hess(K) tenemos:

mr=10=%%k=0,12

488 0
Hess(K(1, 6y)) = ( 0 _45 )
Por lo tanto estos puntos son sillas.
s r=160= % k=012
-1,13 0
Hess(K(1, 6y)) = ( 0 45 )

Por lo tanto estos puntos son sillas.
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El punto z = 0 en coordenadas polares no lo podemos ver, pero si aplicamos la propiscién
3.1y su corolario 3.2, dado que f(0) = 1, f/(0) = 0 = f”(0), podemos afirmar que tal punto
es un minimo local. En la figura 3.3 presentamos la grafica de la curvatura de tal funcién.

Figura 3.3: Gréfica de la funcion curvatura de la superficie dada por w? = (23 —a)(z>—1/a?)

Por ultimo veamos que se cumple el teorema 3.1. Tenemos dos puntos de curvatura
minima 0 e co que no son de ramificacién, por lo tanto Cy = 4, tenemos 6 puntos sillas que
no son de ramificacion, por los tanto C; = 12y 6 puntos de cruvatura maxima que son los
puntos de Weierstrass de X, de aqui que C; = 6, por lo tanto

2
e(X)= Y (-1)'Ca=4-12+6=-2=2-2g

a=0

En los dos ejemplos siguientes s6lo podemos aplicar la primera afirmacién de la
proposicion 3.1, ya que no se cumple la segunda condicién.

w? = z(z? — a?)(z* — 1/a%).

Ejemplo de la curvatura de la superficie hipereliptica de género 2 dada por la ecuaciéon

w? = z2(z% — a®)(Z% - 1/a%).

Supongamos como caso particular que a*> = 3, entonces la curvatura se encuentra dada
por la ecuacién

22w 21 f@)]
1+ 1z A+ 1z P
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Si consideramos el cambio a coordenadas polares, entonces K estd dada por

1/2
—Z(rz(r4 — 6120820 + 9)(r* — 2/3r% cos 20 + 1/9)) /

(1+7r%)3

K=

Ahora bien considerando K? en términos de z y Z tenemos:
2 | f(2) 2
K =4——=——.
(1+]z )
Tomando el cambio a coordenadas polares tenemos:

> 47’2(1’4 — 612 c0s20 + 9)(r* — 2/3r% cos 26 + 1/9)

K
(1+72)°

Haciendo célculos tanto en coordenadas polares como en términos de z y z encontramos
los puntos criticos de la curvatura Gaussiana K, evaluados en Hess(K) tenemos:

r=2-3,0,=kn,k=0,1.

10,4
Hess(K(2 — V3,0y)) = ( %’ _8 . )
Por lo tanto estos puntos son sillas.
m r=2+ V3,0, =k, k=0,1.
Hess(K(2 + V3, 0,)) = ( 0'05’38 _8 . )

Por lo tanto estos puntos son sillas.

r=1,6, = 2§01,

Hess(K(1, 6y)) = ( é g )

Por lo tanto estos puntos son minimos locales.

r=1,0p=kr, k=0,1.

Hess(K(1, 0y)) =( g _02 )

Por lo tanto estos puntos son sillas.

En la figura 3.4 presentamos la gréfica de la curvatura de tal funcién.

Por dltimo veamos que se cumple el teorema 3.1. Tenemos dos puntos de curvatura
minima que no son de ramificacién, por lo tanto Cy = 4, tenemos 6 puntos sillas que no
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Figura 3.4: Gréfica de la funcion curvatura de la superficie dada por w? = z(z* — a?)(z* —
1/a%).

son de ramificacion, por los tanto C; = 12 y 6 puntos de curvatura méxima que son los
puntos de Weierstrass de X, de aqui que C; = 6, por lo tanto

2
e(X)= Y (-1)'Co=4-12+6=-2=2-2g

a=0

w2 =2%—-1z.

Ejemplo de la curvatura de la superficie hiperliptica de género 2 dada por la ecuacion
2 _ 5
W=z -2z

La curvatura se encuentra dada por la ecuaciéon

_ 2wl 21/
A+ 1zPP  A+[zP)*
Si consideramos el cambio de coordenadas a coordenadas polares, entonces K esta dada
por

K —2(r'0 — 2/% cos 40 + r?)1/?
B (1+72)3

Ahora bien considerando K? en términos de z y z tenemos:

_, fQF

K2=422"
1+ ]z ?)°
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Tomando coordenadas polares tenemos:

10 — 246 cos 46 + 12

K*=4
(1+72)°

Haciendo célculos tanto en coordenadas polares como en términos de z y z encontramos
los puntos criticos de la curvatura Gaussiana K, evaluados en Hess(K) tenemos:

r=-1+v2,00=%,k=0,1,23.

583 0
Hess(K(=1 + V2, 6y)) =( 0 _005 )
Por lo tanto estos puntos son sillas.
mr=1+V2,0,=4,k=0,1,223.
0,172 0
Hess(K(1 + V2,0y)) = ( 0 -025 )
Por lo tanto estos puntos son sillas.
s r=2-13,6,= % k-0,1,2,3.
203 0
Hess(K( 2—«/§,ek))=( ) 0544).
Por lo tanto estos puntos son minimos locales.
s r= 2+ V3,6, = T k=0,1,2,3.
0146 0
Hess(K(4/2 + \/E,ek)):( 0 0544).
Por lo tanto estos puntos son minimos locales.
nr=1,0,=20% r-0,1,2,3
-0,5 0
Hess(K(1, 6y)) = ( 0 2 )

Por lo tanto estos puntos son sillas.

En la figura 3.5 presentamos la gréfica de la curvatura de tal funcién.

Por dltimo veamos que se cumple el teorema 3.1. Tenemos 8 puntos de curvatura
minima que no son de ramificacion, por lo tanto Cy = 16, tenemos 12 puntos sillas que no
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Figura 3.5: Gréfica de la funcién curvatura de la superficie dada por w? = z° — z

son de ramificacién, por los tanto C; = 24 y 6 puntos de curvatura méxima que son los
puntos de Weierstrass d X, de aqui que C, = 6, por lo tanto

2
e(X)= ) (-1)'Co=16-24+6=-2=2-2g.

a=0

Con esto terinamos el estudio la funcién curvatura de las superficies hiperelipticas de
género 2.

3.3. Superficies hiperelipticas de género 3.

Por ultimo daremos un ejemplo en género 3 de la superficie hiperliptica dada por la
ecuacion:
w? =28 1.

Tenemos que es una superfice de Riemann de género 3, entoces su base del espacio de
1-formas holomorfas H(X, Q), se encuentra dada por:

( dz zdz z%dz \
vy y
La curvatura Gaussiana K en la métrica de Bergman se encuentra dada por la ecuacién:
-2

K:W[<f,f><f’,f’>—<f,f’><f’,f>]
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en donde f = (% § Z?) de aqui que:

+] 22 %)

<f,f>:|

1

<f’,f’>:| )

1
<ff >— |2z+22|z|2)

<f’,f>:|

|2(2+22|z|2)

Por lo tanto la curvatura K se encuentra dada por la ecuacién:

2wl A+4]zP+ ]z
A+ 1z +12%2?)3

K(z,z) =

Célculemos las derivadas parciales con respecto a r y 0 de K?(r, 6) para encontrar los
puntos criticos de K
4(1 + 4r% + r2(r'® — 2r8¢0s80 + 1)

K* =
(1+72+7r4°
K> 4(1 + 417 + r*)2(16135in80)
20 (1+ 72 + 146
Los puntos es los que = 0 son las rectas que pasan por el origen y el punto ¢/% donde

O =k=1,..,15. Ahora bien por otro lado

oK? 4 2(1 + 412 + 1) (87 + 4r3)(r'® — 2r8c0s860 + 1) + (1 + 472 + r*)>(16r"> — 1617 c0s80)

ar (1+72+1r4)0

(L4477 +r2(2r + 4°)(r'° — 218¢os80 + 1)]
(1+ 12+ 147

. . .. 2
Para encontrar los puntos criticos tenemos que se debe cumplir la ecuacién ‘%(ro, 0o) =

0= %(ro, 0p). Notemos que los puntos de la forma ¢'% con O = 2%”, k=0,..7, son
las raices del polinomio f(z) que como podemos ver desde un principio es donde la

curvatura vale 0 y son los puntos de curvatura maxima, entonces los puntos de la forma

¢'% con 9y = (2k+1)n ,k=0,.

considerar.

..,7, donde tenemos que cos80x = —1, son los puntos criticos a

Evaluando el Hessiano en los puntos criticos (1, 0x) tenemos:

Hess(K(1, 6)) = ( 829 0 )

0 14,22

Por lo tanto estos puntos son puntos sillas.
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Figura 3.6: Gréafica de la funcién curvatura de la superficie dada por w? = z8 — 1

En la figura 3.6 presentamos una imagen de la curvatura de tal funcién.

Conclusiones:

Este ejemplo de género 3 es analogo al de la curva dada por w* = z° — 1, es decir, en la curva
w? = z8 — 1 tenemos que el niimero total de puntos silla de la curvatura son 16, el niimero de
puntos minimos son 4 y el niimero de puntos mdximos son 8 y notemos que aqui también se cumple
el teorema de Morse. De hecho parece ser que para la curva hiperelitica dada por w* = 2282 — 1 1a
funcién curvatura Gaussiana tendrd 4 minimos, 2g + 2 puntos maximos y 4g +4 puntos sillas, pero
quizas para estudiar este ejemplo tengamos que analizar primero puntos fijos de automorfismos,
que estan relacionados con puntos criticos de la curvatura.
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