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Resumen

El desarrollo del presente trabajo, constituye en resolver numéricamente y
en la aplicación de un análisis de la aproximación de la solución numérica
de una ecuación diferencial parcial, que es conocida en economı́a como la
ecuación de Black Scholes. La idea de resolverla numéricamente es porque
es una ecuación dif́ıcil de aproximar y nos facilitara para poder analizar
cualquier función que querramos. Para poder encontrar la aproximación de
la solución y hacer el análisis, recurrimos a un método numérico, el método
de diferencias finitas y que utiliza series de Taylor para su desarrollo. El
método de diferencias finitas consiste en sustituir la ecuación continua en
una discretizada, es decir, una que se parezca a la original y que nosotros
podamos usarla numéricamente. Se presenta el teorema de Lax que nos dice
que un sistema es estable si y solo si es convergente y consistente, y se dis-
cuten cada una de ellas. Se presentan códigos de cómo se resolvieron unas
ecuaciones clásicas como la de difusión, onda, etc., además del análisis ex-
haustivo de las caracteŕısticas numéricas de dichos códigos, incluyendo la
estabilidad de los esquemas presentados. Por último, se presenta la ecuación
a resolver, sus caracteŕısticas y los códigos que resolverán la ecuación de
Black Scholes, el análisis del porque uno si funciona y otros no y la com-
paración con su solución anaĺıtica. Este análisis nos ayudara para entender
más a fondo el comportamiento de dicha ecuación, además de que es más
rápido que si la resolvemos anaĺıticamente.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El tratamiento numérico de las ecuaciones diferenciales parciales es un tema
bastante amplio. Las ecuaciones diferenciales parciales son la parte central
de muchas de las aplicaciones de análisis computacional o simulaciones de
sistemas f́ısicos, tales como los fluidos, campos magnéticos, astrof́ısica, rela-
tividad numérica, etc.

En matemáticas se clasifican las ecuaciones diferenciales parciales lineales
de segundo orden, en tres categoŕıas, hiperbólicas, parabólicas y eĺıpticas
(ver William [18]). Una forma de ver esta clasificación es la siguiente: dada
una ecuación diferencial en dos variables independientes

Aδ2xφ+ 2Bδ2xyφ+ Cδ2yφ+Dδxφ+ Eδyφ+ F = 0

donde los coeficientes A,B,C,D y F pueden depender de x y y, decimos que

La ecuación es eĺıptica si

det

[
A B
B C

]
> 0

Es parabólica si

det

[
A B
B C

]
= 0

Es hiperbólica si

det

[
A B
B C

]
< 0
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.

Un ejemplo de una ecuación hiperbólica es la ecuación de onda en una di-
mensión

∂2φ

∂t2
= c2

∂2φ

∂x2
, (1.1)

donde c es la velocidad de propagación de la onda y es una constante (ver
Jhon [19]). Un ejemplo de una ecuación parabólica es la ecuación de difusión
en una dimensión, que está dada por

∂φ

∂t
=
∂(D ∂φ

∂x )

∂x
, (1.2)

donde D es el coeficiente de difusión que puede depender de x (ver Jhon
[19]). Y por último un ejemplo de una ecuación eĺıptica es la ecuación de
Poisson en dos dimensiones

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
= ρ(x, y). (1.3)

donde ρ es un término de una fuente dada que depende de x y y (ver Jhon
[19]). Si el término de la fuente es igual a cero, entonces la ecuación se con-
vierte en la ecuación de Laplace.

Las ecuaciones (1.1) y (1.2), se emplean para plantear problemas de valores iniciales
o problemas de Cauchy. Esto último quiere decir que si alguna información
sobre φ está dada en un tiempo inicial t0 para toda x, entonces las ecuaciones
describiŕıan como φ(x, t) evolucionará en el tiempo. En otras palabras, las
ecuaciones (1.1) y (1.2) describen una evolución temporal de la función φ.
La intención de un código numérico que aproxime ecuaciones hiperbólicas
o parabólicas debe ser la exploración de esa evolución por medio de una
aproximación adicionada.

En contraste con las ecuaciones (1.1) y (1.2), la ecuación (1.3) tiene una
única solución φ(x, y) que la satisface dentro de alguna región de interés
xmin ≤ x ≤ xmax y ymin ≤ y ≤ ymax, y que además tiene algún compor-
tamiento deseado en la frontera de esta región. Este tipo de problemas son
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llamados problemas de valores en la frontera. Como en la ecuaciones anteri-
ores se integro con respecto al tiempo, en este tipo de ecuaciones la idea es
que a la hora de hacer el código, la solución converga en todos los puntos
del espacio al mismo tiempo.

Las ecuaciones diferenciales parciales con las que uno se enfrenta en las
teoŕıas f́ısicas, económicas, etc., son, en general, imposibles de resolver anaĺıtica-
mente (excepto en los casos más simples, en los que se asumen ciertas
simetŕıas). El tipo de dificultades que pueden presentarse van desde la pres-
encia de fronteras irregulares, hasta la existencia de ecuaciones no lineales,
también teniendo ecuaciones no homogéneas las cuales pueden ser muy ŕıgi-
das al resolverse numéricamente.

La ecuación de Black Scholes es una herramienta muy importante en el
cálculo de opciones en economı́a. Aunque se conoce su solución exacta en
muchos casos, representa un estudio de caso interesante desde el punto de
vista numérico ya que la ecuación es ŕıgida y la aplicación de esquemas
numéricos impĺıcitos estilo Crack Nicolson al tratar de resolverla produce
esquemas inestables. En este trabajo se presenta una estrategia de semidis-
cretización que permite evitar dichos problemas en una forma muy sencilla,
y que al mismo tiempo, es aplicable a problemas más generales.

Para tratar estas dificultades y poder estudiar problemas más generales,
se emplean métodos numéricos. Existen distintas maneras de modelar una
ecuación diferencial parcial numéricamente. Hay varios métodos para hac-
er estas aproximaciones, entre las más populares se encuentran, el método de
diferencias finitas (ver Thomas [1], Jhon [19]), el método de elementos finitos
(ver Morton [20]) y los métodos espectrales (ver Clive [21]). Para esta tesis
siempre se hará uso de la aproximación por diferencias finitas. En la sigu-
iente sección se dará una breve introducción a este método.

1.1. El Método de Diferencias Finitas

Lo primero que debemos tener en mente desde el principio, es que cuan-
do se hace uso del método de diferencias finitas, uno esta asumiendo que
el dominio de las ecuaciones diferenciales parciales va a discretizarse de
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manera ��conveniente′′. Esto supone que las funciones involucradas en una
ecuación diferencial parcial solo se evaluarán en un número finito de puntos.
Esto implica que tendremos un error de discretización (ver Dennis [22]). Si
pensamos en la gran variedad de problemas que se pueden resolver numéri-
camente y que no pueden ser resueltos por métodos anaĺıticos, veremos que
discretizar es una estratégia adeucada.

La idea básica de las aproximaciones por diferencias finitas es sustituir el
problema en el continuo por uno discreto, con la evaluación en un sub-
conjunto del dominio. Este subconjunto de puntos es conocido como malla
computacional. El intervalo de tiempo entre dos niveles de tiempo sucesivos
es conocido como paso temporal y es representado por Δt, mientras que la
distancia espacial entre dos puntos adyacentes en el mismo nivel de tiempo
es llamado espaciamiento de malla y es representado por Δx. La figura (1.1)
muestra la representación de un espacio-tiempo discretizado en una dimen-
sión espacial y una temporal.

.

.

.

. . . . . . .
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.

.

.

.

.
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.
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.

.
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

Δ t

Δ x

x

t

valores iniciales

condiciones
de frontera

(k,n)

Figura 1.1: Discretización del espacio-tiempo usado en diferencias finitas en
una dimensión espacial y una temporal.

Una vez construida la malla se calcula la aproximación de las ecuaciones
diferenciales parciales por medio de un sistema de ecuaciones algebraicas.
Para poder ilustrar como es que la discretización funciona, suponemos el
caso de un dominio finito hipotético con una coordenada temporal t y una
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coordenada espacial x. Las coordenadas espaciales están definidas como un
conjunto discreto de puntos dados por xm

.
= mΔx (con m entero), y las

fronteras están dadas por los puntos x0, para la frontera izquierda y xM para
la frontera derecha. El tiempo tn

.
= nΔt (con n entero) también esta definido

sólo para ciertos valores del continuo del tiempo. Consideramos funciones
definidas sólo por los valores de x y t que corresponden a los puntos sobre la
malla, de tal manera que para una función continua u dada, sólo hay valores
disponibles de ésta en los puntos (tn, xm). A dichos valores los denotamos
por unm. Para un dominio discretizado uniformemente, tenemos que Δx =
xm+1 − xm y Δt = tn+1 − tn, que indican la resolución en las coordenadas
espaciales y temporales respectivamente. En la aproximación de diferencias
finitas se asume que las funciones involucradas pueden expandirse en una
serie de Taylor alrededor de cada punto de la malla. Por ello incluiremos la
siguiente definición que nos será útil.

Definición 1.1 La notación O grande implica que, f(s) = O(φ(s)) para toda
s ∈ S si existe una constante A tal que |f(s)| ≤ A|φ(s)| para toda s ∈ S.
Decimos que f(x) es de O grande de φ(x) o que f(s) es de orden φ(s).

Siendo aśı, consideramos entonces que la función está definida en el punto
espacial xm al tiempo tn, por lo que el valor de la función en los puntos veci-
nos más cercanos en la dirección espacial, puede ser calculado de la siguiente
manera

unm−1 = unm −Δx∂xu
n
m +

(Δx)2

2
∂2xu

n
m − (Δx)3

6
∂3xu

n
m +O[(Δx)4] (1.4)

unm+1 = unm +Δx∂xu
n
m +

(Δx)2

2
∂2xu

n
m +

(Δx)3

6
∂3xu

n
m +O[(Δx)4] (1.5)

donde ∂x ≡ ∂/∂x que es la derivada parcial respecto a x. Tomando es-
tas aproximaciones podemos construir operadores en diferencias para reem-
plazar derivadas espaciales de unm. Por ejemplo, restando la ecuación (1.4)
de la ecuación (1.5) obtenemos una expresión para la primera derivada en
el punto (tn, xm)

∂xu
n
m =

unm+1 − unm−1

2Δx
+O[(Δx)2]. (1.6)

Esta ecuación es una aproximación de segundo orden, pues el error de dis-
cretización es (Δx)2. Vale la pena notar que para calcular la derivada ∂xu

n
m
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de segundo orden necesitamos el valor de la función en los puntos xm−1 y
xm+1, y por tal a esta aproximación se le conoce como diferenciación fini-
ta centrada. Para obtener la segunda derivada de unm, basta con hacer un
cálculo similar al anterior sumando las ecuaciones (1.4) y (1.5) para obtener

∂2xu
n
m =

unm+1 − 2unm + unm−1

(Δx)2
+O[(Δx)2], (1.7)

la cual nos da como resultado la expresión deseada para la segunda derivada
con una precisión de segundo orden, y al igual que en el caso anterior ésta
también es una aproximación de diferencias finitas centradas para la segun-
da derivada.

De manera análoga, tomando en cuenta los puntos en el tiempo, es posible
construir la expresión para la primera derivada temporal a segundo orden

∂tu
n
m =

unm+1 − unm−1

2Δt
+O[(Δt)2]. (1.8)

Para la segunda derivada temporal a segundo orden y centrada en (xm, t
n),

tenemos

∂2t u
n
m =

unm+1 − 2unm + unm−1

(Δt)2
+O[(Δt)2]. (1.9)

Como ya se mencionó anteriormente, cuando se usan diferencias finitas, las
aproximaciones hechas para los operadores diferenciales involucrados en las
ecuaciones diferenciales parciales, introducen un error debido a la truncación
en la serie de Taylor hasta el orden dado. De hecho, si la función es sufi-
cientemente suave, el término del error disminuye al disminuir la separación
entre los puntos en el tiempo y en el espacio.

Ahora bien, a manera de ejemplo utilizaremos la ecuación de difusión,
que en términos generales puede escribirse como

ut(x, t) = (k(x)ux(x, t))x + F (x, t). (1.10)

donde k(x) es el coeficiente de conductividad térmica y F (x, t) es la fuente
de calor, por conveniencia utilizaremos k(x) = 1 y f(x, t) = f(x) indepen-
diente del tiempo.
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Para esta ecuación necesitamos una condición inicial,

u(x, 0) = u0(x)

y condiciones de frontera,

u(a, t) = α(t), u(b, t) = β(t) t > 0, (1.11)

que son de tipo Dirichlet.
De manera particular el problema estacionario se puede reescribir en la for-
ma

u′′ = f(x). (1.12)

donde f(x) = −F (x) y condiciones de frontera

u(a) = α, u(b) = β. (1.13)

Entonces aplicando el método en diferencias finitas para 0 < x < 1 en la
ecuación, (1.12) y condiciones de frontera

u(0) = α, u(1) = β(t), (1.14)

vamos a tratar de calcular U0, u1, ..., um, um+1, donde uk es la aproximación
de la solución exacta v(xk). Aqúı xk = kΔx y Δx = 1

m+1 es el ancho de la
malla. Las condiciones de frontera vemos que son u(0) = α, u(m+1) = β y
por lo que tenemosm valores u1, ..., um por calcular. Ahora, si reemplazamos
u′′ en (1.12) por la aproximación en diferencias

∂2uk =
uk−1 − 2uk + uk+1

(Δx)2

obtenemos una ecuación algebraica

uk−1 − 2uk + uk+1

(Δx)2
= f(xk), para k = 1, 2, ...,m. (1.15)

Cabe aclarar que para la primera ecuación del sistema (k = 1) es donde
aplicamos el valor u0 = α y para la ultima ecuación del sistema (k = m)
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aplicamos um+1 = β. Tenemos un sistema lineal de m ecuaciones por m
incognitas, que podemos escribir de la siguiente manera

Au = F, (1.16)

donde u es el vector desconocido u = [u1, u2, ..., um]
T y

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2 1
1 −2 1

1 −2 1
. . .

. . .
. . .

1 −2 1
1 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
F =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f(x1)− α/(Δx)2

f(x2)
f(x3)

...
f(xm−1)

f(xm)− β/(Δx)2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(1.17)

este sistema lineal triangular es no singular y puede ser resuelto por u para
cualquier lado derecho (ver apéndice).

Pero, ¿qué tan buena es la solución aproximada u con la solución exacta?
Empezaremos por aclarar que queremos decir por el error en los valores dis-
cretizados u1, u2, ..., um con respecto a la verdadera solución v(kΔx). Desde
el momento que suponemos que uk es una aproximación para v(kΔx), es
natural usar un error puntualmente uk − v(kΔx). Si nosotros definimos û
como el vector con valores verdaderos

û =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

v(x1)
v(x2)
v(x3)

...
v(xm−1)
v(xm)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(1.18)

entonces el vector error E definido por

E = U − Û

contiene los errores en los puntos en la malla.

1.1.1. Error de truncación local

El error de truncación local está definido por la sustitución de uk con la
solución exacta v(xk) en la ecuación de diferencias finitas (1.15). La ver-
dadera solución v(xk) satisface esta ecuación exactamente y la discrepancia
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es el error de truncación local, quien denotamos por τk

τk =
1

h2
(u(xk+1)− 2u(xk) + u(xk−1))− f(xk) (1.19)

para k = 1, 2, ...,m. Por la expansión en serie de Taylor tenemos que

τk = [u′′(xk) +
1

12
h2u′′′′(xk) +O(h4)]− f(xk). (1.20)

Ahora bien, usando (1.12), obtenemos

τk =
1

12
h2u′′′′(xk) +O(h4). (1.21)

Aunque en términos generales u′′′′ es desconocida, Si u es suficientemente
suave, entonces τk = O(h2)

Si definimos entonces el vector τ con componentes τk, tenemos

τ = Aû− F,

donde û es el vector de solución exacta definida en (1.18), aśı

Av̂ = F + τ (1.22)

lo que nos dice como afecta el error de truncación local en la ecuación.

1.1.2. Error global

Para obtener una relación entre el error local τ y el error global E = u− û,
sustraeremos u de la ecuación (1.16) y a û de la ecuación (1.22) y obtenemos

AE = −τ, (1.23)

que es parecida a la discretización, (1.16), aplicando diferencias finitas

1

(Δx)2
(Ek+1 − 2Ek + Ek−1) = −τ(xk) para k = 1, 2, ...,m

con condiciones de frontera

E0 = Em+1 = 0
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Puesto que estamos usando los datos exactos de u0 = α y um+1 = β. Vemos
que el error global satisface un conjunto de ecuaciones diferenciales finitas
que tienen exactamente la misma forma de la ecuación diferencial original
u, excepto que el lado derecho esta dado por −τ en vez de F .

Podemos interpretar el sistema (1.23) como una discretización de la ecuación
diferencial

e(x) = −τ(x) para 0 < x < 1 (1.24)

con condiciones de frontera
e0 = 0

e1 = 0

Puesto que τ(x) ≈ 1
(12)(Δx)

2u(x), sustituyendola en la ecuación anterior e
integrando ambos lados dos veces vemos que el error global satisface

e(x) ≈ − 1

12
(Δx)2u(x) +

1

12
(Δx)2(u(0) + x(u(1)− u(0)))

y que por lo tanto el error es de O((Δx)2).



Caṕıtulo 2

Esquemas en diferencias

2.1. Convergencia, Consistencia y Estabilidad

Como se comentó anteriormente, sabemos que cuando se resuelven las ecu-
aciones usando diferencias finitas se discretiza la ecuación, eso implica que
las soluciones no son exactamente aquellas que asumimos correctas o válidas
en el caso continuo. Un error de truncación es introducido debido al sim-
ple hecho de discretizar. Aunque el error de truncación decrece cuando se
incrementa la resolución, es necesario establecer como dicho error debe de-
crecer. Lo que analizaremos en este caṕıtulo son las definiciones básicas que
nos muestran bajo que condiciones una solución de la ecuación diferencial
finita converje a la solución de la ecuación diferencial parcial y resolveremos
algunas ecuaciones conocidas.

2.1.1. Convergencia

Los esquemas en diferencias finitas nos sirven por que sus soluciones aproxi-
men las soluciones para una cierta ecuación diferencial parcial. Lo que en
realidad necesitamos es que la solución de la ecuación en diferencias pueda
ser aproximada a la solución de la ecuación diferencial parcial con toda
la precisión deseada. Comenzemos con los problemas con valores iniciales,
consideraremos una ecuación diferencial parcial, de la forma

Lv = F, (2.1)

para funciones v y F que son funciones reales y con condiciones iniciales
v(x, 0) = f(x). Asumimos que tenemos que obtener una solución aproximada
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unk , para un esquema en diferencias finitas Lnk en el cual n corresponde al
paso del tiempo y k al espaciado, y que satisface las condiciones iniciales
u0k = f(kΔx), con k = −∞, ...,∞. Denotamos a v como la solución exacta
de nuestro problema con valores iniciales.

Definición 2.1 Un esquema en diferencias Lnku
n
k = Gnk aproximado a la

ecuación diferencial parcial Lv = F es un esquema puntualmente conver-
gente si para cada x y t, (kΔx, (n+ 1)Δt) converge a (x, t) y unk converge a
v(x, t) cuando Δx y Δt convergen a cero.

Para demostrar esta definición, probaremos la convergencia para un esque-
ma expĺıcito.

Mostremos que la solución de un esquema en diferencias

un+1
k = (1− 2r)unk + r(unk+1 + unk−1) (2.2)

u0k = f(kΔx) (2.3)

donde r = νΔt
(Δx)2

, 0 ≤ r ≤ 1/2, converge puntualmente a la solución del

problema con valores iniciales

vt = νvxx, x ∈ R, t > 0 (2.4)

v(x, 0) = f(x), x ∈ R (2.5)

Para empezar tenemos que considerar un problema con valores iniciales en
toda la región R, donde el indice k en unk se encuentra dentro del intervalo
−∞ < k <∞.

Denotamos la solución exacta del problema con valores iniciales (2.4)-(2.5)
por v = v(x, t) y agregamos un nuevo término como

znk = unk − v(kΔx, nΔt). (2.6)

Ahora bien si en la ecuación (2.4) pasamos el término derecho al izquierdo
y luego sustituimos sus respectivas aproximaciones obtenemos

vt(kΔx, nΔt)− νvxx(kΔx, nΔt) =
vn+1
k − vnk

Δt
− ν

Δx2
(vnk+1

−2vnk + vnk−1) +O(Δt) +O(Δx2). (2.7)
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Si introdicimos a v en esta ecuación, de tal manera que el lado izquierdo sea
cero y multiplicando por Δt, vemos que vnk = v(kΔx, nΔt) satisface

vn+1
k = (1− 2r)vnk + r(vnk+1 + vnk−1) +O(Δt2) +O(ΔtΔx2). (2.8)

Por lo que restando la ecuación (2.8) de la ecuación (2.2)vemos que znk
satisface

zn+1
k = (1− 2r)znk + r(znk+1 + znk−1) +O(Δt2) +O(ΔtΔx2). (2.9)

Si 0 < r ≤ 1/2, entonces los coeficientes del lado derecho de la ecuación
(2.9) son positivos, aśı

|zn+1
k | = (1− 2r)|znk |+ r|znk+1|+ r|znk−1|+A(Δt2 +ΔtΔx2)

≤ Zn +A(Δt2 +ΔtΔx2)

donde A es una constante asociada con los terminos de la O grande y de-
pende de las cotas que supongamos son de ordenes superiores de las derivadas
de v, y Zn = supk|znk |. Entonces tomando el supremo sobre k en el lado
izquierdo de nuestra ecuación tenemos

Zn+1 ≤ Zn +A(Δt2 +ΔtΔx2) (2.10)

Hay que tener en cuenta que al tomar el supremo en el lado derecho de
la ecuación incluimos los términos que contienen a Δt y Δx . En este ca-
so la constante A es una cota para la segunda derivada con respecto al
tiempo y para la cuarta derivada con respecto al espacio en toda la line-
a real. Aśı hemos asumido que estas derivadas procedentes de la solución
son acotadas uniformementes sobre la linea real. Aplicando (2.10) repetidas
ocaciones obtenemos

Zn+1 ≤ Zn +A(Δt2 +ΔtΔx2)

≤ Zn−1 + 2A(Δt2 +ΔtΔx2)

...

≤ Z0 + (n+ 1)A(Δt2 +ΔtΔx2)

como Z0 = 0, |un+1
k − v(kΔx, (n+ 1)Δt)| ≤ Zn+1 y (n+ 1)Δt→ t,

|un+1
k − v(kΔx, (n+ 1)Δt)| ≤ (n+ 1)ΔtA(Δt+Δx2) → 0 (2.11)
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cuando Δt,Δx→ 0

Aśı vemos que para cualquier x y t, cuando Δt y Δx se aproximan a 0
de tal manera que (kΔx, (n+1)Δt) → (x, t), unk se aproxime a v(x, t). Claro
que se debe de tener en cuenta que desde el momento que usamos la expre-
sión (n+1) en (2.11) podŕıamos perder nuestra convergencia por lo que es
importante que en el último paso (n+ 1)Δt converja a t.

Denotemos a la norma del supremo sobre el espacio de todas las sucesiones
acotadas, 
∞ (ver apéndice), por

‖uk‖∞ = sup
−∞<k<∞

|uk|.

Si denotamos a un = (· · · , un−1, u
n
0 , u

n
1 , · · ·)T y vn = (· · · , vn−1, v

n
0 , v

n
1 , · · ·)T ,

entonces hemos probado que para cualquier t tal que (n+1)Δt se aproxime
a t, un+1 se aproxime a v(., t) donde nuestro concepto de ��aproximarse′′ es
que la norma del supremo de un+1 − vn+1 se aproxime a cero cuando Δt y
Δx se aproximen a cero.

Usualmente, la convergencia puntual es dif́ıcil de probar y no es general-
mente útil como un tipo de convegencia mas formal, por lo que usaremos
una definición de convergencia en términos de una norma de diferencias entre
la solución de la ecuación diferencial parcial y la solución de la ecuación en
diferencias. Esto es una extención de la convergencia que hemos demostrado
en términos de la norma del supremo. Por conveniencia, denotamos al vector
de la solución de la ecuación en diferencias con valores unk por un y el vector
de valores solución de la ecuación diferencial parcial evaluadas en los puntos
de la malla, v(kΔx, (n)Δt) por vn.

Definición 2.2 Un esquema en diferencias Lnku
n
k = Gnk que aproxima la

ecuación diferencial parcial Lv = F es un esquema convergente en el tiempo
t, si cuando ((n+ 1)Δt) converge a t,

‖un+1 − vn+1‖ → 0 (2.12)

cuando Δx→ 0 y Δt→ 0.

Definiremos la convergencia de orden (p, q) como la siguiente.

Definición 2.3 Un esquema en diferencias Lnku
n
k = Gnk que aproxima la

ecuación diferencial parcial Lv = F es un esquema convergente de orden
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(p,q) si para cualquier tiempo t, cuando (n+ 1)Δt) converge a t,

‖un+1 − vn+1‖ = O(Δxp) +O(Δtq) (2.13)

cuando Δx y Δt convergen a cero.

2.1.2. Consistencia

Nos enfocaremos en encontrar una aproximación que en el ĺımite se aproxi-
me más a la ecuación diferencial original y no a una diferente. Para llegar
a la ecuación diferencial finita usaremos una aproximación de una ecuación
diferencial parcial utilizando Taylor (ecuaciones (1.4) y (1.5)), generalmente
estas ecuaciones se escriben en terminos de la notacion O grande que se
definio en el caṕıtulo anterior, por tomar la primera derivada en el tiempo

unk+1 − unk
Δt

=
∂v

∂t
(kΔx, nΔt) +O(Δt) (2.14)

donde en la expresión anterior asumimos que el orden superior de las derivadas
de v son acotadas.

La serie de Taylor de la expansión v(kΔx), (n + 1)Δt muestra que tene-

mos que sustituir vt en la ecuación diferencial parcial por
unk+1−unk

Δt

Cabe señalar que la constante asociada a la notaciónO grande puede ser muy
grande. De hecho, cuando la solución de problemas donde la solución tiene
cambios significativos con respecto al tiempo, la constante es muy grande.
Pero, si Δt es suficientemente pequeña, podemos despreciar el orden Δt,

entonces
unk+1−vnk

Δt es una buena aproximación para vt.

como ya vimos en el caṕıtulo anterior la primera derivada y segunda derivada
con respecto al tiempo y el espacio pueden ser escritas como las ecuaciones
(1.4) y (1.5) y tomando como ejemplo la ecuación de difusión en una dimen-
sión (ecuación (1.3)) podemos ver que la podemos aproximar de la siguiente
manera:

vt(kΔx, (n+ 1)Δt)− νvxx(kΔx), (n+ 1)Δt =

unk+1 − unk
Δt

− ν

Δx2
(vnk+1 − 2vnk + vnk−1) +O(Δt) +O(Δx2). (2.15)

Ahora bien, denotaremos la ecuación diferencial parcial sometida a con-
sideración por Lv = F y la correspondiente ecuación diferencial finita por
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Lnku
n
k = Gnk donde Gnk denota cualquier aproximación que se a hecho del

término fuente. Con base a esto hacemos la siguiente definición.

Definición 2.4 El esquema en diferencias finitas Lnku
n
k = Gnk es puntual-

mente consistente con la ecuación diferencial parcial Lv = F en el punto
(x, t) si para cualquier función φ = φ(x, t),

(Lφ− F )|nk − [Lnkφ(kΔx, nΔt)−Gnk ] → 0 (2.16)

con Δx,Δt→ 0 y (kΔx, (n+ 1)Δt) → (x, t).

Si escribimos el esquema en diferencias como (asumiendo ahora que traba-
jaremos con un esquema de dos niveles y una ecuación diferencial parcial
que es de primer orden con respecto al t)

un+1 = Qun +ΔtGnk (2.17)

donde
un = (..., un−1, u

n
0 , u

n
1 , ...)

T ,

Gn = (..., Gn−1, G
n
0 , G

n
1 , ...)

T

y Q es un operador que actua en un espacio apropiado, entonces una defini-
ción más fuerte puede ser dada de la siguiente manera.

Definición 2.5 El esquema en diferencias (2.17) es consistente con la ecuación
diferencial parcial en una norma ‖· ‖ si la solución de la ecuación diferencial
parcial v, satisface

vn+1 = Qvn +ΔtGn +Δtτn (2.18)

y
‖τn‖ → 0

cuando Δx, Δt → 0, donde vn denota el k-esimo vector con componentes
v(kΔx, nΔt).

Una ligera variación de la definición de consistencia es la que seda acon-
tiniación donde el orden en ‖τn‖ que tiende a cero es incluido.

Definición 2.6 el esquema en diferencias (2.17) se dice que es de orden (p,q)
a la ecuación diferencial parcial dada si

‖τn‖ = O(Δxp) +O(Δxq). (2.19)
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Donde nos referimos a τn o ‖τn‖ como el error de truncación.

Para entender lo que se menciono anteriormente discutiremos la consistencia
del esquema en diferencias expĺıcito

un+1
k − unk

Δt
= ν

unk+1 − 2unk + unk−1

(Δx)2
(2.20)

con la ecuación diferencial parcial

vt = νvxx,−∞ < x <∞, t > 0. (2.21)

Nuestra discusión se basará en la ecuación (2.15) que ya hemos demostra-
do. Si denotamos la solución de la ecuación diferencial parcial (2.21) por v,
y lo introducimos en la ecuación (2.20), vemos que el lado izquierdo de la
ecuación (2.15) es cero y nos quedamos con

vn+1
k − vnk

Δt
− ν

Δx2
(vnk+1 − 2vnk + vnk−1) = O(Δt) +O(Δx2). (2.22)

Para demostrar que el esquema en diferencias (2.20) es consistente, exacta o
de orden (2,1), primero escribiremos el esquema en la forma de la ecuación
(2.17). Para poder hacer esto multiplicamos por Δt y despejamos un+1

k y
nos queda

un+1
k = unk + ν

Δt

Δx2
(unk+1 − 2unk + unk−1). (2.23)

La cual nos da componentes de una ecuación en los términos de (2.17). Por
lo tanto, una de las dos definiciones 2.5 y 2.6, nos permite ser la solución de
la ecuación diferencial parcial (2.21) y escrita la vemos de esta forma

Δtτnk = vn+1
k − [vnk + ν

Δt

Δx2
(vnk+1 − 2vnk + vnk−1)]

= vnk + (vt)
n
kΔt+ vtt(kΔx, t1)

Δt2

2

−[vnk + r[vnk + (vx)
n
kΔx+ (vxx)

n
k

Δx2

2
+ (vxxx)

n
k

Δx3

6

+vxxxx(x1, nΔt)
Δx4

24
− 2vnk + vnk − (vx)

n
kΔx
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+(vxx)
n
k

Δx2

2
− (vxxx)

n
k

Δx3

6
+ vxxxx(x2, nΔt)

Δx4

24
]]

= (vt)
n
kΔt− rΔx2(vxx)

n
k + vtt(kΔx, t1)

Δt2

2

−rvxxxx(x1, nΔt)Δx
4

24
− rvxxxx(x2, nΔt)

Δx4

24
(2.24)

= (vt − νvxx)
n
kΔt+ vtt(kΔx, t1)

Δt2

2

−νvxxxx(x1, nΔt)Δx
2

24
Δt− νvxxxx(x2, nΔt)

Δx4

24
Δt (2.25)

donde t1, x1 y x2 son los puntos apropiados que nos da los términos residuales
en la serie de Taylor y la ecuación (2.25) resulta de la ecuación (2.24) por
que r se tomo como r = ν Δt

Δx2
. Entonces como vt − νvxx = 0, vemos que

τnk = vtt(kΔx, t1)
Δt

2
− νvxxxx(x1, nΔt)

Δx2

24
+ νvxxxx(x2, nΔt)

Δx4

24
(2.26)

Para aplicar este resultado, debemos decidir con la norma que hemos estado
utilizando. Si asumimos que vtt y vxxxx son acotadas uniformemente sobre
R × [0, t0], (para algun t0 > t). Entonces, podemos usar estas cotas junto
con la norma del supremo para conseguir que el esquema sea exactamente
de orden(2,1) con respecto a la norma del supremo. Si asumimos que vtt y
vxxxx satisfacen

∞∑
k=−∞

[(vtt)
n
k ]

2Δx < A <∞

y
∞∑

k=−∞
[(vxxxx)

n
k ]

2Δx < B <∞

para cualquier Δt y Δx, entonces vemos que el esquema en diferencias es
exactamente de orden (2,1) con respecto a la norma 
2,Δx (ver apéndice para
la definición).



Esquemas en diferencias 31

Problemas con valores iniciales y de frontera

La consistencia puntual será la misma que se dio en la definición (2.4) excep-
to que ahora debemos de analizar las condiciones de frontera que contienen
una aproximación.

Para este tipo de problemas, como ya se comentó en la sección anterior,
consideraremos una sucesión de particiones en el intervalo [0, 1] definido por
una sucesión de incrementos Δxj y una sucesión de los espacios aproximados
Xj , con normas ‖.‖j . Entonces las definiciones 2.5 y 2.6 se convierten en un
problema con valor inicial y de frontera remplazando la norma en la ecuación
(2.18) y (2.19) por la sucesión de norma ‖.‖j . Es fácil ver, si consideramos
el esquema expĺıcito (ecuación (2.2)) un problema con valores iniciales y de
frontera con condiciones de frontera Dirichlet, el esquema es puntualmente
consistente y es de orden (2,1) con respecto a cualquier norma del supremo
o la norma 
2,Δx (claro que estamos hablando de las normas de supremos
dimensionales finitas o la 
2,Δx).

Veremos mas adelante que cuando aplicamos la consistencia para obtener
convergencia, será importante que las condiciones de frontera sean aproxi-
madas como una parte integra de nuestras ecuaciones en diferencias. Por
supuesto que tenemos que hacer incapié, en que puede ser muy importante
en la manera que tratemos nuestras condiciones de frontera.

Consideremos el siguiente ejemplo donde se considera un esquema expĺıcito
(ecuación (2.2)), pero ahora se hace para un problema con condiciones de
frontera de Dirichlet con cero en x = 1 y con condiciones de frontera de
Neumann con cero en x = 0.

Discutiremos la consistencia de un esquema en diferencias

un+1
k = (1− 2r)unk + r(unk+1 + unk−1), k = 1, ...,M − 1 (2.27)

un+1
M = 0 (2.28)

un+1
0 = (1− 2r)un0 + 2run1 (2.29)

para el problema con valores iniciales y de frontera

vt = νvxx, xε(0, 1), t > 0 (2.30)

v(x, 0) = f(x), xε(0, 1) (2.31)
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v(1, t) = 0, t > 0 (2.32)

vx(0, t) = 0, t > 0 (2.33)

Podemos aproximar la condición de frontera (2.33) por

un1 − un−1

2Δx
= 0. (2.34)

Hay que tener en mente que la ecuación en diferencias (2.27) es una aproxi-
mación de O(Δt)+O(Δx2) para la ecuación diferencial parcial. Por lo tanto,
la ecuación (2.34) es una aproximación de O(Δx2) para la condición de fron-
tera (2.33), vemos entonces que el esquema en diferencias discretizado(2.27)-
(2.29) es una aproximación de O(Δt)+O(Δx2) para el problema con condi-
ciones iniciales y de frontera (2.30)-(2.33).

Para demostrar la consistencia, escribiremos nuestro esquema en diferen-
cias como

un+1 = Qun. (2.35)

Evaluando la ecuación (2.35) con u = v ( donde v es la solución del problema
con valores iniciales y de frontera) tenemos

vn+1 = Qvn +Δtτn. (2.36)

Si ahora usamos nuestras ecuaciones (2.27)-(2.29), podemos escribir nuestro
esquema en diferencias como una ecuación matricial de la forma

⎛⎜⎜⎜⎝
un+1
o

un+1
1
...

un+1
M−1

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1− 2r 2r ...
r 1− 2r r ...
0 r 1− 2r 1 ...

...
... 0 r 1− 2r

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

uno
un1
...

unM−1

⎞⎟⎟⎟⎠
(2.37)

Notemos especificamente que en la ecuación (2.37), la condición de frontera
de Neumann esta representado por la ecuación (2.29) y no por la ecuación
(2.34). Esto nos será útil para poder aplicar las definiciones de consistencia
2.5 y 2.6.

Para este problema debemos considerar que el espacio donde los vectores
(u−1, ..., uM−1)

T es R
n con una norma adecuada. Ya sabemos que τnk es

O(Δt) +O(Δx2) para k = 1, ...,M − 1. Para examinar la consistencia de la
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ecuación (2.29), denotemos por v a la solución para el problema con valores
iniciales y de frontera y notemos que

Δtτn0 = vn+1
0 − (1− 2r)vn0 − 2rvn1

= vn0 + (vt)
n
0Δt+ vtt

Δt2

2
+ ...

−[(1− 2r)vn0 + 2r[vn0 + (vx)
n
0Δx+ (vxx)

n
0

Δx2

2
+ (vxxx)

n
0

Δx3

6
+ ...]]

= [(vt)
n
0 − ν(vxx)

n
0 ]Δt− 2rΔx(vt)

n
0 + (vtt)

n
0

Δt2

2
− (vxxx)

n
0

νΔtΔx

3
+ ...

Usando los factores que (vx)
n
0 = 0 y (vt − νvxx)

n
0 = 0, vemos que

τn0 = (vtt)
n
0

Δt

2
− (vxxx)

n
0

νΔx

3
+ ... (2.38)

Para los puntos k = 1, ...,M − 1 el esquema en diferencias es exactamente
de orden O(Δt) + O(Δx2). Pero, si tomamos k = 0 el esquema solo es ex-
acto para el orden O(Δt) + O(Δx), y por tanto el esquema en diferencias
(2.27)-(2.29) es exacto para el orden O(Δt) +O(Δx). Debido a la forma en
que la aproximación para la ecuación diferencial parcial y las condiciones de
frontera encajan, un orden de precisión con respecto a Δx se perd́ıo.

Por lo tanto, vemos que con una apropiada suposición en ciertas derivadas
de v, el esquema en diferencias (2.27)-(2.29) es consistente con respecto a
cualquier norma o la norma 
2,Δx y de un orden de precisión de O(Δt) +
O(Δx).

2.1.3. Estabilidad

Ya hemos discutido tanto la consistencia y la convergencia ahora discutire-
mos la estabilidad para poder mencionar un teórema que involucra a los
tres. Como se comento en la sección anterior, la mayoria de los esquemas
que hemos usado son consistentes. Los pricipales problemas para demostrar
la convergencia es obtener la estabilidad. Aunque la estabilidad es mucho
mas fácil de establecer que la convergencia, sigue siendo a menudo dif́ıcil de
probar que un esquema dado sea estable.
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Problemas con valores iniciales

Una interpretación de estabilidad de un esquema en diferencias es que un
esquema en diferencias estable de pequeños errores en las condiciones ini-
ciales a su vez cause pequeños errores en la solución. Como hemos visto,
las definiciones permiten que los errores puedan crecer, pero su crecimiento
es menos que la de una exponencial. Además, la definición de estabilidad
o de un esquema en diferencias es similar a la definición de una ecuación
diferencial parcial.

Definimos a la estabilidad para dos niveles de esquemas en función de la
expresión

un+1 = Qun, n ≥ 0, (2.39)

que representa un esquema en diferencias para resolver un problema con
valores iniciales dado sobre R que incluye una homogenuidad lineal para la
ecuación diferencial parcial.

Definición 2.7 El esquema en diferencias (2.39) se dice que es estable con
respecto a la norma ‖.‖ si existen constantes positivas Δx0 y Δt0, y cons-
tantes no negativas K y β tal que

‖un+1‖ ≤ Keβt‖u0‖, (2.40)

para 0 ≤ t = (n+ 1)Δt, 0 < Δx ≤ Δx0 y 0 < Δt ≤ Δt0.

A fin de probar la estabilidad, el lema siguiente es de gran ut́ılidad.

Proposición 2.1 El esquema en diferencias (2.39) se dice que es estable con
respecto a la norma ‖.‖ si y solo si existen constantes positivas Δx0 y Δt0,
y constantes positivas K y β tal que

‖un+1‖ ≤ Ketβ , (2.41)

para 0 ≤ t = (n+ 1)Δt, 0 < Δx ≤ Δx0 y 0 < Δt ≤ Δt0.

Demostración Como

un+1 = Qun = Q(Qun−1) = Q2un−1 = ... = Qn+1u0,

la ecuación (2.40) se puede escribir

‖un+1‖ = ‖Qn+1u0‖| ≤ Keβt‖u0‖,
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de donde
‖Qn+1u0‖

‖u0‖ ≤ Keβt

(=⇒) Tomando el supremo de ambos lados sobre todo los vectores distintos
de cero u0, tenemos

‖Qn+1‖ ≤ Keβt, (2.42)

(⇐=)El hecho de que ‖Qn+1u0‖ ≤ ‖Qn+1‖‖u0‖, y la desigualdad (2.41) im-
plican la desigualdad (2.40). Por lo tanto el esquema (2.41)es estable �.

Como con la convergencia, para la estabilidad es dif́ıcil de probarla directa-
mente. Por supuesto que es de esperarse que existen mejores métodos para
probar la estabilidad que para la convergencia (de otro modo, si no tuvie-
ramos estos métodos seŕıa inútil la demostración). Ahora probamos que el
esquema en diferencias (2.2) es estable.

Mostremos que el esquema en diferencias

un+1
k = (1− 2r)unk + r(unk+1 + unk−1) (2.43)

es estable con respecto a la norma del supremo.

Los cálculos que realizaremos son similares a los que se hicieron anterior-
mente. Notemos que si r ≤ 1/2,

|un+1
k | = (1− 2r)|unk |+ r|unk+1|+ r|unk−1|

≤ ‖un‖∞.
Si ahora tomamos el supremo en ambos lados (con respecto a k), tenemos
que

‖un+1‖∞ ≤ ‖un‖∞.
Aplicando esta desigualdad repetidas ocaciones llegamos a

‖un+1‖∞ ≤ ‖u0‖∞.

Por lo tanto la desigualdad (2.40) es satisfecha con k = 1 y β = 0.

Notemos que para la estabilidad del esquema (2.43) requiere que r ≤ 1/2.
Para este caso decimos que el esquema es condicionalmente estable.
En el caso donde no hay restricciones sobre la relacion entre Δt y Δx
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son necesarios para la estabilidad, decimos que el esquema es estable o
incondicionalmente estable.
Bien, a continuación discutiremos también la estabilidad de el siguiente es-
quema en diferencia (FTCS) por sus siglas en ingles. (FTCS forward time
center space) es un stencil de tres puntos y es paso adelante en el tiempo y
centrado en el espacio.

un+1
k = unk − a

Δt

Δx
(unk+1 + unk) (2.44)

Veremos que el esquema en diferencias (2.44) es consistente con la ecuación
diferencial parcial hiperbólica

vt + avx = 0. (2.45)

Como es el caso para mayoŕıa de los argumentos de la consistencia, depen-
diendo de la hipótesis que tomemos en las derivadas correspondientes, el
esquema es consistente con respecto a cualquier norma del supremo o la
norma 
2,Δx. Además, ahora requerimos que a < 0.
Reescribiendo el esquema en diferencias (2.44) (teniendo a R = aΔt/Δx)
como

un+1
k = (1 +R)unk −Runk+1. (2.46)

Entonces, hay que tener en cuenta que

Σ∞
k=−∞|un+1

k |2 = Σ∞
k=−∞|(1 +R)unk −Runk+1|2

≤ Σ∞
k=−∞[|(1 +R)|2|unk |2 + 2|(1 +R)||R||unk ||unk+1|+ |R|2|unk+1|2]

≤ Σ∞
k=−∞[|(1 +R)|2|unk |2 + 2|(1 +R)||R|(|unk |+ |unk+1|) + |R|2|unk+1|2]

= Σ∞
k=−∞[|1 +R|2 + 2|1 +R||R|+ |R|2]|unk |2

= (|1 +R|+ |R|)2Σ∞
k=−∞|unk |2.

Notemos que hemos usado el hecho de que la media geométrica es menor o
igual que la media aritmética. La expresión anterior escrita en términos de
la norma de 
2 es

‖un+1‖2 ≤ K1‖un‖2, (2.47)
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dondeK1 = |1+R|+|R|. Podemos aplicar esta desigualdad n veces y obtener

‖un+1‖2 ≤ Kn+1
1 ‖u0‖2. (2.48)

Para probar la estabilidad hay que comparar esta desigualdad con la de-
sigualdad (2.40) cuando β = 0. Comparando, vemos que para la estabilidad,
tenemos que encontrar una constante k tal que

(|1 +R|+ |R|)n+1 ≤ K. (2.49)

Para lograr esto, es suficiente elegir R para que |1+R|+ |R| ≤ 1 y entonces
elegir k = 1. Entonces R = aΔt/Δx ≤ 0, no es dif́ıcil ver que |1+R|−R ≤ 1
implica que |1 +R| ≤ 1 +R.
Notemos que el análisis anterior se hizo con respecto a la norma 
2. Sin em-
bargo, como hemos declarado anteriormente, no tiene sentido aplicar estas
definiciones con respecto a la norma 
2. Esto se debe a que hemos esta-
do usando consistencia, estabilidad y convergencia para sucesiones que son
discretizaciones de funciones que son soluciones para la ecuaciones difer-
enciales parciales y funciones discretas que aproximan estas soluciones. En
estos casos, cuando Δx se aproxima a cero, la norma 
2 de estas funciones
va al infinito. Es más conveniente trabajar con la norma 
2,Δx. Todo el argu-
mento anterior puede ser fácilmente modificada al aplicar la estabilidad con
respecto a la norma 
2,Δx multiplicando ambos lados de la desigualdad (2.47)
o (2.48) por

√
Δx. Hemos entonces probado que el esquema en diferencias

(2.44) es condicionalmente estable con respecto a la norma 
2,Δx. Notemos
especificamente que la condición de estabilidad esta dado por −1 ≤ R ≤ 0
o −1 ≤ aΔt/Δx ≤ 0.

Problemas con valores iniciales y de frontera

Asumimos que tenemos una sucesión de particiones sobre nuestro intervalo
descrito por la secuencia de incrementos Δxj y una sucesión de puntos Xj

con normas ‖.‖j . Decimos que el esquema en diferencias para un problema
con valores iniciales y de frontera es estable si fácilmente satisface la de-
sigualdad (2.40) con las normas sustituidas por ‖.‖j .

Consideremos el problema con valores iniciales y de frontera

vt = νvxx, xε(0, 1), t > 0 (2.50)

v(x, 0) = f(x), xε[0, 1] (2.51)
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v(0, t) = v(1, t) = 0, t ≥ 0. (2.52)

Dado el siguiente esquema en diferencias con (Δx = 1/M)

un+1
k = unk + rδ2unk , k = 1, ...,M − 1 (2.53)

un+1
0 = un+1

M = 0 (2.54)

u0k = f(kΔx, nΔt), k = 0, ...,M (2.55)

podemos mostrar que si r ≤ 1/2 el esquema en diferencias (2.50)-(2.52) es
estable.

Los cálculos son parecidos a los anteriores . Consideraremos una sucesión de
particiones en el intervalo [0,1] definido por la sucesión de incrementos Δxj y
puntos asociados Xj con normas ‖.‖j . Especificamente, mostraremos que los
puntos Xj puede ser el espacio de (Xj−1) vectores, dondeMjΔxj = 1 y ‖.‖j
que denota la norma del supremo sobre Xj . Como antes, si r ≤ 1/2 tenemos,

|un+1
k | = |(1− 2r)unk + runk+1 + runk−1|
≤ |(1− 2r)||unk |+ r|unk+1|+ r|unk−1|
≤ (1− 2r)‖un‖j + r‖un‖j + r‖un‖j

= ‖un‖j .
Tomando el máximo sobre k en ambos lados y obtenemos

‖un+1‖j ≤ ‖un‖j . (2.56)

Aplicando la desigualdad anterior repetidas ocaciones, podemos ver que

‖un+1‖j ≤ ‖u0‖j
Por lo que el esquema, en diferencias es estable usando K = 1 y β = 0.

2.1.4. El Teorema de Lax

Lo que acontinuación se mencionará es un teorema que involucra a los tres
temas anteriores estabilidad, consistencia y convergencia.
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Teorema 2.1 Teorema de equivalencia de Lax Un esquema en difer-
encias de dos niveles para un problema con valores iniciales lineal, bien
planteado es convergente si y solo si es estable y consistente.

La demostración de este teorema se puede consultar en Thomas(ver Thomas
[1]), pues a nosotros nos interesa el siguiente teorema que es una versión mas
fuerte.

Teorema 2.2 Teorema de Lax Si un esquema en diferencia de dos niveles

un+1 = Qun +ΔtGn (2.57)

es de orden (p, q) en la norma ‖.‖ para un problema con valores iniciales
lineal bien planteado y es estable con respecto a la norma ‖.‖, entonces es
convergente con respecto a la norma ‖.‖ de orden (p, q).

Demostración Tomemos a v = v(x, t) como la solución exacta de los prob-
lemas con valores iniciales. Entonces como el esquema en diferencias es ex-
actamente de orden (p, q), tenemos

vn+1 = Qvn +ΔtGn +Δtτn (2.58)

y ‖τn‖ = O(Δxp) + O(Δtq). Definimos a wj como la diferencia vj − uj .
Entonces w satisface

wn+1 = Qwn +Δtτn (2.59)

aplicando esta ecuación repetidas veces obtenemos

wn+1 = Qwn +Δtτn

= Q(Qwn−1 +Δtτn−1) + Δtτn

= Q2wn−1 +ΔtQτn−1 +Δtτn (2.60)

...

= Qn+1W 0 +Δt

n∑
j=0

Qjτn−j . (2.61)

Por lo tanto, como w0 = 0, tenemos que

wn+1 = Δt
n∑
j=0

Qjτn−j . (2.62)
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El hecho de que el esquema en diferencias es estable implica que para
cualquier j,

‖Qj‖ ≤ Ketβ . (2.63)

Tomando la norma de ambos lados de la ecuación (2.62) y usando la ecuación
(2.63) tenemos

‖wn+1‖ ≤ Δt

n∑
j=0

‖Qj‖‖τn−j‖

≤ ΔtK

n∑
j=0

eβjΔt‖τn−j‖

≤ ΔtKeβ(n+1)Δt
n∑
j=0

‖τn−j‖

≤ (n+ 1)ΔtKeβ(n+1)ΔtCo(t)(O(Δxp) +O(Δtq)), (2.64)

Donde Co(t) = sup0≤s≤tC(s) donde C(s), s = (n − j)Δt, es la constante
involucrada en la expresión O grande para ‖τn−j‖. Como en la definición de
convergencia (definición 2.2), t se elige como (n+ 1)Δt→ t cuando Δt→ 0
(y desde luego, cuando n→ ∞). Aśı, cuando Δt,Δx→ 0, la ecuación (2.64)
nos da

(n+ 1)ΔtKeβ(n+1)ΔtCo(t)(O(Δxp) +O(Δtq) → tKeβtC∗(t)0 = 0. (2.65)

Esto es equivalente a ‖un+1 − vn+1‖ → 0.
Como la convergencia es de orden (p, q), la ecuación (2.64) puede escribirse
como

‖wn+1‖ ≤ K(t)(Δxp +Δtq)

= O(Δxp) +O(Δtq)�.

2.2. Ecuaciones parabólicas

En esta sección resolveremos numéricamente las ecuaciones parabólicas en
esquemas en diferencias para dos y tres dimensiones, discutiremos la con-
vergencia, consistencia y estabilidad para cada caso.
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2.2.1. Ecuaciones parabólicas en una dimensión

Aqúı discutiremos el problema 1-1 considerando el problema del modelo
parabólico.

vt = νvxx, xε(0, 1), t > 0 (2.66)

v(x, 0) = f(x), xε(0, 1) (2.67)

v(0, t) = a(t), v(1, t) = b(t), t ≥ 0 (2.68)

donde f(0) = (0) y f(1) = (0).

Por supuesto, para este tipo de ecuaciones sabemos como obtener la solu-
ción análiticamente. Pero para efectos de esta tesis la resolveremos numéri-
camente. (Notemos que los valores numéricos para la solución se produce
más rápidamente por el método numérico que si resolvemos el problema
análiticamente). Nuestro método es reducir el problema anterior a un prob-
lema discreto que somos capaces de resolver. Empezaremos discretizando el
dominio espacial mediante la colocación de una malla sobre el dominio. Por
conveniencia, usaremos una malla uniforme, con el espaciado de la malla
como Δx = 1/M .

Si queremos referirnos a algun punto en la malla, tenemos que llamar los
puntos como xk, k = 0. · · · ,M donde xk = kΔx. Aśı mismo, es similar cuan-
do se discretiza el dominio del tiempo los puntos son tk, k = 0. · · · ,m donde
tk = kΔt. Los resultados de la malla en el dominio de 1-1 puede entenderse
de una mejor manera en la figura (2.1).

El dominio 1-1 de nuestro problema será aproximado por los puntos de
la malla como se muestra en la figura (2.1). Vamos a tratar de aproximar
nuestra solución en los puntos de esta malla. Notacionalmente, definiremos
a unk para una función definida en los puntos (kΔx, nΔt) o en los puntos de
la malla (n, k). La función unk será nuestra aproximación para la solución del
problema (2.66)-(2.68) en los puntos (kΔx, nΔt).

Por ahora tenemos una malla que aproxima nuestro dominio. El siguiente
paso es aproximar en problema (2.66)-(2.68) en esta malla. Lo que se hace
a continuación es discretizar la función (2.66) y para esto sabemos que

vt(x, t) = ĺım
v(x, t+Δt)− (x, t)

Δt
,
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X

t

t4=4Δ t

t3=3Δ t

t2=2Δ t

t1=Δ t

t0=0
x2x1

x0=0 xM−1 xM=1

Δ x

Figura 2.1: Malla sobre el dominio 1-1.

Ahora bien aplicando discretización

v(x, t) = v(kΔx, nΔt)

la ecuación (2.66) queda de la siguiente manera para el lado izquierdo

vt(kΔx, nΔt) =
un+1
k − unk

Δt
(2.69)

Ahora para determinar vxx consideramos la ecuacion (2.69) y lo aplicamos
para x entonces lo que tenemos es:

vxx(kΔx, nΔt) =
unk+1/2 + unk−1/2

Δx
(2.70)

y que unk+1/2 Y unk−1/2 pueden ser aproximados por

(ux)
n
k+1/2 =

un+1
k − unk
Δx

(2.71)

(ux)
n
k−1/2 =

unk − unk−1

Δx
(2.72)

respectivamente. Entonces

vxx =

un+1
k+1−unk
Δx − unk−unk−1

Δx

Δx
(2.73)
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uxx =
unk+1 − 2unk + unk−1

(Δx)2
(2.74)

Ahora bien, dadas la expresiones en (2.69) y (2.74) podemos usar la aprox-
imación de la ecuación diferencial parcial (2.66) en los puntos (kΔx, nΔy)
por

un+1
k − unk

Δt
= ν

unk+1 − 2unk + unk−1

(Δx)2
(2.75)

o

un+1
k = unk + ν

Δt

Δx2
(unk+1 − 2unk + unk−1) (2.76)

finalmente, vemos que las condiciones iniciales y de frontera para el problema
son razonablemente aproximadas por

u0k = f(kΔx), k = 0, · · · ,M (2.77)

un+1
0 = a((n+ 1)Δt), n = 0, · · · . (2.78)

y

un+1
M = b((n+ 1)Δt), n = 0, · · · . (2.79)

Nuestro enfoque será el de obtener una aproximación a la solución del proble-
ma (2.66)-(2.68) resolviendo el problema discreto (2.76)-(2.79). Desde luego
que tenemos que elegir Δx y Δt, que tienen que ver y mucho con la precisión
y comportamiento de la solución. Ahora bien vemos que la ecuacion (2.77)
tenemos u0k para κ = 0, ...,M ; el cual puede ser usada en la ecuación (2.76)
con n=0 para determinar u1k para κ = 0, ...,M−1; y finalmente, la ecuaciones
(2.78) y (2.79) pueden ser usadas para calcular u10 y u1M respectivamente.
Estas ecuaciones (2.76), (2.78) y (2.79) son usadas para la información en
n = 0 que determinarán a u en el primer paso del tiempo. Ahora que ten-
emos u1k, con κ = 0, ...,M las ecuaciones (2.76), (2.78) y (2.79) pueden ser
usadas para deteminar u en n = 2. Y asi sucesivamente hacemos el proceso
para deteminar unk con κ = 0, ...,M en el n-esimo pasa de tiempo.
Debemos hacer hincapie en que no erá posible determinar u10 y u1M usando
la ecuación (2.76), ya que alguno de los subindices k+1 o k−1 estaŕıa fuera
de nuestro ĺımite (menos de 0 o mayor que 1) para cualquiera de nuestros
calculos.

Ahora tenemos un esquema numérico que aproxima la solución del problema
con valores iniciales y a la frontera (2.66)-(2.68). Este esquema podemos
llamarlo un Esquema expĺıcito por que somos capaces de resolver para
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la variable (n+1)-iesimo en el tiempo a nivel explicitamente, uno se podŕıa
preguntar si este es el único esquema en diferencias finita para resolver el
problema (2.66)-(2.68), sin embargo, es de esperarse que la respuesta sea
negativa. Lo que debeŕıamos preguntarnos es que si es un buen esquema.
Finalmente, Debeŕıamos preguntarnos si la solución es fisicamente útil. Lo
que realmente importa es que si la aproximación es suficientemente buena
para la solución del problema (2.66)-(2.68), si es una buena solución f́ısica.
Esto se responderá a medida que se avance en este material.

Consistencia

Lo que a continuación se va hacer es ver si el esquema en diferencias (2.76)-
(2.79) es un buen esquema para aproximar la solución del problema (2.66)-
(2.69). Algo de información con este fin es ver que también el esquema en
diferencias (2.76) se aproxima a la ecuación diferencial parcial (2.66). Lo que
nos ayudará aver si en realidad esto sucede es la expansión en serie de Taylor.

Para llegar a la ecuación en diferencias finita hemos usado la aproximación
de la ecuación diferencial parcial (2.66), dado por

vt(kΔx, nΔt) ≈ un+1
k − unk

Δt
. (2.80)

Vemos que, usando la expansión en serie de Taylor tenemos

un+1
k = u(kΔx, (n+ 1)Δt) = u(kΔx, nΔt) +

∂u

∂t
(kΔx, nΔt)

Δt

1!

+
∂2u

∂t2
(kΔx, nΔt)

Δt2

2!
+ · · · . (2.81)

De esta manera

un+1
k − unk

Δt
=
∂u

∂t
(kΔx, nΔt) +

Δt2

2
(
∂2u

∂t2
)nk + · · · . (2.82)

Generalmente escribimos estos términos con la notación O grande como

un+1
k − unk

Δt
=
∂u

∂t
(kΔx, nΔt) +O(Δt). (2.83)

donde la expresión anterior asume que las derivadas de orden superior de
v en (kΔx, nΔt) son acotadas. La expansión en serie de Taylor anterior
de v(kΔx, nΔt) muestra que estamos reemplazando al sustituir vt en la

ecuación diferencial parcial por
un+1
k −unk
Δt .
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Cabe señalar que la constante asociada la notación de O grande puede ser
muy grande. En efecto cuando resolvemos problemas donde la solución tiene
cambios útiles con respecto al tiempo, esta constante puede ser muy grande.
Pero generalmente, si Δt es suficientemente pequeño, estamos sacando cosas

del orden de Δt, por lo que
un+1
k −unk
Δt es una buena aproximación de vt.

El mismo enfoque puede utilizarse para mostrar que

unk+1 − unk
Δx

=
∂u

∂x
(kΔx, nΔt) +O(Δx), (2.84)

unk − unk−1

Δx
=
∂u

∂x
(kΔx, nΔt) +O(Δx), (2.85)

y
unk+1 − unk−1

2Δx
=
∂u

∂x
(kΔx, nΔt) +O(Δx2). (2.86)

De esta manera notamos que el esquema en diferencias centrado aproxima
la primera derivada con respecto a x con mas precisión que cualquiera de
los esquemas de un lado, de O(Δx2) en vez de O(Δx). De nuevo usando la
expansión en serie de Taylor podemos mostrar que

unk+1 − 2unk + unk−1

Δx2
=
∂2u

∂x2
(kΔx, nΔt) +O(Δx2). (2.87)

El orden de aproximación encontrado en la ecuación (2.87) es lógico puesto

que en la obtención de
unk+1−2unk+u

n
k−1

Δx2
es una aproximación para ∂2u

∂x2
, en to-

dos los c’alculos para esta expresión se utilizarón las diferencias centradas.

Si ahora regresamos a la ecuación diferencial parcial (2.66), vemos que

vt(kΔx, nΔt)− νvxx(kΔx, nΔt) =
unk+1−unk

Δx

− ν

Δx2
(unk+1 − 2unk + unk−1) +O(Δt) +O(Δx2). (2.88)

De esta manera vemos que el esquema en diferencias (2.75) aproxima la
ecuación diferencial parcial (2.66) para el primer orden en Δt y de segundo
orden en Δx. Otra manera de ver la ecuación (2.88) es que si v = v(x, t) es
una solución de la ecuación diferencial parcial ( tal que el lado izquierdo de
la ecuación (2.88) es cero ), entonces v satisface la ecuación en diferencias
para el primer orden en Δt y el segundo orden en Δx.
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De cualquier manera, vemos que la ecuación (2.88) muestra la forma en
que la ecuación en diferencias aproxima la ecuación diferencial parcial. Pero
esto no nos dice que también la solución de la ecuación en diferencias a-
proxima a la solución de la ecuación diferencial parcial. Esto es un tema
muy importante que se tendrá que investigar. Ahora bién, es fácil mostrar

que si usamos a
unk+1−unk−1

2Δx como nuestra aproximación de vt, obtenemos la
ecuación en diferencias

un+1
k = un−1

k +
2νΔt

Δx2
(unk+1 − 2unk + unk−1) (2.89)

el cual es de segundo orden para ambos casos en el espacio y el tiempo.
El esquema en diferencias (2.89) es llamado el esquema salto de rana
(Leapfrog scheme) y es mencionado por ser un esquema de tres niveles.
Cabe señalar que se debe dar una consideración especial al esquema de salto
de rana, y los esquemas de multiniveles en general.

Condiciones de frontera de Neumann

Lo que se ha resuelto hasta el momento son problemas que tienen condi-
ciones de frontera de Dirichlet. Lo se se hará acontinuación es trabajar con
las condiciones de frontera de Neumann. Introduciremos una condición de
frontera considerando el problema siguiente:

vt = νvxx, xε(0, 1), t > 0 (2.90)

v(x, 0) = cos
πx

2
, xε(0, 1) (2.91)

v(1, t) = 0, t ≥ 0 (2.92)

vx(0, t) = 0, t ≥ 0 (2.93)

Aproximamos la ecuación diferencial parcial, con condiciones iniciales y
condiciones de frontera Dirichlet por

un+1
k = unk +

2νΔt

Δx2
δ2unk , k = 1, · · · ,M − 1, (2.94)

u0k = cos
πkΔx

2
, k = 1, · · · ,M, (2.95)
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y
un+1
M = 0. (2.96)

Trataremos las condiciones de frontera de Neumann de dos formas diferentes.
El primero es usando una aproximación en diferencias unilateral de vx(0, t) =
0 para obtener

un+1
1 − un+1

0

Δx
= 0,

o
un+1
0 = un+1

1 , (2.97)

Notemos que en el nuevo paso de tiempo, podemos usar el esquema en difer-
encias (2.94) para determinar un+1

k , k = 1, · · · ,M − 1, y entonces usar la
ecuación (2.97) para determinar un+1

0 . Esta forma de tratar las fronteras
es comun y frecuentemente suficientes. La inconsistencia usando la aprox-
imación (2.97) junto con el resto de nuestras formulaciones es que hemos
usado el esquema (2.94) para aproximar nuestra ecuación diferencial par-
cial. La aproximación es de segundo orden en el espacio . La ecuación (2.97)
es una aproximación de nuestra condición de frontera de Neumann que es
de primer orden en el espacio. Es posible que nuestro resultado final solo sea
de primer orden en el espacio, lo cual no es muy bueno. En general, nuestro
orden de aproximación es el orden mas bajo usado en cualquier parte de el
problema.

Para aproximar las condiciones de frontera de Neumann en una manera
consistente con nuestro esquema en diferencias,lo que se hace es derivar un
segundo orden de aproximación. Si aplicamos un esquema en diferencias
centrado en la frontera, la diferencia alcanza el operador de la región. Es
por esta razón, reemplazamos un punto fantasma x−1 = −Δx, fuera de la
región, y aproximamos la condición de frontera por

un+1
1 − un+1

−1

2Δx
= 0, (2.98)

por ahora tenemos que introducir otro punto en nuestro dominio, el pun-
to fantasma realmente no resuelve nuestro problema. Aunque el sistema
de ecuaciones es trivial para resolver, siempre resolveremos un sistema de
ecuaciones. Por ejemplo, cuando usemos una aproximación de primer orden
para la condición de frontera de Neumann, la ecuación (2.97) es la ecuación
asociada con el punto x0. Si hacemos un recuento, nos damos cuenta que la
ecuación en diferencias (2.94) nos proporcionaM−1 ecuaciones, la condición
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de frontera Dirichlet nos proporciona una ecuación y la ecuación (2.97) eleva
el número total de ecuaciones hasta M + 1 ecuaciones. Como necesitamos
una solución de k = 1, · · · ,M , tenemos el número correcto de ecuaciones.

Si ahora usamos la aproximación de segundo orden para la condición de
frontera de Neumann (2.98) con el punto fantasma, todav́ıa tenemos M +1
ecuaciones, pero ahora tenemos M + 2 incognitas. El enfoque que usare-
mos puede ser considerado como la suma de otra ecuación o eliminando una
de las incognitas. Apliquemos el esquema en diferencias (2.94) en el punto
(0, n+ 1) para obtener

un+1
0 = un0 +

νΔt

Δx2
(un1 − 2un0 + un−1). (2.99)

Entonces usamos la aproximación de segundo orden (2.98), en la forma

un−1 = un1 , (2.100)

para eliminar el término un−1 de la ecuación (2.99). Nos quedamos con

un+1
0 = un0 + 2

νΔt

Δx2
(un1 − 2un0 ). (2.101)

Ahora ya podemos usar el esquema en diferencias (2.94), la condición inicial
(2.95), y las condiciones de frontera (2.96) y (2.101) para resolver nuestro
problema. Una vez más tenemos M+1 ecuaciones y M+1 incognitas. En esta
ocasión, todas las ecuaciones son de segundo orden en el espacio.

2.2.2. Esquema Impĺıcito

Hasta este momento, solo hemos calculado con esquemas expĺıcitos. La razón
para esto es que los esquemas expĺıcitos son mas fáciles de usar por lo que no
hemos dedicado mucho tiempo a los esquemas impĺıcitos. Vamos a explicar
lo que uno tiene que hacer para calcular con estos esquemas impĺıcitos,
trabajando con el esquema de Crank-Nicolson. Una vez mas consideraremos
el problema que hemos usado para el esquema expĺıcito

vt = νvxx, xε(0, 1), t > 0 (2.102)

v(x, 0) = f(x), xε(0, 1) (2.103)

v(0, t) = α(t), v(1, t) = β(t), t ≥ 0 (2.104)

donde f(0) = α(0) y f(1) = β(0). Si aplicamos el esquema de Crank-
Nicolson para este problema, nos queda el siguientes esquema en diferencias
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finitas

un+1
k − r

2
δ2u

n+1
k = unk +

r

2
δ2u

n
k , k = 1, ...,M − 1 (2.105)

un+1
0 = αn+1, un+1

M = βn+1, n ≥ 0 (2.106)

u0k = f(kΔx), k = 0, ..., .M (2.107)

donde r = νΔt/Δx2. La diferencia entre las ecuaciones que (2.106)-(2.107)
que provienen de una aproximación para el problema (2.102)-(2.104) y los
otros métodos que hemos implementado es que en este caso no somos ca-
paces de resolverla para un+1

k explicitamente. En este caso el lado izquierdo
de la ecuación (2.105) se resuelve con un sistema tridiagonal de ecuaciones
de la forma Ax = b donde x es la solución para el (n+1)st nivel de tiempo
y b depende de u para el nth nivel de tiempo. Esto no justifica que A fuese
cualquier matriz, la matriz que debemos tener tiene una estructura muy es-
pecial.

Si primero consideramos que la ecuación (2.105), con k = 1, vemos que nos
da

(1 + r)un+1
1 − r

2
un+1
2 = (1− r)un1 +

r

2
un0 +

r

2
un2 +

r

2
αn+1 (2.108)

Notese que el último término sobre el lado derecho no se encuentra en el lado
izquierdo de la ecuación en diferencias(2.108). Pues tiene que ser transferido
a lado derecho puesto que es una condición de frontera y es conocida. Del
mismo modo, si consideramos a k =M − 1, nos da

(1 + r)un+1
M−1 −

r

2
un+1
M−2 = (1− r)unM−1 +

r

2
unM−2 +

r

2
unM +

r

2
βn+1, (2.109)

para todos los puntos de la malla tenemos que

(1+ r)un+1
k − r

2
un+1
k−1 −

r

2
un+1
k+1 = (1− r)unk +

r

2
unk−1+

r

2
unk+1, k = 2, ...,M −2.

(2.110)
Aśı que para la solución del esquema se usa la condición inical

u0k = f(kΔx), k = 0, ..., .M

para empezar y entonces resolver las ecuaciones (2.108)-(2.110) en cada niv-
el de tiempo. Cuando estamos en las ecuaciones (2.108)-(2.110) nos damos
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cuenta que es justamente un sistema de ecuaciones lineales de la forma

Q1u
n+1 = r (2.111)

donde el coeficiente de la matriz es la matriz tri-diagonal

Q1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 + r −r/2 0 0 ...
−r/2 1 + r −r/2 0 ...

...
... 0 −r/2 1 + r −r/2 0 ...

...

... 0 −r/2 1 + r −r/2
0 −r/2 1 + r

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(2.112)

El vector desconocido se compone de nuestra solución en los M-1 puntos
interiores de la malla en el (n+1)st nivel de tiempo,

Û =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

un+1
1

un+1
2

un+1
3
...

un+1
M−2

un+1
M−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.113)

y en el lado derecho el vector r esta dado por

rk =
r

2
un+1
k−1 + (1− r)unk +

r

2
unk+1, k = 2, ...,M − 2 (2.114)

y

r1 =
r

2
un+1
0 + (1− r)un1 +

r

2
un2 +

r

2
αn+1 (2.115)

rM−1 =
r

2
un+1
M−2 + (1− r)unM−1 +

r

2
unM +

r

2
βn+1. (2.116)

El lado derecho de nuestro sistema de ecuaciones puede ser reescrito como
una matriz aplicando el vector de soliciones en cada n-enesimo nivel de tiem-
po (además de las dos condiciones de frontera), pero para fines de solución
no hay ninguna razón para hacer esto.

A fin de probar la estabilidad del esquema de Crank Nicolson (2.105), uti-
lizaremos el Teorema de Gerschgorin (ver Thomas [1]).
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Escribimos el esquema como

Q1u
n+1 = Qun (2.117)

donde

Q1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 + r −r/2 0 · · ·
−r/2 1 + r −r/2 0 · · ·

· · · −r/2
0 −r/2 1 + r −r/2

0 −r/2 1 + r

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

y

Q =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1− r r/2 0 · · ·
r/2 1− r r/2 0 · · ·

· · · r/2
0 r/2 1− r r/2

0 r/2 1− r

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

Notemos que si denotamos a

B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 + r −r/2 0 · · ·
−r/2 1 + r −r/2 0 · · ·

· · · −r/2
0 −r/2 1 + r −r/2

0 −r/2 1 + r

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

el esquema (2.117) puede escribirse como

Bun+1 = (2I −B)un. (2.118)

que, multiplicado por B−1 tenemos

un+1 = Q̃un = (2B−1 − I)un. (2.119)

Si λ es un eigenvalor de B, entonces μ = 2
λ − 1 es un eigenvalor de Q̃ y es

tal que

| 2
λ
− 1| ≤ 1

Si λ es negativa, esto es imposible.

Si λ es positivo, por el Teorema de Gerschgorin tenemos

|λ− (1 + r)| ≤ r/2 (2.120)
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o
|λ− (1 + r)| ≤ r (2.121)

la desigualdad (2.121) es equivalente a

1 ≤ λ ≤ 1 + 2r. (2.122)

Aśı vemos que λ es siempre mayor que o igual a 1. También, vemos que λ
nunca podrá ser negativa y que μ es menor que o igual a 1 en magnitud.
También, notemos que B es simétrico y BB−1 = I, entonces la simetŕıa de
B y el factor que Q̃ = 2B−1 − I implica que Q̃ es simétrico. Esto implica
que tenemos condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad, por lo
tanto el esquema de Crank Nicolson es incondicionalmente estable.

El procedimiento para resolver la ecuación (2.111) es escribir la matriz au-
mentada

[Q1|r]
y usar eliminación gausiana. Si escribimos una matriz general tri-diagonal
en la forma T [a, b, c] con los términos a2, ..., amsobre la subdiagonal, los
términos b1, ..., bm sobre la diagonal y los términos c1, ..., cm−1 sobre la su-
perdiagonal, entonces el algoritmo de eliminación Gausiana para resolver

T [a, b, c] = r

(en algun momento llamado como el algoritmo de Thomas) es como el sigu-
iente:

c′1 = c1/b1
r′′1 = r1/b1

Forj = 2, ...,m1

b′j = bj − aj/c
′
j−1

r′j = rj − aj/r
′′
j−1

c′j = cj/bj
r′′j = rj/bj
Nextj

b′m = bm − am/c
′
m−1

r′m = rm − am/r
′′
m−1
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r′′′m = r′m/b′m

Forj = m− 1, ..., 1
r′′′j = r′′j − c′j/r

′′′
j+11

Nextj

Ahora que conocemos la solución de las matrices tri-diagonales, estamos
preparados para aproximar la solución del problema (2.102)-(2.104) usando
el esquema de Crank-Nicolson. Si regresamos al seudo código para resolver la
ecuación diferencial parcial dependiente del tiempo dada la sección (2.2.1),
vemos que la diferencia entre el código necesario para resolver (2.102)-(2.104)
por el esquema de Crank-Nicolson y el usado para el esquema expĺıcito
está en la forma que uno llama a la solución. La solución del esquema que
tenemos ahora consiste en tres pasos:

Lo que se hace en primer lugar es mandar a llamar el lado derecho de nue-
stro sistema, luego es llamar al stencil que es la manera en como llenamos la
matriz tridiagonal que vamos a resolver y por último llamamos al programa
que denominamos Trid que sirve para resolver la matriz tridiagonal.

Llamar a la subrutina para llenar el lado derecho
Llamar Stencil
Llamar el programa (Trid) que resuelve la matriz tridiagonal

La sobrutina para llenar el lado derecho obviamente usa las ecuaciones
(2.114)-(2.116) para contruir el lado derecho de las ecuaciones que vamos
a resolver. Es fácil ver que la subrutina del Stencil puede hacerse si deno-
tamos a aj = −r/2,j = 2, · · · ,m, bj = 1 + r, j = 1, · · · ,m, cj = −r/2,
j = 1, · · · ,m− 1 donde m =M − 1. El programa (Trid) entonces resuelve la
matriz tridiagonal. Debemos notar que realmente no necesitamos un arreglo
para este tipo de esquema. La solución en el nuevo paso de tiempo sale del
Trid en r. La solución puede ser de salida r y entonces ser igual a uold.

Ahora podemos hacer un código para un esquema impĺıcito. Notemos que
usando cualquiera de los otros esquemas impĺıcitos (con o sin los términos
del orden inferior) no es mucha la diferencia usando el esquema de Crank-
Nicolson. Definiendo el lado derecho es mas fácil y definiendo el patron es
diferente. Pero, en general es el mismo código.
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Implementación

Lo que a continuación se mencionará es como implementar los esquemas en
diferencias tanto expĺıcitamente como impĺıcitamente.
Bien para comenzar mencionaremos el código que se utilizó para resolver la
ecuación diferencial parcial (2.4) expĺıcitamente el cual consiste en la forma
siguiente:

function v=leapfrog(m,n,nu,T); le damos los parametros de entrada y salida
dx=1/m; hacemos la partición de la malla
dt=T/n;
c=nu*dt/dx/dx; y=dt:dt:T;
x=0:dx:1;

datos iniciales, aqúı lo que se hace es llenar el primer nivel de tiempo.
v(1, :) = sin(2 ∗ pi ∗ x);
v(2 : n+ 1, 1) = sin(50 ∗ y);
v(2 : n+ 1,m+ 1) = sin(y). ∗ exp(−y);

llenado, lo que hacemos aqúı es llenar la segunda linea para poder utilizar
el salto
for i=2:2
for k=2:m
v(i+ 1, k) = v(i, k) + c ∗ (v(i, k − 1)− 2 ∗ v(i, k) + v(i, k + 1));
end

llenado, aqúı se hace el llenado una vez que se tiene el primero y segun-
do nivel de tiempo
for i=3:n
for k=2:m
v(i+ 1, k) = v(i− 1, k) + 2 ∗ c ∗ (v(i, k − 1)− 2 ∗ v(i, k) + v(i, k + 1));
end
end
end

Lo que se hizo en primera instancia es dar el tamaño de la malla con los
parametros ( m y n), una vez hecho esto se hizo la partición de la malla,
luego dar los datos iniciales para hacer el llenado en el primer nivel de tiempo
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y con estos datos se hizo por aparte el llenado del segundo nivel de tiempo
para poder hacer el salto y finalmete se hizo el llenado de toda la malla.

Ahora el código siguente es también para resolver la ecuación diferencial
parcial (2.4) impĺıcitamente, para ello utilizaremos el esquema de Crank-
Nicolson en el cual el parametro (theta=0.5), entonces tenemos que

function [v,c]=imp(m,n,nu,theta,T)
dx=1/m;
dt=T/n;
c=nu*dt/dx/dx;
y=dt:dt:T;

Datos iniciales
x=0:dx:1;
v(1,:)=sin(2*pi*x);
v(2:n+1,1)=sin(50*y);
v(2:n+1,m+1)=sin(y);

Stencil
B=(1+2*c*theta)*ones(m-1,1);
A=(-c*theta)*ones(m-2,1);

Llenado
for i=1:n
r=c*(1-theta)*([v(i,1:m-1)]’+[v(i,3:m+1)]’)+...
(1-2*c*(1-theta))*[v(i,2:m)]’;
r(1)=r(1)+c*theta*v(i+1,1);
r(m-1)=r(m-1)+c*theta*v(i+1,m+1);

Ahora re resuelve el sistema tridiagonal
v(i+1,2:m)=tridi(A,B,A,r);
end

Bién lo que se hace aqúı nuevamente es dar el tamaño de la malla y la
partición de la misma, luego se hace el llenado para el primer nivel en el
tiempo, luego se llenan las matrices diagonales para utilizarlas en el pro-
grama (TRIDI) y finalmente se resuelve el sistema del lado derecho (RHS).
Cabe mencionar que el nuevo paso de tiempo sale del programa (TRIDI) en
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r.

Ahora bién los códigos mencionados anteriormente resuelven la ecuación
diferencial parcial (2.4) pero nos damos cuenta que el sistema expĺıcito mane-
ja un paramentro para la estabilidad que es que r ≤ 1/2 y para cualquier
otro valor el sistema es inestable mientras que para el sistema impĺıcito no
lo es, por lo que se entiende que es mucho mejor el segundo código.

2.2.3. Ecuaciones parabólicas en dos dimensiones

Aqúı discutiremos el problema multi-dimencional considerando el problema
del modelo parabólico.

vt = ν(vxx + Vyy), x ∈ (0, 1), t > 0 (2.123)

v(x, y, t) = g(x, y, t), en ∂R, t > 0 (2.124)

v(x, y, 0) = f(x, y) (x, y) ∈ R (2.125)

Como en el caso del problema de una dimensión, nuestro enfoque ser el de
cubrir la región R con una malla y la aproximación de nuestro problema por
un problema que se define en la malla. Por su puesto la malla estará definida
en dos dimenciones, y también consideraremos una region no-rectangular R,
pues trabajando con esta malla puede ser dif́ıcil, y para este trabajo no las
consideraremos. Nos concentraremos en las soluciones de problemas rectan-
gulares, en el medio plano o en el plano completo.

Consideraremos R = [0, 1] × X[0, 1]. Para cubrir [0, 1] × X[0, 1] con una
malla, tenemos que elegir a Δx y a Δy (o una Mx y My). Al ir haciendo-
lo, obtenemos una malla de la forma como se muestra en la figura (2.2).
Denotemos la malla que esta cubierta por R por GR (GR = (jΔx, kΔy))
con j = 0, ...,Mx y k = 0, ...,My). También mencionaremos que por conve-
niencia (pues lo cumputacional y el análisis son mas aceptables) tomaremos
Δx = Δy.

Si aproximamos nuestros problemas y nuestras soluciones en una malla co-
mo la que se muestra en la figura (2.2), debemos tener algunas notaciones
relativamente coherente que nos indican los puntos y las funciones definidas
en dichas mallas. Vamos a utilizar por convención un par ordenado de pun-
tos (j,k) que denotan los puntos (jΔx, kΔy) en R, donde j = 0, ...,Mx y
k = 0, ...,My. Una función V=V(x,y,t) aproximada en una malla de puntos
(j,k) en el n-esimo nivel de tiempo podra denotarse por Unjk.
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(1 , 1)

(0 , 0)

Δ y

Δ x

1

1

y

x

Figura 2.2: Malla de dos dimenciones en la región [0, 1]× [0, 1].

Si entonces consideramos los puntos (j, k)εGR mostrados en la figura (2.3),
vemos que podemos aproximar la ecuación diferencial parcial (2.123) en un
enfoque completamente análogo al de una aproximación dimensional.

Denotemos que

(uxx)jk ≈
(ux)j+1/2k − (ux)j−1/2,k

Δx

≈
uj+1k−ujk

Δx − ujk−uj−1k

Δx

Δx

=
uj+1k − 2ujk + uj−1k

(Δx)2

Usando una aproximación análoga para (uyy)jk se obtiene

(uyy)jk ≈ uj+1k − 2ujk + uj−1k

(Δx)2
,

vemos que podemos aproximar la ecuación diferencial parcial (2.123) por

un+1
jk − unjk

Δt
=

ν

(Δx)2
δ2xu

n
jk +

ν

(Δy)2
δ2yu

n
jk (2.126)
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(1 , 1)

(0 , 0)

k

j

1

1

y

x

...

.

.

k−1

k+1

j+1j−1

Figura 2.3: Stencil para aproximar vxx+vyy en una malla de dos dimenciones.

Donde δ2x y δ2y Denotan el segundo orden del operador diferencial con re-
specto a j y k, que se definen como

δ2uk = uk+1 − 2uk + uk−1

Resolviendo para unjk en la ecuacion (2.126) redireccionamos el siguiente
esquema expĺıcito (FTCS) por la aproximacion de la ecuación diferencial
parcial (2.123)

un+1
jk = unjk + (rxδ

2
x + ryδ

2
y)u

n
jk (2.127)

donde rx = νΔt
(Δx)2

y ry = νΔt
(Δy)2

. Las condiciones de frontera (1.15) con

R = [0, 1]x[0, 1] se manejan como en el caso de una dimensión. Establecemos

un0k = g(0, kΔy, nΔt), k = 0, ...,My, n ≥ 0 (2.128)

unMxk = g(1, kΔy, nΔt), k = 0, ...,My, n ≥ 0 (2.129)

unj0 = g(jΔx, 0, nΔt), k = 0, ...,Mx, n ≥ 0 (2.130)

unjMy
= g(jΔx, 1, nΔt), k = 0, ...,Mx, n ≥ 0 (2.131)
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Condiciones de frontera de Neumann

Las condiciones de frontera de Neumann para problemas en dos dimensiones
también se manejan de la misma manera como los problemas de una dimen-
sión. Por ejemplo, si consideramos

vt = ν∇2v, xε(0, 1), t > 0

= ν(vxx + Vyy), (x, y) ∈ (0, 1)x(0, 1), t > 0 (2.132)

v(0, y, t) = v(x, 0, t)

= v(x, 1, t) = 0, x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1], t ≤ 0 (2.133)

vx(1, y, t) = −πe−5νπ2t sin 2πy, y ∈ [0, 1], t ≤ 0 (2.134)

v(x, y, 0) = sinπx sin 2πy, (x, y) ∈ [0, 1]x[0, 1], (2.135)

vemos que en x = 1, tenemos la condición de frontera de Neumann es la
ecuación (2.134).
Si usamos un esquema en diferencias de primer orden para aproximar la
derivada en la ecuación (2.134), nos da

un+1
Mxk

− unMx−1k

Δx
= −πe−5νπ2(n+1)Δt sin 2πkΔy, k = 0, · · · ,My, (2.136)

o

un+1
Mxk

= unMx−1k−πΔxe−5νπ2(n+1)Δt sin 2πkΔy, k = 0, · · · ,My, (2.137)

Podemos entonces usar el esquema en diferencias (2.127) con las condiciones
de fronteras (2.128)-(2.131) y (2.137) para resolver el problema con valores
iniciales y de frontera (2.132)-(2.135).
Si en lugar de usar la aproximación de segundo orden de la condición de
frontera de Neumann, usamos

un+1
Mx+1k = unMx−1k−2πΔxe−5νπ2nΔt sin 2πkΔy, k = 0, · · · ,My, (2.138)

como una aproximación para la condición de frontera de Neumann (2.134).
Como vimos en el caso de una dimensión, también requerimos que la ecuación
(2.127) se satisfaga en j =Mx,

un+1
Mxk

= unMxk + νΔt(
1

Δx2
δ2x +

1

Δy2
δ2y)u

n
Mxk, k = 0, · · · ,My, (2.139)



60 Esquemas en diferencias

Si entonces usamos la ecuación (2.138) para eliminar el término unMx+1k de
la ecuación (2.139), tenemos el lado izquierdo

un+1
Mxk

= unMxk
+ 2rx(u

n
Mx−1k − unMxk

) + ryδ
2
y)u

n
Mxk

−2πν
Δt

Δx
e−5νπ2nΔt sin 2πkΔy, k = 0, · · · ,My − 1, (2.140)

Entonces el esquema en diferencias (2.127) con condiciones de frontera (2.128)-
(2.131) y (2.140) nos dan una precisión de segundo orden para resolver el
problema con valores iniciales y de frontera (2.132)-(2.135).

Como se ha venido comentando discutiremos la estabilidad de el esquema
en diferencias impĺıcito

un+1
jk − rxδ

2
xu

n+1
jk − ryδ

2
yu

n+1
jk = unjk +ΔtFn+1

jk (2.141)

con las condiciones de frontera (2.128)-(2.131).

Vemos que el esquema en diferencias (2.141) considerado como un esquema
con valores iniciales es incondicionalmente estable. Por lo tanto, es de espe-
rarse que también lo sea para este tipo de problema. Entonces por esta razón
vemos que Q = Q−1

1 claramente es simétrico (Q1 es simétrico y Q1Q
−1
1 = I

implica que I = (Q−1
1 )TQT1 = (Q−1

1 )TQ1. tal que Q
−1
1 = (Q−1

1 )T ) y tenemos
condiciones de frontera de Dirichlet, nos damos cuenta que este problema
puede ser resuelto series de Fuorier finitos tal que el análisis de Von Neu-
mann nos dará las condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad.

si procedemos como en el caso expĺıcito y tenemos mucho cuidado al mo-
mento de escribir este esquema como una ecuación matricial, tenemos

Q1u
n+1 = un +ΔtGn+1 (2.142)

donde un+1 y un se dan en el orden un = [un11, · · · , unMx−11, u
n
12, · · · , unMx−12, · · · , unMx−1Mx−1]

T ,

Q1 =

⎛⎜⎜⎝
B −ryI Θ 0 ...
−ryI B −ryI Θ ...
... ... ... ... ...

... Θ −ryI B

⎞⎟⎟⎠ (My − 1)× (My − 1) (2.143)
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B es una matriz de(Mx − 1)× (Mx − 1)

B =

⎛⎜⎜⎝
1 + 2rx + 2ry −rx 0 ...
−rx 1 + 2rx + 2ry −rx 0 ...
... ... ... ... ...

... 0 −rx 1 + 2rx + 2ry

⎞⎟⎟⎠
(2.144)

y Gn, como en el caso del esquema expĺıcito, contiene los términos no ho-
mogeneos y las condiciones de frontera.

Si comparamos este esquema con el procedimiento expĺıcito, no es dif́ıcil
de ver que si sustituimos unjk = ξneijpπΔx+ikqπΔy en la ecuación (2.141) (ex-
cluyendo los términos no homogeneos) tenemos

ξ =
1

1 + 4rx sin
2 pπΔx

2 + 4ry sin
2 qπΔy

2

.

Es fácil ver que 0 ≤ ξ ≤ 1. Aśı como en el caso de una dimensión, el esquema
impĺıcito es incondicionalmente estable. Hacemos mención de que aqúı la
incondicionalmente estable es especificamente por condiciones de frontera
de Dirichlet. Es también el caso que el esquema es incondicionalmente es-
table para condiciones de frontera de Neumann de segundo orden. Para otra
condición de frontera, el análisis anterior solo muestra que no sabemos que
es inestable para cualquier valor de rx y ry.

2.2.4. Esquemas impĺıcitos de dirección alternativa

Ahora que sabemos que el esquema en diferencias (2.141) es incondicional-
mente estable, consideraremos ahora como podŕıamos resolver la ecuación
matricial (2.142). Usar el esquema impĺıcito anterior, nos implica resolver
una ecuación matricial en bloques. Por lo general uno pensaria resolverla por
eliminación gaussiana pero en esta ocasión no será aśı, ya que la eliminación
gaussiana es demasiada amplia a utilizar para resolver las ecuaciones matri-
ciales asociadas con el esquema en diferencias en dos o más dimenciones.

Otra forma es usar cualquiera de los esquemas iterativos para resolver la
ecuación (2.142)(Gauss Seidel, Jacobi, SOR, multimallas, etc.). Resolver es-
quemas iterativos se puede y a veces se usan. Generalmente, resolverlos son
costosos al momento de resolver la ecuación (2.142) en cada paso de tiempo
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(y más si son de tres dimenciones).

Una forma en como poder resolver una ecuación como la ecuación (2.142)
es usar un esquema impĺıcito de dirección alternativa (ADI). Como vere-
mos, usando un esquema ADI puede ser interpretado como cualquier aprox-
imación, ya sea para la solución de la ecuación (2.142) o como el uso de la
ecuación (2.142) para que nos ayude a desarrollar un nuevo esquema. En
cualquier caso, el esquema ADI nos dará todas las ventajas de los esquemas
impĺıcitos. De esta manera, los esquemas ADI nos proporcionan una clase
de eficiencia computacional, los esquemas impĺıcitos para problemas de dos
o tres dimenciones. Introduciremos el tema general de esquemas ADI para
desarrollar varios de los esquemas más comunes.

Esquema de Peaceman-Rachford

Problemas con valores iniciales

Eventualmente estamos interesados en la aproximación de la solución para
problemas con valores iniciales y de frontera (es decir, considerando la ecuación
en diferencias (2.141) con condiciones de frontera (2.128)-(2.131)), comen-
zemos por considerar una aproximación para problemas con valores iniciales
consistente en la versión homogénea de la ecuación en diferencias (2.141)
con una condición inicial. Queremos diseñar un esquema que resuelva bien
o que resuelva aproximadamente la ecuación (2.141)(con F=0) y ser com-
putacionalmente eficiente.

Una manera de tratar de hacer agradable la ecuación en diferencias es eval-
uando una de las derivadas espacial impĺıcitamente y la otra expĺıcitamente.
Computacionalmente, este esquema seŕıa muy bueno por que nos dejaŕıa en
el lado izquierdo una matriz tridiagonal que resolverla es mucho mas sencil-
lo. Si por ejemplo, evaluamos la derivada con respecto a x impĺıcitamente,
la derivada con respecto a y expĺıcitamente y usamos un paso de tiempo
Δt/2, nos da el esquema

u
n+ 1

2
jk − unjk
Δt/2

=
ν

Δx2
δ2xu

n+ 1
2

jk +
ν

Δy2
δ2yu

n
jk (2.145)

Reescribiendo el esquema en diferencias (2.145) como

(1− rx
2
δ2x)u

n+ 1
2

jk = (1 +
ry
2
δ2y)u

n
jk. (2.146)
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Si tomamos la transformada de Fourier discreta de la ecuación (2.146), nos
da

(1 + 2rx sin
2 ξ

2
)ûn+

1
2 = (1− 2ry sin

2 η

2
)ûn. (2.147)

Podemos ver que el śımbolo de el operador en diferencias es,

ρ(ξ, η) =
1− 2ry sin

2 η
2

1 + 2rx sin
2 ξ
2

, (2.148)

es menor que o igual a uno. Usando el hecho de que el valor mı́nimo de ρ se
produce en (ξ, η) = (0,±π), vemos que el esquema (2.146) es incondicional-
mente estable con un ĺımite de estabilidad de

ry ≤ 1.

(Si hub́ıeramos usado un paso de tiempo completo Δt, esta condición seŕıa
ry ≤ 1/2.) A pesar de tener esta condición de estabilidad, no podemos jus-
tificar el tener que resolver una matriz tridiagonal.
Examinando cuidadosamente ρ dada en la ecuación (2.148), vemos que
si tomamos otro medio paso (ahora vemos por que se utilizo Δt/2 en la
ecuación (2.145)) de la forma

un+1
jk − u

n+ 1
2

jk

Δt/2
=

ν

Δx2
δ2xu

n+ 1
2

jk +
ν

Δy2
δ2yu

n+1
jk (2.149)

(en este momento es impĺıcito en x e impĺıcito en y) o

(1− ry
2
δ2y)u

n+1
jk = (1 +

rx
2
δ2x)u

n+ 1
2

jk . (2.150)

y tomando la transformada de Fourier discreta de la ecuación (2.150), nos da

(1 + 2ry sin
2 η
2 )û

n+1 = (1− 2rx sin
2 ξ
2)û

n+ 1
2

= (1− 2rx sin
2 ξ

2
)
1− 2ry sin

2 η
2

1 + 2rx sin
2 ξ
2

ûn. (2.151)

De esta manera vemos que el śımbolo de el esquema de dos pasos (2.146),(2.150)
es

ρ(ξ, η) =
(1− 2rx sin

2 ξ
2)(1− 2ry sin

2 η
2 )

(1 + 2rx sin
2 ξ
2)(1 + 2ry sin

2 η
2 )
, (2.152)
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No es dif́ıcil ver que ρ satisface |ρ| ≤ 1. Por lo tanto, el esquema en difer-
encias de dos pasos (2.146),(2.150), es llamado Esquema de Peaceman-
Rachford y es incondicionalmente estable.

Consistencia

Lo que vamos a realizar por el momento es considerar la consistencia de
los esquema (2.146),(2.150). Considerando el método que hemos estado im-
plementando, tenemos que imaginar si el esquema podŕıa ser de (O(Δt) +
O(Δx2) +O(Δy2)) (que seŕıa un error).
Si multiplicamos en ambos lados de la ecuación (2.146) por (1+ rx

2 δ
2
x), obten-

emos

(1 +
rx
2
δ2x)(1−

rx
2
δ2x)u

n+ 1
2

jk = (1 +
rx
2
δ2x)(1 +

ry
2
δ2y)u

n
jk. (2.153)

Ya que el producto de dos operadores en el lado izquierdo conmutan, la
ecuación (2.153) puede ser escrita como

(1− rx
2
δ2x)(1 +

rx
2
δ2x)u

n+ 1
2

jk = (1 +
rx
2
δ2x)(1 +

ry
2
δ2y)u

n
jk. (2.154)

La ecuación (2.150) puede ser usada para eliminar el término u
n+ 1

2
jk y nos

permite escribir el esquema de Peaceman-Rachford como

(1 +
rx
2
δ2x)(1−

ry
2
δ2y)u

n+1
jk = (1 +

rx
2
δ2x)(1 +

rx
2
δ2x)u

n+ 1
2

jk . (2.155)

Expandiendo los términos en la ecuación (2.155) (teniendo cuidado en no
multiplicar algunos operadores que podŕıan no multiplicarse), vemos que la
ecuación (2.155) de el esquema de Peaceman-Rachford es equivalente a

un+1
jk − unjk

Δt
=
ν

2

δ2x
Δx2

(unjk + un+1
jk ) +

ν

2

δ2y
Δy2

(unjk + un+1
jk )

−ν
2Δt

4

δ2x
Δx2

δ2y
Δy2

(un+1
jk − unjk). (2.156)

Notece que (2.156) que de el esquema en diferencias de dos pasos (2.146),(2.150)
es muy parecido al esquema de Crank-Nicolson de dos dimenciones (excepto
por el último término). Si expandimos el último término en una expansión
en serie de Taylor, vemos que
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δ2x
Δx2

δ2y
Δy2

(un+1
jk − unjk) = Δt(

∂5u

∂t∂2x∂2y
)njk +O(ΔtΔx2)

+O(ΔtΔy2) +O(Δt2). (2.157)

Por lo tanto, ya que el término expandido anterior es multiplicado por Δt en
la ecuación (2.156), el esquema en diferencias de dos pasos (2.146),(2.150)
es (parecido a Crank-Nicolson) de segundo orden de precisión en Δt, Δx y
Δy. Desde luego, ya que tenemos un esquema consistente y estable, entonces
tenemos un esquema convergente.
Recordemos que estamos buscando un esquema incondicionalmente estable
y computacionalmente eficiente. Nosostros no hemos introducido el esque-
ma de Peaceman-Rachford si no se satisfacen estos criterios. Sin embargo,
veremos como el esquema de Peaceman-Rachford es computacionalmente
eficiente hasta en el apartado (2.2.4).
Podemos observar que una vez que hallamos escrito el esquema de Peaceman-
Rachford en la forma de (2.155), hay al menos otro modo evidente de dividir
esta ecuación a fin de hacer los cálculos eficientes (de acuerdo con las ecua-
ciones (2.146) y (2.150)). Si separamos la ecuación (2.155) entonces tenemos

(1− rx
2
δ2x)u

∗
jk = (1 +

rx
2
δ2x)(1 +

rx
2
δ2x)u

n+ 1
2

jk . (2.158)

(1− ry
2
δ2y)u

n+1
jk = u∗jk. (2.159)

el esquema es llamado como el esquema de D
′
Y akonov

Problemas con valores iniciales y de frontera

Como ya nos hemos dado cuenta es más dif́ıcil de considerar problemas
con valores iniciales y de frontera que lo que son los problemas con valores
iniciales. Desde luego, los resultados de estabilidad de los problemas con
valores iniciales del apartado anterior proporcionan condiciones necesarias
para la estabilidad ( por lo tanto, para la convergencia) de el problema con
condiciones iniciales y de frontera de el esquema de Peaceman-Rachford.
También, como antes, si nuestra matriz es simétrica y podemos de alguna
forma encontrar los eigenvalores de la matriz, obtenemos condiciones nece-
sarias y suficientes para la estabilidad y convergencia. Empezamos con una
discusión de cómo aplicar condiciones de frontera para los esquemas ADI.
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Condiciones de frontera de Dirichlet

Una de las dificultades encontradas con la implementación de esquemas tales
como (2.146), (2.150)) o (2.158) y (2.159)) son las condiciones de frontera.
Las dificultades no son necesariamente en las condiciones de frontera para

unjk o un+1
jk , pero si en las condiciones de frontera para las funciones u

n+ 1
2

jk o
u∗jk.
Por ejemplo, si aplicamos el esquema D

′
Y akonov (2.158)-(2.159), para un

problema con valores iniciales y de frontera (2.146)-(2.147) (en R = [0, 1]×
[0, 1]) y usando las condiciones de frontera

u∗0k = g(0, kΔy, (n+ 1)Δt)

u∗Mxk = g(1, kΔy, (n+ 1)Δt)

u∗j0 = g(jΔx, 0, (n+ 1)Δt)

u∗jMy
= g(jΔx, 1, (n+ 1)Δt)

Vemos que de la ecuación (2.147) satisface

un+1
jk − u∗jk =

νΔt

2

1

Δy2
δ2yu

n+1
jk =

νΔt

2
[(uyy)

n+1
jk +O(Δy2)]. (2.160)

Por lo tanto, el esquema en diferencias (2.158) y (2.159) es de segundo orden
en el tiempo y el espacio, usando u∗jk = g(0, kΔy, (n + 1)Δt) seŕıa solo de
primer orden en el tiempo. Para mantener el esquema de segundo orden,
debemos usar la definición de u∗jk dada por la ecuación (2.159)) y en j = 0
usar la condición de frontera

u∗jk = (1− ry
2 δ

2
y)u

n+1
0k

= − ry
2 u

n+1
0k+1 + (1 + ry)u

n+1
0k − ry

2 u
n+1
0k−1

= − ry
2 g(0, (k + 1)Δy, (n+ 1)Δt) + (1 + ry)g(0, kΔy, (n+ 1)Δt)

− ry
2 g(0, (k − 1)Δy, (n+ 1)Δt)

Por su puesto, usaremos una condición de frontera análoga en j = Mx.
Para el caso de el esquema de Peaceman-Rachford, es lógico usar

u
n+ 1

2
jk = g(0, kΔy, (n+

1

2
)Δt) (2.161)
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como la condición de frontera en j = 0. Si añadimos el lado izquierdo de la
ecuación (2.150) para el lado derecho de la ecuación (2.146) y resolvemos

para u
n+ 1

2
jk , obtenemos

u
n+ 1

2
jk =

1

2
(1− ry

2
δ2y)u

n+1
jk +

1

2
(1 +

ry
2
δ2y)u

n
jk. (2.162)

Aśı, vemos que si usamos el esquema de Peaceman-Rachford con condiciones
de frontera de Dirichlet, debemos utilizar la condición de frontera siguiente
para el medio paso, un+

1
2 ,en la ecuación (2.146)

u
n+ 1

2
0k =

1

2
(1− ry

2
δ2y)g(0, kΔy, (n+ 1)Δt) +

1

2
(1 +

ry
2
δ2y)g(0, kΔy, nΔt).

(2.163)

u
n+ 1

2
Mxk

=
1

2
(1− ry

2
δ2y)g(1, kΔy, (n+ 1)Δt) +

1

2
(1 +

ry
2
δ2y)g(1, kΔy, nΔt).

(2.164)
Notemos que cuando las condiciones de frontera son independientes del tiem-
po, las condiciones de frontera (2.163)-(2.164) se reduce

u
n+ 1

2
0k = g(0, kΔy). (2.165)

u
n+ 1

2
Mxk

= g(1, kΔy). (2.166)

También, no es dif́ıcil de mostrar que las condiciones de frontera (2.161)
aproximan las condiciones de frontera (2.163) para orden Δt2. Por lo tanto,
usando las condiciones de frontera de la forma (2.161) en lugar de (2.163)-
(2.164) no inferior al orden del esquema en diferencias, es posible usar
cualquier condición (2.161) o (2.163)-(2.164) como la condición de frontera
de Dirichlet para el esquema de Peaceman-Rachford.

Condiciones de frontera de Neumann

Aplicar una aproximación para una condición de frontera de Neumann junto
con un esquema factorizado, para ello procederemos de manera similar como
la que se utilizó para condiciones de frontera Dirichlet. Si tenemos una condi-
ción de frontera de Neumann sobre una frontera donde necesitamos un+1

jk ,
procederemos como lo hemos hecho anteriormente. Considerar la ecuación
diferencial parcial (2.123) en R = (0, 1)x(0, 1) junto con las condicones de
frontera de Dirichlet v(x, y, t) = g(x, y, t) para x = 0, x = 1 y y = 1 y una
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condición de frontera de Neumann

vy(x, 0, t) = gN (x, t) (2.167)

Si usamos la aproximación de primer orden de la condición de frontera de
Neumann (2.167), un+1

j0 = un+1
j0 − ΔygN (jΔx, (n + 1)Δt) y la ecuación en

diferencias (2.150) o (2.159) en k = 1 el esquema en diferencias puede ser
reescrito para no incluir el término un+1

j0 .
Si usamos la aproximación de segundo orden, aplicamos el esquema en difer-
encias (2.150) o (2.159) en la frontera, k = 0, y usamos la aproximación de
segundo orden de la condición de frontera (2.167) para eliminar el indice -1.
Por ejemplo, para el esquema de Peaceman-Rachford usamos

un+1
j−1 = un+1

j1 − 2ΔygN (jΔx, (n+ 1)Δt)

y

(1− ry
2
δ2y)u

n+1
j0 = (1 +

rx
2
δ2x)u

n+ 1
2

j0

para que nos de

un+1
j0 −ry(un+1

j1 −un+1
j0 ) = (1+

rx
2
δ2x)u

n+ 1
2

j0 −ν Δt
Δy

gN (jΔx, (n+1)Δt). (2.168)

Entonces para cada j, resolvemos la ecuación (2.168) junto con la ecuación
(2.150) para k = 1, · · · ,My − 1 como parte de nuestra solución (donde re-
solviendo la ecuación (2.146) con condiciones de frontera de Dirichlet es la
otra parte de nuestra solución), por lo que quedaŕıa completa la solución.
Si tenemos una condición de frontera de Neumann en j = 0 y/o j = Mx y
no en cualquier k = 0 o k =My, que pueden intercambiar las ordenes de las
soluciones, resolver

(1− ry
2
δ2y)u

n+ 1
2

jk = (1 +
rx
2
δ2x)u

n
jk

y

(1− rx
2
δ2x)u

n+1
jk = (1 +

ry
2
δ2y)u

n+ 1
2

jk

y manejar este caso de alguna manera como el caso anterior.
Tenemos que ser más cuidadosos cuando tengamos una condición de fron-
tera de Neumann en una cantidad suficiente de la frontera que nos obligan
a tratar bién la ecuación (2.146) o la ecuación (2.158) con una condición de
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frontera de Neumann. Suponemos, por ejemplo que tenemos una condición
de frontera vx(0, y, t) = gN (y, t) y que debe aplicarse esta condición como
una parte de la solución de (2.158) de el esquema de D

′
Y akonov. Si esta-

mos bien con el uso de la aproximación de primer orden de la condición de
frontera, tenemos

un+1
1k − un+1

0k = ΔxgN (kΔy, (n+ 1)Δt). (2.169)

Si multiplicamos en la ecuación (2.169) por (1− ry
2 δ

2
y), vemos que la condi-

ción de frontera (2.169) se transforma en una condición de frontera para la
ecuación u∗ de la forma

u∗1k − u∗0k = Δx(1− ry
2
δ2y)g

N (kΔy, (n+ 1)Δt). (2.170)

o

u∗0k = u∗1k − g
∗(n+1)
k .

Esta condición de frontera puede ser usada solo como la aproximación de
primer orden de un+1

j0 que se ha usado anteriormente.
Si una aproximación de segundo orden de la consición de frontera de Neu-
mann se desea, el enfoque es el mismo. Otra vez consideramos la condición
de frontera (2.167) en un problema que queremos resolver utilizando un es-
quema de D

′
Y akonov. Aproximamos la condición de frontera en el (n+1)st

paso de tiempo por

un+1
−1k = un+1

1k − 2ΔxgN (kΔy, (n+ 1)Δt).

y multiplicamos por (1− ry
2 δ

2
y) para transformar en una condición de fron-

tera para la ecuación u∗ de la forma

u∗−1k = u∗1k − 2Δx(1− ry
2
δ2y)g

N (kΔy, (n+ 1)Δt). (2.171)

o

= u∗1k − g
∗(n+1)
k .

Entonces, como suele ocurrir en la condiciones de frontera de Neumann de
segundo orden, aplicamos la ecuación (2.158) en j = 0, usamos la condición
de frontera transformada (2.171) para eliminar el subindice -1 y tenemos
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(1 + rx)u
∗
0k − rxu

∗
1k = (1 +

rx
2
δ2x)(1 +

ry
2
δ2y)u

n
0k −

rx
2
g
∗(n+1)
k .

Lo que hemos hecho, es descrito cómo cuidadosamente las condiciones de
frontera debe determinarse por las esquemas de Peaceman-Rachford, el es-
quema deD

′
Y akonov o algún otro esquema factorizado. Lo que realizaremos

en el siguiente apartado es discutir como estas condiciones de frontera son
implementados.

Implementación

Ahora lo que se realizará es ver como implementaremos el esquema de
Peaceman-Rachford. Si procedemos como se menciono al inicio del esquema,
es fácil ver que si consideramos las incognitas ujk, se ordeno en la dirección
(j,k) (primero en j y luego en k), la ecuación (2.146) junto con las condiciones
de frontera de Dirichlet puede ser fácilmente resuelto por nuestra matriz
tridiagonal, (TRID). Recordemos que las matrices tridiagonales (con condi-
ciones de frontera de Dirichlet) serán de (Mx−1)(My−1)x(Mx−1)(My−1).
Tenemos que tener presente que los ��cerosespeciales′′ son necesarios en la
sup y super diagonales debido a las fronteras en x.
Si entonces recordamos nuestra discusión anterior de la forma matricial de
la ecuación (2.150), vemos que podemos escribir la matriz como

Q
′
1u

n+1 = Q
′
un+

1
2 , (2.172)

donde

Q
′
1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 + ry 0 · · · − ry

2 0 · · ·
· · ·

− ry
2 0 · · · 0 1 + ry 0 · · · 0 − ry

2 0 · · ·
...

· · · 0 − ry
2 0 · · · 0 1 + ry

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

(2.173)

Aśı vemos claramente que la matriz Q
′
1 es tridiagonal.

Si recordenamos nuestras incognitas en el orden (k, j) (primero corremos en
k y luego en j), entonces la representación de la matriz (2.150) junto con
la condiciones de frontera de Dirichlet vuelve hacer una matriz tridiagonal.
De esta manera vemos que entre la solución de la ecuación (2.146) y (2.150)
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(antes de volver a resolver la ecuación (2.146) en el nuevo paso de tiempo),
una transposición de los datos se produce.
Esta transposición literalmente no se necesita hacer. Después de que la
ecuación (2.146) se ha resuleto, el lado derecho de la ecuación (2.150) (y
la matriz, si los coeficientes de la matriz dependen de j y de k) se construye
en el transposición de orden. Entonces despues de que la ecuación (2.150)
es resuelta, la salida puede ser colocado en un nuevo orden en (j, k).
La implementación de los esquemas de Peaceman-Rachford es muy similar
a las demás implementaciones. Como en el caso visto en la sección (2.2.2),
lo que principalmente consiste en llamar para nuestro código una subrutina
de inicialización (el cual por ahora es de dos dimenciones), un esquema de
solución y un esquema de salida. Como en la sección (2.2.2) la solución del
esquema consiste de un cálculo en el lado derecho, un cálculo del Stencil y
llamar el Trid. Para estos problemas de dos dimenciones resolveremos dos
matrices tridiagonales, que generalmente tienen dos de cada uno de los men-
cionados en nuestro esquema de solución. Por ejemplo, si consideramos el
esquema de Peaceman-Rachford donde no se preocupan por las condiciones
de frontera, la solución del esquema puede verse como

Llamamos la subrutina para llenar el lado derecho de la ecuación (2.146)
Llamamos el Stencil:(2.146)
Llamamos el programa (Trid) para resolver la matriz tridiagonal de la ecuación
(2.146)
Llamamos la subrutina para llenar el lado derecho de la ecuación (2.150)
Llamamos el Stencil:(2.150)
Llamamos el programa (Trid) para resolver la matriz tridiagonal de la ecuación
(2.150)

donde la subroutina son las siguientes.

1. Subrutina Right Hand Side (RHS): (2.146) seŕıa aproximadamente co-
mo la siguiente.
kk = 0
Para k = 1, · · · ,My − 1
Para j = 1, · · · ,Mx − 1
kk = kk + 1
RHS(kk) = (1 +

ry
2 δ

2
y)u

n
jk formula del lado derecho de la ecuación

(2.146).
Siguiente j
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Siguiente k

2. Subrutina del Stencil:(2.146) llenaŕıa la diagonal de nuestra matriz
diagonal con −rx/2 en las subdiagonales (junto con los ceros en los
Mxth reglones, (2Mx − 1)th renglones, etc.), 1 + rx en la diagonal
principal y −rx/2 en la super-diagonal (con los ceros en los (Mx−1)th
reglones, (2Mx − 1)th renglones, etc.).

3. Trid resuelve la ecuación (2.146) con la solución, un+
1
2 , dado en el

orden (j,k) in el arreglo RHS.

4. subrutina Right Hand Side (RHS):(2.150) aproximadamente como la
siguiente

kk = 0
Para j = 1, · · · ,Mx − 1
Para k = 1, · · · ,My − 1
kk = kk + 1

RHS(kk) = (1 + rx
2 δ

2
x)u

n+ 1
2

jk formula del lado derecho de la ecuación
(2.150).
Siguiente k
Siguiente j

5. Subrutina de Stencil:(2.150) llena de nuevo las tres diagonales de la
matriz tridiagonal con −ry/2 (con los apropiados ceros),1+ry y −ry/2
(con los apropiados ceros).

6. Trid resuelve la ecuación (2.150) con la solución, un+1, dado en el
orden (j,k) en el arreglo RHS.

7. El arreglo RHS se puede leer en una arreglo un+1 como el siguiente

kk = 0
Para j = 1, · · · ,Mx − 1
Para k = 1, · · · ,My − 1
kk = kk + 1
un+1
jk = RHS(kk)

Siguiente k
Siguiente j



Esquemas en diferencias 73

Y finalmente, si tenemos condiciones de frontera de Dirichlet no ceros, in-
cluimos los términos no homogeneos en los lugares correspondientes en el
arreglo RHS.

Un último aspecto muy importante sobre la implementación está relaciona-
da con el método utilizado para hacer que nuestras matrices resultantes
sean matrices tridiagonal. En el seudocodigo anterior, resolvimos la ecua-
ciones (2.146) y (2.150) como dos grandes tridiagonales (Mx − 1)(My −
1)x(Mx − 1)(My − 1). La forma de la ecuación (2.146) es tal que en el
lado derecho hay diferencia en la dirección y, la ecuación matricial solo
implica resolver debido a la diferencia en la dirección x. Aśı, la matriz
(Mx−1)(My−1)x(Mx−1)(My−1) de la ecuación (2.146) puede ser descom-
puesta en My − 1 ecuaciones matriciales de la forma de la ecuación (2.146).

2.3. Ecuaciones Hiperbólicas

Las ecuaciones diferenciales parciales hiperbólicas son usadas para modelar
un gran y muy importante colección de fenómenos. Estos incluyen flujos
aerodinámicos, flujos de fluidos y contaminantes en medios porosos, flujos
admosfericos, etc. La solución de las ecuaciones hiperbólicas tienden a ser
mas complejas e interesantes que las ecuaciones parabólicas o eĺıcticas por
lo que consideraremos sistemas lineales de ecuaciones hiperbólicas.
En general, un sistema lineal con coeficientes constantes en una dimensión
de ecuaciones diferenciales parciales hiperbólicas definida en R pueden ser
escritas en la forma:

vt = Avx, xεR, t > 0, (2.174)

donde v es el vector desconocido v = [v1, · · · , vK ]T y A es una matriz di-
agonizable de K ×K. Cuando asumimos que A es diagonizable, el sistema
(2.174) se dice que es fuertemente hiperbólico. Nos referimos a esto como
hiperbólico y tener en cuenta que A se diagonaliza cuando A es simétrico, (el
sistema(2.174) es simétrico hiperbólico), si A tiene K eigenvalores distintos
(el sistema (2.174) es estrictamente hiperbólico) o si A tiene K eigenvectores
linealmente independientes. Cualquiera de estas hipótesis será suficientes
para los resultados que se obtengan.
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Para que la matriz A sea diagonalizable, debe de existir una matriz S (donde
S−1 es la matriz de eigenvectores de A) que diagonaliza a A, es decir,
D = SAS−1 donde D es una matriz diagonal que tiene los eigenvalores
de A, μj , j = 1, · · · ,K, sobre la diagonal. Entonces

Svt = SAvx

= SAS−1Svx

= DSvx, (2.175)

podemos definir V = Sv y reduce el sistema de ecuaciones (2.174) para el
desligado sistema de ecuaciones

Vt = DVx

o

Vjt = μjVjx , j = 1, · · · ,K. (2.176)

Por lo tanto, para empezar analizar esquemas numéricos que resuelven ecua-
ciones hiperbólicas, usaremos una ecuación modelo de la forma

vt + avx = 0. (2.177)

La ecuación diferencial parcial (2.177) se le conoce comunmente como la
ecuación de onda. Los dominios que frecuentemente son usados para la
ecuación diferencial parcial hiperbólicas es en R, semi-infinitos ([0,∞)) o un
intervalo de frontera. Las condiciones de frontera asociadas con la ecuación
(2.177) dependen del dominio y el signo de a.

2.3.1. Problemas con valores iniciales

Como en el caso parabólico, tendremos nuestro estudio de métodos numéri-
cos para resolver ecuaciones hiperbólicas considerando problemas con val-
ores iniciales. Una de las ventajas de esta aproximación es que podemos
ignorar todos los problemas asociados con las condiciones de frontera. con-
sideraremos la ecuación (2.177) donde el dominio es la linea real entera, R
y

v(x, 0) = f(x) (2.178)

es dado.

Es fácil ver que la solución con el problema de valor inicial esta dado por
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v(x, t) = f(x− at), xεR, t > 0. (2.179)

De esta manera, no sólo conocemos la solución para problema, sino que la
solución es constante a lo largo de cualquier curva caracteŕıstica, x − at =
constante. La familia de las caracteŕısticas se muestra en la figura (2.4)
determina completamente la solución para el problema en que el valor de la
solución en cada punto v(x, t) puede encontrarse a lo largo de la proyección
de una caracteŕıstica, volver al eje t = 0. Podemos notar que la solución es
similar para a < 0 excepto que la pendiente de las lineas es en otra dirección,
ver figura (2.7).

Figura 2.4: Curvas caracteŕısticas para a > 0.

Una de las mejores propiedades de la solución de ecuaciones hiperbólicas es
el de la propagación de las ondas. Que en este caso puede ser visto fácil-
mente de la solución (2.179). Si la condición inicial f tiene una cierta forma,
entonces la solución para tiempos posteriores se ve de la misma forma como
la solución original excepto por el hecho de que la forma de la onda se a
trasladado a la derecha (a la izquierda en el caso donde a < 0). La forma de
la onda se mueve hacia la derecha con una velocidad de a. Esta propagación
de onda se muestra en la figura (2.5).

La propiedad descrita con anterioridad es una de las propiedades que hace
que las ecuaciones hiperbólicas sean interesantes y dif́ıcil de resolver. Note-
mos que no hay disipación en la solución. La disipación natural contenida en
las ecuaciones diferenciales parciales parabólicas ayudan hacer nuestro es-
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quema numérico estable. Uno de los problemas con el cual constantemente
podemos enfrentarnos será la de resolver esquemas numéricos que no dañe
nuestra solución para las ecuaciones hiperbólicas y que sean suficientemente
estables para que nos sea útil.
Otro de los problemas relacionados con la solución dada en la ecuación
(2.179) que no teniamos con las ecuaciones parabólicas es la aproximación de
la velocidad de propagación. Cuando desarrollamos esquemas en diferencias
para ecuaciones hiperbólicas, uno de los aspectos de la solución aproximada
con el cual estaremos atentos es como el esquema aproxima la velocidad de
propagación de las diferentes ondas en la solución anaĺıtica. Si un esque-
ma en diferencias da un excelente resultado para la solución de la forma
de propagación de onda y un resultado terrible en la aproximación de la
velocidad de propagación, en un tiempo dado la solución será muy mala.

x

t=0

t=1

t=2

t=4

0

0

0

0 a

2a

3a

5a

x

x

x

Figura 2.5: Soluciones en tiempos t = 0, 1, 2 y 4.

Una de las últimas propiedades de la solución de la ecuación (2.177), (2.178)
que vemos inmediatamente de la forma de la solución (2.179) es que la solu-
ción solo será buena si la condición inicial lo es. Por ejemplo, si tenemos
una condición inicial discontinua, se dice que f tiene una discontinuidad en
x = x0. Entonces debemos esperar que la solución tenga una discontinuidad
propagada a lo largo de la curva caracteŕıstica x − at = x0 ( la curva car-
acteŕıstica que pasa por el punto (x0, 0)). Por ejemplo en la figura (2.6) se
muestra una función inicial discontinua

y =

{
1 Si x ≤ 0
0 Si x > 0
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junto con la solución de la ecuación (2.177) con a=1 en los tiempos t=1.0 y
t=2.0. Para cualquier otro tiempo, la solución seŕıa identica, excepto para
la ubicación de la discontinuidad.

En el caso anterior, y esto es común en los problemas interesantes hiperbóli-
cos, donde la solución es discontinua y seguramente no puede satisfacer la
ecuación diferencial parcial en el sentido clásico, consideraremos la solución
de la ecuación diferencial parcial hiperbólica en el sentido débil. Aunque no
eternamente en los problemas asociados con las soluciones de onda.

x

x

x

t =0

t =1

t =2

1

20

0

0

Figura 2.6: La condición inicial y soluciones en t=1.0 y t=2.0.

Finalmente, antes de que procedamos a ir desarrollando los esquemas numéri-
cos para la solución de la ecuación (2.177), (2.178), enfatizaremos que está es
una muy simple ecuación diferencial parcial hiperbólica. Pero debido a la
disociación realizado en los apartados anteriores, muchas de las dificultades
relacionadas con los problemas más complejos hiperbólicos se comparten
con esté problema, bastante śımple. Además, la mayoŕıa de los esquemas
en diferencias para resolver más problemas hiperbólicos complejos pueden
ser vistos como una extensión de un esquema para la solución de problemas
(2.177), (2.178).

2.3.2. Solución numérica de los problemas con valores ini-
ciales

Ahora comenzaremos a desarrollar esquemas numéricos para las aproxima-
ciones de las soluciones a los problemas relacionados con las ecuaciones
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diferenciales parciales hiperbolicas. Por su puesto, queremos esquemas en
diferencias para el cual las soluciones converjan a la solución de la ecuación
diferencial parcial análoga. Como es usual, vamos a obtener la convergen-
cia mostrando que el esquema sea consistente y estable, y entonces poder
usar el Teorema de Lax. Como es a menudo el caso, vamos a referirnos a
la sección (2.1.2) para la consistencia o simplemente la reivindicación de la
calculación de la consistencia es fácil (que la mayoŕıa de las veces lo es).
En este apartado de la tesis vamos a dedicarle más tiempo considerando la
estabilidad de los esquemas.

Esquemas unilaterales

Debemos de recordar que ya hemos resuelto algunos esquemas para resolver
problemas similares a (2.177), (2.178). Si nosotros discretizamos la ecuación
(2.177) y tomamos como R = aΔt

Δx y a < 0 obtenemos un esquema (FTFS)

un+1
k = unk −R(unk+1 − unk) (2.180)

consistente para la ecuación diferencial parcial hiperbólica

vt + avx = 0. (2.181)

Como se vio en apartados anteriores demostramos que el esquema en difer-
encias (2.180) es estable para |R| ≤ 1. Por lo tanto, si |R| = |a|ΔtΔx ≤ 1
el esquema en diferencias (2.180) es estable y consistente con la ecuación
diferencial parcial (2.177), por lo tanto, es convergente.

Ahora consideraremos el caso cuando a > 0. Claramente el esquema en
diferencias (2.180) sigue siendo consistente con la ecuación (2.177) (esto es
de primer orden para ambos en el tiempo y el espacio). Para poder explicar
este caso nos enfocaremos en la transformada de Fourier discreta para la
ecuación (2.180)(ver Heath [24]) que nos queda

ûn+1 = (1 +R)ûn −Reiξûn

= [(1 +R)−R cos ξ −Ri sin ξ]ûn (2.182)

y el coeficiente de la ecuación (2.182),

ρ(ξ) = (1 +R)−R cos ξ − iR sin ξ (2.183)
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es llamado el śımbolo del esquema en diferencias (2.180).
Entonces, tomando esto en cuanta vemos que para |ρ(±π)| = |1+2R| y para
todos los R > 0 |ρ(±π)| = |1 + 2R| > 1. Por lo tanto, si a > 0 el esquema
en diferencias (2.180) es inestable.

No es dif́ıcil de ver por qué el esquema en diferencias (2.180) podrá ser
un buen esquema para la ecuación diferencial parcial (2.177) cuando a < 0,
y malo cuando a > 0. Vemos en la figura (2.7) que cuando a < 0 las cur-
vas caracteŕısticas para la ecuación diferencial parcial hiperbólica (2.177)
aunque el punto (kΔx, (n+1)Δt) van hacia abajo y hacia la derecha del eje
t=0. El patrón para el esquema en diferencia (2.180) se alcanza en la misma
dirección general. Si fuimos afortunados (o ingeniosos) y eligiendo R = −1,
entonces el patrón se vuelve alcanzar exactamente en el caracteŕıstico y el
esquema en diferencias (2.180) está dado por

un+1
k = unk −R(unk+1 − unk) = unk+1

el cual esta en la mı́sma caracteŕıstica. Vemos que este procedimiento pro-
duce la solución exacta de nuestro problema (solo por que tenemos un pro-
blema fácil y conocemos exactamente cuales son las caracteŕısticas). Si no
elegimos a R = −1 pero por lo menos lo elegimos a R entre 0 y −1, estamos
acercandonos almenos en la dirección correcta, hacia la caracteŕıstica.

Es por esta razón que el esquema en diferencias (2.180) es una buena aprox-
imación para la solución de la ecuación diferencial parcial (2.177) cuando
a < 0, no es dif́ıcil de ver que llegue de manera incorrecta si a > 0. En
la figura (2.8) vemos que cuando a > 0 la caracteŕıstica asociada con la
ecuación diferencial parcial (2.177) aunque el punto (kΔx, (n + 1)Δt) al-
cance hacia abajo y hacia la izquierda del eje t=0, mientras el esquema en
diferencias (2.180) alcance hacia abajo y hacia la derecha del punto, lejos de
la caracteŕıstica.
Cuando a < 0 la información relacionada con la ecuación diferencial parcial
(2.177) fluye de derecha a izquierda. Por lo tanto, cuando queremos saber
que es lo que va a pasar en un punto dado, es sensato pensar que hay que
pasar al lado derecho para obtener la información (hacia arriba). Que es
precisamente lo que el esquema en diferencias (2.180) hace (con el indice
k+1). Pero si a > 0, la información se mueve de izquierda a derecha, en
este caso su queremos saber que es lo que va a pasar en un punto dado,
debe uno mirar al lado izquierdo (hacia arriba). Obviamente, el esquema en
diferencias (2.180) no hace esto.
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x

(kΔ x , (n + 1)Δ t).
..

Figura 2.7: Caracteŕısticas para la ecuación diferencial parcial (2.181) y es-
quema en diferencias (2.180) cuando a < 0.

La analoǵıa para el esquema en diferencias (2.180) que resuelve la ecuación
(2.177) cuando a > 0 es el esquema FTBS

un+1
k = unk −R(unk − unk−1). (2.184)

Entonces, podemos demostrar que el esquema en diferencias (2.184) es con-
sistente con la ecuación diferencial parcial (2.177) (O(Δt)+O(Δx)). Si colo-
camos la plantilla (stencil) sobre la caracterisitica de la ecuación (2.181),
es claro que el esquema esta tratando de alcanzar la dirección correcta.
(ver figura 2.9). Vemos que el esquema en diferencias (2.184) es estable, si
tomamos la transformada de Fourier discreta de la ecuación (2.184) notamos
que el śımbolo esta dado por:

ρ(ξ) = (1−R+R cos ξ)− iR sin ξ. (2.185)

Entonces se puede ver que si R ≤ 1 implica que |ρ(±π)| ≤ 1. Por lo tanto, si
R ≤ 1, el esquema en diferencias (2.184) es un esquema consistente, estable y
por lo tanto convergente para resolver la ecuación diferencila parcial (2.177)
cuando a > 0.

De esta manera vemos que, dependiendo de el signo de a tenemos un esquema
de primer orden en ambos, para el tiempo y el espacio para resolver

vt + avx = 0. (2.186)
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x

(kΔx,(n+1)Δt)
.
..

t

Figura 2.8: Caracteŕısticas para la ecuación diferencial parcial (2.181) y pa-
trón para el esquema en diferencias (2.180) cuando a > 0.

Notemos que cuando a es negativa, debemos aproximar vx por 1
Δxδ+uk el

cual es llamado diferenciación hacia adelante y cuando a es positiva,
debemos aproximar vx por

1
Δxδ−uk el cual es llamado diferenciación hacia atras.

Esquemas centrados

Desde luego que este es otro esquema en diferencia para resolver la ecuación
(2.186). Una aproximación obvia es probar usando una aproximación en
diferencias de segundo orden de vx y que nos da el esquema FTCS

un+1
k = unk −

R

2
unk . (2.187)

Se ve entonces que el esquema en diferencias (2.187) es una aproximación de
la ecuación diferencial parcial (2.186) de orden O(Δt) +O(Δx2). Tomando
la transformada de Furier discreta del esquema en diferencias (2.187) el
śımbolo dado para el operador es

ρ(ξ) = 1− iR sin ξ.

Notemos que si |ρ(±π)|2 = 1 + R2 sin ξ ≥ 1, vemos que el esquema en
diferencias (2.187) es inestable para todo R �= 0. Este resultado no debeŕıa
sorprendernos. Cuando consideramos la ecuación de convicción-difusión en-
contramos que la condición de estabilidad esta dada por R2/2 < r ≤ 1/2.
Aqúı consideramos el caso cuando r = 0. Aśı la condición necesaria para
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x

(kΔx,(n+1)Δt)
.
..

t

Figura 2.9: Caracteŕısticas para a > 0 y stencil para el esquema en diferen-
cias (2.184).

la estabilidad podŕıa tener y nunca podŕıa haber esperado para obtener un
esquema inestable.

Esquema Lax-Wendroff

Una aproximación para obtener un esquema estable de orden mayor consiste
en alterar un esquema, como (2.187), para estabilizar el esquema. Notemos
que si tenemos vt = −avx,

vtt = (−avx)t = −avxt = −avtx = −a(vt)x = −a(−avx)x = a2vxx.

Entonces tenemos

(v)n+1
k = vnk + (vt)

n
kΔt+ (vtt)

n
k

Δt2

2
+O(Δt3)

= vnk + (−avx)nkΔt+ (a2vxx)
n
k

Δt2

2
+O(Δt3)

= vnk − a(
vnk+1 − vnk−1

2Δx
+O(Δx2))Δt

+a2(
vnk+1 − 2vnk + vnk−1

Δx2
+O(Δx2))

Δt2

2
+O(Δt3)

= vnk − aΔt

2Δx
δ0v

n
k +

a2Δt2

2Δx2
δ2vnk +O(ΔtΔx2) +O(Δt3)



Esquemas en diferencias 83

aproximamos la ecuación diferencial parcial vt + avx = 0 por el esquema en
diferencias

un+1
k = unk +

R

2
δ0u

n
k +

R2

2
δ2unk (2.188)

donde R = aΔt
Δx .

El esquema en diferencias (2.188) es llamado el esquema de Lax-Wendroff.
El esquema es de orden O(Δx2)+O(Δt2). Tomando la transformada de fu-
rier dicreta de la ecuación (2.188), vemos que el śımbolo del esquema de
Wendroff-Lax es

ρ(ξ) = 1− 2R2 sin2
ξ

2
− iR sin ξ. (2.189)

Entonces

|ρ(ξ)|2 = 1− 4R2 sin4
ξ

2
+ 4R4 sin4 ξ, (2.190)

Podemos diferenciar con respecto a ξ, establecemos la derivada igual a cero
y vemos que los valores cŕıticos de la función definidad en la ecuación (2.190)
ocurre en ξ = ±π y 0. Entonces evaluamos

|ρ(0)|2 = 1

y

|ρ(±π)|2 = |ρ(π)|2 = (1− 2R2)2. (2.191)

Por que (1−2R2)2 ≤ 1, cuando R2 ≤ 1, vemos que el esquema de Wendroff-
Lax es condicionalmete estable con la condición de |R| = |a|ΔtΔx ≤ 1.

De esta manera, vemos que si |R| = |a|ΔtΔx ≤ 1 el esquema de Wendroff-
Lax es consistente (ambos de segundo orden el el tiempo y espacio), estable
y por lo tanto es convergente. Podemos notar que el último término del es-
quema en diferencias (2.188) puede considerarse que se añade al esquema
inestable (2.187) para que lo estabilize. También hay que darse cuenta que la
condición de estabilidad para el esquema de Wendroff-Lax es independiente
del signo de a. Esta es una propiedad de el esquema de Wendroff-Lax que
hace que sea mucho mas fácil de aplicar para una gran clase de problemas.

Además de estos esquemas que se mencionaron con anterioridad existen
otros esquemas que no entraremos en detalle pero que se mencionaran el la
siguiente tabla (2.1) en la cual se enlistan los esquemas en diferencias para
ecuaciones hiperbólicas y sus propiedades.
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Nombre Esquema Estabilidad Orden

FTCS (2.187) Inestable O(Δx2) +O(Δt)

FTFS (2.180) Estable para
−1 ≤ R ≤ 0

O(Δx) +O(Δt)

FTBS (2.184) Estable para 0 ≤
R ≤ 1

O(Δx) +O(Δt)

Lax-
Wendroff

(2.188) Estable para
|R| ≤ 1

O(Δx2)+O(Δt2)

Lax-
Friendtichs

un+1
k = 1

2 (u
n
k+1 + unk−1) −

R
2 δ0u

n
k .

Estable para
|R| ≤ 1

Condicionalmente
consistente,
O(Δx2/Δt) +
O(Δt)

Beam-
Warming

u∗
k = un

k −Rδ−un
k un+1

k
= 1

2
[un

k +

u∗
k− Rρ−u∗

k − Rρ2un
k−1]

Estable para 0 ≤
R ≤ 2

O(Δx2) +
O(ΔxΔt) +
O(Δt2)

MacCormack u∗k = unk − Rδ+u
n
k u

n+1
k =

1
2 [u

n
k + u∗k −Rρ−u∗k]

Estable para
|R| ≤ 1

O(Δx2)+O(Δt2)

Cuadro 2.1: Esquemas en diferencias expĺıcito para problemas de valores
iniciales.

2.3.3. Esquemas impĺıcitos

Esquemas bilaterales

Al igual que en el caso de la ecuaciones parabólicas, existen también esque-
mas impĺıcitos para las ecuaciones hiperbólicas. Como es usual en los casos
de esquemas impĺıcitos tienden a ser mas estables que su análogo los esque-
mas expĺıcitos. Muchas personas afirman o dan a entender que los esquemas
impĺıcitos no son necesarios para la ecuaciones hiperbólicas. Sin embargo, en
aereodinámica computacional cuando el cálculo implica un altisimo número
Reynolds o cuando se queŕıa las soluciones del estado de equilibrio, los esque-
mas impĺıcitos para ecuaciones hiperbólicas han sido muy útiles. También,
los esquemas impĺıcitos han sido muy útiles en las simulaciones de corrientes
de aguas subterraneas y simulaciones de depósitos de aceites.

Para poder entender más este tema consideraremos el problema con valores
iniciales para la ecuación diferencial parcial

vt + avx = 0. (2.192)
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el esquema BTFS análogo para el esquema expĺıcito (2.180) es

(1−R)un+1
k +Run+1

k+1 = unk , (2.193)

y el esquema impĺıcito BTBS análago al esquema expĺıcito (2.184) es

(1−R)un+1
k −Run+1

k−1 = unk , (2.194)

donde R = aΔt
Δx . Aunque los esquemas impĺıcitos son mas a menudo in-

condicionalmente estables, vemos que los esquemas en diferencias (2.193) y
(2.194) son estables si y solo si R ≤ 0 y R ≥ 0 respectivamente. El hecho de
que el esquema en diferencias (2.193) es estable cuando a < 0 y el esquema
en diferencias (2.194) es estable cuando a > 0 por que es similar a la esta-
bilidad de los esquemas análogos expĺıcitos.

Para mostrar la estabilidad del esquema en diferencias (2.193), tomemos
la transformada de Furier discreta y nos da

(1−R)ûn+1 +Reiξûn+1 = ûn.

Aśı el śımbolo del esquema en diferencias (2.193) esta dado por

ρ(ξ) =
1

1−R+R cos ξ + iR sin ξ
(2.195)

y la magnitud al cuadrado de el śımbolo esta dado por

|ρ(ξ)|2 = 1

1 + 4R sin2 ξ2 + 4R2 sin2 ξ2
. (2.196)

Entonces cuando R ≤ 0 y a < 0 implica que

1− 4R sin2
ξ

2
+ 4R2 sin2

ξ

2
= 1− 4R sin2

ξ

2
(1−R) ≥ 1,

|ρ(±π)|2 ≤ 1. Debemos notar que para 0 < R < 1, el esquema en diferen-
cias (2.193) es inestable. Por lo tanto, vemos que el esquema en diferencias
(2.193) es estable si y solo si R ≤ 0 y R ≥ 1. Por que a causa de la f́ısica impli-
cada en la ecuación diferencial parcial, estaremos interesados en el esquema
en diferencias (2.193) cuando a < 0. Aśı mismo el esquema en diferencias
(2.194) es estable si R ≥ 0.
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Esquemas centrados

Lo que sigue es suponer que queremos obtener un esquema de segundo orden
en el espacio. Seŕıa lógico suponer que no debemos tratar de desarrollar un
esquema impĺıcito de segundo orden análogo al esquema expĺıcito (2.187)
(que es inestable). Sin embargo, si consideraremos el esquema BTCS

−R
2
un+1
k−1 + un+1

k +
R

2
un+1
k+1 = unk , (2.197)

vemos que el śımbolo del esquema en diferencias es

ρ(ξ) =
1

1 + iR sin ξ
. (2.198)

Claramente, el esquema en diferencias (2.197) es consistente con la ecuación
diferencial parcial (2.192). Entonces

|ρ(ξ)|2 = 1

1 +R2 sin2 ξ
≤ 1,

el esquema en diferencias (2.197) es incondicionalmente estable y por lo tan-
to, convergente (a pesar de que su esquema expĺıcito análogo es inestable).
También notemos que la estabilidad del esquema en diferencias (2.197) es
independiente del signo de a. Como es usual, con un esquema en diferencias
cuya estabilidad no dependa del signo de a es muy conveniente.

Esquema de Lax-Wendroff

Otra manera de obtener un esquema impĺıcito de segundo orden (segundo
orden en el tiempo como en el espacio) es desarrollando una versión impĺıcita
del esquema de Wendroff-Lax. La versión impĺıcita del esquema de Wendroff-
Lax esta dad por

(−R
2

2
− R

2
)un+1
k−1 + (1 +R2)un+1

k + (−R
2

2
+
R

2
)un+1
k+1 = unk . (2.199)

El esquema en diferencias (2.199) sigue siendo consistente con la ecuación
(2.192). Si expandimos la ecuación alrededor de (k, n + 1) vemos que la
ecuación es, de hecho de segundo orden tanto en el tiempo y el espacio.
Tomando la transformada de Fourier discreta de la ecuación (2.199) vemos
que el śımbolo de el operador esta dado por

ρ(ξ) =
1

1 + 2R2 sin2 ξ2 + iR sin ξ
(2.200)
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Entonces

|ρ(ξ)|2 = 1

(1 + 2R2 sin2 ξ2)
2 +R2 sin2 ξ

,

y es claro que el esquema impĺıcito de Lax-Wendroff es incondicionalmente
estable y por lo tanto convergente.

Esquema de Crank-Nicolson

Finalmente, otro esquema impĺıcito que es claro tratar y que tiene algunas
propiedades interesantes es el esquema de Crank-Nicolson para la ecuación
diferencial parcial (2.192) dado por:

−R
4
un+1
k−1 + un+1

k +
R

4
un+1
k+1 =

R

4
unk−1 + unk −

R

4
unk+1. (2.201)

Notemos que como con el esquema de Crank-Nicolson de las ecuaciones
parabólicas, la diferencia espacial tiene que ser promediada en el n-esimo y
(n+1)-esimo nivel de tiempo. Otra vez, este esquema puede ser considerado
como un paso de medio expĺıcito (con un paso de tiempo Δt/2) y de un paso
de medio impĺıcito (con un paso de tiempo Δt/2).

Si expandimos el esquema alrededor del punto (k, n + 1
2), es fácil de ver

que el esquema es de orden O(Δx2) + O(Δt2). Pero tomando la transfor-
mada de Fourier discreta, vemos que el śımbolo para el esquema esta dado
por

ρ(ξ) =
1− iR

2 sin ξ

1 + iR
2 sin ξ

, (2.202)

y que |ρ(ξ)|2 ≡ 1. Aśı tenemos un esquema en diferencias impĺıcito donde la
magnitud del śımbolo es identicamente igual a uno. Hay ventajas y desven-
tajas para esta propiedad. La discusión de la disipasión y la dispersión, se
pueden ver en (Thomas [1]). Debemos por lo menos darnos cuenta que la
estabilidad es cerrada. Cualquier perturbación, debido a redondear o debido
a la aplicación de un esquema en un problema no lineal, pdŕıa hacer que la
magnitud sea mayor que uno, y como resultado una inestabilidad.

Una de las propiedades de los esquemas BTCS, el esquema impĺıcito de
Lax-Wendroff y el esquema impĺıcito de Crank-Nicolson es que es necesario
tener en cuenta que la estabilidad es independiente de el signo de a. Esto
es una gran ventaja cuando se trata de elegir esquemas para problemas que
a lo largo de el dominio el signo de a cambia (cuando a es una función de
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las variables independientes del problema) o para problemas donde el sinno
de a se desconoce (problemas no lineales donde el coeficiente depende de la
solución).

2.3.4. Problemas con valores iniciales y frontera

Los resultados de estabilidad que hemos obtenido de problemas con val-
ores iniciales y frontera para ecuaciones parabólicas generalmente no se
transpasan a ecuaciones hiperbólicas. La razón es evidente si recordamos
que hemos obtenido condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad
de esquemas en diferencias para problemas con valores iniciales y de fron-
tera hiperbólicas solo cuando teniamos matrices simétricas. Las matrices
que obtenemos de los esquemas para ecuaciones hiperbólicas casi nunca son
simetricas (y tal vez nunca ). Es por eso que frecuentemente nos enfrenta-
mos con obtener solo condiciones necesarias para la estabilidad. Como se
menciono anteriormente, hay otros métodos que se utilizan también para
obtener condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad, pero por
el momento no los mencionaremos. Es por eso que nos conformaremos con
condiciones necesarias. Como en el caso de ecuaciones parabólicas, podemos
obtener condiciones necesarias considerando el esquema como un esquema
de valores iniciales (calculando el śımbolo), usando el criterio discreto de
Von Neumann (obteniendo resultados del esquema como si consideraramos
un esquema con valores iniciales) o reescribiendo el problema como un prob-
lema matricial y calculando los eigenvalores de la matriz.

Otra consideración que debemos discutir concerniente a los problemas con
valores iniciales y frontera para ecuaciones hiperbólicas es el número y la
colocación de las condiciones de frontera. Para ecuaciones parabólicas, siem-
pre hab́ıa condiciones de frontera y fueron siempre en el lado derecho. Esto
no suele ser el caso con los problemas de valores iniciales y de frontera
hiperbólicos. Como veremos, las condiciones de frontera de Dirichlet en
cierto esquemas en diferencias hiperbólicos causa algunos problemas. Por
ahora continuaremos con condiciones periódicas y condiciones de frontera
de Dirichlet. Estudiaremos primero las condiciones de frontera periódicas
por varias razones. Seguramente, las condiciones de frontera periódicas son
suficientemente importantes en aplicaciones para justificar su consideración.
Más aún, las condiciones de frontera periódicas son mas fáciles. Por que estas
no causan los problemas que causan las condiciones de frontera de Dirichlet,
son más atractivas tanto teoricamente y numéricamente. También, si que-
remos ver numericamente como un determinado esquema en diferencias se



Esquemas en diferencias 89

propaga en una condición inicial, con cualquier tipo de condiciones de fron-
tera de Dirichlet tenemos que hacer el dominio más grande (tan grande como
pueda ser el intervalo de tiempo que debamos considerar) y cuidadosos en
las regiones donde la perturbación es no trivial. Con condiciones de frontera
periódicas, podemos ver que se propagan atra vez del intervalo dado.

Condiciones de frontera periódicas

Considerando la ecuación diferencial parcial

vt + avx = 0 x ∈ (0, 1), (2.203)

con las condiciones iniciales

v(x, 0) = f(x) x ∈ [0, 1], (2.204)

(f(0) = f(1)) y las condiciones periódicas

v(0, t) = v(1, t). (2.205)

No hay problemas relacionados con la teoŕıa para la ecuación diferencial
parcial (2.203), con condiciones iniciales (2.204) y condiciones de frontera
periódicas (2.205). La aproximación usada en las condiciones de frontera
periódicas es para extender la función con valor inicial f y la ecuación difer-
encial parcial (2.203) periodica es para toda la linea real. Entonces conside-
raremos el problema con valores iniciales y de frontera como un problema
con valor inicial definido por la ecuación diferencial parcial (2.203) en todo
R con una condicón inicial periodica.

Condiciones de frontera de Dirichlet

Como se comentó anteriormente, la condiciones de frontera de Dirichlet son
más dificiles de manejar que las condiciones periódicas. Si de nuevo consid-
eramos la ecuación

vt + avx = 0 x ∈ (0, 1), (2.206)

pero ahora en el dominio x > 0, recordemos (como es el caso cuando conside-
ramos problemas con valores iniciales) que si a > 0, los puntos caracteŕısticos
asciende para la derecha del eje t = 0 (como se muestra en la figura (2.10)) y
si a < 0, los puntos caracteŕısticos ascienden para la izquierda del eje t = 0
(como se muestran en la figura (2.11)).
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Vemos en la figura (2.10)) que cuando a > 0 las caracteŕısticas ”de sali-
da”son en el eje t,t > 0 o en el eje x, x > 0. Estas caracteŕısticas nunca
podran cruzar cualquier otro eje. Aśı, es muy lógico que la ecuación diferen-
cial parcial tenga una condición de frontera en x = 0 en complemento para
la condición inicial.

En el caso cuando a < 0, vemos en la figura (2.11)) que si imponemos
una condición de frontera en x = 0 y una condición inical, obtenemos una
contradicción. Por ejemplo, supones que

v(x, 0) = f(x) x ≥ 0 (2.207)

v(0, t) = g(t) t ≥ 0 (2.208)

(f(0) = g(0)). De nuestras discusiones anteriores, sabemos que la solución
para la ecuación (2.206) es de la forma

v(x, t) = f(x− at). (2.209)

x

t

Figura 2.10: Caracteŕısticas para el caso cuando a > 0.

También notemos que esta solución es también constante a lo largo de la
caracteŕıstica (por que x− at es constante a lo largo de la caracteŕıstica).
Pero, si esta solución satisface también la condición de frontera (2.208),
entonces

ĺım
x→0+

v(x, t) = g(t).
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x

t= −x0/a

x0

Figura 2.11: Caracteŕısticas para el caso cuando a < 0.

considerando la caracteŕıstica procedente de x = x0. Entonces a lo largo de
la caracteŕıstica x− at = x0, la solución es la constante evaluada en f(x0).
Cuando x = 0 al rededor de la caracteŕıstica, t = −x0/a (en el cual a es
positivo o negativo). Entonces, es a lo largo de esta caracteŕıstica

ĺım
x→0+

v(x, t) = f(x0).

Pero generalmente, f(x0) no es igual a g(−x0/a). Por lo tanto, es incom-
patible para asignar una condición de frontera en x = 0 y una condición
inicial en t = 0, cuando a < 0. Por supuesto, nos encontramos con el mismo
problema si a > 0 y tratamos la ecuación (2.206) en el dominio x < 0.

La discusión anterior nos enseña claramente que debemos ser muy cuida-
dosos sobre dónde asignamos la condiciones de frontera para ecuaciones
hiperbólicas. Para problemas con valores iniciales y de frontera hiperbólicos
en [0, 1] (o cualquier otro dominio de frontera), tenemos solo una condición
de frontera de Dirichlet. Por ejemplo si consideramos la ecuación (2.206) en
el dominio [0, 1], tenemos:

Una condición de frontera en x = 0 y ninguno en x = 1 si a > 0, y

Una condición de frontera en x = 1 y ninguno en x = 1 si a < 0.
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2.3.5. Solución numérica de problemas con valores iniciales
y frontera

Condiciones de frontera periódicas

Ahora bien antes de comenzar con el tratamiento numérico de problemas
con valores iniciales y de frontera consideraremos la condiciones de frontera
periódicas. Para ello citaremos un teorema que nos será útil

Teorema 2.3 Un esquema para resolver un problema con valores iniciales
con una condición de frontera periodica es estable con respecto a la norma
dimencional finita 
2,Δx sobre un periodo si y solo si satisface el criterio de
estabilidad discreta de Von Neumann.

El criterio de estabilidad de Von Neuman consiste en aplicar series de fouri-
er, si descomponemos una perturbación de las condiciones iniciales en modos
especiales (series de fourier), para un determinado instante de tiempo, en-
tonces esos modos especiales no deben crecer indefinidamente. Hay que notar
que el metodo no es aplicable para problemas no lineales (ver Thomas [1]).

Con este teorema podemos obtener condiciones suficientes y necesarios para
la estabilidad de esquemas en diferencias que aproximen problemas con val-
ores iniciales con condiciones periódicas. Especificamente, los esquemas en
diferencias considerados son o bien incondicionalmente o condicionalmente
convergente donde las condiciones pueden ser obtenidas mediante la real-
ización de un análisis de estabilidad de Von Neumann en el esquema como
si se tratará de un esquema de problema con valor inicial.

Para demostar realmente cómo resolver un problema como (2.203)-(2.205)
numéricamente, sea a = 1, f(x) = sin 2πx y consideraremos el esquema en
diferencias dado por

un+1
k = unk −R(unk − unk−1). (2.210)

Como es usual, escogemos un entero M y construimos una malla en el in-
tervalo dado por Δx = 1/M y xk = kΔx, k = 1, · · · ,M . Entonces aprox-
imaremos la solución para el problema (2.203)-(2.205) usando el esquema
en diferencias (2.210) para k = 1, · · · ,M y usando la condición de frontera
periodica dado por un+1

0 = un+1
M para toda n. Por lo tanto, nuestro esquema

en diferencias para la solución numérica del problema (2.203)-(2.205) es

un+1
k = unk −R(unk − unk−1) k = 1, · · · ,M (2.211)
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un+1
0 = un+1

M . (2.212)

Condiciones de frontera de Dirichlet

Lo que acontinuacion sigue es considerar condiciones de frontera de Dirich-
let. Asumimos que a > 0 y consideramos la ecuación diferencial parcial
hiperbólica (2.206)con las condiciones iniciales y de frontera

v(x, 0) = f(x) x ∈ [0, 1] (2.213)

v(0, t) = g(t) t ≥ 0. (2.214)

Recordemos que cuando a > 0 en el caso de problemas con valores ini-
ciales, usamos el esquema expĺıcito, el esquema en diferencias FTBS (2.184)
para aproximar la solución. Vamos a considerar el uso del mismo esque-
ma para resolver la ecuación diferencial parcial (2.206) con los valores ini-
ciales y de frontera (2.213)-(2.214).El esquema en diferencias ( de orden
O(Δx) + O(Δt)) es consistente con la ecuación diferencial parcial (2.206).
También, 0 ≤ R ≤ 1 será una condición necesaria para la estabilidad de el
esquema. Por lo tanto, el esquema en diferencias (2.184) es seguramente un
candidato para aproximar la solución del problema (2.206),(2.213)-(2.214).

Si escribimos el esquema como

un+1 = Qun +Gn, (2.215)

donde

Q =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1−R 0 ...
R 1−R 0 ...

... ...
... R 1−R 0

... R 1−R

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ y Gj =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Rgn

0
0
...
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

vemos que Q no es simétrica. Por lo tanto, en este momento, sin recurrir a
las definiciones, no podemos mejorar una condición necesaria para la estabil-
idad. No tenemos ningún método para demostrar realmente que 0 ≤ R ≤ 1
es también suficiente para la estabilidad del esquema en diferencias (2.215).
Como hemos hecho en otros casos, se podŕıa hacer un experimento numérico
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para convencernos de que el esquema en diferencias es convergente. Debe-
mos tener cuidado en este tipo de experimentos pues utiliza un número de
diferentes Δx‘s y Δt

′
s y un número de diferentes R

′
s, R ≤ 1.

Otro posible problema que debemos abordar es que tenemos condiciones de
frontera por un lado de nuestro dominio en este problema. Si lo vemos en una
situación cuidadosa, vemos que un lado del esquema en diferencias (2.206)
usa el modelo hacia arriba ( hacia abajo cuando a > 0) de el término vx,
sin condición de frontera en x = 1 es necesario. El esquema naturalmente se
remonta para x = 0 y nos permite aproximar la solución en x = 1 śın llegar
mas alla de x = 1.
Notemos también que la colocación de la condición de frontera es tam-
bién en el sitio correcto para el esquema impĺıcito en el problema anterior
(2.193)(BTBS). Aśı mismo, cuando a < 0, la condición de frontera en x = 1
está en el sitio correcto para utilizar el esquemas en diferencias (2.180) o
(2.192) para resolver el problema.
Una observación especial debemos hacer de la implementación de los esque-
mas impĺıcitos (2.192) y (2.193) para aproximar la solución para problemas
de valores iniciales y de frontera. Si escribimos el problema matricial para
el uso del esquema en diferencias (2.192) para aproximar la solución de la
ecuación (2.206) (cuando a < 0), con una condición inicial y una condición
de frontera de Dirichlet en x = 1, nos da

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1−R R ...
0 1−R R ...

... ...
... 0 1−R R

... 0 1−R

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Un+1
0

...

un+1
M−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Un0

...

unM−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦−

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

...
0

Rgn+1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.216)

Notemos que la matriz es una matriz bi-diagonal. Por lo tanto, resolver
la ecuación matriz (2.216) es más fácil de resolver que la ecuaicón matriz
equivalente a las ecuaciones parabólicas. Solo la parte de sustitución hacia
atras del procedimieno de la solución es necesaria. Por lo tanto el esquema
en diferencias (2.216) cuenta con todas las ventajas habituales de un es-
quema impĺıcito, y es computacionalmente mas ventajosa como un esquema
expĺıcito. Si nosotros escribimos la ecuación matriz con a > 0 y el esquema
en diferencias (2.193), podŕıamos ver que la matriz es de nuevo bi-diagonal
y en este momento, solo la eliminación hacia adelante es necesaria.
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2.4. Ecuaciones Eĺıpticas

Para esta tesis no se usará este tipo de ecuaciones, sin embargo, se dará una
breve descripcción de lo que tratan ademas de que son muy útiles en otras
cosas. Para poder desarrollar este tema nos basaremos en la ecuación de
Poisson en dos variables que esta dada por

uxx + uyy = f(x, y) (2.217)

En un problema f́ısico t́ıpico se involucra esta ecuación, queremos buscar
una función u que satisfaga la ecuación (2.217) en una región abierta pree-
scrita Ω y que cumpla algunas condiciones preescrita en la frontera de Ω
(denotado por ∂Ω) la función f esta definida en Ω. En años recientes, el
análisis de Fourier se ha aplicado para obtener algoritmos para resolver los
problemas con valores en la frontera. Estos nuevos métodos se aprovechan
de la transformada de Fourier. He qúı un modelo sencillo que se usará para
ilustrar las innovaciones que conducen a estos nuevos algoritmos.

2.4.1. Modelo del problema

El modelo del problema es descrito de la siguiente manera:⎧⎨⎩
Ω = (x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1
uxx + uyy = f(x, y) en Ω
u(x, y) = 0 sobre ∂Ω

(2.218)

Lo que sigue acontinuación es dar la forma de como se hará para discretizar
el problema y hacerlo entendible para la computadora, poniendo

h = l/(n+ l) xi = ih yj = jh (0 � i, j � n+ 1).

Ahora bien, introducimos una aproximación para el problema de tal manera
que esta si se puede discretizar

vij ≈ u(xi, yj) fij = f(xi, yj)

entonces una versión discretizada de nuestro problema es

vi+1,j − 2vij + vi−1,j

h2
+
vi,j+1 − 2vij + vi,j−1

h2
= fij (2.219)

En la ecuación ( 2.219) el rango de i y de j es 1, 2, · · · , n. La mayoŕıa de los
términos de la ecuación ( 2.219) son desconocidos, pero para ello se dan la
condiciones de fronteras que nos ayudaran a encontrarlas, y son las siguientes
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v0j = vn+1,j = vi0 = vi,n+1 = 0 (2.220)

El procedimiento que se hace siempre en esta conjetura es resolver la ecuación
( 2.219) mediante un método iterativo. Cabe aclarar que para este sistema
exintes n2 ecuaciones y n2 incognitas. El esfuerzo computacional para re-
solver este tipo de sistemas usando, por ejemplo, sucesiones correlativas es
O(n3 log n). La aproximación alternativa que manejamos en transformadas
rápidas y el esfuerzo computacional es de O(n2 log n).

2.4.2. Transformada rápida de Fourier

Como se mencionó anteriormente las transformadas nos quitan un orden de
complejidad para buscar la solución del sistema ( 2.219) computacionalmente
y es por tal motivo que la solución del sistema se buscará de la siguiente
forma:

vij = Σnk=1v̂k,j sin ikφ (0 � i, j � n+ 1), (2.221)

donde φ = π/(n+ l). Para esto los números v̂kj son las incognitas que quer-
emos determinar, los cuales representan la transformada de Fourier para la
función v. Una vez que los v̂kj se han determinado, la transformada rápida
de Fourier puede usarse para calcular eficientemente vij .

Si los vij de la ecuación ( 2.221) son sustituidos en la ecuación ( 2.219), el
resultado es:

vij = Σnk=1v̂k,j [sin(i+ 1)kφ− 2 sin ikφ+ sin(i− 1)kφ]+

+Σnk=1 sin ikφ[v̂k,j+1 − 2v̂k,j + v̂k,j−1] = h2fij (2.222)

Ahora usamos la identidad trigonométrica de el lema (2.2)(se explica mas
abajo) para simplificar la primera sumatoria. Aśı mismo, introducimos la
transformada de fij :

fij = Σnk=1f̂k,j sin ikφ

y como resultado de estas operaciones obtenemos

vij = Σnk=1v̂k,j(−4 sin ikφ)(sin2 k2φ)

+Σnk=1 sin ikφ[v̂k,j+1 − 2v̂k,j + v̂k,j−1] = h2Σnk=1f̂k,j sin ikφ (2.223)
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Por el Lema (2.1), la matriz que tenga elementos sin ijφ es no singular. Por
lo tanto se puede deducir de la ecuación (2.223) que

v̂k,j(−4 sin2
kφ

2
) + v̂k,j+1 − 2v̂k,j + v̂k,j−1 = h2f̂k,j (2.224)

es una forma, la cual nos da una matriz singular.
Podemos notar que la ecuación (2.224) es otro sistema de n2 ecuaciones y n2

incognitas, solo que ligeramente diferente al sistema original (2.219). Pero si
se hace una revisión mas detallada, podemos ver que en el sistema se puede
dejar fijo a k y el cual nos da como resultado un sistema de n ecuaciones que
puede ser resuelto fácil y directamente, ya que es tridiagonal. Aśı dejando k
fijo, las incognitas de (2.224) forman un vector

(v̂k,1, v̂k,2, · · · , v̂k,n)

en R. El procedimiento empleado anteriormente a reemplazado el sistema
original de n2 ecuaciones en un sistema de n ecuaciones. Un sistema tridi-
agonal de n ecuaciones pueder ser resuelto en O(n) operaciones (de hecho
menos de 10n operaciones son necesarias). Aśı, podemos resolver n sistemas
tridiagonales con un costo de 10n2. Latransformada rápida de Fourier usa
O(n log n) operaciones sobre un vector de n componentes. De esta manera,
el costo computacional total del método rápido de Poisson es de O(n2 log n).

2.4.3. Detalles adicionales

Ahora bien, se tienen que abordar algunas detalles sobre la discusión an-
terior. Primero, observemos que de la ecuación (2.221), las condiciones de
frontera

v0j = vn+1,j = 0 (0 � i, j � n+ 1)

deberá automáticamente satisfacerse sin imponer restrinciones en los coefi-
cientes de vij . Sin embargo, el resto de las condiciones de frontera

vi0 = vi,n+1 = 0

no se podrán cumplir al menos que se añaden las ecuaciones siguientes:

Σnk=1v̂k,0 sin ikφ = Σnk=1v̂k,n+1 sin ikφ = 0 (0 � i, j � n+ 1) (2.225)

Ahora la ecuación (2.225)afirma que los dos vectores
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(v̂1,0, v̂2,0, · · · , v̂n,0) (v̂1,n+1, v̂2,n+1, · · · , v̂n,n+1)

deben ser ortogonales en los renglones de una matriz que es (por el lema
(2.1)) no singular. Por lo tanto, debemos definir

vk,0 = vk,n+1 = 0 (1 � k � n)

Lema 2.1 La matriz A de (n− 1)x(n− 1) teniendo elementos

akj = (2/n)2 sin
kjπ

n
(1 � k � n− 1, 1 � j � n− 1)

es simétrico y ortogonal. Por lo tanto, A2 = I.

Desmostración Calculemos los elementos genéricos de A2.

A2
kj = Σn−1

ν=1ak,νaν,j = (2/n)2Σn−1
ν=1 sin

kνπ

n
sin

jνπ

n

= (1/n)Σn−1
ν=1 [cos

ν(k − j)π

n
− cos

ν(k + j)π

n
]

= (1/n)Re[Σn−1
ν=1(e

iνπ − eiνθ)] (2.226)

donde φ = (k − j)π/(n) y θ = (k + j)π/(n).
Si k = j, entonces φ = 0 y θ = 2kπ/n. Además, θ no es multiplo de 2π por
que 1 � k � n− 1. Por lo tanto en este caso

A2
kj = (1/n)Re[n− einθ − 1

eiθ − 1
] = 1

Aqúı notemos que einθ = ei2kπ = 1.

Si k �= j, entonces ni φ ni θ es multiplo de 2π, y la serie geometrica en la
ecuación (2.226) se puede resumir como la formula habitual. El resultado es
entonces

A2
kj = (1/n)Re[

einφ − 1

eiφ − 1
− einθ − 1

eiθ − 1
]

Si k− j es par, entonces también k+ j lo es, y en este caso einθ = einφ = 1.
Por lo tanto A2 = 0. Por otro lado, si k− j es impar, entonces también k+ j
lo es, y en este caso einθ = einφ = −1.
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Por lo tanto, tenemos que probar que

Re[
−2

eiφ − 1
− −2

eiθ − 1
] = 0 (2.227)

Para establecer esto, en primer lugar hay que tener en cuenta que para z �= 0

Re[
1

z
] = Re[

z̄

z̄z
] = Re[z]/|z|2

por consiguiente si definimos a z = eiφ−1, obtenemos

Re[
1

eiφ − 1
] =

cosφ− 1

(cosφ− 1)2 + sin2 φ
=

cosφ− 1

(2− 2 cosφ
=

−1

2

Por supuesto, esto es cierto cuando φ = θ, y por lo tanto, los dos términos
de la izquierda de la ecuación (2.227) son identicos.�

Lema 2.2

sin(A+B)− 2 sinA+ sin(A−B) = −4 sinA sin2
B

2

Demostración Para ello solo con usar estas identidades que se nos es fa-
miliar:

sin(A±B) = sinA cosB ± cosA sinB)

1− cos 2A = 2 sin2A.�
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Caṕıtulo 3

Ecuación de Black Scholes

3.1. Discretización de las ecuaciones diferenciales
parciales

En este caṕıtulo, calcularemos una aproximación numérica de la solución de
la ecuación de Black Scholes. Obtendremos una solución en un esquema de
segundo orden, lo que significa que tenemos errores que van disminuyendo
cuadraticamente, y esto se usa mucho en situaciones prácticas. Indicaremos
también un sistema semidiscretizado de cuarto orden para ver si se puede
obtener una aproximación mas précisa, aunque no se resolve numéricamente
debido a que el sistema nos arroja puntos fantasmas y esos son más latosos
de calcular, claro que se pueden calcular pero si nuestro sistema de segun-
do orden nos arroja datos precisos similares, entonces para que calularlos.
La matriz de la ecuación se resuleve con un método de solución directa, por
que una matriz resulta rara en una discretización de espacio dimencional(ver
Segal[9]).

Claro que antes de resolver esta ecuación por medio de una semi-discretización
que explicaremos mas adelante, vamos a resolverla con el método de Crank
Nicolson que discutimos en el caṕıtulo anterior para un esquema de segundo
orden.
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3.1.1. Las caracteŕısticas especiales de la ecuación diferencial
parcial de Black Scholes

A continuación se comentarán algunos temas especialmente relacionados con
la ecuación de Black Scholes y discutiremos de manera ordenada con el fin
de elegir el esquema en diferencias adecúado, la transformada y la elección
de la malla. Se dicutirán tres técnicas para la condición final. Estas técnicas
incluyen:

Transformación de la malla (que no se utiliza)

Pasos de inicialización en la integración del tiempo (esta si la uti-
lizamos)

La elección de la malla con respecto a la posición de la no diferencia-
bilidad (no se utiliza).

3.2. Espacio de discretización

Consideraremos de una forma general una ecuación diferencial parcial parabóli-
ca con coeficientes no constantes, condiciones de frontera de Dirichlet y una
condición inicial:

δu

δt
= α(x)

δ2u

δx2
+ β(x)

δu

δx
+ γ(x)u(x, t) + f(x, t) (3.1)

u(a, t) = L(t) (3.2)

u(b, t) = (t) (3.3)

u(x, 0) = φ(x) (3.4)

Es conveniente observar que la ecuación (3.1) incluye términos que general-
izan de manera natural a las ecuaciones de difusión, advección y de valores
propios. Estas ecuaciones se resuelven numericamente sobre una malla con
N puntos y un tamaño de paso constante h. Estas mallas son llamadas mal-
las equidistantes. Si el intervalo que tenemos es [a, b], entonces el tamaño del
paso es igual a h = (b− a)/N y denotamos cada punto a+ ih sea denotado
por xi .



Ecuación de Black Scholes 103

3.3. Formulas de segundo orden

Para obtener una diferencia en la aproximación de segundo orden central de
la solución en los puntos xi = a+ ih, la expansión de Taylor en la solución
es de gran utilidad. Aplicando la expansión de Taylor en los puntos xi±1

obtenemos

u(xi±1) = u(xi)± h
∂u

∂x
|xi +

1

2
h2
∂2u

∂x2
|xi ±

1

6
h3
∂3u

∂x3
|xi+

1

24
h4
∂4u

∂x4
|xi ±

1

120
h5
∂5u

∂x5
|xi +O(h6) (3.5)

asumiendo que todas las derivadas existen. Con las combinaciones de u en
los puntos xj , es posible obtener las aproximaciones de la primera y segunda
derivada

1

h2
(ui+1 − 2ui + ui−1) =

1

2
h2
∂2u

∂x2
|xi +O(h2) (3.6)

1

2h
(ui+1 − ui−1) = h

∂u

∂x
|xi +O(h2). (3.7)

Aqui, ui es la abreviación de u(xi). Empleandolas, es posible discretizar la
ecuación (3.1). Los factores en frente del operador diferencial pueden ser
evaluados en cada punto xi.

3.3.1. Solución numérica de segundo orden para Crank Nicol-
son

Una vez que se resolvio la ecuación de difusión clásica con el sistema de
Crank Nicolson lo lógico es resolver nuestra ecuación de Black Scholes con
este sistema, que se representa de la siguiente forma discretización en el
tiempo (con subindice n) y el espacio (con subindice k),

un+1
k − unk

Δt
=

1

2
[μ
(un+1
k+1 − 2un+1

k + un+1
k−1)

Δx2
+
(un+1
k+1 − un+1

k )

Δx
+un+1

k +fn+1
k (t)]+

+μ
(unk+1 − 2unk + unk−1)

Δx2
+

(unk+1 − unk)

Δx
+ unk + fnk (t)] (3.8)

En el caso de Crack Nicolson para las ecuaciones de difusión y advección,
es posible mostrar empleando el teorema de Gerschorin que el esquema es
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incondicionalmente estable (Thomas [1], 1995). Un resultado análogo se tiene
para el esquema de Lax (Strikwerda [5], 2004). Esto sugiere que la iteración
dada por (3.8) deberá producir resultados satisfactorios.
El sistema de ecuaciones (3.8) se escribe en su forma matricial como

Au = Ãr, (3.9)

donde A y Ã son matrices tridiagonales, u la solución discretizada y r el
vector que contienen los valores conocidos y de frontera. Se resuelve el sis-
tema tridiagonal cuyos elementos son de la forma S

Bj,j = (1 +R+ w/2 + dt/2) j = 1, · · · ,M
Aj,j−1 = −(R/2 + w/2) j = 2, · · · ,M − 1
Cj,j+1 = −(R/2), j = 2, · · · ,M − 1

donde R = μΔt
Δx2

, w = Δt
Δx que son los que corresponden al lado izquierdo de

la ecuación (3.8). Para obtener u−1 se tiene

un+1
1 − un1

Δt
=

1

2
[μ
(un+1

2 − 2un+1
1 + un+1

0 )

Δx2
+
(un+1

2 − un+1
1 )

Δx
+un+1

1 +fn+1
1 (t)]+

+μ
(un2 − 2un1 + un0 )

Δx2
+

(un2 − un1 )

Δx
+ un1 + fn1 (t)] (3.10)

donde u0 = L(t). De una manera similar, para la frontera en el último punto
es

un+1
m−1 − unm−1

Δt
=

1

2
[μ
(un+1
m − 2un+1

m−1 + un+1
m−2)

Δx2
+
(un+1
m − un+1

m−1)

Δx
+un+1

m−1+f
n+1
m−1(t)]+

+μ
(unm − 2unm−1 + unm−2)

Δx2
+

(unm − unm−1)

Δx
+ unm−1 + fnm−1(t)] (3.11)

donde um = R(t).

Resolviendo la ecuación (3.8) con L(t) = −t5, R(t) = (b − t)5, φ(x) = x5,
f(x, t) = (x − t)5 − 10(x − t)4 − 10(x − t)3, para la solución con T = 1 · 0,
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b = 1, m = 10 y n = 10, la matriz tridiagonal del sistema⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

6,55 −2,5 0 0 0 0 0 0 0
−3 6,55 −2,5 0 0 0 0 0 0
0 −3 6,55 −2,5 0 0 0 0 0
0 0 −3 6,55 −2,5 0 0 0 0
0 0 0 −3 6,55 −2,5 0 0 0
0 0 0 0 −3 6,55 −2,5 0 0
0 0 0 0 0 −3 6,55 −2,5 0
0 0 0 0 0 0 −3 6,55 −2,5
0 0 0 0 0 0 0 −3 6,55

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
y el sistema que resuelto es el siguiente⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0001
−0,0000 0,0110 0,0289 0,0624 0,1288 0,2627 0,5336 1,0829 2,1969 4,4563 0,0001
−0,0000 0,0558 0,1337 0,2559 0,4525 0,7611 1,2124 1,7791 2,2239 1,6990 0,0000
−0,0000 0,1057 0,2292 0,3809 0,5632 0,7632 0,9538 1,1362 1,5449 3,3586 0,0000
−0,0000 0,1010 0,2031 0,3112 0,4360 0,6097 0,9082 1,4478 2,1910 1,9570 0,0000
−0,0000 0,0813 0,1733 0,2924 0,4604 0,6933 0,9696 1,1960 1,3572 2,7502 0,0000
−0,0000 0,0883 0,1877 0,3036 0,4350 0,5812 0,7771 1,1688 1,9474 1,9449 0,0000
−0,0000 0,0807 0,1646 0,2609 0,3895 0,5852 0,8723 1,1691 1,2633 2,3380 0,0000
−0,0000 0,0737 0,1584 0,2653 0,4001 0,5535 0,7159 0,9854 1,6960 1,8382 0,0000
−0,0001 0,0749 0,1547 0,2434 0,3496 0,5024 0,7558 1,0873 1,1813 2,0249 0,0000
−0,0001 0,0662 0,1388 0,2298 0,3530 0,5089 0,6681 0,8591 1,4722 1,6953 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
gráficamente los resultados se ven como en la figura (3.1)

Como podemos darnos cuenta en la figura (3.1) se observa claramente que el
sistema es inestable, desde el inicio se dispara completamente a una potencia
de 104, se puede decir. Aunque el método de Crank Nicolson es muy útil, el
sistema tiene una componente ŕıgida y el esquema numérico es inestable, lo
cual significa que tenemos tendencias encontradas.

3.3.2. Solución numérica de segundo orden para un sistema
semi-discretizado

El apartado anterior nos dió una idea de la dificultad que representa nuestro
sistema de ecuaciones, es por ello que introducimos otra manera de como
poder resolverla.

Para la aproximación de segundo orden, el sistema semi-discretizado queda
de la siguiente manera

dui
dt

= αi
(ui+1 − 2ui + ui−1)

h2
+ βi

(ui+1 − ui−1)

2h
+ γiui + fi(t), (3.12)
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Figura 3.1: Gráfica con T = 1,0, b = 1, m = 10 y n = 10 con segundo orden
de precisión.

que se resuelven para 1 ≤ i ≤ N − 1. El primero y el último punto del
sistema necesita un tratamiento especial. El sistema de ecuaciones (3.12) se
lee en forma matricial como

du

dt
= Au+ b(t) + f(t) (3.13)

donde f es la función de origen discretizado, A el coeficiente de la matriz y
u la solución discretizada. El vector b contiene los valores en la frontera y
puede ser una función dependiente del tiempo.

La ecuación general para un sistema semi-discretizado es de la forma

dui
dt

= αi
(ui+1 − 2ui + ui−1)

h2
+ βi

(ui+1 − ui−1)

2h
+ γiui + fi(t), (3.14)
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La ecuación del primer punto en el segundo orden queda

du1
dt

= α1
(u2 − 2u1 + u0)

h2
+ β1

(u2 − u0)

2h
+ γ1u1 + f1(t) (3.15)

donde u0 = L(t) ecuación (3.2). De la misma manera, para la frontera en el
segundo orden queda:

duN−1

dt
= αN−1

(uN − 2uN−1 + uN−2)

h2
+βN−1

(uN − uN−2)

2h
+γN−1uN−1+fN−1(t)

(3.16)

con uN = R(t). El vector b queda

bi =

⎧⎪⎨⎪⎩
(α(a+h)

h2
− β(a+h)

2h )L(t) i = 1
0 2 ≤ i ≤ N − 2

(α(b−h)
h2

+ β(b−h)
2h )R(t) i = N − 1

(3.17)

y los elementos de la matriz como

aii = − 2

h2
αi + γi

aii+1 =
1

h2
αi +

1

2h
βi (3.18)

aii−1 =
1

h2
αi − 1

2h
βi.

Aplicando estas técnicas realizadas nos damos cuenta que el sistema que
tiene una componente ŕıgida y que es inestable con otros métodos se pudo
obtener una aproximación de la solución de la ecuación diferencial parcial.
En Lentvaar (Lentvaar [13], 2003), la ecuación (3.13) se resuelve empleando
un proceso de inicialización empleando Euler hacia atrás seguido de Crank
Nicolson para una discretización espacial empleando fórmulas de segundo
orden, y Runge Kutta de orden 4 seguido de BDF4 para las fórmulas de
cuarto orden. En dicho trabajo se presentan resultados empleando una mal-
la no uniforme generada para los ejemplos para los cuales se conoce la solucin
anaĺtica. En un caso general, esta es una alternativa muy interesante; sin
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embargo, si se desconoce la solucin a priori, se requiere de un proceso iter-
ativo que vaya modificando la malla hasta obtener los resultados deseados,
lo que incrementa el costo computacional del cálculo de la solución. Por
otra parte, es sencillo verificar empleando las mismas funciones de prueba
reportados en Lentvaar (Lentvaar [13], 2003), y otras aún más complicadas,
que es posible obtener resultados satisfactorios de una forma muy sencilla
sin necesidad de calcular mallas no uniformes ni de emplear inicializaciones
especiales. Esto se logra simplemente aplicando el método trapezoidal (la
versin para ecuaciones ordinarias de Crank Nicolson) dado por

(I − 1

2
nA)uj+1 = (I +

1

2
nA)uj +

1

2
n(bj + bj+1 + f j + f j+1) (3.19)

y resolviendo de manera directa el sistema tridiagonal que se obtiene.

3.4. Formulas de cuarto orden

Para obtener una discretización de precisión de cuarto orden, la expansión
de Taylor en algunos puntos vecinos son necesarios. De la misma manera
que se dedujo (3.5),pero ahora enlos puntos xi±2:

u(xi±2) = u(xi)± 2h
∂u

∂x
|xi + 2h2

∂2u

∂x2
|xi ±

4

3
h3
∂3u

∂x3
|xi+

2

3
h4
∂4u

∂x4
|xi ±

4

15
h5
∂5u

∂x5
|xi +O(h6) (3.20)

asumiendo que todas las derivads existen. Las aproximaciones de cuarto or-
den de las derivadas son por lo tanto (con algunas abreviaciones ui = u(xi) )

1

12h2
(−ui+2 +16ui+1 − 30ui+16ui−1 − ui−2) =

1

2
h2
∂2u

∂x2
|xi +O(h4) (3.21)

1

12h
(−ui+2 + 8ui+1 + 8ui−1 − ui−2) = h

∂u

∂x
|xi +O(h4). (3.22)

combinando la ecuación (3.21) con la ecuación (3.22), obtenemos lo siguiente
esquema semi-discretizado

dui
dt

=
1

12h2
αi(−ui+2 + 16ui+1 − 30ui + 16ui−1 − ui−2)+

+
1

12h
βi(−ui+2 + 8ui+1 + 8ui−1 − ui−2) + γiui + fi(t), (3.23)
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y para el método de Crank Nicolson con discretización en el tiempo (con
subindice n) y el espacio (con subindice k)se ve como

un+1
k − unk

Δt
=

1

2
[
μ

12

(−un+1
k+2 + 16un+1

k+1 − 30un+1
k + 16un+1

k−1 − un+1
k−2)

Δx2

+
1

12

(−un+1
k+2 + 8un+1

k+1 + 8un+1
k−1 − un+1

k−2)

Δx
− un+1

k + fn+1
k ] +

[
μ

12

(−unk+2 + 16unk+1 − 30unk + 16unk−1 − unk−2)

Δx2

+
1

12

(−unk+2 + 8unk+1 + 8unk−1 − unk−2)

Δx
− unk + fnk ]

(3.24)

3.4.1. Esquema de cuarto orden para Crank Nicolson.

Para el sistema de ecuaciones (3.24) al igual que el sistema de segundo orden
su forma matricial se ve como (3.9). Como se vio en el esquema de segundo
orden el sistema es muy inestable, entonces lo que que realizará es hacer el
mismo procedimiento pero ahora con una precisión de cuarto orden en el
espacio y de esta manera tratar de estabilizarla.

Pero ahora la matriz que resolveremos es una matriz pentadiagonal que se
resuelve de manera similar a las matrices tridiagonales, despejando términos
de (3.24) vemos que los elementos de la matriz pentadiagonal son de la forma

Bj,j = (1 +R/15 + dt/2) j = 1, · · · ,M
Aj,j−1 = −(8 ∗R+ 4 ∗ w) j = 2, · · · ,M − 1
Cj,j+1 = −(8 ∗R+ 4 ∗ w) j = 2, · · · ,M − 1
Dj,j−2 = (R/2 + w/2) j = 2, · · · ,M − 1
Ej,j+2 = (R/2 + w/2) j = 2, · · · ,M − 1

donde R = μΔt
12Δx2

, w = Δt
12Δx que son los que corresponden al lado izquierdo

de la ecuación (3.24). Para localizar el primer y segundo punto de la frontera
izquierda tenemos

un+1
1 − un1

Δt
=

1

2
[
μ

12

(−un+1
3 + 16un+1

2 − 30un+1
1 + 16un+1

0 − un+1
−1 )

Δx2
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+
1

12

(−un+1
3 + 8un+1

2 + 8un+1
0 − un+1

−1 )

Δx
− un+1

1 + fn+1
1 ] +

[
μ

12

(−un3 + 16un2 − 30un1 + 16un0 − un−1)

Δx2

+
1

12

(−un3 + 8un2 + 8un0 − un−1)

Δx
− un1 + fn1 ]

(3.25)

un+1
2 − un2

Δt
=

1

2
[
μ

12

(−un+1
4 + 16un+1

3 − 30un+1
2 + 16un+1

1 − un+1
0 )

Δx2

+
1

12

(−un+1
4 + 8un+1

3 + 8un+1
1 − un+1

0 )

Δx
− un+1

2 + fn+1
2 ] +

[
μ

12

(−un4 + 16un3 − 30unk + 16un1 − un0 )

Δx2

+
1

12

(−un4 + 8un3 + 8un1 − un0 )

Δx
− un2 + fn2 ]

(3.26)

donde u0 = L(t) y el punto fantasma u−1 se puede localizar usando extrap-

olación en la expresión
(un+1

k+1−2un+1
k +un+1

k−1)

Δx2
, haciendo k = 0 y despejando u−1

lo que nos da

un+1
−1 = (2un+1

0 − un+1
1 ) (3.27)

De manera similar para encontrar los puntos de la frontera en el lado derecho

un+1
m−1 − unm−1

Δt
=

1

2
[
μ

12

(−un+1
m+1 + 16un+1

m − 30un+1
m−1 + 16un+1

m−2 − un+1
m−3)

Δx2

+
1

12

(−un+1
m+1 + 8un+1

m + 8un+1
m−2 − un+1

m−3)

Δx
− un+1

m−1 + fn+1
m−1] +

[
μ

12

(−unm+1 + 16unm − 30unm−1 + 16unm−2 − unm−3)

Δx2

+
1

12

(−unm+1 + 8unm + 8unm−2 − unm−3)

Δx
− unm−1 + fnm−1]

(3.28)

donde um = R(t).
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Tomado en cuenta la ecuación (3.8) con L(t) = −t5, R(t) = (b − t)5,
φ(x) = x5, f(x, t) = (x − t)5 − 10(x − t)4 − 10(x − t)3, para la solución
con T = 1 · 0, b = 1, m = 10 y n = 10, la matriz pentadiagonal que se
resuelve es

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1,0778 −3,6667 0,25 0 0 0 0 0 0
−3,6667 1,0778 −3,6667 0,25 0 0 0 0 0
0,25 −3,6667 1,0778 −3,6667 0,25 0 0 0 0
0 0,25 −3,6667 1,0778 −3,6667 0,25 0 0 0
0 0 0,25 −3,6667 1,0778 −3,6667 0,25 0 0
0 0 0 0,25 −3,6667 1,0778 −3,6667 0,25 0
0 0 0 0 0,25 −3,6667 1,0778 −3,6667 0,25
0 0 0 0 0 0,25 −3,6667 1,0778 −3,6667
0 0 0 0 0 0 0,25 −3,6667 1,0778

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
y el sistema resuelto es el siguiente⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0,0000 0,0003 0,0024 0,0102 0,0313 0,0778 0,1681 0,3277 0,5905 1,0000
−0,0000 0,0038 −0,0127 −0,5703 −0,3517 0,4709 0,4937 −0,3295 −0,5962 0,1571 0,5905
−0,0003 0,0020 0,0191 0,9660 0,5981 −0,7970 −0,8385 0,5569 1,0117 −0,2642 0,3277
−0,0024 0,0379 −0,0445 −1,6644 −1,0189 1,3766 1,4341 −0,9660 −1,7344 0,4644 0,1681
−0,0102 0,0814 0,0350 2,8261 1,7711 −2,3257 −2,4728 1,6175 2,9761 −0,7566 0,0778
−0,0313 0,2843 −0,1799 −4,9274 −2,9679 4,0892 4,2009 −2,8866 −5,0975 1,4125 0,0313
−0,0778 0,5704 0,0090 8,2354 5,2551 −6,7503 −7,2926 4,6615 8,7442 −2,1318 0,0102
−0,1681 1,3677 −0,6793 −14,5872 −8,6380 12,1482 12,2998 −8,6276 −14,9780 4,2966 0,0024
−0,3277 2,3829 −0,1737 24,0563 15,5528 −19,6606 −21,4884 13,5050 25,6962 −6,0702 0,0003
−0,5905 4,7331 −2,1984 −43,0082 −25,2703 35,8734 36,0822 −25,5462 −44,0102 12,8214 0,0000
−1,0000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
gráficamente los resultados se ven como (figura (3.2))

La aproximación de cuarto orden de precisión por el nombre que tiene tiende
a que la solución de la ecuación se considere estable, si embargo, en la figura
(3.2) se observa claramente que el sistema de nueva cuenta es muy inestable.
Aunqué, claro que por la precisión que se toma intenta resolverla y la hace
menos drastica que con segundo orden pero no lo suficiente para estabilizarla
y esta es otro forma en la que vemos que la ecuación de Black Scholes es
dif́ıcil de aproximarla.

3.4.2. Esquema de cuarto orden para un sistema semi-discretizado.

Lo que vamos a ver a continuación es resolver la ecuación de Black Scholes
pero con un sistema semi-discretizado de cuarto orden como (3.23), y para
los puntos x1 y x2 que estan en el lado izquierdo de la frontera necesitan un
tratamiento especial y los puntos xN−1 y XN−2 que estan en el lado derecho
de la frontera.
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Figura 3.2: Gráfica con T = 1,0, b = 1, m = 10 y n = 10 con cuarto orden
de precisión.

La ecuación del sistema en el punto X2 es

δu2
δt

=
1

12h2
α2(−u4 + 16u3 − 30u2 + 16u1 − u0)+

+
1

12h
β2(−u4 + 8u3 + 8u1 − u0) + γ2u2 + f2(t) (3.29)

Y en el punto x1

δu1
δt

=
1

12h2
α1(−u3 + 16u2 − 30u1 + 16u0 − u−1)+

+
1

12h
β1(−u3 + 8u2 + 8u0 − u−1) + γ1u1 + f1(t) (3.30)

El valor fantasma de u−1 puede ser obtenido por extrapolación. Diferentes
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posibilidades son la siguientes

u−1 = 2u0 − u1 +O(h2) (3.31)

u−1 = 3u0 − 3u1 + u2 +O(h3) (3.32)

u−1 = 4u0 − 6u1 + au2 − u3 +O(h4) (3.33)

u−1 = 5u0 − 10u1 + 10u2 − 5u3 + u4 +O(h5) (3.34)

Para los del lado derecho de la frontera, los puntos xN−1 y XN−2 son simi-
lares y por lo tanto la obtención de ellos se omite.

Aqúı, no solo el vector b cambia, sino también el primero y el último renglón
de la matriz cambian. El vector b mencianado en (3.13) se puede ver como

bi =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(α(a+h)
h2

− β(a+h)
3h )L(t) i = 1

(−α(a+2h)
12h2

+ β(a+2h)
12h )L(t) i = 2

0 3 ≤ i ≤ N − 3

(−α(b−2h)
12h2

− β(b−2h)
12h )R(t) i = N − 2

(α(b−h)
h2

+ β(b−h)
3h )R(t) i = N − 1

(3.35)

y los elementos de la matriz de (3.13) como

aii = − 15

6h2
αi + γi

aii+1 =
4

3h2
αi +

2

3h
βi

aii−1 =
4

3h2
αi − 2

3h
βi (3.36)

aii+2 = − 1

12h2
αi − 1

12h
βi

aii−2 = − 1

12h2
αi +

1

12h
βi

El primero y último renglón corregido de (3.36) nos da

a11 = − 2

h2
α(a+ h)− 1

2h
β(a+ h) + γ(a+ h)
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a12 = − 1

h2
α(a+ h) +

1

h
β(a+ h)

a13 = − 1

6h
β(a+ h) (3.37)

aN−1,N−1 = − 2

h2
α(b− h)− 1

2h
β(b− h) + γ(b+ h)

aN−1,N−2 = − 1

h2
α(b− h)− 1

h
β(b− h)

aN−1,N−3 =
1

6h
β(b− h)

Un segundo enfoque para el primer y último punto de la malla es usar
diferencias hacia atrás en los primeros y últimos puntos de la malla, con el
esquema en diferencias

δu1
δx

=
−3u0 + 10u1 + 18u2 − 6u3 + u4

12h
+O(h4) (3.38)

δ2u1
δx2

=
10u0 + 15u1 − 4u2 + 14u3 − 6u4 + u5

12h2
+O(h4) (3.39)

Y similarmente para los de últimos puntos

δuN−1

δx
=

−3uN + 10uN−1 + 18uN−2 − 6uN−3 + uN−4

12h
+O(h4) (3.40)

δ2uN−1

δx2
=

10uN + 15uN−1 − 4uN−2 + 14uN−3 − 6uN−4 + uN−5

12h2
+O(h4)

(3.41)

El primero y último renglón corregido de (3.36) son ahora

a11 = − 5

4h2
α(a+ h)− 5

6h
β(a+ h) + γ(a+ h)

a12 = − 1

3h2
α(a+ h) +

3

2h
β(a+ h)

a13 =
7

6h2
α(a+ h) +

1

2h
β(a+ h)

a14 = − 1

2h2
α(a+ h) +

1

12h
β(a+ h)

a15 =
1

12h2
α(a+ h) (3.42)
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aN−1,N−1 = − 5

4h2
α(b− h)− 5

6h
β(b− h) + γ(b+ h)

aN−1,N−2 = − 1

3h2
α(b− h)− 31

2h
β(b− h)

aN−1,N−3 =
7

6h2
α(b− h)− 1

2h
β(b− h)

aN−1,N−4 = − 1

2h2
α(b− h)− 1

2h
β(b− h)

aN−1,N−5 =
1

12h
α(b− h)

El vector b solo cambia en el primero y último elemento, De modo que estos
elementos en el vector b(3.35) son

b1 = (
5

6h2
α(a+ h)− 1

4h
β(a+ h))L(t) (3.43)

bN−1 = (
5

6h2
α(a+ h)− 1

4h
β(a+ h))R(t)

3.5. Transformación de coordenadas

Como nos hemos percatado y tomando los escritos deWesseling (ver Wesseling[10])
deducimos que el refinamiento de una malla local nos da una mayor precisión,
cerca de las singularidades, como el dominio de las singularidades o las sin-
gularidades en el lado derecho de una ecuación o en condiciones iniciales o
de frontera. La aproximación en diferencias finitas depende de la existencia
de algunas derivadas en la expansión de Taylor, pero en la opción de fijación
de precios la condición final es tipicamente no diferenciable o discontinua.
Por lo tanto, refinar la malla local cerca de las condiciones de ganancias no
diferenciables o discontinuas vemos que es una elección lógica para mantener
una precisión satisfactoria. El principio de un refinamiento local es simple:
Obtener mas puntos en la vecindad del punto de la malla donde se produce
la condición no diferenciable. Esto puede ser adaptando el refinamiento de
la malla en algunas regiones, basado por un indicador de error, o por una
transformación de coordenadas, lo que resulta en una malla de elongación a-
priori. Este último es computacionamente mas eficiente si la región de interes
para el refinamiento es conocido de antemano. Adoptando el refinamiento
de la malla requiere computacionalmente un extra durante el proceso de
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la solución para estimar el error, por ejemplo. Una transformación de co-
ordenadas anaĺıtica es la forma mas elegante en nuestras aplicaciones. Sin
embargo, hay cambios para la transformación de ecuaciones diferenciables.
La optención de los espacios discretizados en la sección (3.2) es basado en
una malla equidistante. Esta discretización pueden ser usada despúes de la
transformación anaĺıtica, con solo los coeficientes enfrente de los cambios de
las derivadas. Consideraremos una transformación de coordenadas y = ψ(x),
que debe ser uno a uno, con la inversa x = ψ(y) = ψ−1(y). Por la regla de
la cadena la derivada de primer orden de una función u(x) será:

du

dx
=
du

dy

dy

dx
=
du

dy
(
dx

xy
)−1 =

1

ψ′(y)
du

dy
(3.44)

Usando (3.44), la segunda derivada está dada:

d2u

dx2
= (

dx

dy
)−1 d

dy
((
dx

xy
)−1du

dy

= (
dx

dy
)−2d

2u

dx2
− (

dx

dy
)−3d

2u

dx2
du

dy
(3.45)

=
1

(ψ′(y))2
d2u

dx2
− ψ′′(y)

(ψ′(y))3
du

dy

Aplicando (3.44) y (3.45) para (3.1)los factores de cambio α, β y γ son:

α̂(y) =
α(ψ(y))

(ψ′(y))2
(3.46)

β̂(y) =
β(ψ(y))

ψ′(y)
− α(ψ(y))

ψ′′(y)
(ψ′(y))3

(3.47)

γ̂(y) = γ(ψ(y)) (3.48)

note que si β = 0 en la ecuación original, la ecuación transformada contiene
un término de convección extra. Una ecuación estandar la de difusión se con-
vierte en una ecuación convección-difusión con coeficientes no constantes.
La ecuación transformada es la EDP objetivo para resolver en una malla



Ecuación de Black Scholes 117

equidistante. Las condiciones de frontera izquierda y derecha con solo trans-
formados dentro de ψ(a) y ψ(b). Nuestro nuevo paso para la ecuación trans-

formada es: hnew = ψ(b)−ψ(a)
N , asumiendo que la función ψ es una función

monótona creciente.

0 5 10 15 20 25 30
0

1

2

3

4

5

6

7

asinh(x−15)+asinh(15)

Figura 3.3: Función de transformación (3.49)

3.5.1. Tipos de transformaciones

Es conveniente usar una función monótona creciente para la transformación.
Una transformación interesante para la opción de fijar precios (ver Clarke
[2]) es

y = ψ(S) = sinh−1(S − S0) + sinh−1(S0) (3.49)

donde, sinh−1 es el inverso de sinh. La figura (3.3) representa (3.49) para
S0 = 15. Con una simple modificación, esto es posible para enfocar el re-
finamiento local en algún punto especifico, por ejemplo en el ejercicio de
poner el precio (S0 = E). La transformación usada en este caso es

y = ψ(S) = sinh−1(μ(S − S0)) + sinh−1(μS0) (3.50)

el parametro μ determina la tasa de elongación. Un valor satisfactorio en
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muchos casos es μ = 5. Con esta ecuación, la malla es refinada al rededor de
S = S0. La figura (3.4) muestra la función de elongación para μ = 1, 5, 10.

0 50 100 150 200 250 300
0

2

4

6

8

10

12

asinh5*(x−15)+asinh(15)
asinh5*(x−15)+asinh(75)
asinh10*(x−15)+asinh(10*15)

Figura 3.4: Función de transformación (3.50) con μ = 1, 5, 10

para la transformación (3.50), la inversa y las derivadas son:

ψ(y) =
1

μ
sinh(y − sinh−1(μS0)) + S0 (3.51)

ψ′(y) =
1

μ
cosh(y − sinh−1(μS0)) (3.52)

ψ′′(y) =
1

μ
sinh(y − sinh−1(μS0)) (3.53)

Estás transformaciones solo pueden ser aplicadas en algunos puntos, supong-
amos x1, · · · , xn alrededor de la elongación más de un punto es necesitado. la
transformación entonces puede llegar a ser una secuencia y puede ser escrita
como una función

y = ψ(x)z = ψ2(y) ⇐⇒ z = ψ2(ψ1(x)) (3.54)

y = ϕ(x)z = ϕ2(y) ⇐⇒ z = ϕ2(ϕ1(x))
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3.6. Interpretación de la ecuación ordinaria

Despúes del espacio discretizado de una ecuación, que pueden haber sido
transformados, un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias como el
que sigue {

du
dt = Au+ b(t) + f(t)
u(0) = φ

(3.55)

Donde A es la matriz generada por el segundo o cuarto orden del esquema,
el vector b contiene las condiciones de frontera. f(t) es la función fuente y
ψ la condición inicial (transformada) (3.55). Sabemos que, por ejemplo de
[ver Strikwerda[5]], las ecuaciones diferenciales parciales de difusión son de
tipo ŕıgido y por lo que tenemos que utilizar métodos impĺıcitos para poder
resolverlos. Además de que emplean un segundo o cuarto orden de precisión
en el tiempo. Dividimos el intervalo del tiempo en N intervalos y definimos
el paso del tiempo n = T

N . Para obtener un segundo orden (O(h2 + n2)) o
de cuarto orden (O(h4 + n4)) de aproximación de la solución, un tiempo de
integración de O(n2) o O(n4) es obligatoria.

3.6.1. Método de Crank Nicolson

Uno de los métodos de segundo orden mas usados comunmente es el esque-
ma de Crank Nicolson, (ver Burder [3]). El esquema esta como sigue:

(I − 1

2
nA)uj+1 = (I +

1

2
nA)uj +

1

2
n(bj + bj+1 + f j + f j+1) (3.56)

con I la matriz identidad y uj el vector evaluado en el tiempo t = jn. Para
condiciones finales no suaves el esquema de Crank Nicolson es no satisfac-
torio (ver Rannacher[8]). Por que el método no es L-estable (ver Wesseling
[10]). Oscilaciones numéricas no son y siguen siendo amortiguadas en cierta
medida. Esto también puede ocurir para una condición final discontinua. Por
lo tanto, medidas especiales de amortiguación de inicialización son necesar-
ios.

3.6.2. Método de diferencias hacia atrás

Otro de los esquemas impĺıcitos más conocidos es el esquema de diferencias
hacia trás, BDF2 que es también deO(n2) (ver Strikwerda [5] y LeVeque [7]).

(
3

2
I − nA)uj+1 = 2uj +

1

2
uj−1 + n(bj+1 + f j+1) (3.57)
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Este método es una método de dos pasos, lo que implica que un paso de
inicialización es necesario. Más adelante describiremos algunos pasos de ini-
cialización apropiados.
El esquema de cuarto orden es el siguiente:

(
25

12
I − nA)uj+1 = 4uj − 3uj−1 +

4

3
uj−2 +

1

4
uj−3 + n(bj+1 + f j+1) (3.58)

Este método necesita tres pasos de inicialización.

3.6.3. Método impĺıcito de Runge-Kutta.

El método de cuarto orden descrito en el apartado anterior es un método
de multi-pasos. Los métodos de Runge-Kutta son de un paso pero métodos
multi-etapas, lo que significa que más calculos se realizan para un paso de
tiempo, pero todos ellos con valores de tiempo explicitamente conocidos. Los
métodos comunmente mas usados de Runge-Kutta son basados en la inte-
gración de Simpson′s (ver Strikwerda [5]). Cabe mencionar, que tenemos
que usar un método impĺıcito, por que el esquema es ŕıgido. La ecuación
diferencial (3.55) puede reescribirse como

u′ = z(t,u) (3.59)

u(0) = u0 = ψ0 (3.60)

El esquema general de Runge-Kutta puede ser dada por (ver Cartwringht [4])

y
 = uj + nΣqm=1p
mz(t
j + cmn,ym)

uj+1 = uj + nΣqm=1wmz(t
j + cmn,ym) (3.61)

Por que pii �= 0, el sistema total es impĺıcito y tenemos la solución de
un sistema de q ecuaciones con q vectores desconocidos de tamaño N-1.
Pero, si es necesario, poder aplicar una descomposición LU para atacar este
problema. Hay muchos esquemas diferentes de Runge-Kutta descritos por
el llamado arreglo de Butcher′s. El método de Runge-Kutta usado para
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la solución del sistema es el esquema de Gauss-Legendre de O(n4) . Y los
parametros son:

P =

(
1
4

1
4 − 1

6

√
3

1
4 − 1

6

√
3 1

4

)

c =
(

1
2 − 1

6

√
3 1

2 + 1
6

√
3
)T

(3.62)

w =
(

1
2

1
2

)T
3.6.4. Método de Padé

Otros de los multi-etapas, con una formula de paso diferente para la ecuación
diferencial ordinaria en la forma de (3.59) Está dado por el método de
Padé (ver Strikwerda [5]). El método llamado Padé(1,1) esta escrito co-
mo:

uj+1 = uj +
1

2
n(Auj + bj + f j +Auj+1 + bj+1 + f j+1) +O(n2) (3.63)

Este esquema es el esquema conocido como Crank-Nicolson. el esquema de
Padé(1,2) es

uj+1 = uj +
1

3
n(Auj + bj + f j) +

2

3
n(Auj+1 + bj+1 + f j+1)+

−1

6
n2(A(Auj + bj + f j) +

dbj+1

dt
+
df j+1

dt
) +O(n3) (3.64)

y es esquema de Padé(2,2) escrito

uj+1 = uj +
1

2
n(Auj + bj + f j +Auj+1 + bj+1 + f j+1)+

+
1

12
n2(A(Auj + bj + f j) +

dbj

dt
+
df j

dt
)

− 1

12
n2(A(Auj+1 + bj+1 + f j+1) +

dbj+1

dt
+
df j+1

dt
) +O(n4) (3.65)

Las derivadas del vector b y el vector fuente f pueden ser fácilmente calcu-
ladas. Todos estos métodos son impĺıcitos Debido a que el factor uj+1 en
ambos lados aparece.
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3.6.5. Inicialización

Para la aproximación de segundo orden, un paso de inicialización es nece-
sario para el método BDF2 (3.57). Esto puede hacerse tomando un paso del
método de Crank-Nicolson (3.56). Las condiciones iniciales no suaves deben
ser tratados por otro paso de inicialización, que exhibe la amortiguación .
Por lo que se propone, hacer dos pasos para el esquema Euler hacia atras
(Backward), el primer orden puede ser aplicado como (ver Pooley [6]),

(I−ΔtA)uj+1 = uj +Δt(bj+1 + f j+1) (3.66)

Para el cuarto orden de integración, varias posibilidades para la inicial-
ización de BDF4 pueden darse. Los métodos de Padé y de Runge-Kutta
son ambos métodos de un solo paso, pero son complicados, debido a las
multi-etapas. Para el método de Runge-Kutta, las ecuaciones matriz tiene
que ser invertidos. Ello genera un costo substancial de tiempo en el CPU.
Con la aproximación de Padé, ambas multiplicaciones de matrices aśı como
inverciones de matrices tienen que realizarse. una manera elegante es com-
binando el método de cuarto orden descrito en los temas anteriores es como
el siguiente. Tomar cuatro pasos de el método de Gauss-Legendre (3.62) y
continuar con BDF 4 (3.58). Padé solo puede ser usado con una inicialización
para el método de BDF4. Otro método consiste en comenzar con el esquema
de BDF2 continuando con el esquema BDF3 y finalmente continuando con
el método BDF4. El método BDF3 esta dado por:

(
11

6
I −ΔtA)uj+1 = 3uj − 3

2
uj−1 +

1

3
uj−3 +Δt(bj+1 + f j+1) (3.67)

La combinación de Euler hacia atras (Blackward)(3.66) y Crank Nicolson
(3.56)es usado para la solución de segundo orden y la combinacion de Runge-
Kutta (3.61) y (3.62) con BDF4 (3.58) es usado para la soluciones de cuarto
orden. Los otros metodos son altenativos, pero pueden ser referidos.

3.7. Diferenciación numérica: los Griegos

Para poder hablar de los Griegos es necesario hablar de diferenciación numéri-
ca, pues los Griegos se calculan por diferenciación numérica. Esto es usando
los esquemas en diferencias para la discretización de la ecuación de Black-
Scholes. Dado la solución de un problema u(xi, t), entonces las derivadas de
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un esquema de segundo orden esta dado:

Δi =
∂u

∂x
=
ui+1 − ui−1

2h
(3.68)

Γi =
∂2u

∂x2
=
ui+1 − 2ui + ui−1

h2
(3.69)

y para el esquema de cuarto orden como:

Δi =
∂u

∂x
=

−ui+2 + 8ui+1 − 8ui−1 + ui−2

12h
(3.70)

Γi =
∂2u

∂x2
=

−ui+2 + 16ui+1 − 30ui + 16ui−1 − ui−2

12h2
(3.71)

Las derivadas en las fronteras son conocidas para Black-Scholes, pero con el
esquema de cuarto orden, es necesario las diferencias hacia atras para en-
contrar las derivadas en los puntos u1 y uN−1. Las derivadas en esos puntos
son de la forma:

Δ1 =
∂u

∂x
=

−3u0 + 10u1 + 18u2 − 6u3 + u4
12h

(3.72)

Γ1 =
∂2u

∂x2
=

10u0 + 15u1 − 4u2 + 14u3 − 6u4 + u5
12h2

(3.73)

ΔN−1 =
∂u

∂x
=

−3uN + 10uN−1 + 18uN−2 − 6uN−3 + uN−4

12h
(3.74)

ΓN−1 =
∂2u

∂x2
=

10uN + 15uN−1 − 4uN−2 + 14uN−3 − 6uN−4 + uN−5

12h2
(3.75)

Si la transformación es usada, los esquemas de la misma pueden ser emplea-
dos, pero ahora las derivadas son:

ΔT,i =
dϕ

dyi
Δi (3.76)

ΓT,i =
(

dϕ
dy

)−2

i
Γi − d2ϕ

dy2

(
dϕ
dy

)−3

i
Δi (3.77)

Las derivadas de las transformaciones también se conocen en cada punto.
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3.8. La validación de los sistemas semi-discretos

Antes de aplicar las discretizaciones que se hicieron en los temas anteriores
para la ecuación de Black Scholes, se realizaran algunas pruebas de referen-
cias con las ecuaciones de tipo difusión y con una solución anaĺıtica en la
forma de un polinomio. El esquema de segundo orden es la prueba. El error
numérico se puede dar en la norma máxima ‖ · ‖∞ o en la norma L2

ε∞ = ‖u− uex‖∞ = máx{|ui − uex,i| : i = 1 · · ·N} (3.78)

ε2 = ‖u− uex‖2 = 1

N

√√√√ N∑
i=1

(ui − uex,i)2 (3.79)

donde u es la solución numerica y uex es la solución exacta. Notemos que
|ui − uex,i| es el error cometido en el punto xi = a + ih. En la ecuación de
Black Scholes, el valor de a esta en cero, y todos los cálculos son realizados
en el intervalo [0, b].

3.8.1. Problema de prueba con coeficientes constantes

El primer problema para la prueba de semidiscretización es de segundo orden
en una ecuación diferencial parcial parabólica con coeficientes constantes

∂u

∂t
=

1

2

∂2u

∂x2
+
∂u

∂x
− u(x, t) + f(x, t)

u(0, t) = −t5

u(b, t) = (b− t)5 (3.80)

u(x, 0) = x5

f(x, t) = (x− t)5 − 10(x− t)4 − 10(x− t)3.

La solución exacta esta dado por

u(x, t) = (x− t)5. (3.81)

Para la solución donde T = 1, b = 1, N = 10 para el paso en el espacio y
M = 10 para el paso de tiempo con extrapolación en las fronteras, la matriz
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de (3.80) es⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−101 55 0 0 0 0 0 0 0
45 −101 55 0 0 0 0 0 0
0 45 −101 55 0 0 0 0 0
0 0 45 −101 55 0 0 0 0
0 0 0 45 −101 55 0 0 0
0 0 0 0 45 −101 55 0 0
0 0 0 0 0 45 −101 55 0
0 0 0 0 0 0 45 −101 55
0 0 0 0 0 0 0 45 −101

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
T́ıpicamente para la semidiscretización de segundo orden en el espacio la
estructura es una matriz tridiagonal. En la tabla (3.1) una prueba con difer-
entes números de pasos en el espacio y tiempo es realizado para la ecuación
(3.80). El error se presenta tanto para la norma infinita como para la norma
L2.

Mallado ‖u− uex‖∞ ‖u− uex‖2
10× 10 49×10−3 2.07×10−2

20× 20 12×10−3 1.01×10−2

30× 30 5.19×10−4 6.7×10−3

50× 50 1.87×10−4 4.0×10−3

70× 70 9.53×10−5 2.9×10−3

Cuadro 3.1: Resultados del problema prueba (3.80) con b = 1, T = 1 y
extrapolación en la frontera.

3.8.2. Problema de prueba con coeficientes no constantes

La ecuación de Black Scholes tiene coeficientes no constantes, por lo que
también se a hecho una prueba con la siguiente ecuación parabólica.

∂u

∂t
=

1

2
x2
∂2u

∂x2
+ x

∂u

∂x
− u(x, t) + f(x, t)

u(0, t) = −t5

u(b, t) = (b− t)5 (3.82)

u(x, 0) = x5

f(x, t) = (x− t)5 − 5(x− t)4 − 5x(x− t)4 − 10x2(x− t)3.
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La solución exacta esta dada por

u(x, t) = (x− t)5. (3.83)

En la tabla (3.2) los errores se presentan tanto para la norma infinita como
para la norma L2. Los errores son algo mayores que para la ecuación anterior.

⎛⎜⎜⎜⎝
−2,0000 1,0000 0 0 0 0 0 0 0
1,0000 −5,0000 3,0000 0 0 0 0 0 0

0 3,0000 −10,0000 6,0000 0 0 0 0 0
0 0 6,0000 −17,0000 10,0000 0 0 0 0
0 0 0 10,0000 −26,0000 15,0000 0 0 0
0 0 0 0 15,0000 −37,0000 21,0000 0 0
0 0 0 0 0 21,0000 −50,0000 28,0000 0
0 0 0 0 0 0 28,0000 −65,0000 36,0000
0 0 0 0 0 0 0 36,0000 −82,0000

⎞⎟⎟⎟⎠
En la figura (3.5) claramente se observa que nuestro método funciona de

Mallado ‖u− uex‖∞ ‖u− uex‖2
10× 10 72×10−3 16.4×10−2

20× 20 24×10−3 86.0×10−3

30× 30 12×10−3 59.0×10−3

50× 50 4.67×10−4 36.0×10−3

70× 70 2.47×10−4 26.0×10−3

Cuadro 3.2: Resultados del problema prueba (3.82) con b = 1, T = 1 y
diferencias hacia atras en los puntos de la frontera.

manera correcta.

3.9. Sistema semi-discreto con una función expo-
nencial

3.9.1. Problema de prueba con coeficientes constantes

Ahora el problema para la prueba de semidiscretización es de segundo orden
en una ecuación diferencial parcial parabólica con coeficientes constantes es

∂u

∂t
=

1

2

∂2u

∂x2
+
∂u

∂x
− u(x, t) + f(x, t)

u(0, t) = exp(−t)
u(b, t) = exp(b− t) (3.84)

u(x, 0) = exp(x)



Ecuación de Black Scholes 127

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

eje x

ej
e 

t

___ exacta 
+ + + aproximada

Figura 3.5: Comparación de la solución análitica y aproximada para u(x, t) =
(x− t)5.

f(x, t) = −(3/2) exp(x− t)

La solución exacta esta dado por

u(x, t) = exp(x− t). (3.85)

Para la solución donde T = 1, b = 1, N = 10 para el paso en el espacio y
M = 10 para el paso de tiempo con extrapolación en las fronteras, la matriz
de (3.80) es⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−101 55 0 0 0 0 0 0 0
45 −101 55 0 0 0 0 0 0
0 45 −101 55 0 0 0 0 0
0 0 45 −101 55 0 0 0 0
0 0 0 45 −101 55 0 0 0
0 0 0 0 45 −101 55 0 0
0 0 0 0 0 45 −101 55 0
0 0 0 0 0 0 45 −101 55
0 0 0 0 0 0 0 45 −101

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
T́ıpicamente para la semidiscretización de segundo orden en el espacio la
estructura es una matriz tridiagonal. En la tabla (3.3) una prueba con difer-
entes números de pasos en el espacio y tiempo es realizado para la ecuación
(3.84). El error se presenta tanto para la norma infinita como para la norma
L2.
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Mallado ‖u− uex‖∞ ‖u− uex‖2
10× 10 3.02×10−4 19×10−3

20× 20 7.55×10−5 9.21×10−4

30× 30 3.35×10−5 6.12×10−4

50× 50 1.2×10−5 3.16×10−4

70× 70 6.15×10−6 2.61×10−4

Cuadro 3.3: Resultados del problema prueba (3.84) con b = 1, T = 1 y
extrapolación en la frontera.

3.9.2. Problema de prueba con coeficientes no constantes

La ecuación de Black Scholes tiene coeficientes no constantes, por lo que
también se a hecho una prueba con la siguiente ecuación parabólica.

∂u

∂t
=

1

2
x2
∂2u

∂x2
+ x

∂u

∂x
− u(x, t) + f(x, t)

u(0, t) = exp(−t)
u(b, t) = exp(b− t) (3.86)

u(x, 0) = exp(x)

f(x, t) = −(x2/2 + x) exp(x− t).

La solución exacta esta dada por

u(x, t) = exp(x− t). (3.87)

En la tabla (3.4) los errores se presentan tanto para la norma infinita como
para la norma L2. Los errores son algo mayores que para la ecuación anterior.

⎛⎜⎜⎜⎝
−2,0000 1,0000 0 0 0 0 0 0 0
1,0000 −5,0000 3,0000 0 0 0 0 0 0

0 3,0000 −10,0000 6,0000 0 0 0 0 0
0 0 6,0000 −17,0000 10,0000 0 0 0 0
0 0 0 10,0000 −26,0000 15,0000 0 0 0
0 0 0 0 15,0000 −37,0000 21,0000 0 0
0 0 0 0 0 21,0000 −50,0000 28,0000 0
0 0 0 0 0 0 28,0000 −65,0000 36,0000
0 0 0 0 0 0 0 36,0000 −82,0000

⎞⎟⎟⎟⎠
La figura (3.6) representa que nuestro método aproxima la solución con una
buena presición.
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Mallado ‖u− uex‖∞ ‖u− uex‖2
10× 10 2.3×10−4 9.56×10−4

20× 20 6.8×10−5 5.06×10−4

30× 30 3.17×10−5 3.42×10−4

50× 50 1.18×10−5 2.08×10−4

70× 70 6.08×10−6 1.49×10−4

Cuadro 3.4: Resultados del problema prueba (3.86) con b = 1, T = 1 y
diferencias hacia atras en los puntos de la frontera.
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Figura 3.6: Comparación de la solución análitica y aproximada para u(x, t) =
exp(x− t).



130 Ecuación de Black Scholes



Caṕıtulo 4

Conclusiones y trabajos a
futuro

4.1. Conclusiones

Para esta tesis el objetivo fue encontrar una aproximación de la solución de
la ecuacón de Black-Scholes, mediante el método de diferencias finitas que
se basa como en muchos otros casos en polinómios de Taylor.

Esta ecuación tiene caracteŕısticas similares a la ecuación de difusión clásica,
que resolvemos en esta tesis de manera expĺıcita mediante el sistema FTCS.
Nos dimos cuenta que, para que el esquema sea estable se ocupa que r ≤ 1/2,
lo que nos restrinǵıa el tipo de mallado del dominio, además de que el es-
quema es de tres niveles. La resolvemos también de manera impĺıcita medi-
ante Crank-Nicolson, pues este método es incondicionalmente estable para
la ecuación de difusión.

Ahora bien, dado que la ecuación de Black-Scholes que es de tipo difusión-
advección. Aplicando Crank-Nicolson que es incondicionalmente estable para
difusión nos damos cuenta de que no es posible obtener una buena aproxi-
mación pues se presenta al mismo tiempo ŕıgidez e inestabilidad. Finalmente,
aplicamos un sistema semi-discretizado a está ecuación para la parte espa-
cial, la ecuación resultante es una ecuación ordinaria de primer orden en el
tiempo. Una vez hecho esto ahora si aplicamos Crank-Nicolson (Trapezoidal)
que es A-estable y no L-estable (ver LeVeque [7]), con lo cual alcanzamos el
objetivo propuesto en un principio.
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Lo anterior muestra que es posible resolver satisfactoriamente varias instan-
cias de la ecuación de Black Scholes de una forma muy sencilla por medio
de semidiscretización, sin necesidad de esquemas de orden alto ni de inicial-
ización especial alguna. Esto sugiere que es posible aplicar el mismo esquema
a otras ecuaciones similares. En particular, es muy importante notar que,
de manera análoga a lo propuesto en Lentvaar ( ver Lentvaar [12]), los re-
sultados sugieren que es posible crear un método para las denominadas op-
ciones Americanas en la ecuación de Black Scholes, las cuales no son solubles
anaĺıticamente. Esto sin duda es un problema de gran importancia.

4.2. Trabajos a futuro

La culminación de esté trabajo nos lleba, a realizar nuevos enfoques, tales
como: profundizar en el estudio de las soluciones numéricas de las ecuaciones
diferenciales, que en gran medida son una parte esencial de las matematicas.
La aplicación de nuestro método a las opciones americanas que no son sol-
ubles anaĺıticamente, aśı como, el estudio de otros métodos numéricos que
nos ayuden a aproximar las soluciones numéricas de las ecuaciones diferen-
ciales.



Apéndice A

Elementos mı́nimos de
algebra lineal

En las seciones anteriores vimos que las definiciones de convergencia, consis-
tencia y estabilidad, y desde luego el teorema de Lax están dadas en términos
de las normas definidas en espacios lineales de dimenciones finitas e infini-
tas. Por lo que haremos una breve revisión del texto donde hemos incluido
algunos espacios y normas del algebra lineal y del analisis funcional. para
una mayor información sobre la teoria de matrices (espacios de dimenciones
finitas) (ver Roger [15]), y para mayor información del analisis funcional
(espacios de dimenciones infinitas) (ver Erwin [16]).

Espacios y Normas

Cuando trabajamos con espacios de dimensión finita , estamos usando cualquiera
de los espacios euclidianos reales , RN , o espacios euclidianos complejos, CN ,
para algun N . Las diferentes normas de dimensión finita que hemos estado
usando es la norma euclidiana usual

‖u‖2 =
√√√√ N∑

k=1

|uk|2 (A.1)

(donde en algun momento el super ı́ndice 2 no será incluido), la norma 
2,Δx

‖u‖2,Δx =

√√√√ N∑
k=1

|uk|2Δx (A.2)
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(donde vamos a tratar de no confundir esto con las versiones de dimenciones
infinitas), y la norma del supremo

‖u‖∞ = sup
1≤k≤N

|uk| (A.3)

Podemos enfatizar que cuando estamos en R
N , la notación | · | indica el

valor absoluto, y en los CN , la notación indica la magnitud de los números
complejos. Sin embargo, todas las normas son equivalentes sobre cualquier
espacio R

N o C
N . En tiempos diferentes cada una de estas normas pueden

ser necesarios o convenientes.

Las dimenciones de la secuencia finita de espacios que vamos a utilizar in-
cluye ambos espacios el real y el complejo 
2,


2 = {u = (..., u−1, u0, u1, ...)
T :

∞∑
k=−∞

|uk|2 <∞} (A.4)

con norma

‖u‖2 =
√√√√ ∞∑

−∞
|uk|2 (A.5)

ambos espacios reales y complejos 
2 con la norma 
2,Δx, y con norma

‖u‖2,Δx =

√√√√ ∞∑
−∞

|uk|2Δx (A.6)

y los espacios de todas la secuencias de frontera, 
∞,


∞ = {u = (..., u−1, u0, u1, ...)
T : sup

−∞<k<∞
|uk| <∞}, (A.7)

con norma
‖u‖∞ = sup

−∞<k<∞
|uk|. (A.8)

Finalmente, cuando tomamos las transformadas, nosotros obtenemos el es-
pacio lineal con dimenciones infinitas de un valor complejo, funciones inte-
grables cuadradas de Lebesgue, L2(R),

L2(R) = {v : R→ C :

∫
R
|v(x)|2dx <∞} (A.9)
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con norma

‖u‖2 =
√∫

R
|v(x)|2dx. (A.10)

Cabe señalar que
∫
R es utilizado sobre la región R. En este caso, la intergral

es la integral de Lebesgue que en nuestro caso es la integral de Riemman.
También, el dominio que se maneja en las funciones R, por lo general son
sobre la linea real R, o el intervalo [−Π,Π]. Como hemos dicho antes, cuando
las fuciones son evaludas en los complejos, la notación |v(x)| nos indica la
magnitud los números complejos.

Existen varias variaciones sobre estos espacios y normas que estamos us-
ando. Por ejemplo, cuando consideramos dos problemas dimencionales, el
vector tiene dos subindices. Aunque a menudo es mas ventajoso hacer la
suma con los indices por separado, El enfoque es que estos dos arreglos
dimencionales esten dentro de un gran arreglo dimencional. Entonces, por
ejemplo , la norma 
2,Δx de un vector en dos dimenciones, seŕıa un espacio
de suseciones de dimensión finita

‖{uj,k}‖2,Δx =

√√√√ Nx∑
j=1

Ny∑
k=1

|uj,k|2ΔxΔy (A.11)

(Debemos notar que en las ��dosdimenciones′′ la norma 
2,Δx tiene a ambos,
un Δx y un Δy multiplicando la suma 
2). Pensemos que tomamos al vector
como un arreglo unidimensional, lo que nos recuerda que en realidad es en
dos dimenciones. En una manera similar, definimos la norma de dimensión
infinta en dos dimenciones como:

‖{uj,k}‖2,Δx =

√√√√ ∞∑
j=−∞

∞∑
k=−∞

|uj,k|2ΔxΔy (A.12)

y la norma de dos dimeciones L2 como:

‖u‖2 =
√∫

RxR
|v(x)|2dxdy. (A.13)

Otras de la variaciones de los espacios con la cual debemos lidear es teniendo
cualquier vector evaluado en un espacio de sucesiones o espacio L2. Por
ejemplo , si tomamos el vector u = (..., u−1, u0, u1, ...)

T donde cada vector
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uk es un K-vector, definimos

‖u‖2,Δx =

√√√√ ∞∑
j=−∞

‖uj‖2Δx (A.14)

donde la norma en la sumatoria es la norma Euclidiana. Si tenemos una
función v : R→ C

N , definimos la norma de este valor CN como una función
de la ráız cuadrada de la integral de Lebesgue

‖v‖2 =
√∫

R
‖uj‖22dx. (A.15)

Operadores

Cuando consideramos nuestro problema en las espacios lineales descritos, la
diferencia entre operadores y transformadas pueder llagar a ser operadores
sobre estos espacios. consideraremos un operador Q, Q : X → X donde X el
espacio lineal con norma ‖ · ‖. Los operadores que consideramos en los espa-
cios de secuencia son definidos por una formula del cual esta definido el kht
elemento. Por ejemplo, la diferencia del operador un+1

k = unk + rδ2unk puede
ser reescrito como un+1 = Qun donde hemos definido el kht elemento de
Qun como (Qun)k = unk + rδ2unk . El operador sobre los espaico L2 general-

mete puede ser multiplicado por alguna función, es decir, Q̂û(ξ̂) = ρ(ξ)û(ξ).
Operadores (incluyendo la diferencia de operadores) definidos sobre el espa-
cio de dimensión finita pueder ser y a menudo ser escrito como matrices.

Definimos la norma inducida de que Q (incluido de la norma ‖ · ‖) como:

‖Q‖2 = sup
‖u‖≤1

‖Qu‖. (A.16)

Vamos a discutir las normas de los operadores frecuentemente. Vamos a ver
que por lo general no vamos a poder calcular la norma de un operador. Los
dos resultados pertinentes para el cálculo de las normas que hemos estado
usando involucra a ambos a operadores de dimenciones finitas y matrices.
Ambos resultados asumen que nosotros estamos usando la norma Euclidiana,
y por lo tanto, inducidos por el operador de la norma euclidiana. En primer
circunstancia es un resultado que nos permitirá calcular la norma de las
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matrices hermitianas (A es una matriz Hermitiana si A∗ = A donde A∗ es

el transpuesto cunjugado de A, A
T
).

Proposición A.1 Si A es una matriz hermitiana de N ×N , entonces

‖A‖ = σ(A),

donde σ(A) = máx{|λ| : λ es un eigenvalor de A} es el radio espectral
de A.

El resultado para una matriz general es similar.

Proposición A.2 Si A es una matriz de N ×N , entonces

‖A‖ =
√
σ(A ∗A).

Matrices tridiagonales

Como ya se hemos visto, la mayoŕıa de las matrices con las cuales hemos
estado trabajando son matrices tridiagonales. Frecuentemente, (por ejemplo,
cuando queremos calcular la norma de una matriz), vamos a querer saber
los eigenvalores deuna matriz tridiagonal. Hay varias matrices tridiagonales
interesantes para los eigenvalores y eigenvectores conocidos. Por ejemplo, si
definimos

T = Tr(a, b, c) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
b c ...
a b c ...

... ...
... a b c

... b c

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
N×N

(A.17)

Entonces los eigenvalores y los eigenvectores asociados estan dados por

λj = b+ 2c

√
a

c
cos

jΠ

N + 1
, j = 1, ..., N (A.18)

y

uj =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
u1
...
uk
...
uN

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , uk = 2(

√
a

c
)k sin

kjΠ

N + 1
, k = 1, ..., N (A.19)
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para j = 1, ..., N . Hay varias formas de llegar a este resultado. La manera
mas fácil de ver que estos eigenvalores y eigenvectores son correctos es cal-
culando Tuj y ver que nos da λjuj .

Posteriormente, vamos a necesitar que los eigenvalores y eigenvectores para
otras matrices tridiagonales no sean de la forma (A.17). A continuación va-
mos a enlistar algunas matrices tridiagonales con sus respectivos eigenvalores
y eigenvectores.

En cada caso enlistamos la matriz, los eigenvalores y los k− th componentes
de los j − th eigenvectores. Para mas información sobre estas matrices y
eigenvalores (incluyendo la derivación) (ver Paul [17]).

TN1D =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 −1 0 ...
−1 2 −1 0 ...

...
... 0 −1 2 −1

... 0 −1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
N×N

(A.20)

λj = 2− 2 cos
(2j − 1)Π

2N + 1
, j = 1, ..., N (A.21)

y

uk = cos
(2j − 1)Πxk

2
, k = 1, ..., N ; j = 1, ..., N (A.22)

donde xk = (2k − 1)Δx/2, k = 1, ..., N , Δx = 2/(2N + 1) .

TN2D =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
2 −2 0 ...
−1 2 −1 0 ...

...
... 0 −1 2 −1

... 0 −1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
N×N

(A.23)

λj = 2− 2 cos
(2j − 1)Π

2N
, j = 1, ..., N (A.24)

y

uk = cos
(2j − 1)Πxk

2
, k = 1, ..., N ; j = 1, ..., N (A.25)

donde xk = (k − 1)Δx, k = 1, ..., N , Δx = 1/N .



Apéndice: Elementos mı́nimos de algebra lineal 139

TN1N2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 −1 0 ...
−1 2 −1 0 ...

...
... 0 −1 2 −1

... 0 −2 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
N×N

(A.26)

λj = 2− 2 cos
(j − 1)Π

N + 1
, j = 1, ..., N (A.27)

y
uk = cos(j − 1)Πxk, k = 1, ..., N ; j = 1, ..., N (A.28)

donde xk = (k − 1)Δx, k = 1, ..., N , Δx = 1/(N − 1) .
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