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Resumen

El desarrollo del presente trabajo, constituye en resolver numéricamente y
en la aplicacion de un anélisis de la aproximacién de la solucién numérica
de una ecuacién diferencial parcial, que es conocida en economia como la
ecuacion de Black Scholes. La idea de resolverla numéricamente es porque
es una ecuacion dificil de aproximar y nos facilitara para poder analizar
cualquier funciéon que querramos. Para poder encontrar la aproximacion de
la solucién y hacer el andlisis, recurrimos a un método numérico, el método
de diferencias finitas y que utiliza series de Taylor para su desarrollo. El
método de diferencias finitas consiste en sustituir la ecuacién continua en
una discretizada, es decir, una que se parezca a la original y que nosotros
podamos usarla numéricamente. Se presenta el teorema de Lax que nos dice
que un sistema es estable si y solo si es convergente y consistente, y se dis-
cuten cada una de ellas. Se presentan cédigos de como se resolvieron unas
ecuaciones clasicas como la de difusién, onda, etc., ademéds del andlisis ex-
haustivo de las caracteristicas numéricas de dichos cédigos, incluyendo la
estabilidad de los esquemas presentados. Por dltimo, se presenta la ecuacion
a resolver, sus caracteristicas y los cédigos que resolveran la ecuacién de
Black Scholes, el analisis del porque uno si funciona y otros no y la com-
paracion con su solucién analitica. Este analisis nos ayudara para entender
mé&s a fondo el comportamiento de dicha ecuacién, ademdas de que es mas
rapido que si la resolvemos analiticamente.
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Capitulo 1

Introduccion

El tratamiento numérico de las ecuaciones diferenciales parciales es un tema
bastante amplio. Las ecuaciones diferenciales parciales son la parte central
de muchas de las aplicaciones de andlisis computacional o simulaciones de
sistemas fisicos, tales como los fluidos, campos magnéticos, astrofisica, rela-
tividad numérica, etc.

En matemaéticas se clasifican las ecuaciones diferenciales parciales lineales
de segundo orden, en tres categorias, hiperbdlicas, parabdlicas y elipticas
(ver William [18]). Una forma de ver esta clasificacién es la siguiente: dada
una ecuacién diferencial en dos variables independientes

AS2¢ + 2B6,¢ + C6r¢ + Doy + ESyp + F =0

donde los coeficientes A, B, C, D y F pueden depender de xy y, decimos que

= La ecuacion es eliptica si

det g g >0
= Es parabdlica si ) :

det _ g g | =0
= Es hiperbolica si ) )

det _ g g _ <0
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Un ejemplo de una ecuacion hiperbdlica es la ecuacion de onda en una di-
mension

0? 0?

99 _ 02—¢, (1.1)

ot? Ox?
donde ¢ es la velocidad de propagacién de la onda y es una constante (ver
Jhon [19]). Un ejemplo de una ecuacién parabdlica es la ecuacién de difusién
en una dimension, que estd dada por

99 _ A(DF)
ot ox '’
donde D es el coeficiente de difusiéon que puede depender de = (ver Jhon

[19]). Y por dltimo un ejemplo de una ecuacioén eliptica es la ecuacién de
Poisson en dos dimensiones

(1.2)

0%¢  0%¢

— + 5 = . 1.3

902 T 052 p(r,y) (1.3)
donde p es un término de una fuente dada que depende de = y y (ver Jhon
[19]). Si el término de la fuente es igual a cero, entonces la ecuacién se con-

vierte en la ecuacién de Laplace.

Las ecuaciones (1.1) y (1.2), se emplean para plantear problemas de valores iniciales
o problemas de Cauchy. Esto iltimo quiere decir que si alguna informacién

sobre ¢ esta dada en un tiempo inicial ¢y para toda x, entonces las ecuaciones
describirfan como ¢(z,t) evolucionard en el tiempo. En otras palabras, las
ecuaciones (1.1) y (1.2) describen una evolucién temporal de la funcién ¢.

La intencién de un cédigo numérico que aproxime ecuaciones hiperbdlicas

o parabdlicas debe ser la exploracion de esa evolucién por medio de una
aproximacion adicionada.

En contraste con las ecuaciones (1.1) y (1.2), la ecuacién (1.3) tiene una
unica solucién ¢(z,y) que la satisface dentro de alguna regién de interés
Tmin < T < Tmaz ¥ Ymin < Y < Ymaz, ¥ que ademds tiene algin compor-
tamiento deseado en la frontera de esta regién. Este tipo de problemas son
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llamados problemas de valores en la frontera. Como en la ecuaciones anteri-
ores se integro con respecto al tiempo, en este tipo de ecuaciones la idea es
que a la hora de hacer el cddigo, la solucién converga en todos los puntos
del espacio al mismo tiempo.

Las ecuaciones diferenciales parciales con las que uno se enfrenta en las
teorias fisicas, econdmicas, etc., son, en general, imposibles de resolver analitica-
mente (excepto en los casos mds simples, en los que se asumen ciertas
simetrias). El tipo de dificultades que pueden presentarse van desde la pres-
encia de fronteras irregulares, hasta la existencia de ecuaciones no lineales,
también teniendo ecuaciones no homogéneas las cuales pueden ser muy rigi-
das al resolverse numéricamente.

La ecuacién de Black Scholes es una herramienta muy importante en el
célculo de opciones en economia. Aunque se conoce su solucién exacta en
muchos casos, representa un estudio de caso interesante desde el punto de
vista numérico ya que la ecuacién es rigida y la aplicacién de esquemas
numéricos implicitos estilo Crack Nicolson al tratar de resolverla produce
esquemas inestables. En este trabajo se presenta una estrategia de semidis-
cretizacién que permite evitar dichos problemas en una forma muy sencilla,
y que al mismo tiempo, es aplicable a problemas mds generales.

Para tratar estas dificultades y poder estudiar problemas mas generales,
se emplean métodos numéricos. Existen distintas maneras de modelar una
ecuacion diferencial parcial numéricamente. Hay varios métodos para hac-
er estas aproximaciones, entre las mas populares se encuentran, el método de
diferencias finitas (ver Thomas [1], Jhon [19]), el método de elementos finitos
(ver Morton [20]) y los métodos espectrales (ver Clive [21]). Para esta tesis
siempre se hara uso de la aproximacién por diferencias finitas. En la sigu-
iente seccién se dard una breve introduccién a este método.

1.1. El Método de Diferencias Finitas

Lo primero que debemos tener en mente desde el principio, es que cuan-
do se hace uso del método de diferencias finitas, uno esta asumiendo que
el dominio de las ecuaciones diferenciales parciales va a discretizarse de
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manera “conveniente”. Esto supone que las funciones involucradas en una
ecuacion diferencial parcial solo se evaluaran en un nimero finito de puntos.
Esto implica que tendremos un error de discretizacion (ver Dennis [22]). Si
pensamos en la gran variedad de problemas que se pueden resolver numéri-
camente y que no pueden ser resueltos por métodos analiticos, veremos que
discretizar es una estratégia adeucada.

La idea bésica de las aproximaciones por diferencias finitas es sustituir el
problema en el continuo por uno discreto, con la evaluacién en un sub-
conjunto del dominio. Este subconjunto de puntos es conocido como malla
computacional. El intervalo de tiempo entre dos niveles de tiempo sucesivos
es conocido como paso temporal y es representado por At, mientras que la
distancia espacial entre dos puntos adyacentes en el mismo nivel de tiempo
es llamado espaciamiento de mallay es representado por Az. La figura (1.1)
muestra la representacion de un espacio-tiempo discretizado en una dimen-
sién espacial y una temporal.

' I At
(kn) '
¥
. . . . . . .\‘ condiciones

de frontera

valores iniciales

Figura 1.1: Discretizacion del espacio-tiempo usado en diferencias finitas en
una dimension espacial y una temporal.

Una vez construida la malla se calcula la aproximacion de las ecuaciones
diferenciales parciales por medio de un sistema de ecuaciones algebraicas.
Para poder ilustrar como es que la discretizacién funciona, suponemos el
caso de un dominio finito hipotético con una coordenada temporal ¢ y una
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coordenada espacial x. Las coordenadas espaciales estan definidas como un
conjunto discreto de puntos dados por x,, = mAx (con m entero), y las
fronteras estan dadas por los puntos zg, para la frontera izquierda y x;; para
la frontera derecha. El tiempo t" = nAt (con n entero) también esta definido
s6lo para ciertos valores del continuo del tiempo. Consideramos funciones
definidas sélo por los valores de x y t que corresponden a los puntos sobre la
malla, de tal manera que para una funcién continua v dada, sélo hay valores
disponibles de ésta en los puntos (¢",x,,). A dichos valores los denotamos
por uj,. Para un dominio discretizado uniformemente, tenemos que Az =
Tyl — Tm v At = t"F1 — " que indican la resolucién en las coordenadas
espaciales y temporales respectivamente. En la aproximaciéon de diferencias
finitas se asume que las funciones involucradas pueden expandirse en una
serie de Taylor alrededor de cada punto de la malla. Por ello incluiremos la
siguiente definicién que nos sera 1til.

Definicion 1.1 La notacién O grande implica que, f(s) = O(H(s)) para toda
s € S si existe una constante A tal que |f(s)] < A|p(s)| para toda s € S.
Decimos que f(z) es de O grande de ¢(x) o que f(s) es de orden ¢(s).

Siendo asi, consideramos entonces que la funcion estd definida en el punto
espacial z,, al tiempo t", por lo que el valor de la funcién en los puntos veci-
nos mas cercanos en la direccion espacial, puede ser calculado de la siguiente
manera

2 3
Uy, = Uy, — AzOyuyy, + @%uﬁl - %8&% +0[(Az)Y]  (1.4)

2 3
Upy 11 = Uy, + Ax0puy, + @Eﬁuﬁl + %Eﬁuﬁl +0[(A2)Y]  (1.5)
donde 0, = 0/0, que es la derivada parcial respecto a x. Tomando es-
tas aproximaciones podemos construir operadores en diferencias para reem-
plazar derivadas espaciales de u!,. Por ejemplo, restando la ecuacién (1.4)
de la ecuacién (1.5) obtenemos una expresién para la primera derivada en
el punto (", x,)

Dpul’, = %ﬂj‘m—l +O[(Az)2]. (1.6)

Esta ecuacién es una aproximacion de segundo orden, pues el error de dis-
cretizacién es (Ax)2. Vale la pena notar que para calcular la derivada d,u?,
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de segundo orden necesitamos el valor de la funcién en los puntos z,,—1 y
Tm+1, ¥ por tal a esta aproximacion se le conoce como diferenciacién fini-
ta centrada. Para obtener la segunda derivada de u),, basta con hacer un
célculo similar al anterior sumando las ecuaciones (1.4) y (1.5) para obtener

n

m-l 1 0[(Az)?, (1.7)

u?’L

n
82y — m+1—2um+u
r¥m T

(Az)?
la cual nos da como resultado la expresion deseada para la segunda derivada
con una precision de segundo orden, y al igual que en el caso anterior ésta
también es una aproximacion de diferencias finitas centradas para la segun-
da derivada.

De manera analoga, tomando en cuenta los puntos en el tiempo, es posible
construir la expresién para la primera derivada temporal a segundo orden

Upq — U
2At

Para la segunda derivada temporal a segundo orden y centrada en (z;,,t"),
tenemos

mo1 o[(At)?). (1.8)

n o _
(?tum =

n

ml 1 o[(At)?). (1.9)

un

n
52" — m+1—2um+u
tYm —

(At)?
Como ya se mencioné anteriormente, cuando se usan diferencias finitas, las
aproximaciones hechas para los operadores diferenciales involucrados en las
ecuaciones diferenciales parciales, introducen un error debido a la truncacién
en la serie de Taylor hasta el orden dado. De hecho, si la funcién es sufi-
cientemente suave, el término del error disminuye al disminuir la separacién
entre los puntos en el tiempo y en el espacio.

Ahora bien, a manera de ejemplo utilizaremos la ecuacién de difusién
) )
que en términos generales puede escribirse como

w(x,t) = (k(z)ug(z, 1)) + F(2,1). (1.10)
donde k(z) es el coeficiente de conductividad térmica y F'(z,t) es la fuente

de calor, por conveniencia utilizaremos k(x) = 1y f(x,t) = f(z) indepen-
diente del tiempo.
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Para esta ecuacién necesitamos una condicién inicial,
u(z,0) = u’(x)
y condiciones de frontera,
u(a,t) = alt), u(b, t) = B(t) t>0, (1.11)

que son de tipo Dirichlet.
De manera particular el problema estacionario se puede reescribir en la for-
ma

u” = f(x). (1.12)
donde f(z) = —F(x) y condiciones de frontera
u(a) = «a, u(b) = S. (1.13)

Entonces aplicando el método en diferencias finitas para 0 < z < 1 en la
ecuacion, (1.12) y condiciones de frontera

w0) =a,  u(l)=B(t), (1.14)

vamos a tratar de calcular Uy, u1, ..., Um, Um+1, donde uy es la aproximacién
de la solucién exacta v(xy). Aqui zp = kAz y Az = #ﬂ es el ancho de la
malla. Las condiciones de frontera vemos que son u(0) = o, u(m+1) =0y
por lo que tenemos m valores uq, ..., U, por calcular. Ahora, si reemplazamos

u” en (1.12) por la aproximacién en diferencias

Ug—1 — 2Up + Up 41

D%uy, =
" (Az)?
obtenemos una ecuacién algebraica
12
Ukl T Stk ot Ukl f(x), para k=1,2,....m. (1.15)

(Az)?

Cabe aclarar que para la primera ecuacién del sistema (k = 1) es donde
aplicamos el valor uy = a y para la ultima ecuacién del sistema (k = m)
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aplicamos u;,+1 = . Tenemos un sistema lineal de m ecuaciones por m
incognitas, que podemos escribir de la siguiente manera

Au=F, (1.16)
donde u es el vector desconocido u = [u1, ug, ..., um]’ y
-2 1 | [ fz1) —a/(Ax)* ]
1 -2 1 [ (2)
1 -2 1
A= o F= f@@ (1.17)
1 -2 1 .ﬂx;_n
I 1 -2 ] L flam) = B/(A2)* ]

este sistema lineal triangular es no singular y puede ser resuelto por u para
cualquier lado derecho (ver apéndice).

Pero, jqué tan buena es la solucién aproximada u con la solucién exacta?
Empezaremos por aclarar que queremos decir por el error en los valores dis-
cretizados wuy, ug, ..., Uy, con respecto a la verdadera solucién v(kAx). Desde
el momento que suponemos que wuy es una aproximacién para v(kAx), es
natural usar un error puntualmente uj; — v(kAx). Si nosotros definimos @
como el vector con valores verdaderos

v(z1)
v(z2)
v(@s) (1.18)

>
I

V(Tym—1)
(@)

entonces el vector error E definido por
E=U-U

contiene los errores en los puntos en la malla.

1.1.1. Error de truncacién local

El error de truncacién local estd definido por la sustitucién de uy con la
solucién exacta v(zy) en la ecuacién de diferencias finitas (1.15). La ver-
dadera solucién v(xy) satisface esta ecuacién exactamente y la discrepancia
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es el error de truncacion local, quien denotamos por 7%

1

Tk = ﬁ(u($k+1) —2u(zg) + u(rr—1)) — fag) (1.19)

para k = 1,2, ...,m. Por la expansién en serie de Taylor tenemos que

e = [u"(z) + 1—:l2h2u”"(mk) + O(h4)] — f(zp). (1.20)

Ahora bien, usando (1.12), obtenemos

= %h%””(xk) +OY). (1.21)

mnn

Aunque en términos generales u”” es desconocida, Si u es suficientemente

suave, entonces 7, = O(h?)

Si definimos entonces el vector 7 con componentes 7, tenemos
T=Au-—F,

donde @ es el vector de solucién exacta definida en (1.18), asi
Av=F+r7 (1.22)

lo que nos dice como afecta el error de truncacién local en la ecuacién.

1.1.2. Error global

Para obtener una relacion entre el error local 7 y el error global E = u — 1,
sustraeremos u de la ecuacién (1.16) y a @ de la ecuacién (1.22) y obtenemos

AE = —7, (1.23)

que es parecida a la discretizacién, (1.16), aplicando diferencias finitas

1
(Ax)2(Ek+1 — 2B+ Eg1) =—7(xy) para  k=1,2,..,m

con condiciones de frontera

EO = Em+1 =0
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Puesto que estamos usando los datos exactos de ug = &'y tm+1 = 5. Vemos
que el error global satisface un conjunto de ecuaciones diferenciales finitas
que tienen exactamente la misma forma de la ecuacién diferencial original
u, excepto que el lado derecho esta dado por —7 en vez de F.

Podemos interpretar el sistema (1.23) como una discretizacién de la ecuacién
diferencial

e(r) = —7(x) para O<e<l (1.24)
con condiciones de frontera
€y = 0
€1 = 0

Puesto que 7(z) ~ (TIQ)(AI)Qu(x), sustituyendola en la ecuacién anterior e
integrando ambos lados dos veces vemos que el error global satisface

efw) & — 25 (Aa)u(z) + = (Ax)2(u(0) + #(u(1) — u(0))

y que por lo tanto el error es de O((Ax)?).



Capitulo 2

Esquemas en diferencias

2.1. Convergencia, Consistencia y Estabilidad

Como se comentd anteriormente, sabemos que cuando se resuelven las ecu-
aciones usando diferencias finitas se discretiza la ecuacién, eso implica que
las soluciones no son exactamente aquellas que asumimos correctas o validas
en el caso continuo. Un error de truncacién es introducido debido al sim-
ple hecho de discretizar. Aunque el error de truncacién decrece cuando se
incrementa la resolucion, es necesario establecer como dicho error debe de-
crecer. Lo que analizaremos en este capitulo son las definiciones béasicas que
nos muestran bajo que condiciones una solucién de la ecuacién diferencial
finita converje a la solucién de la ecuacién diferencial parcial y resolveremos
algunas ecuaciones conocidas.

2.1.1. Convergencia

Los esquemas en diferencias finitas nos sirven por que sus soluciones aproxi-
men las soluciones para una cierta ecuacion diferencial parcial. Lo que en
realidad necesitamos es que la solucion de la ecuacién en diferencias pueda
ser aproximada a la soluciéon de la ecuacién diferencial parcial con toda
la precision deseada. Comenzemos con los problemas con valores iniciales,
consideraremos una ecuacién diferencial parcial, de la forma

Lv=F, (2.1)

para funciones v y F' que son funciones reales y con condiciones iniciales
v(z,0) = f(x). Asumimos que tenemos que obtener una solucién aproximada
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uy, para un esquema en diferencias finitas L en el cual n corresponde al
paso del tiempo y k al espaciado, y que satisface las condiciones iniciales
u) = f(kAz), con k = —o0, ...,00. Denotamos a v como la solucién exacta
de nuestro problema con valores iniciales.

Definicion 2.1 Un esquema en diferencias Liup = G} aprozimado a la
ecuacion diferencial parcial Lv = F es un esquema puntualmente conver-
gente si para cada x y t, (kAx, (n+ 1)At) converge a (x,t) y uj} converge a
v(z,t) cuando Ax y At convergen a cero.

Para demostrar esta definicién, probaremos la convergencia para un esque-
ma explicito.

Mostremos que la solucién de un esquema en diferencias

uptt = (1= 2r)up + r(ufty g+ upy) (2.2)
uf = f(kAz) (2.3)
donde r = ﬁ, 0 < r < 1/2, converge puntualmente a la solucién del

problema con valores iniciales
VE = VUgy, reR,t>0 (2.4)

v(z,0) = f(z), r€eR (2.5)

Para empezar tenemos que considerar un problema con valores iniciales en
toda la regién R, donde el indice k en u} se encuentra dentro del intervalo
—00 < k < o0.

Denotamos la solucién exacta del problema con valores iniciales (2.4)-(2.5)
por v = v(x,t) y agregamos un nuevo término como

2 = uy — v(kAx, nAt). (2.6)

Ahora bien si en la ecuacién (2.4) pasamos el término derecho al izquierdo
y luego sustituimos sus respectivas aproximaciones obtenemos

Uk — U v

v (kAx, nAt) — vug, (kAx, nAt) = NN (Vg
x

—2ul + 1) + O(At) + O(Az?). (2.7)



Esquemas en diferencias 25

Si introdicimos a v en esta ecuacion, de tal manera que el lado izquierdo sea
cero y multiplicando por At, vemos que v = v(kAxz, nAt) satisface

UI::LH = (1 —=2r)vp + (v +vp_) + O(AtQ) + O(AtAxQ). (2.8)

Por lo que restando la ecuacién (2.8) de la ecuacién (2.2)vemos que 2z
satisface

A = (1= 20)2f + (2 + 20 1) + O(AE) + O(AtAZ?).  (2.9)

Si 0 < r < 1/2, entonces los coeficientes del lado derecho de la ecuacién
(2.9) son positivos, asi

541 = (U= 20l | + ] + A + AtATy)

< Z" + A(AE + AtAxs)

donde A es una constante asociada con los terminos de la O grande y de-
pende de las cotas que supongamos son de ordenes superiores de las derivadas
de v, y Z" = supy|z}|. Entonces tomando el supremo sobre k en el lado
izquierdo de nuestra ecuacién tenemos

7 < 7' 4 A(AE? + AtAL?) (2.10)

Hay que tener en cuenta que al tomar el supremo en el lado derecho de
la ecuacion incluimos los términos que contienen a At y Ax . En este ca-
so la constante A es una cota para la segunda derivada con respecto al
tiempo y para la cuarta derivada con respecto al espacio en toda la line-
a real. Asi hemos asumido que estas derivadas procedentes de la solucién
son acotadas uniformementes sobre la linea real. Aplicando (2.10) repetidas
ocaciones obtenemos

7ML < 7' 4+ A(AE? + AtAL?)

< 7" 4 2A(AF + AtAx?)

< Z%+ (n+ 1)A(AL? 4+ AtAz?)
como Z% =0, [up™! — v(kAz, (n + 1)At)| < Z"H 1y (n+ 1)At — ¢,

[t — v(kAz, (n + 1)At)| < (n + 1)AtA(AL + Az?) — 0 (2.11)
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cuando At, Az — 0

Asi vemos que para cualquier x y t, cuando At y Ax se aproximan a 0
de tal manera que (kAxz, (n+1)At) = (x,t), u}} se aproxime a v(z,t). Claro
que se debe de tener en cuenta que desde el momento que usamos la expre-
sién (n+1) en (2.11) podriamos perder nuestra convergencia por lo que es
importante que en el dltimo paso (n + 1)At converja a t.

Denotemos a la norma del supremo sobre el espacio de todas las sucesiones
acotadas, ¢, (ver apéndice), por

[uglloc = sup  Jugl.
—oo<k<oo

Si denotamos a w, = (-, u”,ul, uf, )y vy = (- 008, v, )T
entonces hemos probado que para cualquier ¢ tal que (n+ 1)At se aproxime
a t, u,41 se aproxime a v(.,t) donde nuestro concepto de “aprozimarse” es
que la norma del supremo de u,41 — V41 Se aproxime a cero cuando Aty
Ax se aproximen a cero.

)

Usualmente, la convergencia puntual es dificil de probar y no es general-
mente 1til como un tipo de convegencia mas formal, por lo que usaremos
una definicién de convergencia en términos de una norma de diferencias entre
la solucion de la ecuacion diferencial parcial y la solucion de la ecuacion en
diferencias. Esto es una extencién de la convergencia que hemos demostrado
en términos de la norma del supremo. Por conveniencia, denotamos al vector
de la solucién de la ecuacién en diferencias con valores uy por u” y el vector
de valores solucién de la ecuacion diferencial parcial evaluadas en los puntos
de la malla, v(kAz, (n)At) por v".

Definicion 2.2 Un esquema en diferencias Lyjuy = G} que aprozima la
ecuacion diferencial parcial Lv = F es un esquema convergente en el tiempo
t, si cuando ((n + 1)At) converge a t,

[u™ ™t — v =0 (2.12)
cuando Az — 0 y At — 0.

Definiremos la convergencia de orden (p,q) como la siguiente.

Definicion 2.3 Un esquema en diferencias Lyjup = G} que aprovima la
ecuacion diferencial parcial Lv = F es un esquema convergente de orden
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(p,q) si para cualquier tiempo t, cuando (n + 1)At) converge a t,
[u™™! — v = O(AzP) + O(ALY) (2.13)

cuando Ax y At convergen a cero.

2.1.2. Consistencia

Nos enfocaremos en encontrar una aproximacién que en el limite se aproxi-

me mas a la ecuacién diferencial original y no a una diferente. Para llegar

a la ecuacion diferencial finita usaremos una aproximacién de una ecuacién

diferencial parcial utilizando Taylor (ecuaciones (1.4) y (1.5)), generalmente

estas ecuaciones se escriben en terminos de la notacion O grande que se

definio en el capitulo anterior, por tomar la primera derivada en el tiempo
Uppy — U Ov

AL = E(kAm, nAt) + O(At) (2.14)

donde en la expresién anterior asumimos que el orden superior de las derivadas
de v son acotadas.

La serie de Taylor de la expansién v(kAx), (n + 1)At muestra que tene-
mos que sustituir v; en la ecuacién diferencial parcial por W

Cabe senalar que la constante asociada a la notacién O grande puede ser muy
grande. De hecho, cuando la solucién de problemas donde la solucién tiene
cambios significativos con respecto al tiempo, la constante es muy grande.
Pero, si AE es snuﬁcientemente pequena, podemos despreciar el orden At,
entonces u’”&it_vk es una buena aproximacion para vy.

como ya vimos en el capitulo anterior la primera derivada y segunda derivada
con respecto al tiempo y el espacio pueden ser escritas como las ecuaciones
(1.4) y (1.5) y tomando como ejemplo la ecuacién de difusién en una dimen-
sién (ecuacion (1.3)) podemos ver que la podemos aproximar de la siguiente
manera:

v (kAz, (n + 1)At) — vvg, (kAz), (n + 1)At =
Up g — Uy v
At Az?
Ahora bien, denotaremos la ecuacién diferencial parcial sometida a con-
sideraciéon por Lv = F' y la correspondiente ecuacién diferencial finita por

(Vg1 — 2v; +vp_y) + O(At) + O(Axs). (2.15)
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Lyuy = G} donde G} denota cualquier aproximacién que se a hecho del
término fuente. Con base a esto hacemos la siguiente definicién.

Definicion 2.4 El esquema en diferencias finitas Ljuy = G} es puntual-
mente consistente con la ecuacion diferencial parcial Lv = F en el punto
(z,t) si para cualquier funcion ¢ = ¢(x,t),

(Lo — F)|} — [Lio(kAx,nAt) — G| — 0 (2.16)
con Ax, At — 0 y (kAx, (n+ 1)At) — (x,1).

Si escribimos el esquema en diferencias como (asumiendo ahora que traba-
jaremos con un esquema de dos niveles y una ecuacion diferencial parcial
que es de primer orden con respecto al t)

u" T = Qu + AtGY (2.17)

donde

u = (o u,ulul, )7

G"=(..,G",,Gp,G7,..)T

y @ es un operador que actua en un espacio apropiado, entonces una defini-
cion mas fuerte puede ser dada de la siguiente manera.

Definicion 2.5 El esquema en diferencias (2.17) es consistente con la ecuacion
diferencial parcial en una norma |- || si la solucion de la ecuacion diferencial
parcial v, satisface

o™ = Qu 4 AtG™ + At (2.18)

7" =0

cuando Ax, At — 0, donde v™ denota el k-esimo vector con componentes
v(kAxz,nAt).

Una ligera variacion de la definicién de consistencia es la que seda acon-
tiniacién donde el orden en ||77| que tiende a cero es incluido.

Definicion 2.6 el esquema en diferencias (2.17) se dice que es de orden (p,q)
a la ecuacion diferencial parcial dada si

177 = O(AzP) + O(AzY). (2.19)
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Donde nos referimos a 7" o ||7"]| como el error de truncacién.

Para entender lo que se menciono anteriormente discutiremos la consistencia
del esquema en diferencias explicito

1
UZJF — up, _ V“Zﬂ — 2up +up_y (2.20)
At (Az)? '
con la ecuacién diferencial parcial
V= Vgg, —00 < & < 00,1 > 0. (2.21)

Nuestra discusién se basard en la ecuacién (2.15) que ya hemos demostra-
do. Si denotamos la solucién de la ecuacién diferencial parcial (2.21) por v,
y lo introducimos en la ecuacién (2.20), vemos que el lado izquierdo de la
ecuacién (2.15) es cero y nos quedamos con

n+1 n
(& — U v

At Az
Para demostrar que el esquema en diferencias (2.20) es consistente, exacta o
de orden (2,1), primero escribiremos el esquema en la forma de la ecuacién
(2.17). Para poder hacer esto multiplicamos por At y despejamos uZ‘H y
nos queda

5 (Vp 1 — 208 + o) = O(AL) + O(Az?). (2.22)

At
uptt = uf + VA—QCQ(uZJrl —2up +up_q). (2.23)

La cual nos da componentes de una ecuacién en los términos de (2.17). Por

lo tanto, una de las dos definiciones 2.5 y 2.6, nos permite ser la solucién de
la ecuacién diferencial parcial (2.21) y escrita la vemos de esta forma

At
Atr = o = o]+ v (0 — 20f + )]

" " At?
= vy + (ve) At + vy (kAz, tl)T

Az Az
—[vg +r[vg + (ve)p Az + (vm)zT + (”x:mf)ZT
Azt

+U:ca:x:c(m1’nAt)ﬂ - 2“2 + Ug - (Um)gAx
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, Ax? o Ax? Azt
+(v$$)k T - ('szm)k T + Vgxxa ((L‘g, nAt) ﬂ]]
At?

= (v)) P At — 1AL (V3) T + vig (kA tl)T

Azt Azt
—TUpgra (21, NAL) - TUgpzar (T2, NAL) -1 (2.24)
At?
= (vf — YUz ) AL + vy (EAz, tl)T
A2 Azt
—VUspaz (21, nAt)Q—ZAt — VUggar (T2, nAt)%At (2.25)

donde t1, x1 y x2 son los puntos apropiados que nos da los términos residuales
en la serie de Taylor y la ecuacién (2.25) resulta de la ecuacién (2.24) por

que r se tomo como r = u%. Entonces como v; — vv,,; = 0, vemos que

At 22 Azt
T = vy (kAx, tl)? — VUrpa (21, NAL) —— + VUgppa (22, nAt)ﬂ

o0 (2.26)

Para aplicar este resultado, debemos decidir con la norma que hemos estado
utilizando. Si asumimos que vy V Uzzer SON acotadas uniformemente sobre
R x [0, 0], (para algun ty > t). Entonces, podemos usar estas cotas junto
con la norma del supremo para conseguir que el esquema sea exactamente
de orden(2,1) con respecto a la norma del supremo. Si asumimos que vy y

Vppwe Satisfacen
o0

Z [(vee) 7] Az < A < o0

k=—c0

o

Z [(Ux:m:z)Z]QAl“ <B<x

k=—o00

para cualquier At y Az, entonces vemos que el esquema en diferencias es
exactamente de orden (2,1) con respecto a la norma ¢5 o, (ver apéndice para
la definicién).
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Problemas con valores iniciales y de frontera

La consistencia puntual serd la misma que se dio en la definicién (2.4) excep-
to que ahora debemos de analizar las condiciones de frontera que contienen
una aproximacion.

Para este tipo de problemas, como ya se comentd en la seccién anterior,
consideraremos una sucesién de particiones en el intervalo [0, 1] definido por
una sucesién de incrementos Az; y una sucesion de los espacios aproximados
X, con normas ||.|[;. Entonces las definiciones 2.5 y 2.6 se convierten en un
problema con valor inicial y de frontera remplazando la norma en la ecuacién
(2.18) y (2.19) por la sucesion de norma |.||;. Es fécil ver, si consideramos
el esquema explicito (ecuacién (2.2)) un problema con valores iniciales y de
frontera con condiciones de frontera Dirichlet, el esquema es puntualmente
consistente y es de orden (2,1) con respecto a cualquier norma del supremo
o la norma ¢5 A, (claro que estamos hablando de las normas de supremos
dimensionales finitas o la f3 Ay).

Veremos mas adelante que cuando aplicamos la consistencia para obtener
convergencia, serd importante que las condiciones de frontera sean aproxi-
madas como una parte integra de nuestras ecuaciones en diferencias. Por
supuesto que tenemos que hacer incapié, en que puede ser muy importante
en la manera que tratemos nuestras condiciones de frontera.

Consideremos el siguiente ejemplo donde se considera un esquema, explicito
(ecuacién (2.2)), pero ahora se hace para un problema con condiciones de
frontera de Dirichlet con cero en = 1 y con condiciones de frontera de
Neumann con cero en z = 0.

Discutiremos la consistencia de un esquema en diferencias

wptt = (L= 2r)uf +r(ufpy +up_g) k=1, M —1 (2.27)
=0 (2.28)
uptt = (1 — 2r)uf + 2ru? (2:29)

para el problema con valores iniciales y de frontera
Vp = VUgg, xe(0,1),¢ >0 (2.30)

v(z,0) = f(z),ze(0,1) (2.31)
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v(1,t) =0,t>0 (2.32)
vz(0,8) =0,t >0 (2.33)
Podemos aproximar la condicién de frontera (2.33) por

uf —uy

=0. 2.34
2Ax 0 (2.34)

Hay que tener en mente que la ecuacién en diferencias (2.27) es una aproxi-
macién de O(At)+O(Ax?) para la ecuacién diferencial parcial. Por lo tanto,
la ecuacién (2.34) es una aproximacién de O(Az?) para la condicién de fron-
tera (2.33), vemos entonces que el esquema en diferencias discretizado(2.27)-
(2.29) es una aproximacién de O(At) 4+ O(Ax?) para el problema con condi-
ciones iniciales y de frontera (2.30)-(2.33).

Para demostrar la consistencia, escribiremos nuestro esquema en diferen-
cias como

u"t = Qu". (2.35)

Evaluando la ecuacién (2.35) con u = v ( donde v es la solucién del problema
con valores iniciales y de frontera) tenemos

vl = Qv 4 At (2.36)

Si ahora usamos nuestras ecuaciones (2.27)-(2.29), podemos escribir nuestro
esquema en diferencias como una ecuaciéon matricial de la forma

unJrl 1-—2r 2r u™
(o)
urlz—i-l r 1—2r roo... u%
= 0 r 1—-2r 1
1
Uyy_y 0 r 1—2r (G

(2.37)
Notemos especificamente que en la ecuacién (2.37), la condicién de frontera
de Neumann esta representado por la ecuacién (2.29) y no por la ecuacién
(2.34). Esto nos sera til para poder aplicar las definiciones de consistencia
2.5y 2.6.

Para este problema debemos considerar que el espacio donde los vectores
(u—1,....;up—1)7 es R™ con una norma adecuada. Ya sabemos que 7} es
O(At) + O(Ax?) para k = 1,..., M — 1. Para examinar la consistencia de la
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ecuacién (2.29), denotemos por v a la solucién para el problema con valores
iniciales y de frontera y notemos que

A7y = vpth — (1 = 2r)of — 2ro}

At?
= U(T)L —+ (’Ut)gAt + UttT =+ ...

2 Am3

Az
(1~ 200 + 2rlef + (AT + () o+ (el o + ]

At? D VALAZ
—+

= [(ve)o = v(vaa)g] At = 2rAz(ve)g + (V)5 —~ — (Veaa)o—3

Usando los factores que (vg)f = 0y (v¢ — vvgz)g = 0, vemos que

vAx

— (v )§ 5 + - (2.38)

% = (o) o
Para los puntos £k = 1, ..., M — 1 el esquema en diferencias es exactamente
de orden O(At) + O(Ax?). Pero, si tomamos k = 0 el esquema solo es ex-
acto para el orden O(At) + O(Ax), y por tanto el esquema en diferencias
(2.27)-(2.29) es exacto para el orden O(At) + O(Az). Debido a la forma en
que la aproximacion para la ecuacién diferencial parcial y las condiciones de

frontera encajan, un orden de precisiéon con respecto a Az se perdio.

Por lo tanto, vemos que con una apropiada suposicién en ciertas derivadas
de v, el esquema en diferencias (2.27)-(2.29) es consistente con respecto a
cualquier norma o la norma ¢; o, y de un orden de precisiéon de O(At) +

O(Az).

2.1.3. Estabilidad

Ya hemos discutido tanto la consistencia y la convergencia ahora discutire-
mos la estabilidad para poder mencionar un teérema que involucra a los
tres. Como se comento en la seccién anterior, la mayoria de los esquemas
que hemos usado son consistentes. Los pricipales problemas para demostrar
la convergencia es obtener la estabilidad. Aunque la estabilidad es mucho
mas facil de establecer que la convergencia, sigue siendo a menudo dificil de
probar que un esquema dado sea estable.
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Problemas con valores iniciales

Una interpretacion de estabilidad de un esquema en diferencias es que un
esquema en diferencias estable de pequenos errores en las condiciones ini-
ciales a su vez cause pequenos errores en la solucién. Como hemos visto,
las definiciones permiten que los errores puedan crecer, pero su crecimiento
es menos que la de una exponencial. Ademads, la definiciéon de estabilidad
o de un esquema en diferencias es similar a la definiciéon de una ecuacién
diferencial parcial.

Definimos a la estabilidad para dos niveles de esquemas en funcién de la
expresion
u"t = Qu", n >0, (2.39)

que representa un esquema en diferencias para resolver un problema con
valores iniciales dado sobre R que incluye una homogenuidad lineal para la
ecuacion diferencial parcial.

Definicion 2.7 El esquema en diferencias (2.39) se dice que es estable con
respecto a la norma ||.|| si existen constantes positivas Axg y Aty, y cons-
tantes no negativas K y 3 tal que

[+ < KeP |, (2.40)
para 0 <t = (n+1)At, 0 < Az < Azg y 0 < At < Atyp.

A fin de probar la estabilidad, el lema siguiente es de gran utilidad.

Proposicion 2.1 El esquema en diferencias (2.39) se dice que es estable con
respecto a la norma ||.|| si y solo si existen constantes positivas Axg y Ato,
y constantes positivas K y 8 tal que

1) < Kets, (2.41)
para 0 <t = (n+1)At, 0 < Az < Azg y 0 < At < Aty.
Demostracién Como
un+1 — Qun _ Q(Qunil) — Q2u"71 I — QnJrluO
la ecuacién (2.40) se puede escribir

™| = (1Q™ | < Ke|ju’],
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de donde Lo
Q" u’|

[[u®]]
(=) Tomando el supremo de ambos lados sobre todo los vectores distintos
de cero ug, tenemos

< KePt

Q™| < Ke™, (2.42)
(<=)EI hecho de que [|Q""1u®|| < |Q™F||[[u’], y la desigualdad (2.41) im-
plican la desigualdad (2.40). Por lo tanto el esquema (2.41)es estable H.

Como con la convergencia, para la estabilidad es dificil de probarla directa-
mente. Por supuesto que es de esperarse que existen mejores métodos para
probar la estabilidad que para la convergencia (de otro modo, si no tuvie-
ramos estos métodos serfa imitil la demostracién). Ahora probamos que el
esquema en diferencias (2.2) es estable.

Mostremos que el esquema en diferencias
upth = (1= 2r)up + r(ufty g +upy) (2.43)
es estable con respecto a la norma del supremo.

Los calculos que realizaremos son similares a los que se hicieron anterior-
mente. Notemos que si r < 1/2,

ug ™ = (1= 2r) ] + g |+ rlug_ |

< Ju"leo-

Si ahora tomamos el supremo en ambos lados (con respecto a k), tenemos
que
[0 oo < Ul co-

Aplicando esta desigualdad repetidas ocaciones llegamos a
[0 oo < [[u’]]oc-

Por lo tanto la desigualdad (2.40) es satisfecha con k =1y 8= 0.

Notemos que para la estabilidad del esquema (2.43) requiere que r < 1/2.
Para este caso decimos que el esquema es condicionalmente estable.
En el caso donde no hay restricciones sobre la relacion entre At y Az
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son necesarios para la estabilidad, decimos que el esquema es estable o
incondicionalmente estable.
Bien, a continuacion discutiremos también la estabilidad de el siguiente es-
quema en diferencia (FTCS) por sus siglas en ingles. (FTCS forward time
center space) es un stencil de tres puntos y es paso adelante en el tiempo y
centrado en el espacio.

W = uf — a Ry + ) (2.44)

x

Veremos que el esquema en diferencias (2.44) es consistente con la ecuacién
diferencial parcial hiperbdlica

vt + avy = 0. (2.45)

Como es el caso para mayoria de los argumentos de la consistencia, depen-
diendo de la hipotesis que tomemos en las derivadas correspondientes, el
esquema es consistente con respecto a cualquier norma del supremo o la
norma fo A,. Ademads, ahora requerimos que a < 0.

Reescribiendo el esquema en diferencias (2.44) (teniendo a R = aAt/Ax)
como

upt™ = (14 R)u} — Ruj4. (2.46)
Entonces, hay que tener en cuenta que

Bl = SR I(1+ R)uf — Ruj,

k=—00

<SR ol B)Plu? + 21+ R)||RI[ugllu | + | RI*|uf )

<SR A+ R)Plug? + 21+ R)R|(lug] + ugy ) + R [ug g )

=N o l[1+ R + 21+ RI|R| + |RP]Jug?

k=—oc0

= (L + R| + |[R)* S22 _olup”.

Notemos que hemos usado el hecho de que la media geométrica es menor o
igual que la media aritmética. La expresion anterior escrita en términos de
la norma de ¢ es

[ < Kyf[u”s, (2.47)
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donde Ky = |14 R|+|R|. Podemos aplicar esta desigualdad n veces y obtener
a2 < K72 (2.48)

Para probar la estabilidad hay que comparar esta desigualdad con la de-
sigualdad (2.40) cuando 8 = 0. Comparando, vemos que para la estabilidad,
tenemos que encontrar una constante k tal que

(1 +R|+ |R)" < K. (2.49)

Para lograr esto, es suficiente elegir R para que |1+ R|+ |R| < 1y entonces
elegir k = 1. Entonces R = aAt/Az < 0, no es dificil ver que |1+ R|—R <1
implica que |1 + R| <1+ R.

Notemos que el analisis anterior se hizo con respecto a la norma ¢5. Sin em-
bargo, como hemos declarado anteriormente, no tiene sentido aplicar estas
definiciones con respecto a la norma f. Esto se debe a que hemos esta-
do usando consistencia, estabilidad y convergencia para sucesiones que son
discretizaciones de funciones que son soluciones para la ecuaciones difer-
enciales parciales y funciones discretas que aproximan estas soluciones. En
estos casos, cuando Ax se aproxima a cero, la norma f5 de estas funciones
va al infinito. Es mds conveniente trabajar con la norma ¢ A;. Todo el argu-
mento anterior puede ser facilmente modificada al aplicar la estabilidad con
respecto a la norma ¢5 A, multiplicando ambos lados de la desigualdad (2.47)
o (2.48) por v/Az. Hemos entonces probado que el esquema en diferencias
(2.44) es condicionalmente estable con respecto a la norma £z A,. Notemos
especificamente que la condicién de estabilidad esta dado por —1 < R <0
o —1<aAt/Az <0.

Problemas con valores iniciales y de frontera

Asumimos que tenemos una sucesion de particiones sobre nuestro intervalo
descrito por la secuencia de incrementos Az; y una sucesiéon de puntos X
con normas ||.|[;. Decimos que el esquema en diferencias para un problema
con valores iniciales y de frontera es estable si facilmente satisface la de-
sigualdad (2.40) con las normas sustituidas por ||.|;.

Consideremos el problema con valores iniciales y de frontera
UV = VUgg, x€(0,1),¢ >0 (2.50)

v(z,0) = f(z), zel0, 1] (2.51)
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v(0,t) =v(1,t) = 0,¢t > 0. (2.52)

Dado el siguiente esquema en diferencias con (Ax = 1/M)

ut = st k=1, M — 1 (2.53)
ungl _ uﬁjl =0 (2.54)

podemos mostrar que si 7 < 1/2 el esquema en diferencias (2.50)-(2.52) es
estable.

Los calculos son parecidos a los anteriores . Consideraremos una sucesién de
particiones en el intervalo [0,1] definido por la sucesién de incrementos Az; y
puntos asociados X; con normas ||.| ;. Especificamente, mostraremos que los
puntos X; puede ser el espacio de (X;—1) vectores, donde M;Az; =1y |.|;
que denota la norma del supremo sobre X;. Como antes, si 7 < 1/2 tenemos,

™ = (1= 2r)uft + g + gy
<= 20)[Jug] + rlugyq | + rlug_|
< (1 =2r)[[0”[|; 4 7"l + r{lu™(;
= [lu"l;-
Tomando el maximo sobre k en ambos lados y obtenemos
a ;< fa"|l;- (2.56)
Aplicando la desigualdad anterior repetidas ocaciones, podemos ver que

™ < [u®;

Por lo que el esquema, en diferencias es estable usando K =1y g = 0.

2.1.4. El Teorema de Lax

Lo que acontinuacién se mencionard es un teorema que involucra a los tres
temas anteriores estabilidad, consistencia y convergencia.
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Teorema 2.1 Teorema de equivalencia de Lax Un esquema en difer-
encias de dos niveles para un problema con wvalores iniciales lineal, bien
planteado es convergente si y solo si es estable y consistente.

La demostracién de este teorema se puede consultar en Thomas(ver Thomas
[1]), pues a nosotros nos interesa el siguiente teorema que es una versién mas
fuerte.

Teorema 2.2 Teorema de Lax Si un esquema en diferencia de dos niveles

u"t = Qu" 4 AtG" (2.57)
es de orden (p,q) en la norma ||.| para un problema con valores iniciales
lineal bien planteado y es estable con respecto a la norma ||.||, entonces es
convergente con respecto a la norma ||.|| de orden (p,q).

Demostracién Tomemos a v = v(x,t) como la solucién exacta de los prob-
lemas con valores iniciales. Entonces como el esquema en diferencias es ex-
actamente de orden (p,q), tenemos

v = Qu 4 AtG™ + At (2.58)

y |7 = O(AxP) + O(At?). Definimos a w’/ como la diferencia v/ — u’.
Entonces w satisface

w" = Qu" + Atr" (2.59)

aplicando esta ecuacién repetidas veces obtenemos

W't = Qu™ + At
= Q(Qu" ' 4+ Atr" 1) + Atr"

= Q*w" !t + AtQT" ! + At (2.60)
n . .
= QWO+ ALY QI (2.61)
=0

Por lo tanto, como w’ = 0, tenemos que

w't = ALY QIr" . (2.62)
j=0
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El hecho de que el esquema en diferencias es estable implica que para
cualquier j,

Q7] < Ke'. (2.63)

Tomando la norma de ambos lados de la ecuacién (2.62) y usando la ecuacién
(2.63) tenemos

n
lw™ ] < ALY Q77|

J=0

n
< ALK PR |
7=0

n
< AtKeﬁ(n-H)At Z HTn—j ”
§=0

< (n+ 1D)AtKPTDA Co ) (O(AzP) + O(AL)), (2.64)

Donde C°(t) = supg<g<; C(s) donde C(s), s = (n — j)At, es la constante
involucrada en la expresién O grande para ||7"7||. Como en la definicién de
convergencia (definicién 2.2), t se elige como (n + 1)At — ¢ cuando At — 0
(v desde luego, cuando n — 00). Asi, cuando At¢, Az — 0, la ecuacién (2.64)
nos da

(n + 1) ALK ePFOACO (1) (O(AzP) + O(ALY) — tK P C*(£)0 = 0. (2.65)
Esto es equivalente a [[u"*! — v*+1|| — 0.

Como la convergencia es de orden (p, ¢), la ecuacién (2.64) puede escribirse
como

lw™ | < K (8)(AaP + At)

= O(AzP) + O(At?)A.

2.2. Ecuaciones parabdlicas

En esta seccion resolveremos numéricamente las ecuaciones parabdlicas en
esquemas en diferencias para dos y tres dimensiones, discutiremos la con-
vergencia, consistencia y estabilidad para cada caso.
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2.2.1. Ecuaciones parabdlicas en una dimensién

Aqui discutiremos el problema 1-1 considerando el problema del modelo
parabdlico.

Vp = Vgg, xe(0,1),t >0 (2.66)
v(z,0) = f(x), xe(0,1) (2.67)
v(0,t) = a(t), v(1,t) = b(t), t>0 (2.68)

donde f(0) = (0) y f(1) = (0).

Por supuesto, para este tipo de ecuaciones sabemos como obtener la solu-
cion analiticamente. Pero para efectos de esta tesis la resolveremos numéri-
camente. (Notemos que los valores numéricos para la solucién se produce
mas rapidamente por el método numérico que si resolvemos el problema
andliticamente). Nuestro método es reducir el problema anterior a un prob-
lema discreto que somos capaces de resolver. Empezaremos discretizando el
dominio espacial mediante la colocacion de una malla sobre el dominio. Por
conveniencia, usaremos una malla uniforme, con el espaciado de la malla
como Az = 1/M.

Si queremos referirnos a algun punto en la malla, tenemos que llamar los
puntos como xk, k = 0.---, M donde x, = kAx. Asi mismo, es similar cuan-
do se discretiza el dominio del tiempo los puntos son tg, k = 0.---,m donde
ti = kAt. Los resultados de la malla en el dominio de 1-1 puede entenderse
de una mejor manera en la figura (2.1).

El dominio 1-1 de nuestro problema serd aproximado por los puntos de
la malla como se muestra en la figura (2.1). Vamos a tratar de aproximar
nuestra solucién en los puntos de esta malla. Notacionalmente, definiremos
a uj para una funcién definida en los puntos (kAxz, nAt) o en los puntos de
la malla (n, k). La funcién u}} serd nuestra aproximacién para la solucién del
problema (2.66)-(2.68) en los puntos (kAz, nAt).

Por ahora tenemos una malla que aproxima nuestro dominio. El siguiente
paso es aproximar en problema (2.66)-(2.68) en esta malla. Lo que se hace
a continuacién es discretizar la funcién (2.66) y para esto sabemos que

v(z, t + At) — (z,1)

ve(z,t) = lim Az ,
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Figura 2.1: Malla sobre el dominio 1-1.

Ahora bien aplicando discretizacién
v(z,t) = v(kAz, nAt)

la ecuacién (2.66) queda de la siguiente manera para el lado izquierdo

n+1 n
Up — — Uy

ve(kAx,nAt) = AL

(2.69)

Ahora para determinar v,, consideramos la ecuacion (2.69) y lo aplicamos
para x entonces lo que tenemos es:

n n
Up 1y T Ugp_1/0

Uz (KAx, nAL) = AL (2.70)

y que UZH/Q Y u271/2 pueden ser aproximados por
(Wo)isre = =27 (2.71)

up —up_y
(Waio1/e = =Ry (2.72)
respectivamente. Entonces
upfy R up—up

Vpp = —BZ Az (2.73)

Az
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n n n
= 2up +up_y
T (AJI)Z

Ahora bien, dadas la expresiones en (2.69) y (2.74) podemos usar la aprox-
imacién de la ecuacién diferencial parcial (2.66) en los puntos (kAx,nAy)
por

(2.74)

UZH —up upy —2up g
=V (D)2 (2.75)
0
n+l _ . n At n —9 n n 2.76
Uy = U+ VA2 (U1 — 2uf + up_q) (2.76)

finalmente, vemos que las condiciones iniciales y de frontera para el problema
son razonablemente aproximadas por

u) = f(kAzx),  k=0,---,M (2.77)
uptt = a((n +1)At), n=20,---. (2.78)

y
ulitt =b((n+1)At), n=20,---. (2.79)

Nuestro enfoque sera el de obtener una aproximacion a la solucion del proble-
ma (2.66)-(2.68) resolviendo el problema discreto (2.76)-(2.79). Desde luego
que tenemos que elegir Az y At, que tienen que ver y mucho con la precisién
y comportamiento de la solucién. Ahora bien vemos que la ecuacion (2.77)
tenemos u) para = 0, ..., M; el cual puede ser usada en la ecuacién (2.76)
con n=0 para determinar u/,l€ para k = 0, ..., M —1; y finalmente, la ecuaciones
(2.78) y (2.79) pueden ser usadas para calcular u} y u}, respectivamente.
Estas ecuaciones (2.76), (2.78) y (2.79) son usadas para la informacién en
n = 0 que determinaran a u en el primer paso del tiempo. Ahora que ten-
emos uj, con k = 0, ..., M las ecuaciones (2.76), (2.78) y (2.79) pueden ser
usadas para deteminar u en n = 2. Y asi sucesivamente hacemos el proceso
para deteminar uy con x = 0,..., M en el n-esimo pasa de tiempo.
Debemos hacer hincapie en que no erd posible determinar u(l) y u]l\/[ usando
la ecuacién (2.76), ya que alguno de los subindices k+1 o k — 1 estaria fuera
de nuestro limite (menos de 0 o mayor que 1) para cualquiera de nuestros
calculos.

Ahora tenemos un esquema numérico que aproxima la solucién del problema
con valores iniciales y a la frontera (2.66)-(2.68). Este esquema podemos
llamarlo un Esquema explicito por que somos capaces de resolver para



44 Esquemas en diferencias

la variable (n+1)-iesimo en el tiempo a nivel explicitamente, uno se podria
preguntar si este es el inico esquema en diferencias finita para resolver el
problema (2.66)-(2.68), sin embargo, es de esperarse que la respuesta sea
negativa. Lo que deberiamos preguntarnos es que si es un buen esquema.
Finalmente, Deberiamos preguntarnos si la solucion es fisicamente 1til. Lo
que realmente importa es que si la aproximacién es suficientemente buena
para la solucién del problema (2.66)-(2.68), si es una buena solucién fisica.
Esto se responderd a medida que se avance en este material.

Consistencia

Lo que a continuacién se va hacer es ver si el esquema en diferencias (2.76)-
(2.79) es un buen esquema para aproximar la solucién del problema (2.66)-
(2.69). Algo de informacién con este fin es ver que también el esquema en
diferencias (2.76) se aproxima a la ecuacién diferencial parcial (2.66). Lo que
nos ayudard aver si en realidad esto sucede es la expansion en serie de Taylor.

Para llegar a la ecuacién en diferencias finita hemos usado la aproximacién
de la ecuacién diferencial parcial (2.66), dado por

kAx,nAt) ~ . 2.80
Ut( xr,n ) At ( )
Vemos que, usando la expansion en serie de Taylor tenemos
At
uZ'H = u(kAzx, (n + 1)At) = u(kAx, nAt) + g—?(k’A:v, nAt)?
0%u At?
De esta manera
n+1 n 2 92
uy " —up Ou At* 0w,
£ = —(kAz,nAt) + —(— 2.82
Generalmente escribimos estos términos con la notacion O grande como
n+1 n
up —upy  Ou
s % = kAz, nAt At). 2.
o = S (kA ) + O(AY) (2:83)

donde la expresion anterior asume que las derivadas de orden superior de
v en (kAz,nAt) son acotadas. La expansién en serie de Taylor anterior

de v(kAx,nAt) muestra que estamos reemplazando al sustituir v; en la
. . . . ul T —yn
A k k

ecuacion diferencial parcial por N
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Cabe senalar que la constante asociada la notaciéon de O grande puede ser
muy grande. En efecto cuando resolvemos problemas donde la solucién tiene
cambios ttiles con respecto al tiempo, esta constante puede ser muy grande.

Pero generalmente, si At es suficientemente pequeno, estamos sacando cosas
uttlyn . ..
del orden de At, por lo que ~t—+;—* es una buena aproximacién de v;.

El mismo enfoque puede utilizarse para mostrar que

n n
Upyq — U Ou

Ao = oo (kAz,nAl) + O(Az), (2.84)
up —up_;  Ou
S = g (kAz,nA) + O(A), (2.85)
N n n 9
UHIQT;H - a—z(k,‘Ax,nAt) +O(A?). (2.86)

De esta manera notamos que el esquema en diferencias centrado aproxima
la primera derivada con respecto a x con mas precisiéon que cualquiera de
los esquemas de un lado, de O(Az?) en vez de O(Ax). De nuevo usando la
expansién en serie de Taylor podemos mostrar que

n n n 2

U —2ut +ul 0*u

L k- kLo 2 (kAz,nAt) + O(Az?). (2.87)
Az ox
El orden de aproximacién encontrado en la ecuacién (2.87) es légico puesto
., wlt L —=2ul4ult . ., 2
que en la obtencién de —+—h—*=L es una aproximacion para ng, en to-
dos los c¢’alculos para esta expresion se utilizaron las diferencias centradas.

Si ahora regresamos a la ecuacion diferencial parcial (2.66), vemos que

Ut(]{}AI,nAt) - va:r(kAwa TLAt) = W

—ﬁ(ugﬂ —2u} +uf ) + O(AL) + O(Az?). (2.88)
De esta manera vemos que el esquema en diferencias (2.75) aproxima la
ecuacién diferencial parcial (2.66) para el primer orden en At y de segundo
orden en Az. Otra manera de ver la ecuacién (2.88) es que si v = v(x,t) es
una solucién de la ecuacién diferencial parcial ( tal que el lado izquierdo de
la ecuacién (2.88) es cero ), entonces v satisface la ecuacién en diferencias
para el primer orden en At y el segundo orden en Az.
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De cualquier manera, vemos que la ecuacién (2.88) muestra la forma en
que la ecuacion en diferencias aproxima la ecuacion diferencial parcial. Pero
esto no nos dice que también la solucién de la ecuacion en diferencias a-
proxima a la solucién de la ecuacion diferencial parcial. Esto es un tema
muy importante que sentendré que investigar. Ahora bién, es facil mostrar
que si usamos a % como nuestra aproximacién de vy, obtenemos la
ecuacién en diferencias

2UAL
Ax?
el cual es de segundo orden para ambos casos en el espacio y el tiempo.
El esquema en diferencias (2.89) es llamado el esquema salto de rana
(Leapfrog scheme) y es mencionado por ser un esquema de tres niveles.
Cabe senalar que se debe dar una consideracion especial al esquema de salto
de rana, y los esquemas de multiniveles en general.

n+1l __ unfl +

U = Uy (Uyq — 2up + up_q) (2.89)

Condiciones de frontera de Neumann

Lo que se ha resuelto hasta el momento son problemas que tienen condi-
ciones de frontera de Dirichlet. Lo se se hara acontinuacion es trabajar con
las condiciones de frontera de Neumann. Introduciremos una condicién de
frontera considerando el problema siguiente:

Vp = Vsg, ze(0,1),¢ >0 (2.90)
v(x,0) = cos %, xe(0,1) (2.91)
v(1,t)=0, >0 (2.92)
v(0,8) =0, >0 (2.93)

Aproximamos la ecuacién diferencial parcial, con condiciones iniciales y
condiciones de frontera Dirichlet por

2UAL

uz+1 _ UZ + e 52u}€17 k=1,---,M—1, (2.94)
kA
ugzcos7r * k=1,---,M, (2.95)

2 )
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uitt = 0. (2.96)

Trataremos las condiciones de frontera de Neumann de dos formas diferentes.
El primero es usando una aproximacién en diferencias unilateral de v, (0, t) =
0 para obtener

n+1 n+1
Uy Uy

uptt =t (2.97)

Notemos que en el nuevo paso de tiempo, podemos usar el esquema en difer-
encias (2.94) para determinar uZH, k=1,---,M — 1, y entonces usar la
ecuacién (2.97) para determinar ug“. Esta forma de tratar las fronteras
es comun y frecuentemente suficientes. La inconsistencia usando la aprox-
imacién (2.97) junto con el resto de nuestras formulaciones es que hemos
usado el esquema (2.94) para aproximar nuestra ecuacién diferencial par-
cial. La aproximacion es de segundo orden en el espacio . La ecuacién (2.97)
es una aproximacién de nuestra condicion de frontera de Neumann que es
de primer orden en el espacio. Es posible que nuestro resultado final solo sea
de primer orden en el espacio, lo cual no es muy bueno. En general, nuestro
orden de aproximacion es el orden mas bajo usado en cualquier parte de el
problema.

Para aproximar las condiciones de frontera de Neumann en una manera
consistente con nuestro esquema en diferencias,lo que se hace es derivar un
segundo orden de aproximacion. Si aplicamos un esquema en diferencias
centrado en la frontera, la diferencia alcanza el operador de la region. Es
por esta razon, reemplazamos un punto fantasma x_; = —Aux, fuera de la
region, y aproximamos la condiciéon de frontera por

n+1 n+1
Uy —uU_4

2Ax
por ahora tenemos que introducir otro punto en nuestro dominio, el pun-
to fantasma realmente no resuelve nuestro problema. Aunque el sistema
de ecuaciones es trivial para resolver, siempre resolveremos un sistema de
ecuaciones. Por ejemplo, cuando usemos una aproximaciéon de primer orden
para la condicién de frontera de Neumann, la ecuacién (2.97) es la ecuacién
asociada con el punto xg. Si hacemos un recuento, nos damos cuenta que la
ecuacion en diferencias (2.94) nos proporciona M —1 ecuaciones, la condicién

=0, (2.98)
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de frontera Dirichlet nos proporciona una ecuacién y la ecuacién (2.97) eleva
el nimero total de ecuaciones hasta M + 1 ecuaciones. Como necesitamos
una solucion de k = 1,---, M, tenemos el nimero correcto de ecuaciones.

Si ahora usamos la aproximacion de segundo orden para la condicién de
frontera de Neumann (2.98) con el punto fantasma, todavia tenemos M + 1
ecuaciones, pero ahora tenemos M + 2 incognitas. El enfoque que usare-
mos puede ser considerado como la suma de otra ecuacién o eliminando una
de las incognitas. Apliquemos el esquema en diferencias (2.94) en el punto
(0,n + 1) para obtener

At
u =l + b(u’f —2ul + ")), (2.99)

Entonces usamos la aproximacién de segundo orden (2.98), en la forma

uy =ul, (2.100)
para eliminar el término u”; de la ecuacién (2.99). Nos quedamos con

At
ultt =l 4 2@(@ — 2uM). (2.101)
Ahora ya podemos usar el esquema en diferencias (2.94), la condicién inicial
(2.95), y las condiciones de frontera (2.96) y (2.101) para resolver nuestro
problema. Una vez més tenemos M+1 ecuaciones y M+1 incognitas. En esta

ocasién, todas las ecuaciones son de segundo orden en el espacio.

2.2.2. Esquema Implicito

Hasta este momento, solo hemos calculado con esquemas explicitos. La razon
para esto es que los esquemas explicitos son mas faciles de usar por lo que no
hemos dedicado mucho tiempo a los esquemas implicitos. Vamos a explicar
lo que uno tiene que hacer para calcular con estos esquemas implicitos,
trabajando con el esquema de Crank-Nicolson. Una vez mas consideraremos
el problema que hemos usado para el esquema explicito

Vp = Vg, x€(0,1), >0 (2.102)
v(z,0) = f(z),ze(0,1) (2.103)
v(0,t) = a(t),v(1,t) = B(t),t >0 (2.104)

donde f(0) = «(0) y f(1) = B(0). Si aplicamos el esquema de Crank-
Nicolson para este problema, nos queda el siguientes esquema en diferencias
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finitas
Wt st L s k=1 M —1 2.105
% 5 02Uy, —uk+22uk, =1,.., (2.105)
ug™ ="t = gt n >0 (2.106)
up = f(kAz),k=0,..,.M (2.107)

donde r = vAt/Axy. La diferencia entre las ecuaciones que (2.106)-(2.107)
que provienen de una aproximacién para el problema (2.102)-(2.104) y los
otros métodos que hemos implementado es que en este caso no somos ca-
paces de resolverla para uZH explicitamente. En este caso el lado izquierdo
de la ecuacién (2.105) se resuelve con un sistema tridiagonal de ecuaciones
de la forma Az = b donde z es la solucién para el (n+1)st nivel de tiempo
y b depende de u para el nth nivel de tiempo. Esto no justifica que A fuese
cualquier matriz, la matriz que debemos tener tiene una estructura muy es-
pecial.

Si primero consideramos que la ecuacién (2.105), con k = 1, vemos que nos
da

(1+r)ultt — gug“ = (1—rul+ % gug + ga”“ (2.108)

Notese que el ultimo término sobre el lado derecho no se encuentra en el lado
izquierdo de la ecuacién en diferencias(2.108). Pues tiene que ser transferido
a lado derecho puesto que es una condicion de frontera y es conocida. Del
mismo modo, si consideramos a k = M — 1, nos da

uy +

r
2
para todos los puntos de la malla tenemos que

r

r r
(L +r)uy ) — §UnM+_12 = (L=r)uly 1+ Suly o+ 2“?/1 + 5571“, (2.109)

r

2

r

(L4r)upt!t — Turtl _Tyndl (I—r)up+ 5

2 k71_§ k+1 uz’il_" UZ+1,k:2,...7M_2.

(2.110)
Asf que para la solucién del esquema se usa la condicién inical
ul) = f(kAz), k=0,...,.M

para empezar y entonces resolver las ecuaciones (2.108)-(2.110) en cada niv-
el de tiempo. Cuando estamos en las ecuaciones (2.108)-(2.110) nos damos
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cuenta que es justamente un sistema de ecuaciones lineales de la forma

Qu"tl =r (2.111)

donde el coeficiente de la matriz es la matriz tri-diagonal

1+r —r/2 0 0
—r/2 14+r —r/2 0

Q1 = 0 —r/2 14+r —r/2 0

0 —r/2 1+7r —r/2
0 —r/2 1+7r
(2.112)
El vector desconocido se compone de nuestra solucién en los M-1 puntos
interiores de la malla en el (n+1)st nivel de tiempo,
Foun 14
ug+1
ug‘“

-
Il

(2.113)

n+1
U’ZVEF—12
n
L Upr—q

y en el lado derecho el vector r esta dado por

T = gu’gf%+(lfr)uz+%uz+1,k:2,...,M—2 (2.114)

r

Su3 + Lt (2.115)

r = untl + (1 —r)uf + 5

= SUo

r r
M1 = 5’“?}—12 + (1 —r)uy_+ 3

El lado derecho de nuestro sistema de ecuaciones puede ser reescrito como
una matriz aplicando el vector de soliciones en cada n-enesimo nivel de tiem-
po (ademads de las dos condiciones de frontera), pero para fines de solucién
no hay ninguna razén para hacer esto.

uly + 25”“. (2.116)

A fin de probar la estabilidad del esquema de Crank Nicolson (2.105), uti-
lizaremos el Teorema de Gerschgorin (ver Thomas [1]).
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Escribimos el esquema como
Qu"t = Qu" (2.117)
donde
1+r —r/2 0
-r/2 14r —r/2 0
Q1= —r/2
0 —r/2 1+r —r/2
0 —r/2 1+r
y
1—r r/2 0
r/2 1—r r/2 0
Q- r/2
0 r/2 1—r 1r/2
0 r/2 1-r
Notemos que si denotamos a
1+r —r/2 0
—r/2 14+r —r/2 0
B= s =12
0 —r/2 1+r —r/2
0 —-r/2 1+
el esquema (2.117) puede escribirse como
Bu"*! = (2I — B)u". (2.118)
que, multiplicado por B~! tenemos
u"tt = Qu" = (2B~ — Nu". (2.119)

Si A es un eigenvalor de B, entonces p = % — 1 es un eigenvalor de Q y es

tal que
|g 11<1
h <

Si A es negativa, esto es imposible.

Si A es positivo, por el Teorema de Gerschgorin tenemos

A= (147 <r/2

(2.120)
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A—(1+r)<r (2.121)
la desigualdad (2.121) es equivalente a

1<A<1+2n (2.122)

Asi vemos que A es siempre mayor que o igual a 1. También, vemos que A
nunca podra ser negativa y que p es menor que o igual a 1 en magnitud.
También, notemos que B es simétrico y BB~! = I, entonces la simetria de
By el factor que Q = 2B~ — I implica que Q es simétrico. Esto implica
que tenemos condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad, por lo
tanto el esquema de Crank Nicolson es incondicionalmente estable.

El procedimiento para resolver la ecuacién (2.111) es escribir la matriz au-
mentada

[Q1]7]

y usar eliminacién gausiana. Si escribimos una matriz general tri-diagonal
en la forma Tla,b,c] con los términos ag, ..., apysobre la subdiagonal, los
términos by, ..., by, sobre la diagonal y los términos cy, ..., ¢;,—1 sobre la su-
perdiagonal, entonces el algoritmo de eliminacion Gausiana para resolver

Tla,b,c] =r

(en algun momento llamado como el algoritmo de Thomas) es como el sigu-
iente:

0/1 = Cl/bl
7’/1/ = Tl/bl

Forj=2,...,m
/ L . /
bj =b; a]/cj_1
_ L . 1!
Ty =Ty a]/rj—l

~oL N

¢; = ¢j/bj
1

vy =1i/bj
Nextj

/ /
bm - bm - am/cm—l
/ U
= T = QT
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no__ ..l /
7ﬁm - rm/bm

Forj=m-—-1,...,1
ne__ 0 "
i =T /T
Nezxtj

Ahora que conocemos la solucién de las matrices tri-diagonales, estamos
preparados para aproximar la solucién del problema (2.102)-(2.104) usando
el esquema de Crank-Nicolson. Si regresamos al seudo cédigo para resolver la
ecuacién diferencial parcial dependiente del tiempo dada la seccién (2.2.1),
vemos que la diferencia entre el c6digo necesario para resolver (2.102)-(2.104)
por el esquema de Crank-Nicolson y el usado para el esquema explicito
estd en la forma que uno llama a la solucién. La solucién del esquema que
tenemos ahora consiste en tres pasos:

Lo que se hace en primer lugar es mandar a llamar el lado derecho de nue-
stro sistema, luego es llamar al stencil que es la manera en como llenamos la
matriz tridiagonal que vamos a resolver y por tltimo llamamos al programa
que denominamos Trid que sirve para resolver la matriz tridiagonal.

Llamar a la subrutina para llenar el lado derecho
Llamar Stencil
Llamar el programa (Trid) que resuelve la matriz tridiagonal

La sobrutina para llenar el lado derecho obviamente usa las ecuaciones
(2.114)-(2.116) para contruir el lado derecho de las ecuaciones que vamos
a resolver. Es féacil ver que la subrutina del Stencil puede hacerse si deno-
tamos a aj = —r/2,j =2,---,;m, bj =1+7r, j=1,---,m, ¢; = —r/2,
j=1,---,m—1donde m = M — 1. El programa (Trid) entonces resuelve la
matriz tridiagonal. Debemos notar que realmente no necesitamos un arreglo
para este tipo de esquema. La solucion en el nuevo paso de tiempo sale del
Trid en r. La soluciéon puede ser de salida r y entonces ser igual a uold.

Ahora podemos hacer un coédigo para un esquema implicito. Notemos que
usando cualquiera de los otros esquemas implicitos (con o sin los términos
del orden inferior) no es mucha la diferencia usando el esquema de Crank-
Nicolson. Definiendo el lado derecho es mas fécil y definiendo el patron es
diferente. Pero, en general es el mismo cédigo.
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Implementacién

Lo que a continuacién se mencionara es como implementar los esquemas en
diferencias tanto explicitamente como implicitamente.

Bien para comenzar mencionaremos el codigo que se utilizé para resolver la
ecuacién diferencial parcial (2.4) explicitamente el cual consiste en la forma
siguiente:

function v=leapfrog(m,n,nu,T); le damos los parametros de entrada y salida
dx=1/m; hacemos la particién de la malla

dt=T/n;

c=nu*dt/dx/dx; y=dt:dt:T;

x=0:dx:1;

datos iniciales, aqui lo que se hace es llenar el primer nivel de tiempo.
v(1,:) = sin(2 % pi x x);

v(2:n+1,1) = sin(50 * y);

v(2:n+1,m+1) = sin(y). x exp(—y);

llenado, lo que hacemos aqui es llenar la segunda linea para poder utilizar
el salto

for i=2:2

for k=2:m

v(ii+1,k) =v(i, k) +cx (v(i,k—1) —2xv(i, k) +v(i, k+1));

end

llenado, aqui se hace el llenado una vez que se tiene el primero y segun-
do nivel de tiempo

for i=3:n

for k=2:m

v(ii+1,k)=v(i —1,k)+2*cx (v(i,k—1) — 2% v(i, k) +v(i,k +1));

end

end

end

Lo que se hizo en primera instancia es dar el tamano de la malla con los
parametros ( m y n), una vez hecho esto se hizo la particién de la malla,
luego dar los datos iniciales para hacer el llenado en el primer nivel de tiempo
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y con estos datos se hizo por aparte el llenado del segundo nivel de tiempo
para poder hacer el salto y finalmete se hizo el llenado de toda la malla.

Ahora el cédigo siguente es también para resolver la ecuacién diferencial
parcial (2.4) implicitamente, para ello utilizaremos el esquema de Crank-
Nicolson en el cual el parametro (theta=0.5), entonces tenemos que

function [v,c]=imp(m,n,nu,theta,T)
dx=1/m;

dt=T /n;

c=nu*dt/dx/dx;

y=dt:dt:T;

Datos iniciales
x=0:dx:1;
v(1,:)=sin(2*pi*x);
v(2:n+1,1)=sin(50*y);
v(2m+1,m+1)=sin(y);

Stencil
B=(14+2*c*theta)*ones(m-1,1);
A=(-c*theta)*ones(m-2,1);

Llenado

for i=1:n
r=c*(1-theta)*([v(i,1:m-1)]+[v(i,3:m+1)]")+...
(1-2*c*(1-theta))*[v(i,2:m)]’;
r(1)=r(1)+c*theta*v(i+1,1);
r(m-1)=r(m-1)+c*theta*v(i+1,m+1);

Ahora re resuelve el sistema tridiagonal
v(i+1,2:m)=tridi(A,B,Ar);
end

Bién lo que se hace aqui nuevamente es dar el tamano de la malla y la
particion de la misma, luego se hace el llenado para el primer nivel en el
tiempo, luego se llenan las matrices diagonales para utilizarlas en el pro-
grama (TRIDI) y finalmente se resuelve el sistema del lado derecho (RHS).
Cabe mencionar que el nuevo paso de tiempo sale del programa (TRIDI) en
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Ahora bién los cédigos mencionados anteriormente resuelven la ecuacién
diferencial parcial (2.4) pero nos damos cuenta que el sistema explicito mane-
ja un paramentro para la estabilidad que es que r < 1/2 y para cualquier
otro valor el sistema es inestable mientras que para el sistema implicito no
lo es, por lo que se entiende que es mucho mejor el segundo codigo.

2.2.3. Ecuaciones parabdlicas en dos dimensiones

Aqui discutiremos el problema multi-dimencional considerando el problema
del modelo parabdlico.

vy = V(Vzz + Vi), z€(0,1),t>0 (2.123)
v(z,y,t) = g(z,y,t), en  OR,t>0 (2.124)
v(z,y,0) = f(z,y) (z,y)€R (2.125)

Como en el caso del problema de una dimensién, nuestro enfoque ser el de
cubrir la regién R con una malla y la aproximacién de nuestro problema por
un problema que se define en la malla. Por su puesto la malla estard definida
en dos dimenciones, y también consideraremos una region no-rectangular R,
pues trabajando con esta malla puede ser dificil, y para este trabajo no las
consideraremos. Nos concentraremos en las soluciones de problemas rectan-
gulares, en el medio plano o en el plano completo.

Consideraremos R = [0,1] x X|[0,1]. Para cubrir [0,1] x X[0,1] con una
malla, tenemos que elegir a Az y a Ay (o una M, y M,). Al ir haciendo-
lo, obtenemos una malla de la forma como se muestra en la figura (2.2).
Denotemos la malla que esta cubierta por R por Gr (Gr = (jAz, kAy))
con j=0,..,M, y k=0,...,M,). También mencionaremos que por conve-
niencia (pues lo cumputacional y el andlisis son mas aceptables) tomaremos

Ax = Ay.

Si aproximamos nuestros problemas y nuestras soluciones en una malla co-
mo la que se muestra en la figura (2.2), debemos tener algunas notaciones
relativamente coherente que nos indican los puntos y las funciones definidas
en dichas mallas. Vamos a utilizar por convencién un par ordenado de pun-
tos (j,k) que denotan los puntos (jAz,kAy) en R, donde j = 0,.... M, y
k=0,...,M,. Una funcién V=V(z,y,t) aproximada en una malla de puntos
(j,k) en el n-esimo nivel de tiempo podra denotarse por e
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Ay

(0,0 AX 1

Figura 2.2: Malla de dos dimenciones en la regién [0,1] x [0, 1].

Si entonces consideramos los puntos (j, k)eG r mostrados en la figura (2.3),
vemos que podemos aproximar la ecuacién diferencial parcial (2.123) en un
enfoque completamente analogo al de una aproximacion dimensional.

Denotemos que

() j+1/2k — (ug) i—1/2,k
(UII)]k ~ 4 A.’B :

Ujpik—Ujk Uik —Uj—1k
Az Az

Ax

Q

_ Witk — 2ujp + uj_1p
(Az)?

Usando una aproximacién andloga para (uyy);r se obtiene

()1 ~ Ujp1k — 2Ujp + Uj_1k
yylj (Ax)2 ’

vemos que podemos aproximar la ecuacién diferencial parcial (2.123) por

n+1 n
Yk —%k Vv S2u o+
At (A2 R

v

(Ay)?

Soul, (2.126)
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1 1,1

(0,0) o I A 1

Figura 2.3: Stencil para aproximar v,;+v,, en una malla de dos dimenciones.

Donde 62 y 55 Denotan el segundo orden del operador diferencial con re-
specto a j y k, que se definen como

52uk = Up41 — 2up 4+ Up_q

Resolviendo para uj), en la ecuacion (2.126) redireccionamos el siguiente
esquema explicito (FTCS) por la aproximacion de la ecuacién diferencial
parcial (2.123)

u?lj_l = u?k + (7"966;% + Tyéi)u?k (2.127)

vAt
Az Y Ty

(
R =[0,1]x[0, 1] se manejan como en el caso de una dimensién. Establecemos

donde 7, = = ﬁ. Las condiciones de frontera (1.15) con

ug, = 9(0, KAy, nAt), k=0,..,My,n>0 (2.128)
ulyy = g(1, kAy,nAt), k=0,.,M;n>0 (2.129)
uly = g(jAz,0,nAt), k=0,.... My,n>0 (2.130)

U?My = g(jAz, 1,nAt), k=0,...,M;,n>0 (2.131)
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Condiciones de frontera de Neumann

Las condiciones de frontera de Neumann para problemas en dos dimensiones
también se manejan de la misma manera como los problemas de una dimen-
sién. Por ejemplo, si consideramos

v = vV, z€(0,1),t >0

= (Vg + Vi), (z,y) € (0,1)x(0,1),t >0 (2.132)
v(0,y,t) = v(z,0,t)

=uv(z,1,t) =0, z €[0,1],y € 0,1],t <0 (2.133)

v(1,y,t) = —me ¥ tgin2ry,  ye[0,1],t <0 (2.134)

v(z,y,0) = sin 7z sin 27y, (x,y) € [0, 1]x[0, 1], (2.135)

vemos que en x = 1, tenemos la condicién de frontera de Neumann es la
ecuacion (2.134).

Si usamos un esquema en diferencias de primer orden para aproximar la
derivada en la ecuacién (2.134), nos da

- 2
Mck Ms—lk X Mootk — e (DA Gin ok Ay, k=0,---, M,, (2.136)
x
)
urﬁ;i = u%z_lk—wAme%Wz("H)At sin 2k Ay, k=0,---,M, (2.137)

Podemos entonces usar el esquema en diferencias (2.127) con las condiciones
de fronteras (2.128)-(2.131) y (2.137) para resolver el problema con valores
iniciales y de frontera (2.132)-(2.135).

Si en lugar de usar la aproximacion de segundo orden de la condicién de
frontera de Neumann, usamos

uﬁ/[ﬁuk = Uy qp— 2r Age 7 A gin 2rkAy, k=0,---,M, (2.138)

como una aproximacién para la condicién de frontera de Neumann (2.134).
Como vimos en el caso de una dimension, también requerimos que la ecuacion
(2.127) se satisfaga en j = M,,

1

1
up =+ uAt(@dg + A—?J?ég)u’]}m, k=0,---, M, (2.139)



60 Esquemas en diferencias

Si entonces usamos la ecuacién (2.138) para eliminar el término uf, ;. de
la ecuacién (2.139), tenemos el lado izquierdo

. .n n n 2\, n
Wyy = Wyyp e+ 2ra(Why, gy — Wiy )+ ry0y)uly g

At
—2771/?6*5””2“ sin2rkAy,  k=0,---,M,—1, (2.140)
x
Entonces el esquema en diferencias (2.127) con condiciones de frontera (2.128)-
(2.131) y (2.140) nos dan una precisién de segundo orden para resolver el

problema con valores iniciales y de frontera (2.132)-(2.135).

Como se ha venido comentando discutiremos la estabilidad de el esquema
en diferencias implicito

ulitt = g0l — ool =l 4+ ALFTH (2.141)

con las condiciones de frontera (2.128)-(2.131).

Vemos que el esquema en diferencias (2.141) considerado como un esquema
con valores iniciales es incondicionalmente estable. Por lo tanto, es de espe-
rarse que también lo sea para este tipo de problema. Entonces por esta razon
vemos que ) = Ql_l claramente es simétrico (@)1 es simétrico y QlQl_l =1
implica que I = (Ql_l)TQip = (Ql_l)TQl. tal que Ql_l = (Ql_l)T) y tenemos
condiciones de frontera de Dirichlet, nos damos cuenta que este problema
puede ser resuelto series de Fuorier finitos tal que el andlisis de Von Neu-
mann nos dara las condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad.

si procedemos como en el caso explicito y tenemos mucho cuidado al mo-
mento de escribir este esquema como una ecuaciéon matricial, tenemos

Quut! =u" + AtG™T! (2.142)
donde " y u” se dan en el orden u” = [u71117 e 7“7\43”—11’ u?Z? T 7U7X4z—127 T 7“7;/1z—1]V[z—1}T7
B —ryl €) 0
—ryl B —ryl
@ = ...ry wto O (M, —1) x (M, —1) (2.143)

© —-rl B
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B es una matriz de(M, — 1) x (M, — 1)

1427, + 27y —Ty 0o ..
B —Ty 14+2ry +2ry —ry 0
0 —ry 1+42r,+2r,
(2.144)
y G", como en el caso del esquema explicito, contiene los términos no ho-
mogeneos y las condiciones de frontera.

Si comparamos este esquema con el procedimiento explicito, no es dificil
de ver que si sustituimos uf = £neliPTATHIkGTAY op g ecuacién (2.141) (ex-
cluyendo los términos no homogeneos) tenemos

1

= .2 prAx s 2 qrAy
1+ 4drg sin® =5 + 4ry sin® ===

§

Es facil ver que 0 < ¢ < 1. Asi como en el caso de una dimension, el esquema
implicito es incondicionalmente estable. Hacemos mencion de que aqui la
incondicionalmente estable es especificamente por condiciones de frontera
de Dirichlet. Es también el caso que el esquema es incondicionalmente es-
table para condiciones de frontera de Neumann de segundo orden. Para otra
condicién de frontera, el andlisis anterior solo muestra que no sabemos que
es inestable para cualquier valor de 7, y ry.

2.2.4. Esquemas implicitos de direccién alternativa

Ahora que sabemos que el esquema en diferencias (2.141) es incondicional-
mente estable, consideraremos ahora como podriamos resolver la ecuacion
matricial (2.142). Usar el esquema implicito anterior, nos implica resolver
una ecuacién matricial en bloques. Por lo general uno pensaria resolverla por
eliminacién gaussiana pero en esta ocasion no serd asi, ya que la eliminacién
gaussiana es demasiada amplia a utilizar para resolver las ecuaciones matri-
ciales asociadas con el esquema en diferencias en dos o mas dimenciones.

Otra forma es usar cualquiera de los esquemas iterativos para resolver la
ecuacién (2.142)(Gauss Seidel, Jacobi, SOR, multimallas, etc.). Resolver es-
quemas iterativos se puede y a veces se usan. Generalmente, resolverlos son
costosos al momento de resolver la ecuacién (2.142) en cada paso de tiempo
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(y més si son de tres dimenciones).

Una forma en como poder resolver una ecuacién como la ecuacién (2.142)
es usar un esquema implicito de direccién alternativa (ADI). Como vere-
mos, usando un esquema ADI puede ser interpretado como cualquier aprox-
imacién, ya sea para la solucién de la ecuacién (2.142) o como el uso de la
ecuacién (2.142) para que nos ayude a desarrollar un nuevo esquema. En
cualquier caso, el esquema ADI nos dard todas las ventajas de los esquemas
implicitos. De esta manera, los esquemas ADI nos proporcionan una clase
de eficiencia computacional, los esquemas implicitos para problemas de dos
o tres dimenciones. Introduciremos el tema general de esquemas ADI para
desarrollar varios de los esquemas méas comunes.

Esquema de Peaceman-Rachford
Problemas con valores iniciales

Eventualmente estamos interesados en la aproximacién de la solucién para
problemas con valores iniciales y de frontera (es decir, considerando la ecuacién
en diferencias (2.141) con condiciones de frontera (2.128)-(2.131)), comen-
zemos por considerar una aproximacion para problemas con valores iniciales
consistente en la versién homogénea de la ecuacién en diferencias (2.141)
con una condicion inicial. Queremos disenar un esquema que resuelva bien
o0 que resuelva aproximadamente la ecuacién (2.141)(con F=0) y ser com-
putacionalmente eficiente.

Una manera de tratar de hacer agradable la ecuacién en diferencias es eval-
uando una de las derivadas espacial implicitamente y la otra explicitamente.
Computacionalmente, este esquema seria muy bueno por que nos dejaria en
el lado izquierdo una matriz tridiagonal que resolverla es mucho mas sencil-
lo. Si por ejemplo, evaluamos la derivada con respecto a x implicitamente,
la derivada con respecto a y explicitamente y usamos un paso de tiempo
At/2, nos da el esquema

un+% u' 1
gk Yk Vo 9 ntl Voo,
Atz Ak T PR (2.145)

Reescribiendo el esquema en diferencias (2.145) como

r n+i r n
(1— 553)% 2= (14 Eyaj)ujk. (2.146)
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Si tomamos la transformada de Fourier discreta de la ecuacién (2.146), nos
da

(1 + 27, sin? g)&"*é = (1 — 2rysin® g)ﬁ” (2.147)
Podemos ver que el simbolo de el operador en diferencias es,
1—2r, sin?

p(&,m) = (2.148)

n
- TyT 2
1+ 2r,sin?§’
es menor que o igual a uno. Usando el hecho de que el valor minimo de p se
produce en (§,n) = (0, £7), vemos que el esquema (2.146) es incondicional-
mente estable con un limite de estabilidad de

ry < 1.

(Si hubieramos usado un paso de tiempo completo At, esta condicién seria
ry < 1/2.) A pesar de tener esta condicién de estabilidad, no podemos jus-
tificar el tener que resolver una matriz tridiagonal.

Examinando cuidadosamente p dada en la ecuacién (2.148), vemos que
si tomamos otro medio paso (ahora vemos por que se utilizo At/2 en la
ecuacién (2.145)) de la forma

1
n+z
n—l—l T

ik ik V. o ntj 2 1
4 At/2j = 5 500ty +E(Sy ult (2.149)

(en este momento es implicito en x e implicito en y) o

(1— 752) = (14 —52) 3 (2.150)
y tomando la transformada de Fourier discreta de la ecuacién (2.150), nos da

(1 + 27y sin? D)@+ = (1 — 27, sin? §)a" +3

=(1-2r sin® § 71 — 2y sin’
- X

u”. 2.151
2> 14 2r, sin? ( )

O (NS

De esta manera vemos que el simbolo de el esquema de dos pasos (2.146),(2.150)
es
(1 — 27, sin® )(1 — 2rysin® 1)

(1 + 27y sin? §)(1 + 2r, sin? ’27)

p(&m) =

(2.152)
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No es dificil ver que p satisface |p| < 1. Por lo tanto, el esquema en difer-
encias de dos pasos (2.146),(2.150), es llamado Esquema de Peaceman-
Rachford y es incondicionalmente estable.

Consistencia

Lo que vamos a realizar por el momento es considerar la consistencia de
los esquema (2.146),(2.150). Considerando el método que hemos estado im-
plementando, tenemos que imaginar si el esquema podria ser de (O(At) +
O(Ax?) + O(Ay?)) (que serfa un error).

Si multiplicamos en ambos lados de la ecuacién (2.146) por (14 ’462), obten-
emos

Ty T n+i T r n
(1+ 553)(1 - géﬁ)ujk 2=(1+ 553)(1 + Ey&j)ujk. (2.153)

Ya que el producto de dos operadores en el lado izquierdo conmutan, la
ecuacién (2.153) puede ser escrita como

Tz Tx n+3 Tx T n
(1-— ?65)(1 + ?6i)ujk 2=(1+ ?55)(1 - Eyag)ujk. (2.154)

sz N o n+3
La ecuacién (2.150) puede ser usada para eliminar el término u jk © Y nos

permite escribir el esquema de Peaceman-Rachford como

T r r n+3
5“” 5“”53)(1 + gag)ujk 2, (2.155)

Expandiendo los términos en la ecuacién (2.155) (teniendo cuidado en no

(14 262)(1 - %’5;)@;1 =(1+

multiplicar algunos operadores que podrian no multiplicarse), vemos que la
ecuacién (2.155) de el esquema de Peaceman-Rachford es equivalente a

ur,LJrl —u 52 62
jk gk _ vV +1 v Oy +1
A2 = S ) + § R )
VAL 82 6 )
- A;Q TZQ(U?’:_ — ulfy). (2.156)

Notece que (2.156) que de el esquema en diferencias de dos pasos (2.146),(2.150)
es muy parecido al esquema de Crank-Nicolson de dos dimenciones (excepto
por el dltimo término). Si expandimos el ultimo término en una expansién
en serie de Taylor, vemos que
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6:% 55 n+1 n aSu
Aoz g2k k) = AGar )

T+ O(AtAz?)

+O(AtAY?) + O(AL?). (2.157)

Por lo tanto, ya que el término expandido anterior es multiplicado por At en
la ecuacién (2.156), el esquema en diferencias de dos pasos (2.146),(2.150)
es (parecido a Crank-Nicolson) de segundo orden de precisiéon en At, Ax y
Ay. Desde luego, ya que tenemos un esquema consistente y estable, entonces
tenemos un esquema convergente.

Recordemos que estamos buscando un esquema incondicionalmente estable
y computacionalmente eficiente. Nosostros no hemos introducido el esque-
ma de Peaceman-Rachford si no se satisfacen estos criterios. Sin embargo,
veremos como el esquema de Peaceman-Rachford es computacionalmente
eficiente hasta en el apartado (2.2.4).

Podemos observar que una vez que hallamos escrito el esquema de Peaceman-
Rachford en la forma de (2.155), hay al menos otro modo evidente de dividir
esta ecuacién a fin de hacer los calculos eficientes (de acuerdo con las ecua-
ciones (2.146) y (2.150)). Si separamos la ecuacién (2.155) entonces tenemos

2N« Tz o Tz 9\ nt+i
(1= Z82)up = (1L 28201+ 282l (2.158)

T n *
(1— gag)uj,jl = ujy. (2.159)

el esquema es llamado como el esquema de D'Y akonov

Problemas con valores iniciales y de frontera

Como ya nos hemos dado cuenta es mas dificil de considerar problemas
con valores iniciales y de frontera que lo que son los problemas con valores
iniciales. Desde luego, los resultados de estabilidad de los problemas con
valores iniciales del apartado anterior proporcionan condiciones necesarias
para la estabilidad ( por lo tanto, para la convergencia) de el problema con
condiciones iniciales y de frontera de el esquema de Peaceman-Rachford.
También, como antes, si nuestra matriz es simétrica y podemos de alguna
forma encontrar los eigenvalores de la matriz, obtenemos condiciones nece-
sarias y suficientes para la estabilidad y convergencia. Empezamos con una
discusién de cémo aplicar condiciones de frontera para los esquemas ADI.
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Condiciones de frontera de Dirichlet

Una de las dificultades encontradas con la implementacion de esquemas tales
como (2.146), (2.150)) o (2.158) y (2.159)) son las condiciones de frontera.
Las dificultades no son necesariamente en las condiciones de frontera para

. .. . n+
u?k o} u;‘,j L pero si en las condiciones de frontera para las funciones Uy,

20

uk, .

ik
Por ejemplo, si aplicamos el esquema D'Y akonov (2.158)-(2.159), para un
problema con valores iniciales y de frontera (2.146)-(2.147) (en R = [0, 1] x
[0,1]) y usando las condiciones de frontera

ug, = 9(0, kAy, (n + 1)At)
un,k = 9(L kAy, (n+ 1)At)

uiy = g(jAz,0,(n + 1)At)
ujng, = 9(jAz, 1, (n+1)At)

Vemos que de la ecuacion (2.147) satisface

nel VAt 1 o . VAL

G Gk = Rt = g )i O] (2:160)
Por lo tanto, el esquema en diferencias (2.158) y (2.159) es de segundo orden
en el tiempo y el espacio, usando uj, = 9(0, kAy, (n + 1)At) serfa solo de
primer orden en el tiempo. Para mantener el esquema de segundo orden,
debemos usar la definicién de uj, dada por la ecuacién (2.159)) y en j = 0
usar la condicién de frontera

ujy, = (1 _1%55)“81:1 ) )
T n n T n
= _jyuolirl +(1+ Ty)“ozj - %“0;—1
= —39(0,(k+1)Ay, (n + 1)At) + (1 +1,)g(0, kAy, (n + 1)At)

—24(0, (k — 1)Ay, (n + 1)At)

Por su puesto, usaremos una condiciéon de frontera andloga en j = M,.
Para el caso de el esquema de Peaceman-Rachford, es 16gico usar

1
n+3

1
uy, * = g(0,kAy, (n+ i)At) (2.161)
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como la condicién de frontera en j = 0. Si anadimos el lado izquierdo de la
ecuacién (2.150) para el lado derecho de la ecuacién (2.146) y resolvemos

1
2

para u;L,:_ , obtenemos
Wt Tugyme L Tugey (2.162)
ik~ =5 2 Mtk T 2 vk '

Asi, vemos que si usamos el esquema de Peaceman-Rachford con condiciones

de frontera de Dirichlet, debemos utilizar la condicién de frontera siguiente
. 1 .

para el medio paso, u""2 en la ecuacién (2.146)

bl 1 1
gy = 5= %6§>g(0, Ay, (n+ 1AL + 5 (1+ %’55)9(0, kAy, nAt).
(2.163)
n+% ]. Ty 62 A A 1 Ty 62 A A
Uph = 5 (1= 50,)9(1 kAy, (n+ DAY + S (1+ —26,)g(1, kAy, nAt).
(2.164)

Notemos que cuando las condiciones de frontera son independientes del tiem-
po, las condiciones de frontera (2.163)-(2.164) se reduce

1

ugr 2 = g(0, kAy). (2.165)
1

wy, 2 = g(1,kAy). (2.166)

También, no es dificil de mostrar que las condiciones de frontera (2.161)
aproximan las condiciones de frontera (2.163) para orden At2. Por lo tanto,
usando las condiciones de frontera de la forma (2.161) en lugar de (2.163)-
(2.164) no inferior al orden del esquema en diferencias, es posible usar
cualquier condicién (2.161) o (2.163)-(2.164) como la condicién de frontera
de Dirichlet para el esquema de Peaceman-Rachford.

Condiciones de frontera de Neumann

Aplicar una aproximacién para una condicién de frontera de Neumann junto
con un esquema factorizado, para ello procederemos de manera similar como
la que se utilizé para condiciones de frontera Dirichlet. Si tenemos una condi-
cion de frontera de Neumann sobre una frontera donde necesitamos u;’,j L
procederemos como lo hemos hecho anteriormente. Considerar la ecuacién
diferencial parcial (2.123) en R = (0,1)z(0,1) junto con las condicones de

frontera de Dirichlet v(z,y,t) = g(z,y,t) para x =0,z =1y y =1y una
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condicion de frontera de Neumann

vy (2,0,t) = g™ (z,1) (2.167)

Si usamos la aproximacién de primer orden de la condicién de frontera de
Neumann (2.167), ?‘H = u%"l AygN (jAz, (n + 1)At) y la ecuacién en
diferencias (2.150) o (2.159) en k = 1 el esquema en diferencias puede ser
reescrito para no incluir el término u%“ L

Si usamos la aproximacién de segundo orden, aplicamos el esquema en difer-
encias (2.150) o (2.159) en la frontera, k = 0, y usamos la aproximacién de
segundo orden de la condicién de frontera (2.167) para eliminar el indice -1.

Por ejemplo, para el esquema de Peaceman-Rachford usamos

u"+11 = u"+1 2AygN (jAz, (n + 1)At)

(1_752) n+l _ (1+752) ”""2

para que nos de

r 1

u%"l—ry(ug‘fl —u%“) = (14+262) no 2 —VA—ygN(ij, (n+1)At). (2.168)
Entonces para cada j, resolvemos la ecuacién (2.168) junto con la ecuacién
(2.150) para k = 1,---, M, — 1 como parte de nuestra solucién (donde re-

solviendo la ecuacién (2.146) con condiciones de frontera de Dirichlet es la
otra parte de nuestra solucién), por lo que quedaria completa la solucién.
Si tenemos una condicién de frontera de Neumann en j =0 y/o j = M, y
no en cualquier k = 0 o k = M, que pueden intercambiar las ordenes de las
soluciones, resolver

T +1
(1— Eyag)ujk =(1+ —52)

(1 _ 752) n+l _ (1 + 7/'7462) 7l+2

y manejar este caso de alguna manera como el caso anterior.

Tenemos que ser mas cuidadosos cuando tengamos una condicién de fron-
tera de Neumann en una cantidad suficiente de la frontera que nos obligan
a tratar bién la ecuacién (2.146) o la ecuacién (2.158) con una condicién de
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frontera de Neumann. Suponemos, por ejemplo que tenemos una condicién
de frontera v,(0,y,t) = ¢™¥(y,t) y que debe aplicarse esta condicién como
una parte de la solucién de (2.158) de el esquema de D'Y akonov. Si esta-
mos bien con el uso de la aproximacién de primer orden de la condicion de
frontera, tenemos

uprt —ugtt = AzgV (kAy, (n+ 1) At). (2.169)

Si multiplicamos en la ecuacién (2.169) por (1 — %’5;), vemos que la condi-
cién de frontera (2.169) se transforma en una condicién de frontera para la
ecuaciéon u* de la forma

Wl — uly = Ax(l — %ya;)gN(kAy, (n+ 1)At). (2.170)

Uop = U1k — G :
Esta condicién de frontera puede ser usada solo como la aproximacién de
primer orden de ung' 1 que se ha usado anteriormente.
J

Si una aproximacién de segundo orden de la consicion de frontera de Neu-
mann se desea, el enfoque es el mismo. Otra vez consideramos la condicion
de frontera (2.167) en un problema que queremos resolver utilizando un es-

/ . . e
quema de D Yakonov. Aproximamos la condicién de frontera en el (n+1)st
paso de tiempo por

u T = ultt — 28xgN (kAy, (n + 1)At).

y multiplicamos por (1 — %55) para transformar en una condicién de fron-
tera para la ecuacién u* de la forma

u = ul — 202(1 — %53)9N(my, (n+ 1)At). (2.171)
= ujy — g;:(n—i—l).

Entonces, como suele ocurrir en la condiciones de frontera de Neumann de
segundo orden, aplicamos la ecuacién (2.158) en j = 0, usamos la condicién
de frontera transformada (2.171) para eliminar el subindice -1 y tenemos
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(L roJuly = rouiy = (14 502) (1 + 207 gy — g, .
Lo que hemos hecho, es descrito cémo cuidadosamente las condiciones de
frontera debe determinarse por las esquemas de Peaceman-Rachford, el es-
quema de D'Y akonov o algun otro esquema factorizado. Lo que realizaremos
en el siguiente apartado es discutir como estas condiciones de frontera son
implementados.

Implementaciéon

Ahora lo que se realizard es ver como implementaremos el esquema de
Peaceman-Rachford. Si procedemos como se menciono al inicio del esquema,
es facil ver que si consideramos las incognitas u;, se ordeno en la direccién
(j,k) (primero en j y luego en k), la ecuacién (2.146) junto con las condiciones
de frontera de Dirichlet puede ser facilmente resuelto por nuestra matriz
tridiagonal, (TRID). Recordemos que las matrices tridiagonales (con condi-
ciones de frontera de Dirichlet) seran de (M, —1)(My—1)z (M, —1)(M,—1).
Tenemos que tener presente que los “cerosespeciales” son necesarios en la
sup y super diagonales debido a las fronteras en .

Si entonces recordamos nuestra discusion anterior de la forma matricial de
la ecuacién (2.150), vemos que podemos escribir la matriz como

Qutt = Qu"tz, (2.172)
donde
1+r, 0 -2 0
Q= - 0 0 14r, 0 0 -2 0
0 =2 0 - 0 1+4n
(2.173)

Asf vemos claramente que la matriz Q,1 es tridiagonal.

Si recordenamos nuestras incognitas en el orden (k, j) (primero corremos en
k y luego en j), entonces la representacién de la matriz (2.150) junto con
la condiciones de frontera de Dirichlet vuelve hacer una matriz tridiagonal.
De esta manera vemos que entre la solucién de la ecuacién (2.146) y (2.150)
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(antes de volver a resolver la ecuacién (2.146) en el nuevo paso de tiempo),
una transposicion de los datos se produce.

Esta transposicion literalmente no se necesita hacer. Después de que la
ecuacién (2.146) se ha resuleto, el lado derecho de la ecuacién (2.150) (v
la matriz, si los coeficientes de la matriz dependen de j y de k) se construye
en el transposicién de orden. Entonces despues de que la ecuacién (2.150)
es resuelta, la salida puede ser colocado en un nuevo orden en (7, k).

La implementacién de los esquemas de Peaceman-Rachford es muy similar
a las demds implementaciones. Como en el caso visto en la seccién (2.2.2),
lo que principalmente consiste en llamar para nuestro cédigo una subrutina
de inicializacién (el cual por ahora es de dos dimenciones), un esquema de
solucién y un esquema de salida. Como en la seccién (2.2.2) la solucién del
esquema consiste de un calculo en el lado derecho, un célculo del Stencil y
llamar el Trid. Para estos problemas de dos dimenciones resolveremos dos
matrices tridiagonales, que generalmente tienen dos de cada uno de los men-
cionados en nuestro esquema de solucion. Por ejemplo, si consideramos el
esquema de Peaceman-Rachford donde no se preocupan por las condiciones
de frontera, la solucién del esquema puede verse como

Llamamos la subrutina para llenar el lado derecho de la ecuacién (2.146)
Llamamos el Stencil:(2.146)

Llamamos el programa (Trid) para resolver la matriz tridiagonal de la ecuacién
(2.146)

Llamamos la subrutina para llenar el lado derecho de la ecuacién (2.150)
Llamamos el Stencil:(2.150)

Llamamos el programa (Trid) para resolver la matriz tridiagonal de la ecuacién
(2.150)

donde la subroutina son las siguientes.

1. Subrutina Right Hand Side (RHS): (2.146) serfa aproximadamente co-
mo la siguiente.
kk =0
Parak=1,---,M, —1
Paraj=1,--- M, —1
kk =kk+1
RHS(kk) = (1 + %55)11% formula del lado derecho de la ecuacién
(2.146).
Siguiente j
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. El arreglo RHS se puede leer en una arreglo u”

Siguiente k

. Subrutina del Stencil:(2.146) llenaria la diagonal de nuestra matriz

diagonal con —r,/2 en las subdiagonales (junto con los ceros en los
M,th reglones, (2M, — 1)th renglones, etc.), 1 + r, en la diagonal
principal y —r, /2 en la super-diagonal (con los ceros en los (M, —1)th
reglones, (2M, — 1)th renglones, etc.).

. Trid resuelve la ecuacién (2.146) con la solucién, u”+%, dado en el

orden (j,k) in el arreglo RHS.

. subrutina Right Hand Side (RHS):(2.150) aproximadamente como la

siguiente

kk =0

bParaj=1,--- M, —1

Parak=1,---,M, -1

kk =kk+1 )

RHS(kk) = (1 + %5§)u7,j 2 formula del lado derecho de la ecuacién
(2.150).

Siguiente k

Siguiente j

. Subrutina de Stencil:(2.150) llena de nuevo las tres diagonales de la

matriz tridiagonal con —r, /2 (con los apropiados ceros),1 471, y —r,/2
(con los apropiados ceros).

. Trid resuelve la ecuacién (2.150) con la solucién, u"*1, dado en el

orden (j,k) en el arreglo RHS.

*1 como el siguiente

kk=0
Paraj=1,--- M, —1
Parak=1,---,M, —1
kk =kk+1

ulitt = RHS(kE)
Siguiente k

Siguiente j
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Y finalmente, si tenemos condiciones de frontera de Dirichlet no ceros, in-
cluimos los términos no homogeneos en los lugares correspondientes en el
arreglo RHS.

Un ultimo aspecto muy importante sobre la implementacién esté relaciona-
da con el método utilizado para hacer que nuestras matrices resultantes
sean matrices tridiagonal. En el seudocodigo anterior, resolvimos la ecua-
ciones (2.146) y (2.150) como dos grandes tridiagonales (M, — 1)(M, —
Dax(M, — 1)(M, — 1). La forma de la ecuacién (2.146) es tal que en el
lado derecho hay diferencia en la direccién y, la ecuaciéon matricial solo
implica resolver debido a la diferencia en la direccién x. Asi, la matriz
(My—1)(My—1)x(M;—1)(M,—1) de la ecuacién (2.146) puede ser descom-
puesta en M, — 1 ecuaciones matriciales de la forma de la ecuacién (2.146).

2.3. Ecuaciones Hiperbdlicas

Las ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas son usadas para modelar
un gran y muy importante coleccion de fenémenos. Estos incluyen flujos
aerodinamicos, flujos de fluidos y contaminantes en medios porosos, flujos
admosfericos, etc. La solucién de las ecuaciones hiperbdlicas tienden a ser
mas complejas e interesantes que las ecuaciones parabdlicas o elicticas por
lo que consideraremos sistemas lineales de ecuaciones hiperbdlicas.

FEn general, un sistema lineal con coeficientes constantes en una dimensién
de ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas definida en R pueden ser
escritas en la forma:

vy = Avy, reR, t > 0, (2.174)

donde v es el vector desconocido v = [vy,---,vk|T y A es una matriz di-
agonizable de K x K. Cuando asumimos que A es diagonizable, el sistema
(2.174) se dice que es fuertemente hiperbdlico. Nos referimos a esto como
hiperbdlico y tener en cuenta que A se diagonaliza cuando A es simétrico, (el
sistema(2.174) es simétrico hiperbdlico), si A tiene K eigenvalores distintos
(el sistema (2.174) es estrictamente hiperbélico) o si A tiene K eigenvectores
linealmente independientes. Cualquiera de estas hipdtesis serd suficientes
para los resultados que se obtengan.
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Para que la matriz A sea diagonalizable, debe de existir una matriz S (donde
S~! es la matriz de eigenvectores de A) que diagonaliza a A, es decir,
D = SAS~! donde D es una matriz diagonal que tiene los eigenvalores
de A, pj, j =1,---, K, sobre la diagonal. Entonces

Sv, = SAv,
= SAS~1Sv,
= DSv,, (2.175)

podemos definir V = Sv y reduce el sistema de ecuaciones (2.174) para el
desligado sistema de ecuaciones

V., =DV,

Vi, =uiVi,, j=1,-,K. (2.176)

Por lo tanto, para empezar analizar esquemas numeéricos que resuelven ecua-
ciones hiperbdlicas, usaremos una ecuacién modelo de la forma

v + av, = 0. (2.177)

La ecuacién diferencial parcial (2.177) se le conoce comunmente como la
ecuacién de onda. Los dominios que frecuentemente son usados para la
ecuacién diferencial parcial hiperbdlicas es en R, semi-infinitos ([0, 00)) o un
intervalo de frontera. Las condiciones de frontera asociadas con la ecuacion
(2.177) dependen del dominio y el signo de a.

2.3.1. Problemas con valores iniciales

Como en el caso parabdlico, tendremos nuestro estudio de métodos numeéri-
cos para resolver ecuaciones hiperbdlicas considerando problemas con val-
ores iniciales. Una de las ventajas de esta aproximacién es que podemos
ignorar todos los problemas asociados con las condiciones de frontera. con-
sideraremos la ecuacién (2.177) donde el dominio es la linea real entera, R
y

v(z,0) = f(x) (2.178)

es dado.

Es facil ver que la solucién con el problema de valor inicial esta dado por
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v(x,t) = f(x — at), xeR, ¢ > 0. (2.179)

De esta manera, no sélo conocemos la soluciéon para problema, sino que la
solucién es constante a lo largo de cualquier curva caracteristica, x — at =
constante. La familia de las caracteristicas se muestra en la figura (2.4)
determina completamente la solucién para el problema en que el valor de la
solucién en cada punto v(x,t) puede encontrarse a lo largo de la proyeccién
de una caracteristica, volver al eje t = 0. Podemos notar que la solucién es
similar para a < 0 excepto que la pendiente de las lineas es en otra direccion,
ver figura (2.7).

Figura 2.4: Curvas caracteristicas para a > 0.

Una de las mejores propiedades de la solucién de ecuaciones hiperbdlicas es
el de la propagacion de las ondas. Que en este caso puede ser visto facil-
mente de la solucién (2.179). Si la condicién inicial f tiene una cierta forma,
entonces la solucién para tiempos posteriores se ve de la misma forma como
la solucion original excepto por el hecho de que la forma de la onda se a
trasladado a la derecha (a la izquierda en el caso donde a < 0). La forma de
la onda se mueve hacia la derecha con una velocidad de a. Esta propagacién
de onda se muestra en la figura (2.5).

La propiedad descrita con anterioridad es una de las propiedades que hace
que las ecuaciones hiperbdlicas sean interesantes y dificil de resolver. Note-
mos que no hay disipacién en la solucién. La disipacién natural contenida en
las ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas ayudan hacer nuestro es-
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quema numérico estable. Uno de los problemas con el cual constantemente
podemos enfrentarnos serd la de resolver esquemas numéricos que no dane
nuestra solucién para las ecuaciones hiperbdlicas y que sean suficientemente
estables para que nos sea tutil.

Otro de los problemas relacionados con la solucién dada en la ecuacién
(2.179) que no teniamos con las ecuaciones parabdlicas es la aproximacién de
la velocidad de propagacion. Cuando desarrollamos esquemas en diferencias
para ecuaciones hiperbdlicas, uno de los aspectos de la solucién aproximada
con el cual estaremos atentos es como el esquema aproxima la velocidad de
propagacion de las diferentes ondas en la solucién analitica. Si un esque-
ma en diferencias da un excelente resultado para la soluciéon de la forma
de propagacion de onda y un resultado terrible en la aproximacién de la
velocidad de propagacion, en un tiempo dado la solucion sera muy mala.

t=0

—— x

0 a
t=1

| | x

0 2a
t=2

1 1 X

0 3a
t=4
1 } X
0 5a

Figura 2.5: Soluciones en tiempos t = 0,1,2 y 4.

Una de las tltimas propiedades de la solucién de la ecuacién (2.177), (2.178)
que vemos inmediatamente de la forma de la solucién (2.179) es que la solu-
cién solo serda buena si la condicién inicial lo es. Por ejemplo, si tenemos
una condicién inicial discontinua, se dice que f tiene una discontinuidad en
x = xg. Entonces debemos esperar que la solucién tenga una discontinuidad
propagada a lo largo de la curva caracteristica  — at = z¢ ( la curva car-
acteristica que pasa por el punto (xg,0)). Por ejemplo en la figura (2.6) se
muestra una funcién inicial discontinua

1 S x2<0
10 Si o z>0



Esquemas en diferencias 7T

junto con la solucién de la ecuacién (2.177) con a=1 en los tiempos t=1.0 y
t=2.0. Para cualquier otro tiempo, la solucion seria identica, excepto para
la ubicacién de la discontinuidad.

Fn el caso anterior, y esto es comin en los problemas interesantes hiperbdli-
cos, donde la solucion es discontinua y seguramente no puede satisfacer la
ecuacion diferencial parcial en el sentido clasico, consideraremos la solucion
de la ecuacién diferencial parcial hiperbdlica en el sentido débil. Aunque no
eternamente en los problemas asociados con las soluciones de onda.

t=0

Figura 2.6: La condicién inicial y soluciones en t=1.0 y t=2.0.

Finalmente, antes de que procedamos a ir desarrollando los esquemas numéri-
cos para la solucién de la ecuacion (2.177), (2.178), enfatizaremos que esta es
una muy simple ecuacién diferencial parcial hiperbdlica. Pero debido a la
disociacién realizado en los apartados anteriores, muchas de las dificultades
relacionadas con los problemas mas complejos hiperbdlicos se comparten
con esté problema, bastante simple. Ademas, la mayoria de los esquemas
en diferencias para resolver mas problemas hiperbdlicos complejos pueden
ser vistos como una extensién de un esquema para la solucién de problemas
(2.177), (2.178).

2.3.2. Solucién numérica de los problemas con valores ini-
ciales

Ahora comenzaremos a desarrollar esquemas numéricos para las aproxima-
ciones de las soluciones a los problemas relacionados con las ecuaciones



78 Esquemas en diferencias

diferenciales parciales hiperbolicas. Por su puesto, queremos esquemas en
diferencias para el cual las soluciones converjan a la solucién de la ecuacién
diferencial parcial andloga. Como es usual, vamos a obtener la convergen-
cia mostrando que el esquema sea consistente y estable, y entonces poder
usar el Teorema de Lax. Como es a menudo el caso, vamos a referirnos a
la seccién (2.1.2) para la consistencia o simplemente la reivindicacién de la
calculacién de la consistencia es facil (que la mayoria de las veces lo es).
En este apartado de la tesis vamos a dedicarle mas tiempo considerando la
estabilidad de los esquemas.

Esquemas unilaterales

Debemos de recordar que ya hemos resuelto algunos esquemas para resolver

problemas similares a (2.177), (2.178). Si nosotros discretizamos la ecuacién

(2.177) y tomamos como R = ‘Z—Azt y a < 0 obtenemos un esquema (FTFS)

upt™ = — R(ujtyy — u}) (2.180)
consistente para la ecuacién diferencial parcial hiperbdlica

vt + avy = 0. (2.181)

Como se vio en apartados anteriores demostramos que el esquema en difer-
encias (2.180) es estable para |R| < 1. Por lo tanto, si |R| = |a|% <1
el esquema en diferencias (2.180) es estable y consistente con la ecuacién
diferencial parcial (2.177), por lo tanto, es convergente.

Ahora consideraremos el caso cuando a > 0. Claramente el esquema en
diferencias (2.180) sigue siendo consistente con la ecuacién (2.177) (esto es
de primer orden para ambos en el tiempo y el espacio). Para poder explicar
este caso nos enfocaremos en la transformada de Fourier discreta para la
ecuacién (2.180)(ver Heath [24]) que nos queda

=[(1+ R)— Rcos& — Risin&|a" (2.182)

y el coeficiente de la ecuacién (2.182),

p() =(14+ R) — Rcos& —iRsin& (2.183)
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es llamado el simbolo del esquema en diferencias (2.180).

Entonces, tomando esto en cuanta vemos que para |p(+m)| = |14+ 2R)| y para
todos los R > 0 |p(£7)| = |1 + 2R]| > 1. Por lo tanto, si a > 0 el esquema
en diferencias (2.180) es inestable.

No es dificil de ver por qué el esquema en diferencias (2.180) podra ser
un buen esquema para la ecuacién diferencial parcial (2.177) cuando a < 0,
y malo cuando a > 0. Vemos en la figura (2.7) que cuando a < 0 las cur-
vas caracteristicas para la ecuacién diferencial parcial hiperbdlica (2.177)
aunque el punto (kAx, (n+ 1)At) van hacia abajo y hacia la derecha del eje
t=0. El patrén para el esquema en diferencia (2.180) se alcanza en la misma
direccién general. Si fuimos afortunados (o ingeniosos) y eligiendo R = —1,
entonces el patrén se vuelve alcanzar exactamente en el caracteristico y el
esquema en diferencias (2.180) estda dado por

UZH = up — R(ujyy — up) = ujyq
el cual esta en la misma caracteristica. Vemos que este procedimiento pro-
duce la solucién exacta de nuestro problema (solo por que tenemos un pro-
blema fcil y conocemos exactamente cuales son las caracteristicas). Si no
elegimos a R = —1 pero por lo menos lo elegimos a R entre 0 y —1, estamos
acercandonos almenos en la direccién correcta, hacia la caracteristica.

Es por esta razén que el esquema en diferencias (2.180) es una buena aprox-
imacién para la solucién de la ecuacién diferencial parcial (2.177) cuando
a < 0, no es dificil de ver que llegue de manera incorrecta si a > 0. En
la figura (2.8) vemos que cuando a > 0 la caracteristica asociada con la
ecuacién diferencial parcial (2.177) aunque el punto (kAz,(n + 1)At) al-
cance hacia abajo y hacia la izquierda del eje t=0, mientras el esquema en
diferencias (2.180) alcance hacia abajo y hacia la derecha del punto, lejos de
la caracteristica.

Cuando a < 0 la informacién relacionada con la ecuacién diferencial parcial
(2.177) fluye de derecha a izquierda. Por lo tanto, cuando queremos saber
que es lo que va a pasar en un punto dado, es sensato pensar que hay que
pasar al lado derecho para obtener la informacién (hacia arriba). Que es
precisamente lo que el esquema en diferencias (2.180) hace (con el indice
k+1). Pero si a > 0, la informacién se mueve de izquierda a derecha, en
este caso su queremos saber que es lo que va a pasar en un punto dado,
debe uno mirar al lado izquierdo (hacia arriba). Obviamente, el esquema en
diferencias (2.180) no hace esto.
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s(kAx, (n+1)At)

Figura 2.7: Caracteristicas para la ecuacién diferencial parcial (2.181) y es-
quema en diferencias (2.180) cuando a < 0.

La analogfa para el esquema en diferencias (2.180) que resuelve la ecuacién
(2.177) cuando a > 0 es el esquema FTBS

uptt = u — R(uf —u}_y). (2.184)
Entonces, podemos demostrar que el esquema en diferencias (2.184) es con-
sistente con la ecuacién diferencial parcial (2.177) (O(At)+O(Ax)). Si colo-
camos la plantilla (stencil) sobre la caracterisitica de la ecuacién (2.181),
es claro que el esquema esta tratando de alcanzar la direccién correcta.
(ver figura 2.9). Vemos que el esquema en diferencias (2.184) es estable, si
tomamos la transformada de Fourier discreta de la ecuacién (2.184) notamos
que el simbolo esta dado por:

p(§) = (1 — R+ Rcos&) —iRsin€. (2.185)

Entonces se puede ver que si R < 1 implica que |p(£7)| < 1. Por lo tanto, si
R < 1, el esquema en diferencias (2.184) es un esquema consistente, estable y
por lo tanto convergente para resolver la ecuacion diferencila parcial (2.177)
cuando a > 0.

De esta manera vemos que, dependiendo de el signo de a tenemos un esquema
de primer orden en ambos, para el tiempo y el espacio para resolver

vy + avg, = 0. (2.186)
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(kax,(n+1)At)
[ J [ J

Figura 2.8: Caracteristicas para la ecuacién diferencial parcial (2.181) y pa-
trén para el esquema en diferencias (2.180) cuando a > 0.

Notemos que cuando a es negativa, debemos aproximar v, por A%j(huk el
cual es llamado diferenciacion hacia adelante y cuando a es positiva,
debemos aproximar v, por ﬁé,uk el cual es llamado diferenciacién hacia atras.

Esquemas centrados

Desde luego que este es otro esquema en diferencia para resolver la ecuacién
(2.186). Una aproximacién obvia es probar usando una aproximacién en
diferencias de segundo orden de v, y que nos da el esquema FTCS

uptt = — Euz. (2.187)

Se ve entonces que el esquema en diferencias (2.187) es una aproximacion de
la ecuacién diferencial parcial (2.186) de orden O(At) + O(Az?). Tomando
la transformada de Furier discreta del esquema en diferencias (2.187) el
simbolo dado para el operador es

p(§) =1 —iRsiné.

Notemos que si |p(£7)[?> = 1 + R?siné > 1, vemos que el esquema en
diferencias (2.187) es inestable para todo R # 0. Este resultado no deberia
sorprendernos. Cuando consideramos la ecuacién de conviccién-difusién en-
contramos que la condicién de estabilidad esta dada por R%/2 < r < 1/2.
Aqui consideramos el caso cuando r = 0. Asi la condicién necesaria para
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(kAx,(n+1)At)
( ) [ ]

Figura 2.9: Caracteristicas para a > 0 y stencil para el esquema en diferen-
cias (2.184).

la estabilidad podria tener y nunca podria haber esperado para obtener un
esquema inestable.
Esquema Lax-Wendroff

Una aproximacion para obtener un esquema estable de orden mayor consiste
en alterar un esquema, como (2.187), para estabilizar el esquema. Notemos
que si tenemos v; = —av,,

vy = (—avg); = —avy = —avy, = —a(vy)y = —a(—avy )y = PRI

Entonces tenemos

At?
(W™ = + )R AL+ ()i =~ + O(AF)

n n 2 nAt2 3
= v + (—avy) At + (a vm)kT + O(AY)

no_.n
— o — oL L o (Ag2)) AL

2Ax
9, Vhp1 — 2V + U5y 2 Aitg 3
+a”( A2 + O(Ax”)) 5 + O(At?)
oy BBy CAL + O(AtAZ?) + O(A)
T T oA T A2 Tk ’
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aproximamos la ecuacién diferencial parcial v; + av, = 0 por el esquema en
diferencias

R R?
uptt =t + o doug; + 75%2 (2.188)

donde R = &L,
El esquema en diferencias (2.188) es llamado el esquema de Lax-Wendroff.
El esquema es de orden O(Az?) + O(At?). Tomando la transformada de fu-

rier dicreta de la ecuacién (2.188), vemos que el simbolo del esquema de
Wendroff-Lax es

p(€) =1 — 2R?sin? g —iRsin€. (2.189)
Entonces
Ip(&))? =1 — 4R*sin* g +4R*sin'¢, (2.190)

Podemos diferenciar con respecto a £, establecemos la derivada igual a cero
y vemos que los valores criticos de la funcién definidad en la ecuacién (2.190)
ocurre en £ = +7 y 0. Entonces evaluamos

p(0)* =1

p(£m)* = |p(m)]” = (1 - 2R*). (2.191)

Por que (1 —2R?)? < 1, cuando R? < 1, vemos que el esquema de Wendroff-
Lax es condicionalmete estable con la condicién de |R| = |a| &L < 1.

De esta manera, vemos que si |R| = \a|% < 1 el esquema de Wendroff-
Lax es consistente (ambos de segundo orden el el tiempo y espacio), estable
y por lo tanto es convergente. Podemos notar que el ultimo término del es-
quema en diferencias (2.188) puede considerarse que se anade al esquema
inestable (2.187) para que lo estabilize. También hay que darse cuenta que la
condicién de estabilidad para el esquema de Wendroff-Lax es independiente
del signo de a. Esta es una propiedad de el esquema de Wendroff-Lax que
hace que sea mucho mas facil de aplicar para una gran clase de problemas.

Ademads de estos esquemas que se mencionaron con anterioridad existen
otros esquemas que no entraremos en detalle pero que se mencionaran el la
siguiente tabla (2.1) en la cual se enlistan los esquemas en diferencias para
ecuaciones hiperbdlicas y sus propiedades.
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Nombre Esquema Estabilidad Orden
FTCS (2.187) Inestable O(Az?) + O(AY)
FTFS (2.180) Estable para | O(Azx) + O(At)
-1<R<O0
FTBS (2.184) Estable para 0 < | O(Ax) + O(At)
R<1
Lax- (2.188) Estable para | O(Az?) + O(At?)
Wendroft |IR| <1
Lax- upt™ = (up,, +up_,) — | Estable para | Condicionalmente
Friendtichs | Zdgu]. |IR| <1 consistente,
O(Ax?/At) +
oA )
Beam- i =ul —Ro_up u = 1pr 4+ | Estable para 0 < | O(Ax?) +
Warming uh Rp—uj, — Ro¥ufl_y] R<2 O(AzAt) +
O(At?)
MacCormack| u} = uf — Ri ul u}™' = | Estable para | O(Az?) + O(At?)
3[up +uj, — Rp_uj] |IR| <1

Cuadro 2.1: Esquemas en diferencias explicito para problemas de valores
iniciales.

2.3.3. Esquemas implicitos
Esquemas bilaterales

Al igual que en el caso de la ecuaciones parabdlicas, existen también esque-
mas implicitos para las ecuaciones hiperbdlicas. Como es usual en los casos
de esquemas implicitos tienden a ser mas estables que su andlogo los esque-
mas explicitos. Muchas personas afirman o dan a entender que los esquemas
implicitos no son necesarios para la ecuaciones hiperbdlicas. Sin embargo, en
aereodinamica computacional cuando el célculo implica un altisimo nimero
Reynolds o cuando se queria las soluciones del estado de equilibrio, los esque-
mas implicitos para ecuaciones hiperbdlicas han sido muy ttiles. También,
los esquemas implicitos han sido muy utiles en las simulaciones de corrientes
de aguas subterraneas y simulaciones de depdsitos de aceites.

Para poder entender més este tema consideraremos el problema con valores
iniciales para la ecuacién diferencial parcial

v + avy = 0. (2.192)
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el esquema BTFS andlogo para el esquema explicito (2.180) es

(1= R)up™ + Rupty = ug, (2.193)
y el esquema implicito BTBS andlago al esquema explicito (2.184) es

(1 - R)yuf™ — Ruyt! = uft, (2.194)

donde R = a&t A . Aunque los esquemas implicitos son mas a menudo in-
condlclonalmente estables, vemos que los esquemas en diferencias (2.193) y
(2.194) son estables siy solo si R < 0y R > 0 respectivamente. El hecho de
que el esquema en diferencias (2.193) es estable cuando a < 0 y el esquema
en diferencias (2.194) es estable cuando a > 0 por que es similar a la esta-
bilidad de los esquemas andlogos explicitos.

Para mostrar la estabilidad del esquema en diferencias (2.193), tomemos
la transformada de Furier discreta y nos da

(1 o R)an+1 + Reigan+1 ﬁ/n
Asi el simbolo del esquema en diferencias (2.193) esta dado por

1

= 2.1
P(&) 1— R+ Rcos& +iRsiné (2.195)
y la magnitud al cuadrado de el simbolo esta dado por
9 1
p(&)]" = (2.196)

1 +4Rsin®§ + 4R?sin? §

FEntonces cuando R < 0y a < 0 implica que

2§

9 +4R? 31112 f

Si-mz,

1 — 4R sin? — 4Rsin?
|p(£m)|? < 1. Debemos notar que para 0 < R < 1, el esquema en diferen-
cias (2.193) es inestable. Por lo tanto, vemos que el esquema en diferencias
(2.193) es estable siy solosi R < 0y R > 1. Por que a causa de la f{sica impli-
cada en la ecuacion diferencial parcial, estaremos interesados en el esquema
en diferencias (2.193) cuando a < 0. Asi mismo el esquema en diferencias

(2.194) es estable si R > 0.
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Esquemas centrados

Lo que sigue es suponer que queremos obtener un esquema de segundo orden
en el espacio. Seria l6gico suponer que no debemos tratar de desarrollar un
esquema implicito de segundo orden andlogo al esquema explicito (2.187)
(que es inestable). Sin embargo, si consideraremos el esquema BTCS

-R R
- i e Sty = (2.197)
vemos que el simbolo del esquema en diferencias es
©) = (2.198)
P = I iRsm £ '

Claramente, el esquema en diferencias (2.197) es consistente con la ecuacién
diferencial parcial (2.192). Entonces

1

2_ 1
P& = T e < 1

el esquema en diferencias (2.197) es incondicionalmente estable y por lo tan-
to, convergente (a pesar de que su esquema explicito andlogo es inestable).
También notemos que la estabilidad del esquema en diferencias (2.197) es
independiente del signo de a. Como es usual, con un esquema en diferencias
cuya estabilidad no dependa del signo de a es muy conveniente.

Esquema de Lax-Wendroff

Otra manera de obtener un esquema implicito de segundo orden (segundo
orden en el tiempo como en el espacio) es desarrollando una versién implicita
del esquema de Wendroff-Lax. La versién implicita del esquema de Wendroff-
Lax esta dad por

R R

(_7_7 R2 R n+l _ . n
2 2

Juptl + (1 + R*)up™ + (-5 +Pupfr =ug. (2199
El esquema en diferencias (2.199) sigue siendo consistente con la ecuacién
(2.192). Si expandimos la ecuacién alrededor de (k,n + 1) vemos que la
ecuacion es, de hecho de segundo orden tanto en el tiempo y el espacio.
Tomando la transformada de Fourier discreta de la ecuacién (2.199) vemos
que el simbolo de el operador esta dado por

1

M = R e § +iRsing

(2.200)
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Entonces
9 1

p(E)I” = (1 + 2R2 sin? %)2+R23in2€’

y es claro que el esquema implicito de Lax-Wendroff es incondicionalmente
estable y por lo tanto convergente.

Esquema de Crank-Nicolson

Finalmente, otro esquema implicito que es claro tratar y que tiene algunas
propiedades interesantes es el esquema de Crank-Nicolson para la ecuacion
diferencial parcial (2.192) dado por:

R

R
n+1 n+1 n+1l __
1 U+ u

X T = %u?,l +up — ZUZH' (2.201)
Notemos que como con el esquema de Crank-Nicolson de las ecuaciones
parabdlicas, la diferencia espacial tiene que ser promediada en el n-esimo y
(n+1)-esimo nivel de tiempo. Otra vez, este esquema puede ser considerado
como un paso de medio explicito (con un paso de tiempo At/2) y de un paso
de medio implicito (con un paso de tiempo At/2).

Si expandimos el esquema alrededor del punto (k,n + %), es facil de ver
que el esquema es de orden O(Ax?) + O(At?). Pero tomando la transfor-
mada de Fourier discreta, vemos que el simbolo para el esquema esta dado
por
iR
— Ysiné
p(&) = —

=-_2°°5 2.202
1+ Ling ( )

y que |p(€)]? = 1. Asi tenemos un esquema en diferencias implicito donde la
magnitud del simbolo es identicamente igual a uno. Hay ventajas y desven-
tajas para esta propiedad. La discusién de la disipasién y la dispersién, se
pueden ver en (Thomas [1]). Debemos por lo menos darnos cuenta que la
estabilidad es cerrada. Cualquier perturbacién, debido a redondear o debido
a la aplicacion de un esquema en un problema no lineal, pdria hacer que la
magnitud sea mayor que uno, y como resultado una inestabilidad.

Una de las propiedades de los esquemas BTCS, el esquema implicito de
Lax-Wendroff y el esquema implicito de Crank-Nicolson es que es necesario
tener en cuenta que la estabilidad es independiente de el signo de a. Esto
es una gran ventaja cuando se trata de elegir esquemas para problemas que
a lo largo de el dominio el signo de a cambia (cuando a es una funcién de
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las variables independientes del problema) o para problemas donde el sinno
de a se desconoce (problemas no lineales donde el coeficiente depende de la
solucién).

2.3.4. Problemas con valores iniciales y frontera

Los resultados de estabilidad que hemos obtenido de problemas con val-
ores iniciales y frontera para ecuaciones parabdlicas generalmente no se
transpasan a ecuaciones hiperbdlicas. La razén es evidente si recordamos
que hemos obtenido condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad
de esquemas en diferencias para problemas con valores iniciales y de fron-
tera hiperbodlicas solo cuando teniamos matrices simétricas. Las matrices
que obtenemos de los esquemas para ecuaciones hiperbdlicas casi nunca son
simetricas (y tal vez nunca ). Es por eso que frecuentemente nos enfrenta-
mos con obtener solo condiciones necesarias para la estabilidad. Como se
menciono anteriormente, hay otros métodos que se utilizan también para
obtener condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad, pero por
el momento no los mencionaremos. Es por eso que nos conformaremos con
condiciones necesarias. Como en el caso de ecuaciones parabdlicas, podemos
obtener condiciones necesarias considerando el esquema como un esquema
de valores iniciales (calculando el simbolo), usando el criterio discreto de
Von Neumann (obteniendo resultados del esquema como si consideraramos
un esquema con valores iniciales) o reescribiendo el problema como un prob-
lema matricial y calculando los eigenvalores de la matriz.

Otra consideracién que debemos discutir concerniente a los problemas con
valores iniciales y frontera para ecuaciones hiperbdlicas es el nimero y la
colocacién de las condiciones de frontera. Para ecuaciones parabdlicas, siem-
pre habia condiciones de frontera y fueron siempre en el lado derecho. Esto
no suele ser el caso con los problemas de valores iniciales y de frontera
hiperbdlicos. Como veremos, las condiciones de frontera de Dirichlet en
cierto esquemas en diferencias hiperbdlicos causa algunos problemas. Por
ahora continuaremos con condiciones periédicas y condiciones de frontera
de Dirichlet. Estudiaremos primero las condiciones de frontera periddicas
por varias razones. Seguramente, las condiciones de frontera periddicas son
suficientemente importantes en aplicaciones para justificar su consideracién.
Miés ain, las condiciones de frontera peridédicas son mas faciles. Por que estas
no causan los problemas que causan las condiciones de frontera de Dirichlet,
son més atractivas tanto teoricamente y numéricamente. También, si que-
remos ver numericamente como un determinado esquema en diferencias se
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propaga en una condicién inicial, con cualquier tipo de condiciones de fron-
tera de Dirichlet tenemos que hacer el dominio més grande (tan grande como
pueda ser el intervalo de tiempo que debamos considerar) y cuidadosos en
las regiones donde la perturbacién es no trivial. Con condiciones de frontera
periddicas, podemos ver que se propagan atra vez del intervalo dado.

Condiciones de frontera periédicas

Considerando la ecuacién diferencial parcial
v + av, =0 xz e (0,1), (2.203)

con las condiciones iniciales

v(z,0) = f(x) xz € [0,1], (2.204)

(f(0) = f(1)) y las condiciones periddicas

0(0,1) = v(1,t). (2.205)

No hay problemas relacionados con la teoria para la ecuacién diferencial
parcial (2.203), con condiciones iniciales (2.204) y condiciones de frontera
periddicas (2.205). La aproximacién usada en las condiciones de frontera
periddicas es para extender la funcién con valor inicial f y la ecuacién difer-
encial parcial (2.203) periodica es para toda la linea real. Entonces conside-
raremos el problema con valores iniciales y de frontera como un problema
con valor inicial definido por la ecuacién diferencial parcial (2.203) en todo
R con una condicén inicial periodica.

Condiciones de frontera de Dirichlet

Como se comentd anteriormente, la condiciones de frontera de Dirichlet son
mas dificiles de manejar que las condiciones periédicas. Si de nuevo consid-
eramos la ecuacion

v+ avy =0 xz € (0,1), (2.206)

pero ahora en el dominio z > 0, recordemos (como es el caso cuando conside-
ramos problemas con valores iniciales) que si @ > 0, los puntos caracteristicos
asciende para la derecha del eje t = 0 (como se muestra en la figura (2.10)) y
si a < 0, los puntos caracteristicos ascienden para la izquierda del eje t = 0
(como se muestran en la figura (2.11)).
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Vemos en la figura (2.10)) que cuando a > 0 las caracteristicas ”de sali-
da’son en el eje t,t > 0 o en el eje x, x > 0. Estas caracteristicas nunca
podran cruzar cualquier otro eje. Asi, es muy logico que la ecuacién diferen-
cial parcial tenga una condicién de frontera en = = 0 en complemento para
la condicién inicial.

En el caso cuando ¢ < 0, vemos en la figura (2.11)) que si imponemos
una condicion de frontera en z = 0 y una condicién inical, obtenemos una
contradiccion. Por ejemplo, supones que

v(z,0) = f(x) x>0 (2.207)

v(0,8) = g(t)  t>0 (2.208)

(f(0) = ¢(0)). De nuestras discusiones anteriores, sabemos que la solucién
para la ecuacién (2.206) es de la forma

v(z,t) = f(x — at). (2.209)

/

t

Figura 2.10: Caracteristicas para el caso cuando a > 0.

También notemos que esta solucion es también constante a lo largo de la
caracteristica (por que z — at es constante a lo largo de la caracteristica).
Pero, si esta solucién satisface también la condicién de frontera (2.208),
entonces

If = g(b).
Jim v(z,t) = g(t)
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t=-x,/a

Figura 2.11: Caracteristicas para el caso cuando a < 0.

considerando la caracteristica procedente de x = xy. Entonces a lo largo de
la caracteristica z — at = xg, la solucién es la constante evaluada en f(xg).
Cuando x = 0 al rededor de la caracteristica, t = —xz/a (en el cual a es
positivo o negativo). Entonces, es a lo largo de esta caracteristica

xli}(r)lJrU(fE,t) = f(fL'O)

Pero generalmente, f(xo) no es igual a g(—z¢/a). Por lo tanto, es incom-
patible para asignar una condicién de frontera en x = 0 y una condiciéon
inicial en t = 0, cuando a < 0. Por supuesto, nos encontramos con el mismo
problema si a > 0 y tratamos la ecuacién (2.206) en el dominio z < 0.

La discusién anterior nos ensena claramente que debemos ser muy cuida-
dosos sobre déonde asignamos la condiciones de frontera para ecuaciones
hiperbdlicas. Para problemas con valores iniciales y de frontera hiperbdlicos
en [0,1] (o cualquier otro dominio de frontera), tenemos solo una condicién
de frontera de Dirichlet. Por ejemplo si consideramos la ecuacién (2.206) en
el dominio [0, 1], tenemos:

= Una condicion de frontera en x =0 y ningunoen z =1sia >0,y

= Una condicién de frontera en z = 1 y ninguno en x =1 si a < 0.



92 Esquemas en diferencias

2.3.5. Soluciéon numérica de problemas con valores iniciales
y frontera

Condiciones de frontera periédicas

Ahora bien antes de comenzar con el tratamiento numérico de problemas
con valores iniciales y de frontera consideraremos la condiciones de frontera
periddicas. Para ello citaremos un teorema que nos serd util

Teorema 2.3 Un esquema para resolver un problema con valores iniciales
con una condicion de frontera periodica es estable con respecto a la norma
dimencional finita €y Ay sobre un periodo si y solo si satisface el criterio de
estabilidad discreta de Von Neumann.

Fl criterio de estabilidad de Von Neuman consiste en aplicar series de fouri-
er, si descomponemos una perturbacién de las condiciones iniciales en modos
especiales (series de fourier), para un determinado instante de tiempo, en-
tonces esos modos especiales no deben crecer indefinidamente. Hay que notar
que el metodo no es aplicable para problemas no lineales (ver Thomas [1]).

Con este teorema podemos obtener condiciones suficientes y necesarios para
la estabilidad de esquemas en diferencias que aproximen problemas con val-
ores iniciales con condiciones periddicas. Especificamente, los esquemas en
diferencias considerados son o bien incondicionalmente o condicionalmente
convergente donde las condiciones pueden ser obtenidas mediante la real-
izacién de un anélisis de estabilidad de Von Neumann en el esquema como
si se tratard de un esquema de problema con valor inicial.

Para demostar realmente cémo resolver un problema como (2.203)-(2.205)
numéricamente, sea a = 1, f(x) = sin 27wz y consideraremos el esquema en
diferencias dado por

upt™ = ul — R(up —u}_y). (2.210)
Como es usual, escogemos un entero M y construimos una malla en el in-
tervalo dado por Ax = 1/M y xp = kAz, k = 1,---, M. Entonces aprox-
imaremos la solucién para el problema (2.203)-(2.205) usando el esquema

en diferencias (2.210) para k = 1,---, M y usando la condicién de frontera
periodica dado por ugH = u?jl para toda n. Por lo tanto, nuestro esquema

en diferencias para la solucién numérica del problema (2.203)-(2.205) es

UZ+1 :uZ_R(urkL_uZ_l) k = ]_7...7M (2211)
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ug ™t =l (2.212)

Condiciones de frontera de Dirichlet

Lo que acontinuacion sigue es considerar condiciones de frontera de Dirich-
let. Asumimos que a > 0 y consideramos la ecuacién diferencial parcial
hiperbdlica (2.206)con las condiciones iniciales y de frontera

v(z,0) = f(z) z € [0,1] (2.213)
v(0,t) =g(t) t>0. (2.214)

Recordemos que cuando a > 0 en el caso de problemas con valores ini-
ciales, usamos el esquema explicito, el esquema en diferencias FTBS (2.184)
para aproximar la solucién. Vamos a considerar el uso del mismo esque-
ma para resolver la ecuacién diferencial parcial (2.206) con los valores ini-
ciales y de frontera (2.213)-(2.214).El esquema en diferencias ( de orden
O(Az) + O(At)) es consistente con la ecuacién diferencial parcial (2.206).
También, 0 < R < 1 serd una condicién necesaria para la estabilidad de el
esquema. Por lo tanto, el esquema en diferencias (2.184) es seguramente un
candidato para aproximar la solucién del problema (2.206),(2.213)-(2.214).

Si escribimos el esquema como

u" !t = Qu" + G", (2.215)
donde
1-R 0 Rg"
R 1-R 0 0
Q = Yy Gj = 0 ,
R 1-R 0
R 1—R 0

vemos que () no es simétrica. Por lo tanto, en este momento, sin recurrir a
las definiciones, no podemos mejorar una condicién necesaria para la estabil-
idad. No tenemos ningtin método para demostrar realmente que 0 < R <1
es también suficiente para la estabilidad del esquema en diferencias (2.215).
Como hemos hecho en otros casos, se podria hacer un experimento numérico
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para convencernos de que el esquema en diferencias es convergente. Debe-
mos tener cuidado en este tipo de experimentos pues utiliza un ntmero de
diferentes Az's y At's y un numero de diferentes R's, R<1.

Otro posible problema que debemos abordar es que tenemos condiciones de
frontera por un lado de nuestro dominio en este problema. Si lo vemos en una
situacién cuidadosa, vemos que un lado del esquema en diferencias (2.206)
usa el modelo hacia arriba ( hacia abajo cuando a > 0) de el término v,,
sin condicién de frontera en z = 1 es necesario. El esquema naturalmente se
remonta para x = 0 y nos permite aproximar la soluciéon en z = 1 sin llegar
mas alla de z = 1.

Notemos también que la colocacién de la condicién de frontera es tam-
bién en el sitio correcto para el esquema implicito en el problema anterior
(2.193)(BTBS). Asi mismo, cuando a < 0, la condicién de frontera en z =1
estd en el sitio correcto para utilizar el esquemas en diferencias (2.180) o
(2.192) para resolver el problema.

Una observacién especial debemos hacer de la implementacion de los esque-
mas implicitos (2.192) y (2.193) para aproximar la solucién para problemas
de valores iniciales y de frontera. Si escribimos el problema matricial para
el uso del esquema en diferencias (2.192) para aproximar la solucién de la
ecuacién (2.206) (cuando a < 0), con una condicién inicial y una condicién
de frontera de Dirichlet en x = 1, nos da

1-R R .. Ugtt Ug 0
1-R R
0 1-R R ' ' 0
0 1-R uif Uy Rg"t!
(2.216)

Notemos que la matriz es una matriz bi-diagonal. Por lo tanto, resolver
la ecuacién matriz (2.216) es més ficil de resolver que la ecuaicén matriz
equivalente a las ecuaciones parabdlicas. Solo la parte de sustitucién hacia
atras del procedimieno de la solucién es necesaria. Por lo tanto el esquema
en diferencias (2.216) cuenta con todas las ventajas habituales de un es-
quema implicito, y es computacionalmente mas ventajosa como un esquema
explicito. Si nosotros escribimos la ecuacién matriz con a > 0 y el esquema
en diferencias (2.193), podriamos ver que la matriz es de nuevo bi-diagonal
y en este momento, solo la eliminaciéon hacia adelante es necesaria.
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2.4. Ecuaciones Elipticas

Para esta tesis no se usara este tipo de ecuaciones, sin embargo, se dara una
breve descripccion de lo que tratan ademas de que son muy ttiles en otras
cosas. Para poder desarrollar este tema nos basaremos en la ecuacion de
Poisson en dos variables que esta dada por

Ugy + Uyy = f(2,y) (2.217)

En un problema fisico tipico se involucra esta ecuacién, queremos buscar
una funcién u que satisfaga la ecuacién (2.217) en una regién abierta pree-
scrita ) y que cumpla algunas condiciones preescrita en la frontera de €2
(denotado por 99) la funcién f esta definida en 2. En anos recientes, el
andlisis de Fourier se ha aplicado para obtener algoritmos para resolver los
problemas con valores en la frontera. Estos nuevos métodos se aprovechan
de la transformada de Fourier. He qui un modelo sencillo que se usara para
ilustrar las innovaciones que conducen a estos nuevos algoritmos.

2.4.1. Modelo del problema
El modelo del problema es descrito de la siguiente manera:

Q=(r,y):0<z<l,0<y<1
Uge + Uyy = f(z,Y) en Q (2.218)
u(z,y) =0 sobre [7}9]

Lo que sigue acontinuacién es dar la forma de como se hara para discretizar
el problema y hacerlo entendible para la computadora, poniendo

h=1/(n+1) xi =1h y; = jh (0=5i,5<n+1).

Ahora bien, introducimos una aproximacién para el problema de tal manera
que esta si se puede discretizar

vij = u(xi,y;)  fij = f(@iy;)
entonces una version discretizada de nuestro problema es
Vil — 2055 +Vim1j  Vig41 — 2Vi5 + Vi1
h? h?
En la ecuacién ( 2.219) el rango de i y de j es 1,2, -+, n. La mayorfa de los

términos de la ecuacién ( 2.219) son desconocidos, pero para ello se dan la
condiciones de fronteras que nos ayudaran a encontrarlas, y son las siguientes

+ = fi; (2.219)
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V0j = Unt1,j = Vio = Vint1 =0 (2.220)

El procedimiento que se hace siempre en esta conjetura es resolver la ecuacion
( 2.219) mediante un método iterativo. Cabe aclarar que para este sistema
2 ecuaciones y n? incognitas. El esfuerzo computacional para re-
solver este tipo de sistemas usando, por ejemplo, sucesiones correlativas es
O(n®logn). La aproximacién alternativa que manejamos en transformadas
rdpidas y el esfuerzo computacional es de O(n?logn).

exintes n

2.4.2. Transformada rapida de Fourier

Como se mencioné anteriormente las transformadas nos quitan un orden de
complejidad para buscar la solucién del sistema ( 2.219) computacionalmente
y es por tal motivo que la solucion del sistema se buscard de la siguiente
forma:

vij = S 0 sinike (04,5 <n+1), (2.221)

donde ¢ = 7/(n +1). Para esto los niimeros ©y; son las incognitas que quer-
emos determinar, los cuales representan la transformada de Fourier para la
funcién v. Una vez que los 93; se han determinado, la transformada rdpida
de Fourier puede usarse para calcular eficientemente v;;.

Si los vy de la ecuacién ( 2.221) son sustituidos en la ecuacién ( 2.219), el
resultado es:

Vij = N1 0 j[sin(i + 1)k¢ — 2sinike + sin(i — 1)ke¢|+
+30_ sinik@[Og j11 — 20k, + Ok j—1] = A2 fij (2.222)

Ahora usamos la identidad trigonométrica de el lema (2.2)(se explica mas
abajo) para simplificar la primera sumatoria. As{ mismo, introducimos la
transformada de f;;:

fij = Xi=1 frjsinike
y como resultado de estas operaciones obtenemos

Vij = By O, (—4sinike) (sin® §)

FXR sinikg[ig ji1 — 20k + O jo1) = hPEp_ frysinike  (2.223)
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Por el Lema (2.1), la matriz que tenga elementos sinij¢ es no singular. Por
lo tanto se puede deducir de la ecuacién (2.223) que

N .ok " . . ;
Uk,j(_4 Sln2 ;) + Vk,j+1 — 21}]€7j + Vg, j—1 = thk,j (2224)

es una forma, la cual nos da una matriz singular.

Podemos notar que la ecuacion (2.224) es otro sistema de n? ecuaciones y n?
incognitas, solo que ligeramente diferente al sistema original (2.219). Pero si
se hace una revisién mas detallada, podemos ver que en el sistema se puede
dejar fijo a k y el cual nos da como resultado un sistema de n ecuaciones que
puede ser resuelto facil y directamente, ya que es tridiagonal. Asi dejando k
fijo, las incognitas de (2.224) forman un vector

(fﬁk,17 @k,Qv e 7ﬁk,n)

en R. El procedimiento empleado anteriormente a reemplazado el sistema
original de n? ecuaciones en un sistema de n ecuaciones. Un sistema tridi-
agonal de n ecuaciones pueder ser resuelto en O(n) operaciones (de hecho
menos de 10n operaciones son necesarias). Asi, podemos resolver n sistemas
tridiagonales con un costo de 10n?. Latransformada rdpida de Fourier usa
O(nlogn) operaciones sobre un vector de n componentes. De esta manera,
el costo computacional total del método rapido de Poisson es de O(n?logn).

2.4.3. Detalles adicionales

Ahora bien, se tienen que abordar algunas detalles sobre la discusién an-
terior. Primero, observemos que de la ecuacién (2.221), las condiciones de
frontera

voj = Upt1,; =0 0=i,j<n+1)

debera autométicamente satisfacerse sin imponer restrinciones en los coefi-
cientes de v;;. Sin embargo, el resto de las condiciones de frontera

V0 = Vi1 =0

no se podran cumplir al menos que se anaden las ecuaciones siguientes:

N7 Oposinike = SP_ g pyrsinikd =0  (0<i,j<n+1) (2.225)

Ahora la ecuacién (2.225)afirma que los dos vectores
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(01,0, 02,0, *» Un,0) (D141, 02415+ Onnt1)

deben ser ortogonales en los renglones de una matriz que es (por el lema
(2.1)) no singular. Por lo tanto, debemos definir

Vg0 = Vkpn+1 =0 (1<k<n)

Lema 2.1 La matriz A de (n — 1)ax(n — 1) teniendo elementos
»
g = (2/n)%sin 2~ (1<k<n-1,1<j<n—1)
n

es simétrico y ortogonal. Por lo tanto, A2 = 1.

Desmostracién Calculemos los elementos genéricos de A2.

_ 1 . kvm . jum
Azj =Y""laga,; = (2/n)?S0Z] sin ——sin——

= (mysifeos I o VAT

— (1/m)Re[S=} (e — )] (2.226)

donde ¢ = (k —j)w/(n) y 0 = (k + j)m/(n).
Si k = j, entonces ¢ =0y 6 = 2kw/n. Ademds, 6 no es multiplo de 2w por
que 1 £k <n—1. Por lo tanto en este caso

ein@ -1

A%j = (1/n)Re[n — T

-1

Aqui notemos que e = kT = 1.

Si k # j, entonces ni ¢ ni # es multiplo de 27, y la serie geometrica en la
ecuacién (2.226) se puede resumir como la formula habitual. El resultado es
entonces

eind)_l ein@_l
P |

2
Aj; = (1/n)Re| ]
Si k — j es par, entonces también k + j lo es, y en este caso ! = ¢ = 1.
Por lo tanto A% = 0. Por otro lado, si k — j es impar, entonces también k + j
lo es, y en este caso e = " = 1.
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Por lo tanto, tenemos que probar que

—2 —2

Re[e“’ —1 eif—1

]1=0 (2.227)
Para establecer esto, en primer lugar hay que tener en cuenta que para z # 0

Re[}] = Re|

z
z zZz

] = Re[z]/|z[?
por consiguiente si definimos a z = e!*~1, obtenemos

1 cos¢p — 1 cos¢p — 1 —1
Re[— | = —— = ——
e —1" (cos¢p—1)2+sin’¢ (2—2cos¢p 2
Por supuesto, esto es cierto cuando ¢ = 6, y por lo tanto, los dos términos
de la izquierda de la ecuacién (2.227) son identicos.l

Lema 2.2
. . . . .o B
sin(A+ B) —2sin A + sin(A — B) = —4sin Asin 3

Demostracién Para ello solo con usar estas identidades que se nos es fa-
miliar:

sin(A + B) = sin A cos B =+ cos Asin B)
1 —cos2A = 2sin® AW
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Capitulo 3

Ecuacion de Black Scholes

3.1. Discretizacion de las ecuaciones diferenciales
parciales

En este capitulo, calcularemos una aproximacién numeérica de la solucién de
la ecuacién de Black Scholes. Obtendremos una soluciéon en un esquema de
segundo orden, lo que significa que tenemos errores que van disminuyendo
cuadraticamente, y esto se usa mucho en situaciones practicas. Indicaremos
también un sistema semidiscretizado de cuarto orden para ver si se puede
obtener una aproximacion mas précisa, aunque no se resolve numéricamente
debido a que el sistema nos arroja puntos fantasmas y esos son mas latosos
de calcular, claro que se pueden calcular pero si nuestro sistema de segun-
do orden nos arroja datos precisos similares, entonces para que calularlos.
La matriz de la ecuacién se resuleve con un método de solucion directa, por
que una matriz resulta rara en una discretizacién de espacio dimencional(ver

Segal[9]).

Claro que antes de resolver esta ecuacion por medio de una semi-discretizacién
que explicaremos mas adelante, vamos a resolverla con el método de Crank
Nicolson que discutimos en el capitulo anterior para un esquema de segundo
orden.
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3.1.1. Las caracteristicas especiales de la ecuacién diferencial
parcial de Black Scholes

A continuacién se comentardn algunos temas especialmente relacionados con
la ecuacién de Black Scholes y discutiremos de manera ordenada con el fin
de elegir el esquema en diferencias adectiado, la transformada y la eleccién
de la malla. Se dicutiran tres técnicas para la condicion final. Estas técnicas
incluyen:

s Transformacién de la malla (que no se utiliza)

= Pasos de inicializacién en la integracién del tiempo (esta si la uti-
lizamos)

= La elecciéon de la malla con respecto a la posicién de la no diferencia-

bilidad (no se utiliza).

3.2. Espacio de discretizacién

Consideraremos de una forma general una ecuacién diferencial parcial parabdli-
ca con coeficientes no constantes, condiciones de frontera de Dirichlet y una
condicién inicial:

2 o@D+ 8@ (et + . (3.1)
ulat) = L(t) (3.2)

ulb,t) = (1) (33)

u(w,0) = o(z) (3-4)

Es conveniente observar que la ecuacién (3.1) incluye términos que general-
izan de manera natural a las ecuaciones de difusién, advecciéon y de valores
propios. Estas ecuaciones se resuelven numericamente sobre una malla con
N puntos y un tamano de paso constante h. Estas mallas son llamadas mal-
las equidistantes. Si el intervalo que tenemos es [a, b], entonces el tamario del
paso es igual a h = (b—a)/N y denotamos cada punto a + ih sea denotado
por x; .
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3.3. Formulas de segundo orden

Para obtener una diferencia en la aproximacién de segundo orden central de
la solucion en los puntos z; = a + ih, la expansién de Taylor en la solucién
es de gran utilidad. Aplicando la expansién de Taylor en los puntos x;+1
obtenemos

ou 0%u Bu
w(zisr) = u(x;) iha |z, hQa 2|w1 hda 3|$1
1 ,0% 50°u 6
ﬂh @h& 120h O 5|$1 +O(h%) (3.5)

asumiendo que todas las derivadas existen. Con las combinaciones de u en
los puntos x;, es posible obtener las aproximaciones de la primera y segunda
derivada

1 0%u

ﬁ(uiﬂ —2u; + ui,l) h2 2 |I1 -+ O( ) (36)
1 _0u 2
oh o (Wit1 —uim1) = h%hz +O(h%). (3.7)

Aqui, u; es la abreviacién de u(x;). Empleandolas, es posible discretizar la
ecuacién (3.1). Los factores en frente del operador diferencial pueden ser
evaluados en cada punto x;.

3.3.1. Soluciéon numérica de segundo orden para Crank Nicol-
son

Una vez que se resolvio la ecuacion de difusion clasica con el sistema de
Crank Nicolson lo ldgico es resolver nuestra ecuaciéon de Black Scholes con
este sistema, que se representa de la siguiente forma discretizacién en el
tiempo (con subindice n) y el espacio (con subindice k),

w1 (- 267 ety g -t | ATy LY
1 i S R )+
(ufpy — 2uf +up_y)  (ufy, —up)
P s *Am +up + fi (¢)] (3-8)

En el caso de Crack Nicolson para las ecuaciones de difusion y adveccién,
es posible mostrar empleando el teorema de Gerschorin que el esquema es
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incondicionalmente estable (Thomas [1], 1995). Un resultado andlogo se tiene
para el esquema de Lax (Strikwerda [5], 2004). Esto sugiere que la iteracién
dada por (3.8) deberd producir resultados satisfactorios.

El sistema de ecuaciones (3.8) se escribe en su forma matricial como

Au = Ar, (3.9)

donde A 'y A son matrices tridiagonales, u la solucién discretizada y r el
vector que contienen los valores conocidos y de frontera. Se resuelve el sis-
tema tridiagonal cuyos elementos son de la forma S

Bjj=(1+R+w/2+dt/2) j=1--M
Ajjr=—(R/2+w/2) j=2,---,M-1
Cjjr1=—(R/2), j=2,---,M~—1

donde R = ZA; w = ﬁ—; que son los que corresponden al lado izquierdo de
la ecuacién (3.8). Para obtener u_; se tiene

urllJrl _ u? 1 (ug+1 _ 2u111+1 + un+1) (ungl urlerl)

At gl A2 Az

T )]+

uy — 2uy +ug uy —ulf N n
(v Ao ) e D 1 un g g (3.10)

+h

donde ug = L(t). De una manera similar, para la frontera en el dltimo punto
es

(upt = 2up P +up ) (up! —uﬁf_ll)

1
At gl Ar? Az

n+1 +fn+1( )]

Uy, — 2wy g, (ut, —upt " .
( AZL‘; 2) + Ax 1) + Up—1 + fm—l(t)] (311)

donde u,, = R(t).

Resolviendo la ecuacién (3.8) con L(t) = —t°, R(t) = (b—1)°, ¢(z
f(z,t) = (x — )% = 10(z — t)* — 10(x — t)3, para la solucién con T =

)=,
1.0,
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b=1,m =10y n = 10, la matriz tridiagonal del sistema

6,55 —2,5 0 0 0 0 0
-3 655 —-25 0 0 0 0

0 0

0 0

0 -3 655 —25 0 0 0 0 0

0 0 -3 65 -25 0 0 0 0

0 0 0 -3 655 -25 0 0 0

0 0 0 0 -3 65 -25 0 0

0 0 0 0 0 -3 655 -25 0
0 0 0 0 0 0 -3 655 —25
0 0 0 0 0 0 0 -3 655

y el sistema que resuelto es el siguiente

0 0,0000  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0001
—0,0000 0,0110 0,0289 0,0624 0,1288 0,2627 0,5336 1,0829 2,1969 4,4563  0,0001
—0,0000 0,0558 0,1337 0,2559 0,4525 0,7611 1,2124 1,7791  2,2239  1,6990  0,0000
—0,0000 0,1057 0,2292 0,3809 0,5632 0,7632 0,9538 1,1362 1,5449 3,3586  0,0000
—0,0000 0,1010 0,2031 0,3112 0,4360 0,6097 0,9082 1,4478 2,1910 1,9570  0,0000
—0,0000 0,0813 0,1733  0,2924 0,4604 0,6933 0,9696 1,1960 1,3572 2,7502  0,0000
—0,0000 0,0883 0,1877 0,3036 0,4350 0,5812 0,7771 1,1688 1,9474 1,9449  0,0000
—0,0000 0,0807 0,1646 0,2609 0,3895 0,5852 0,8723 1,1691 1,2633  2,3380  0,0000
—0,0000 0,0737 0,1584 0,2653 0,4001 0,5535 0,7159 0,9854 1,6960 1,8382  0,0000
—0,0001 0,0749 0,1547 0,2434 0,3496 0,5024 0,7558 1,0873 1,1813  2,0249  0,0000
—0,0001 0,0662 0,1388 0,2298 0,3530 0,5089 0,6681 0,8591 1,4722 1,6953 0

graficamente los resultados se ven como en la figura (3.1)

Como podemos darnos cuenta en la figura (3.1) se observa claramente que el
sistema es inestable, desde el inicio se dispara completamente a una potencia
de 104, se puede decir. Aunque el método de Crank Nicolson es muy titil, el
sistema tiene una componente rigida y el esquema numérico es inestable, lo
cual significa que tenemos tendencias encontradas.

3.3.2. Solucién numérica de segundo orden para un sistema
semi-discretizado

El apartado anterior nos di6é una idea de la dificultad que representa nuestro
sistema de ecuaciones, es por ello que introducimos otra manera de como
poder resolverla.

Para la aproximacién de segundo orden, el sistema semi-discretizado queda
de la siguiente manera

duy; Uil — 2U; + Uj— Ujn 1 — Uj_
ditzzai( i+l h; : 1) +6z( +12h : 1) +'7iui+fi(t)a (312)
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x 10

Figura 3.1: Gréafica con T'=1,0, b =1, m = 10 y n = 10 con segundo orden
de precision.

que se resuelven para 1 < ¢ < N — 1. El primero y el iltimo punto del
sistema necesita un tratamiento especial. El sistema de ecuaciones (3.12) se
lee en forma matricial como

d

d—': = Au+b(t) + £(t) (3.13)
donde f es la funcién de origen discretizado, A el coeficiente de la matriz y
u la solucién discretizada. El vector b contiene los valores en la frontera y

puede ser una funcién dependiente del tiempo.

La ecuacién general para un sistema semi-discretizado es de la forma

du; Uil — 2U; + Wi— Ui — Ui
d—;:ai( il h; i-1) +ﬂi( z+12h 1) + i + fi(t),  (3.14)
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La ecuacion del primer punto en el segundo orden queda

(u2 — ug)
2h

%—a (ug — 2uy + up)
a h?

+ b1 + yiur + fi(t) (3.15)

donde up = L(t) ecuacién (3.2). De la misma manera, para la frontera en el
segundo orden queda:

dun—_1 (un —2un—1 +un—2) (uny —un—2)
SUN-1 _ \UN —UN-2)

+ON-1

a N h? 2h
(3.16)
con uy = R(t). El vector b queda
(S S rr) =1
bi=14 0 2<i<N-2 (3.17)
(2l BERRE) =N -1
y los elementos de la matriz como
2
Qi = =35+ i
1 1
i1 = 550 + ﬁﬁi (3.18)
1 1
Gii—1 = 7506 — o5 i

Aplicando estas técnicas realizadas nos damos cuenta que el sistema que
tiene una componente rigida y que es inestable con otros métodos se pudo
obtener una aproximacién de la solucién de la ecuacion diferencial parcial.
En Lentvaar (Lentvaar [13], 2003), la ecuacién (3.13) se resuelve empleando
un proceso de inicializacion empleando Euler hacia atras seguido de Crank
Nicolson para una discretizaciéon espacial empleando féormulas de segundo
orden, y Runge Kutta de orden 4 seguido de BDF4 para las formulas de
cuarto orden. En dicho trabajo se presentan resultados empleando una mal-
la no uniforme generada para los ejemplos para los cuales se conoce la solucin
analfica. En un caso general, esta es una alternativa muy interesante; sin

+yv_1un—1+fn-1(t)
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embargo, si se desconoce la solucin a priori, se requiere de un proceso iter-
ativo que vaya modificando la malla hasta obtener los resultados deseados,
lo que incrementa el costo computacional del calculo de la solucién. Por
otra parte, es sencillo verificar empleando las mismas funciones de prueba
reportados en Lentvaar (Lentvaar [13], 2003), y otras ain mdas complicadas,
que es posible obtener resultados satisfactorios de una forma muy sencilla
sin necesidad de calcular mallas no uniformes ni de emplear inicializaciones
especiales. Esto se logra simplemente aplicando el método trapezoidal (la
versin para ecuaciones ordinarias de Crank Nicolson) dado por

(I — ;nzﬁl)u]Jrl (I+ nA)uj + n(b] + o T D (3.19)

y resolviendo de manera directa el sistema tridiagonal que se obtiene.

3.4. Formulas de cuarto orden

Para obtener una discretizacién de precisiéon de cuarto orden, la expansion
de Taylor en algunos puntos vecinos son necesarios. De la misma manera
que se dedujo (3.5),pero ahora enlos puntos z;1o:

92 3
_ 2 3
u(wire) = u(w;) £ 2h |z2 + 2h 92 |lz; £ 3h 93 |z +
2 0% 8 u
i e j: 5 e + O(RS 3.20

asumiendo que todas las derivads existen. Las aproximaciones de cuarto or-
den de las derivadas son por lo tanto (con algunas abreviaciones u; = u(z;) )

82
12,2 (—twipo + 16u;p1 — 30u; + 16u;—1 — uj—g) = *hza 5 |lz; + O(h4) (3.21)
1 ou
712h(—ui+2 + 8ujp1 + 8uj—1 — uj—2) = ha—xlxi + O(h%). (3.22)

combinando la ecuacién (3.21) con la ecuacién (3.22), obtenemos lo siguiente
esquema semi-discretizado

du; 1
ditl o2 ai(—uiyo + 16u;1 — 30u; + 16u;_1 — u;_2)+
1
+—Bi(—uir2 + 8ujp1 + Sui—1 — wi—2) + viu; + fi(t), (3.23)

12h
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y para el método de Crank Nicolson con discretizacién en el tiempo (con
subindice n) y el espacio (con subindice k)se ve como

it -y l[ﬂ( upty + 16wt — 30up ™ + 16u) ] — ufh))
At 212 Aac2
+1 +1 +1 +1

1 (—upis +8upy +8up™y —up™y) A e
12 Ax

(S o+ 160, — 300 + 160, — uf_y)

12 Az
1 (_“Z+2 + 8upy + 8uy_q — uj_5) n n
1 A —uy + fr]

(3.24)

3.4.1. Esquema de cuarto orden para Crank Nicolson.

Para el sistema de ecuaciones (3.24) al igual que el sistema de segundo orden
su forma matricial se ve como (3.9). Como se vio en el esquema de segundo
orden el sistema es muy inestable, entonces lo que que realizara es hacer el
mismo procedimiento pero ahora con una precision de cuarto orden en el
espacio y de esta manera tratar de estabilizarla.

Pero ahora la matriz que resolveremos es una matriz pentadiagonal que se
resuelve de manera similar a las matrices tridiagonales, despejando términos
de (3.24) vemos que los elementos de la matriz pentadiagonal son de la forma
Bj; =1+ R/15+dt/2) j=1--- M

Aj7j_127(8*R+4*w) j:2,~~~,M71

C’j,j+1:—(8*R—|—4*w) 71=2,--- M—1

Djj2=(R/2+w/2) j=2,- M-1

Ejjro=(R/2+w/2) j=2,--- M-1

donde R = 2 A$2, w= 15 A — que son los que corresponden al lado izquierdo
de la ecuacién (3.24). Para localizar el primer y segundo punto de la frontera
izquierda tenemos

utt —up B l[ﬂ( ugtt 4+ 16uh T — 30u T + 16uf T — w T
At 2712 Az?
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1 n+1 + 8un+1 + 8un+1 uri—i-l
( 1 )—U{H_l‘f‘fln—’_l]‘i‘

12 Az
[ﬁ (—uy + 16uf — 30u + 16uy — u™,)
12 Ax?
L (—uj +8uy +8ug —uy)
1 Ax —uy + f1']
(3.25)
uh ™t —ul 1 L po(—u T+ 16u§”r1 30uf ™ 4+ 16 — u3+1)
At 212 Agz?
_._i( n+1 + 8un+1 + 8u711+1 ug-i—l) n+1 N fn—i-l]
12 Ax
[ﬁ( ul + 16uly — 30uy + 16uy — ug)
12 Ax?
1 (—ul + 8ul + 8u — uly
E( 4 3Am 1 O) _ ug, +f£1]
(3.26)

donde ug = L(t) y el punto fantasma u_; se puede localizar usando extrap-
7L+1_2 n+1 n+1
olacion en la expresion (via ZI k) , haciendo k = 0 y despejando u_1

lo que nos da
u" Tt = (2ugtt -ttt (3.27)

De manera similar para encontrar los puntos de la frontera en el lado derecho

u;—i—_ll _ U%,1 _ l[ﬁ( nm—l_—s_l1 + 16un+1 30u n+1 + 16un+1 _ uz—i—_l{g)
At 2712 Ax2
1 1 1

+i( upty + Buptt + 8upt — Uﬁ::?)) WL gL
12 Ax

[ﬂ (=g, 1 + 16wy, — 30uy, | + 16wy, o — uy,_3)

12 Ax?
1 (—u” +8u? +8u”_, —ul_

+E( m+1 mAw m—2 m 3) _Ufnil +f,;blil]

(3.28)

donde u,, = R(t).
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Tomado en cuenta la ecuacién (3.8) con L(t) —t5, R(t) (b — t)?,
d(x) = 2°, f(x,t) = (v —t)> — 10(x — t)* — 10(z — t)3, para la solucién
conT =1-0,b=1, m =10 y n = 10, la matriz pentadiagonal que se
resuelve es

1,0778  —3,6667 0,25 0 0 0 0 0 0
-3,6667 1,0778 —3,6667 0,25 0 0 0 0 0
0,25 —3,6667 1,0778 —3,6667 0,25 0 0 0 0
0 0,25 -3,6667 1,0778 —3,6667 0,25 0 0 0
0 0 0,25 -3,6667 1,0778 —3,6667 0,25 0 0
0 0 0 0,25 -3,6667 1,0778 —3,6667 0,25 0
0 0 0 0 0,25 —3,6667 1,0778 —3,6667 0,25
0 0 0 0 0 0,25 —3,6667 1,0778 —3,6667
0 0 0 0 0 0 0,25 —3,6667 1,0778
y el sistema resuelto es el siguiente
0 0,0000 0,0003 0,0024 0,0102 0,0313 0,0778 0,1681 0,3277 0,5905 1,0000
—0,0000 0,0038 —0,0127 —0,5703 —0,3517 0,4709 0,4937 —0,3295 —0,5962 0,1571  0,5905
—0,0003  0,0020 0,0191 0,9660 0,5981 —0,7970 —0,8385 0,5569 1,0117 —0,2642  0,3277
—0,0024 0,0379 —0,0445 —1,6644 —1,0189 1,3766 1,4341 —0,9660 —1,7344 0,4644 0,1681
—0,0102 0,0814  0,0350 2,8261 1,7711 —2,3257 —2,4728 1,6175 2,9761 —0,7566  0,0778
—0,0313 0,2843 —0,1799 —4,9274 —2,9679 4,0892 4,2009 —2,8866 —5,0975 1,4125 0,0313
—0,0778 0,5704 0,0090 8,2354 5,2551 —6,7503 —7,2926 4,6615 8,7442 —2,1318 0,0102
—0,1681 1,3677 —0,6793 —14,5872  —8,6380 12,1482 12,2998 —8,6276  —14,9780  4,2966  0,0024
—0,3277 2,3829 —0,1737 24,0563 15,5528 —19,6606  —21,4884 13,5050 25,6962 —6,0702  0,0003
—0,5905 4,7331 —2,1984 —43,0082 —25,2703 35,8734 36,0822 —25,5462 —44,0102 12,8214 0,0000
—1,0000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

graficamente los resultados se ven como (figura (3.2))

La aproximaciéon de cuarto orden de precisién por el nombre que tiene tiende
a que la solucién de la ecuacion se considere estable, si embargo, en la figura
(3.2) se observa claramente que el sistema de nueva cuenta es muy inestable.
Aunqué, claro que por la precisién que se toma intenta resolverla y la hace
menos drastica que con segundo orden pero no lo suficiente para estabilizarla
y esta es otro forma en la que vemos que la ecuacion de Black Scholes es
dificil de aproximarla.

3.4.2.

Lo que vamos a ver a continuacion es resolver la ecuacién de Black Scholes
pero con un sistema semi-discretizado de cuarto orden como (3.23), y para
los puntos z1 y 2 que estan en el lado izquierdo de la frontera necesitan un
tratamiento especial y los puntos zxy_1 v Xy_2 que estan en el lado derecho
de la frontera.

Esquema de cuarto orden para un sistema semi-discretizado.




112 Ecuacion de Black Scholes

Figura 3.2: Gréafica con T'= 1,0, b =1, m = 10 y n = 10 con cuarto orden

de precision.

La ecuacion del sistema en el punto Xs es

5’11,2 1

E = Wag(—uz; + 16'1,63 — 3071:2 + 16'LL1 — U0)+

1
—I—mﬂg(—im + 8ug + 8uy — ug) + yaus + fa(t)

Y en el punto x

0 1
% = Thzoq(—u;g + 16ug — 30u; + 16up — u—_1)+

1
+mﬁl(—u3 + 8ug + 8ug — u—1) + u1 + f1(t)

(3.29)

(3.30)

El valor fantasma de u_1 puede ser obtenido por extrapolacién. Diferentes
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posibilidades son la siguientes

u_1 = 2ug — uy + O(hz)
_1 = 3ug — 3uy + ug + O(hg)
u_1 = 4ug — 6uq + ausg — ug + O(h4)

u_1 = dSug — 10wy + 10uy — dug + ug + O(h5)

3.31
3.32
3.33

(
(
(
(3.34

)
)
)
)

Para los del lado derecho de la frontera, los puntos zy_1 v Xy_o son simi-

lares y por lo tanto la obtencién de ellos se omite.

Aqui, no solo el vector b cambia, sino también el primero y el ltimo renglén
de la matriz cambian. El vector b mencianado en (3.13) se puede ver como

(a(a+h) (a+h) )L(t) Z — 1
(-2l | Bty o

bi=14 0 3<i<N-3
(—2¢ gfh “725’” )R()  i=N-2
=l i BOh)) R(t) i=N-1

y los elementos de la matriz de (3.13) como

15
i = = 15 + 7
4
Qi1 = 75 + 51
4 2
Aij—1 = Wai - 371@
1 1
it = —Tor5 % — mﬁi
1 1
@ii—2 = ~5pa % o+ hB

El primero y tltimo renglén corregido de (3.36) nos da

ailr = —

2
n?

a(a+h) — %mm) +y(a+h)

(3.35)

(3.36)
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a1z = —ia(a +h) + %B(a +h)

12
=L s@+n (3.37)

aiz = 6h a .

2 1
AN-1,N-1= —ﬁa(b —h)— %5(19 —h)+~(b+h)

1 1
AN-1,N-2 = —ﬁa(b h) — E/B(b —h)
1
aN-1,N-3 = 676(1) —h)

Un segundo enfoque para el primer y ltimo punto de la malla es usar
diferencias hacia atras en los primeros y ultimos puntos de la malla, con el
esquema en diferencias

(5& _ —3ug + 10uy + 18ug — 6uz + uy

4
57 oh + O(h%) (3.38)

(5QU1 10ug + 15uy — 4ug + 14us — 6uy + us 4
= O(h 3.39
dx? 12h2 +O(R) ( )

Y similarmente para los de ultimos puntos
oun_1 —3un + 10uny_1 + 18uny_o — 6uny_3+un_4 4
= .4
5z 1oh +O(h*)  (3.40)
521“\7_1 _ 10uny + 1buy_1 —4uny_o + ldun_3 — 6un_4 + un_s n O(h4)
0x? 12h2
(3.41)
El primero y tltimo renglén corregido de (3.36) son ahora
5
a == ala+h) — —ﬁ(a +h)+~(a+h)
1
ajp = — 550 (a+h)+ 6(a+h)
3h
7
a3 = 50 afa+h) *3 B(CH‘ h)
1
alq4 = _ThQQ( a + h) + mﬁ(a + h)
1

a5 = 1577 ala+h) (3.42)
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) )
AN-1N-1= =73 a(b—h) - @B(b —h)+~(b+h)
1 31
AN-1N-2 = ~g5 alb—h) - 2*5(5 —h)
7
AN-1,N-3 = 30 a(b—h)— *B(b —h)
1
AN-1N—4 =~ 50 alb—h) - %5(5 —h)
1
AN-1,N-5 = 757 a(b—h)

FEl vector b solo cambia en el primero y tltimo elemento, De modo que estos
elementos en el vector b(3.35) son

b = (gzala+ ) = 56(a+ W)L() (3.43)
-1 = (ala+h) = 2-6(o + )R()

3.5. Transformacion de coordenadas

Como nos hemos percatado y tomando los escritos de Wesseling (ver Wesseling[10])
deducimos que el refinamiento de una malla local nos da una mayor precisién,
cerca de las singularidades, como el dominio de las singularidades o las sin-
gularidades en el lado derecho de una ecuacién o en condiciones iniciales o
de frontera. La aproximacién en diferencias finitas depende de la existencia
de algunas derivadas en la expansién de Taylor, pero en la opcién de fijacién
de precios la condicién final es tipicamente no diferenciable o discontinua.
Por lo tanto, refinar la malla local cerca de las condiciones de ganancias no
diferenciables o discontinuas vemos que es una eleccion logica para mantener
una precision satisfactoria. El principio de un refinamiento local es simple:
Obtener mas puntos en la vecindad del punto de la malla donde se produce
la condicion no diferenciable. Esto puede ser adaptando el refinamiento de
la malla en algunas regiones, basado por un indicador de error, o por una
transformacion de coordenadas, lo que resulta en una malla de elongacién a-
priori. Este tltimo es computacionamente mas eficiente si la regién de interes
para el refinamiento es conocido de antemano. Adoptando el refinamiento
de la malla requiere computacionalmente un extra durante el proceso de
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la solucién para estimar el error, por ejemplo. Una transformacién de co-
ordenadas analitica es la forma mas elegante en nuestras aplicaciones. Sin
embargo, hay cambios para la transformacién de ecuaciones diferenciables.
La optencién de los espacios discretizados en la seccién (3.2) es basado en
una malla equidistante. Esta discretizacién pueden ser usada despues de la
transformacién analitica, con solo los coeficientes enfrente de los cambios de
las derivadas. Consideraremos una transformacién de coordenadas y = (),
que debe ser uno a uno, con la inversa x = ¥(y) = ¥~ !(y). Por la regla de
la cadena la derivada de primer orden de una funcién u(z) sera:

du _dudy _du dz _, 1 du

= —— 3.44
dr  dydr  dy xy V'(y) dy (3.44)
Usando (3.44), la segunda derivada estd dada:
d*u (da:) 1 d( d, _jdu
dz? ~ ‘dy' dyzy’  dy
dr._od*u  dr._sd*udu

— - —— 3.45
= dy ) da? (dy ) dz? dy (345)

1 > Y'(y) du

T Ww)?Pd? @(y)Pdy

Aplicando (3.44) y (3.45) para (3.1)los factores de cambio «, 8 y ~y son:

. a(y(y))
aly) = Wy ))2 (3.46)
~ W) _ P (y)
Bly) = ) (w(y))( 7)) (3.47)
A(y) = v(¥(y)) (3.48)

note que si 8 = 0 en la ecuacién original, la ecuacién transformada contiene
un término de conveccion extra. Una ecuacién estandar la de difusién se con-
vierte en una ecuacion conveccién-difusion con coeficientes no constantes.

La ecuacion transformada es la EDP objetivo para resolver en una malla
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equidistante. Las condiciones de frontera izquierda y derecha con solo trans-
formados dentro de ¢ (a) y ¥(b). Nuestro nuevo paso para la ecuacién trans-
formada es: hpew = W
monotona creciente.

, asumiendo que la funcién 1 es una funcién

7

T
asinh(x-15)+asinh(15)

Figura 3.3: Funcién de transformacién (3.49)

3.5.1. Tipos de transformaciones

Es conveniente usar una funcién monétona creciente para la transformacion.
Una transformacién interesante para la opcién de fijar precios (ver Clarke
[2]) es

y = 1p(S) = sinh (S — Sp) + sinh~1(Sp) (3.49)

donde, sinh™! es el inverso de sinh. La figura (3.3) representa (3.49) para
So = 15. Con una simple modificacién, esto es posible para enfocar el re-
finamiento local en algin punto especifico, por ejemplo en el ejercicio de
poner el precio (Sp = E). La transformacién usada en este caso es

y = () = sinh ™1 (u(S — Sp)) + sinh 1 (uSp) (3.50)

el parametro p determina la tasa de elongacién. Un valor satisfactorio en
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muchos casos es u = 5. Con esta ecuacion, la malla es refinada al rededor de
S = Sp. La figura (3.4) muestra la funcién de elongacién para p = 1,5, 10.

- = asinh5*(x-15)+asinh(15) _.==T 7
asinh5*(x-15)+asinh(75) P
-
101 — — asinh10*(x-15)+asinh(10*15) »* - — ]
4

-

Figura 3.4: Funcién de transformacion (3.50) con p = 1,5,10

para la transformacion (3.50), la inversa y las derivadas son:

P(y) = ;sinh(y —sinh~(1Sp)) + So (3.51)
Y (y) = icosh(y — sinh ™ (1150)) (3.52)
/() = o sinh(y = sinh ™ (u50)) (3.59)

Estés transformaciones solo pueden ser aplicadas en algunos puntos, supong-
amos x1, - - -, T, alrededor de la elongacién mas de un punto es necesitado. la
transformacién entonces puede llegar a ser una secuencia y puede ser escrita
como una funcién

y =)z = Pa(y) < 2z = ¢a(Pr(2)) (3.54)

Yy =p(r)z = p2(y) = 2 = pa(p1(x))
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3.6. Interpretacion de la ecuacion ordinaria

Despties del espacio discretizado de una ecuacion, que pueden haber sido
transformados, un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias como el
que sigue

{ o — Au+b(t) + () (3.55)

u(0) =¢
Donde A es la matriz generada por el segundo o cuarto orden del esquema,
el vector b contiene las condiciones de frontera. f(t) es la funcién fuente y
¥ la condicién inicial (transformada) (3.55). Sabemos que, por ejemplo de
[ver Strikwerdal5]], las ecuaciones diferenciales parciales de difusién son de
tipo rigido y por lo que tenemos que utilizar métodos implicitos para poder
resolverlos. Ademéds de que emplean un segundo o cuarto orden de precisiéon
en el tiempo. Dividimos el intervalo del tiempo en N intervalos y definimos
el paso del tiempo n = L. Para obtener un segundo orden (O(h? 4+ n?)) o
de cuarto orden (O(h* +n*)) de aproximacién de la solucién, un tiempo de
integracién de O(n?) o O(n*) es obligatoria.

3.6.1. Meétodo de Crank Nicolson

Uno de los métodos de segundo orden mas usados comunmente es el esque-
ma de Crank Nicolson, (ver Burder [3]). El esquema esta como sigue:

(I - %Wl)uj+1 =+ %nA)uj + %n(bj FV R T ) (3.56)

con I la matriz identidad y u’ el vector evaluado en el tiempo t = jn. Para
condiciones finales no suaves el esquema de Crank Nicolson es no satisfac-
torio (ver Rannacher[8]). Por que el método no es L-estable (ver Wesseling
[10]). Oscilaciones numéricas no son y siguen siendo amortiguadas en cierta
medida. Esto también puede ocurir para una condicion final discontinua. Por
lo tanto, medidas especiales de amortiguacién de inicializacién son necesar-
ios.

3.6.2. Meétodo de diferencias hacia atras

Otro de los esquemas implicitos mas conocidos es el esquema de diferencias
hacia trds, BDF2 que es también de O(n?) (ver Strikwerda [5] y LeVeque [7]).

_ 1 : A
(g[ —nA)I Tt =200 + iujfl + (BT 4 I (3.57)
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Este método es una método de dos pasos, lo que implica que un paso de
inicializacion es necesario. Mas adelante describiremos algunos pasos de ini-
cializacién apropiados.

Fl esquema de cuarto orden es el siguiente:

25 . ) . 4 . 1 . ) .
(EI —nA)yw T = 4ud — 307 + guJ_Q + Zuj_s +n® T 7T (3.58)
Este método necesita tres pasos de inicializacién.

3.6.3. Método implicito de Runge-Kutta.

El método de cuarto orden descrito en el apartado anterior es un método
de multi-pasos. Los métodos de Runge-Kutta son de un paso pero métodos
multi-etapas, lo que significa que mds calculos se realizan para un paso de
tiempo, pero todos ellos con valores de tiempo explicitamente conocidos. Los
métodos comunmente mas usados de Runge-Kutta son basados en la inte-
gracién de Simpson's (ver Strikwerda [5]). Cabe mencionar, que tenemos
que usar un método implicito, por que el esquema es rigido. La ecuacion
diferencial (3.55) puede reescribirse como

u = z(t,u) (3.59)

u(O) = Uy = ’(/}0 (360)

El esquema general de Runge-Kutta puede ser dada por (ver Cartwringht [4])

Yo = uj + nz%:lpémz(tj + cmn, Ym)

Wt = + 0% wnz(t + emn, yim) (3.61)

Por que pi; # 0, el sistema total es implicito y tenemos la soluciéon de
un sistema de ¢ ecuaciones con ¢ vectores desconocidos de tamano N-1.
Pero, si es necesario, poder aplicar una descomposicién LU para atacar este
problema. Hay muchos esquemas diferentes de Runge-Kutta descritos por
el llamado arreglo de Butcher’s. El método de Runge-Kutta usado para
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la solucién del sistema es el esquema de Gauss-Legendre de O(n?) . Y los

parametros son:
1 11
IR
T 5V3 1

c=(4-4v3 J+iv3)" (3.62)

3.6.4. Método de Padé

Otros de los multi-etapas, con una formula de paso diferente para la ecuacién
diferencial ordinaria en la forma de (3.59) Estd dado por el método de
Padé (ver Strikwerda [5]). El método llamado Padé(1,1) esta escrito co-
mo:

W = i+ in(Auj + 0+ 4+ AT 4 Y L 0?)  (3.63)

Este esquema es el esquema conocido como Crank-Nicolson. el esquema de
Padé(1,2) es

_ 1 _ _ _ 2 . _ _
Wt = + SP(AW 8 4 f7) + gn(AuJH + O 4 Y4

dbi+1 dfit1
L + 7) + O(HB) (3.64)

—énQ(A(Auj + ¥+ )+

y es esquema de Padé(2,2) escrito

Wt =l + §n(AuJ + 0+ f 4+ AT 4

12 iy iy WA
+12n(A(Au +0+ )+ dt+dt)
. , . j+1 J+l
—%n2(A(Au]+1 AR AR dzt + dfT) + 0 (3.65)

Las derivadas del vector b y el vector fuente f pueden ser facilmente calcu-
ladas. Todos estos métodos son implicitos Debido a que el factor u/*! en
ambos lados aparece.
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3.6.5. Inicializacién

Para la aproximacién de segundo orden, un paso de inicializacién es nece-
sario para el método BDF2 (3.57). Esto puede hacerse tomando un paso del
método de Crank-Nicolson (3.56). Las condiciones iniciales no suaves deben
ser tratados por otro paso de inicializacién, que exhibe la amortiguacion .
Por lo que se propone, hacer dos pasos para el esquema Euler hacia atras
(Backward), el primer orden puede ser aplicado como (ver Pooley [6]),

(I— AtA)uw/ ™ = u/ + At(b/ T 4 £ (3.66)

Para el cuarto orden de integracion, varias posibilidades para la inicial-
izaciéon de BDF4 pueden darse. Los métodos de Padé y de Runge-Kutta
son ambos métodos de un solo paso, pero son complicados, debido a las
multi-etapas. Para el método de Runge-Kutta, las ecuaciones matriz tiene
que ser invertidos. Ello genera un costo substancial de tiempo en el CPU.
Con la aproximacion de Padé, ambas multiplicaciones de matrices asi como
inverciones de matrices tienen que realizarse. una manera elegante es com-
binando el método de cuarto orden descrito en los temas anteriores es como
el siguiente. Tomar cuatro pasos de el método de Gauss-Legendre (3.62) y
continuar con BDF 4 (3.58). Padé solo puede ser usado con una inicializacién
para el método de BDF4. Otro método consiste en comenzar con el esquema
de BDF2 continuando con el esquema BDF3 y finalmente continuando con
el método BDF4. El método BDF3 esta dado por:

(%1] — AtA)W T = 30! — %uj_l + %uj_?) + At 4 Y (3.67)

La combinacién de Euler hacia atras (Blackward)(3.66) y Crank Nicolson
(3.56)es usado para la solucién de segundo orden y la combinacion de Runge-
Kutta (3.61) y (3.62) con BDF4 (3.58) es usado para la soluciones de cuarto
orden. Los otros metodos son altenativos, pero pueden ser referidos.

3.7. Diferenciaciéon numérica: los Griegos

Para poder hablar de los Griegos es necesario hablar de diferenciacién numéri-
ca, pues los Griegos se calculan por diferenciacion numérica. Esto es usando
los esquemas en diferencias para la discretizacion de la ecuaciéon de Black-
Scholes. Dado la solucién de un problema u(x;,t), entonces las derivadas de
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un esquema de segundo orden esta dado:

_Ou w1 — i

A= — 3.68
" Ox 2h ( )
O*u uipr — 2u; + Ui
y para el esquema de cuarto orden como:
ou  —Ujyo + 8ujr1 — 8ui—1 + u;—9
A, = 2o T Las : . 3.70
' ox 12h (3.70)
I, 9%u U2 + 16ui41 — 30u; + 16w;—1 — u;—2 (3'71)

02?2 1272
Las derivadas en las fronteras son conocidas para Black-Scholes, pero con el
esquema de cuarto orden, es necesario las diferencias hacia atras para en-
contrar las derivadas en los puntos u; y uy_1. Las derivadas en esos puntos
son de la forma:

@ _ —3ug + 10u; + 18us — Gus + uy

Ay = o oh (3.72)
%u  10ug + 15u; — 4ug + 1dus — 6ug + usg
I =20 = .
1T 0a? 1212 (373)
Oou  —3uy + 10uy_1 + 18un_2 — 6un_3 + un—_4
Ayn_1 = — = .74
N1 0 12h (3.74)

r - 0%u B 10uny + 1buy_1 —4duy_9o + ldun_3 — 6un_4 + un_s
NU™ 9a2 1252

(3.75)
Si la transformacién es usada, los esquemas de la misma pueden ser emplea-
dos, pero ahora las derivadas son:

d
Aq; = di’Ai (3.76)
Yi
do \ 2 o [ gp \ 73
Tri = ( 7 )z’ Fi_TyQ( £ )i Ai (377)

Las derivadas de las transformaciones también se conocen en cada punto.
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3.8. La validacion de los sistemas semi-discretos

Antes de aplicar las discretizaciones que se hicieron en los temas anteriores
para la ecuacion de Black Scholes, se realizaran algunas pruebas de referen-
cias con las ecuaciones de tipo difusién y con una solucién analitica en la
forma de un polinomio. El esquema de segundo orden es la prueba. El error

numérico se puede dar en la norma méxima || - ||« 0 en la norma L2
€oo = ||0 — Uex|loo = max{|u; — Uez i :i=1---N} (3.78)
1|
€2 = [[u — uex||2 = N Z(Ul — uegm')z (3.79)

=1

donde u es la solucién numerica y uex €s la solucién exacta. Notemos que
|ti — Ueg,i| €s el error cometido en el punto z; = a + ih. En la ecuacién de
Black Scholes, el valor de a esta en cero, y todos los cédlculos son realizados
en el intervalo [0, b].

3.8.1. Problema de prueba con coeficientes constantes

El primer problema para la prueba de semidiscretizacion es de segundo orden
en una ecuacion diferencial parcial parabdlica con coeficientes constantes

ou  10%u Ou
+ % - u(x,t) + f(l‘,t)

ot 2022
u(0,t) = —t°
u(b,t) = (b—t)° (3.80)
u(z,0) = z°

fz,t) = (z —t)° = 10(x — t)* — 10(x — t)>.
La solucién exacta esta dado por
u(z,t) = (x —t)°. (3.81)

Para la soluciéon donde T'= 1, b = 1, N = 10 para el paso en el espacio y
M = 10 para el paso de tiempo con extrapolacién en las fronteras, la matriz
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de (3.80) es

—101 55 0 0 0 0 0 0 0
45 =101 55 0 0 0 0 0 0
0 45 =101 55 0 0 0 0 0
0 0 45 —101 55 0 0 0 0
0 0 0 45 =101 55 0 0 0
0 0 0 0 45 —101 55 0 0
0 0 0 0 0 45 =101 55 0
0 0 0 0 0 0 45 =101 55
0 0 0 0 0 0 0 45  —101

Tipicamente para la semidiscretizacién de segundo orden en el espacio la
estructura es una matriz tridiagonal. En la tabla (3.1) una prueba con difer-
entes numeros de pasos en el espacio y tiempo es realizado para la ecuacién
(3.80). El error se presenta tanto para la norma infinita como para la norma
L2

Mallado | ||t — tez|loo | [|u — ter]|2
10x 10 | 49x10~3 | 2.07x102
20 x 20 12x1072% | 1.01x1072
30 x 30 | 5.19x107* | 6.7x1073
50 x 50 | 1.87x10~% | 4.0x1073
70 x 70 | 9.53x107° | 2.9x1073

Cuadro 3.1: Resultados del problema prueba (3.80) con b = 1, T =1y
extrapolacion en la frontera.

3.8.2. Problema de prueba con coeficientes no constantes

La ecuacién de Black Scholes tiene coeficientes no constantes, por lo que
también se a hecho una prueba con la siguiente ecuacion parabdlica.

% = ;ngiZ x% —u(z,t) + f(x,t)
u(0,t) = —t°
u(b,t) = (b—1t)° (3.82)
u(z,0) = 2°

f(z,t) = (x —t)° = 5(x — t)* = ba(z — t)* — 1022 (z — )3
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La solucién exacta esta dada por
u(z,t) = (x —t)°. (3.83)

En la tabla (3.2) los errores se presentan tanto para la norma infinita como
para la norma L2. Los errores son algo mayores que para la ecuacién anterior.

—2,0000 1,0000 0 0 0 0 0 0 0
1,0000 —5,0000 3,0000 0 0 0 0 0 0
0 3,0000 —10,0000 6,0000 0 0 0 0 0
0 0 6,0000 —17,0000 10,0000 0 0 0 0
0 0 0 10,0000 —26,0000 15,0000 0 0 0
0 0 0 0 15,0000 —37,0000 21,0000 0 0
0 0 0 0 0 21,0000 —50,0000 28,0000 0
0 0 0 0 0 0 28,0000 —65,0000 36,0000
0 0 0 0 0 0 0 36,0000 —82,0000

En la figura (3.5) claramente se observa que nuestro método funciona de

Mallado | ||t — tez|loo | U — tez]|2
10 x 10 | 72x1073 | 16.4x102
20 x 20 | 24x1073 | 86.0x1073
30 x30 | 12x1073 | 59.0x1073
50 x 50 | 4.67x107* | 36.0x1073
70 x 70 | 2.47x10~% | 26.0x1073

Cuadro 3.2: Resultados del problema prueba (3.82) con b =1, T =1y
diferencias hacia atras en los puntos de la frontera.

manera correcta.

3.9. Sistema semi-discreto con una funcién expo-
nencial

3.9.1. Problema de prueba con coeficientes constantes

Ahora el problema para la prueba de semidiscretizacién es de segundo orden
en una ecuacion diferencial parcial parabdlica con coeficientes constantes es

ou_10% o
ot 202 Oz
u(0,t) = exp(—t)
u(b,t) = exp(b —t) (3.84)

—u(z,t) + f(x,t)

u(x,0) = exp(x)
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__exacta
+ + aproximada

Figura 3.5: Comparacién de la solucién andlitica y aproximada para u(z, t) =
(x —t)°.

f(z,t) = =(3/2) exp(z — 1)

La solucién exacta esta dado por

u(z,t) = exp(x — t). (3.85)

Para la solucién donde T'= 1, b = 1, N = 10 para el paso en el espacio y
M = 10 para el paso de tiempo con extrapolacion en las fronteras, la matriz
de (3.80) es

—101 55 0 0 0 0 0 0 0
45 —101 55 0 0 0 0 0 0
0 45 —101 55 0 0 0 0 0
0 0 45 —101 55 0 0 0 0
0 0 0 45 —101 55 0 0 0
0 0 0 0 45 —101 55 0 0
0 0 0 0 0 45 —-101 55 0
0 0 0 0 0 0 45 —-101 55
0 0 0 0 0 0 0 45  —101

Tipicamente para la semidiscretizacién de segundo orden en el espacio la
estructura es una matriz tridiagonal. En la tabla (3.3) una prueba con difer-
entes numeros de pasos en el espacio y tiempo es realizado para la ecuacion
(3.84). El error se presenta tanto para la norma infinita como para la norma
L2
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Mallado | ||t — tez|loo | U — Uex]|2
10 x 10 | 3.02x10~* | 19x1073
20 x 20 | 7.55x107° | 9.21x10~*
30 x 30 | 3.35x107° | 6.12x10~*
50 x 50 | 1.2x107° | 3.16x10~*
70 x 70 | 6.15x1076 | 2.61x10~*

Cuadro 3.3: Resultados del problema prueba (3.84) con b = 1, T =
extrapolacion en la frontera.

ly
3.9.2.

Problema de prueba con coeficientes no constantes

La ecuacién de Black Scholes tiene coeficientes no constantes, por lo que
también se a hecho una prueba con la siguiente ecuacion parabdlica.

% = ;ngZxZ + x% —u(z, t) + f(x,t)
u(0,t) = exp(—t)
u(b, t) = exp(b —t) (3.86)
u(z,0) = exp(x)
f(x,t) = —(22/2 + 2) exp(x — t).
La solucién exacta esta dada por
u(z,t) = exp(z — t). (3.87)

En la tabla (3.4) los errores se presentan tanto para la norma infinita como
para la norma L2. Los errores son algo mayores que para la ecuacién anterior.

—2,0000 1,0000 0 0 0 0 0 0 0
1,0000 —5,0000 3,0000 0 0 0 0 0 0
0 3,0000 —10,0000 6,0000 0 0 0 0 0
0 0 6,0000 —17,0000 10,0000 0 0 0 0
0 0 0 10,0000 —26,0000 15,0000 0 0 0
0 0 0 0 15,0000 —37,0000 21,0000 0 0
0 0 0 0 0 21,0000 —50,0000 28,0000 0
0 0 0 0 0 0 28,0000 —65,0000 36,0000
0 0 0 0 0 0 0 36,0000 —82,0000

La figura (3.6) representa que nuestro método aproxima la solucién con una
buena presicion.
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Mallado | ||u — tex||oo | ||t — tez]|2
10x 10 | 2.3x10~% | 9.56x10~%
20x 20 | 6.8x107° | 5.06x10~*
30 x30 | 3.17x107° | 3.42x10~*
50 x 50 | 1.18x107° | 2.08x10~*
70 x 70 | 6.08x1076 | 1.49x10~*

Cuadro 3.4: Resultados del problema prueba (3.86) con b = 1, T =1y
diferencias hacia atras en los puntos de la frontera.

exacta
+++++  aproximada

Figura 3.6: Comparacién de la solucién anélitica y aproximada para u(z, t) =

exp(z —t).
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Capitulo 4

Conclusiones y trabajos a
futuro

4.1. Conclusiones

Para esta tesis el objetivo fue encontrar una aproximacién de la solucién de
la ecuacén de Black-Scholes, mediante el método de diferencias finitas que
se basa como en muchos otros casos en polinémios de Taylor.

Esta ecuacién tiene caracteristicas similares a la ecuacién de difusién clésica,
que resolvemos en esta tesis de manera explicita mediante el sistema FTCS.
Nos dimos cuenta que, para que el esquema sea estable se ocupa que r < 1/2,
lo que nos restringfa el tipo de mallado del dominio, ademas de que el es-
quema es de tres niveles. La resolvemos también de manera implicita medi-
ante Crank-Nicolson, pues este método es incondicionalmente estable para
la ecuacién de difusién.

Ahora bien, dado que la ecuacién de Black-Scholes que es de tipo difusién-
adveccién. Aplicando Crank-Nicolson que es incondicionalmente estable para
difusiéon nos damos cuenta de que no es posible obtener una buena aproxi-
macién pues se presenta al mismo tiempo rigidez e inestabilidad. Finalmente,
aplicamos un sistema semi-discretizado a esta ecuacién para la parte espa-
cial, la ecuacién resultante es una ecuacion ordinaria de primer orden en el
tiempo. Una vez hecho esto ahora si aplicamos Crank-Nicolson (Trapezoidal)
que es A-estable y no L-estable (ver LeVeque [7]), con lo cual alcanzamos el
objetivo propuesto en un principio.
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Lo anterior muestra que es posible resolver satisfactoriamente varias instan-
cias de la ecuacién de Black Scholes de una forma muy sencilla por medio
de semidiscretizacién, sin necesidad de esquemas de orden alto ni de inicial-
izacién especial alguna. Esto sugiere que es posible aplicar el mismo esquema
a otras ecuaciones similares. En particular, es muy importante notar que,
de manera andloga a lo propuesto en Lentvaar ( ver Lentvaar [12]), los re-
sultados sugieren que es posible crear un método para las denominadas op-
ciones Americanas en la ecuacion de Black Scholes, las cuales no son solubles
analiticamente. Esto sin duda es un problema de gran importancia.

4.2. Trabajos a futuro

La culminacién de esté trabajo nos lleba, a realizar nuevos enfoques, tales
como: profundizar en el estudio de las soluciones numeéricas de las ecuaciones
diferenciales, que en gran medida son una parte esencial de las matematicas.
La aplicacion de nuestro método a las opciones americanas que no son sol-
ubles analiticamente, asi como, el estudio de otros métodos numéricos que
nos ayuden a aproximar las soluciones numéricas de las ecuaciones diferen-
ciales.



Apéndice A

Elementos minimos de
algebra lineal

En las seciones anteriores vimos que las definiciones de convergencia, consis-
tencia y estabilidad, y desde luego el teorema de Lax estan dadas en términos
de las normas definidas en espacios lineales de dimenciones finitas e infini-
tas. Por lo que haremos una breve revision del texto donde hemos incluido
algunos espacios y normas del algebra lineal y del analisis funcional. para
una mayor informacién sobre la teoria de matrices (espacios de dimenciones
finitas) (ver Roger [15]), y para mayor informacién del analisis funcional
(espacios de dimenciones infinitas) (ver Erwin [16]).

Espacios y Normas

Cuando trabajamos con espacios de dimension finita , estamos usando cualquiera
de los espacios euclidianos reales , RY, o espacios euclidianos complejos, CV,
para algun N. Las diferentes normas de dimension finita que hemos estado
usando es la norma euclidiana usual

N
hallz = 4| D luxl? (A.1)
k=1

(donde en algun momento el super indice 2 no serd incluido), la norma fo A,

N
lullz.a0 = | Y lur?Az (A.2)
k=1
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(donde vamos a tratar de no confundir esto con las versiones de dimenciones
infinitas), y la norma del supremo

[ullo = sup fug| (A.3)
1<k<N
Podemos enfatizar que cuando estamos en RY, la notacién | - | indica el

valor absoluto, y en los CV, la notacién indica la magnitud de los niimeros
complejos. Sin embargo, todas las normas son equivalentes sobre cualquier
espacio RN o CV. En tiempos diferentes cada una de estas normas pueden
ser necesarios o convenientes.

Las dimenciones de la secuencia finita de espacios que vamos a utilizar in-
cluye ambos espacios el real y el complejo £o,

o

by ={u=(-yu_r,ug,u, )"0 Y fugf* < oo} (A.4)

k=—00

con norma
0o
laflz = | > funl? (A.5)
—00

ambos espacios reales y complejos 2 con la norma f3 Az, y con norma

o0
[all2.a: = \ > lun?Az (A.6)

y los espacios de todas la secuencias de frontera, £,

loo ={u = (yu_1,up,ur,..)" 1 sup |up| < oo}, (A.7)
—oo<k<oo
con norma
[alloc = sup  fuy|. (A-8)
—oo<k<oo

Finalmente, cuando tomamos las transformadas, nosotros obtenemos el es-
pacio lineal con dimenciones infinitas de un valor complejo, funciones inte-
grables cuadradas de Lebesgue, Lo(R),

Ly(R)={v:R—C: /R lv(z)|?dx < oo} (A.9)
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con norma

Jall2 = (A.10)

/R lv(2)|2dz.

Cabe senalar que |’  €s utilizado sobre la regiéon R. En este caso, la intergral

es la integral de Lebesgue que en nuestro caso es la integral de Riemman.
También, el dominio que se maneja en las funciones R, por lo general son
sobre la linea real R, o el intervalo [—II, II]. Como hemos dicho antes, cuando
las fuciones son evaludas en los complejos, la notacién |v(x)| nos indica la
magnitud los nimeros complejos.

Existen varias variaciones sobre estos espacios y normas que estamos us-
ando. Por ejemplo, cuando consideramos dos problemas dimencionales, el
vector tiene dos subindices. Aunque a menudo es mas ventajoso hacer la
suma con los indices por separado, El enfoque es que estos dos arreglos
dimencionales esten dentro de un gran arreglo dimencional. Entonces, por
ejemplo , la norma ¢ A, de un vector en dos dimenciones, seria un espacio
de suseciones de dimensién finita

Nz N?:’
Hsactl2ae = 4| D> lujulPAzAy (A.11)
j=1 k=1

(Debemos notar que en las “dosdimenciones” la norma 5 a, tiene a ambos,
un Az y un Ay multiplicando la suma ¢3). Pensemos que tomamos al vector
como un arreglo unidimensional, lo que nos recuerda que en realidad es en
dos dimenciones. En una manera similar, definimos la norma de dimensién
infinta en dos dimenciones como:

280 =, Y. Y luklPAzAy (A.12)

j=—00 k=—o00

[{ujicH

y la norma de dos dimeciones Ly como:

afls = \//R lola)Pdzdy (A.13)

Otras de la variaciones de los espacios con la cual debemos lidear es teniendo
cualquier vector evaluado en un espacio de sucesiones o espacio Lo. Por
ejemplo , si tomamos el vector v = (...,u_1,ug, uy,...). donde cada vector
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uy es un K-vector, definimos

[ee)

Y lujlaAz (A.14)

j=—o0

[ull2,az =

donde la norma en la sumatoria es la norma Euclidiana. Si tenemos una
funcién v : R — CV, definimos la norma de este valor CV como una funcién
de la raiz cuadrada de la integral de Lebesgue

Ivll2 = /R s 13l (A.15)

Operadores

Cuando consideramos nuestro problema en las espacios lineales descritos, la
diferencia entre operadores y transformadas pueder llagar a ser operadores
sobre estos espacios. consideraremos un operador @, @ : X — X donde X el
espacio lineal con norma || - ||. Los operadores que consideramos en los espa-
cios de secuencia son definidos por una formula del cual esta definido el kht
elemento. Por ejemplo, la diferencia del operador uZH =up + 7’(52u}; puede
ser reescrito como u”t! = Qu" donde hemos definido el kht elemento de
Qu" como (Qu™)g = up + ré?u}. El operador sobre los espaico Ly general-
mete puede ser multiplicado por alguna funcién, es decir, @ﬂ(g ) = p(&)u(§).
Operadores (incluyendo la diferencia de operadores) definidos sobre el espa-
cio de dimension finita pueder ser y a menudo ser escrito como matrices.

Definimos la norma inducida de que @ (incluido de la norma || - ||) como:

1Ql2 = sup [|Qu]. (A.16)
[[ufl<1
Vamos a discutir las normas de los operadores frecuentemente. Vamos a ver
que por lo general no vamos a poder calcular la norma de un operador. Los
dos resultados pertinentes para el calculo de las normas que hemos estado
usando involucra a ambos a operadores de dimenciones finitas y matrices.
Ambos resultados asumen que nosotros estamos usando la norma Euclidiana,
y por lo tanto, inducidos por el operador de la norma euclidiana. En primer
circunstancia es un resultado que nos permitird calcular la norma de las
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matrices hermitianas (A es una matriz Hermitiana si A* = A donde A* es
. —T
el transpuesto cunjugado de A, A™).

Proposicion A.1 Si A es una matriz hermitiana de N x N, entonces
Al = o(A),

donde o(A) = max{|A| : A es un eigenvalor de A} es el radio espectral
de A.

Fl resultado para una matriz general es similar.

Proposicion A.2 Si A es una matriz de N x N, entonces
Al = /o (Ax A).

Matrices tridiagonales

Como ya se hemos visto, la mayoria de las matrices con las cuales hemos
estado trabajando son matrices tridiagonales. Frecuentemente, (por ejemplo,
cuando queremos calcular la norma de una matriz), vamos a querer saber
los eigenvalores deuna matriz tridiagonal. Hay varias matrices tridiagonales
interesantes para los eigenvalores y eigenvectores conocidos. Por ejemplo, si
definimos

b c
a b ¢
T =Tr(a,b,c)= e (A.17)
a b c
b ¢

NxN

Entonces los eigenvalores y los eigenvectores asociados estan dados por

a /11
)\j—b+20\/:cosN+1,j—1,...,N (A.18)
y - -—
Uy
: Jej1I
wj= | u ,uk—Q(\/z)ksin N‘7+1,k::1,...,N (A.19)
. uN -
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para j = 1,..., N. Hay varias formas de llegar a este resultado. La manera
mas facil de ver que estos eigenvalores y eigenvectores son correctos es cal-
culando T'u; y ver que nos da Aju;.

Posteriormente, vamos a necesitar que los eigenvalores y eigenvectores para
otras matrices tridiagonales no sean de la forma (A.17). A continuacién va-
mos a enlistar algunas matrices tridiagonales con sus respectivos eigenvalores
y eigenvectores.

En cada caso enlistamos la matriz, los eigenvalores y los k —th componentes
de los j — th eigenvectores. Para mas informaciéon sobre estas matrices y
eigenvalores (incluyendo la derivacién) (ver Paul [17]).

1 —1 0
—1 2 -1 0
Tn,p = (A.20)
0o -1 2 -1
0 -1 2 NN
(2j = DI
/\j:2—2COSTH,]:17...,N (A21)
Yy
25 — DIL
uk:cosw,kz1,...,N;j:1,...,N (A.22)

donde z = 2k — 1)Az/2, k=1,..,N, Az =2/(2N + 1) .

2 2 0
12 -1 0 .
Tnyp = (A.23)
0 -1 2 -1
0 -1 2/,
(2j = DI
AN=2—2cos ) i1 N A.24
¥l COs IN 5 J PREET] ( )
y
2j — I
uk:cosw,k:1,...,N;j:1,...,N (A.25)

donde 2, = (k —1)Az, k=1,...N, Ax = 1/N .
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1 -1 0
—1 2 -1 0
TN, N, =
0o -1 2 -1
0 -2 2 NxN
(G-I .
)\] =2 2COSN74_1"7 = 17...,N

up = cos(j — Dlag, k=1,...N;j=1,...N
donde z = (k—1)Az, k=1,.,N, Ax =1/(N —-1) .

(A.26)

(A.27)

(A.28)
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