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Capitulo 1

Introduccion.

Los fenémenos de mezcla entre estados cuanticos estan entre las aplicaciones fundamentales de
la mecanica cuédntica. El estudio de estos fenémenos atin dista de su total comprension y quedan
todavia varios aspectos de estos fendmenos que necesitan ser desarrollados y complementados. Un
ejemplo de mezcla de estados lo podemos dar mediante la molécula de amoniaco. Esta molécula
tiene un atomo de nitrégeno y tres atomos de hidrégeno de tal manera que los cuatro atomos
conforman la molécula con forma de pirdmide triangular, con los tres atomos de hidrégeno en
la base, uno en cada uno de los vértices, y el de nitrégeno en el cuarto vértice (ver por ejemplo
el libro de Feynman de lecturas de Fisica vol. III [1]). Sin considerar los detalles de los estados
de los diferentes electrones y del nicleo, etc., el problema de describir los estados de la molécula
de amoniaco se puede simplificar a un sistema con sélo dos estados, uno en el cual el atomo del
nitrégeno puede estar en un lado del plano formado por los tres atomos de hidrégeno, digamos
| 1), y otro, digamos | 2), en el cual el d4tomo de nitrégeno estéd del otro lado del plano. Debemos
tomar en cuenta que los estados cambian en el tiempo. En la Fig. 1.1 se muestran los dos estados
de la molécula de amoniaco.

N

Figura 1.1: Los dos estados de la molécula de amoniaco.

Estos estados los podemos tomar como una base para analizar la evolucién de la molécula de
amoniaco, ésto es, cualquier otro estado | 1) del sistema se puede expresar como una combinacién
lineal de los estados | 1) y | 2). Si el operador Hamiltoniano correspondiente es diagonal, entonces
sus valores propios corresponden a las energias asociadas con uno y otro estado. Sin embargo,
si el Hamiltoniano es no-diagonal, entonces la evolucién de un estado inicialmente preparado
serd una combinacién lineal de los estados base | 1) y | 2). Los términos que hacen que el
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operador Hamiltoniano no sea diagonal pueden ser debido a diferentes razones, por ejemplo, a
una interacciéon con un agente externo como es el caso de la molécula inmersa en un campo
eléctrico, que puede estar variando en el tiempo. En particular, si la dependencia temporal en
los términos no-diagonales es del tipo armoénico, entonces el estado del sistema estard oscilando
en el tiempo entre los estados base. Este tipo de fenémeno, justo como la molécula de amoniaco,
sera tratado con mas detalle posteriormente. Este es un ejemplo de un sistema en el que su estado
es una mezcla (combinacién lineal) de estados base. Otro ejemplo de sistema de dos niveles es
la, precesién de sistemas de espin 1/2 en campos magnéticos externos, o la oscilacién del kaén
neutro K9 — KO,

La existencia del neutrino fue originalmente propuesta por Pauli en 1930 con el fin de resolver
la controversia de la conservacién de la energia en el decaimiento beta, donde predijo que su
masa deberia ser muy pequena o igual a cero, y su existencia fue comprobada hasta 1956 con los
experimentos de Cowan y Reines [2]. Hoy se sabe que existen tres tipos diferentes de neutrinos
(a saber, neutrino del electrén, muén y del tau).

Los neutrinos junto con los electrones, muones, y los seis diferentes quarks forman la materia.
Los neutrinos han sido hasta hoy una de las particulas més enigmaticas de la materia debido a
que interactian muy débilmente y por lo tanto son muy “escurridizos” y dificiles de detectar. Sin
embargo, ésto no ha representado una traba insalvable para la pericia humana, ya que se han
construido sendas maquinas para detectarlos.

La oscilacién (sincronizada) de neutrinos, que es objeto de estudio de este trabajo, es otro
ejemplo de mezcla de estados y ha sido ampliamente tratado en el contexto de los neutrinos
solares [3]. La mezcla de neutrinos se debe a que al menos uno de los neutrinos es masivo, ésto ya
ha quedado de manifiesto con los resultados del Superkamiokande. Cabe senalar que dentro del
contexto del modelo estandar de la particulas fundamentales, los neutrinos son tomados como
particulas sin masa, lo que indica que el modelo estandar en su forma actual necesita ser corregido
para ser consistente con neutrinos masivos [4].

La mezcla de estados se lleva a cabo a través de la funcién de onda, de manera similar al
tratamiento en mecanica cuantica no-relativista. No es claro como tratar los procesos de mezcla
de decaimiento donde intervienen neutrinos que son generados en el proceso, ésto ha llevado
a un tratamiento de mezcla de estados en términos de campos cuantizados, el cual ha sido
recientemente desarrollado por Blasone y Vitiello [5], donde establecen la mezcla en términos de
un operador unitario. En esta tesis se sigue el método menos formal y mas intuitivo de recurrir
a la funcién de onda y en esos términos establecer la oscilacion de neutrinos.

La materia afecta a la propagacion de neutrinos. Este hecho ha quedado de manifiesto en el
efecto de resonancia llamado efecto MSW (Mikheyev-Smirnov-Wolfenstein) [6]. Con este efecto
la oscilacién de neutrinos se puede alterar de una forma considerable; para ciertos valores de
masas de neutrinos y angulos de mezcla, los neutrinos del electron generados en el nicleo del
sol pueden tener una conversién resonante, emergiendo éstos del sol como neutrinos del muén y
alterar la medicién del flujo de neutrinos en la tierra. Los neutrinos en el universo temprano o los
neutrinos que se producen en una estrella de neutrones llegan a constituir un gas muy denso de
neutrinos, de tal forma que las interacciones entre ellos mismos debe ser tomada en cuenta; tarea
que no es simple. La oscilacién de un neutrino en particular, el cual llamamos “neutrino prueba”,
se afecta por la presencia de los otros neutrinos del electrén y del muén que forman parte del
medio, mas aun, si se conoce la densidad del medio es directo conocer los efectos del medio sobre
la oscilacion. Sin embargo, todos los neutrinos estdan oscilando y no es simple asignar una cierta



densidad de neutrinos de un tipo. Las ecuaciones de movimiento que describen la evolucion del
sistema son no lineales y complicadas de resolver atin de forma numérica [7].

Cuando la densidad de neutrinos es suficientemente grande puede ocurrir un fenémeno intere-
sante, en el cual, una gran parte de los neutrinos en el gas puede oscilar de una forma como si
fueran un todo (sincronizada). Este tipo de fenémeno puede ser explicado en términos similares
al problema de la precesién del espin en un campo magnético [8]. Este es el objetivo de esta tesis,
dar una explicacion simple de la oscilacién sincronizada de neutrinos en un medio mediante el
mecanismo de la precesion del espin.

La tesis esta organizada como sigue:

= En el capitulo 2 se revisa la teoria necesaria para la comprension y la solucién del fenémeno
que estamos tratando. Se obtienen también algunos resultados que seran utilizados en
capitulos posteriores. De este modo, daremos una breve descripcion, a modo de introduc-
cion, de los leptones y sus interacciones; repasaremos brevemente la ecuaciéon de Dirac y
sus soluciones; asi como el modelo electrodébil de las interacciones del modelo estandar y
algunas de sus caracteristicas que nos seran utiles.

= El capitulo 3 abordara el problema de los dos estados o dos niveles y cémo lo utilizamos
para el andlisis de la oscilacion de los neutrinos. Obtendremos, ademas, en este capitulo, la
funcién de probabilidad de que un neutrino prueba permanezca siendo del sabor original
que tenfa al tiempo cero o que haya cambiado de sabor. Esto dltimo, en las condiciones del
vacio.

= El fenémeno de la oscilacion sincronizada de neutrinos sera explicado en el capitulo 4. En
este capitulo se llevan a cabo los cdlculos mas importantes y que nos llevan a los resultados
o predicciones que contiene este modelo.

= Kl capitulo 5 mostrara los resultados y conclusiones que obtuvimos después del desarrollo
de nuestro modelo y del analisis de sus predicciones.

= Adicionalmente, se anexan algunos apéndices donde se realizan detalladamente algunos de
los célculos realizados en la tesis, ya que no se quiso molestar al lector con los detalles,
dejando a la vista solo el resultado que nos interesaba.






Capitulo 2

Modelo electrodébil de las
interacciones.

Desde tiempos muy antiguos el hombre ha tratado de contestar a la pregunta: jde qué estan
hechas las cosas? Tal pregunta ha tenido diversas respuestas a lo largo de la historia, desde el
modelo de Anaximenes de Mileto que proponia que todo esta compuesto de la mezcla de cuatro
“elementos”: aire, fuego, tierra y agua; posteriormente Aristételes anadiria una “quintaesencia’;
hasta la llegada de la teoria atomistica moderna iniciada por John Dalton en 1808 y que explicaba
que las sustancias de la quimica estaban formadas por la combinacién de dtomos de elementos;
éstos ultimos fueron clasificados por Mendeleiev en la “tabla periddica”. A fines del siglo XIX se
sabia que la materia estaba formada por atomos.

A principios del siglo XX surgen nuevas concepciones sobre lo que consideramos los cons-
tituyentes fundamentales de la materia. Los experimentos revelan la divisibilidad del atomo, y
después de los experimentos de Rutherford en 1911, se sabe que el dtomo estd formado por un
ntcleo denso y una nube de electrones orbitando alrededor del nicleo. Posteriormente, se en-
contré que el nicleo atémico también contenia una estructura interna y en 1919 se descubre el
proton y en 1932, el neutron.

Wolfang Pauli postula en 1930 la existencia de una cuarta particula, el neutrino, con la
intencion de resolver la controversia de la conservacion de la energia en el decaimiento beta.
Entonces, a mediados de los anos 30’s, estas cuatro particulas describian todos los fenémenos
atémicos y nucleares conocidos y eran consideradas los constituyentes tltimos de la materia.

Experimentos posteriores en los aceleradores de particulas mostraron que los protones y los
neutrones sélo son dos de toda una gran familia de particulas llamadas hadrones, de las cuales en
la actualidad se conocen més de 100. Los hadrones, al igual que los atomos, se pueden clasificar
en grupos con caracteristicas similares y ésto di6 lugar a pensar que entonces estas particulas no
podian ser el constituyente iltimo en la materia. A finales de los 60’s aparece el modelo de los
quarks para dar cuenta de la cantidad de hadrones conocidos y de sus propiedades. Los hadrones
se consideran entonces como combinaciones de dos o tres quarks.

De este modo, los dos bloques fundamentales de la materia son los leptones, que incluyen
al electron y al neutrino, y los quarks. Los experimentos de dispersion muestran que son mas
pequefios que 107 m y se cree que realmente sean particulas puntuales. En comparacién, un
protén tiene un tamaiio de &~ 107° m. Los leptones y los quarks tienen espin 1/2, son fermiones y
al contrario de los 4tomos, nicleos y hadrones, no se han observado estados excitados de quarks o
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leptones. Aparentemente, los quarks y los leptones parecen ser los constituyentes fundamentales
de la materia.

Esta tesis de licenciatura se centra en explorar e investigar acerca de una de las particulas
fundamentales méas interesantes (a opinién del autor) y escurridizas, los neutrinos, y acerca de
un fenémeno importante y todavia poco entendido en la fisica de particulas, la oscilacion de
neutrinos. Iniciemos con una descripcién mas detallada de los leptones y las interacciones que
experimentan.

Gran parte del material expuesto en este capitulo se encuentra en textos de mecéanica cuantica,
teoria de campos y fisica de particulas, que cubren los temas tratados aqui. En particular, en
esta tesis utilizamos como referencia los textos [9] y [10] mostrados en la bibliografia al final de

la tesis.
2.1. Leptones y las interacciones electromagnética y débil.
2.1.1. Leptones.

Los leptones son fermiones con espin 1/2 los cuales interactiian a través de las interacciones
electromagnética y débil, pero no a través de la interaccién fuerte. Los leptones conocidos aparecen
en la tabla 1.

Tabla 1. Leptones conocidos.

Masa (MeV/c?) | Vida media (s) | Carga
Electron e~ 0.5110 00 —e
Neutrino de electrén v, <15 x 1076 007 0
Muén g~ 105.658 2.197 x1076 —e
Neutrino de muén v, < 0.17 {007 0
Tau 7~ 177 290 x10~15 —e
Neutrino de tau v, < 18.2 {007 0

Los leptones eléctricamente cargados todos tienen momentos magnéticos de magnitud ~
eh/2(masa) antialineados con sus espines.

De estos leptones cargados, sélo el familiar electrén es estable. Los electrones son particulas
sin estructura que son descritos por la ecuaciéon de onda relativista de Dirac. Segin veremos en
la Secc. 2.4, esta ecuacién explica el espin y el momento magnético del electrén y tiene la notable
propiedad de que predice la existencia de las antiparticulas: particulas con la misma masa y espin,
pero carga eléctrica y momento magnético opuesto al de la particula. La antiparticula del electrén
es llamada positron. Los positrones fueron identificados experimentalmente por Anderson en 1932
poco después de su prediccion tedrica.

Como los leptones no interactiian mediante la fuerza fuerte, los electrones y los positrones
interactian principalmente a través del campo electromagnético. Un positron eventualmente se
aniquilard con un electrén, produciendo generalmente dos o tres fotones, asi que toda la energia
de los leptones aparece como radiacién electromagnética. Escribimos estos procesos como

e +eh
e +et

- 27,
— 3.
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La aniquilacién con la produccién de un sélo fotén no estd permitida por la conservacién de la
energia y el momento.

El proceso inverso de produccion de pares por fotones, también es posible, y la produccién
de pares mediante un solo fotén es posible si se encuentra presente otra particula (cargada) que
se lleve el momento. La electrodindmica cuantica, basada en las ecuaciones de Dirac y Maxwell
describe todos los procesos que involucran electrones, positrones y fotones con un alto grado de
precisién. En este trabajo revisaremos la electrodindmica cudntica brevemente como una base
para introducir las interacciones débiles.

Es un hecho curioso que la naturaleza nos provea también con el muén p~ y con el tau 7~
eléctricamente cargados y con sus antiparticulas ™ y 7. Aparte de ser més masivos y tener
un tiempo de vida finito, los muones y taus parecen ser simples copias del electrén, y como el
electrén, son descritos adecuadamente por la ecuacion de Dirac.

Los leptones restantes son los neutrinos v y sus correspondientes antineutrinos denotados
como v. Evidencia experimental (Tabla 1), sugiere que la masa del neutrino es muy pequena
comparada con la masa de su companero leptén cargado. Si la masa del neutrino fuese cero,
podria viajar, como el fotén, a la velocidad de la luz.

Es extremadamente dificil y caro llevar a cabo experimentos con neutrinos, pero existe evi-
dencia experimental que nos fuerza a pensar que el electron, el muén y el tau tienen diferentes
neutrinos asociados a ellos: ve, v, y V7.

2.1.2. La interaccion electromagnética.

El campo electromagnético es descrito convenientemente por un potencial vectorial A y un po-
tencial escalar ¢. Por simplicidad, consideremos solamente el potencial escalar ¢(7, t). Utilizando
las ecuaciones de Maxwell, éste deberia ser tal que satisfaga la ecuacion de onda
1% p(7,t)

2 - — ' - _
Ve c? Ot? €0

(2.1)

Aqui, p(7,t) es la densidad de carga eléctrica debida a las particulas cargadas y c es la velocidad
de la luz.

En las regiones donde p = 0, la ecuacién (2.1) tiene soluciones en la forma de ondas que se
propagan, por ejemplo la onda plana

o(7,t) = (constante)ei(E'F_“t). (2.2)
Esta tltima satisface )
1049
2 _
siendo
w? = K2 (2.4)

Por ende, la velocidad de la onda es ¢, como cabria esperarse. En la teoria cudntica, a diferencia de
la teoria clasica, la energia total y el momento de la onda estan cuantizados, y solamente pueden
ser multiplos enteros del cuanto basico de energia y del de momento dados por las relaciones de
de Broglie:

E=hw, p=hk. (2.5)
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Tal cuanto de radiacion es llamado fotén. Una onda macroscépica puede ser considerada como una
agrupacién de fotones, y podemos considerar los fotones como particulas cada una con energia
FE y momento p.

Usando (2.4) y (2.5), E y p estén relacionadas por

E? = p?c. (2.6)
Para una particula de masa m, la ecuacién de Einstein es
E? = p*c? + m2ct. (2.7)

Inferimos, por lo tanto que el fotén es una particula de masa cero.

Un segundo tipo importante de solucién de (2.1) existe cuando hay particulas cargadas pre-
sentes. Si éstas estan moviéndose lentamente comparadas con la velocidad de la luz, tal que el
término 0%¢/(c?0t?) pueda despreciarse, la solucién es aproximadamente el potencial de Coulomb
de la distribucion de carga. Para una particula con densidad de carga p; podemos tomar
1 1 (1?’7 t)

rt) & N A 2.
o)~ o [ (28)

Otra particula cargada con densidad de carga ps tendra una energia potencial dada por

— —
Uy = / pa(7 )07, )47 = ! / AT Dp2(T ) g3 (2.9)

La energia potencial eléctrica es la responsable de la reunién de electrones en dtomos y
moléculas. Si se incluyen los efectos magnéticos debido al movimiento de las cargas, la ecuacién
(2.9) se modifica como

Uy = 1 / P1P2 +£1/Cj)ji .j2d3Fd3F’, (2.10)
7= 7|

donde j = pi es la corriente asociada con la distribucién de carga, la cual tiene velocidad #().
Asi, la contribucién magnética a la energfa es de orden relativo v?/c?.

La interaccién electromagnética también da lugar a la dispersion de las particulas cargadas.
Por ejemplo, para dos electrones aproximandose uno a otro, la interaccion genera una mutua
repulsién la cual conduce a una transferencia de momento entre las particulas. El proceso puede
ser representado por un diagrama tal como la Fig. 2.1. En la electrodindamica cuantica, estos
diagramas, inventados por Feynman, tienen una precisa interpretacién técnica en la teoria. La
interpretacion de los diagramas de Feynman serd de vital importancia para la solucién del proble-
ma planteado en esta tesis, por lo que describiremos con cierto detalle la obtencién e interpretacién
matematica de estos diagramas en la Secc. 2.5. La dispersién de dos electrones puede ser pensada
como causada por la emisién de un fotén “virtual” por un electrén y la absorcién del mismo por
el otro. En un proceso virtual el fotén realmente no aparece ante el observador, aunque aparece
en el formalismo matematico que describe el proceso.

2.1.3. La interaccion débil.

Existen tres campos de interaccién débil, asociadas con las particulas W, W~ y Z. Cada
una, como el campo electromagnético, es descrito por un potencial vectorial y uno escalar. Sin
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Figura 2.1: La dispersion de dos electrones con momentos hk y hk' mediante el intercambio de un
fotén virtual con momento fig. El tiempo corre de izquierda a derecha en estos diagramas. (En
principio, el intercambio de una particula Z también contribuye a la dispersién electrén-electron,
pero el corto rango de alcance y la debilidad de la interaccién débil hace esta contribuciéon
casi completamente despreciable: los electrones son, en todo caso, apartados por la repulsién de
Coulomb inducida por el intercambio del fotén.)

embargo, los bosones asociados con los campos débiles, todos tienen masa, y los bosones W y
W™ estdn eléctricamente cargados. El bosén Z es neutro y el més parecido al fotén pero tiene
una masa

mz = (91.187 £ 0.007)GeV/c?> ~ 100 veces la masa del protén,

la cual es muy grande para los estdndares en fisica nuclear. Las interacciones entre leptones y
los campos electromagnético y débil fueron unificados en la teoria “electrodébil” por Weinberg y
Salam. La existencia de los bosones Z y W* fue predicha por la teorfa, y la teorfa a la par con
datos experimentales de dispersion neutrino-nuclear también sugirieron valores para las masas.
Estas predicciones fueron confirmadas por experimentos llevados a cabo en el CERN en 1983.

La ecuacion de onda satisfecha por el potencial escalar ¢y asociada con el bosén Z es una
generalizacién de (2.1) e incluye un término que involucra a my;:

€0

donde pz es la densidad de carga débil neutral. Existe una cercana analogia, pero no exacta, entre
la densidad de carga débil y la densidad de carga eléctrica, y las particulas tienen carga débil de
un modo similar a cuando tienen carga eléctrica.

En el espacio vacio donde pz = 0 existen soluciones de ondas planas de (2.11):

oz (7, t) = (constante)ei(’;'?_“’t), (2.12)
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pero ahora para satisfacer la ecuacién se requiere
w? = Pk + 2 (mge/h)?, (2.13)

y con las relaciones de de Broglie (2.5) para los cuantos de campo, obtenemos la relacién de
Einstein de energia-momento para el boson Z:

E? = p?c? + mict.
La solucién estatica de (2.11), la cual corresponde a un punto de carga débil unitaria situada

en el origen es

1 e Fr . myc
, siendo n:T

En puntos alejados del origen donde V2¢7 — k2¢z = 0, ésta satisface la ecuacién (2.11), como
se puede verificar facilmente por sustitucién utilizando la férmula V2¢y = (1/r)d?(r¢yz)/dr?.
Cerca del origen la solucién (2.14) se comporta como el correspondiente potencial de Coulomb
1/(4mepr) de un punto unitario de carga eléctrica, y asf tiene el comportamiento correcto de una
fuente puntual. La generalizacién de (2.11) para una distribucién de carga débil da la solucién

cuasiestatica ]
oL e
t) ~ d-r. 2.15

92(7 1) 47r50/ 7 — 7] " (2.15)

bz(r)

= — 2.14
dmeg 1 ( )

El factor exponencial en la integral, efectivamente se desvanece para |7 — 7| mds grande que unas
pocas veces k™' = h/mgzcy
h/mze ~ 2 x 1073 fm.

Esta es una distancia muy pequenia comparada con el tamano del nicleo. Por lo tanto, en la
integral de (2.15) el factor py estd variando lentamente en el rango de la exponencial y podria
sacarse fuera de la integral (la cual entonces, se vuelve elemental):

ool )~ pary [ o " (7 ) /°°“R4 RXR
7t) ~ 3 ro= i3 T
2= e Y | R iV Jo TR
1 B2
= — 7ot). 2.16
~ (1) i) (216)

La energia potencial entre dos particulas con el campo escalar ¢y, es, por analogia con (2.9),
7 - N S hoy? - S N3
Uty = [ pz2(7,t) 71 (7, 1)d°T = — | —— pz1 (7, t) pz2 (7, £)d 7.
€o \mgzc

También existe una contribucién de la parte vectorial del campo, andlogo a la contribucién
magnética en (2.10), de la forma

1 ho\? PN
7( )/]m(hﬂ]m(ﬁt)dgf’,

goc? \mgc

donde jyz es la densidad de corriente débil.
Las consecuencias fisicas de estas expresiones son bastante diferentes de las consecuencias
fisicas de la interaccion electromagnética. U122 es muy restringida por el gran factor de masa en
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el denominador, y ésto es por lo cual se tiene la ‘debilidad’ de la interaccién débil. También
la interaccién a bajas energias, aparece como una ‘interaccién de contacto’, teniendo un rango
efectivo cero. Ahondaremos en este punto en la Secc. 2.5.

Los bosones de campo eléctricamente cargados W y W~ dan lugar a las mas importantes
interacciones débiles, y en particular al decaimiento (. Estos obedecen ecuaciones similares a
aquellas del campo Z, pero las masas de las particulas son un poco menores;

my+ = my- = (80.41 4+ 0.10)GeV/c?.

Trataremos con mas detalle y profundidad, la forma y las ecuaciones que rigen las interac-
ciones electromagnética y débil (electrodébil) en la Secc. 2.5, después de estudiar la ecuacién de
Dirac (Secc. 2.4) que necesitamos para incluirla en nuestras ecuaciones. Hemos querido aqui, sin
embargo, dar una idea introductoria sobre las interacciones que experimentan los leptones.

2.1.4. Inestabilidad de los leptones pesados: Decaimiento del muédn.

Los bosones W' y W~ conducen al proceso llamado decaimiento f3, el cual ni los fotones,
ni los bosones Z pueden inducir. En este apartado ilustraremos lo anterior con el ejemplo del
decaimiento 8 del muén. El proceso de decaimiento 3 también se puede llevar a cabo en hadrones.

El muén decae a un neutrino de muén, junto con un electrén y un antineutrino de electrén:

Boo— v, te + Ve
Las particulas W juegan el papel de mediadores en este decaimiento a través de dos procesos
virtuales ilustrados en la Fig. 2.2. De nuevo, en un proceso virtual los bosones W realmente no
aparecen ante el observador.

Los bosones W pueden, en principio, producir cualquier leptén cargado y su antineutrino o
un antileptén y su neutrino, pero sobre todo, la energia debe ser conservada. Por consiguiente,
en el caso del decaimiento del muon, el lepton cargado debe ser un electrén. Un decaimiento de
tau puede producir un muén o un electrén (también es lo suficientemente masivo para decaer
incluso a algunos hadrones).

Es de fundamental significado el hecho de que la carga eléctrica se conserva en cada etapa
del decaimiento. También se cree ser cierto para todas las interacciones, que a un alto grado
de aproximacién, un simple leptén sélo puede cambiar en otro del mismo tipo; y un leptén y
un antileptén del mismo tipo, sélo pueden ser creados o destruidos juntos. Existe, por lo tanto,
una ley de conservacion, la ‘conservacion del nimero lepténico’ (los antileptones se cuentan
como un numero negativo) para cada tipo de leptén por separado. La evidencia experimental del
rompimiento de esta ley sera discutido en el capitulo 3 al estudiar la oscilacién de los neutrinos.

2.1.5. Violacién de la paridad en el decaimiento del muédn.

Se ha observado experimentalmente que en el decaimiento de un muén negativo, el momento
del electrén p, es fuertemente desviado para estar en la direccién opuesta a la del espin del muén
5,,. Para explicar la implicaciéon de este hecho en la violacién de la paridad, debemos primero
hacer notar que existen dos tipos de vectores.

Bajo la reflexién en el origen, el vector de posiciéon 7 de una particula y su momento p se

transforman: 47 47
— — — r — —dar —
M=y p=mg o =me s = (2.17)

r—
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(a) (b)

Figura 2.2: El decaimiento =~ — v, + e~ + Ue. En (a) el muén se transforma en su neutrino y
en un bosén ‘virtual’ W™, el cual a su vez decae en un electrén y en su antineutrino. En (b) un
‘virtual” W™ es creado del vacio con el electrén y el antineutrino del electrén. E1 W+ entonces
transforma el muén en un neutrino del muén. En estos diagramas, la direccion de las flechas en
las lineas de los fermiones siguen la direccién del nimero fermiénico. (Las flechas en las lineas de
las antiparticulas corren hacia atrds en el tiempo por esta razon.)

7y p son ambos vectores verdaderos.
El momento angular L = 7 X p posee muchos de los atributos de un vector, pero bajo la
reflexién

L— L' =(—f) x (—p) = +L.

Entonces L no tiene la propiedad de reflexién (2.17) de los vectores verdaderos 7y p. Se le llama
vector azial o pseudovector. El momento angular intrinseco § de una particula se comporta como
un vector axial.

Regresando al decaimiento del muodn, en el sistema de coordenadas reflejado, P — —pe,
5, — +35), iy tendriamos que decir que el momento es desviado para quedar en la misma direccién
que el espin del muén! Parece que las ecuaciones de la teoria sélo son vélidas en el sistema
dextrégiro (derecho) original, y tendrian que ser reescritas para ajustarse con el sistema levégiro
(izquierdo) reflejado. Como se ve, las leyes no son invariantes bajo reflexién y por lo tanto, no se
conserva la paridad en el decaimiento del muén. Mas generalmente, la paridad no se conserva en
ningun proceso que involucre los campos de interaccion débil.

La inequivalencia entre la derecha y la izquierda es més extrema en el caso de los neutrinos.
Los neutrinos producidos en un proceso de interaccién débil siempre son “neutrinos izquier-
dos”, con sus espines antiparalelos a su direccién de movimiento, y los antineutrinos siempre son
“derechos” (Fig. 2.3). En la Secc. 2.4 daremos una definicién formal de lo que entendemos por
neutrinos izquierdos o derechos. No tenemos evidencia de que neutrinos derechos (o antineutrinos
izquierdos) existan.

La falla en la conservacion de la paridad podria expresarse de manera ligeramente diferente.
La reflexién en el origen ¥ — 7 = —7 es equivalente a una reflexién especular en el plano, seguido
por una rotacién en un dngulo 7 alrededor de un eje perpendicular al plano (ejemplo, el plano x-y
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Neutrino Anti-neutrino

Figura 2.3: La relacion entre el momento 'y el espin para un neutrino y un antineutrino.

y el eje z). No hay evidencia de que las leyes de la fisica fallen bajo rotaciones, entonces el fallo
estd en la reflexion especular: la suposicién de que la imagen en el espejo de un proceso fisico es
también un posible proceso fisico estd equivocada, mientras la interaccion débil esté involucrada
(ver Fig. 2.4).

Espejo
‘\\ /
Electrones
-— —_—
enmitidos
/ Corriente \

solenoidal

(a) b

Figura 2.4: Representacién esquemética de un experimento de decaimiento del %°Co en el espacio
real (a), y la imagen especular del experimento (b). En ambos, (a) y (b), el espin del nicleo de
cobalto apunta hacia la derecha; el espin es un pseudovector, el cual no cambia la direccién bajo
esta reflexién. La muestra estd polarizada por un campo magnético producido por una corriente
fluyendo en la direccién indicada. La situacién del inciso (b) no se observa en la naturaleza.

2.2. Neutrinos.

Los neutrinos son particulas elusivas; por muchos anos su existencia fue solamente inferida
por su participacion en el decaimiento 3. Sin embargo, los neutrinos son muy importantes en
astrofisica, y en la formacién de los nicleos pesados en las supernovas. Ademas del decaimiento
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(3, se han estado acumulando otros resultados experimentales sobre los neutrinos.

En las teorias estandar unificadas, se asume que las masas de los neutrinos es cero. Claramente
es importante probar experimentalmente este aserto. Una masa finita del neutrino, de incluso unos
pocos eV/c? tendrian consecuencias significativas, por ejemplo, en cosmologia. El rastro de una
masa finita del neutrino apareceria en el decaimiento  en la curva del espectro de energia del
electron cerca del maximo de energia. Esta curva depende sensiblemente de si m, = 0 o m, # 0.
La diferencia es mas clara en una grdfica de Kurie, ver Fig. 2.5. Si m,, = 0, esta grafica es de una
linea recta (Ey — Ee) que pasa a través de Ep; si m, # 0, la linea deja de ser lineal y la masa del
neutrino puede ser inferida del comportamiento de N, nimero de electrones con energia F.

Un decaimiento muy estudiado en este contexto es el del tritio

tH —3 He+e + 7+ 18.6 KeV.

Las bajas energias cinéticas del electron en este decaimiento son experimentalmente ventajosas.
La Fig. 2.5 muestra los datos experimentales y existe una notable coincidencia entre los datos
y la curva tedrica del espectro. Una grafica de Kurie de los datos cerca de E, = Ejy también
se muestra. La dificultad del experimento es evidente: la conclusién es que m, < 60 eV/c%.
Experimentos mas recientes con tritio sugieren que, con mucha probabilidad

my, < 4.35 eV /2.

(M ENpE, FIF
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correction
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Figura 2.5: Espectro de energia del electron proveniente del decaimiento del tritio. Los puntos
experimentales dan el nimero de electrones N(FE,) observados en pequenas ‘regiones’ de energia
provenientes de un gran numero de decaimientos. El espectro se ajusta bien a la curva tedri-
ca. También se muestra para comparacion la curva tedrica sin la correccién de Coulomb. El
acercamiento muestra una grafica de Kurie del espectro cerca de la maxima energia del electrén.

No existe evidencia directa contundente, mediante experimentos de decaimeinto beta realiza-
dos en la tierra de que el neutrino del electrén tenga masa. Tampoco existe evidencia directa de
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que los neutrinos del muén o tau la tengan. Sin embargo, con los resultados de las mediciones
del flujo de neutrinos provenientes del sol sugieren que al menos uno de los diferentes tipos de
neutrinos tiene masa y que da origen al fenémeno de oscilaciéon de neutrinos.

2.3. Unidades naturales.

Introducimos ahora las unidades de medicién utilizadas en este trabajo y en la fisica de
particulas en general. Las dos constantes fundamentales de la mecanica cuantica relativista son
la constante de Plank, h, y la velocidad de la luz en el vacio ¢:

h=—=1.055x10"3J .5,

h
27
c=2.998 x 10°m/s.
Se vuelve conveniente utilizar un sistema de unidades en el cual /i es una unidad de accién y ¢
una unidad de velocidad. Utilizando unidades con h = ¢ = 1, se vuelve innecesario escribir A y
¢ explicitamente en las férmulas, ahorrandonos tiempo y esfuerzo. Siempre se puede emplear el
andlisis dimensional para regresar a las unidades de medicién adecuadas. Segin lo anterior, es
comtn en la fisica de particulas, hablar de masa (m), momento (mc) y energia (mc?) todo en
términos de GeV (unidades de energia), y expresar longitudes (h/mc) y tiempo en unidades de
GeV~1L

Por otro lado, las particulas elementales son muy pequenas, asi que para nuestros propésitos
las unidades mecdnicas normales (kilogramos, Joules, metros) son inconvenientemente grandes.
FEn la fisica atémica se introduce el electron-Volt, la energia adquirida por un electrén cuando es
acelerado a través de una diferencia de potencial de 1 Volt: 1 eV = 1.6 x 10~ Joules. Para la
fisica de particulas esta unidad es demasiado pequena; las energias tipicas que se emplean son
MeV (10° eV), GeV (10° eV) o incluso TeV (102 eV). Los momentos son medidos en MeV /c y
las masas en MeV /c?. Asi, el protén pesa 938 MeV/c? = 1.67 x 10~ "kg.

La siguiente tabla muestra la conexion entre GeV y las unidades del SI.

Tabla 2. Unidades mecéanicas del SI y la carga fundamental en términos de las unidades
naturales (h = ¢ =1).

Factor de conversién | Unidades ¢ = 7 =1 | Dimension real
1 kg = 5.61 x 10%5GeV GeV GeV/c?
1 m=5.07 x 10°GeV ™! GeV™! e
_ 24 -1 -1 R
1s=1.52 x 10**GeV GeV GV
e =Vdra — (he)l/?

2.4. La ecuacién de Dirac.

Pasamos a continuacion a revisar la ecuacion que describe las particulas objetivo de este
trabajo. Esta es una ecuacién relativista con soluciones que tienen una estructura de dos compo-
nentes para describir particulas y antiparticulas y que estan descritas mediante la estadistica de
Fermi.
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2.4.1. La ecuacion de Dirac.

Por algiin tiempo se pensé que la ecuacion de Klein-Gordon era la tinica generalizacion rela-
tivista de la ecuacién de Schrodinger, hasta que Dirac propuso una alternativa. Su objetivo era
escribir una ecuacién que, a diferencia de la ecuacién de Klein-Gordon, fuera lineal en 9/9t. Para
que fuera covariante, también deberia ser lineal en v y entonces tendria la forma general

Hip = (& - P+ fm)y. (2.18)

Los cuatro coeficientes 8y «; (i = 1,2,3) estdn determinados por el requisito de que una
particula libre debe satisfacer la relacién relativista energia-momento

— — P =m?c? = H?%p = (P% 4 m?)i. (2.19)

Las ecuaciones (2.18) y (2.19) representan la ecuacién de Dirac. Mostraremos que sus soluciones
tienen una estructura suficientemente rica para describir a las particulas y antiparticulas con
espin 1/2. Veremos como (2.18) describe leptones (o quarks) con espin.
De (2.18), tenemos
H?) = (i P + Bm)(a; P + fm)y =
(af P?+ (eio + ajoi) PPy + (i3 + Bog) P + 2 m?)y),
—~— —_— —_—— ~
1 0 0 1

donde sumamos sobre indices repetidos, con la condicién 7 > j en el segundo término. Compa-

rando con (2.19) vemos que

aq, ag, ag, B todos anticonmutan uno con otro,

d=as=ai=p =1 (2.20)

Ya que los coeficientes «; y 8 no conmutan, no pueden ser simples niimeros y nos lleva a considerar

matrices operando en una funcién de onda ), la cual es un vector columna multicomponente.
Las matrices de dimensionalidad més baja que satisfacen todos estos requisitos son de 4 x 4.

La eleccién de las cuatro matrices (@, 3) no es tnica. La representacién Dirac-Pauli es la més

frecuentemente utilizada:
L (I 0
a—( ) ﬁ—(o _I>, (2.21)

donde I denota la matriz identidad de 2 x 2 y donde & son las matrices de Pauli:
0 1 0 —i 1 0
01—<1 0), 02_<i 0), 03—(0 1). (2.22)

Otra representacion es la de Weyl:
0 1
), ﬁ_<l 0). (2.23)

(-
Lo

QL ©
o Q

QL ©
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La mayoria de los resultados son independientes de la eleccion de la representacion. Ciertamente,
la fisica depende solamente de las propiedades (2.20). De hecho, sélo hasta que demos las solu-
ciones explicitas de la ecuacion de Dirac utilizaremos una representacion particular. A menos que
se diga otra cosa, escojeremos la representaciéon de Dirac-Pauli (2.21).

Un vector columna 1 de cuatro componentes que satisface la ecuacién de Dirac (2.18) se le lla-
ma un “espinor de Dirac”. Podriamos haber anticipado dos soluciones independientes (particulas
y antiparticulas), pero tenemos cuatro.

2.4.2. La forma covariante de la ecuaciéon de Dirac. Las matrices v de Dirac.

Multiplicando la ecuacién de Dirac (2.18) por § a la izquierda obtenemos
Hi= (@ P+ pmyp = pHY = (Bd- P+ Fm,

teniendo en cuenta que E — é%, P —iVyp:=1,

0
820 — _iga- Vo + mo,
ot
la cual podria ser reescrita
(17" 0 —m) =0, (2.24)

donde hemos introducido las cuatro matrices v de Dirac,

v = (B, Bd). (2.25)

La ecuacion (2.24) se llama la “forma covariante de la ecuacion de Dirac”. La ecuacién de Dirac
es en verdad cuatro ecuaciones diferenciales las cuales acoplan cuatro componentes de un simple
vector columna :

4

DD i) kO — mdjr | r = 0.

k=1L p

Utilizando (2.20) y (2.25), es directo mostrar que las matrices v de Dirac satisfacen las rela-
ciones de anticonmutacién

VYT Ayt = 29" (2.26)

Més atin, como ~? = 3, tenemos

=90 () =1, (227)

Y = (Bak)T = aFp = —F,

(v%)2 = BakBak = —T. (2.28)

Note que los resultados de la conjugacién hermitica pueden ser resumidos como y# = 40~#~0
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2.4.3. Corriente conservada y la ecuacién adjunta.

Para obtener las corrientes, como tenemos ecuaciones donde intervienen matrices y no sélo
funciones complejas, debemos considerar la ecuacién hermitiana mas que el complejo conjugado.
La hermitica conjugada de la ecuacion de Dirac,

00y C%
— — =0 2.29
donde k =1,2,3 es
out ooyt
i z@(—yk) —mapt = 0. (2.30)
Para regresar a la forma covariante, necesitamos eliminar el signo negativo de —+* mientras
que el primer término queda sin cambio. Observemos que 7%9% = —~4%40, ésto se puede hacer
multiplicando (2.30) por 7% a la derecha,
aw ot ; Wt 5 o 0T £.0
iy Y TigE(mY) —myl =0 = —Zﬁvv—aj(vv) my'y” = 0.
Introduciendo el espinor adjunto (fila) )
P =l (2.31)
obtenemos
éh/ﬁ 0.0 31/)T 1/} 0 1/3

A0 _ 5

10,y +map = 0. (2.32)

Ahora podt_emos derivar la ecuacién de continuidad, d,j* = 0, multiplicando (2.24) por la
izquierda por ¢ y (2.32) por ¢ a la derecha, finalmente sumamos los resultados

V'O — myp =0 Wy O — mapp =0
10, YY" +mip =0 10,0y + mapp =0
i(i}’)’uauw + (@L@)’Y%@ =0 @’Y“a/ﬂ/) + (GM)W% =0
= 6#(7L’YM¢) =0
De esta manera vemos que j* = 1py"1) satisface la ecuacién de continuidad, lo cual sugiere que

deberiamos identificar j* con las densidades de probabilidad y de flujo, p y 5 La densidad de
probabilidad

R

4
_ - 2
=0 =y =Ty =" |yl (2.33)
i=1
ahora es positiva definida. Sin embargo, debemos identificar el resultado anterior con la corriente
de carga. Entonces insertamos la carga —e en j*,

= —epyep, (2.34)

y desde ahora consideraremos j* como la densidad de corriente electrénica (tetravector). La razén
para introducir la carga negativa —e es que el electrén (méas bien que el positrén) se considera
como la particula. Para la covarianza de la ecuacién de continuidad d,,j* = 0, es necesario que j*
se transforme como un tetravector. Esto tltimo se puede probar, es decir, que usando las cuatro
matrices de Dirac v*, podemos formar un tetravector |y .
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2.4.4. Espinores de la particula libre.

Para una particula libre podemos buscar eigensoluciones de la ecuacién de Dirac, dependientes
del tetramomento, que sean de la forma

b = u(p)e” P, (2.35)

donde u es un espinor de cuatro componentes independiente de Z. En la notacién que estamos
utilizando, al tener un vector como P en la ecuacién anterior, representa un vector tridimensional
ordinario y cuando escribamos p - x es el producto punto de dos tetravectores. Sustituyendo en
(2.24) tenemos

iv"o, [u(ﬁ)e_ip'ﬂ — mu(p)e”PT = 0,
iV u(p)Oue” P — mu(ple P = 0.

Sabiendo que p- & = Et — ppx — pyy — p2 y Oy = (%,V) = (%, %, 8%’ %), tenemos
iV u(p)(—ip)e” P — mu(pe” T =0,

(v"pu — m)u(p) =0, (2.36)

o, utilizando la notacién abreviada A =~"A, para un tetravector A, cualquiera,
(p—m)u=0. (2.37)
Como estamos buscando eigenvectores de energia, es mas facil usar la forma original (2.18),
Hu = (a-p+ pm)u = Eu. (2.38)
Existen cuatro soluciones independientes de esta ecuacion, dos con £ > 0 y dos con E < 0. Lo

anterior se verifica facilmente en la representacién de Pauli-Dirac de & y 5. Primero, tomemos la
particula en reposo, p = 0. Utilizando (2.21) tenemos

Hu:ﬁmuz(nél 0 )u

—ml

con eigenvalores £ = m,m,—m,—m, y eigenvectores

(2.39)

O O O =
S O = O
O = O O
= o O O

Como se ha mencionado, el electron, con carga —e, se considera como la particula. Entonces
las primeras dos soluciones describen un electréon con E > 0. Las soluciones para particulas con
E < 0 deben ser interpretadas como antiparticulas (positrén) con E > 0.
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Para p# 0, (2.38) se convierte en, usando (2.21),

Hu = _,O_, P + ml 0 =Fu = Hu= l”{ P u = Fu
g-p 0 0 —-ml g-p —ml

Hu:(l"{ “'p><“A>:E<“A>, (2.40)
g-p —ml up up

donde u ha sido dividido en espinores de dos componentes, vy y up. Esto se reduce a

d-pup = (E—m)ua,
o-puy = (E—i—m)uB. (2.41)

Para las dos soluciones F > 0, podriamos tomar u( 5 = = x®), donde

NO ( (1) ) NG ( ‘1) ) . (2.42)

Las componentes correspondientes de up quedan especificadas entonces utilizando la segunda de
las ecuaciones (2.41),
() _ 0T (s
up = , 2.43
B = FrmX (2.43)

de modo que las soluciones de la ecuacion de Dirac con energia positiva son

(s)
u® = N ( S ) ) E>0 (2.44)
E+m
con s = 1,2, donde N es la constante de normalizacién. Para las soluciones E < 0, tomamos
ug) = x(®), de manera que, de (2.41),
() _ G- p (s):_ﬂ (s) 9 45
uy = up |E\—|—mx . (2.45)
De esta manera, obtenemos
G X(s)
ut? = N [BT+m ., E<O. (2.46)
x ()

Para un electrén de momento p dado tenemos cuatro soluciones: u12) que corresponden a valores
de la energia positivos, y u®®% correspondientes a valores de la energia negativos. Podemos
verificar facilmente que las cuatro soluciones son ortogonales:

uMtu) =0 r# s,
conr,s =1,2,3,4.

El punto extra obtenido en la ecuacién de Dirac, por ejemplo (2. 40) es la doble degeneracion.
Esto significa que debe existir otra observable que conmute con H y P cuyos eigenvalores pueden
servir para distinguir los estados. Por inspecciéon vemos que el operador

Sp (2.47)

Il
VS
Qu

o .

3>

Qy
Lo

3>
N——
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conmuta con H y ﬁ; p es el vector unitario que apunta en la direccién del momento, p/|p]. La
“componente del espin” en la direccién del movimiento, %&' - p, es por ende, un “buen” nimero
cuantico y se puede usar para etiquetar las soluciones. Llamamos a este ntmero cudntico la
helicidad del estado. Los posibles eigenvalores \ del operador de helicidad %& - p son

A:{+

helicidad positiva,
helicidad negativa.

ISIEE NI

Figura 2.6: Tlustracién de la helicidad para los valores A = +1/2 y A = —1/2 respectivamente.

Vemos que ninguna otra componente de ¢ tiene eigenvalores que sean buenos niimeros cuanti-
cos. Con la eleccién anterior (2.42), de los espinores x5), es apropiado escoger 7 a lo largo del eje

Z, p=1(0,0,p). Entonces
1 1
ig.ﬁX(S) — §U3X(S) =A@

con A = :I:% correspondiendo a s = 1, 2 respectivamente.

2.4.5. Antiparticulas.

Las primeras dos soluciones de la ecuacién de Dirac,
1,2 —ip-x
u®? (p)e ’

claramente describen un electrén libre de energia Ef' y momento p. Las dos soluciones del electrén
con energia negativa u34) deben estar asociadas con la antiparticula, el positrén. De hecho, un
positrén de energia 'y momento  estd descrito por una de las soluciones del electrén con energia
—F y momento —p, a saber,

uB (—p)e~ilPlT = 2D (5)ere (2.48)

donde p° = E > 0. Los espinores del positrén v se introducen por conveniencia en la notacién.
Recordemos que la ecuacién de Dirac para u(p) es

(p —m)u(p) = 0.

. Qué implica ésto para v(p)? Para un electrén de energia —F y momento —p, tenemos

(=p—m)u(-p) =0,
y asi
(p+ m)v(p) = 0. (2.49)

Enfatizamos aqui que p° = F > 0 y que los diagramas de Feynman se dibujaran y resolveran
en términos solamente de los estados de las particulas (electrones y neutrinos). Por ejemplo, un
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positron que llega con energia E se dibuja como un electréon que sale y tiene energia —F. La
cuestion nueva aqui en la correspondencia particula-antiparticula es el espin. Notese la corres-
pondencia de las etiquetas de los espinores 1,2 con los estados de energia negativa 4,3. Una forma
de anticipar este orden inverso es observando que, en un marco en reposo, la ausencia de espin
hacia arriba a lo largo de un cierto eje es equivalente a la presencia de espin hacia abajo a lo largo
del eje. Como ambos, espin y momento estan invertidos, la helicidad %E - P permanece inalterada.

2.4.6. Normalizacion de espinores y la relacion de completez.

Trataremos aqui brevemente algunos resultados a utilizar en secciones posteriores, particu-
larmente, la relacién de completez.

Para los fermiones escojemos la normalizacién covariante, en la cual tenemos 2F particulas /
unidad de volumen. Esto es,

d\/:/ tpdV = ulu = 2F,
/unidad vol.” v

donde hemos utilizado (2.33) y (2.35). Entonces, tenemos las relaciones de ortogonalidad
uMu =285, oMW =286, (2.50)

con r,s = 1,2. Ahora, usando (2.44) calculamos

N

o-p 5 2F
1 =|N
+(E+m)} | ‘E—i—m’

y asi tenemos que la constante de normalizacion es

N=vVE+m, (2.51)

u®ty®) = |N?

y lo mismo para v(®).
Para obtener la ecuacién de Dirac para @ = ufy", necesitamos la ecuacién hermitica de (2.36):

uT’y“Tp# —mul = 0.
De los resultados anteriores se puede mostrar que
2 u®) = 2m, 70 = _om
y se puede demostrar la relacién de completez:

> uDp)a(p) = p+m,

s=1,2

3 v (p)s®) (p) = p— m. (2.52)

s=1,2
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2.4.7. Fermiones de masa cero: las dos componentes del neutrino.

Regresamos a la ecuacién de Dirac (2.18),
Hy = (a- P + fm)¢

y a la discusién que iniciamos en el presente capitulo. Derivabamos relaciones algebraicas que
fueron exigidas a las a;’s y a § y encontramos que tales podian ser satisfechas por matrices de
4 x 4. Sin embargo, nétese que [ no estd involucrada en el caso de particulas de masa cero y que

solo necesitamos satisfacer

Q0 + ooy = 2(5@‘, o = Ozl-L.

Estas relaciones pueden ser satisfechas por las matrices de Pauli de 2x 2. Podemos tomar «; = —3&;
y «; = 04, y la ecuacién de Dirac sin el término de masa se divide en dos ecuaciones desacopladas
para los espinores de dos componentes x(p) y &(p):

Ex = —d-px, (2.53)
E¢p = +7-po. (2.54)
Cada ecuacién estd basada en la relacién energia-momento relativista, E? = [p]? y tiene una

solucién de energfa positiva y una negativa. Supongamos que (2.53) es la ecuacién de onda de un
fermién no masivo, un neutrino. La solucién de energia positiva tiene E = |p] y asi satisface

7-px = —x- (2.55)

Esto es, x describe un neutrino izquierdo (helicidad A = —%) de energia F y momento p. La
solucion restante tiene energia negativa. Para interpretar ésto, consideramos una solucién de
neutrino con energia —F y momento —p. La ecuacién satisface

7 (—=p)x = x (2.56)

con helicidad positiva, de tal manera que describe un antineutrino derecho (A = —i—%) de energia
E y momento p. Simbdlicamente, decimos que (2.53) describe a vy, y vg. Tal ecuacién de onda
fue propuesta por primera vez por Weyl en 1929 pero fue rechazada a causa de la no invarianza
bajo la operacion de paridad P, la cual toma v;, — vg. Para neutrinos no masivos, ésto no es una
objecion, ya que las interacciones débiles no respetan la conservacion de la paridad. La segunda
ecuacién (2.54) describe los estados de helicidad contraria, vg y 7.

Escribiendo estos resultados en forma matricial

u:(;> &:(‘f?), (2.57)

se puede ver que estamos trabajando en la representaciéon de Weyl o quiral, ecuaciones (2.23).
En esta representacion tenemos

(0 ¢ o (01 s (-1 0
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En este punto es adecuado que adelantamos cierta caracteristica propia de las interacciones
débiles, aunque ésto sera discutido con maés detalle en la Secc. 2.5. Un gran nimero de expe-
rimentos indican que los leptones forman las corrientes cargadas débiles en una combinacion
especial de vectores, reales y axiales. Por ejemplo, para el electrén y su neutrino,

JH = 7[’&3’7“%(1 — )iy, (2.59)

Diremos que la forma de las corrientes débiles J* es de la forma V — A, en contraste con la
forma V' de la corriente electromagnética (2.34). El término %(1 —9°), mezcla un vector (V), que
es el término que contiene y*, y un vector axial (A), el término con v#4°, y da por resultado
la violacién de la paridad méximamente. De hecho, de (2.58), este término proyecta sélo los
neutrinos izquierdos y los antineutrinos derechos, vy, y g, v es llamado el operador de proyeccion

izquierda; observemos
Loy = (DO (X ) =[x (2.60)
2 v 0 0 10) 0/ ’

Es decir, sélo los neutrinos izquierdos y los antineutrinos derechos interactuan con los leptones
cargados mediante la interaccién débil. Hasta donde sabemos, los neutrinos sélo interactian
mediante la interaccién débil y ésta es la Uinica manera en que podemos observarlos. No existe
evidencia empirica de la existencia de neutrinos derechos ni de antineutrinos izquierdos, vg y
71,, v bien podria ser que no existan. Estrictamente hablando, la inexistencia de vr y 71, sélo se
puede asegurar si la masa del neutrino es cero.

2.5. El modelo electrodébil y las reglas de Feynman.

Analizamos en esta seccién, lo mas brevemente posible, la interpretacién matematica de los
diagramas de Feynman para la interaccion electrodébil, ya que esta interpretacion sera utilizada
en el capitulo 4 para la obtencion de la amplitud invariante en las interacciones entre neutrinos.
Menciono de paso que la introduccién al formalismo que utilizo en este trabajo es basado en la
fenomenologia de la interaccién y no en el uso del lagrangiano dado por el Modelo Estédndar,
justificando esta decision en el hecho de llegar a los mismos resultados por un camino menos
tedrico.

2.5.1. Interacciones débiles.

Las vidas medias del pién y del muén son mucho més largas que las de las particulas que
decaen a través de las interacciones fuertes o electromagnéticas. Encontramos que

T = Uy, con 7= 2.6 X 10_857

P = e Uy, con 7 = 2.2 x 107 %, (2.61)

cuando las particulas que decaen mediante la interaccién fuerte lo hacen aproximadamente en
10723 s, y en 10716 s al decaer electromagnéticamente. Las vidas medias estén inversamente rela-
cionadas a la fuerza de acoplamiento de las interacciones. Los decaimientos del pién y del mudén
son evidencia de otro tipo de interaccién con un acoplamiento ain mas débil que el electromag-
netismo.
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Aunque todos los hadrones y leptones experimentan esta interaccion débil, y asi pueden seguir
decaimientos débiles, éstos ultimos son ocultados por los decaimientos fuertes y electromagnéticos
mucho més répidos. Sin embargo, algo sucede con las particulas 7+ y p~; no pueden decaer
mediante las interacciones fuerte o electromagnética. El 7 es el hadrén més ligero. Mientras que
el 70 puede decaer en fotones, los piones cargados no pueden. Como resultado, el decaimiento
débil (2.61) es el dominante. La razén por la que el = decae predominantemente segin (2.61)
es interesante. En principio, el ¢~ podria decaer electromagnéticamente p~ — e~ y. El hecho de
que el decaimiento =~ — e~ no sea observado y que (2.61) sea el que ocurra, es evidencia de la
existencia de la conservacion de los nimeros leptonicos: Lo y L. Por ejemplo:

Lo=+1: ey Ve,
Lo=—1: et v e,
L,=0: todas las demds particulas.

Asignaciones similares se hacen para L, y L. Evidentemente, L, =1y L. = 0 para los estados
inicial y final del proceso u~ — e~ 1, de tal modo que se conservan los niimeros cudnticos;
mientras que en g~ — e~ 7, no lo hacen. De hecho, las reacciones conocidas conservan estos tres
numeros lepténicos (cabe mencionar aqui, que en realidad estudiaremos un fenémeno donde no
se cumple el aserto anterior, la oscilacién de neutrinos; para los deméas fenémenos observados,
si se cumple la regla de la conservacién de los nimeros lepténicos).

Los ejemplos de decaimientos débiles dados en (2.61) involucran neutrinos. Los neutrinos
son unicos en el hecho de que sdlo pueden interactuar a través de la fuerza débil; no tienen
carga de color ni eléctrica y, dentro de los limites experimentales, son no masivos. Los neutrinos
frecuentemente se encuentran como resultado de algin decaimiento débil, pero no siempre.

Violacién de la paridad y la forma V-A de las corrientes débiles.

La explicacién de Fermi del decaimiento 3 (1932) fue inspirada en la estructura de la interaccién
electromagnética. La amplitud invariante, que denotaremos con la letra M, para la dispersién
electromagnética electrén-proton es

M = (eupy"up) (q—2> (—eteyHue) , (2.62)

donde hemos considerado al protéon como una particula sin estructura descrita por la ecuacién
de Dirac. El diagrama de Feynman de este proceso se muestra en la Fig. 2.7. El primer término
dentro de paréntesis es la corriente eléctrica debida al protéon P, asimismo el iltimo paréntesis
es la corriente eléctrica debida al electrén e. El término entre paréntesis que estda en medio es
el propagador del fotén, donde ¢ es el momento que lleva el fotén virtual. v es un espinor de
Dirac, de los que tratamos en la Secc. 2.4. M es el producto de las corrientes electromagnéticas
del electréon y el protén, junto con el propagador del fotén que intercambian. En realidad, para
definir la amplitud invariante como el producto de corrientes y el propagador, se emplea mas
bien el término —i¢M; por el momento ignoraremos el niimero —i por simplicidad, pero dejaremos
clara su aparicién en la Secc. 2.5.3, cuando demos las reglas precisas para el cdlculo de las
amplitudes invariantes derivadas de los diagramas de Feynman. Para facilitar la comparacién
con las interacciones débiles, definimos las corrientes electromagnéticas, por ejemplo, la debida a
un electrén como

ef ™ = jiH(0) = —etipy,ui,
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(ver la Ec. 2.34). Por ende, la amplitud invariante (2.62) es

2

M= (), G)e.

A
e

Figura 2.7: Interaccion electromagnética electron-protén.

El decaimiento 8: Pe~™ — n1, se muestra en la Fig.2.8. Por analogia con la forma corriente-
corriente de (2.62), Fermi propuso que la amplitud invariante para el proceso estd dada por

M=G (ﬂnfyuuP) (ﬁt/c’)/uue) s (2.63)

donde G es la constante de acoplamiento débil, la cual debe ser determinada mediante expe-
rimentacion; es llamada la constante de Fermi. Los términos entre paréntesis en (2.63) son las
“corrientes débiles cargadas”. Nétese la ausencia del propagador en (2.63). Regresaremos a este
punto en breve, en la siguiente subseccion. La forma vector-vector que Fermi le di6 a la amplitud
débil M fue una adivinanza por parte de Fermi. A priori, no existe razén alguna para utilizar sélo
vectores. La amplitud (2.63) explica las propiedades de algunas caracteristicas del decaimiento
B, pero no otras. El descubrimiento de la violacién de la paridad por parte de la interaccion
débil se da en 1956, y el tinico cambio esencial requerido en la proposicién original de Fermi fue
reemplazar v# por v*(1 —~°). La mezcla de los términos v* y v#4° autométicamente violan la
conservacion de la paridad.

Experimentos posteriores mostraron que solo los neutrinos izquierdos vy, y antineutrinos dere-
chos g participan en las interacciones débiles. La ausencia de “la imagen en el espejo”, es decir,
de 71, y vR es una clara violacion a la conservaciéon de la paridad. También, la conjugacion de la
carga, C, no se conserva, ya que C transforma vy, en 7. Sin embargo, la forma v*(1 — +°) deja
la interacciéon débil invariante bajo la operacién C'P combinada. Por ejemplo:

D(rt — ptvp) #0(xt — ptog) = Violacion de P,
D(rt — ptvp) #0(n~ — p o) = Violacion de C,
D(rt — pvp)=T(r" — ,u_VR) Invarianza de C'P.
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Figura 2.8: Diagrama de Feynman del decaimiento 3, P — ne™v,. Se muestran las corrientes

débiles.

Aqui, v denota un neutrino de muén y I' es la razén de decaimiento. El término %(1 —7%) en la
ecuacién para la corriente (ver (2.63))

1
1267“5(1 — )y (2.64)

automaticamente selecciona un neutrino izquierdo o un antineutrino derecho. Que ésto es asi lo
revisamos en la Secc. 2.4.7. Esta estructura V' — A (vector-vector axial) de la corriente débil se
probé experimentalmente mediante dispersion de neutrinos por electrones.

Es natural suponer que todos los fenénemos de interaccion débil sean descritos por una in-
teraccién corriente-corriente V' — A con una constante de acoplamiento G tnica. Por ejemplo, el
decaimiento 3 de la Fig. 2.8 y el decaimiento del muén de la Fig. 2.9 pueden ser descritos por las
amplitudes

M (P — ne'rg)

PR

[y (1 = 7" )up ] a7 (1 = ")ue] (2.65)

My~ — e Do) = (0,77 (1= ") | 70 (1= 77 | (2.66)
El 1/v/2 se introduce por convencién para mantener la definicién original de G, la cual no inclufa
el término v°. Se procede de manera andloga a las reglas de Feynman para la electrodindmica
cudntica (QED). Los cdlculos sélo involucran particulas y los diagramas muestran sélo lineas
pertenecientes a particulas. Las antiparticulas no aparecen. Asi, el 7, saliente (de momento k) se
muestra en la Fig. 2.9 como un v, entrante (de momento —k).
Las amplitudes de las interacciones débiles son de la forma
4G
M=—J"Ji. (2.67)
V2
La conservacién de la carga requiere que M sea el producto de corrientes con indices arriba y
abajo, donde

El factor cuatro aparece porque las corrientes (2.67) estdn definidas mediante el operador de
proyeccién normalizado 3(1 —+°) y no mediante el anterior (1 — ).
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Figura 2.9: Diagrama de Feynman del decaimiento del u= : u= — e~ Dev,.

Interpretacién del acoplamiento G.

Se pueden utilizar los datos en los decaimientos (3 y del muén para obtener un valor numérico
para G. Es crucial asimismo, revisar la universalidad de la constante de acoplamiento débil G.
iNo es deseable tener que utilizar una nueva constante para cada proceso de interacciéon débil!
También pondremos a GG en una forma que se pueda comparar directamente con los acoplamientos
de las interacciones fuerte y electromagnética.

Un examen a las amplitudes electromagnética y débil de (2.62) y (2.63) mostrardn que en
el modelo de Fermi la analogia entre las dos interacciones no estda completamente desarrolla-
da. Observamos que G esencialmente reemplaza el término e?/q?. Asi G, en contraste con el
acoplamiento e que no tiene dimensiones, tiene dimensiones GeV~2. Extenderemos la analogfa
postulando que las interacciones débiles son generadas por la emision y la absorcion de bosones
cargados, llamados los bosones W*. Los bosones W+ son los andlogos del fotén para la fuerza
electromagnética y de los gluones para la fuerza nuclear fuerte. Por ejemplo, el decaimiento del
muén se realiza a través de un bosén W~ (ver Fig.2.2.a) y la amplitud es de la forma

9 o1 1 g _ 1
M = (\/EUVH 5(1 - 75)%) s ") (ﬂue%2(1 - 75)Uue> ; (2.68)
W

donde g/v/2 es un acoplamiento débil sin dimensiones y ¢ es el momento del bosén débil (los
factores 1/v/2 y % se insertan para mantener la definicién convencional de g). En contraste con
el foton, el bosén débil debe ser masivo, de otro modo habria sido directamente producido en los
decaimientos débiles. De hecho, se tiene que myy ~ 80 GeV.
Cuando estemos interesados en situaciones donde ¢? < m%v, comparando las ecuaciones (2.68)
y (2.66) tenemos que )
< - (2.69)
V2 8miy
y las corrientes débiles interactian esencialmente en un punto. Es decir, en el limite (2.69),
el propagador entre las corrientes desaparece. La ecuacién (2.69) propone la idea de que las
interacciones débiles son débiles no porque g < e, sino porque m%v es grande. Si de hecho g ~ e,
entonces a energias O(mw) y mayores, la interaccién débil llegaria a ser tan fuerte como la
interaccion electromagnética.
Podemos pensar en g &~ e como una unificacién de las interacciones débil y electromagnética
del mismo modo que la unificacion entre la fuerza eléctrica y magnética en la teoria de Maxwell
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del electromagnetismo, donde

F=¢cE +e MU X B
con ey = e. A bajas velocidades, las fuerzas magnéticas son muy débiles, mientras que a altas
velocidades, las fuerzas eléctrica y magnética son comparables en magnitud. La velocidad de la
luz ¢ es la escala que gobierna la fuerza relativa. El andlogo para la fuerza electrodébil es el valor
my en la escala de energia. Finalmente, segiin mencionamos anteriormente, de los decaimientos
0 de las particulas se puede obtener el valor de la constante de Fermi G éste es

G ~107°/m?2. (2.70)
Recuérdese que G tiene dimensiones de (masa) 2.
Corrientes débiles neutras.
La deteccién en 1973 de eventos como
e — e (2.71)

abrieron un nuevo capitulo en la fisica de particulas. Este evento evidencia la existencia de corrien-
tes débiles neutras. Hasta entonces no habia sido observado ningtun efecto debido a corrientes
débiles neutras. En realidad, se esperaban corrientes débiles neutras pero como la accién combi-
nada de corrientes electromagnéticas (que son neutras) y corrientes débiles cargadas; por ejemplo,
KT — ntete™, este proceso vendria de K+ — 77+ con v — ete™, pero estos efectos son muy
poco observados. Sin embargo, en reacciones como la (2.71) se encuentra que la razén de de-
caimiento es muy similar a la de los procesos de la interaccién débil.

Los datos de las interacciones débiles de la forma vN — vX se pueden explicar en términos
de corrientes neutras vq — vq, con amplitudes de la forma

M = X [0 =] [507CF ~ O] (272)

donde q = u,d, ... son los quarks blanco. A priori, no existe razén para que la interaccién neutra
débil deba tener la forma dada por la ecuacién (2.72). Esto se decide mediante el experimento.

Es apropiado ahora introducir la normalizacién convencional de las corrientes neutras de la
interaccién débil, J }fc. La amplitud invariante de un proceso de dispersion débil neutra se escribe
como

4
M= —GQpJ}fCJNCM. (2.73)

V2

La amplitud del proceso vq — vq dada por la ecuacién (2.72) es de esta forma; la definicién
acostumbrada de las corrientes neutras es

1 1

new) = 5 (=), (2.74)
1/ 1

J}L\IC(q) = §<uq%§(C’3—Cj’y5)uq>. (2.75)

En general, J}fc, a diferencia de las corrientes cargadas J,, no es una corriente V — A pura
(Cy # Cy); éstas tienen componentes derechas. Sin embargo, el neutrino es izquierdo y entonces
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Cy =04 = % en (2.74). El pardmetro p en (2.73) determina la fuerza relativa entre las corrientes
débiles neutras y las cargadas. En el modelo estandar todas las Cf{,, C"y (con i = v, e,u,...) estan
dados en términos de un parametro y p = 1. Los experimentos actuales dan el valor p = 1 con
un margen pequeno de error. Insertando las corrientes (2.74) y (2.75) en (2.73) obtenemos la
amplitud del proceso vq — vq con

Gx = pG(= Q). (2.76)

Resumiendo, el veredicto experimental es que la corriente débil neutra es predominantemente
V — A (izquierda), pero no pura V — A. La corriente neutra y la cargada tienen una estructura
similar, pero se cree que la cargada es puramente V — A.

2.5.2. Interacciones electrodébiles.

La forma de las interacciones débiles que hemos discutido hasta aqui, solo es satisfactoria a un
nivel superficial. S6lo hemos calculado procesos de baja energia donde el momento intercambiado
entre las corrientes débiles satisface |¢?| < (100 GeV)?. Los resultados no dependen de si existe
un bosén intermediario de la interaccién o no. La existencia de las particulas W+ solamente nos
gufan a una reinterpretacién de la constante de Fermi de acoplamiento débil G, ver la ecuacién
(2.69). Célculo de procesos que no sean de baja energia nos conllevaria a problemas. Para subsanar
lo dicho anteriormente se requiere hacer algunos ajustes en la teoria, en especial, que las corrientes
débiles formen un grupo de simetria.

Isospin débil e hipercarga.

Pueden las corrientes neutras J, }fc junto con las corrientes cargadas, J, y J, Z, formar un grupo
de simetria de interacciones débiles? Primero, recordemos la forma de las corrientes cargadas

A

w B
-
1 1
Tu =T = (1= 77)ue = 795 (1 = 77)e = e, (2.77)
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| 1 ~
JE =J, = “67u§(1 — Y )uy, = e’yui(l — ) = ey, (2.78)

donde el superindice + y el — indican las corrientes con el indice arriba y abajo (vectores covari-
antes y contravariantes), respectivamente. El subindice L denota los espinores izquierdos y nos
recuerda la naturaleza V — A de las corrientes cargadas. A partir de aqui utilizaremos el nombre
de las particulas para indicar los espinores de Dirac, 4, = v, u. = e, etc.

Escribiremos las corrientes cargadas en una forma que nos sera ttil. Introduciremos el doblete

XL = ( e”_ ) (2.79)
L

y los operadores de escalera 74 = (71 £ ir):

T+:<8(1)>, T_:((l)8>, (2.80)

donde las 7’s son las matrices de Pauli. Las corrientes cargadas (2.77) y (2.78) se pueden escribir
entonces como (con dependencia en )

Ji(x) = XULuTeXL,
J, () = XLyuT-XL- (2.81)

Anticipando la forma del grupo SU(2) para las corrientes débiles, introducimos la corriente débil
neutra con la forma siguiente

W

T -

1 1 1
JS(»"U) = )ZL’YH§T3XL = §DL'YMVL - iéL'YueL- (2.82)

Tenemos entonces un triplete de isospin de corrientes débiles,
i — .
Tul®) = Xeugmixe,  coni=1,2,3, (2.83)

cuyas cargas correspondientes
T = /Jé(x)d?’x (2.84)

generan un &lgebra de grupo SU(2)r,

[T%,T9) = ie;jT". (2.85)
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Sin embargo, la corriente J S(x) no es todavia la corriente neutra débil que indican los experi-
mentos, la corriente débil neutra que se ha observado también contiene una componente derecha.
La corriente electromagnética es una corriente neutra con componentes tanto derechas como
izquierdas. Por ejemplo, para el electrén tiene la forma

jﬁm(l“) = —€Yue = —€RVueR — €LYuEL- (2.86)

Notese que se ha omitido el acoplamiento e en nuestra definicién de corriente Ju. Esta defini-
cién simplificard nuestra discusion de las interacciones electrodébiles. De otro modo la corriente
electromagnética se puede escribir (ecuacién obtenida en la Secc. 2.4, ecuacién 2.34)

ju = ejzm = 67;7#@7/)7 (2'87)

donde @ es el operador de carga, con eigenvalor () = —1 para el electrén. Se puede decir que @
es el generador del grupo U(1)em de las interacciones electromagnéticas.

Incluimos j;™ en un intento de conservar el grupo SU(2), aunque notamos que ninguna de las
corrientes neutras J}L\IC o j; " estd dentro del grupo SU(2). La idea que nos sigue es formar dos
combinaciones ortogonales que tengan ciertas propiedades de transformacién bajo SU(2); una
combinacién, Jﬁ, es para completar el triplete de isospin débil Jli, y la otra, j}[, permanece sin
cambio bajo transformaciones en SU(2). j}j se llama la corriente de hipercarga débil y estd dada
por

JY = Yo, (2.88)

donde la hipercarga débil estd definida mediante la relacion

Y
Q=T+ 5 (2.89)
Es decir,
-em L.
= ij + 5]3 (2.90)

Asi como Q genera el grupo U(1)epn, asi Y genera el grupo U(1)y. De este modo, hemos incorpora-
do la interaccién electromagnética y tenemos como resultado el grupo mas grande SU(2),xU(1)y.
En cierto sentido, hemos unificado la interaccion electromagnética con la débil. Sin embargo, mas
que un simple grupo, tenemos dos grupos cada uno con su propia fuerza de acoplamiento. En-
tonces, aparte de e, necesitamos otra constante de acoplamiento, para especificar completamente
la interaccién electrodébil.

Como llegamos a un producto de grupos, el generador Y debe conmutar con los generadores
T*. Como consecuencia todos los miembros de un multiplete de isospin deben tener el mismo
valor de la hipercarga. Por ejemplo, los multipletes del electrén son

W= -
= —2(ér7Yuer + eLyuer) — (PLYuVL — eLyueL)
= —2(eryuer) — L(XLYuXL)> (2.91)

donde se han utilizado las ecuaciones (2.82) y (2.86). Por lo tanto, el doblete (v, e), tiene Y = —1
y el singlete eg tiene Y = —2. Estos niimeros cuanticos aparecen en la siguiente tabla.
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Tabla 3. Isospin e hipercarga débil de leptones.

Leptén | T | T3 | Q| Y
Ve |3 | 3 |0]-1
e, |3 |-z|1|-1
e 0| 0 [-1]-2

La interaccién electrodébil.

Para completar la unificacion del electromagnetismo y la fuerza débil debemos modificar la
forma corriente-corriente de las interacciones débiles dada en las ecuaciones (2.67) y (2.73). No
olvidamos que la estructura de las corrientes debe ser tal que la interaccién efectiva resulta del
intercambio de un bosén masivo con sélo un pequeno momento transferido.

Teniendo en cuenta que la interaccion electromagnética viene dada por

—ie(j™)A,. (2.92)

Asi como la corriente electromagnética estd acoplada al fotén, asumimos que las corrientes elec-
trodébiles estan acopladas a otros bosones. El modelo estandar consiste de un isotriplete de
campos W), acoplados con una fuerza g a las corrientes de isospin débiles Jj,, junto con un

. . 101 Y / ;
campo By, acoplado a la corriente de hipercarga débil j, con una fuerza g /2 (tomada asi por
convencion). Entonces la interaccién electrodébil viene dada como

. i i .9 .
—ig(JY'W), — zi(jy)ﬂBﬂ. (2.93)
Los campos
1
+ 1 T172
Wi = \g (W +iw?) (2.94)

describen los bosones cargados masivos W*, mientras que Wlf y B, son campos neutros. Estas
interacciones se muestran en los diagramas de la Fig. 2.10.

Figura 2.10: Acoplamiento de las corrientes débiles de isospin e hipercarga con sus respectivos
bosones.

La interaccién electromagnética (2.92) se encuentra incluida en (2.93). De hecho, el fotén
A, y el bosén Z,, responsable éste ultimo de la interaccién débil neutra, se expresan como la
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combinacién lineal de los dos campos neutros Wﬁ’ y B, de la siguiente forma

A, = B,costy + Wi’ sen Oy (no masivo), (2.95)
Z, = —DB,senfy + Wg’ cos Oy (masivo), (2.96)

aqui Oy es llamado el dngulo de Weinberg. Por lo anteriormente dicho, la corriente electrodébil
neutra se escribe como

/
. .g .
—ngg(W?’)ﬂ—z?jgu —

Y
—1i <g sen GWJE’ + ¢ cos 9;4/5) A,

y
= — (g cos Oy J;; — g’ sen GWj;> Zy. (2.97)

El primer término es la fuerza electromagnética (2.92), asi que la expresién entre paréntesis debe
ser

1
em 3 Y
e]Z =€ (JN + 5‘711') y (298)
ver (2.90). Por lo que tenemos
gsen Oy = ¢’ cos Oy = e. (2.99)

De esta manera se puede ver el angulo de Weinberg dado por la razén de las dos constantes de
acoplamiento, tanfy = ¢'/g. Utilizando (2.98) y (2.99) se puede expresar la interaccién de la
corrientes neutra débil de la ecuacién (2.97) como

i g
cos Oy

(J2 — sen® Oy jo™) ZH = —iﬁj}fcz“. (2.100)

Esta es la definicién que relaciona la corriente neutra JNC con la corriente de isospin débil .J,

JNC = T3 — sen? Oy o (2.101)

Hemos visto asi que la interaccién débil no es una nueva interacciéon fundamental sino una
manifestacién de la interaccién electromagnética, con sus distintos acoplamientos de la forma
(2.99) v en donde Oy se tiene que obtener mediante experimentacion.

Finalmente, antes de terminar este capitulo dando las reglas de Feynman para las interac-
ciones electrodébiles en la siguiente seccion, vamos a revisar con mas detalles la forma de las
interacciones electrodébiles que hemos obtenido con la forma basica de las amplitudes invariantes
de la Secc. 2.5.1, ecuacién (2.73).

Segiin la ecuacién (2.73) de la Secc. 2.5.1, la amplitud invariante debido a corrientes débiles
neutras es

M = 28, e e,
V2t ’

también podriamos expresar la amplitud invariante para corrientes neutras en términos del in-
tercambio de un bosén Z, ver Fig. 2.11. Utilizando (2.100) y con el supuesto ]qz‘ < m3,

1 g
MNC _ ( g NC) - ( NC,[L) ) 2.102
cos Oy Tu m2 | \ cos Oy g (2.102)
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A o
/T\&;\ /%
{a) (b}

Figura 2.11: Corrientes cargada y neutra de la interaccion débil.

De las dos ecuaciones anteriores podemos identificar

G 92

B — 2.103
NG 8m3 cos? Oy ( )
y de (2.69) y (2.103), encontramos que el pardmetro p estd dado por
miy
= 5. 2.104
p m2 cos? Oy ( )

Experimentalmente, se ha medido que p = 1 dentro de un pequeno error.

2.5.3. Las reglas de Feynman para las interacciones electrodébiles.

Como mencionamos al inicio del capitulo, los diagramas de Feynman tienen una interpretacién
matematica para calcular amplitudes invariantes y secciones eficaces. Damos aqui las reglas que
se siguen al interpretar cada uno de los elementos de un diagrama.

Para la interaccién electromagnética ya hemos mostrado que la interaccién es de la forma

—ie (j™)* A, = —ie (VY QY) A,

Observando el diagrama de la Fig. 2.12, A, es el fotén 7, ¢ y 9 representan los fermiones
involucrados, Q es la carga del fermién f; Q = —1 para el electrén. La linea saliente de f, se debe
dibujar como f entrante; es decir, las antiparticulas en los diagramas de Feynman se escriben
como particulas con momento y energia negativos. Asi, los espinores de Dirac de las particulas
se asocian con las lineas entrantes y salientes f y f. Entonces, al encontrar un vértice como el
anterior se debe escribir la expresién

—ieQ ", (2.105)

que es el vértice para la interaccién electromagnética.
Hagamos lo mismo para la interaccién débil. Como en el caso anterior, las lineas entrantes y
salientes (e y v en los siguientes diagramas) son las particulas que participan en la interaccién
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-

Figura 2.12: Vértice electromagnético.

y matematicamente son los espinores de Dirac u y % obtenidos en la Secc. 2.4.4. Las corrientes
cargadas son:

9o +_ 9 ooon +
—i—= T W' = —1—— (vpyter,) W
\/§ (XL’Y +XL) u \/i ( LY L) 1

9 _ g _
—i—= T_ W, = —i—— (epy"vp) W
\/’ (XL’Y XL) m \/i ( LY L) m

Para x1, = (ve,e”), estas interacciones de los diagramas anteriores nos conducen al factor
debido al vértice

—i\%y“;(l — 4. (2.106)
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La interaccién débil por una corriente neutra esta dada por

_i—9 (JS — sen’ QWjZm) H =

Zcos Ow
.9 oo 1 5\3 2
=— —(1 =T — 0 7 2.1
i [0 = IT — sen? 0w Q| 042, (2107)
para el acoplamiento Z — ff. Se acostumbra escribir el factor para el vértice como
9 ul f fA5
— = — . 2.1
zCOSQW’y 5 (C’V Cay ) (2.108)
1
22 >- - (
AN
N

Al comparar (2.107) y (2.108), nos damos cuenta que los acoplamientos de la parte vectorial y
pseudovectorial, Cy, y C'4 estan determinados en el modelo estdandar dado el valor para sen? fyy .

Sus valores son
C‘); = T]:? - 288112 GWQf,
ot = T8 (2.109)

donde T}” y Q son, respectivamente, la tercera componente del isospin débil y la carga del fermién
f. Los valores de Cy y C'4 se encuentran en la tabla 4.

Tabla 4. Factores para los vértices Z— ff en el modelo estandar con sen? @y = 0.234.

fooler|ch cf
Ve, Vs - - 0 % %
e, u ... | —1 —% —%+2sen20W:—0.03
u,c,. .. 23 3 - %sen2 Oy ~ 0.19
d,s,. .. —% —% —%—kgsenQQW ~ —0.34

En resumen, llegamos a la conclusién de que para calcular la amplitud invariante —iM en
un proceso de particulas, el diagrama de Feynman de ese proceso nos da los factores para su
calculo. Se interpretan las lineas que entran y salen como las particulas y el factor es un espinor
de Dirac u para la particula inicial y @ para la final. Se tiene el factor debido al vértice que son
las ecuaciones (2.105), (2.106) y (2.108) dependiendo de la interaccién involucrada y finalmente,
se introduce el factor debido al propagador de la interaccién que es de la forma

1
2

- 2.110
e (2110)
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donde mp es la masa del bosén de intercambio y ¢ es el momento que carga el bosén. Si las
particulas iniciales llevan momentos k£ y p, el momento del bosén de intercambio se calcula
con la conservacién del momento, que se debe cumplir. Por ejemplo, podria ser ¢ = p — k.
Recalcamos que al utilizar las reglas que acabamos de mencionar, lo que estamos calculando es
—1M . Posteriormente, despejando, nos quedamos con la amplitud invariante M. Utilizaremos las
reglas anteriores en el capitulo 4.



Capitulo 3

El fenomeno de la oscilacion de
neutrinos.

Iniciamos en este capitulo el estudio de la oscilaciéon de neutrinos. Primero analizaremos el
problema de los dos estados o dos niveles y veremos cémo la matriz Hamiltoniana describe la
evolucion temporal de un sistema. El andlisis siguiente nos llevara a ver que si el Hamiltoniano
tiene cierta forma, tendremos un sistema que oscila entre los dos estados del mismo. Terminaremos
el capitulo al obtener la funcién de probabilidad de que el sistema esté en alguno de los dos estados.
Todo lo anterior lo relacionaremos con nuestro caso particular de la oscilacion de sabores de los
neutrinos.

Lo dicho en la introduccién al capitulo 2, sobre el posible material para revisar o profundizar
en estos temas, es valido también en el presente capitulo. Sélo anadimos que para la realizacién
de este capitulo revisamos los textos [1] y [9].

3.1. La evoluciéon de un sistema en el tiempo.

3.1.1. ;Cbémo evolucionan los estados en el tiempo?

En mecédnica cudntica, el tiempo juega el papel de un parametro, no el de un operador.
Buscamos el operador de evolucién temporal, el cual, al actuar sobre un vector de estado a un
determinado tiempo, lo lleva a otro tiempo posterior. La pregunta es: ;como cambia el vector de
estado de un sistema con el tiempo?

Supongamos que se tiene un sistema cuyo vector de estado al tiempo ¢y es |, tp). A un tiempo
posterior ¢ el sistema habra evolucionado a otro estado |a, tg; t),t > tg. Dado que el tiempo es un
parametro continuo, uno espera que

lim |a, to; t) = |, to). (3.1)
t—to

El problema fundamental es estudiar la evolucién temporal del vector de estado |a, tg) — |, to; ).
Los dos kets deben estar relacionados por un operador, el cual sera llamado operador de evolucion

temporal:
|O‘7t03t> = U(t7t0)|a7t0>' (32)

1, Qué propiedades son deseables en U?

43
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El primer requisito es la unitariedad, directamente vinculado a la conservacién de la probabi-
lidad. Supongamos que al tiempo ¢y el ket de estado es representado en una base {|a’)} generada
por la observable A:

/
|Oé,t0> = Z Ca/(to)|a >
a/
De la misma manera, su representacion un tiempo posterior t es:

|, to;t) = Y Cur (t)]').

En general |Cy (t)] # |Cy (to)], aunque se puede demostrar que si A conmuta con H (el Hamilto-
niano), entonces la igualdad es verdadera. La igualdad que es valida en general es

> Calto)* =D 1Ca () = 1. (3-3)

Dicho de otra forma, si (o, tgla, tg) =1 = {a,to;t|a, to;t) = 1. Pero,
(a, to; t]a, to; t) = (o, to|UTU|a, to) = (o, tola, to) =
Uu=1. (3.4)

Con lo que queda demostrada la unitariedad.
Se requiere ademas, que U cumpla con la propiedad de composicién

U(tg,to) = U(tg,tl)U(tl,to), to >t > tp. (3.5)

Queremos conocer la matriz U(ta,?1) para un intervalo infinitesimal de tiempo ¢y = ¢ + At.
Nos preguntamos lo siguiente: si tenemos un estado ¢ ahora, jcémo es el estado un tiempo
infinitesimal A¢ mds tarde? Llamamos () al estado en el instante ¢. El estado después de
transcurrido el pequeno intervalo de tiempo At es

W(t+ Ab)) = U(t + At, )] (). (3.6)

Proyectemos las amplitudes en una representacién determinada con base {|i)}. Multiplicando
ambos miembros de la ecuacién (3.6) por (i|, obtenemos

([t + At)) = (Ut + At, )[4 (2)). (3.7)
También podemos descomponer |1)(t)) en estados base y escribir

(ilw(t+ At)) = (iUt + At 1)]7){l(2)).- (3.8)

J

Podemos entender la ecuacién (3.8) de la siguiente manera. Si hacemos que C;(t) = (i|¢)(t))
represente la amplitud de estar en el estado base i en el instante ¢, podemos considerar esta
amplitud variando en el tiempo. Cada C; se convierte en una funciéon de ¢. Y también, tenemos
informacién sobre cémo las amplitudes C; varfan en el tiempo. Al tiempo (¢t + At) cada ampli-
tud es proporcional a todas las otras amplitudes al tiempo ¢ multiplicadas por un conjunto de
coeficientes. Llamemos U;; a la matriz U, entendiendo por ello

Uij = (i|U]5)-
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Por lo tanto, podemos escribir la ecuacién (3.8) en la forma

Ci(t + At) = > Usj(t + AL, t)C;(t). (3.9)

Todavia no sabemos mucho sobre los U;;, excepto lo siguiente: sabemos que si At tiende a
cero, nada puede ocurrir; obtendriamos simplemente el estado original. Luego, U;; — 1y U;; — 0
sii # j. O sea que U;; — 0;; para At — 0. Ademds podemos suponer que para At pequeno,
cada coeficiente U;; tiene que diferir de d;; en cantidades proporcionales a At; podemos escribir
entonces,

Uij = 5ij + KijAt. (310)

No obstante, se acostumbra sacar el factor (—i/h) fuera del coeficiente K;; por razones histéricas
y de otra indole; preferimos escribir
i

Uij(t + At,t) = (Sij — ﬁHZ '(t)At. (3_11)

Por supuesto, es lo mismo que la ecuacién (3.10), simplemente definimos los coeficientes H;j(t).
Los factores H;j son las derivadas de los coeficientes Ujj(t2,t1) respecto a ta, tomadas en ty =
t1 = t. Sustituyendo la ecuacién (3.11) en la ecuacién (3.9), tenemos
1
Cilt+ A8 =Y {&j — ()AL 05 (0) (3.12)

J

Realizando la suma en el término que contiene d;; obtenemos simplemente C;, que podemos pasar
al otro miembro de la ecuacién. Dividiendo luego por At tenemos la siguiente expresiéon, en la
cual se puede reconocer una derivada:

Cl'(t+AIf)*C,’(t) B 7 N 4
At = =3 2 Hua (G5 (1)

dc,

in dit(t) = 3" H(0C5(0), (3.13)

Recordamos que C;(t) es la amplitud (i|¢)) de encontrar el estado ¢ en uno de los estados base
i al tiempo ¢. Luego, la ecuacién (3.13) nos indica cémo cada uno de los coeficientes (i|¢)) varia en
el tiempo. Es, pues, lo mismo que decir que la ecuacién (3.13) nos informa cémo el estado v varia
en el tiempo, ya que estamos describiendo ¢ por medio de las amplitudes (i|¢)). La variacién de
1 en el tiempo se describe mediante la matriz H;;, que tiene que incluir, naturalmente, lo que le
estamos haciendo al sistema para que cambie. Si conocemos los H;; (que contienen la fisica de
la situacién y que, en general, pueden depender del tiempo) tenemos una descripcién completa
del comportamiento temporal del sistema. La ecuacién (3.13) es, entonces, la ley cudntica de la
dindmica del sistema.



46 CAPITULO 3. EL FENOMENO DE LA OSCILACION DE NEUTRINOS.

3.1.2. La matriz hamiltoniana.

Por consiguiente, para describir el mundo cuantico necesitamos escoger un conjunto de estados
base {|i)} y escribir las leyes fisicas dando la matriz de los coeficientes H;;. Y asi, estamos en
capacidad de responder sobre lo que le sucederd al sistema. Los coeficientes H;; se denominan
matriz Hamiltoniana o, para abreviar, simplemente Hamiltoniano.

El Hamiltoniano tiene una propiedad que se puede deducir directamente de la unitariedad de
U:

H}; = Hj;. (3.14)

Esto proviene de la condicién de que la probabilidad total de que el sistema esté en algin estado
no cambie. La probabilidad total de encontrarla en alguna parte es

Y [ci)P,

lo cual no debe variar en el tiempo. Si ésto es cierto para cualquier condicién inicial ¢, la ecuacién
(3.14) también debe ser cierta.

Como primer ejemplo, tomemos una situacion en la cual las condiciones fisicas no varian en
el tiempo de modo que H sea independiente del tiempo. Elegimos también un sistema para cuya
descripcién se necesita sélo un estado base; es una aproximacion que podriamos hacer para un
atomo de hidrégeno en reposo o algo similar. La ecuacién (3.13) dice, entonces

ihdd—? = H,,Cy, (3.15)

v si Hi1 es constante, se puede resolver facilmente esta ecuacion diferencial obteniendo
C1 = (const)e~ /M Hnt, (3.16)

Esta es la dependencia temporal de un estado de energia F = Hy1 definida.
Ahora consideremos un sistema que tiene dos estados base. La ecuacién (3.13) reza

dc

ih—dtl = H;1C1 + Hy2Cs,

dc

Zhd7152 = HyCq+ HyCs. (317)

Si nuevamente los H son independientes del tiempo, se pueden resolver facilmente estas ecua-
ciones.

3.2. El problema de los dos estados.

Vamos a considerar una situacién que se puede describir por medio de dos estados. Intentare-
mos una aproximacion en la que todos los otros posibles estados permanecen fijos, porque no
intervienen en lo que nos interesa por el momento. Queremos decir que hay sélo dos estados de
los que nos vamos a ocupar realmente, suponiendo que todo lo demas esta dado. Diremos que el
sistema esta en el estado |1) o en el estado |2). Tomaremos los estados |1) y |2) como el conjunto
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de estados base para el andlisis del comportamiento del sistema. En cualquier instante, el estado
real |¢) del sistema se puede representar dando C7 = (1)), la amplitud de estar en el estado |1),
y Co = (2|¢)), la amplitud de estar en el estado |2). Podemos escribir el vector de estado en la
forma

) = [D){1y) +12)2¢)

[¥) = [1)C1 + [2)Cs. (3.18)

Es interesante saber que si el sistema estd en cierto estado en cierto instante, no estara en el
mismo estado un poco més tarde. Los dos coeficientes C' estaran variando en el tiempo conforme
a la ecuacién (3.17), que es vélida para cualquier sistema de dos estados. Supongamos que se ha
hecho una observacién de modo que se sabe que el sistema estd inicialmente en el estado |1). Un
poco més tarde hay cierta probabilidad de que se encuentre en el estado |2). Para hallar esta
probabilidad tenemos que resolver la ecuacién diferencial que nos dice cémo las amplitudes varian
en el tiempo.

Tenemos el problema de encontrar los coeficientes H;; en la ecuacién (3.17). No obstante, hay
algunas cosas que podemos decir. Supongamos que una vez que el sistema estd en el estado |1)
no hay posibilidad alguna de que pase al estado |2) y viceversa. Luego, Hi2 y Ha; serfan nulos y
la ecuacién (3.17) rezaria

. dCl . ng
th T 101, ih T 2202

Resolviendo estas dos ecuaciones obtenemos
Cy = (const)e~(/MHIL C = (const)e~ (/M Hz2t (3.19)

Estas son las amplitudes correspondientes a estados estacionarios de energias Fy = Hy1 y Ey =
Hjy. Observemos que si los dos estados |1) y |2) tienen simetria definida, los elementos de matriz
Hy, y Hoo deben ser iguales. Llamaremos Fjy a ambos, porque corresponden a la energia que
tendrian los estados si His y Hsp fueran nulos.

Si existiera una amplitud de que el sistema que estd inicialmente en el estado |1) pase al estado
|2), los coeficientes Hya y Ho1 no podrian ser cero. Nuevamente por simetria tendrian que ser
iguales (al menos en valor absoluto). En realidad ya sabemos que, en general, H;; debe ser igual
al complejo conjugado de Hj;, por lo que sélo pueden diferir en la fase. No se pierde generalidad
si los consideramos iguales. Por conveniencia en lo que sigue, los igualamos a un nimero negativo;

tomamos Hiy = Ho; = —A. Tenemos entonces el siguiente par de ecuaciones:
dC
md—tl = EyC1 — ACs, (3.20)
dcC
ihd—t? = EyCy— ACY. (3.21)

Estas ecuaciones son bastante sencillas y se las puede resolver de varias maneras. Una manera
conveniente es la siguiente. Sumandolas obtenemos

o d
Zh&(cl + CQ) = (EO — A)(Cl + CQ),
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cuya solucién es '
C1 + Cy = ae™ /M (Eo=A)t, (3.22)

Restando luego (3.21) de (3.20), encontramos que
. d
Zﬁa(cl —Cy) = (Eg+ A)(Cy — Cy),
lo cual da
C1 — Cy = e~ (W/M(Eo+A) (3.23)

Hemos llamado a y b a las dos constantes de integracién; por supuesto, se las debe escoger de modo
que den la condicién inicial de un problema fisico particular. Ahora bien, sumando y restando
(3.22) v (3.23) obtenemos Cy y Cy:

Cu(t) = gef(i/m(EofA)t n gef(i/h)(EﬁA)t’ (3.24)
Calt) = LemO/mIE—) _ gef(z'/h)wow)t, (3.25)

Son iguales excepto por el signo del segundo término.

. Qué significan las soluciones? Observemos que si b = 0 ambos términos tienen la misma
frecuencia w = (Ey — A)/h. El que todo cambie con la misma frecuencia significa que el sistema
estd en un sistema de energia definida; en este caso, la energia (Fg — A). Hay entonces un estado
estacionario de esta energia en el cual las dos amplitudes C7 y Co son iguales.

Hay otro estado estacionario posible si ¢ = 0; ambas amplitudes tienen entonces la frecuencia
(Eo+ A)/h. Hay, por lo tanto, otro estado de energfa definida (Ey+ A) si las dos amplitudes son
iguales pero de signo opuesto, Co = —C1. Estos son los dos tinicos estados de energia definida.

Concluimos que debido a la existencia de ciertas probabilidades de que el sistema se cambie
de un estado a otro, la energia no es simplemente Fy como era de esperar, sino que hay dos
niveles de energia Fy + Ay Eg— A.

Supongamos que para t = 0 sabemos que el sistema estd en el estado [1), o sea que C1(0) =1
y C2(0) = 0. ;Cuél es la probabilidad de que al tiempo ¢ se encuentre el sistema en el estado |2)
o se encuentre aln en el estado |1)7 La condicién inicial nos dice qué valores deben tener a y b
en las ecuaciones (3.24) y (3.25). Haciendo ¢ = 0 tenemos que

a+b 1 a—1b

2 ’ 2
Es evidente que @ = b = 1. Introduciendo estos valores en la expresiones de Cy(t) y Ca(t) y
reordenando algunos términos tenemos

Cl(t) _ e(i/h)Eot(

C1(0) = =0.

C2(0) =

cli/mAL | e—(i/h)At)

2
) e(i/MAt _ —(i/h)At
Cot) = e (/WER ( 2 ) |
Podemos reescribir estas ecuaciones en la forma
Ci(t) = e /MEcog %, (3.26)
At

Co(t) = ie_(i/h)Eotsenf. (3.27)
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El médulo de las dos amplitudes varian armoénicamente en el tiempo. La probabilidad de que el
sistema se encuentre en el estado |2) al tiempo ¢ es el cuadrado del valor absoluto de Ca(t):

At
|Co(t)|* = senQE.

La probabilidad comienza en cero (segun la condicién que impusimos al inicio), aumenta a uno y
luego oscila entre cero y uno, como muestra la curva senalada con P en la Fig. 3.1. Por supuesto,
la probabilidad de estar en el estado |1) no se queda en 1. Se vacia en el segundo estado hasta
que la probabilidad de encontrar el sistema en el primer estado es cero, como muestra la curva
P de la Fig. 3.1. La probabilidad va y viene de uno a otro.

= 4
.04

0.5

(umts of —E—)

Figura 3.1: La probabilidad P; de que un sistema que estaba en el estado |1) al tiempo ¢t = 0 se
encuentre en el estado |1) al tiempo ¢ (linea continua). La probabilidad de que se encuentre en
el estado |2) (linea segmentada).

3.3. Oscilaciones de neutrinos.

En esta seccion, vamos a relacionar lo dicho para el problema de los dos estados con nues-
tro problema de la oscilacién de los neutrinos. Nos daremos cuenta de que si los neutrinos son
masivos, un nuevo fenémeno puede ocurrir, que los neutrinos cambien de sabor. Es impor-
tante mencionar aqui que aunque los sabores de los neutrinos son tres, analizaremos el problema
considerando solo dos sabores, para el mejor entendimiento del fenémeno. Ciertamente, nuestro
andlisis se puede extender para el caso de la oscilacion de los tres sabores.

Antes de iniciar con el analisis de la oscilacién de sabor de los neutrinos, revisaremos el
problema del cual surgié y como es que se llegd a pensar que los neutrinos podian cambiar de
sabor, violando asi la conservacion de los numeros leptonicos, ley de conservacién que se creia
valida en todas las situaciones.
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3.3.1. Un poco de historia.

El Sol es un reactor de fusién nuclear natural que funciona a base de una cadena de reaccion
protén-protén que convierte cuatro nicleos de hidrégeno (protones) en helio, y genera en el
proceso energia que se libera y neutrinos. La energia en exceso se libera en forma de rayos gama
y como energia cinética de las particulas, incluyendo los neutrinos que viajan del nicleo del Sol
a la Tierra. En este proceso casi no se disminuye el flujo de neutrinos, ya que interactuan muy
poco con la materia.

Cuando fue posible medir el flujo de neutrinos provenientes del Sol mediante detectores, se
puso en evidencia que el nimero de neutrinos detectados era menor que el predicho por los
modelos del comportamiento solar. Los experimentos daban como resultado sélo entre la tercera
parte y la mitad de los neutrinos predichos. Se le conoce como el problema de los neutrinos solares
a la deficiencia en el flujo de neutrinos provenientes del Sol detectados en la Tierra.

Los primeros intentos para dar cuenta de la discrepancia entre las mediciones y la teoria
proponian que los modelos solares eran incorrectos, es decir, la presién y la temperatura en el
interior del sol eran sustancialmente diferentes de lo que se crefa. Sin embargo, estos intentos no
rindieron frutos y tuvieron que ser desechados debido a las mejoras en la medicién de los neutrinos
y a nuevos avances en heliosismologia. La heliosismologia, que estudia cémo las ondas se propagan
a través del Sol, hizo posible medir las temperaturas en el interior del Sol, y éstas coincidian
con los modelos estandar del Sol. Detalladas observaciones en el espectro de los neutrinos de
observatorios mas avanzados en la medicién de neutrinos producian resultados que no podian
ser asimilados por ajustes en los modelos solares estandar. Un exhaustivo andlisis de diversas
alternativas propuestas mostré que ninguna combinacién de ajustes al modelo solar era capaz de
producir el espectro de energia que se observaba en los neutrinos, y que todos los ajustes que se
le pudieran hacer al modelo s6lo empeoraba algunos otros aspectos del fenémeno [11].

Actualmente, se cree que el problema de los neutrinos solares residia en un entendimien-
to erréneo de las propiedades de los neutrinos. De acuerdo al modelo estandar de la fisica de
particulas existen tres diferentes tipos o sabores de neutrinos: neutrinos de electrén (que son
los que son producidos en el Sol y los que son detectados en los experimentos), neutrinos de
mudn (que en la actualidad también pueden ser detectados) y neutrinos de tau. En los 1970’s,
se crefa que los neutrinos eran no masivos y sus tipos invariantes. Sin embargo, en 1968 Pontecor-
vo [12] propuso que si los neutrinos tuviesen masa, podrian cambiar de un tipo en otro. De este
modo, los neutrinos solares faltantes podrian ser neutrinos de electréon que se hubiesen cambiado
de sabor en el trayecto hasta la Tierra y escapado asi a su deteccién.

La supernova 1987A dié algun viso de que los neutrinos podrian ser masivos, debido a la
diferencia en el tiempo de llegada de los neutrinos detectados en el Kamiokande y en el IMB [13].
Sin embargo, debido a la pequena cantidad de eventos detectados es dificil dar conclusiones con
certeza.

La primer evidencia experimental de la oscilacién de neutrinos data de 1998 y es debido
al equipo del Super-Kamiokande en Japoén. Se realizaron observaciones de neutrinos de muédn,
producidos por los rayos cosmicos en la alta atmosfera, que cambiaban en neutrinos de tau.
Realmente, la tnico que se pudo probar fue que unos pocos menos neutrinos fueron detectados
al nivel de la Tierra que los que pudieron ser detectados que venian directamente encima del
detector. No se observaron neutrinos de tau en el Super-Kamiokande.

La primera evidencia directa de la oscilacion de los neutrinos solares vino en 2001 del Sudbury
Neutrino Observatory (SNO) en Canada. Se detectaron todos los tipos de neutrinos provenientes
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del Sol [14] y se pudo distinguir entre neutrinos de electrén y de los otros dos sabores. Después
de un riguroso andlisis estadistico, se encontré que aproximadamente el 35% de los neutrinos
solares que llegan a la Tierra son neutrinos de electrdn, el resto son de los otros dos sabores [15].
El niimero de neutrinos detectados estd de acuerdo con las predicciones de la fisica nuclear hechas
con anterioridad.

Una vez establecida la existencia de la oscilacién de los neutrinos, veamos cémo se puede
explicar en términos del problema de los dos estados de la Secc. 3.2.

3.3.2. Maezcla y oscilacion de neutrinos.

Supongamos que existen tres tipos bésicos de neutrinos, los denotaremos |v1), |v2), |v3), con
masas definidas mi, mo y mg respectivamente. Estos estados son eigenestados del operador de
masa y pueden tomarse como ortogonales y normalizados. El operador de masa actia en los
grados de libertad internos del neutrino, y los eigenestados de masa podrian ser representados
por matrices columna de 3 x 1. El formalismo es algo similar al del espin intrinseco del electrén,
en el cual los estados de ‘espin hacia arriba’ y ‘espin hacia abajo’ son eigenestados del operador
Sz

Mezcla significa que el estado del neutrino del electrén |v,) no es un neutrino bésico, sino
una combinacion lineal de los tres eigenestados de masa. Similarmente, el neutrino del muén y el
neutrino del tau son combinaciones lineales de los eigenestados de masa, ortogonales uno a otro y
al neutrino del electron. Por simplicidad matematica tomaremos un modelo de dos componentes
y supondremos que |v,) estd bien representado por

|ve) = cosB|vy) + sen O|vs). (3.28)
Es ortogonal a |ve) el eigenestado
|vy) = —sen O|vy) + cos B|va), (3.29)

como se puede verificar facilmente. |v,) podria ser un neutrino de muén o de tau. 6 es conocido
como el dngulo de mezcla.

Si el neutrino de electrén fue creado en ¢t = 0, con momento p’ en el estado de onda plana
e/ entonces al tiempo ¢ el estado habré evolucionado a

Vo) = e cos Oluy) + e 2 Pgen 0|us), (3.30)

donde Ey = \/p2c?2 + mict, By = \/p?c? + m3ct. La ecuacién (3.30) se obtiene directamente de
considerar la mezcla de neutrinos como un sistema de dos estados, |v1) y |v2), ecuaciones (3.24)
y (3.25). Podemos solucionar las ecuaciones (3.28) y (3.29) para |v1) y |v2) en términos de |ve) y

|vz):

lv1) = cosO|ve) —sen Olvy),

|va) = sen O|ve) + cosO|vy),
y entonces sustituimos en (3.30) para obtener

|Ve)r = e bt [(0052 0+ ei(El_EQ)t/hsen29)|Ve> —sen Hcosf(1 — ei(El_EZ)t)|ym>}
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Si después de un tiempo t el neutrino es detectado, la probabilidad de ser un neutrino de
electrom es, por las reglas usuales de la mecanica cuantica,

, 2
P.(t) = ‘(cos2 0+ el(EleQ)t/hsenza)‘ =1 —sen?20 sen® {(E; — Eq)t/2h}, (3.31)
y la probabilidad de ser un neutrino de la particula x es
. 2
P,(t) = sen®@ cos? 0 ’(1 - e’(E17E2)t/h)) = sen®20 sen? {(Ey — Fy)t/2h} . (3.32)

A menos que mq = mo, tal que Eq = Es, es evidente que P, < 1 si existe mezcla.

Un neutrino podria ser detectado e identificado por su conversién a su companero lepténico
cargado. En el caso de los neutrinos producidos por el decaimiento nuclear beta, o por reacciones
termonucleares en el sol, las energias del neutrino son demasiado bajas para producir un leptén p
o un 7. De este modo, el neutrino = no sera detectado. Si existe la mezcla de neutrinos, se podria
observar como una reduccion por un factor P, en el flujo de neutrinos de electréon que se haya
anticipado. Nétese que el nimero lepténico electrénico no se conserva (vea Secc. 2.5.1): estamos
cruzando las fronteras del Modelo Estdandar de la fisica de particulas.

Para analizar P, con mas detalle, suponemos que los neutrinos son altamente relativistas.
Podemos entonces tomar el primer término en la expansion de Taylor y escribir

(Am?)ct

e (3.33)

Ey— Ey = \/p202 +m3ct — \/p202 +m2ct =~
donde Am? = m%—m?. El resultado (3.33) también sera conocido como la frecuencia de oscilacién
de los neutrinos. Cuando lleguemos en el capitulo 4 a darnos cuenta que como resultado de tener
neutrinos en un medio denso las oscilaciones son sincronizadas, sera el objetivo de nuestros
calculos obtener precisamente, la frecuencia de la oscilacion sincronizada.

Un paquete de ondas (el neutrino relativista) viajard con velocidad = ¢ tal que, a una distancia

z de la fuente,
Py(2) = Po(t = z/c) = 1 — sen?20 sen’ {(Ey — E1)z/2hc} . (3.34)

Usando (3.33) podemos llegar a
P.(2) = 1 — sen?20 sen’(7z/)), (3.35)

donde la longitud de oscilacion A esta dada por

4 (pc)(he)
A= Amdyet (3.36)
que puede ser escrita como
- pc 1eV?
A= 2,48 <1 Mev) ( : Am2)64> m. (3.37)

Es la naturaleza sinuosoidal de P, como funcién de z lo que da lugar al nombre oscilaciones
de neutrinos para este fenémeno.



Capitulo 4

Oscilacion sincronizada de neutrinos.

En el presente capitulo revisaremos la teoria que explica la oscilacion sincronizada de neutri-
nos. Después calcularemos la frecuencia de oscilacién resultante de neutrinos en situaciones que
representan las condiciones en el universo temprano o en una explosion de supernova.

En la primer seccién repasamos las herramientas matematicas que explican la oscilacion sin-
cronizada de neutrinos y obtendremos, mediante la teoria, la forma de la frecuencia de oscilacién
wsine de los mismos. Nos daremos cuenta que el fenémeno de oscilacién sincronizada viene como
consecuencia de la interaccién de neutrinos con el medio denso compuesto de neutrinos. Igual que
en el capitulo anterior, s6lo analizaremos el caso de neutrinos de dos sabores: del electrén y del
muon, aunque el analisis que emplearemos es similar para dos sabores cualesquiera de neutrinos.

La interaccién de los neutrinos con el medio se estudia a través de un potencial efectivo V.
Asi, en la segunda seccién calcularemos las interacciones de neutrinos prueba con otros neutrinos
del medio, del mismo y de diferente sabor que el neutrino prueba, a través de sus amplitudes
invariantes, con la finalidad de calcular el potencial efectivo V.

En la seccion final de este capitulo calculamos la frecuencia de oscilacion sincronizada wginc
utilizando el potencial efectivo Vgt y graficaremos los resultados cambiando algunas condiciones
del medio. Las conclusiones de los resultados obtenidos los dejaremos para el siguiente y tltimo
capitulo.

Los articulos [21]-[23] fueron revisados para la elaboracién de los temas en este capitulo
expuestos.

4.1. Oscilacién sincronizada de neutrinos.

4.1.1. Introduccion.

Las propiedades de los neutrinos al atravesar la materia han atraido la atencién de los investi-
gadores en los iltimos anos. La razén para ésto es que la gran cantidad de electrones presentes en
la materia conlleva a que la propagacion de los neutrinos sea dependiente del sabor de los mismos
y, a ciertas densidades, induce la oscilacién de sabor de los neutrinos [6]. Se puede atribuir el
efecto, principalmente, a la dispersion de los neutrinos con los electrones a través del intercambio
de los bosones W, Entre las consecuencias se encuentra la solucién al problema de los neutri-
nos solares. Algunas implicaciones de la oscilaciéon de neutrinos inducida por el intercambio de
particulas W* en el universo temprano han sido consideradas en [16].

93
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Sin embargo, en el universo temprano, las interacciones de neutrinos consigo mismos a través
del intercambio de bosones Z no pueden ser despreciadas ya que la densidad de neutrinos es muy
elevada. De hecho, simulaciones numéricas del universo temprano revelan que las propiedades de
los neutrinos pueden ser modificadas significativamente por estos efectos [17]-[19].

Las autointeracciones de neutrinos son no lineales; en general, se estudian numéricamente.
Maés aun, en el universo temprano, el comportamiento de los neutrinos depende de la combinacién
de varios otros factores. Adicionalmente a la presencia de electrones y positrones y al mismo “gas”
de neutrinos, se debe tomar en cuenta la razoén de expansién del universo, entre otros. En esta
tesis, no tomamos en cuenta estas complicaciones adicionales y consideramos una situacion mas
simple que consiste en un gas de neutrinos que autointeractian, dentro de un volumen fijo V,
v no hay méas leptones presentes. Queremos obtener, de este modo, ecuaciones analiticas que
puedan describir el comportamiento no lineal de los neutrinos. Supondremos que los procesos de
dispersion hacia atrds o fuertes (hard-scattering) son despreciables comparados con la dispersién
hacia adelante (forward-scattering). El hecho es vélido ya que la energia E del neutrino satisface
la condicién GpE?/(he)® < 1. La dispersion eldstica (forward-scattering) corresponde a efectos
de interferencia de fase y da lugar a las oscilaciones de neutrinos. Bajo estas condiciones, los
neutrinos no pueden ser creados ni destruidos, solo oscilan de un sabor a otro.

Por simplicidad nos restringiremos a oscilaciones entre neutrinos de electrén y de muén. Para
las oscilaciones en el vacio, los pardmetros relevantes son el angulo de mezcla en el vacio 6 y la
diferencia de masas al cuadrado A = (m3 — m?)c?, véase la Secc. 3.3.2. El Hamiltoniano que
describe la propagacién de neutrinos libres es diagonal en la base de los eigenestados de masa.
Los eigenestados de masa de los neutrinos vy y v, estan relacionados con los eigenestados de
sabor vy, y v,1, mediante

V1 = Ver, €080 — vy, sen, o = vep,senf + vy, cos 6, (4.1)

donde mj y msg son las masas de vy y vo, respectivamente.
El periodo de oscilacién en el vacio Ta estda dado por

A7 Eh
Th —
ATTA

) (4.2)

Para un gas de N, neutrinos con diferentes valores en el espectro de energia, los neutrinos os-
cilan con diversos periodos. En el limite de despreciar las interacciones, un gas de neutrinos
(o de neutrinos y antineutrinos) con N, grande muestra oscilacién no coherente, es decir, la
cantidad total de neutrinos de cierto sabor es independiente del tiempo para tiempos suficiente-
mente grandes. Este comportamiento asintético es independiente de las condiciones iniciales. Por
ejemplo, supongamos que se inicia con un gas de neutrinos de electrén. Algunos se convertirdan en
neutrinos de muon y de este modo, al principio ocurrird un comportamiento que depende del tiem-
po. El contenido de sabor de un neutrino individual al tiempo ¢ es 1 — sen? 20[1 — cos(27t/T)]
para v y sen®20[1 — cos(2mt/Ta)] para v,. La suma sobre las funciones coseno con distintos
periodos Ta las lleva a comportarse asintéticamente como una funcién constante de ¢ si existen
suficientes términos en la suma, o de otra manera, si IV, es suficientemente grande. La razén entre
neutrinos de electrén y de muén en el limite ¢ — oo es el factor constante (1 — sen? 26)/ sen? 26.

El comportamiento como en el vacio domina si el gas de neutrinos es muy diluido, y asi las
interacciones debidas al intercambio de bosones Z son poco importantes. La importacia de las
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interacciones neutrino-neutrino se determina mediante el parametro adimensional x, definido
como

A
K= —F— ",
2v2GrEn,

donde n, = N, /V es la densidad de neutrinos. Este pardmetro se puede escribir como la razén
T,/Ta, donde

(4.3)

_ 27h
B \/iGFnV

es la escala de tiempo asociada con las interacciones de neutrinos. Cuando la densidad de neutrinos
es baja, k es grande. Las interacciones neutrino-neutrino son poco frecuentes comparadas con un
periodo de oscilacion en el vacio, y el comportamiento es similar al de un gas sin interacciones
internas. Esta regién en el espacio del parametro se caracteriza por la no coherencia.

En contraste, cuando la densidad de neutrinos es grande y por lo mismo x < 1, las interac-
ciones de neutrinos son importantes. Muchas interacciones neutrino-neutrino ocurren durante un
periodo de oscilacién en el vacio. Simulaciones numéricas hechas para un gas puro de neutrinos
revelan la existencia, en esta regién del pardmetro, de un modo colectivo de la dindmica no li-
neal en la cual los comportamientos de neutrinos individuales estan correlacionados. Un niimero
significativo de neutrinos oscilan al unisono. Nos referimos a este comportamiento no intuitivo
como osctlacion sincronizada. La oscilacion sincronizada también se observa en las simula-
ciones numéricas para un gas de neutrinos y antineutrinos. Un sistema que conste inicialmente de
neutrinos de electrén no sufre decoherencia. Por el contrario, un comportamiento oscilatorio se
puede observar, aun a tiempos grandes. Una de las metas de esta tesis es obtener una descripcion
analitica de las oscilaciones sincronizadas para x < 1.

T, (4.4)

4.1.2. Marco tedrico.
Las ecuaciones de movimiento en el vacio.

Un tnico neutrino relativista oscilando en el vacio obedece la ecuacién (la ecuacién tiene la

forma del problema de dos estados)
dv
— =H 4.5
i =, (45)
donde v(t) es la funcién de onda de dos componentes
V@

v=1|, (4.6)

con v ve +v,vy, =1, y donde el Hamiltoniano efectivo esta dado por

mi+m3 (1 0 +A —cos26 sen 26

= 4F 0 1 4F sen20  cos260

(4.7)
La probabilidad de que la particula sea un neutrino de electrén es v 1, y de que sea un neutrino
de mudn es v, v;,.

Recordemos que para expresar el Hamiltoniano en la base de sabores, pasamos del Hamilto-
niano en la base de masas, que es diagonal, mediante la transformacién de similitud

H=UHpUT,
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donde Hp es el Hamiltoniano diagonal en la base de masas y U es la matriz de rotacién que
expresa los sabores de los neutrinos en términos de la mezcla de los eigenestados de masa:

Ei 0 cosf senf
Hp = U= .
b ( 0 Eg)’ (—sene cosH)
Entonces,
cosf senf Ey 0 cosf) —senf
H=UHpU' = :

b (—sen& cost9> ( 0 Eg) (SenG cos )
Y de aqui se sigue que H tiene la forma dada en la ecuacién (4.7) mediante algunas identidades
trigonométricas y un desarrollo en serie de Taylor del término Fy — E; que se muestran en el
apéndice A.

Existe una reformulacién conveniente y muy comun para las ecuaciones anteriores. Es ttil para

la visualizacién del problema, asi como también para la simulacion numérica de las oscilaciones.

Definimos el vector
U= (vgve — vvu, 2 Re(viyy), 2Im(v;v,)). (4.8)

Entonces la ecuacién para la oscilacién de los neutrinos (4.5), (4.6) y (4.7) es equivalente a la que
describe una particula de masa y carga unitarias moviéndose en un campo magnético dado por

i

B= 4.9
2 ) ( )
donde

A = A(cos 20, — sen 20, 0). (4.10)

Podemos pensar en el vector ¥ como un vector de polarizacién del espin de una particula que
precesa alrededor del vector de campo magnético B.

Para un antineutrino las ecuaciones (4.7-4.10) son vélidas si las funciones de onda del neutrino
son reemplazadas por las funciones de onda de los antineutrinos, es decir, v — r. Denotaremos
el vector correspondiente para un antineutrino como .

Para un gas, hay un vector @/ para el j-ésimo neutrino y un vector w"* para el k-ésimo
antineutrino. Las ecuaciones que gobiernan las autointeracciones del gas son entonces

do’ Lo
cht = x Bl (4.11)

v
para los vectores asociados con neutrinos, y

da* o
— =uw"x B 4.12
dt w w ( )
para los antineutrinos. Las ecuaciones (4.11) y (4.12) describen el movimiento de precesién de
un fermién alrededor de un campo magnético. La equivalencia entre las ecuaciones (4.7-4.10) y

(4.11) se muestra en el apéndice B. Aqui los campos magnéticos Eg y BZZ estan dados por

—

+ V). (4.13)

g
Bj;‘ >
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donde la energfa del k-ésimo antineutrino es denotada por E¥. Utilizamos la convencién de que el
asterisco en un vector indica un cambio en el signo de la tercera componente. Las contribuciones
del vacio a los campos magnéticos son los términos en la ecuacion (4.9) dependientes de 57 dada
en la ecuacién (4.10). El potencial ‘7',,1, es generado por el intercambio de bosones Z y esta dado

por
o = 290 (1) — (), (4.14)

donde Gp ~ 1.17 x 107'"MeV 2 es la constante de acoplamiento de Fermi, y

@ =S, (@)=Y " (4.15)
J k

En la ausencia de V,,, las ecuaciones diferenciales de primer orden (4.11) y (4.12) se desacoplan y
son lineales. Entonces el sistema es soluble y su solucién corresponde a un gas que no interactia,
y en el cual cada neutrino muestra un comportamiento de oscilacién como en el vacio. Cuando el
término V,,, esté presente, las ecuaciones (4.11) y (4.12) estan acopladas y son no lineales. Por
esta razon, nos referimos a 17,,,, como el término no lineal. La no linealidad conduce a efectos
interesantes.

El ntimero total de neutrinos N, y antineutrinos N estd dado por

J k

Las densidades de neutrinos n, y antineutrinos nz se pueden obtener dividiendo por V, es decir,
n, = N,/V y ng = Ny/V.
Las ecuaciones de movimiento en un gas puro de neutrinos.

En esta secciéon analizamos la oscilacién sincronizada de un gas puro de neutrinos. Para este
sistema Ny = 0 y la contribucién al potencial efectivo para los neutrinos es

- V2GE
Vl/l/ - V

(#). (4.17)

Consideremos una situacién en la cual NV, neutrinos de electrén son colocados en una caja al
tiempo t = 0 de tal manera que las condiciones iniciales se pueden escribir como

7(0) = (1,0,0). (4.18)

En otras palabras, la condicién (4.18) quiere decir que al tiempo ¢t = 0 todos los neutrinos son
neutrinos de electrén. A t = 0 la razén 7 entre el término al vacio y el término de la interaccién
neutrino-neutrino para el j-ésimo neutrino es

j A

S 419
N RGN, (4.19)

Cuando k7 < 1, el término del vacio es dominado por el término de la interaccion de los neutrinos
y la oscilacién sincronizada aparece en las simulaciones numéricas. Despreciando el término no
lineal, los neutrinos con més grandes energias oscilan mas lentamente y los neutrinos con energias
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mas pequenias oscilan méas rapido. Sin embargo, un valor grande para el término V,, acelera los
neutrinos lentos y retrasa los rapidos.

Para obtener una solucién analitica podemos tomar ventaja de una propiedad del movimiento
llamada alineamiento: las simulaciones numéricas muestran que los vectores en el sistema no lineal
apuntan en una direccién comin cuando el valor del pardmetro 7 es pequefio. El alineamiento
del j-ésimo neutrino implica que la aproximacién
#(t) ~ (9

1%

7y (t) (4.20)

es buena. Aqui 7%, (t) es el vector promedio del neutrino. Esta propiedad nos sugiere que busquemos
una solucién para 7 (t).

Una ecuacién para 7, (t) puede obtenerse sumando sobre j en la ecuacién (4.11) y utilizando
las ecuaciones (4.13), (4.15) y (4.17):

dr, A
—— =Ty X = 4.21
dt Ty X 2E0’ ( )
donde el promedio inverso de la energia 1/FEj se define como
1 1 1
— =) —. 4.22
Ey N, 5 EJ (4.22)

La ecuacién (4.21) muestra que la oscilacién sincronizada en el gas puro de neutrinos es equiva-
lente a la oscilacién de un sélo neutrino en el vacio. Asi, el vector promedio del neutrino realiza
oscilaciones como en el vacio con una energia efectiva Ey.

Es nuestra meta mostrar la solucién de la ecuacién (4.21) cuando se considera un gas de
neutrinos. Las condiciones iniciales para 7, son

7,(0) = (1,0,0). (4.23)

La ecuacién (4.21), escrita por componentes es

dr A
d;’l = (TEO sen 29> Tv3,
der A
= prg— 2 VI
r <2E0 cos 9) T3
dry3 A
el —E(rvl sen 20 + 7,2 cos 20). (4.24)

Estas ecuaciones se simplifican en la base de eigenestados de masa en el vacio denotadas por é(t)
y dadas por

Ry = ricos20 — rosen 20,
Ro = risen20 + rocos26,
Rg = T3. (425)
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En esta base, las ecuaciones nos llevan a las (4.24) cuando # = 0. De este modo, R1(t) es una
constante. Las ecuaciones para Ry y R3 se combinan para dar un sistema oscilatorio armoénico.
Incorporando las condiciones iniciales (4.23) encontramos que

Ry(t) = cos26
Ro(t) — sen20 (it>
2 = sen 26 cos 55’ )

A
R3(t) = —sen20sen (TEOt) . (4.26)

Regresando a la base de sabor, obtenemos las soluciones deseadas:
ri(t) = cos®20 + sen®26 cos (At>
2Ey )’

A
ro(t) = —sen26cos26 {1 — cos (mt)} )

A
r3(t) = —sen20sen (Et) . (4.27)

Resumiendo, la solucién en la region del parametro que indica una alta densidad de neutrinos
estd dada por las ecuaciones (4.20) y (4.27). Estas ecuaciones describen la oscilacién sincronizada.
Todos los neutrinos oscilan al unisono. Nétese que un perfecto alineamiento se obtiene en el limite
K — 0.

Cuando algunos s/ son grandes, los neutrinos correspondientes no participan en el modo
colectivo. Si la mayorifa de los neutrinos tiene s/ con valores pequefios, de cualquier manera la
oscilacion sincronizada ocurre pero con una amplitud menor. El criterio para la sincronizacién
en un gas puro de neutrinos es kg < 1, donde

A

= 4.28
ZﬁGpEonV ( )

Ko

Se puede tener un entendimiento intuitivo del alineamiento y la sincronizacién como sigue.
Supongamos que la mayoria de los neutrinos estan alineados. Estos vectores apuntan a lo largo del
vector promedio 7(¢) y colectivamente rotan alrededor de A. Consideremos un neutrino particular
con una energia mas alta que el promedio. Sea ¥ su vector. En ausencia del término no lineal, ¢
rota alrededor de A con una rapidez relativamente lenta. Supongamos que ¢’ comienza a quedarse
a la zaga respecto a 7. Entonces, ya que el término no lineal es mucho mas grande que el del
término del vacio, el neutrino experimenta un gran campo magnético en la direccién de 7(t).
Debido a ésto, ¥ rota alrededor de 7. Después de medio periodo, ¢ habra rotado a la posicion que
sigue el grupo. Asi que ¥ no puede retrasarse, es decir, separarse del grupo.

Existe un argumento similar para los neutrinos con una energia menor que el promedio. Si ¥
empieza a adelantarse a 7', experimenta un gran campo magnético en la direccién de 7(t), entonces
termina rotando alrededor de 7 més que alrededor de A. Entonces los neutrinos con energias
diferentes al promedio no rotan alrededor de A a distintas velocidades, sino que permanecen
juntos en grupo. Este es el alineamiento. Ya que el grupo sigue a 7, el cual rota alrededor de 5,
aparece el comportamiento oscilatorio. Este es el fenémeno de la oscilacién sincronizada.

Observemos la forma del denominador de la ecuacién (4.28), nos daremos cuenta en la Secc. 4.3
que aparece el potencial efectivo para la interaccién neutrino-neutrino como parte del mismo.
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Lo que nos queda por delante es encontrar el potencial efectivo para la interaccién neutrino-
neutrino Vi mediante la teoria cuantica, a través del calculo de las amplitudes invariantes para
las interacciones. Haremos una analogia con el teorema 6ptico para obtener el potencial efectivo.
Este potencial efectivo Vit lo compararemos con el dado por la ecuacién (4.17) para obtener un
valor numérico que nos permita encontrar un valor para la oscilacién de sincronizacion wsiy bajo
las condiciones, por ejemplo, de una supernova. (Secc. 4.4).

4.2. Caélculo de algunas amplitudes invariantes.

En la presente seccién, nos dedicaremos al cdlculo de las amplitudes invariantes de los pro-
cesos de dispersion entre neutrinos. Estas amplitudes serdn necesarias para obtener la forma del
potencial efectivo V¢ que, como ya hemos hecho alguna indicaciéon previamente, nos ayudara a
dar valores estimados, bajo ciertas condiciones, de la oscilacion sincronizada de los neutrinos.

Calcularemos la amplitud invariante del proceso de dispersion de distintos sabores de neutri-
nos, primero de neutrinos de distinto sabor, después de neutrinos del mismo sabor. La amplitud
invariante serd representada mediante la letra M.

4.2.1. Calculo de M(v.v, — v.v,).
El diagrama de Feynman para este proceso se muestra en la Fig. (4.1). De este diagrama

%K LK)

2Py 1,

Figura 4.1: La dispersion de dos neutrinos con momentos P y K mediante el intercambio de una
particula Z virtual con momento {.

podemos calcular la amplitud invariante haciendo referencia al capitulo 2, en lo relativo a las
normas que se siguen para interpretar matematicamente las partes que integran el diagrama. Los
vértices se escriben como

(1= ).
4CO59WW( Ys)
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Esto debido a que en la interaccién de neutrinos con neutrinos, cuyo diagrama de Feynman a
nivel de arbol se muestra en la Fig. 4.1, s6lo participan los bosones Z como mediadores de la
interaccién y al tomar los valores dados por la tabla 4 para los neutrinos. En la norma de Feynman
el propagador del bosén mediador es

—igO‘B
—_—. 4.29
. (129)

La amplitud invariante —iM se calcula entonces como el producto de los factores debidos a
las distintas partes del diagrama; asi obtenemos

—z' —ig®?
—iM = (K" (79) Yol = 75)tr, (K) <292>

4 cos Oy q* —my

i, (P) 7oy ) 19(L = 251, (P), (430)

donde cos fyy = T2 = 0.23 (ecuacién (2.104), Secc. 2.5.2), by es el dngulo de Weinberg, mw y
my son la masa de las particulas W y Z, respectivamente, particulas mediadoras de la interaccién
débil. Continuando el cdlculo tenemos:
-1 g2

M = U
q? —mZ (4 cos 9W>2uye

(K")Ya (1 = 5w (K )ty (P')y* (1 = 75 ), (P).

No tomaremos en cuenta los estados de los espines iniciales y finales por lo que estaremos
determinando la amplitud invariante promediada sobre espines iniciales y sumada sobre espines
finales

M(K,K',P,P,s) — M_ > M(K,K',P,P), (4.31)
esplnes

explicitamente tenemos

1

— 1 —g? . , 5 sl ; s ]
M = — Vl/e K - V:e K v © P 1 o . m P )
4 (16 cos? Oy ) (g% — m%) egn [u o (K")va (1 =5 ) )U (P ( V5 ) Uy, (P)

Suponemos la dispersién hacia delante, es decir, ¢ = K’ — K = P/ — P = 0, y suponemos
‘. ‘s ; fo_ i fo_ i
también la conservacion del espin, s, = s}y sj, = s, . Entonces

M= >3 [ (B) a1 = 8 avupee (K)| [ (P (1 = 95)]eatigyts (P)]

2
416 cos 9sz espin a,b,c,d

- 2 S S e (B (K)ol (1 — A9t (PYsee (P)lachy® (1 — 75)]en

2
4 16 cos QWmZ espin a,b,c,d

Hacemos uso de la relacién de completez

S wi(P)af(P)=P+m (4.32)
espin
y suponemos, ademds, que m, =0 = 3, u®(P)u’(P) = . Observamos ademas que los
indices y la sumatoria sobre ellos de la tltima ecuacién de M, reducen la ecuacién al calculo de
la traza de la matriz, entonces tenemos

2

M= imﬂ{[{%(l =)} Tr{ Py (1 — 75)}- (4.33)
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Para reducir la ecuacién (4.33) hacemos uso de los teoremas sobre trazas; éstos aparecen en
el apéndice C. En este caso tenemos

Tr{Hya(l = 75)}Tr{ Py (1 — v5)} = [Tr{Hva} — Tr{Hva7s}] [Tr{ Py} — Tr{Py*y5}] =

= [Tr{y"Kara} — Tr{v* Kavays H [Tr{7a P "} = Tr{yaP " y5}] = (4K4)(4P%) = 16P - K
Asi, finalmente llegamos a la expresion

g2

— 1
M=—-—9
4 cos? Oyym?

K- P. (4.34)

Recordemos del capitulo 2 que % = 83; ¥ que cos Oy = my/my, entonces
W

— 1 2 1 g 1 g°
MZZ%‘K'P:lm?g K'P:Z%K'PZE@K'P
cos? Oyym? %m% m V2
M (vevy — vevy) = V2GrK - P. (4.35)

4.2.2. Célculo de M (veve — vele).

FEl calculo de esta amplitud invariante se basa en los diagramas de Feynman de las figuras
4.1 y 4.2. Al ser particulas idénticas las que interactiian, no podemos estar seguros de los estados
finales de las dos particulas y los dos procesos deben ser tenidos en cuenta. Se calcula la amplitud
invariante del primer diagrama de Feynman (Fig. 4.1) y se le suma (con una inversién de signo)
la, amplitud del segundo diagrama (Fig. 4.2). La inversién de signo es porque las particulas son
fermiones y la funcién de onda del estado final debe ser antisimétrica.

El célculo de la amplitud invariante debido al primer diagrama (Fig. 4.1) es andlogo al de la
seccién anterior, entonces M1 = v2GpK - P. El subindice 1 indica la amplitud invariante debida

al diagrama de la Fig. 4.1. Procedamos a calcular la amplitud invariante para el diagrama 2,
Fig. 4.2,

—i —ig™P
—iMy = @, (P <7g> Yol = v5)ty, (K) (92>

4 cos Oy q% —mj,

_ —1ig
i (K') (1ot ) 291 = ) ()

Continuando el calculo tenemos:

-1 g?
M =
27 2 —mZ (4cosby)

QIL_LVe (P/)"ya(l - /75),“1’6 (K)ﬂl’c (K/)’ya(l - 75)UU€(P)
No tomaremos en cuenta los espines, por lo que haremos el cambio

— 1
M(K,K'\P.F's) — M=7 > MK PP)

espines
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300 iKY

(P ®

a=

Figura 4.2: La otra posible dispersién de dos neutrinos con momentos P y K mediante el inter-
cambio de un bosén Z virtual con momento ¢.

—q? g
g > [k (Pt — s sl 1)

_
> 7 4 (16 cos? fyym2) (2 — m2)

Suponemos la dispersién hacia delante, es decir, K’ = K, P’ = P, y suponemos también la
conservacién del espin, s,f:e = s, - Entonces

7 1 _92 — s
My =~ E E usve (P)[va (1 — v5)]apur e (K
4 (16 cos? QWmQZ)(QQ - mQZ) espin a,b,c,d [ aVe( )[ a( )]a bVE( )}

[tz (B (1 = )il (P)] =

- 111(160032 o) 2 2 e (P (Plaaba(l = 5l

espin a,b,c,d

x [ugre (K)uyze (K)]oe[v* (1 = 75)]cd-
Hacemos uso de la relacién de completez

S wi(P)a*(P) = P+m

espin

y suponemos, ademds, que m, =0 = 3, u'(P)u’(P) = P. Tenemos la condicién adi-
cional mQZ > ¢%. Observamos ademés que los indices y la sumatoria sobre ellos de la tltima
ecuacion de M reducen la ecuacién al calculo de la traza de una matriz, entonces tenemos

2

M2 = e g TP e (=) B D (1= 30)) (436)
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Para reducir la ecuacién (4.36) hacemos uso de los teoremas sobre trazas (ver apéndice C),
en este caso tenemos

Te{P[va (L =) H [ (1 =15)]} = Te{Praky"} — Te{Pra{v"75}
= Te{Pyvavs Y} + Te{Pyars 7 5}
Tr{Pyva v} = 2Te{PH} = —2(4)P - K
Tr{ a5} = —2Te{PHvs} = —2Tr{y: PH} =0
Tr{Pvavs "} = Te{ " Pyavs} =0
Tr{Pravs By 5} = Tr{vs Pra iy ys} = —2Te{ysys PI} = —2Te{PK} = —2(4)P - K

Asi, finalmente llegamos a la expresion

1 g2

My=———F K- P 4.37
2 4 cos? Oyym?, ( )
Recordemos que Gr — 922 y que cos By = myy /my, entonces
2 8myy,
_ 1 g° 1 ¢ 1 ¢° 8Gr
M= eooymz V= g, SR D= K P=mg gk P
wiltz m—QZmZ w

My = —V2GrK - P.

Hagamos la suma de las amplitudes invariantes debidas a los diagramas de Feynman de las
figuras 4.1 y 4.2. A la segunda amplitud le hacemos cambio de signo. Entonces

M (Veve — veve) = My — Mo
V2GpK - P+V2GpK - P
= 2V2GpK - P. (4.38)

Finalmente, sumamos las amplitudes invariantes debidas a las dispersiones v.v, — vev, y
Vele — Velp:

Mvevye = Velye) = M(VGV# — Vely) + M (Veve — Vele)
= V2GpK - P +2V2GpK - P
= 3V2GpK - P (4.39)

4.3. El potencial efectivo de las interacciones neutrino-neutrino.

Segtun indicamos en la Secc. 4.1, para calcular la frecuencia de oscilacién sincronizada nece-
sitamos conocer como interactian los neutrinos cuando éstos se propagan en un medio denso
de materia. En nuestro caso serd un medio muy denso de neutrinos, condiciones encontradas en
el universo temprano o en una explosién de supernova. Esta interaccién de los neutrinos con el
medio la haremos mediante un potencial efectivo que depende, entre otras cosas, de la amplitud
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invariante de los procesos de dispersién (figuras 4.1 y 4.2). El cédlculo directo mediante la teorfa
es complicado e incierto dada nuestra imposibilidad de conocer los estados de sabor en el tiempo,
es decir, cuantos neutrinos son de un sabor o de otro en un instante dado. Recordemos que estan
oscilando, y la energia de cada neutrino particular también nos es desconocida.

A continuacién explicaremos cémo podemos hacer una estimaciéon de la oscilacién de sin-
cronizacion de los neutrinos wsine. Tenemos un medio denso de neutrinos de los varios sabores.
De este medio tomamos un neutrino que observaremos y lo llamamos “neutrino prueba”, Vprueba-
Este neutrino interactia con el medio y su interacciéon con el medio la expresaremos a través de un
potencial debido a la materia, que llamaremos “potencial efectivo”, Vye. Para calcular el potencial
efectivo necesitamos conocer las amplitudes invariantes M del neutrino prueba al interactuar con
neutrinos del mismo y de diferente sabor. Tomamos un “neutrino del medio”, Viedio, calculamos
la amplitud invariante y finalmente para tomar en cuenta la interaccién de todos los neutrinos
del medio con nuestro neutrino prueba hacemos un promedio como se vera un poco mas delante.
Esquematicamente se ve en la Fig. 4.3.

vplueba

vmedio
Figura 4.3: Interaccion del neutrino prueba con un medio denso de neutrinos.

Hacemos una analogia con lo que se conoce como teorema 6ptico, que explica que un rayo
de luz al pasar a través de un medio puede sufrir un proceso de dispersién como resultado de su
interaccién con el medio. Matemédticamente, el teorema Optico es

kc 2mc?
Nref = ; = ]_ + 7nmediof(w, 0), (440)
donde n.ef es el indice de refraccién, w es la frecuencia, k£ es el nimero de onda, Npyedio €S la
densidad de dispersores del medio y f(w,0) es la amplitud de dispersién de una onda por un

medio dispersivo a dngulo cero [20]. Multiplicamos la ecuacién anterior por w y tenemos

2 c?
ke = w+ Tnmediof(wa 0),
27 c?
w = kc— Nmedio (w, 0). (4.41)

El segundo término de la suma nos indica cémo interactua una onda luminosa con un medio
material, por lo tanto, asi expresaremos nuestro potencial efectivo

w = ke — Ve, (4.42)

€

y comparando las ecuaciones (4.41) y (4.42), se puede observar que

2
Vlfuz _ 2me

e

nmediof(wa 0) .



66 CAPITULO 4. OSCILACION SINCRONIZADA DE NEUTRINOS.

Para lograr la analogia con el potencial efectivo de la interaccién neutrino-neutrino, primero
pasamos a unidades naturales y ¢ = h = 1. w es la energia E del neutrino que estamos observando,
segun las relaciones de de Broglie, ecuaciones (2.5). La amplitud de dispersién f tiene unidades
de longitud, es decir de [E]™! en unidades naturales, mientras que la amplitud invariante es
adimensional. Para que las dimensiones en nuestras ecuaciones sean consistentes, el lado derecho
de nuestra ecuacién anterior lo multiplicamos por w/w y haremos la correspondencia de M con

wf(w,0). Asi,
luz 2m
V = Enmediowf(wa 0) =

o
= Vi = M. (4.43)

Vedmos que el potencial efectivo Vi de la ecuacion (4.43) es el potencial dado en (4.17) (salvo
un factor que serd determinado més delante), o sea, tienen la misma forma que el denominador
de la ecuacién (4.19) multiplicado por E7.

El médulo del potencial efectivo V,, se escribe como (revisar ecuaciones (4.16) y (4.17)).

| = L] = @] = -
vv V V
2G
= */;, N, = V2Gpn,,. (4.44)
El potencial efectivo V¢ calculado segin la teoria cuantica es
P —
Vet = ﬁnVM

Sustituimos en (4.43) el valor obtenido para M, ecuacién (4.39),

27
E2

K-P

Ver = o2

n,(3V2G K - P) = 67vV2Grn, ——
Hay que tener en cuenta que K y E son el momento y la energia del neutrino prueba y P es el
momento del neutrino del medio. Existe una consideracién respecto al marco de referencia donde
medimos los momentos y energias de los neutrinos del gas que no hemos tomado en cuenta y
que simplificard la forma de la dltima ecuacién que hemos obtenido para V. Los momentos y
energias los medimos en un marco de referencia en el que el gas de neutrinos, como un todo,
estd en reposo. Asi que el tetramomento de este marco estd dado por el vector ut = (1, 6), este
vector es tal que cumple utu, = 1. Si lo que queremos que signifique V¢ es el potencial sobre la
particula de prueba vpueba debido al medio como un todo, entonces P, el tetramomento debido a
Vmedio, debe ser promediado sobre todos los posibles valores que tome en el gas. Asi, (P), el valor
promedio de P, debe seguir la direccion del vector unitario u* que tiene el marco de referencia y
recordando que m, = 0, se sigue

(P) = (P")uy = ((Bypenior P)) - (1,0) = (Byppea) = Eo,

donde FEj es la energia promedio de los neutrinos del medio y tiene la forma que ya habiamos
dado en la ecuacién (4.22) de la Secc. 4.1. Asimismo, como el neutrino prueba serd un neutrino
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cualquiera de los que estdn en el medio, tenemos que un Vpueha tendrd una energia promedio Fy
que es la que tiene un neutrino cualquiera de los que estén en el ensemble de neutrinos. Con las
consideraciones anteriores, la ecuacion para Vs se simplifica:

K- -P K, Equ*
Ver = 67T\/§Gpn,, T = GWﬂGFnyﬂTgu =
0

E2
67r\/§GFn,,E—g = 67V2Grn,. (4.45)
0
Hemos llegado a mostrar que Vi tiene la forma de (4.44) con un factor 67 adicional. De este
modo justificamos la forma del potencial de interacciéon neutrino-neutrino propuesta.

4.4. Calculo de la frecuencia de oscilacion sincronizada.

Es nuestra intencién en esta seccién obtener algunos valores de la frecuencia de oscilacion
y de la densidad de neutrinos presentes en un medio segin las condiciones encontradas en una
supernova o en el universo temprano. Para hacer posible el cdlculo analiticamente, sera necesario
hacer uso de algunas hipotesis para simplificar el problema, ya que de otro modo, se torna
imposible el calculo analitico. Recordemos que las ecuaciones que describen este fenémeno son
no lineales, que no es posible conocer la densidad de neutrinos de uno o de otro sabor presentes
en un instante dado, que la presencia de otras particulas afecta la oscilacién, que las particulas
pueden tener energias y momentos muy variados dependiendo de las condiciones en las que se
encuentren, etc.

Algunas simplificaciones que haremos ya han sido mencionadas anteriormente, tales como
que no tomaremos en cuenta la expansion del gas de neutrinos, ni la presencia de otras particu-
las aparte de los neutrinos mismos. Algunas simplificaciones adicionales las mencionaremos al
necesitarlas conforme avancemos en los calculos.

Recordemos la ecuacién (4.28), que nos da la condicién de la sincronizacién:

_ A A
B 2\/§GFEOnU 2EO|‘7VV| .

Ko

Utilizaremos Vg en lugar de |V,,| en la definicién de kg porque fue un valor obtenido segin
nuestras consideraciones y calculos realizados en esta tesis. Haciendo el cambio ya indicado,

A A
2E0 Vet IZW\/QGFE()HV’

Ko

procedamos a reescribir la ecuacién anterior como

A

Eony = ————.
0T 127T\/§GFI€Q

(4.46)
FEn la parte derecha de la ecuacion aparecen solo constantes y el valor de kg, éste tltimo sera una
de las variables que modificaremos a nuestro arbitrio para tratar de entender este fenémeno. De
este modo, el lado derecho de la ecuacion anterior nos da el valor del lado izquierdo. Una vez que
conozcamos el lado derecho, calcularemos los valores que toman Fy y n,, lo que sera posible con
las consideraciones siguientes.
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El valor de Fj es el dado en la ecuacién (4.22), es decir, es un promedio estadistico. Tenemos
que promediar sobre las energias F de las particulas del medio. El promedio que utilizamos es
como el promedio térmico con la distribucién de Fermi-Dirac, ya que las particulas involucradas
son fermiones y estamos dentro del terreno de la mecédnica cudntica. Justificamos el calculo del
valor promedio para Ej, porque estamos considerando aqui que las particulas se encuentran en
equilibrio térmico, lo cual podria no ser cierto en una situacion general.

Entonces, la ecuacién (4.22) se convierte en

I 2)3En E)dFE
fo 27T)3n( )dE7

donde segun la distribucién de Fermi-Dirac

Eqy = (4.47)

1

H(E) = 46/6(E_MU) + 17

con § = 1/KpT; Kp, la constante de Boltzmann; T es la temperatura y p, es el potencial
electroquimico, en este caso del neutrino. Haremos las siguientes simplificaciones en nuestro
andlisis, p,, = 0y K = 1 porque estamos trabajando en unidades naturales. Asi

1
n(B) = Fr g

Procedamos ahora a resolver la primera integral, numerador ecuacién (4.47)

1 «©  FEdE
W= )y, @iy (4.48)

Haremos un cambio de variable

uz% = FE=uT = dF="Tdu,

I 1 /OouTzdu_ T2 /°° udu
Temp3 e el (273 Jy et 1

La integral es de la forma

/°° p"dr (2" —1)nlC(n+1)
0 et4+1 on '

En la ecuacion anterior ( es la funcién ‘zeta de Riemann’. Entonces llegamos a la expresién

T2 (2 - DU +1)  T? ((2) T? x?

I =

(2m)3 21 T @23 2 (@2r)P12
T2 72
I = OS3Th (4.49)

Resolvemos la segunda integral, la que se encuentra en el denominador de la ecuacién (4.47):

L1 /oo dE
YT @2r)B Jo BT 41
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Volvemos a hacer el mismo cambio de variable que en la integral anterior y tenemos

[ 1 /OO Tdu
2_(27T)3 0o et+1

La integral es de la forma

d

y llegamos a la expresion

o d
/ 4 =u—In(l+e")|°= lim v —In(1+¢*)+In2=1In2.
0 eu+1 U—00

De este modo,

T
I O In2 (4.50)

Tenemos los elementos para dar la forma de la energia promedio Ejy, definida segtin (4.47)

w272 2
12(2m)3 T

Ey= 55 = ) (4.51)
b2 = 12In2

Podemos apreciar que la energia promedio depende de la temperatura T

Con la forma para Ej recién obtenida y dando un valor para k¢ podemos encontrar un valor
para la densidad de neutrinos n, en el medio y tendriamos todos los elementos necesarios para
seguir modificando los parametros y observar las consecuencias. Calculemos entonces el valor n,
bajo algunas condiciones dadas. La condicién senalada para la sincronizacién era (ecuacion 4.28)

A

= — < 1
2\/§GFE07’LV

Ko
Para tomar el caso limite y simplificar nuestros calculos, supongamos xy = 1, entonces la ecuacién

(4.46) queda como
A

T 12m/2Ge

Tomaremos los valores A = 0.1 eV? y Gy = 1.17 x 10~ "'MeV 2, obtenidos experimentalmente;
entonces

EOnI/

1 x 1071 MeV?
127/2(1.17 x 10~ 1 MeV~2)’

E()TLV =

8.55 x 10~3MeV*
12mv/2 ’

Calculamos ahora el valor de Ej segin (4.51). Para el valor de la temperatura T', tomamos el
valor de la temperatura en una explosion de supernova o la temperatura en el universo temprano.
En unidades naturales, T' ~ 1 — 10 MeV’s; para nuestro calculo tomamos el valor de 5 MeV,

Eony =

72(5MeV)

Eo= o1
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Entonces el valor de n, es

8.55x10-3MeV4

i A T ez (855 x1073MeV*)In2
Y 12mV2GrE,  mOMV) T a3B(5MeV)
n, = 2.70 x 107°MeV?. (4.52)

Para darnos una idea de la cantidad de neutrinos que representa el valor anterior, recordemos que
n, = N, /V. Entonces n,,V nos da la cantidad de neutrinos presentes en el volumen V. Vedmos
cudntos neutrinos hay en 1 m? a esta densidad. Con los valores de la tabla 2,

1m=5.07 x 10°GeV™! = 1m?=1.30x 10*"GeV 3.

N, = (2.70 x 107 GeV?3)(1.30 x 10*7GeV3) = 3.51 x 10*3neutrinos.

Analicemos ahora nuestro resultado. Al calcular el valor de Ejy segiin un promedio estadistico
y utilizando la temperatura de una supernova, nos es posible dar el valor de la frecuencia de
oscilacion sincronizada wsine,

A 1x107BMeV?
e =5 = o =843 x 107 °M
Wsine = 5 = o 0aMey) . oras X 10T TMeV,

Weine = 12.8 x 10%rad/s = vgine = 2.04 x 10°Haz.

Para la obtencién de los resultados anteriores utilizamos los valores de la tabla 2. Es interesante
expresar también la longitud de oscilacién sincronizada. La longitud viene dada como

27me 27(3 x 108 m/s)
o e = IO X Y T/S) gy,
S e sine = 798 % 10 rad /s o

También pudimos calcular un valor para la densidad de neutrinos presentes en el medio
suponiendo ko = 1. Pero segtin el criterio de sincronizaciéon kg < 1 para que pueda ser observado
este fendmeno, de tal manera que en realidad debemos tener

n, > 2.70 x 107°MeV? = 3.51 x 10**neutrinos/m?.

para la situaciéon que estamos tratando.

Hemos dicho antes también que cuando kg — 0, es decir, mientras es mas denso el medio,
incrementa la amplitud de la oscilacion, de otro modo, més neutrinos participan en el modo de
oscilacion sincronizada. Para la situaciéon de equilibrio térmico que estamos suponiendo, cuando
n, se hace mas grande, la frecuencia de oscilacion sincronizada es la misma pero méas neutrinos
participan en este modo de oscilacién. En una situacion mas general Ej también podria depender
de la densidad de neutrinos y la relacién entre n, y Ey seria no lineal.

Para terminar esta exposicién mostraremos graficamente los resultados de nuestros calculos
y ecuaciones.
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4.5. Resultados y graficacion.

A continuacién escribo los resultados obtenidos. Queriamos obtener la frecuencia de oscilacién
wsine de los neutrinos y ésta viene dada por

A

Wsine — E (453)

Parametrizamos la intensidad del potencial efectivo contra el término que describe las oscilaciones
de los neutrinos cuando no interactiian, mediante el pardametro kg, y entonces encontramos que

Wsinc — T.E() = ko Ver. (454)

La ecuacién anterior tiene sentido solo si kg < 1, ya que vimos que ésta es la condiciéon para la
oscilacion sincronizada.

Con los valores calculados en la seccién anterior, graficaremos la funcién r1(t) dada por la
primera de las ecuaciones (4.27) de la Secc. 4.1, ya que la funcién indica el valor de la diferencia
de las probabilidades de ser neutrinos de electrén o de muén, vgve — v;vy;

A
r1(t) = cos? 20 + sen” 26 cos (Z—E()t) .

La grafica se muestra en la Fig. 4.4.

Probabilidad
1

0.8t
0.6 f
0.4+

0.2

107 Segundos

-0.2 ¢

04!

Figura 4.4: Grafica del valor de vive — v,v, vs t y densidades de neutrinos en un gas oscilando
sincronizadamente. La linea continua es la gréfica de r1(t), la linea cortada es la densidad de v,
y la linea de puntos es la densidad v,.



72 CAPITULO 4. OSCILACION SINCRONIZADA DE NEUTRINOS.

La funcién de probabilidad de que los neutrinos de electrén sigan siendo neutrinos de electrén
o de muén al tiempo ¢, se obtiene facilmente de (4.27) y recordando que v ve+v,v, = 1. Entonces

R = T
Py = 200

La gréfica de la Fig. 4.4 muestra asimismo, las probabilidades, o densidades normalizadas a
1, de que haya neutrinos de cualquiera de los dos sabores en el tiempo t¢.

En las graficaciones anteriores, tomamos el valor sen? § ~ 0.22 obtenido (experimentalmente
o tedricamente); la tabla siguiente muestra los valores experimentales empleados para los cdlculos
y los valores calculados mas relevantes.

Cantidad Valor Tipo

sen” § 0.22 Experimental
A 0.1 eV? ”
T 5 MeV 7
Ey 5.93 MeV Calculado
n, 3.51 x1033 neutrinos/m3 ”

Wsine 12.8 x10° rad/s ”

Asine 147 m "

Tabla 5: Valores de algunas cantidades utilizadas en célculos o como resultados.



Capitulo 5

Conclusiones y consideraciones
finales.

En esta tesis hemos estudiado el fenémeno colectivo de oscilacién sincronizada de neutrinos.
Hemos visto que para que se lleve a cabo este fenémeno se requiere tener densidades grandes
de neutrinos de al menos ~ 1033neutrinos/m?, las cuales pueden ocurrir en escenarios fisicos
tales como el del universo temprano o el nicleo de una estrella supernova. Aunque el presente
estudio se llevd a cabo solo para el caso muy simplificado de oscilacion entre dos familias y no
se tomaron en cuenta antineutrinos en el medio, obtuvimos una estimacion de la densidad de
neutrinos necesaria para que se lleve a cabo el fenémeno mencionado. La manera de abordar el
problema fue mediante el potencial efectivo, que obtuvimos para un neutrino que se propaga en
un medio compuesto de otros neutrinos, éste a su vez esta basado las dispersién de neutrinos a
angulo cero y su relacion con el indice de refraccion.

Se ha comparado nuestra solucién analitica con las simulaciones numéricas [21]. Se ha obtenido
una excelente concordancia cuando todos los k7 < 1. Incluso para un caso en el cual el 10 % de los
neutrinos tenfan 7 > 1, la concordancia entre la solucién analitica y las simulaciones numéricas
es de cerca del 5% para el periodo de oscilacién y la amplitud.

El fenémeno de la oscilacién sincronizada de neutrinos puede resultar importante en la nu-
cleosintesis en el universo temprano y en las supernovas, ésto es un tema de investigacién actual.
Se debe tener en cuenta que en los procesos para la formacién de elementos méas pesados que
el hierro es fundamental la cantidad de neutrones presentes en el medio, ya que estos elemen-
tos se forman mediante la captura de neutrones. En la supernova existe un estado transitorio
de equilibrio térmico que contiene no sélo neutrones, protones y electrones, sino también pares
electron-positron, fotones, neutrinos y antineutrinos acoplados mediante reacciones como

et +ne——p+r, e +p——n+r,. (5.1)
Neutrinos de muén y de tau también estan presentes, inducidos mediante reacciones como
et +e v, +1,, et te — v + 7y (5.2)

Esta ultimas proceden a través de un boson Z intermediario. Si existen neutrones libres disponibles,
pueden ser capturados por los nticleos ya existentes (cercanos a la regién del Fe) y dan lugar a
isdtopos ricos en neutrones. Al aumentar el nimero de neutrones en el nicleo, éste se vuelve

73
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cada vez mas inestable al decaimiento 3 y llega a formar un nuevo elemento de niimero atémico
mayor al del elemento previo. Posteriores capturas de neutrones mezcladas con decaimientos (3,
siguen dando lugar a muchos de los elementos nuevos. Existen dos escalas de tiempo bésicas en
este escenario de la sintesis de elementos pesados por captura de neutrones: la vida media del
decaimiento (3 y los intervalos de tiempo entre capturas sucesivas de neutrones, las cuales son
inversamente proporcionales al flujo de neutrones. Si la razén de captura de neutrones es lenta
comparada con la razén de decaimientos 3, los nicleos que se construyen no son muy pesados. Si
la razén de captura de neutrones es rapida, isétopos altamente inestables, ricos en neutrones, se
formaran y después, mediante decaimiento en cascada, llegaran a ser nicleos pesados de is6topos
estables; se cree que el Torio y el Uranio se debieron formar de este modo. Las abundancias
nucleares observadas, sugieren que ambos procesos, rapido y lento, dieron lugar a la sintesis de
ntcleos encontrados en el sistema solar, y en particular, los elementos pesados encontrados en la
Tierra.

Como puede verse en las reacciones (5.1) que involucran neutrones y neutrinos (o antineu-
trinos), si los neutrinos de electrén oscilan en el tiempo, se altera la cantidad de neutrones pre-
sentes en el medio, llegando a inhibir o inducir la sintesis de nuevos elementos en las supernovas.
Tengamos en cuenta que la oscilacién de los neutrinos mismos depende de las demas particulas
presentes en el medio, y en especial de la presencia de los demas tipos de neutrinos que se presen-
tan segin vemos en (5.2). Mediante la observacién de las abundancias de elementos presentes en
los residuos dejados por la supernova podriamos tratar de comprobar nuestros resultados sobre
la oscilacion sincronizada de neutrinos. Un estudio mas detallado de los datos acumulados de
la SN1987 (que es la que se ha estudiado con mds detalle) podria arrojar evidencia sobre este
fenémeno de oscilacién sincronizada.

Nuestros datos obtenidos (Tabla 5) se ajustan bien a las observaciones astrondmicas que
se poseen. El valor promedio de los neutrinos en una supernova se han medido y se encuentra
que (E,,) ~ 10 MeV. La cantidad de neutrinos creados por la supernova se estima en 2 x
10%8, estimacién comprobada con la medicién del flujo de neutrinos que llegaron a la Tierra
provenientes de la supernova SN1987. Segtin nuestros cédlculos, la cantidad de neutrinos minima
para la oscilacién sincronizada en una estrella de neutrones tipica de 10 km de radio seria de
1.47x10%6 neutrinos, valor muy inferior al medido. De este modo x < 1, cumpliendo la condicién
muy bien. Se ve también que el fenémeno de la oscilacion sincronizada debe llevarse a cabo en
este entorno, pues la longitud de la oscilacion se estimé en Agipe = 143 m y el radio promedio de
una estrella de neutrones es de 10 km.

Finalmente mencionamos que el andlisis hecho en este trabajo se puede generalizar al caso de
las tres familias de neutrinos. Al tomar la matriz de mezcla U, podemos darle una forma andloga
a las matrices de rotacién de Euler con tres angulos de mezcla, mas otro factor adicional de fase
que nos da la violacién de CP. También se pueden incluir antineutrinos en un anélisis posterior,
la idea fue introducida en la Secc. 4.1.



Apéndice A

El Hamiltoniano en la base de
sabores.

Sabiendo que el Hamiltoniano en la base de masas tiene la forma

(B o0
HD_(O E2)7

vamos a demostrar que el Hamiltoniano efectivo en la base de sabores es de la forma

H_m%-l-m% 10 +A —cos20 sen20
B 4F 0 1 4F sen20 cos20 |-

Ya en la seccion 4.1.2 indicdbamos el camino a seguir. Hacemos la transformacion de similitud
H=UHpU",

donde Hp es el Hamiltoniano diagonal en la base de masas y U es la matriz de rotacién que
expresa los sabores de los neutrinos en términos de la mezcla de los eigenestados de masa:

_( E1 O B cosf senf
HD_( 0 Eg)’ U_(—sen9 c059>'

Entonces,
_ b cosf senf FE; 0 cosf) —senf
H=UHpU < —senf cosf 0 FE» senf cosf
_ Eqcos?0 + Eysen? 6 —Ficosfsent + Focosfsend |
o —F; cosfsent + FEycossen Eqpsen26 + Fycos?0 o

Haciendo uso de las siguientes identidades trigonométricas

sen?A = 1/2—1/2cos2A,
cos’ A = 1/2+1/2cos2A,
senAcos B = 1/2[sen(A — B) +sen(A + B)],
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la dltima matriz se puede escribir como

. 1/2[(E1 + EQ) — <E2 — El) coSs 29] 1/2(E2 — El) sen 20
- 1/2(E2 — El) sen 20 1/2[(E1 + EQ) + (E2 — E]) Ccos 29]
FEob+FEy [ 10 Ey—FE; [ —cos20 sen26
2 ( 01 ) + 2 < sen20  cos26 ) ' (A1)

Para alcanzar el resultado deseado vamos a desarrollar los términos Fy + Fo v Fo — E1. De

la ecuacién de Einstein tendremos Ey = \/E2 +m? y FEy = y/E? +m3, donde E es la energia
cinética del neutrino y mj y ms son las masas de los neutrinos en la base de masas:

FEy + Eq . 1 o 9 9 9 _E m% m% -

E ) 2 E 2 2 2 2
<1+%H+W>:2(2+W>:E+W. (A2)

Q

2 2E72 2672 2E? 4F
EQ_El . 1 2 2 9 2 _E m% m% -
T = 5(\/E +m2—\/E +m1 —5 1+ﬁ— 1+ﬁ ~
W Efyems o md B (fms—mi) ms - i (A.3)
2 2E2 2E2 2 2E2 4F

Donde (A.2) y (A.3) se obtienen al desarrollar en serie de Taylor y hasta el segundo término una

serie de la forma 1 1 1-3
T4+a) /2 =14 -p— ? —a®
(1+z) —1—2.%‘ 2.4x+2~4-637

Sustituyendo (A.2) y (A.3) en (A.1), obtenemos el resultado esperado:
H - Esy+Ei (1 0 n Ey—FEy [ —cos20 sen26 \
B 2 01 2 sen20 cos20 |
o m3 + m? 10 n m3 —m? [ —cos20 sen26
4F 01 4F sen26  cos26

- 10 mi+m? (1 0 A [ —cos20 sen26
H= E(o 1) t R 0 1) 4E\ sen20 cos20 |- (A-4)

Energia cinética Potencial de interaccién

El primer término en el resultado final es solamente la energfa cinética o la energia cuando no
hay ninguna perturbacion externa. Los términos segundo y tercero corresponden a la interaccién
con algin elemento externo y por lo tanto son los términos que representan el Hamiltoniano
efectivo, que fué con el que trabajamos en nuestro andlisis. En dicho Hamiltoniano se ha omitido
el término de energia cinética, ya que se esta tomando el esquema de interaccion para el andlisis.



Apéndice B

Demostracion de las ecuaciones de
movimiento de la oscilacion de
neutrinos.

El objetivo de este apéndice es mostrar que las ecuaciones (4.5) y (4.11) de la Secc. 4.1 son

equivalentes,
dv dv

i—=Hvr & —=4UXx B,
dt dt

S———— N———
Ec.(4.5) Ec.(4.11)

por lo que al resolver (4.11), estamos encontrando las soluciones de (4.5), que nos dice cémo
evoluciona el sabor del neutrino en el tiempo.

La demostracién se basard en mostrar que si (4.5) se cumple, entonces se cumple (4.11); con
ésto quedaria demostrado lo que nos proponemos. Primero recordemos las definiciones de los
elementos que aparecen en la ecuacién anterior:

Ve
v = ,
Vu

g - mi+m3 (1 0 +A —cos26 sen 20
- 4E 0 1 AE \ sen2 cos20 |’
U = (Vave — Vv, 2Re(vivy), 2 Im(viv,)),
= A
B = ﬁ(cos20,—sen29,0),
y observemos también que
vy = 2Re(Viv,) =vivu+ vev),
viv, + VeV
v, = 2Im(viy,) = LK

1

Con las definiciones anteriores, la ecuacién (4.5) es

i dve ’2+ 3 A .
z% —H - zdd’; — m;4EnL’;> Ve + 43 (— cos 20v, + sen 260v,,), B.1)
dt I = %Vu + %(— cos 20v,. + sen 20v,,).

T
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Primero resolvamos la ecuacién (4.11) y vedmos el resultado final de esta ecuacién:

A ~ ~

A7 B} ‘ J K
pri Ux B=|vive—v,v, 2Re(viv,) 2Im(viy,) | =
% cos 20 —% sen 20 0
Alm(viv,)sen201 » [AIm(viv,) cos207 - A(Wive —viv,)sen20  ARe(vfv,)cos20 | »
= e ¥ 14+ e’ J+1— 2 _ eMp i
FE E FE FE '
(B.2)

Conociendo las componentes de ¢, derivémoslas explicitamente e introduzcamos las ecua-
ciones dadas por el Hamiltoniano (B.1). Llegaremos entonces a una identidad con las ecuaciones
obtenidas mediante el rotacional (B.2).

dv d dvg dv, dyj Ldv
ditz - &(V:Ve — V) = d—;I/e + v dte — T;V“ — Vud—t“
2 2 A
= %yg + E(— cos 20v; + sen 291/;)} Ve

2 2 A
2 (i) {memQ g o sen 20 }

_ mi+m3
4E 4R

A
v + —(sen20v; + cos QHVZ)] vy

2 2
*(—Z) |:m1 + ms

A
B et — (sen 20, + cos 291/@]

4F
A i A
— —jl—E cos 20V Ve + jliE sen 291/;1/e + jLiE cos 20V, Ve

A A A
— 2 sen 200 v, — Z—E sen 20V v, — Z—E cos 20V,

4F
A A
—b—jl—E sen 291/;ue + jliE coS 29V;V,u
A (A
= ;—E sen 20v,ve — ;—E sen 20 v, = ;—E sen 20(v, Ve — Vavy)
i . . Alm(viv,)sen 260
= —gpsen 20(vovy — v ve) = C; .

Podemos ver que es la componente dv, /dt dada por el rotacional. Andlogamente para las com-
ponentes dv,/dt y dv./dt.

dv d . d, . o dud LA, dve dv}
d—ty = 5 (2Re(vivy)) = &(Ve Uyt veV),) = a e + v d—t“ + d—:uu + Ved—t“
2 2 A
= 4 [Trll;‘%y; + E(f cos 20v% + sen 29VZ):| vy,
m% + m%

tre(=) | =45 iE

A
v, + —(sen 20y, + cos 291/@}



dv,
dt

2 A
i % Vo + E( cos 20V, + sen 29%)} v
A

+1e(i) % "+ E(sen 20v] + cos 20v;, )}

' A
AZLE cos 20V v, + jliE sen 20v,v,, — jliE sen 20V v,

A .

—1F 08 200 v, + jliE cos 20ver)y, — 15 S 20v,v;,

JAN A
+L sen 20v,v) + ZZJ:*E cos 291/61/2

4F
1
2E

2F

iA
cos 20V v, + =

cos 20(v.v, —

e

2
. N R
Five(i) | —

ar T ar T e

AN
5F o8 20vey,;, = ;—E cos 20(vev,, — vavy)

Alm(vjv,) cos 20
z .

VeV;) =

V) = a(—we vy, + weuu) = z§(1/el/u — Vi)

dvy,  dy} LAy

A
Ve + — (— cos 20, + sen 261@)} v

4F 4F

2 A
R + —(sen 20y} + cos 291/;)}

4F Y

m2*

i(7) [ 5 et 4E( cos 20v; +sen29yu)} vy

—iv(—1)

m% + m2 ”
4F 4E

A
— (sen 20, + cos 291/H):|

A A A
———cos 291/eV; + 15 sen 29%%’; — — sen 201

4F

4F

A A
~ 15 &8 20vev), — 15 8 20v v, + 15 Sen 20v,vy,

*
——sen20vv, —

4F

——sen20(vive — vv,) —

2F

—g5f sen 20(vgve — vpvy) —

A
15 200 v,

A .
cos 20vev,, — g 08 20v5v,

“ 2F

ARe(v}v,) cos 20
i .
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Apéndice C

Teoremas de trazas y propiedades de
las matrices 7.

Las matrices 7 de Dirac satisfacen el dlgebra, ecuacién (2.26) seccién 2.4.2,

AV

YA+ =29

pv

Como consecuencia, es directo mostrar que la traza del producto de matrices « puede ser obtenido
sin realizar el cdlculo explicito del producto matricial. Los teoremas de trazas son (con la notacién

h =y, A"):
Trl = 4,
Tr(dp) = 4a-b,
Tr(dhid 4(a-b)(c-d)—(a-c)(b-d)+ (a-d)(b-c)],
Try” = 0,
Tr(y°dh) = O,
Tr(Vd) = diepnoat’crd,

S~—
|

ot

La traza de un nimero impar de ~’s es cero,

donde €5, = +1 (—1) para p, v, A, o, una permutacién par (impar) de 1,2,3,4; y 0 si dos indices
son iguales.
Otros resultados 1tiles para simplificar los cédlculos de trazas son:

Wt =4
T = =2,
V" 4a - b,
WWM = —2(p.
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