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ANALISIS CUALITATIVO DE LA TOPOGRAFIA DE OBJETOS POR
PROYECCION DE LUZ ESTRUCTURADA

por

Eugenia Torres Vidales

RESUMEN

La utilizacion de la luz ha ganado gran importancia a nivel mundial por sus propiedades
cuando interacciona con la materia, teniendo como consecuencia novedosas aplicaciones en las
actividades cotidianas del ser humano. En esta tesis se proponen dos métodos para obtener
informacion sobre la topografia a nivel milimétrico de superficies de materiales: Perfilometria y
Corrimiento de fase por pasos. Estos métodos se basan en una aplicacion de la Transformada de
Fourier y consisten en proyectar una rejilla binaria periodica sobre los materiales a analizar. La
imagen que se forma es posteriormente capturada en una computadora por medio de una cdmara
CCD y procesada mediante dos programas de MathCad en los que se implementaron los métodos
de perfilometria y fase por pasos, permitiéndo asi obtener una imagen tridimensional que
proporciona la topografia de los objetos que se analizan.
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CAPITULO I
INTRODUCCION

I.1. ANTECEDENTES

A nivel mundial, el crecimiento de la Optica ha tenido como consecuencia
novedosas aplicaciones en las actividades cotidianas del ser humano, estas se pueden
separar en cuatro grandes areas en las cuales inciden las investigaciones que en la
actualidad se realizan: instrumentacidon Optica, comunicaciones Opticas, metrologia

optica y fotonica.

En el area de la Instrumentacion Optica se incluye el estudio y disefio de
elementos y sistemas Opticos que se utilizan principalmente para formar o registrar

imagenes. Como por ejemplo: lentes, prismas, espejos, microscopios, telescopios, etc.

Para las Comunicaciones Opticas se utiliza la luz como portadora de informacion
y se usan sistemas Opticos para la transmision y recepcion de senales. Los temas
relacionados con esta area de aplicaciones son fibras Opticas, detectores, fuentes de

luz (laseres), procesamiento de sefiales, holografia, 6ptica no lineal, entre otros.

La Metrologia Optica es una herramienta valiosa con la cual se pueden tomar
medidas pequefiisimas inimaginables por otros medios. FEste grupo de aplicacion
permite analizar propiedades fisicas con alta precision, la cual tiene que ver con la
medicion y monitoreo de parametros fisicos, usando sistemas y métodos de no
contacto mediante la luz, lo cual lleva a realizar pruebas no destructivas. Los temas
relacionados con este polo de aplicaciones son sistemas Opticos, polarizacion,
interferencia, emision de la luz, detectores de luz, procesamiento de imagenes, etc. La
metrologia 6ptica ha tenido un gran impacto en la solucion de problemas industriales
y de ingenieria, igualmente se han implementado técnicas de monitoreo en el area

meédica.



En la fotonica se investigan fendmenos relacionados con radiacion y deteccion
luminosa de alta potencia, la rapida deteccion y transmision de informacion generada
con luz, nuevos materiales Opticos, fuentes de radiacion, sirve como soporte de la
instrumentacién, comunicacion y metrologia optica. Los temas relacionados con esta
area son coherencia, Optica cuantica, fibras fotdnicas, Optica no lineal, etc. Las
aplicaciones derivadas de estos estudios se reflejan en la aparicion de nuevos tipos de
laseres o bien en el perfeccionamiento de los ya existentes. Estas investigaciones
también permiten el empleo de nuevos materiales para aplicaciones diversas como en
las comunicaciones y sensores Opticos. La comprension de nuevos fendmenos en este
campo son empleados para mejorar la solucion de algunos problemas ya existentes y

para resolver algunos otros que habian sido considerados con anterioridad.

Estos cuatro grupos de aplicaciones no estan aislados entre si, al contrario, hay
una estrecha relacion entre ellos. Por ejemplo, las comunicaciones Opticas tienen
estrecha relaciéon con la fotobnica ya que en el movimiento de informaciéon por
internet, television digital, etc., es necesario un sistema de alta capacidad de
transmision. Dado que en la fotonica la luz se interpreta como fotones, esto da la
ventaja de que a través de fibras Opticas se pueda enviar la informacion en forma de
pulsos de luz. Ademas, permite enviar varias comunicaciones a la vez por la misma
fibra, usando luces de distintos colores o frecuencias. Cada color lleva una
informacion y no se mezclan en la fibra. En la Figura 1.1 se muestra una fotografia de

las fibras Opticas sobre las cuales se envia informacion en forma de pulsos luminosos.



Figura 1.1. Conductor de fibra optica.

Como se puede apreciar, existe una gran relacién entre estos cuatro grupos de
aplicaciones, y en muchas ocasiones no esta clara la frontera entre estos campos.
Cada vez las aplicaciones de la Optica estan mas presentes a nuestro alrededor. Asi
por ejemplo tenemos los lectores de codigos de barra, los punteros laser, etc.; casi

todos estos aparatos combinan una parte de dptica con otra de electronica.

En general, las aplicaciones mas sobresalientes de estas cuatro 4reas se
manifiestan en la industria, la medicina, la biologia, las comunicaciones, monitoreo
ambiental, entre muchas otras. La metrologia Optica, por ejemplo, ha tenido gran
impacto en la solucion de problemas en la industria y la ingenieria, tales como la
deteccion de defectos internos en piezas industriales (ver figura 1.2), deteccion de
puntos calientes en materiales, analisis de corrosion superficial, técnicas de medida de
tamafio de particulas, etc., igualmente se han implementado técnicas de monitoreo en
el érea médica tales como el estudio de deformacion de huesos como se muestra en la
figura 1.3, etc., estas mediciones y monitoreo de parametros fisicos se lleva a cabo
utilizando sistemas y métodos de no contacto, mediante luz, por lo que reciben el

nombre de pruebas no destructivas.



Figural.2. Interferometria holografica: Deteccion de defectos internos en piezas
industriales.

Figura 1. 3. Interferometria holografica: Estudio de deformacion de huesos

Este estudio se basa en la metrologia Optica que tiene que ver con la medicién y
que esta relacionada con el monitoreo de pardmetros fisicos tales como: esfuerzo,
desplazamiento, distancia, presion, temperatura, velocidad, forma, dimensiones, etc.,
de objetos y/o regiones de observacidon. También incluye el reconocimiento de
patrones con respecto al cadlculo de forma, textura, color, dimensiones, etc., de
objetos, usando sistemas y métodos no destructivos mediante la utilizacién de la luz.
En este estudio desarrollaremos una aplicacion para el procesamiento de imagenes de
superficies de materiales a nivel milimétrico utilizando dos métodos: perfilometria y
fase por pasos, en ambos métodos se usa transformada de Fourier. Estos métodos nos
permitirdn establecer la aplicacion de una técnica cualitativa de procesamiento de

imagenes para analizar topografia, forma y textura que en este caso aplicaremos a



materiales milimétricos, utilizando el equipo que se encuentra en el laboratorio de
Optica de la Facultad Ciencias Fisico Mateméticas de la U.MS.N.H. Se experimenta
con un sistema de proyeccion de franjas para detectar la topografia o cambios
superficiales que presentan los materiales en cuestion, lo cual se registra a través de
una camara CCD conectada a una computadora. Después mediante una aplicacion de
procesamiento de imagenes, a través de los dos métodos mencionados en el parrafo
anterior, en un programa en computadora se implementard la forma que permite
visualizar e interpretar la topografia de éstas superficies y proporcione informacién de
los cambios superficiales que presentan. Para ello se establecen los siguientes

objetivos.

I.2. OBJETIVO GENERAL

Analizar cualitativamente la topografia, forma y textura de materiales
milimétricos mediante una aplicacidon de procesamiento de imagenes, a través de los

métodos de perfilometria por transformada de Fourier y el método de fase por pasos.
1.2.1. OBJETIVOS ESPECIFICOS

Comprender el método de perfilometria por transformada de Fourier.
Comprender el método de fase por pasos.

Realizar el arreglo experimental para procesamiento de imagenes.

ERNEENERN

Comprender los cambios de fase en un patron de franjas proyectado sobre una

superficie.

<\

Analizar superficies milimétricas de materiales mediante proyeccion de

franjas aplicando los dos métodos anteriores.

1.3 ORGANIZACION DE LA TESIS

La organizacion de este estudio es la siguiente. En el capitulo 2 se hace un

resumen sobre los fundamentos de la interferencia. En el capitulo 3 se analiza el



marco teorico de los métodos de perfilometria por transformada de Fourier y fase por
3 pasos que se aplicardn en este estudio para el analisis cualitativo de materiales. En
el capitulo 4 se presenta el desarrollo experimental, se describe la metodologia
empleada para el procesamiento de imagenes, y se muestran los resultados obtenidos,
asi mismo se presentan conclusiones. Al final se presenta en el apéndice la teoria de

la transformada de Fourier.



CAPITULO II INTERFERENCIA

II.1. ANTECEDENTES DE LA INTERFERENCIA

La interferencia ocurre cuando dos o mas ondas mutuamente coherentes se
superponen en un mismo lugar del espacio. Este fendmeno es muy cotidiano, pues se
manifiesta de muchas maneras. Por ejemplo, cuando se hacen pompas de jabon los

caprichosos colores que se observan son producidos por interferencia.

La luz blanca estd compuesta por ondas de luz de distintas longitudes de onda.
Las ondas de luz de cierta longitud de onda (por ejemplo las de color amarillo cuya
longitud de onda es de 598nm) son reflejadas en la superficie interior de la burbuja e
interfieren con las ondas de esa misma longitud de onda reflejadas en la superficie
exterior. Esta interferencia ocasiona que la luz pueda desaparecer completamente 6
que aparezca dandole una coloracion a la burbuja. Ese mismo proceso ocurre con las
demas longitudes de onda que componen la luz blanca. Otro ejemplo se presenta
cuando se arrojan dos piedras en un estanque, las ondas que generan cada una de ellas
al golpear la superficie del agua se superponen. Después que dos ondas se cruzan o
superponen, es decir cuando dos ondas coinciden en una region del espacio,
interfieren dando como resultado caracteristicas bien definidas que son producto de la
combinacién de ambas ondas. Donde coincide una cresta con otra cresta, la amplitud
(tamafio de la onda) se suma, produciendo una ola mas grande o un maximo. Si
coincide un valle con una cresta la onda se desvanece creando asi un minimo de
interferencia. Después de separarse la una de la otra prosiguen sin modificarse
transportando cada una su energia y sus caracteristicas propias como si nunca se

hubiesen encontrado.

Enel caso de la luz sucede algo similar al ejemplo del estanque de agua citado en
el parrafo anterior. Cuando dos ondas de luz se superponen en una misma regioén del

espacio producen un patron de interferencia.



La interferometria se basa en el estudio del fendémeno de la interferencia que
podemos producir cuando dos ondas luminosas de exactamente la misma frecuencia
se superponen en la misma region del espacio. Esto es practicamente posible sélo si la
luz de ambas ondas que se interfieren proviene de la misma fuente luminosa. Pero si
es solamente una fuente luminosa la que produce la luz, los dos haces luminosos que
interfieren deben generarse de alguna manera del mismo haz Existen dos clases de
instrumentos que permiten lograr esto: denominamos la primera clase como
interferometro de division de frente de onda y la segunda como interferoémetro de
division de amplitud. En el caso del interferémetro de division del frente de onda, se
utiliza un haz primario que se hace incidir en dos ranuras paralelas angostas para
obtener dos haces secundarios. El méas famoso de los interferometros de éste tipo es el
arreglo de dos rendijas de Young. En los interferometros de division de amplitud se
divide el frente de onda primario en dos haces de luz secundarios por medio de un
semiespejo o divisor de haz y recorren dos trayectorias Opticas distintas determinadas
por un sistema de espejos para que finalmente se unan e interfieran para formar
franjas de interferencia. En este caso se encuentra el interferdmetro de Michelson, el

cual tiene un diseno simple y es de importancia historica.

I1.2. CONDICIONES PARA LA INTERFERENCIA

Las condiciones con las cuales se puede presentar la interferencia de luz son

conocidas como las leyes de Fresnel-Arago y son las siguientes.

v’ Las ondas que producen interferencia tienen que ser coherentes. Esto
sucede solo cuando tienen su origen en la misma fuente y se consigue de

manera mucho mas sencilla utilizando un laser.

v Los haces deben estar linealmente polarizados. Es decir los haces

deben vibrar en un mismo plano.



v" Los haces deben ser monocromaticos, lo que significa tienen que ser
de un mismo color, esto se consigue colocando un filtro de color o usando un

laser.

I1.3. FUNDAMENTOS MATEMATICOS

Una onda es una perturbacion auténoma de un medio que se mueve en el espacio
transportando energia e impulso; existen dos tipos de ondas: las longitudinales y
transversales, este ultimo tipo de ondas son de interés particular porque su perfil es
sinusoide, se le llama onda armoénica y corresponde a las curvas que se pueden
sintetizar matematicamente como suma de funciones armodnicas, es decir como una

superposicidn de ondas diferentes.

La funcion mas simple que describe el perfil de una onda estacionaria, # (X,t),

donde el tiempo t = 0 se presenta en la ecuacion 2.1

w(xt)_, =w(x)=Esen(kx) , 2.1)

donde k es una constante positiva conocida como el nimero de onda, y su
existencia se debe a que el argumento de una funciéon sinusoidal tiene que ser
adimensional. El valor maximo de la perturbacion, E, se conoce como amplitud de

onda.
Con el fin de transformar la onda estacionaria representada por la ecuaciéon2.1 en

una onda progresiva que viaja con una velocidad v en la direccion positiva de X, se

reemplaza la variable X por (X-vt), y la ecuacién 2.1 se transforma en

\y(x,t): Esenk(x—vt) ) (2.2)



Si se mantiene fija ya sea X o t, se obtiene una perturbacion sinusoidal de tal
forma que la onda es periddica tanto en el espacio como en el tiempo. El periodo

espacial se conoce como longitud de onda y se denota por A, esto es

W(X,t):l//(xi/"t,t) : (2.3)

Para que éste sea el caso el niUmero de onda k debe ser dado por k = 2%. La

figura 2.1 muestra el perfil de una onda estacionaria en términos de A.

| 2

+E

——

r ¥
e | [T | V4 A 34 /z A

m

Figura 2.1. Esquema del perfil de una onda estacionaria suponiendo t = 0.
Obsérvese que ¥/ (X) =0 cuando el argumento de la funcién l//(X,t) dada en la

ecuacion 2.2 denotado como @ llamada fase de la onda, es ¢ = 0, A/2, A, 31/2, y asi

sucesivamente.
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Analogamente, la onda se puede repetir a si misma después de un periodo
temporal T, que es la cantidad de tiempo que una onda completa tarda en superar a

un observador estacionario, por lo tanto, la onda se describe como

p(xt)=p(xt+z), e4)
y entonces se puede expresar Como
1
w(xt)=y Xt | (2.5)

donde se define 7 = %, y V es llamada frecuencia temporal, es decir, es ¢l naumero

de veces que se repite la onda en el tiempo, entonces v esta dada en unidades de

ciclos por segundo o Hertzios.

Existen otras dos cantidades que se usan a menudo en la literatura del movimiento
ondulatorio; una es la frecuencia temporal angular definida por ® = ZTET =21V ysus
unidades son radianes por segundos, y la segunda es el numero de onda o frecuencia

espacial definida por k = A

Se puede definir a una clase especial de ondas que tienen una sola frecuencia y
son llamadas ondas monocromatica 0 monoenergeética. Sin embargo fisicamente no
existen, pero si existen algunas ondas con una pequefia variacion en sus frecuencias y

son llamadas cuasimonocromaticas [1].

Utilizando lo anterior, la fase de la onda se expresa mediante:

p=kKxFot . (2.6)

11



Un caso especial se presenta cuando t = 0 y x =0, entonces 1//(0,0) =0 y significa
que la onda no tiene un valor en este punto y no hay razon para que la magnitud de la
onda no pueda tener cualquier valor que se quiera para t = 0, X =0. Para que esto no
sea asi se traslada la funcidon sinusoidal, mediante la introduccién de una fase inicial &

tal que
y(x,t)=Esen(kx —ot+g) . (2.7)

La grafica de la ecuacion 2.7 se muestra en la figura 2.2.

L{J

+E

Figura 2.2. Perfil de una onda estacionaria (linea negra) suponiendo que t = 0,
perfil de una onda estacionaria con una fase inicial & = /2(linea roja).

Supdngase que dos ondas ‘¥, (Xl,tl) y W,(x,,t,) se encuentren en una region
del espacio. En esta region se creara una nueva onda ‘¥, (X3,t3) que es la suma de las
ondas constitutivas, es decir ‘P, (X3,‘[3)=‘I’1 (Xl,t1)+ Y, (Xzatz)- Este principio de
suma de las ondas se le conoce como Principio de Superposicion y esto es lo que

origina diversos fendémenos, como el de interferencia. Después que las ondas se

separan continilan su viaje sin alterarse.
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Debido a la naturaleza electromagnética de la luz, esta se compone de dos
campos, uno eléctrico representado por E(x,t), y uno magnético dado por B(x,t), por
lo que para representar fisicamente a un haz de luz se pueden emplear estos campos,
los campos eléctricos y magnéticos son campos vectoriales, asi la luz es un fendémeno
vectorial y se puede representar una onda electromagnética mediante el campo E(X, t)
en lugar de W(x, t). El campo magnético es de magnitud pequefia comparada con
E(x,t) (recordando que E(x,t) = cB(x,t)) y su comportamiento es perpendicular en
todo momento y lugar a E(xt) por lo que solo es necesario analizar el

comportamiento del campo eléctrico.

De acuerdo con el principio de superposicion, la intensidad del campo eléctrico E,
en un punto en el espacio procedente de los campos separados Ei1, E2, ... de varias

fuentes contributivas, viene dada por

E=E1+E2+... (2.8)

Cuando dos ondas coinciden en una region del espacio, interfieren dando como
resultado caracteristicas bien definidas que son producto de la combinacién de ambas
ondas. Gran parte del andlisis que sigue puede llevarse a cabo sin especificar la forma
particular de los frentes de onda, siendo por lo tanto los resultados bastante generales.
Sin embargo, con el proposito de simplificar este andlisis, consideremos dos fuentes
puntuales S1 y S2, separadas una distancia a que emiten ondas monocromaticas de

longitud de onda en un medio homogéneo. Sea su separacion & mucho mayor que 4.

Ademas, supongamos un punto de observacion P sobre una pantalla paralela a la
linea que une a las fuentes lo suficientemente lejos de las fuentes para que los frentes

de ondas sean planos como se muestra en la figura 2.3.

Supdngase también que las ondas que emiten las fuentes son dos ondas

linealmente polarizadas cuyas expresiones E, (r,t) y E,(r,t) estan dadas por
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E (r,t)=E, cos(k, r-ot+g), (2.9

E,(r,t)=E,,cos(k, r-ot+g,), (2.10)

donde Ky y k; son los vectores de onda, r es el vector de posicion (X,y,z) y €1 y €2 son

las fases iniciales.

Figura 2.3. Ondas de dos fuentes puntuales superponiéndose espacialmente.

En el punto P mostrado en la figura 2.3 se presenta la superposicion de las ondas
E,(r,t) y E,(r,t) expresada por E,(r,t)=E/(r,t)+E,(r,t). El campo E varia tan
rapido que es imposible observarlo a simple vista, por lo que es conveniente

introducir el concepto de irradiancia.

La irradiancia esta dada por
I=sv<E? >r, (2.11)

Omitiendo las constantes de la ecuacidon 2.11 se obtiene la irradiancia como
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| < E® >, 2.12)

donde <E*>7 es el promedio temporal de la magnitud del campo eléctrico al cuadrado

y ademas
E*=E-E, (2.13)
donde E =E, + E,, entonces por consiguiente
2
E°=(E,+E,)-(E, +E,), (2.14)

y, por lo tanto

E’=E; +E.+2E, -E,, 2.15)

sustituyendo la ecuacidon 2.15 en la ecuacidon 2.12 se obtiene

=1, +1,+1,. (2.16)
donde
2
I, =<E; >;. (2.17)
2
l, =<E; >; . (2.18)
y
l,=2<EE,> (2.19)

A la ecuacidn 2.19 se le denomina término de interferencia. Para calcularlo se

sustituye las ecuaciones 2.9 y 2.10, de donde se obtiene:
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E,-E,=E,,-E,cos(k, r-ot+g)cos(k, r—ot+¢g,), (2.20)
haciendo las operaciones adecuadas queda de una forma equivalente mente dada por

E-E,=E,- Eoz[cos (k, r+¢)coswt+sen(k, r+ el)Sena)t]
2.21
[cos(k, r+&,)coswt+sen(k, r+&, )senmrt], @21)

después de hacer los cédlculos adecuados y obtener el promedio temporal de la

ecuacion 2.19 se obtiene

1
<E, -E, >T:2[E01 -E,, cos(k1 r+¢& —Kk, r—gz)] . (222)

donde se recurri6 al hecho de que <cos? wt>t =1, <se n? wt>t = 1%, <cos wt sen

wt >1 = 0. Por lo tanto el término de interferencia queda como

I, =E, -Eycos0 | (2.23)

donde ® = (k1 "r—ko "r+ & - €) es la diferencia de fase entre las ondas E,(r,t) y

E,(r,t).

Esta tltima ecuacion puede ser escrita de una forma mas sencilla ddndose cuenta

de que

[[=<E; >, = % _ (2.24)

y ademas
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EZ
L=<El> = % _ (2.25)

por lo que el término de interferencia queda de la siguiente manera
l,,=2./l|1,cos5 . (2.26)

haciendo la sustitucion de las ecuaciones 2.24, 2.25 y 2.26, en la ecuacion 2.16 se

obtiene
I=1+1,+2 /1,1, coso. (2.27)

En varios puntos del espacio, la irradiancia final puede ser mayor, menor o igual a
4 + 1y, y depende del valor de l12 y este depende de &. Un maximo de irradiancia se

obtiene cuando cos © = 1, de modo que
Lo =L+L+2 /11, . (2.28)

y esto sucede cuando & = 0, %21, +41,... En este caso se dice que ocurre
interferencia totalmente constructiva, es decir el desfase entre las dos ondas es un
multiplo entero de 21T y las perturbaciones estan en fase. Cuando 0 < cos & < 1 las
ondas estan fuera de fase, y I + l2 < | < Ipax el resultado se denomina interferencia

constructiva.

Sid = 1/2, entonces cos & = 0, y se dice que las ondas estan desfasadas 90° y en
este caso | = Iy + Io. Enel caso enque 0 > cos & > -1, y se tienen las condiciones de
interferencia destructiva, es decir I1 + I2 > | > Iyn. La irradiancia minima se produce
cuando las ondas estan desfasadas por 6 = 180° en este caso cos & = -1 por los

valles se que se obtiene
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|min=|1—|-|2—2\|1|2 ) (2.29)
Esto se produce cuando & = 1, +31T, +5T, y se denomina interferencia

totalmente destructiva.

Uno de los casos muy importantes es cuando las amplitudes de ambas ondas que

alcanzan el punto P de la figura 2.3 son iguales, es decir E;, =E,, y por lo tanto

I, =1, =1,. Laecuaciéon 2.27 queda de la siguiente forma

|=2|0(1+cos5)=4locos2§, (2.30)

de lo que se deduce que Imin =0 € lpax = 4lo.

La ecuacion 2.27 también se aplica en ondas esféricas emitidas por Sq y So.

Dichas ondas pueden expresarse como

El(rl’t):EOI(rl)eXp[i (k n _a)t+gl)] ’ (231

Ez(rz :t) = Eoz(rz )exp [i (k rh—ot+e, )] : (2.32)

Los términos de rq{ y 2 son los radios de los frentes de ondas esféricos que se

superponen en P, es decir, especifican las distancias de las fuentes. En este caso

S=k(r—r)+(g —¢,). (2.33)
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Si las fuentes emisoras son de igual intensidad, Eo1 = Eoo, |, =1,=1, ¥y
tenemos de acuerdo a la ecuacion 2.30
5 1
| = 4|O CcoS 2[|((I’1 — r2)+ (81 - &, )] (2.34)

Los maximos de irradiancia ocurren cuando O = 277 M siempre que m = 0, +1,
12,.... De la misma forma, los minimos para los cuales I = 0, se presentan cuando
O0=nmM" de tal modo que m” =1, £3, £5..., siendo que m" = 2(m + 1). De

esta forma la ecuacion 2.33 puede reescribirse, para ambos casos como

(r-r,)= , (2.35)

= , (2.36)

y si las ondas estin en fase al emitirse, esto quiere decir que, &,—& ,=0 Ias

ecuaciones quedan de la siguiente forma
[Méximos] (r,—r,)=27m/k=mA (2.37)
[Minimos] (rh—r)=zm/k=1m2a (2.38)

para irradiancia maxima y minima, respectivamente [1].
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I1.4. INTERFEROMETRO DE DIVISION DEL FRENTE DE ONDA

Uno de los problemas mas comunes para la realizacion del fendmeno de
interferencia es la existencia de fuentes que sean coherentes. Este problema fue

solucionado por Thomas Youngen 1801 en su experimento clasico de doble haz.

Thomas Young empez6 sus esfuerzos encaminados para establecer la naturaleza
ondulatoria de la luz. Young hizo pasar la luz solar a través de una rendija pequena
para que de esta forma se convirtiera en una fuente principal coherente, la cual

ilumina de manera idéntica dos ranuras como se muestra en la figura 2.4.

~
Laser

~

Rendija

Doble
rendija

Patron de
interferencia Pantalla

Figura 2.4. Esquema del interferémetro de Young. El tamafo de la rendija es grande
para efectos demostrativos

De esta forma Young logré producir un sistema de franjas alternas brillantes y
oscuras “llamadas franjas de interferencia”. Considérese una onda plana
monocromatica hipotética que ilumina una rendija larga y estrecha, de la cual, la luz
se difracta con todos los angulos hacia el frente y genera una onda cilindrica como se
muestra en la figura 2.5a. Esta onda, a su vez, incide sobre dos rendijas S; y S que
estdn muy juntas, estrechas y paralelas. En la figura 2.5b se muestra la geometria del

interferdmetro de Young.
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Figura 2.5. Experimento de Young a) Ondas planas incidiendo por una rendija
convirtiéndose en ondas cilindricas que inciden por las dos rendijas superpuestas en
la zona detras de la pantalla. b) Geometria del experimento de Young.

Cuando existe simetria, los segmentos de onda primario que llegan a las dos
rendijas estaran en fase y las rendijas construiran dos fuentes secundarias coherentes,
y en donde quiera que las dos ondas procedentes de S; y S, se superpongan, se
producird interferencia (tomando en cuenta que la diferencia de camino Optico sea

menor que la longitud de coherencia, CAt,).

La distancia entre cada una de las pantallas (22 ¥ 2,) en la figura 2.5b es mayor
comparada con la distancia a entre las rendijas. La diferencia de camino optico entre

los rayos S,P y S,P se puede calcular, con una buena aproximacion, bajando una

perpendicular desde Sy hasta S,P. Esta diferencia viene dada por

(SlB): (SIP)—(SZP), (2.39)
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(S,B)=r, -, (2.40)
Continuando con esta aproximacion (r1 - rz) =a sen 6 y por lo tanto
rn—-r,=aé , (2.41)

puesto que € =~ Send. Obsérvese que

0~ Z (2.42)
por lo tanto
a
il PR gy, (2.43)

de acuerdo a lo analizado en la seccidn anterior, la interferencia constructiva

(ecuacion 2.36) ocurrira cuando
r—r, =mi, (2.44)

entonces, de las dos ultimas relaciones se obtiene

S
Y = gmi : (2.45)

Esto produce la m-ésima franja brillante en la pantalla siconsideramos el maximo

con m= 0 como la franja cero. La posicion angular de la franja se obtiene

sustituyendo la tltima expresion en la ecuacion 2.42; queda de la siguiente forma
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On=—", (2.46)

Otra alternativa para deducir la ecuacion 2.46 es con la ayuda de la figura
2.5b, donde puede verse que para encontrar el maximo de interferencia de orden m-
¢simo, entonces M longitudes de ondas enteras deberian de estar dentro de la

distancia rq - ro. Entonces, del triangulo S1S2B,

asend, =mA , (2.47)
(0]
mA
0 ~ —
m 9 (2.48)

La distancia de separacion entre franjas adyacentes se puede encontrar facilmente en

la ecuacion 2.45. Para franjas de orden my m+1 se tiene que

s S
Voir =Ym & —(M+1)A-"ma , (2.49)
a a
(0]
s
A=A (2.50)

Ya que el patrdn es equivalente al de dos ondas esféricas superpuestas (en la
region I, = 1,), y aplicando la ecuacion 2.30, el patron de interferencia se puede

expresar Como:

k(rl B rz)

I :4locos2?, (2.51)
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siempre y cuando los dos haces sean coherentes y tengan iguales irradiancias lp. Con

a . . .
rn-r= Y2 14 irradiancia resultante en;
S

a
| =41, cos’ ysf , (2.52)

por lo tanto obtenemos maximos consecutivos que estdn separados por el Ay

proporcionado en la ecuacidon 2.50. También, de la ecuacion anterior se obtiene el
periodo que esta definido por:

p=2%
AS,

(2.53)

por lo tanto sustituyendo la ecuacion 2.53 en la ecuacion 2.52 se puede expresar el

patron de interferencia como:

I =4locos2y|f _ (2.54)

En la figura 2.6 se muestra una fotografia del patrén de interferencia que se obtiene

en un interferometro de Young.

Figura 2.6. Distribucion de franjas obtenidas por el experimento de Young.
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IL.5. INTERFEROMETRO DE DIVISION DE AMPLITUD DE ONDA

En el caso del interferometro de division de amplitud ésta se divide para generar
dos ondas que viajan por diferentes caminos y se reencuentran para darse asi la

interferencia, un ejemplo de este tipo de interferometros es el de Michelson.

En la época en que el fisico Albert Michelson desarrollé el interferometro, el
metro, que es el patron de longitud, se definia como la distancia entre dos marcas
finas en una barra particular de platino—iridio que permanecia en Sévres, Francia. Con
su interferometro, Michelson era capaz de medir la longitud de onda correspondiente
a una linea de emision de una fuente de luz de cadmio con una certeza de 10®. Esta
capacidad produjo una definicién del metro en términos de la longitud de onda de una
linea espectral determinada del elemento kriptén. Posteriormente Michelson y el
quimico estadounidense Edward Morley con el proposito de medir la velocidad
relativa a la que se mueve la Tierra con respecto al éter razonaron que, si el éter era
real, la Tierra se moveria por él produciendo un "viento del éter" detectable.
Michelson utiliz6 el principio del efecto de una corriente de un rio sobre dos
nadadores en su primer interferometro. La situacidon es como tener dos nadadores,
nadando la misma distancia pero en diferentes direcciones o caminos. El primer
nadador nada con la corriente a favor 50 metros, y el segundo nadador nada contra
corriente también 50 metros a lo largo de la orilla del rio. Si ambos nadan a la misma
velocidad relativa respecto del agua, el nadador que tiene que nadar contra corriente
tardard mas en llegar (en algunos momentos el nadador que nada contra corriente
seria frenado cuando nadara en contra de la corriente) que el nadador que nada a
favor de la corriente del rio. El efecto del viento del éter sobre las ondas de luz seria
como el de una corriente de un rio en un nadador que se mueve constantemente a
favor o en contra de la corriente. Por lo que Michelson dividi6 un rayo de luz en dos
haciéndolo incidir sobre un espejo divisor de haz el cual formaba un angulo de 45°
con la direccion del haz El espejo tenia un recubrimiento de plata de un espesor tal,

que reflejaba la mitad del haz incidente y transmitia la otra mitad, después los envio a
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través de dos caminos separados de longitudes L1 y L2 que forman un angulo recto
entre ellos y posteriormente reunié los dos rayos en uno. Esto es lo que se creia que
pasaria con la luz al llegar a la Tierra con diferentes posiciones con respecto al éter,
llegaria con diferentes velocidades. El resultado negativo del experimento estd
considerado como la primera prueba contra la teoria del éter y posteriormente

constituyo la base experimental de la teoria de la relatividad especial de Einstein.

En la figura 2.7 se representa el interferometro de Michelson y en la figura 2.8 el
patron de interferencia que se obtiene. Para obtener analiticamente la diferencia de

fase de los haces de luz que interfieren se presenta la figura 2.9.

..

Laser de He-Ne Espejo:2

E H i Divisor de haz t

Expansor

o Patron de interferencia

Figura 2.7. Esquema de la vista superior del interferémetro de Michelson.

Este interferdmetro se basa en el principio de division de un haz de luz por un
divisor de haz o espejo semitransparente (DH). En el DH, una parte del haz incidente
es transmitida al espejo 1 y otra parte es enviada al espejo 2. En estos espejos, ambos
haces son reflejados. Luego de transmitirse y reflejarse nuevamente en el DH, dichos
haces se recombinan en la pantalla P creando un patron de interferencia. Cuando los
espejos E1 y E2 son perpendiculares, en la pantalla P se observan anillos concéntricos

brillantes y oscuros tal como se muestra en la figura 2.8.
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Figura 2.8. Fotografia del patron de interferencia del interferometro de

Michelson.
the M, Sq S,
s -
zdcos(\“
/ \/- )
j//
Detector 2d
So o
56 s I‘
Plano de
la fuente

Figura 2.9. Geometria del interferémetro de Michelson.

Puede observarse de la figura 2.9 que la diferencia de camino optico A esta dada

por

A=2dcosf@ , (2.55)

donde d es la distancia de separacion de los espejos. El cambio de fase entre las dos

ondas que se superponen es

o0=kA=k2dcos(@)x7x . (2.56)
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Elpatrén de interferencia es minimo (patron de interferencia destructiva) cuando

2dcos(6,)=mA (2.57)

donde m es un numero entero y A es la longitud de onda empleada. El anillo o franja

central oscura para la cual 0=0, se representa por

2d=mA , (2.58)

y el anillo m-ésimo esta dado por la ec.

2d, cos(6,)=mi . (2.59)

El tipo de franjas de interferencia que se forman en este interferometro son

llamadas franjas de igual inclinacion.

I1.6. INTERFEROMETRO DE MACH-ZEHNDER

En este estudio, para la adquisicion de formas en 3-D de materiales, se ensayo
inicialmente con el montaje de un interferdmetro de Mach-Zehnder el cual pertenece,
al igual que el de Michelson, a la familia de interferometros de doble haz por division
de amplitud. Existen otros interferometros de doble haz pero cabe destacar el
interferdmetro de Mach-Zehnder por su amplia utilizacién en metrologia Optica. Su
ventaja principal es que permite interponer elementos en uno de los haces sin que el
otro sea afectado, y de esta manera se altera la diferencia de camino optico. Por
ejemplo una cufia Optica, situada en uno de los haces del interferometro, desvia la
direccion de propagacion de la onda, desplazando asi el patron de interferencia

observado. En la figura 2.10 se muestra un esquema de este interferoémetro.
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Figura.2.10. Esquema de un interferémetro de Mach-Zehnder.

En el interferometro Mach-Zehnder un haz de luz coherente que proviene de un
laser es dividido en dos partes por un semiespejo o divisor de haz. Estos haces
divididos siguen dos caminos diferentes. Mediante espejos se consigue que la luz
siga una trayectoria como la que se muestra en la figura 2.10, y mediante un segundo
semiespejo o divisor de haz se vuelven a combinar sumindose asi las dos
contribuciones de luz e interfiriendo entre si. Debido a esta interferencia de las ondas

de luz se produce una figura de interferencia como la que se muestra en la siguiente

figura 2.11.

Figura 2.11. Patrdn de interferencia que se forma sobre una pantalla con un

interferometro Mach-Zehnder.
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CAPITULO III. ALGORITMOS DE DETECCION DE DIFERENCIA FASE

II1. 1. PERFILOMETRiA POR TRANSFORMADA DE FOURIER

La perfilometria por transformada de Fourier es un método basado en medicion
de fase, desarrollado por Mitsuo Takeda y Kazuhiro Mutoh en los afios 80s. Este
método ha sido utilizado extensamente en varios proyectos de investigacion y es base
para muchos sistemas industriales.

La descripcion del sistema de Takeda, et. al, se basa en el arreglo fisico de los
elementos que forman parte del mismo. Principalmente los elementos a los que se
hace mencion son los siguientes: proyector, cdmara, cuerpo, plano de referencia (que
puede ser omitido en algunos casos). El arreglo fisico es similar al usado en la
topografia por proyeccion moiré

En la topografia por proyeccion moiré se utilizan generalmente dos tipos de
arreglos fisicos, ambos tienen sus ventajas y desventajas, y proporcionan flexibilidad
al momento de implementarlos: ejes Opticos cruzados, ejes Opticos paralelos.

En el caso del arreglo de ejes Opticos cruzados, el eje optico del proyector y el de
la cdmara incide en el mismo plano e interseca algiin punto cerca del centro del
objeto. Este arreglo es facil de construir, ya que tanto el patron de rejilla como el
sensor oOptico pueden ser colocados sobre el eje de la camara y del proyector
respectivamente pero solo da contornos planos cuando se utiliza Optica tele-céntrica.

En el arreglo de ejes Opticos paralelos, los ejes Opticos del proyector y de la
camara inciden en el mismo plano y son paralelos entre si, en este caso igual que en
el anterior el eje de la cdmara tiene que ser completamente perpendicular al plano de
referencia. La geometria de ejes Opticos paralelos tiene la ventaja de que ofrece
contornos planos, pero el patrén de deformacion tiene que ser colocado sobre el eje
de proyeccion, lo suficientemente alejado del plano de referencia para asegurar que
dicho patrén sea proyectado dentro del area de vision de la cdmara.

Estos dos arreglos fisicos son usados comunmente en la topografia por proyeccion
moiré, y también son validos para la perfilometria por transformada de Fourier. Sin

embargo, el problema de los contornos no planos en el arreglo de ejes Opticos
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cruzados puede ser en alguna medida resuelto mediante el algoritmo de perfilometria
por transformada de Fourier.

El concepto de contornos no planos se refiere a la distorsion que sufre la imagen
al ser capturada. Los errores de perspectiva o paralaje (solapamiento) son parte de la
experiencia humana cotidiana y permiten que el cerebro pueda interpretar el mundo
tridimensional. Se espera que los objetos cercanos parezcan relativamente mas
grandes que aquellos que se encuentran lejos. Este fendmeno afecta a los sistemas de
imagenes convencionales de manera que el objeto cambia su forma enrelacion con la
distancia que este tiene con respecto a los lentes. Una solucion a este problema es el
uso de lentes tele-céntricos, porque los objetos continuan siendo percibidos del
mismo tamafo independientemente de su ubicacion en el espacio.

La tele-centricidad se define como la propiedad de ciertos disefios de lentes
multielementos en los cuales los rayos principales para todos los puntos sobre el
objeto o imagen se encuentran colimados. Se puede ver a la tele-centricidad como
una manera en la que los lentes se encuentran posicionados en el infinito.

En la figura 3.1 se muestra la geometria de ejes dpticos cruzados, los ejes Opticos
E’, E, de los lentes del proyector cruzan el otro eje optico E’¢ Ec de los lentes de la
camara en el punto O en el plano de referencia R, el cual es un plano ficticio normal a
E’. E; ysirve como referencia de donde la altura del objeto h(x,y) es medida.

La rejilla G tiene sus lineas normales al plano de la figura, y su imagen conjugada
(con periodo P) es formada por los lentes del proyector en el plano I cruzando por el
punto O. E’p y E, denotan, respectivamente, los centros de entradas y salidas de las

pupilas de los lentes del proyector.

31
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rejilla -

Figura 3.1 Diagrama del arreglo experimental de ejes Opticos cruzados.

Los lentes de la camara, con centros de pupila de entrada y de salida E’. y E,,
concentran la imagen del plano de referencia R en el plano sensor S. E; y Ec se
encuentran ubicadas a la misma distancia del plano R. Cuando el objeto es un plano
liso y uniforme sobre R, por ejemplo h(x,y) = 0 y si E, se encuentra ubicada en
infinito (como se muestra en la figura donde E. denota un proyector telecéntrico), la
imagen de rejilla proyectada en la superficie del objeto y observada por E. es un
patron de lineas constantes que puede ser expresado matematicamente por la

siguiente expansion de series de Fourier:

gotey) = X7 (Ae™ex) (3.2)
en donde
o L _ cos 6
fo= =22t (3.3)
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es la frecuencia fundamental observada en la imagen de la rejilla. Eleje X escogido
como en la figura y el eje Y es normal al plano de la figura. Si E, se encuentra a una
distancia finita, se puede observar en el plano del sensor una imagen de rejilla
deformada incluso si h(x,y) = 0. Se puede apreciar que unrayo principal que incide el
plano conjugado enel punto A, cruza elplano R en el punto B en el caso tele céntrico
y el punto C en el caso no tele céntrico. Tomando en cuenta lo anterior, se puede

escribir la ecuacién de la imagen de rejilla deformada para h(x,y) = 0 como:

go(x‘ y) = Z (Anei2nnfo[x+50(x)]) , (34)
n=-—oo

en donde S,(x) = BC se encuentra en funcion de X y tiene signo positivo cuando C
se encuentra a la derecha de B como en la figura. Takeda describe que por facilidad
es conveniente expresar la ecuacion (3.4) como una sefal modulada espacialmente

por fase de la siguiente forma.

go(x,y) = z (Anei[27mfox+n¢o(x)]) , (35)
n=-—oo
en donde

$o = 21foSo(x) = 2mfo BC (3.6)

y la imagen de rejilla para un objeto cualquiera es dada por:

g(x,y) _ T(x;}’)-z (Anei[Znnfox+n¢o(x.y)]) , (3.7)
n=-—oo
en donde
¢=2nfos(x,y) = 2nfo BD . (3.8)
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Figura 3.2 Diagrama del arreglo experimental de ejes dpticos paralelos

En el caso de la figura 3.2, el arreglo de ejes Opticos paralelos muestra que el eje
optico E’, E, de los lentes del proyector y el eje E’c y Ec de la cdmara son paralelos y
normales al plano de referencia R. El conjugado de la imagen de rejilla G se
encuentra sobre el plano R y los punto A, B y C en la figura 3.2 se convierten en este
arreglo en simplemente el punto C, asi que las ecuaciones (3.6) y (3.8) se convierten

en dos ecuaciones semejantes:
¢po =2nfo So (x) =2nf, BC=0 (3.9)
¢ =2nfo S (x,y) = 2nfo BD=0 (3.10)
Aunque la imagen de rejilla proyectada sobre el plano h(x,y) = 0 sigue siendo un
patron de lineas regular sin importar la posicion de la pupila del proyector, esto le da

la ventaja al arreglo fisico de ejes Opticos paralelos de generar contornos planos en la

topografia de moiré.
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II1.2. METODO DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

La imagen de rejilla formada, y dada por la ecuacion (3.4) puede ser interpretada
como multiples sefiales moduladas en fase ¢(X,y), en amplitud r(x,y) ycon frecuencia
espacial portadora nfy, Basados en que la fase posee informacion acerca de la forma

tridimensional a medir, el problema es separar ¢(x,y) del resto de la informacion.
Para lo anterior reescribimos la ecuacion (3.7) como:

g(x,y) = alx,y) + b(x,y)cos [2nfy + ¢(x,y)], (3.11)
endonde a(x,y) es la distribucion no uniforme de la reflectividad sobre la superficie
delobjeto y b(x,y), ¢(x,y) v fo laintensidad, la fase y la frecuencia espacial de
la malla (patron de lineas ya deformadas) respectivamente.

Ahora expresando (3.11) en su forma exponencial se tiene:

g(x,y) = alx,y) +c(x,y)e?™* ¢ e 2 x| (3.12)

en donde

c(x,y) =5 b(x,y) e (3.13)

Usando el algoritmo de FFT se calcula la Transformada Unidimensional de
Fourier de la ecuacion (3.12) para cada variable de X unicamente, con Y

manteniéndose fija:

G Y)=AFCU+ oy CH(f+fo ) s (3.14)
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en donde las letras mayusculas representan el espectro de Fourier, f representa la
frecuencia espacial en la direccionde X y y es considerada como una variable fija. Si
asumimos que a(x,y) y b(x,y) y ¢(x,y) tienen frecuencias mucho menores que f

entonces la ecuacion (3.14) tomard la forma de la Figura 3.3

|G{x.y)|

Aff.y)

C(f+fay) l \ C(i,.y)

f, O f,

Figura 3.3 Espectro espacial de Fourier de la imagen para un valor de Y fijo

Para poder separar el indice de reflectividad a(x,y) se necesita pasar la sefial por
un filtro pasa bajas el cual debe estar centrado en f, . Para realizar lo anterior es
posible utilizar un filtro espacial o un filtro ideal (méscara) ya que la informacion no

se estd procesando en tiempo real.

La componente que se va a obtener filtrandola de las demas es la primera

componente armonica como se muestra en la figura 3.4.
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|G(x,y)|

f, O fo

Figura 3.4 Espectro espacial de Fourier de la imagen para un valor de Y fijo en
el cual se muestra la primera componente armonica la cual contiene la informacion

de fase.

Se recomienda que después de filtrar la sefial, esta sea trasladada al origen para

que C(f + f,, y) se convierta en C(f , y), esto se logra a partir de una operacion basada

en un teorema de la Transformada de Fourier discreta

el v x[n] & X(el@=w) | (3.15)
para poder realizar dicho corrimiento se tiene que obtener primero la FFT inversa de
la senal, esta transformada se realiza en una dimension es decir, se avanza en X
mientras que Y se mantiene como un parametro constante. Después se hace la

multiplicacion por el exponencial para poder enviar la sefal al origen en el espectro

espacial de Fourier

g(x,y) = 8'(x,y)etwm =% b(x,y)e®&y) (3.16)
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endonde 8'(x,y) es la transformada inversa de Fourier de la informacién ya filtrada.

En el caso de ejes Opticos cruzados, se realizan los mismos pasos para la imagen

que solo contiene el fondo (plano de referencia)’ y asi se obtiene:
8o(x,y) = §,(x,y)e™ == b(x,y)e ) (3.17)

y se genera de las ecuaciones (3.16) y (3.17), tomando en cuenta que se toma el

complejo conjugado de la ecuacion (3.17) una nueva sefial:

8(x,)-80"(x,) = |5 b(x,y)[2e™C») (3.18)

en donde

Ab(x,y) = ¢(x,¥) —do(x,y) . (3.19)

A¢p(x,y) en las ecuaciones (3.18) y (3.19) dan la modulacion de fase debido a la
distribucion de la altura del objeto. Se considera que esta operacidn no es necesaria en
elarreglo fisico de ejes Opticos paralelos, pero es recomendable aplicarla, ya que se
pueden cancelar errores causados por errores en la alineacion y /o distorsion por

causa de los lentes.

En este paso ya se tiene solo la informacion concerniente a las franjas, pero la que
nos interesa es la de fase Ad(x,y) ya que contiene los datos de profundidad del
objeto. Para la separacion de esta fase se proponen dos métodos que en realidad son
equivalentes: uno el método por algoritmos complejos y el otro por arco tangente de
cuatro cuadrantes. Ambos proveen resultados muy parecidos y ademas son sencillos
de implementar.

En el caso de logaritmos complejos para obtener la distribucion de fase Ag(x,y)

consideramos Unicamente la parte compleja sin tomar en cuenta la parte real.
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logldx,)-8" (x.y)] = logit-b(x )| ) +idglx3) . (3.20)

En el caso del arco tangente de cuatro cuadrantes para obtener la distribucion de

fase Ag(x,y) se aplica

Imag (& x,y).85(x
A (x,y) = arctan ( R‘Z(é(“i y’)nggi"; );)))')) ). (3.21)

En el caso de logaritmos complejos y arco tangente, los valores solo se
encuentran definidos en +m, por lo que la distribucion de la fase se dice que se
encuentra envuelta en este rango y consecutivamente tiene discontinuidades con
saltos de fase de 2m. La correccion de este problema, se denomina desenvolvimiento

de fase.
IIL 3. CONVERSION FASE-ALTURA

Para obtener la altura en unidades métricas analicemos las figuras 3.1 y 3.2. Se

puede observar que AE,HE. A ACHD, entonces:

5 _ _ dh(y)

D=— 20 (3.22)

En donde la altura del objeto h(x,y) se define como positiva cuando se mide hacia

adelante del plano de referencia R.  Substituyendo la ecuacion (1.19) en

Ap(x,y) = 2nfo(BD — BC) =2mfoCD , (3.23)

se obtiene

_ Ldd (xy)
Wxy) = oS onid (3.24)
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La formula anterior se puede expresar de forma tal que puede ser comparada
directamente con la formula de la topografia de moiré, asi que sustituyendo (3.3) en

(3.24) tenemos que:

Lo A% (Ly)
o Po

h(x,y) = W (3.25)

2m

donde w da el nimero N de franjas en orden en la topografia de moiré, la

ecuacion (3.25) es la misma formula que se usa en el método de Takeda et. AL La
diferencia entre la técnica del método de moiré y el método de perfilometria por
transformada de Fourier se debe a que la distribucion de alturas en la técnica de moiré
es dada a lo largo de un grupo discreto de lineas de contorno y el método de

perfilometria por transformada de Fourier ofrece todos los elementos de la imagen.
I11.4. DESENVOLVIMIENTO DE FASE

Eldesenvolvimiento de fase es un proceso computacional en donde una superficie
¢ es reconstruida en su llamada forma envuelta y. En la ausencia de ruido y(x) es
igual a ¢(x)+2nk(x), en donde k(x) es una funcion entera tal que -1 <y <m. El
problema del desenvolvimiento de fase ha ganado considerable atencidon en los
ultimos afios. Es una parte esencial de muchas aplicaciones de procesamiento de
sefiales coherentes como por ejemplo Radar Interferométrico de Apertura Sintética,
en interferometria Optica, etc, Sin embargo, los valores reales de fase no pueden ser
extraidos directamente de la senal fisica debido a que dichos algoritmos modifican la
sefial de forma en que sus valores se encuentran en unrango de +r radianes. Lo Uinico
que se puede obtener de los métodos mencionados es la fase envuelta, la cual se
encuentra limitada a valores entre mw y -7, pero cuando excede el valor de dichos
valores, la fase brinca a —m y viceversa. Por cada salto negativo de 27 se necesitaria

afiadir w, mientras que por cada salto positivo se necesitarian restar otros 2.
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El proceso de desenvolvimiento intenta proveer una estimacion de la funcion de
fase real ¢p dada la funcion y. Uno de los problemas que se presenta en el proceso de
desenvolvimiento es poder distinguir entre envolturas de fase genuinas producidas
por la funcion arco-tangente y saltos en la fase causados por discontinuidad del

objeto.

De manera general el algoritmo basico de desenvolvimiento de fase en 1-D es
como sigue: Se inicia con el primer punto, y se compara con el segundo, si la
diferencia entre el primero es igual o mayor a 2m entonces se le suma o se le resta
dependiendo del signo de la primera diferencia 2t a todos los puntos a partir del
segundo, y se repite dicha operacion hasta terminar con la linea de informacion. Si

no existe salto se continia hasta encontrar un salto y se realiza el desenvolvimiento.

En el caso de estar trabajando con mapas de fase, el desenvolvimiento en 1-D no
es suficiente, sin embargo dado el desarrollo actual, las aplicaciones que trabajan con
mapas de fase tales como lo son algunos microscopios electronicos y los sistemas de
apertura sintética de radar entre otros, han originado la creacidon de varios algoritmos
bidimensionales de desenvolvimientos de fase tanto complejos como simples, entre
ellos se encuentra el algoritmo de desenvolvimiento por confiabilidad siguiendo una

ruta o camino discontinuo.

III. 5. ALGORITMOS DE DETECCION DE FASE

La interferometria Optica, considerada como una técnica de medicion de
diferencias de caminos opticos, se funda en la superposicion de dos o mas haces
luminosos que satisfacen las condiciones necesarias para permitir la deteccion de un
patron de interferencia. Este patron se percibe como una serie de regiones brillantes y
oscuras distribuidas sobre un plano de observacién. De acuerdo al valor de la fase que
mantengan los haces en una region determinada, es que ésta aparece brillante

(diferencia de fase igual a 2w radianes, o un multiplo) u oscura (diferencia de fase
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igual a m radianes, o un multiplo impar). La irradiancia de una region es intermedia
cuando dicha relacion de fase conserva un valor entre los extremos mencionados.
Dado que dichas regiones adoptan frecuentemente la forma de bandas o franjas, son

conocidas justamente como "franjas" o "patrones de franjas".

Uno de los problemas esenciales de la interferometria consiste en determinar la
distribucion de fase entre los haces sobre la base de un patron de interferencia, esto
es, fundandose en las variaciones de la irradiancia a lo largo y ancho del campo de
observacion. La manera en que se modifica un patron de interferencia dando paso a
otro diferente, permite conocer también como evoluciona la distribucion de fase.
Aunque mediante la interferometria se busca, por lo general, determinar las
propiedades opticas del medio transmisor de los haces que interfieren (como el indice
de refraccion, directamente relacionado con la velocidad de la luz), el conocimiento
relativo a la distribucion de la fase no se limita a esto y proporciona, generalmente,
informacion diversa que depende del area de aplicacion y de las circunstancias

particulares en las que se realicen las mediciones.

Dentro del campo de mediciones interferométricas Opticas de gran precision,
resulta de fundamental importancia la determinacion del frente de onda, es decir, la
determinacion de la superficie que contiene Unicamente puntos con un mismo valor

de fase.

La determinaciéon interferométrica de diferencias de fase entre dos ondas
luminosas, puede conducir al conocimiento de la distribucion de fase de uno de los
frentes de onda cuando se conoce la del segundo. La razon de ello estriba, por un
lado, en que la informacion de la fase debe extraerse partiendo de una distribucion
espacial de irradiancias que no sdlo es afectado por la fase misma, sino también por

los cambios de amplitud que cada uno de los frentes de onda posean en el espacio.
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Desde finales de los afios 70 se ha venido desarrollando una técnica que consiste
en introducir una fase adicional f en alguna de las ondas que interfieren, de manera
que module el patron de interferencia en forma conveniente para su procesamiento

posterior.

La modulacion del patron puede ser temporal o espacial. Es esencialmente
temporal si la fase introducida inicamente varia en el tiempo (f = f(t)). El patron
puede resultar modulado solo espacialmente, cuando f surja al inclinar uno de los
frentes de onda (p.e., formando un angulo respecto de la direccion x). Asi, f = f(x),
donde f resulta directamente proporcional a x [8]. Este segundo tipo de modulacion
da lugar a los métodos de procesamiento asociados con el andlisis de Fourier y
fundamentados en el filtraje (llevado a cabo en el plano de las frecuencias espaciales)
alrededor de uno de los primeros 6rdenes del espectro del patrén modulado. Asi, la

fase introducida actiia como una frecuencia portadora espacial [8].

La modulacion del patron de interferencia puede conseguirse introduciendo un
pequefio corrimiento en la frecuencia de uno de los dos haces, resultando asi una
modulacion sinusoidal en cualquier punto del patron y que se comporta con una
frecuencia igual a la diferencia de frecuencias introducida entre los haces. Asi la
irradiancia sobre un punto fijo del patrén varia temporalmente con una fase
determinada por la diferencia de fase entre los haces sobre ese mismo punto. Este
procedimiento permite medir la fase en cualquier posicion dentro del patron de

franjas.

El corrimiento del patrén de franjas puede realizarse en forma discreta con
algunas ventajas, tales como un tiempo reducido de procesamiento y el uso de un
microprocesador [4]. Puesto que los cambios de irradiancia del patron de franjas son
causados por tres cantidades desconocidas (la fase, y los cambios espaciales de
amplitud de cada haz), se establece un sistema de ecuaciones con tres incognitas y, en

consecuencia, el numero minimo necesario de corrimientos discretos de fase es tres
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[2]. También se pueden efectuar cuatro, cinco o N +1 corrimientos, en lugar de tres.
En este estudio el método se aplicara para conocer caracteristicas cualitativas de
superficies de materiales milimétricos, y en base a esto, se toma la alternativa de

efectuar tres corrimientos.

Consideraciones que se deben tener en cuenta en la aplicacion de estos métodos:

1) los datos que se pueden medir con cierta confiabilidad estdn equidistantes en
fase. Resultaria conveniente tenerlos equidistantes en el campo de observacion,

especialmente si se busca determinar un frente de onda.

ii) el intervalo de incertidumbre en la posicion de la fase medida, depende tanto
de la manera con que varie la distribucion de fase a lo largo de la direccion de

medicion, como de la sensibilidad de deteccion de intensidad.

iil) la interpolacion no es confiable puesto que la intensidad del patron depende de
tres cantidades desconocidas: la fase a determinar y las variaciones de amplitud de

cada onda que interfiere.

Como se menciona en parrafos anteriores, la precision correspondiente a la
determinacion de las diferencias de fase entre dos frentes de onda, puede mejorarse
incorporando una fase f adicional apropiada en una de las ondas que interfieren
realizando algunos corrimientos, los cuales determinaran la manera en que las franjas
delpatron de interferencia se desplacen sobre el plano de observacion. Suponiendo un
desplazamiento lineal, la irradiancia sobre un punto del plano de observacion varia
sinusoidalmente. Esta modulacion particular, junto con la correspondiente deteccion
de los cambios de irradiancia, recibe el nombre de técnica de “amarre de fase”
(phase-lock,), principalmente por compartir una deteccion y un procesamiento tipico

de senales continuas.
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Si el desplazamiento aplicado se incrementa por intervalos, las franjas del patron
se desplazan también por etapas. Al tener un cierto numero n de intervalos, se
produce un nimero igual de patrones de interferencia. Sobre un punto fijo del plano
de observacion, y mediante los n valores distintos de irradiancia, correspondientes a
cada patron, puede definirse un sistema lineal de ecuaciones, con auxilio del valor del
corrimiento inducido de fase respectivo f = fn. En este sistema de ecuaciones, las
incdgnitas son, ademas de la fase, los cambios espaciales de las amplitudes de cada
onda que interfiere (o, equivalentemente, la irradiancia promedio del patrén y la
modulacion de las franjas). Este método se conoce como de corrimiento de fase. Y

consiste en un procesamiento esencialmente numérico.
I11.6. INTERFERENCIA DE HACES CON CORRIMIENTO DE FASE

Considérense dos ondas luminosas monocromaticas de frecuencia angular ® y
distribucion espacial de fase ¢;(x) donde X denota el vector de posicion y el indice i
acepta los valores 1 o 2. La amplitud de cada onda la describe la funciéon a,(x) que
por lo general no es constante. Si V;(X) es la representacion compleja de cada
perturbacion y se introduce un corrimiento de frecuencia dado por f(t), cada una de

ellas se describe como sigue:
Vi = a;(x) exp{—i(wt+ ¢, (x)} , (3.26a)
V, = a, (%) exp{—i(wt+ ¢, (x) + f(©))} (3.26b)
y la intensidad del patron de interferencia resultante se describe como:

I(x,t) = {a(x) + b(x) cos(f(t) + Aqb(x))} , (3.27)
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donde

a(x) =a?(x)+a5(x) , (3.28a)
b(x) = 2a,(x)a,(x)/alx) , (3.28b)
Ap(x) = ¢, (x) — ¢y (x) (3.28c¢)

obsérvese que en la ec. (3.27) se desconocen tanto a(x) como b(x) y la distribucion de
fase buscada A¢(x). Por tanto, conociendo tnicamente la intensidad 1(x,t) se podra
determinar la distribucion de fase solo en caso de que la intensidad promedio (a) y la
modulacion (b) no dependan de x. Esto ocurre cuando los frentes de onda de cada

perturbacidén son uniformes.

Segun se realice la modulacién f(t) de la ec. (3.27), en forma continua o por
intervalos (discretamente) se tiene una modulacion sinusoidal de pequefia amplitud
que ofrece buenos resultados. Ademas se supone que el error aditivo (proveniente

principalmente de los aparatos utilizados) es Gaussiano.

Ental caso, la modulacion puede representarse por

f@ =2 () rec (52): (3.29)

donde N puede tomar los valores 3,4,5,...,N. Cuando At, es despreciable de modo
que la funcion rectingulo (rect) en la en la Ec. (3.29) puede sustituirse por una 6 de
Dirac, las intensidades correspondientes al n-€simo corrimiento sobre un punto fijo y

realizadas en tiempos cualesquiera se expresan como sigue:
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I, =a+ bcos(Ap+f,) (3.30)
donde f, son los valores f(t) muestreados por 8(t —t,). Observemos que para
determinar A¢, se requieren, al menos, tres mediciones de la intensidad con el fin de
formar un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas (N = 3). En general, el
muestreo de fase se realiza entre 0 y 2m a intervalos iguales, lo que significa f, =

2r(n— 1)/N. Este es el caso de corrimiento de fase.

II1.7. MEDICION DE LA FASE

La fase entre la referencia y la de muestreo puede variarse en una cantidad
conocida, éstas se ajustan hasta tener un maximo o un minimo. La fase relativa
entonces, se identifica con el corrimiento necesario que proporcione un maximo,

mientras que un minimo ocurre con la diferencia =+ .

De acuerdo a este procedimiento, para medir todos los puntos del patron de
interferencia o bien la distribucion de la fase, resulta necesario mantener una fase de
referencia sobre un punto del interferograma, rastreando el resto del patron con
corrimientos de fase. El conjunto de mediciones, proporciona una muestra de Ila

funcion diferencia de fase entre los frentes de onda (digamos ¢(x)).

Respecto a los métodos de deteccion para conseguir una buena precision en las
mediciones de fase resulta conveniente obtener una recoleccidon de datos de fase
espacial por medio de un procesamiento digital

De hecho, en la actualidad existen en el mercado una amplia variedad de sistemas
de deteccion, y en este caso para nuestro estudio se utilizard un sensor de matriz
(CCD) por considerarlo el mas adecuado por su facilidad de direccionamiento y
también porque a través de un CCD es posible la deteccion de variaciones de

intensidades y su almacenamiento en computadora.
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IIL.8. INTERFEROMETRIA POR CORRIMIENTO DE FASE

Considerando que en la intensidad del patron existen tres cantidades desconocidas
a, b y la distribucion de fase A¢, idealmente se requiere de tres intensidades para
formar un sistema de ecuaciones por punto que permitan calcular la fase. Mediante la
introduccion de tres corrimientos perfectamente conocidos en la fase de uno de los
haces, se obtienen tres interferogramas independientes, lo que significa tener tres

ecuaciones con tres incognitas y tres parametros conocidos (las fases) por punto.

Considérese la Ec. (3.30) con n = 1,2,3. Si los valores de f,, son 0°, 120° y -120°

se tendra para este caso en particular

I, = a+bcos(Ad + f;) = a+ bcosf,cosAd — bsenf;senAd , (3.31a)
I, =a+ bcos(Ap + f,) = a+ bcosf,cosAd — bsenf,senAd , (3.31b)
I; =a+ bcos(Ap + f3) = a + bcosfy;cosAp — bsenf;senAd ,  (3.31c)

sise consideran los valores para f,

I; = a + bcos 0°cosAd — bsen 0°senAd (3.32a)

I, =a+b[(1)(cosAd)] — b[(0)(senAd )] , (3.32b)

I, = a+ bcos 120°cosA$ — bsen 120°senA (3.32¢)
L=a+b [(— %) (cosAq))] —b [(?) (senAd )] , (3.32d)
I; = a+ bcos(—120°)cosAd — bsen (—120°)senAd (3.32¢)

Iy = a+b[(=1) (cosAp)] - BI(—D)(sendd)] . (3.32)
Las cuales se pueden reducir a

I, = a+bcosAp (3.33.a)
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L = a—b[(}) (cosAp)] - BI(L) (senddp)] (3.33.b)
I;=a-b [G) (cosAd))] +b [(?) (senAd )] (3.33.¢)

Considerando que tanto a como b permanecen constantes en un mismo punto
durante las tres mediciones y resolviendo simultaneamente las ecuaciones anteriores

tenemos que:

_ V3(3-h)
tan A = —211 - , (3.34)

basta emplear la funcidn tangente inversa para determinar A¢ modulo w. Las
formulas que proporcionan A¢ basadas en estas soluciones se conocen como de arco

tangente.

Otro caso particular del método de tres pasos es tomar los valores de f, con 60°,
180° y 300° los tres corrimientos estan igualmente espaciados y distribuidos.
Analogamente como en el caso anterior, consideremos la ecuacion 3.30 con n=1,2,3,

y se tendra para este caso en particular el siguiente resultado para la fase

tan ¢ = —y3-h) (3.35)

L =25+ 1

Consideremos la ecuacion 3.29, la cual nos da la funcidon de modulacion. El
muestreo de fase se toma en un intervalo constante entre 0 y 2 mostrado en la figura
3.5 debido a que es equivalente al andlisis de Transformada Discreta de Fourier. Asi
las funciones muestra de referencia para este caso en particular tomando los valores
de f, con 60°, 180°, 300° y x, = 2m, se obtienen al sustituir estos valores en la
ecuacion (3.29) y estan dados en las ecuaciones (3.36) y (3.37) y se pueden

representar en un diagrama como se ilustra en la figura 3.5.
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9100 =26 (x—Z) - L — 2y | (3.36)

1 X, 3x, 1 5x,.
gz(X):ES(X—?)—6(X—?>+E6(X—T) . (337)
th i 1
sin (27fX) ©0s (21, X)
W11'—"" / --..._.\W21/ W23 "
- rs
g T S W12 X ™~ /’T X
7 - N ’
‘ \\ l{/’l \\'\. l ///
Wis Wao

Figura 3.5. Division de la funcion en tres pasos a 120° (60°, 180°, 300°)
para medir la fase.

Los tres puntos de muestra estan igualmente espaciados y distribuidos
uniformemente a lo largo de la funcién periodica seno(2rf,x,) para g,(x) y la

funcion cos(2nf,. x,) para g, (x).

Asi las expresiones de la transformada de Fourier G, (f) y G, (f) estan dada por

G,(f) = \/_sen( f)exp[—m(———)] (3.38)

-1 — 2r [ —im(L —
G,(f) =[1— cos ( 3 fr) exp| m(fr 1) (3.39)
Es importante sefialar que se afiade un periodo de 7, en caso necesario, a todas las

expresiones de la transformada de Fourier G,(f) y G,(f), a fin de que su amplitud

quede expresada en valores positivos, con respecto a la frecuencia de referencia f, .

Si la frecuencia de referencia y las frecuencias muestra son conocidas se puede

obtener el valor de la fase determinando el valor de r (f) dado por
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V3sen ( )tan '(rr—+¢>)
r(f) =-— T : (3.40)
1—cos i 37, )

III.§. FORMA GENERAL DE ARCO TANGENTE PARA 3
CORRIMIENTOS

Alrecorrer la fase en la ecuacion 3.30 por tres valores f,, conn = 1,2,3, se puede

mostrar que la fase A¢p médulo n estd dada en su forma general por

_ (13 _IZ )COS f1 +(Il —13)C05f2 +(12 —11 )COS f3
tan A(I) - (3—=L)sen fi+(; —I3)sen f,+(l,—1;)sen f3 ’ (341)

donde se verifican los dos casos anteriores (dados por la ecuacion 3.35) como casos
particulares. Sustituyendo A¢ en la ecuacion 3.30, la fase puede determinarse modulo
2n. La fase total se evalia mediante la continuidad de la funcion de fase bajo la
suposicion de que varia en menos de m entre los valores adyacentes. Este

procedimiento se extiende a mas de tres corrimientos, con f, = 2n(n — 1) /N.

Como se menciona en parrafos anteriores el muestreo de fase requiere de un
intervalo constante entre 0 y 2n debido a que es equivalente al andlisis de
Transformada Discreta de Fourier. Existen otros métodos que no necesariamente se
hacen entre 0 y 2m aunque los intervalos deben ser idénticos, y también existen
métodos que no requieren de intervalos igualmente espaciados, sin embargo en este

estudio esos métodos no los aplicaremos.

Ahora anidlogamente como en los casos anteriores, consideremos la Ec. (3.30) con

n=1,2,3, tomando los valores de f,, con 0°, 90° y 180°, se tendra para este caso en

particular el siguiente resultado

—S,+25, —S;

tang = — S5,

(3.42)
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Estos tres puntos se encuentran espaciados de manera no uniforme a lo largo del

periodo de referencia y sus funciones g, (x) y g,(x) se encuentran dadas por

9:1(0) = —600) + 26 (x = 2) = 5(x = ) |

g,(x) = 8(x) —6(x —XZ—’) ,

y sus transformadas de Fourier por

G,(f) = 4sen? (EL) exp (_lgfi) ’

47, :

6. = tsen 3o et (£ 1)

El valorde r (f) es

- _ mf S
r(f) = —tan (4 fr)tan..Ccl)+ 2F 2

II1.9 ALGORITMO DE TRES PASOS POR WYANT

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

Una interesante version de un algoritmo de tres pasos fue propuesto por Wyant et

al. (1984) y mas tarde por Bhushan et al. (1985). En este caso, la expresion de la fase

es muy sencilla. Los tres puntos de muestreo estan separados por 90°, como en el

algoritmo anterior, pero con una compensacion de 45 ° (es decir, la primera toma de

muestras se toma en el punto -45 ° con respecto al origen).

Estos autores toman los valores de f,, con -45°, 45° y 135°, como se muestra en la

Figura 3.6. De este modo, obtenemos el siguiente resultado:
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Figura 3.6 Division de la funcion en tres pasos por el método de wyant’s para medir

la fase

tang = —% (3.48)

Las funciones de referencia son las siguientes:
g1(x) = (x + ) +6 (x - );—r) , (3.49)
g,(x) = 6(x —);—r) -6 (x - %) , (3.50)

Entanto que G,(f) y G, (f) estan dadas por
G (f) = \/_sen( )exp( ) , (3.51)
y

G,(f) —\/_sen< )exp[—l—(z—l)] : (3.52)

Estas funciones tienen la misma amplitud en todas las frecuencias de manera que

sus graficos se superponen uno sobre el otro. El valor de r (f) esta dado por:
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_ ___ seng
r(f) = il (3.53)

Esta expresion se usa para encontrar la fase en la presencia de desfase, si la

magnitud de este desfase se conoce.

En principio, los algoritmos de tres pasos son suficientes para determinar las
constantes desconocidas. En este estudio se analizan diferentes materiales en forma
cualitativa, sin embargo, en aplicaciones que se requieren analisis en forma
cuantitativa algunos autores advierten que los algoritmos de tres pasos presentan
pequefios errores de medicion que pueden tener un gran efecto en los resultados, por
lo cual sefialan que los algoritmos de cuatro y mas pasos pueden ofrecer mejores
resultados en analisis cuantitativos. En este estudio mencionaremos el método de
cuatro y el de cinco corrimientos, sin embargo no realizaremos un analisis detallado
sobre estos algoritmos, ya que en nuestra aplicacion por sus caracteristicas se trabajo

con los algoritmos de tres pasos.
I11.10. METODO DE CUATRO CORRIMIENTOS

Este algoritmo evalua implicitamente los corrimientos reales en cada punto y los
utiliza para calcular los valores de la diferencia de fase original entre los haces. La
forma mas simple de tal algoritmo, requiere de cuatro mediciones de intensidad en
cada punto correspondiente a N = 4. Si los corrimientos se realizan a intervalos
iguales de modo que se alcancen los valores de -3, —, &, 3 < se obtienen las
formulas conocidas como de Carré. En este caso no se necesita un muestreo de 0 a

2m, aunque el intervalo debe ser constante.

3L,—31; —I; +1,
L—L—I3+I,

tan? o«= , (3.54)
(L =35 —I +1,) (I +1, —I; —1,

2
tan® <=
(I — L =I5 +1,)?

(3.55)
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II1.11. METODO DE CINCO CORRIMIENTOS

Para superficies planas y esféricas con alta precision, resulta deseable el empleo
de ondas luminosas con amplitudes casi uniformes. Esto origina que cuando la
diferencia de fase entre los haces sea cercana a mm, con m entero, los numeradores y
denominadores de las ecuaciones (3.54) y (3.55) tiendan a cero, incrementando las
incertidumbres en Ad y en a. El inconveniente se evita con un algoritmo que use
cinco mediciones de intensidad correspondientes a cinco corrimientos de -2a, -a, 0, a,

2a. Las intensidades dan lugar a la siguiente igualdad

=l _ sen asenAd
2b—Is—1; (1—cos2a) cos Ap

(3.56)

Cuando a =90° la variacion del segundo miembro de la ec. (3.56) es cero y

entonces

_ 2(h-1)
tanAdp = Tl (3.57)

que puede usarse sin restriccion.
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CAPITULO IV DESARROLLO EXPERIMENTAL Y RESULTADOS

En este capitulo se describe el arreglo experimental utilizado y los pasos que se
realizaron durante el proceso para la adquisicion de formas en tercera dimension, a
través de los métodos de deteccion espacial de objetos: Perfilometria por
transformada de Fourier y el método de Corrimiento de fase por pasos asi como los

resultados obtenidos

IV.1 ARREGLO EXPERIMENTAL

Uno de los elementos fisicos planteados en el articulo de Takeda [8] para la
obtencion de la transformada radpida de Fourier del objeto en estudio es el elemento
que proyectard el patron de franjas. Este elemento podria ser cualquier sistema que
proyecte un plano de luz modificado sobre la superficie a analizar. En este caso se
tenia acceso al equipo que se encuentra en el laboratorio de 6ptica de la Facultad de
Ciencias Fisico Matematicas.

Para decidir cudl equipo proveia un mejor resultado, fueron desarrolladas distintas
pruebas para poder encontrar el elemento de proyeccion que diera mejor resolucion
sobre los cuerpos y que fuera facil de usar y ademas que fuese un sistema con buena
estabilidad mecéanica. Dichas pruebas fueron cualitativas, tomando en cuenta el color
reflejado por los cuerpos y la calidad de las lineas vistas por el dispositivo CCD

(Camara). En este caso se seleccionaron los equipos mostrados en la figura 4.1.

La ventaja obtenida de los equipos seleccionados para el arreglo experimental se
debi6 a su facilidad de uso, a la mejor resolucion sobre los cuerpos y a que
simplemente era un arreglo robusto y mantenia buena estabilidad mecanica en

comparacion con otras técnicas como por ejemplo interferomtria de Mach-Zehnder.
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Figura 4.1. (a) Microscopio (b) rejillas de 150 y 500 lin/mm y (c) camara CCDy
fuente de luz blanca.

IV.2 ADQUISICION DE IMAGENES

Para implementar el arreglo y obtener las imagenes de los materiales a analizar, se
utilizd6 una camara CCD conectada a una computadora y colocada sobre el arreglo
que se muestra en la figura 4.2 de tal forma que estas imagenes fueran obtenidas con
la mayor nitidez posible para que fuesen ficiles de procesar por los algoritmos FFT y

corrimiento de fase. En la figura 4.3 se muestran las imagenes obtenidas de diferentes

objetos sobre los que se proyectaron franjas de la rejilla.

Figura 4.2. Arreglo experimental para adquirir la imagen del material a
analizar.
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(d) ()

Figura 4.3. Imagenes de los materiales antes de ser procesados a) reverso de un
cheque, b) trozo de un taquete de madera, c¢) papel troquelado con una llave allen,
d) cartulina blanca sobre la que se practico una linea con tinta negra, €) ceramica

de color cafe.

IV.3 PROCESAMIENTO DE IMAGENES

El formato en el que las imagenes son enviadas desde el dispositivo de
adquisicion CCD a la computadora es el de JPG de 8 bits de color y el tamafio
seleccionado en la camara es de 640 x 480 pixeles.

En este caso para el procesamiento de las imagenes se utilizé el software Mathcad
que es un ambiente de programacion enfocado a las matematicas. En si, su manera de
realizar calculos se basa en el manejo de matrices de datos. Para ello se requiere que
el formato de las imagenes digitales se encontrara en BMP vy transferirla en escala de
grises de 8 bits, ya que el uso de escala de grises en las imagenes asegura que la
imagen contenga en cada uno de sus registros solo el valor de intensidad que le

corresponde. Puesto que Mathcad utiliza una sola matriz para almacenar sus datos y
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ademas el uso de escala de grises de 8 bits aseguraba que la matriz antes mencionada
contuviera en cada uno de sus registros solo el valor de intensidad de luz que le
correspondiera, este proceso realizado nos proporcionaba el formato mas indicado

para poder importar y manipular la imagen.

Para convertir la imagen del formato de captura de la CCD al formato requerido
por Mathcad se puede utilizar un editor de imagenes cualquiera. Para fines de este
trabajo, el editor de imagenes que se utilizé fue Photoshop el cual fue escogido por su
facilidad de uso, por contener una herramienta de corte que permite definir los puntos
cortados y repetirlos en una segunda imagen y principalmente por contener un

sistema para convertir de color a escala de grises de varias profundidades.

Dentro del editor de imégenes Photoshop en caso de necesitar recortar la imagen,
se hard uso de la herramienta de corte contenida en el paquete. Después de esto cada
imagen sera exportada en formato BMP lineal de escala de grises de 8 bits. La

imagen obtenida en este proceso se muestra en la figura 4.4.

Figura 4.4. Imagen del material que se analiza en este caso ceramica, en escala de
grises y convertidas a bmp.
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IV.4. PERFILOMETRIA POR TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER

En esta seccion se detallan los pasos necesarios para obtener la imagen de la

superficie analizada usando la transformada rapida de Fourier.

IV.4.1. OBTENCION DE LA TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER

Hasta ahora solo se ha trabajado en el proceso de obtencion de la imagen y
procesado para que Mathcad pueda interpretar los datos, a partir de este punto, todo el
proceso se llevara a cabo en el ambiente de Mathcad. Como primer paso para la
obtenciéon del modelo de un cuerpo en la computadora, la imagen tiene que ser
importada con la instruccion:

Patron =READBMP(“nombre imagen.bmp™)
de esta manera ya se pueden realizar operaciones con los datos contenidos en la
variable “nombre imagen” y MathCad la asocia a la variable: Patron

El siguiente paso comprende la obtencion de la Transformada Rapida de Fourier
(FFT) de cada linea de la imagen. En la figura 4.5 se muestra la fotografia de Ila
transformada. En este proceso el resultado es una matriz que contiene por cada linea
la transformada de Fourier de la linea que le corresponde en la imagen. El siguiente
procedimiento es la determinacion de la frecuencia de la primera componente
armdnica en la imagen.

Aqui es importante observar que al reducir la frecuencia de las lineas, la
frecuencia en radianes de la primera componente armdnica también va reduciéndose.
La relacion entre estas dos frecuencias no es lineal, pero en este caso se encuentra que
si estdn directamente relacionadas. En el caso de la experimentacién con una
frecuencia muy baja de lineas, tenemos que se observa el fendmeno de aliasing
(translapamiento) a la primera arménica. Asi que se puede sacar una primera
conclusion, la frecuencia de las lineas tiene que ser relativamente alta para que no

exista aliasing (translapamiento) en la informacion.
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Figura 4.5. Imagen de la FFT del patron de franjas.

Debido a que la funcion procesa la frecuencia por linea, el patron de lineas tiene
que ser vertical, ya que si no es vertical, la FFT no encuentra cambio de frecuencia,
esto se puede demostrar facilmente al utilizar el patron de una manera horizontal, o
sea, en el mismo sentido del barrido de la FFT y el resultado que se obtiene es que no
existe la componente armonica, solo un poco de ruido, eso se debe a que las lineas no
estan exactamente alineadas a la horizontal de la cdmara. Asi que si se desea procesar
una imagen con un patron de lineas horizontales, se necesita realizar el programa o

funcion que las procese de forma horizontal.

Si la primera armonica no es detectada a primera vista, un método para poder
definir la frecuencia a la que se encuentra dicha componente es la de obtener su
posicion en la imagen de la transformada del plano de referencia. En este caso se

utilizod este método.

Una vez que se encontrd la posicion de la primera componente armonica, se
procedi6 a pasar la sefal por un filtro pasa bajas con frecuencia central ubicada en
dicha posicion. El filtrado pasa bajas realizado sirve para eliminar la informacion de

intensidad del fondo y solo tener la informacion de amplitud del fondo y la fase del
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patron de lineas. En este caso se utilizo un filtro ideal ya que era el mas sencillo y el
que mejor respuesta daba, para ello se multiplica la FFT del patron por la méscara
creada para el orden -1 de difraccion. Dicho filtro no seria practico en caso de
procesar informacion en tiempo real, pero en este caso no existe ningiin problema ya
que la informacion fue almacenada y procesada tiempo después. En la figura 4.6a se
muestra el filtro o mascarilla usada y en la figura 4.6b el producto de la transformada

de Fourier y el filtro pasa bajas.

(a) (b)

Figura 4.6. a) Mascara para filtrar la imagen y b) imagen filtrada

Una vez que se ha filtrado la imagen solo se tiene informacion acerca de la fase
y de la amplitud del patrén de franjas y es recomendable recorrer la componente
filtrada hacia el origen. Este paso no es obligatorio pero es recomendable recorrerla
y en nuestro caso si se procedié a recorrerla, ya que los resultados eran mas estables
y con menor ruido. Para recorrer esa informacion al origen existen varias formas,
como se realizd en este caso, se recorta una submatriz del lado izquierdo para hacer
el ajuste del lado derecho y colocar el orden -1 en el centro de la imagen (Figura

4.7)
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Figura 4.7. Representacion de la imagen filtrada y recorrida al origen
Se logra apreciar en la figura 4.7 la primera componente filtrada y recorrida al
origen, pero auin se necesita separar la fase de la amplitud de las franjas. Para hacer
dicha separacion se aplica a la imagen la funcion arco tangente (atan2) y al resultado
se le da un nombre. En este caso, el resultado fue nombrado como: fase_envuelta y se

realiza con la instruccion:

fase_envuelta: = atan2(Re(t_i_desentrada),Im(t_i_desentrada))

Después de aplicar la funcidn arco tangente a la imagen, se obtiene la fase envuelta

tal como se muestra en la figura 4.8.

Figura 4.8. Mapa de fase envuelta del patrén proyectado obtenido por medio del
arco tangente (atan2).
Como se puede observar en la figura 4.8 se puede determinar que el método de

arco-tangente (atan2) puede ser usado para separar la informacion de fase.
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IV.S DESENVOLVIMIENTO DE FASE

El resultado obtenido hasta este punto atin no ofrece informacién de profundidad,
debido a que la informacion se encuentra contenida entre los valores de +m. Esto se
puede explicar ficilmente porque la funcidon de arco tangente se encuentra definida
solo entre los valores de +m. Por lo cual la informacidn tiene que ser expandida, a esto
se le denomina desenvolvimiento de fase.

El desenvolvimiento de la fase es algo sencillo pero se complica cuando la
informacion y la calidad de la misma son deficientes y pueden hacer que esta labor
sea mas ardua. Asi que en estas condiciones, el resultado del desenvolvimiento no es
siempre bueno, pero si debe de ser aceptable. Existen muchos métodos de
desenvolvimiento de fase pero solo se intentardn dos: El método sencillo de suma y

resta de modulos de 2n y el método de regularizacion.

IV.5.1 DESENVOLVIMIENTO DE FASE POR EL METODO SENCILLO
DE SUMA Y RESTA

En la figura 4.8 se muestra el mapa de fase envuelto del material que se analiza en
este caso una ceramica; dicho plano se encuentra envuelto entre los valores de +n y
por tanto se necesita desenvolver.

Para aplicar la técnica de desenvolvimiento, se utiliza la funcion de Mathcad,
Unwrapp(env,m,it) que viene implementada dentro del mismo paquete, dicha funcién
realiza los pasos referentes al desenvolvimiento. Como primer paso para desenvolver
un mapa de fase por el algoritmo de suma y resta es necesario desenvolverlo en una
dimensién, esto quiere decir que se haga primero ya sea en direccion de las columnas
y luego en direccidon de los renglones o bien primero en direccion de los renglones y
luego direccién de las columnas respectivamente. La imagen obtenida se muestra en

la figura 4.9.
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Figura 4.9. Imagen de la fase desenvuelta por el método de sumay resta.

IV.5.2 DESENVOLVIMIENTO DE FASE POR EL METODO DE
REGULARIZACION

Este método es en su totalidad un método en dos dimensiones. Al igual que en el
método de desenvolvimiento de suma y resta, se utilizara el mismo material envuelto
en la fase para poder desarrollar las pruebas a este algoritmo (Figura 4.8). En la figura

4.10 se muestra el resultado obtenido con el método de regularizacion.

Figura 4.10. Imagen de la fase desenvuelta con el método de regularizacion.

Aunque existan diferencias entre ambos métodos, al final en el momento del
desenvolvimiento de fase se tienen resultados parecidos, asi que se pueden probar con
ambos métodos y seleccionar el mas optimo cuando se realiza la conversion fase-

altura.
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Como podemos observar si existe diferencia en las imagenes mostradas en las
figuras 4.9 y 4.10 y en este caso el método de suma y resta resultdé ser mas optimo

que el método de regularizacion.
IV.6 CONVERSION FASE-ALTURA

En esta parte se obtienen las dimensiones fisicas reales del cuerpo, convirtiendo el

valor de fase en valores de alturas reales mediante la ecuacion:

lop Ap(x,y)
[

h(x,y) = [Po Aw(xy)] i (6)

se puede ver que % da el numero N de franjas en orden en la topografia de moir¢.

En la figura 4.11a-c se muestra la topografia obtenida con diferentes rotaciones o

perspectivas utilizando el método de suma y resta y el método de regularizacion.

(c) (d)

Figura 4.11. a) y b) Mapa de fase real por el método de suma vy resta con diferente
rotacion; c) y d) Mapa de fase real por el método de regularizacion con diferente
rotacion. Estas imagenes fueron obtenidas para la ceramica.
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a) b)

Figura 4.12. a) y b) Mapa de fase real del cheque por el método de suma y
resta con dos rotaciones.

a) b)

Figura 4.13. a) y b) Mapa de fase real de madera por el método de suma y resta
con dos rotaciones.

a) b)

Figura 4.14. a) y b) Mapa de fase real de una raya sobre un papel por el método
de suma Yy resta con dos rotaciones.
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IV.7 METODO DE CORRIMIENTO DE FASE POR PASOS

La interferometria de medicidon de fase es una técnica de procesamiento de
interferogramas de baja densidad de puntos y que evita errores de interpolacion en la
ubicacion de los centros de franjas, en aquellas que usan sistemas de video. Esta
técnica se basa en la captura y procesamiento de n medida de intensidad, tomada
mientras se introducen corrimientos constantes en la fase del haz de referencia.

Generalmente el desfase introducido debe ajustarse a un valor preciso de
corrimientos controlados de fase. Como se menciond en el capitulo anterior se
requieren tres tomas como minimo para la reconstruccion de la fase mediante un
algoritmo adecuado, aunque también se pueden implementar algoritmos de cuatro
pasos o en general N+1 pasos para la reconstruccion de la fase, como por ejemplo el
algoritmo de Carré de cuatro pasos.

Para poder utilizar estos algoritmos debe ajustarse la orientacion y frecuencia
espacial del sistema de franjas de tal modo que se logre conseguir una diferencia de
fase constante y la modulacion de amplitud apropiada.

En este caso para la adquisiciéon de formas en tercera dimension de materiales a
nivel milimétrico a través de métodos de deteccion espacial de objetos, se basa en la
captura y procesamiento de 3 medidas de intensidad tomadas mientras se introducen

corrimientos constantes en la fase del haz de referencia.
IV.7.1 CAPTURA DE IMAGENES

Para obtener las imagenes de los materiales a analizar se utilizo el arreglo que se

mostr6 en la figura 4.2; el nimero de tomas de muestras fueron tres con corrimientos

de fase de g

La irradiancia registrada por el detector CCD estard determinada por la funcién de

distribucion de intensidades registrada por la cdmara y almacenada en la
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computadora. Enseguida se realizan los corrimientos e igualmente estas nuevas
imagenes son almacenadas.

Una vez que se ha trabajado en el proceso de la obtencion de las imagenes y
procesado para que Mathcad pueda interpretar los datos, a partir de este punto todo el
proceso se llevara a cabo en el ambiente de Mathcad. Como primer paso para la
obtencion del modelo de un cuerpo en la computadora, las tres imdgenes de muestra
son importadas mediante la siguiente instruccion

P1=READ IMAGE(“500cerpl.bmp”),p2:=READBMP ((“500cerp2.bmp”),
p3=READBMP(“500cerp3.bmp™)

En este caso 500cerpl.bmp, 500cerp2.bmp y 500cerp3.bmp son los nombres de
los archivos que contienen las imagenes. De esta manera se importan las tres
imagenes pl, p2 y p3.

Los objetos utilizados en este caso son la pieza de ceramica, el trozo de taquete y
el reverso del cheque, ya mostrados en la figura 4.3. En la figura 4.11 se muestra la
proyeccion de franjas en cada uno de los objetos con sus corrimientos de fase; con
estas imagenes se puede obtener la fase envuelta por medio del arco tangente.

El siguiente paso consiste en generar un vector con las filas del patron y un vector
con las columnas del patron. Enseguida se puede optar por leer una posible méascara
de geometria wregular que ayude a desenvolver la fase, dicha mascara es una imagen
que debe ser binaria (blanco y negro; 0 y 255). Se puede crear en el paint o en
photoshop. Si la fase envuelta es de campo completo (hay informacion en todo el
campo observado) se utiliza la sentencia para campo completo. Como la fase que
queremos desenvolver tiene zonas sin informacion en las orillas inferior y derecha,
recortaremos toda la orilla utilizando la funcién submatrix (nativa de mathcad). Esta
operacion la podemos omitir si credramos una imagen (mascara de desenvolvimiento)
en paint coloreando de negro la zona sin informaciéon y de blanco el resto y Ia

leyéramos en la primera sentencia “mascara_des”.
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o ulll “l “IIIII
(b) Cheque 1,2 y 3 ||||||||
(c)Madera 1,2 y3 l““‘l"

Figura 4.11. Imagen modulada de la fase envuelta de 3 materiales que se analizan
con tres patrones de interferencia con un corrimiento de fase de /2.

Siguiendo el mismo procedimiento que en el método de perfilometria arriba
mencionado, se puede obtener la imagen de la topografia para cada uno de los
objetos. En las figuras 4.12-4.14 se muestran las imagenes obtenidas para cada caso

en diferentes rotaciones.
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Figura 4.12. Imégenes de la topografia de la ceramica
vista en diferentes perspectivas.

¢)

Figura 4.13. Imagenes de la topografia del cheque
vista en diferentes perspectivas.
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d)
Figura 4.14. Imagenes de la topografia de una raya sobre un papel
vista en diferentes perspectivas.
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CAPITULO V. CONCLUSIONES

En esta tesis se han presentado los resultados experimentales obtenidos a
partir de la utilizacién de interferferometria digital con los métodos de “perfilometria
de Fourier” y “Corrimiento de fase por pasos”, con el objeto de obtener mapas de
deformaciones topograficas de materiales a nivel milimétrico a partir de proyeccion
de franjas, el cual nos ha permitido realizar analisis cualitativos. Es importante
observar que la interferometria digital nos permite hacer registros interferométricos
de una forma mas simple y en condiciones mas adversas, con respecto a la
interferometria holografica, su desarrollo ha abierto nuevas perspectivas de
aplicaciones logrando que se constituya en una técnica complementaria de la
interferometria holografica.

Los experimentos efectuados en los materiales que se analizaron en este trabajo nos
permitieron verificar que:

1. Los métodos propuestos son adecuados, validos y viables para el analisis de
materiales a nivel milimétrico, y proveen informacion cualitativa de fécil
comprension e ilustracion.

2. El arreglo experimental es un arreglo facil de realizar y de utilizar, presenta
una buena resolucion sobre los cuerpos y ademas es un arreglo robusto que
mantiene buena estabilidad fisica en comparacidén con otros equipos. El
montaje utilizado hace posible documentar el analisis cualitativo de la
topografia de materiales

3. Estos métodos de analisis son no destructivos

4. Con esta propuesta se pueden analizar y comparar diferentes materiales con
aplicaciones al muestreo para control de calidad, ingenieria inversa, etc.,
porque ademas de reproducir fielmente contornos de los objetos analizados,
puede proveer valores numéricos de las alturas y profundidades

Queda pendiente en esta tesis para un trabajo posterior realizar la
interpretacion cuantitativa por los métodos de perfilometria y corrimiento de fase la
cual nos permitira realizar mediciones de deformaciones de manera bastante precisa
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APENDICE A. TRANSFORMADA DE FOURIER

El andlisis de Fourier es una herramienta universal que ha encontrado aplicacion
en diversos dmbitos de la fisica y la ingenieria. En este apéndice nos ocuparemos de
sus aplicaciones en Optica y, en particular, con aplicaciones al procesamiento de
imagenes. En una primera aproximacidén, podemos decir que todos los dominios
transformados que se utilizan dentro del tratamiento digital de imagenes tienen la
misma forma bésica que puede expresarse mediante una aplicacion de la

Transformada de Fourier.

Hasta cierto punto, la transformada de Fourier es como un segundo lenguaje para
describir funciones. En el caso del tratamiento digital de imadgenes debe uno
familiarizarse con el dominio espacial y el dominio frecuencial al momento de

resolver un problema.

Por ello en este apéndice se hace una revision sencilla de las propiedades
matematicas basicas de la transformada de Fourier. El material presentado en este
apéndice se refiere a la matematica espacial en dos dimensiones (como es necesario

para la mayoria de los problemas en la dptica).

Muchos fenémenos fisicos se encuentran experimentalmente y para poder
entenderlos y manipularlos se repite en idénticas condiciones el comportamiento de
respuesta a diversos estimulos idénticos que actiian en un mismo tiempo, de tal forma
se experimenta por ejemplo con cada uno de los estimulos componentes y se analiza
si el comportamiento de la suma de las respuestas de estos estimulos es idéntica a la
suma de las respuestas que produce individualmente cada uno de los componentes del
estimulo. De esta forma se van estableciendo las propiedades bdasicas de estos
fendmenos, en este caso cuando la suma de las respuestas de cada uno de los

componentes de estimulo individual es idéntica a la produccion de estimulos

74



componentes totales que actiian al mismo tiempo, estos fendémenos se llaman lineales

y comparten la propiedad que se llama linealidad.

El hecho de observar la propiedad de linealidad conduce a una gran
simplificacion en la matematica y la descripcion de tales fendmenos y representa la
base de una estructura matematica a la que nos referiremos aqui como teoria de
sistemas lineales.

La gran ventaja que ofrece la linealidad es la habilidad para expresar la respuesta
(va sea el voltaje, corriente, amplitud de la luz, o la intensidad de la luz) a un estimulo

complicado en términos de respuestas a ciertos estimulos "elementales".

Redes eléctricas, compuestos de resistencias, capacitores e inductores son lineales
por lo general en una amplia gama de compuestos. Ademads, la ecuacion de onda, que
describe la propagacion de la luz natural a través de los medios de comunicacidon nos
lleva a considerar que las distribuciones de las imagenes Opticas de "objeto" son de
comportamiento lineal, asi mismo Ila distribucién de luz en "imagen" sus

distribuciones de luz son lineales.

Si la iluminacién utilizada en un sistema Optico presenta una propiedad
denominada coherencia espacial, entonces veremos que es adecuado describir la luz

como una distribucion espacial de amplitud de campo de valores complejos.

Cuando la iluminacion es totalmente carente de coherencia espacial, es apropiado

describir la luz como una distribucion espacial de intensidad de valor real.
La atencién se centrara en el analisis de sistemas lineales con valores complejos

de entrada, los resultados para valores reales de entrada estin entonces incluidos

como casos especiales de la teoria.
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Una herramienta matematica de gran utilidad en el andlisis de los fendmenos
lineales y no lineales es el andlisis de Fourier. Esta herramienta es ampliamente
utilizada en el estudio de las redes eléctricas y los sistemas de comunicacion y

también en sistemas Opticos.
A. 1. Definicion y condiciones de existencia
La transformada de Fourier (o el espectro de Fourier, o espectro de frecuencias),

de una funcidon compleja g (en general de valores complejos) de dos variables

independientes X e y se representa aqui por F(g) y se define por la siguiente ecuacion:

F(g) = [~ g(x,y)exp[— j2n(fox + f,y)] dx dy . (A1)

La transformada se define como una funcion de valores complejos y es en si
misma una funciéon de dos variables independientes f, y f,, que se refieren en
general a las frecuencias. Del mismo modo, la Transformada Inversa de Fourier de

una funcién G(f, ,f,) estard representada por F ~1 G} yse define como

FHGY= [I7 G(f, .f,) explj2n( f,x+ f,n)]df, df, . (A2)
Las operaciones matematicas de la transformada y la transformada inversa son
muy similares, y so6lo se diferencian en el signo del exponente que figura en el

integrando.

Existe un conjunto de condiciones suficientes y necesarias para que se cumpla la

existencia de la transformada, este conjunto de condiciones son las siguientes:
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Condiciones de Existencia
1. g debe ser totalmente integrable en el plano infinito (X, Y)

2. g debe tener s6lo un namero finito de discontinuidades y un niimero

finito de maximos y minimos en cualquier rectangulo finito.
3. g no debe tener discontinuidades infinitas.

En general, cualquiera de estas condiciones puede ser atenuada a costa del
fortalecimiento de una o ambas de las otras condiciones, pero estas consideraciones

nos llevan bastante lejos de nuestro proposito aqui.
A.2 Teoremas de la Transformada de Fourier

La definicion basica de la transformada de Fourier conduce a una amplia
estructura matematica asociada con la operacion de transformacién. Vamos a
considerar algunas de las propiedades bdsicas matematicas de la transformada,
propiedades que se utilizan ampliamente en esta tesis. Estas propiedades se presentan
como teoremas matematicos, seguido por breves declaraciones de su significado

fisico.
1. Teorema de linealidad.

F{ag + ph} = o F{g } + PF{h }, (A.3)

Esto es, la transformada de una suma de dos funciones es simplemente la suma de

sus transformadas individuales.

2. Teorema de similaridad. Si F{g(x,y)} = G(f, , fy) entonces
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1

F{g(ax,by)} = @G (f—" &) , (A.4)

Esta ecuaciéon implica que un estrechamiento de las coordenadas en el dominio

espacial (x,y) resulta en una contraccion de las coordenadas en el dominio de

frecuencias (f, ,f, ) ademas de uncambio en la amplitud del espectro.
3. Teorema del desplazamiento. Si F{g(x, y)}= G(fx,fy), entonces

F{g(x —-a,y— b)} = G(f;c'fy)exp[_jzn(fxa + fyb) P (AS)

esto es, una translacion de una funcion en el dominio espacial introduce un cambio

lineal de fase en el espacio de frecuencias.
4. Teorema de Parseval. Si F{g(x,y)} = G(fx,fy), entonces

719G wPdxdy = [[” |G (£ )| df, df, . (A.6)

este teorema generalmente se interpreta como el enunciado de la conservacion de la

energia.

5. Teorema de convolucion. Si F{g(x,y)} = G(fx,fy) y F{h(x,y)} =

H(fx,fy), entonces

FUI”, 9 mh(x =&,y —mdsdn} = G(f.. £, ) H(f.. f,), (A7)

la convolucion de dos funciones en el dominio espacial es totalmente equivalente a la

multiplicacion de sus transformadas individuales.
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6. Teorema de autocorrelacion. Si F{g(x,y)} = G(fx,fy ), entonces

FUIZ,9@mg ¢ = xn - ydédn) = |6 )l (A8)
en forma analoga
FllgGey) I} = JI7, 6(&mG*(§ = fon — f,)dédn, (A.9)
Este teorema puede tratarse como un caso especial del teorema de convolucion.
7. Teorema integral de Fourier

FFY{g(x,)} =F 'Flg(x,y)} = g(x,¥), (A.10)

la transformada de la transformada inversa de Fourier de una funcion resulta en la

funcidn misma.
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