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Capitulo 1

Introduccion.

Un espacio topologico (X, 7) sin puntos aislados es resoluble si existen
dos subconjuntos densos ajenos, y en otro caso se dice que es irresoluble.
El espacio de los niimeros racionales es un ejemplo de espacio resoluble. En
general, es facil ver que cualquier espacio sin puntos aislados con 7-peso
numerable es resoluble. Por lo tanto un espacio irresoluble necesariamente
tiene m-peso no numerable.

Un espacio topologico (X, 7) sin puntos aislados, numerable, regular e
irresoluble sera llamado un espacio RNI. Usando s6lamente los axiomas de
ZFC, no es dificil construir un espacio RNI (ver observaciéon 3.1.3, por ejem-
plo). Claramente CH implica que todo espacio RNI tiene 7-peso ¢, y de hecho
MA también implica que todos los espacios RNI tienen 7-peso ¢. M. Schee-
pers observa en [10] que el minimo 7-peso posible para un espacio RNI tiene
por cotas inferior y superior a los invariantes t e i, respectivamente, y pre-
gunta si es el caso que el minimo 7-peso posible para un RNI coincide con el
invariante v. En el Capitulo 2 probaremos que la desigualdad estricta entre
t y el m-peso de un espacio RNI es consistente con ZFC, lo cual contesta en
forma negativa la pregunta de Scheepers.

El contenido del presente documento se encuentra dividido de la siguiente
manera: el el Capitulo 1 se presentan algunos conceptos basicos y se definen
los invariantes cardinales que se encuentran en relaciéon con aquellos descri-
tos en los parrafos precedentes, y por tltimo se prueban algunas relaciones
entre ellos. El objeto de estudio del Capitulo 2 es principalmente el invarian-
te cardinal itr, para para lo cual introducimos el invariante cardinal teet y
probamos las desigualdades 0 < tg,¢ < ive. Haciendo uso de estos resultados
concluimos que en el modelo de Miller es cierta la desigualdad v < itr. Des-



pués probamos que el principio de adivinanza <»(ts,t) implica itt = w;. Por
ultimo, probamos la consistencia de max{0, t} < irr.

Suponemos al lector familiarizado con los conceptos basicos referentes a
invariantes cardinales y con los resultados més comunmente conocidos res-
pecto a la técnica del forcing.



Capitulo 2

Algunos invariantes cardinales del
continuo.

En la literatura existe una amplia cantidad de invariantes cardinales que
han sido estudiados a lo largo de muchos anos. En [3], A. Blass hace un estu-
dio detallado y exhaustivo de los invariantes cardinales que son usualmente
conocidos. Nosotros presentamos aqui sélo aquellos que nos resultaran de
interés.

2.1. Los invariantes 0 y cof(M).

Recordemos algunas definiciones. Un conjunto preordenado es un par or-
denado (P, <) donde < es una relacion reflexiva y transitiva sobre P. Una
familia F C P es cofinal en (IP, <), si para cualquier p € P existe ¢ € F tal
que p < ¢. Si (P, <) es un conjunto preordenado, definimos su cofinalidad
cof (P) como la minima cardinalidad de una familia cofinal, es decir,

cof(P) = min{|F|: (FCP)A(VpeP)(Fg e F)p <q)}

Dado un conjunto X y una familia Z C P(X), decimos que Z es un ideal
si satisface lo siguiente:

1.0eTyX¢1
2. Si A, B €T entonces AUB € 1.
3. SiAeZy BC A, entonces B eZ.
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Decimos que Z es propio si [X]|<¥ C Z, y es o-ideal si es cerrado bajo uniones
numerables.

Consideraremos a los ideales como conjuntos preordenados en los cuales
la relacion de orden es la contencién, es decir, para todo A, B € Z, A < B si
y s6lo si A C B.

Sea (X, 7) un espacio topolégico. Un subconjunto Y C X es nunca denso
si su cerradura Y tiene interior vacio, v es llamado magro si es unién nume-
rable de conjuntos nunca densos. Denotaremos por nwd(X) a la coleccion de
subconjuntos nunca densos de X, y por M(X) a la familia de subconjuntos
magros de X. Notemos que si X es un espacio métrico completo, entonces
nwd(X) es un ideal propio, y M(X) es un o-ideal propio, gracias al Teorema
de Categoria de Baire. Si X = 2“ dotado de la topologia producto, escri-
bimos simplemente M para M(2¥), mientras que mantendremos el uso de
nwd(2¥) para denotar al ideal de subconjuntos nunca densos de 2“; y reser-
vamos el uso de nwd para denotar al ideal de subconjuntos nunca densos de
los racionales.

Denotaremos por w* al conjunto de todas las funciones que tienen por
dominio y contradominio al conjunto de los niimeros naturales. Es comin
definir la siguiente relacién de preorden sobre w®:

9<" [ = Bnew)(Vk=n)(g(k) < f(k))

Una familia F C w* es dominante si para cada g € w* existe f € F tal que
g <* f. Sig(n) < f(n) para todo ntumero natural, escribimos simplemente
g < f. Notemos que la nocion de familia dominante coincide en este caso
con la nociéon de familia cofinal. La cofinalidad de (w*, <*) es comtnmente
conocida como el niimero de dominacién y es denotado por 0, es decir,

0 = min{|F| : (Vg € w*)(3f € F)(g <* f)} = cof (w*, <)

Recordemos que una funciéon ¢ : P — Q es una funciéon de Tukey entre
dos predrdenes P y Q si existe otra funcion ¢* : Q — P tal que para todo
a€PybeQ,sipla) <bentonces a < ¢*(b). Recordemos también que si
¢ : P — Q es una funciéon de Tukey, entonces cof (P) < cof (Q).

Teorema 2.1.1. ([2]) 0 < cof(M).

Demostracion. Definimos una funcién ¢ : w* — M como sigue: dada f €
w“, sea f una funcion creciente tal que f < f. Definimos ¢(f) = {g €
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W g <* f }. Afirmamos que ¢ es una funcion de Tukey entre (w*, <*)y
M. Claramente ¢(f) € M. Definiremos ¢* tnicamente sobre los conjuntos
magros F,,, y haciendo uso del Axioma de Eleccion podemos extenderla a todo
el ideal M. Sea F' = |J, .., F un conjunto magro F,, donde {F, : n € w} es
una sucesion creciente de cerrados nunca densos. Recursivamente definimos
una sucesion creciente de nimeros naturales k, y de sucesiones finitas s,
de la siguiente manera: para n = 0 hacemos kg = 0 y sg = 0. Suponiendo
definidos k, y s,, definimos k,,;; como sigue:

ki1 = kn + |sn] + max({s,(7) : i < |s,|} U{0}) +1

y tomamos s, de forma que para todo t € kﬁ’f“ (t"spy1)NE, = 0. Ahora

definimos ¢*(F)(n) = max{s, (i) : i < |s,|} + 1. Veamos que ¢* testifica que
¢ es una funcion de Tukey, es decir, f <* ¢*(F) siempre que ¢(f) C F.
Probaremos la contrapositiva. Sean f € w* y F conjunto magro F), tales que
[ £ ¢*(F). Entonces X = {i € w: ¢*(F)(i) < f(i)} = {in : n € w} es
infinito. Definamos la siguiente funcion:

h=0"0"..70"s" 070"...70 s ...

/ 0 N il
~\~ ~\~

kiqveces k

il—kio—\si0|veces

Es claro que h ¢ F;, para una infinidad de | € w, por lo que h ¢ F.
Veamos que h € ¢(f). Solo hay que verificar que h(j) < f (7) para todos los
Jj € w tales que h(j) # 0. Sea j tal que h(j) # 0. Entonces existen [ y m
tales que h(j) = s;,, (1), por lo que tenemos h(j) = s;,, (1) < max{s;, (i) : i <
18,1} < @ (im) < f(im). Por lo tanto h € p(f) \ F. O

2.2. Los invariantes i y tp.

Definicién 2.2.1. Dada una familia de conjuntos F C P(w), para F,G €
[F]<¢ ajenos, F' # (), definimos la combinacion booleana del par (F,G) co-
mo B(F,G) = F \ UG. Notemos que por lo general B(F,G) # B(G, F).
Decimos que una familia F es independiente si para cualesquiera F,G €
[F]=“ajenos no vacios, se tiene B(F, @) es infinito, y es independiente maxi-
mal si es maximal respecto a la contenciéon. El niimero de independencia i es
la minima cardinalidad de una familia independiente maximal.

En la siguiente definicion Dense(Q) denota a la familia de todos los sub-
conjuntos densos de Q ordenado por contencién, es decir, A < B si y solo si
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ACB.

Definicion 2.2.2. ([1]) Una familia R de subconjuntos de Q es Dense(Q)-
reaping si para cualquier A € Dense(Q) existe R € R tal que R\ A ¢
Dense(Q) 6 AN R ¢ Dense(Q). El ntimero tg es la minima cardinalidad de
una familia Dense(Q)-reaping.

Proposicion 2.2.3. ([1]) vg <

Demostracion. Sea F una familia independiente maximal de minima cardi-
nalidad. Tomemos C C F numerable, y consideremos B = {B(F,G) : F,G €
[C]<* A FNG = 0} como base de cerrado-abiertos para una topologia 7.
En caso de ser necesario, podemos hacer cambios finitos a los elementos de
C para que 7 sea Th. Notese que el hecho de que C es independiente implica
que la topologia 7 no tiene puntos aislados. Dado que la base B esta for-
mada por conjuntos cerrado-abiertos, la topologia 7 es 0-dimensional. Por
lo tanto, debido al teorema de Sierpinski, (w,7) es homeomorfo al conjunto
de los numeros racionales con la topologia usual. Afirmamos que la fami-
lia R = {B(G,H) : G,H € [F\CI*"*ANG # 0ANHNG = 0} es una
familia Dense(Q)-reaping. Dado que F es independiente, para cualesquie-
ra F,G € [F \ C|= ajenos no vacios, tenemos que B(F,G) es un conjunto
denso, por lo que D € Dense(Q). Para F € [F]<¥, sean Fp = CNF,y
Fy = F\C. Sea X € Dense(Q). Si X € F, no hay nada que hacer. Si X ¢ F,
entonces existen G, H € [F]<¥ ajenos no vacios tales que X N B(G, H) = 0,
o bien, B(G,H) \ X = (. Notemos que podemos suponer G N C # (). Co-
mo B(G,H) = B(Gy, Hy) N B(Gy, Hy), siendo B(Gy Hy) € B, concluimos
que en el primer caso X N B(Gy, Hy) no es denso y en el segundo caso
B(G41,Hy) \ X no es denso. Claramente B(G1 H;) € R, por lo que R es
una familia Dense(Q)-reaping. O

Lema 2.2.4. ([1]) Para cada conjunto X € M, existe un conjunto nunca
denso Y tal que X C{f€2¥: (g eY)(f="9)}

Demostracion. Sea X un conjunto magroy {F,, : n € w} sucesion de conjun-
tos cerrados nunca densos que cubren a X. Sea {s, : n € w}una anticadena
infinita en (2<%, C), y consideremos los conjuntos G,, = {[f \ (f | |sa])]Usn :
f € F,}. Entonces Y =, Gn es nunca denso por ser la union de conjun-
tos nunca densos separados por abiertos ajenos (ya queF;, C (s,) para todo
n,y {s, : n € w} es anticadena). Claramente, si f € F, existe g € G, tal
que f =* g, por lo que tenemos X C {f €2¥: (g€ Y)(f ="g)}. ]
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Lema 2.2.5. ([1]) cof(nwd(2¥)) = cof (nwd).

Demostracion. La desigualdad cof(nwd(2¥)) > cof(nwd) es clara: si {F, :
a € A} € nwd(2¥) es una familia cofinal, entonces {Q N F, : @ € A} es una
familia cofinal en nwd. Sea ahora F C nwd una familia cofinal, afirmamos que
{F : F € F} es una familia cofinal en nwd(2). En efecto, dado X € nwd(2*)
construimos una sucesion decreciente de abiertos {U,, : n € w} y una sucesion
de conjuntos finitos {F,, : n € w} como sigue:

a) Sea Vjp,..., Vi una cubierta de X por abiertos, donde cada V; tiene
didmetro menor que 1/2. Hacemos Uy = Vo U ... UV, vy Fy C Uy N Q finito
tal que Fy NV, # () para cada 1.

b) Supongamos definidos U; y F; para cada ¢ < n. Sea Vj, ..., V) cubierta
de X por abiertos con didmetro menor que 1/n, y ademas VoU...U Vi N
Uicn o = (. Hacemos U, = VoU...UVi, vy Fri1 € U,y NQ finito tal que
para cada i < k, F,,.; NV, # 0.

La construcciéon nos asegura que F' = J, ., F, es nunca denso (de hecho
es discreto) y también X = F. Como F es cofinal, existe H € F tal que
F C H, yporlo tanto X C F' C H, por lo que la familia {H : H € F} es

un familia cofinal en nwd(2%). O

Definimos provisionalmente el invariante p como la minima cardinalidad
de una familia D de conjuntos densos en Q tales que para todo X C QQ nunca
denso, existe D € D ajeno con X, es decir,

p=min{|D| : (D C Dense(Q))(VX € nwd)(FY e D)(X NY =0)}

Lema 2.2.6. ([1]) 0 < p.

Demostracion. Sean k < 0, {D, : a < Kk} una familia de densos en Q,
{g¢n : n € w} una enumeracion de Q y {U, : n € w} una familia de abiertos
ajenos dos a dos. Para cada a < k definimos una funciéon f, como f,(n) =
min{k : ¢ € D, NU,}. Como Kk < 0, existe g € w* que no es acotada por
{fa:a <k} Sea X = J,cfar : qx € Un ANk < g(n)}. Entonces X es un
conjunto discreto, por ser unién de conjuntos discretos separados por abiertos
ajenos, e intersecta infinitamente a cada D,, ya que si f(n) < g(n) entonces
{gr:qe € Us Nk < g(n)} N D, # 0. O

Lema 2.2.7. ([1]) cof(nwd) = p.



Demostracion. Es facil ver que p < cof(nwd), ya que si {X,, : a € cof(nwd)}
es cofinal entonces {Q\ X,, : « € cof(nwd)} testifica pu < cof(nwd). Probemos
ahora la desigualdad cof(nwd) < . Sea {D,, : @ < p} una familia de densos
en Q que testifica la minimalidad de pu, y {f, : @ < 0} una familia <-
dominante. Para cada «, sea {d,, : n € w} una enumeracion de D,. Para
cada (a, f) € u x 0, Definimos F,, 5 C Q como:

Fos=0Q\ U B (da,m%)

new

O

Entonces F, g es cerrado nunca denso, y como 0 < y, la familia {F, 4 :
(o, B) € p x 0} tiene cardinalidad p. Afirmamos que {F, 5 : (o, 5) € p x 0}
es una familia cofinal en nwd. Sea N € nwd. Entonces existe a € u tal que

N N D, = . Definimos g € w* de forma que para cada n € w, ﬁ <

d(N,dy,). Sea 8 € 0 tal que g < fs. Entonces N C F, 5, ya que para cada

1 1 1 N
n < w, B (da,n7 m) g B <da,n7 m> y B (da,n7 m) NN = @

Lema 2.2.8. ([1]) u < tg.

Demostracion. Fijemos k < puy {D, : a < k} familia de densos en Q. Basta
probar que existen conjuntos A, B densos ajenos cada uno de los cuales tiene
interseccion densa con cada D,. Sea {U, : n € w} una enumeracion de una
base para Q. Recursivamente construimos dos sucesiones {F,, : n € w} y
{G, : n € w} de conjuntos nunca densos que satisfagan lo siguiente:

1. Para todo n € w, F,,G, C U,.

2. Para todo n € w y para todo a € k, D, N F,, # ().

3. Para todo n € w, J,,, Fi NU,., Gi = 0.

4. Para todo n € w, F,, G, € nwd.

La construccion la llevamos a cabo de la siguiente manera: supongamos
construidos F}, G; para cada i < n. Tomemos V,, 1 = U,,\ (Uz<n F; U Ui<n a,)
Entonces V,, .1 es abierto y para todo « el conjunto V,, .1 N D, es denso en
V1. Como k < p, existe X C V,jnunca denso que intersecta todos los
Vi1 N D,. Definimos F,,.; = X. Para definir a GG,,;1 aplicamos el mismo
argumento pero esta vez con V, 1 = U\ (U;cny1 Fi U Uicy Fi)-

Una vez construidas las dos sucesiones, sean A = | J,,c, Fn y B = U, 1c, G-
Entonces A y B son ajenos y densos en QQ, y ademas para todo a € k, D,NA
y D, N B son densos. O
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Corolario 2.2.9. ([1])cof(M) <1tgp <.

Demostracion. De Lema 2.2.4 se sigue que cof (M) < cof (nwd(2¥)), y junto
con Lema 2.2.5 tenemos cof (M) < cof(nwd). De los Lemas 2.2.7 y 2.2.8 te-
nemos que cof (nwd) < tg. Por la Proposicion 2.2.3 tenemos tg < i. Juntando
todo obtenemos cof (M) < i. O
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Capitulo 3

Irresolubilidad en espacios
numerables.

En [10], M. Scheepers define el namero de irresolubilidad, que denota-
remos por itt, como el minimo 7-peso! posible para un espacio RNI (un
espacio RNT es un espacio topologico sin puntos aislados, numerable, regular
e irresoluble), es decir,

ite = min{mw(w,7) : 7 C P(w) A (w,T) es un espacio RNI}

donde mw(X) es el m-peso del espacio topolégico X. Scheepers observa
que t <irr <i, y pregunta si es el caso que irtr y t sean iguales. En este
capitulo respondemos negativamente a la pregunta anterior. Definimos el in-
variante ts,: y probamos que max{0,t} < irr. Dado que en el modelo de
Miller se cumple la desigualdad v < 9, tenemos como consecuencia la con-
sistencia de la desigualdad v < itr. Después probaremos que el principio de
adivinanza {(tsc:) implica la igualdad ivt = w;. Por dltimo probaremos que
es relativamente consistente con ZFC la desigualdad méx{d,t} < irr.

3.1. EIl ntimero itt.

Probaremos primero la observacion de Scheepers mencionada anterior-
mente.

'Recordemos que el m-peso de un espacio topoldgico (X, 7) es la minima cardinalidad
de una familia de abiertos B C 7 tal que para todo V € 7 existe B € B tal que B C V,
mientras que el peso es la minima cardinalidad de una base para la topologia.
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Proposicion 3.1.1. v < irtr < i.

Demostracion. Probemos la desigualdad v < irt. Sea 7 una topologia regular
e irresoluble sobre w, y B una m-base de minima cardinalidad para 7. Sea
X C w arbitrario. Si X no es denso, entonces existe B € B tal que BNX = (.
Si X es denso, entonces int,(X) # 0, y por lo tanto existe B € B tal que
B C X. Por lo tanto B es una familia reaping. La desigualdad itv < i se sigue
de la siguiente proposicion. O

Proposicion 3.1.2. ([5]) i es igual al minimo cardinal  para el cual existe
X C 2" que es un espacio RNI con la topologia de subespacio.

Demostracion. Sea A = min{x : (3X C 27)|X| = RoAX es un espacio RNI}.
Veamos la desigualdad A < i. Sea F una familia independiente maximal de
cardinalidad minima. Buscamos un conjunto X C 27 denso, numerable e
irresoluble. Definimos X = {z,, : n € w} C 27 donde z,(A) = 1 si y solo si
n € A. Veamos que X es denso y es irresoluble con la topologia de subespa-
cio. Sea h € F'n(F,2) y U, ={g € 27 : h C g} el abierto bésico definido por
h. Tomemos G = {A € F: h(A) =1} y H = dom(h)\G. Notemos que pode-
mos suponer que G es no vacio. Como F es idependiente, existe n € B(G, H),
y por la definicién de x,, tenemos z,, € U, por lo que X es denso. Sea Z C X
denso, veamos que X \ Z no es denso. Sea Z = {n € w : z, € Z}. Podemos
suponer que Z ¢ F . Por lo tanto existen G, H € [F]<“ ajenos, G # 0, tales
que B(G,H) C Z o bien B(G,H) C w\ Z. Notemos que el tltimo caso es
imposible, ya que si definimos f tal que dom(f) = GUH y f(A) =1siy
solo si A € G, entonces el abierto basico Uy es ajeno con Z lo que contradice
que Z era denso. Por lo tanto debe ser B(G, H) C Z, y asi X NU; C Z, lo
cual implica que X \ Z no es denso.

Probemos ahora la desigualdad i < \. Sea x minimo tal que existe X C 2"
RNI denso, y sea {z, : n € w} una enumeracion de X. Definimos F, =
{n € w: z,(a) = 1}. Afirmamos que F = {F, : @ € k} es una familia
independiente maximal. Verifiquemos la independencia de F. Sean H,G €
[k]<“ ajenos no vacios. Sea f € Fn(k,2) definida como dom(f) = GUH y
f(a) =1siysolosiaeG. Entonces X NUy # 0, y para cada x,, € X N Uy
tenemos m € (\,epy Fa \ Ugeg Fp- Veamos que F es maximal. Sea Z C w,

y tomemos Z = {x, : n € Z}. Como X es irresoluble, entonces nt(Z Z) #
o int(X \ Z) # (. Sin pérdida de generalidad supongamos int(Z) # (). Sea
f € Fn(k,2) tal que U; C Z. Definimos H = {a € dom(f) : f(a) = 1},
G = dom(f)\ H. Entonces (,cy; Fo \ Ugeq F5 € Z.

[«
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Observacion 3.1.3. De hecho la primer parte de la proposiciéon anterior nos
dice que siempre que tenemos una familia independiente maximal F, pode-
mos construir un espacio RNI de peso a lo mas |F|. Dado que en ZFC se
puede probar que existen familias independientes de cardinalidad ¢, tenemos
que ZFC prueba que existen espacios RNI de peso a lo més c.

La siguiente proposicion nos dice que el papel que juega el m-peso en la
definicién de irt no es del todo esencial, ya que podemos sustituirlo por el
peso y seguir obteniendo el mismo invariante.

Proposicion 3.1.4. El nimero de irresolubilidad es igual al minimo peso de
un espacio topologico RNI.

Demostracion. Es claro que ive es igual o menor al minimo peso de un espacio
topologico RNI, dado que el 7m-peso esta acotado superiormente por el peso.
Consideremos una topologia 7 sobre w que testifica la minimalidad de icr.
Veamos que existe una topologia 7’ y un conjunto X C w de forma que (X, 7’)
es un espacio RNI y tiene peso a lo mas irt. Sea B una m-base de cardinalidad
minima. Tomemos X = | J B. Para cada U € B,y cada par de puntos distintos
xz,y € U, sean W,(U,x,y), W,(U,z,y) cerrado-abiertos ajenos de manera
que x € Wo(U,z,y),y € W, (U,x,y), y ademas W, (U, x,y), W,(U,z,y) CU.

Consideremos la siguiente familia:

B ={W,(U,z,y),W,(U,z,y) : U € BAz,y € Uyx #y}U
{(X\W, (U, 2,y), X \Wo(U,z,y) : U € BAz,y € U,z # y}

Declaremos B’ como subbase para una topologia 7" sobre X. Afirmamos
que (X, 7) es RNI y tiene peso a lo més irr. Claramente (X, 7’) tiene peso a
lo més ire. También es claro que (X, 7') es regular, ya que la subbase I3’ esta
formada por cerrado-abiertos. Veamos que (X, 7’) es irresoluble. Sea Z C X
denso. Para cualquier V' € 7 existe U € B contenido en V. Como U es abierto
en (X,7'),UNZ # 0, lo que implica que ZNV # (). Pero U € 7 fue un abierto
arbitrario por lo que tenemos que Z es denso en (w,7), y por lo tanto existe
B € B que esta contenido en Z. Como B es abierto en (X, 7') el interior de
Z es no vacio en (X, 7'), y por lo tanto X \ Z no es denso. O

Observacion 3.1.5. Cabe notar en la proposicion anterior que aunque siempre
existe un espacio RNI de peso irt, es posible que existan espacios en los
cuales el peso y el m-peso no coinciden. De hecho, si itt < ¢ existe un espacio
RNI con m-peso irr y peso ¢. En efecto, sea (w,7) un espacio RNI 7-peso
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minimo, y Y un ultrafiltro sobre w de caracter ¢. Sea {V,, : n € w} C 7
una particion de w en cerrado-abiertos. Extendemos la topologia 7 a una
topologia 7’ sobre wU {w} definiendo una base local de cerrado-abiertos para
wcomo Ny, = {{J,,c4 Vo 1 A € U}. Entonces (wU{w}, 7") es RNI, tiene m-peso
itT, Pero su peso es c.

Recordemos que un conjunto X C Q es scattered si es vacio o todo sub-
conjunto no vacio tiene al menos un punto aislado. Un conjunto que no tiene
puntos aislados es llamado crowded. De la definiciéon de conjunto scattered
se sigue que el conjunto de todos los subconjuntos de Q que son scattered
forman un ideal propio, al cual denotaremos por scat. La familia de conjun-
tos positivos respecto a scat lo denotaremos por scat™. Notemos que para
cualquier A € scat™, existe B C A que es crowded.

Una familia R C scat®™ es una familia scattered-reaping si para cada
X €scatt existe Y e Rtalque YNX =0 6Y C X. El nimero scattered-
reaping es definido como la minima cardinalidad de una familia scattered-
reaping, es decir,

tscat = min{|R| : R C scat"A(VX € scat™)(IY € R)(YNX =0vY C X)}
Proposicion 3.1.6. v, < irt.

Demostracion. Sean T una topologia irresoluble sobre w, B una w-base de mi-
nima cardinalidad, y M < H(#) un submodelo elemental numerable tal que
7 € M. Tomemos B’ = 7N M. La topologia 7" generada por B’ homeomorfa
a la topologfa usual sobre Q, asf que podemos suponer que scat = scat,, ).
Observemos que B es una familia de conjuntos positivos respecto a scat. Vea-
mos que B es una familia scattered-reaping. Sea X € scat™. Dado que (w, 7)
es irresoluble, X tiene interior no vacio o w \ X tiene interior no vacfo. Si
int-(X) # 0, entonces existe U € B tal que U C X. Si int,(w \ X) # 0,
entonces existe U € B tal que U Nw \ X = (. Por lo tanto B es una familia
scattered-reaping. O]

Proposicion 3.1.7. ts .t < tg.

Demostracion. Sea {D, : a < tg} una familia Dense(Q)-reaping y B una
base numerable para la topologia. Tomemos R = {D, N B :a <tgA B €
B}. Veamos que R es una familia scattered-reaping. Tomemos X € scat™
arbitrario. Si X no es denso existe B € B tal que BNX = (), por lo que para
cualquier a € tg tenemos X N D, N B = (0. Si X es denso, existe « tal que
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X N D, no es denso 6 D, \ X no es denso. Si X N D, no es denso, existe
B € B tal que X N D, N B es vacio. Si D, \ X no es denso, existe B € B tal
que (BN D,) \ X es vacio. O

Lema 3.1.8. Para cada conjunto A € scat™ existe un conjunto F cerrado
nunca denso y sin puntos aislados contenido en A.

Demostracion. Sea A € scat™. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que A es crowded. Para cada n € w, sea {B,,,, : m € w} una base local en n
de cerrado-abiertos. Recursivamente construimos una sucesion {F,, : n € w}
de conjuntos finitos y una sucesion creciente de cerrado-abiertos {U,, : n € w}
que satisfacen lo siguiente:

a) Para todo n € w hay algin m € w tal que n € F,,, o n € U,,.

b) Para todo n € w F, N U, = 0.

¢) Paratodon € w, k € F,, y i >n, By; N F;\ {k} # 0.

Supongamos que las dos sucesiones han sido construidas. Tomemos F' =
UnEw F,.. El inciso ¢) nos asegura que F' es un conjunto crowded, mientras
que los incisos a) y b) nos aseguran que F es cerrado. Como cada F,, es
subconjunto de A, tenemos F' C A. Si F tiene interior no vacio, basta reem-
plazarlo por algin subconjunto cerrado nunca denso crowded y con interior
vacio. Si F' tiene interior vacio hemos terminado.

La construccion la llevamos a cabo de la siguiente manera: sea ko =
min(A), y hacemos Fy = {ko}. Escogemos U, cerrado-abierto tal que {i :
i < koy C Uyy ko ¢ Uy. Supongamos que F,, y U, han sido definidos.
Entonces F,,, € A\ U,, y A\ U, es crowded. Para cada k € F,, sea n; €
Bimi1 N A\ Uy, y definamos F,,y1 = F, U{ng : k € F,,}. Finalmente,
tomemos j = min(A \ (F,+1 UUy,)) v V un cerrado-abierto tal que j € V'y
VN F,4 =0,y definamos U, = U,, UV. Es claro de la construccion que
las sucesiones {F}, : n € w} y {U, : n € w} satisfacen los requerimentos a),
b) y ¢). O

Proposicion 3.1.9. 0 < vyt

Demostracion. Sea F C scat™ una coleccion de conjuntos crowded de car-
dinalidad estrictamente menor a 9. Encontraremos dos subconjuntos ajenos
A, B € scat® tal que para todo X € F, tanto X N A como X N B son
conjuntos infinitos. Por el Lema 3.1.8, podemos suponer que cada X € F
es un conjunto cerrado nunca denso y crowded. También podemos suponer
que F contiene una base numerable para la topologia. Para cada n € w, sea
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C, el conjunto de todos los X € F tales que n € X. Observemos que C),
tiene tamano estrictamente menor que 0. Recursivamente construimos dos
sucesiones {A,, : n € w}, {B, : n € w} de subconjuntos de w tales que:

1) AO = BO = @

ii) Para todo n, A, N B,, = 0.

iii) Para todo n, A,, B, € scat.

iv) Para todo n, A, C A1, B, € Bi1.

v) Para todo n, n € A,;1 N By

vi) Para todo n y para todo X € C,,, A,,1 N X y B,11 N X son infinitos.

Es claro de la construccion que A = {J,c, An ¥ B = U,,c,, Bn son con-
juntos ajenos y densos (por incisos ii) y v), respectivamente), y vi) implica
que para todo X € F, AN X y X N B son ambos infinitos.

Supongamos que A,, B, han sido definidos. Si n € A,, N B,,, pongamos
Api1 = A, and B,y = B,. Sin ¢ A,, sea {W,, : m € w} una particiéon de
w\ (A, UB, U{n}) en cerrado-abiertos. Observemos que ninguno de los W,,
tiene a n en su cerradura, asi que para todo X € C, todo k € w, X € Wj.
Mas aun, para una infinidad de k£ € w, Wy N X es infinito (ya que cada
X € F es un conjunto crowded). Para cada X € C,,, definimos una funcion
X :w — w, como X(k) es el minimo i > k tal que X N W; # @. Ahora
definimos la siguiente funcion:

Dado que |C,| < 9, hay una funcion creciente f que no es dominada por
{fx : X :€ C,}. Fijemos una de tales funciones f, y sea

Anp1 = A UUpe, Wi N f(R)

Ahora consideremos W] = Wy, \ A,.41. Notemos que para todo X € C,
existe una infinidad de k € w tales que X N es infinito. Para cada X € F
y k € w, sea X'(k) el minimo i > k tal que X N W/ # (. Definimos una
familia de funciones {gx : X € C,,} como sigue:

gx (1) =min(X N W)%,(i)) +1

Sea ¢ : w — w una funcién creciente que no es dominada por {gx : X €
Cy} y definamos

Bus1 = B, U Wing(k)
kew
Es claro a partir de la construccion que A, 1 v B,.1 satisfacen los requri-
mentos i) - vi). O

17



Corolario 3.1.10. méax{t,0} < veu < ire. O

Ahora tenemos suficiente informacién para responder la pergunta hecha
por M. Scheepers: es bien conocido que en el modelo de Miller (ver [8, 2|)
t < 0, por lo que t < ty,t = itt es verdadero en este modelo.

Corolario 3.1.11. La desigualdad v < ivv es relativamente consistente con

ZFC. U

3.2. Una aplicaciéon de diamantes parametriza-
dos.

Definicién 3.2.1. Una terna ordenada (A, B, C') es un invariante si satisface
las siguientes propiedades:

= Ay B son conjuntos de cardinalidad a lo mas c.
s C - A X B.
» Para cada a € A existe b € B tal que (a,b) € C.

» Para cada b € B existe a € A tal que (a,b) ¢ C.

La evaluacion (A, B, C) de un invariante (A, B, C) es definida como sigue:

(A,B,C) =min{|X|: X CBA(Mae€ A)(3Fbe X)((a,b) € C)}

Decimos que el invariante (A, B, C') es boreliano si A, B'y C' son subcon-
juntos borelianos de algin espacio Polaco.

Una funcion f : 2<%t — X, donde X es un espacio Polaco, es Borel si
para cualquier o < wy, la restricciéon de f a 2% es Borel.

En general, dado un invariante boreliano (A, B, ('), se define su corres-
pondiente principio de adivinanza (A, B, C) de la siguiente manera:

O(A, B,C) := Para cada funcién Borel F' : 2<“1 — A existe una funciéon
g 1wy — B tal que para toda f € 2*' el conjunto {a € w; :
(F(f I «),g9(cr)) € C} es estacionario.

La funcion g mencionada en (A, B, C) es llamada una sucesion (A, B, C)-
guessing. En [9], se prueba que este tipo de principios de adivinanza son
consistentes con ZFC.
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Usando la notacién anterior, el invariante ts,: queda representado por la
tripleta (scatt,scat*,E), donde (a,b) € Esiysélosib C a6 bna = 0.
Notemos que tanto scat™ como E son subconjuntos borelianos de 2, por lo
que Tse,t €S un invariante boreliano.

El principio de adivinanza correspondiente a teet €s :

O(tseat) := Para cada funcion Borel F : 2<9' — scat™ existe una funcion
g : wy — scat’ tal que para toda f € 2“1 el conjunto {« € wy :
g(a) CF(fa)VF(f [ a)Ng(a) =0} es estacionario.

Es bien conocido que para muchos invariantes cardinales del continuo no Bo-
rel existe un invariante Borel tal que su respectivo {-principio de adivinanza
implica que el primero es igual a w; (ver [9]). Algunos ejemplos de este tipo
de relaciones son los casos de by a, v y u, y tg y i (ver [9]). El siguiente
teorema nos dice que la relacion entre te, v ite es analoga a los casos antes
mencionados.

Teorema 3.2.2. {(vgat) implica ive = wy.

Demostracion. Codificando de forma conveniente, podemos suponer que el
dominio de nuestra funcion F es el conjunto de pares ordenados (A, I'), donde
I =(Ig: P < a) C P(w) es una sucesion de longitud o € wy, y A es un

subconjunto de w. Definimos F' de la siguiente manera:

» Si{lg: B <a}lU{w\ls: B < a} no es una subbase para una topologia
homeomorfa a la topologia usual sobre Q, entonces F'(A, I )= Q.

» Si{lz: 06 <a}U{w\Iz: P € a} es una subbase para una topologia
homeomorfa a la topologia usual sobre Q, y A es un conjunto scattered

=

relativo a esta topologia, entonces F(A, 1) = Q.

» Si{lg: B <alU{w\Iz: B € a} es una subbase para una topologia
homemorfa a la topologia usual sobre @, y A no es scattered respecto
a esta topologia, tomemos hy: w — Q un homeomorfismo recursivo, y

definamos F(A,I) = hy[A].
El homeomorfismo hysenalado en el tercer punto depende (de forma recursiva
o boreliana) solo de f, en particular, es el mismo para todos los pares (A, D )
con la misma segunda coordenada.
Ahora sea g : w; — scat™ una sucesion {(teat)-guessing, y recursivamente
definamos una sucesion creciente de bases para topologias como sigue:
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» Sea By = (U, : n € w) una base para la topologia usual sobre Q.

» Supongamos que By ha sido definida para todo 5 < a. Si « es un ordinal
limite, entonces hacemos B, = 5<a B Para o = §+ 1, consideremos
g(B) € scatt. Por Lema 3.1.8, existe un cerrado nunca denso y crowded
Bs que esta contenido en g(f3). También (U, : v < «) genera una
topologia homeomorfa a la usual sobre QQ, asi que en la definicién de F,
usamos un homeomorfismo recursivo hgp, . Sea U, = hgi [B,]. Entonces,
B, = BgU{U,,w\U,} como subbase genera una topologia homeomorfa
a la topologia usual sobre Q.

Afirmamos que {U, : @ € w1} genera como subbase una topologia 7,,, que es
T3 e irresoluble sobre w. Dado que cada U, es declarado como cerrado-abierto,
entonces la topologia resultante es 0-dimensional. Veamos que (w,7,,) es
irresoluble. Para esto basta probar que dado A C w, al menos uno de A
y w \ A tiene interior no vacio en la topologia 7,,. S6lo debemos probarlo
para A € scatjfw1 (si A € scat,, entonces obviamente w \ A tiene interior no
vacio en 7, ). Sea A € scat] ~arbitrario. Entonces A € scat®. Si g adivina
(A, (Uy : @ € wy)) en 7y, entonces hy,.a<y [A] 2 9(7) 0 by, .acp[AlNg(y) = 0.
Por lo que tenemos U, C A en el primer caso, y U, C w \ A en el segundo.
O

3.3. Consistencia de max{?d,t} < irt.

El siguiente diagrama resume algunos de los resultados presentados (una
flecha A — & significa A < k):

cof( M) — g — i

T ) T
0 —  Ceat — ItT
/I\

t

Respecto a las relaciones entre los invariantes de este diagrama, se sa-
be que 0 y cof (M) pueden ser consistentemente diferentes (por ejemplo, al
agregar ws reales Random a un modelo de ZFC 4+ CH obtenemos un mode-
lo de ® < cof(M)). Sabemos que méax{d,t} < tyar, vy que en el modelo de
Miller ocurre vt < 0 = te,t. En esta seccion probaremos que la desigualdad
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max{d,t} < irr es consistente. El modelo en el cual ocurre lo anterior es
una modificaciéon inmediata del modelo de Shelah para la consistencia de
d=tr<u=i=c.

Primero enunciamos tres teoremas que necesitaremos, la prueba de los
primeros dos puede ser consultada en [2], y la prueba del tercero puede ser
encontrada en |7|. Recordemos que un forcing P es w*-bounding si todo real
en la extension genérica es acotado por un real del modelo base, es decir, si
ocure que

Pl (Yf € w)(3g € w* N V)(¥n € w)(f(n) < g(n))

Teorema 3.3.1. Sea (P,Q, : o € \) un iteracion con soporte numerable de
forcings propios. Si U es un p-punto en el modelo base, y para cada o € A
P, IF"U genera un ultrafiltro” . |

Teorema 3.3.2. Si <]PaQa t v € A\) es una iteracion con soporte numerable
de forcings propios tal que para todo a € X\ P, es w¥-bounding, entonces Py
es w*-bounding. [ |

Observacion 3.3.3. Notemos que si una nociéon de forcing propio preserva
algiin p-punto U, entonces el ultrafiltro generado por U es un p-punto en la
extension genérica. Si ademés P es w¥-bounding y U es ultrafiltro selectivo,
entonces U genera un ultrafiltro selectivo en la extension genérica mediante
P, ya que en la extension genérica cada particiéon P de w en conjuntos finitos
es dominada por alguna particiéon en conjuntos finitos Q del modelo base, y
un selector de Q es a la vez un selector de P.

Teorema 3.3.4. ([7]) Para cada ideal T sobre w existe una nocion de forcing
Q7 tal que:

1. Qr agrega unreal & tal que Q7 IF 7 (Va € ZtNV)(|2Na| = |a\Z| = Ry)”.

2. Para cada ultrafiltro U selectivo, si Q7 IF "U no genera un ultrafiltro”,
entonces existe f € w tal que f*(Z) C U*.

3. @1 es propio y w*-bounding. [ ]

Lema 3.3.5. ([7]) (CH) Euziste una familia de ultrafiltros selectivos {Us :
f € 2“1} tal que para cualquier conjunto A € [2“1]“', eziste B € [A]“" y
{Af: f € B} familia casi ajena tales que Ay € Uy para todo f € B.
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Demostracion. Recursivamente una familia {X; : f € 2“1} de conjuntos de
la siguiente manera:

1. Para cada f € 2<“1, X; C w es infinito.

2. Si f,g € 2% son tales que f C g, entonces X, C* X;.

3. Para cada a € wy, la familia {X;: f € 2} es casi ajena.

4. Para todo Y € [w]¥, existe algin o € w; tal que para todo f € 2%,
X, CY 6X,NY =0

5. Para cada h € w” existe algin o € w; tal que para todo f € 2% h | X;
es constante o inyectiva.

Supongamos que hemos construido la familia {X; : f € 2<“1}. Para cada
f € 2" definimos Uy = {A € [w]* : (Ba € w1)(Xf1a CF A)}. Claramente Uy
es un filtro, y por 4 tenemos que de hecho es un ultrafiltro, y 5 nos asegura que
Uy es un ultrafiltro selectivo. Veamos que {Uy : f € 2“1} tiene la propiedad
buscada. Sea {f, : @ € w1} C 2“", tenemos dos casos:

Caso 1

Caso 2

Existe g € 2“1 tal que para todo a € w; el conjunto {f € w; :
fs T a=g 1 aNfs # g} es no vacio. Para z,y € 2“* sea
A(z,y) = min{a € w; : z(a) # y(a)}. Recursivamente cons-
truimos B € [w1]*! no numerable tal que para cada a, f € B, si
a < [ entonces A(fa,g) < A(fs,9). Entonces {Uy, : o € B} es
la familia buscada. En efecto, para cada o € B, Xy, 1a(f..,9) € Us.
Y {Xf.1Aa(fag) : @ € B} es una familia casi ajena.

Para toda ¢g € 2“! existe a € wy tal que el conjunto {8 € w; : fz |
a=g [ aAl fz# g} es vacio. Recursivamente construimos una
sucesion creciente (7, : @ € wq) tal que v9 = 0, ¥ vo41 testifica
que el conjunto {8 € w1 : f5 [ Yar1 = fro [ Yar1 A fs # fru}
es vacio. Veamos que {Uy : o € wi} es el conjunto buscado.
Basta ver que la familia {X; .., : @ € w} es casi ajena, ya
que claramente tenemos Xy , ., € Uy . Sean o < 3 ordinales
numerables, entonces 7, < 7, por lo que f,, [ Yay1 # foy |
Yat+1 ¥ la interseccion Xy .., N X FrgMags €8 finita, y dado que
é(fvﬁ yapr & Xfw as1 » Obtenemos que Xy N Xfw[ es
nito.

Ya+1 YB+1

22



La construccion es hecha facilmente como sigue: sean {A, : @ € w;} una
enumeracion de [w]¥ y {ho : @ € w;} una enumeraciéon de w*. Hacemos
Xy = w. Fijemos a € wy y supongamos construida {X; : f € 2<*}. Tenemos
dos casos:

a) o = 8+ 1. Para cada f € 2° sean Z;~¢, Z;~ subconjuntos ajenos de
X5 tal que para cada i € 2 Zp~; C A, 0 Zp~; N A, = 0, y ademés
ho | Zj~; es constante o inyectiva. Definimos X; = Zyi3~) para
cada f € 2%. Dado que la familia {X; : f € 2°} es casi ajena, la nueva
familia { Xy : f € 2} también es casi ajena por la construccion.

b) « ordinal limite. Para cada f € 2% sea Y; una pseudointerseccién de
{Xs1p: 0 < a}. Tomamos Xy C Yy talque A,NX;=00X;C A,y
también h, | Xy es constante o inyectiva. Dado que para cada 8 < o
la familia {X; : f € 2°} es casi ajena, tenemos que {X; : f € 2%}
también lo es, ya que para cada f € 2% X estd casi contenido en Xy .

Esto termina la prueba del lema. 0]

En lo que sigue reservaremos el uso de F para denotar una familia
F =A{U, : a € wy} de ultrafiltros selectivos que tiene las propiedades del
lema anterior, y convenimos que siempre que mencionemos a J estaremos
suponiendo CH sin necesidad de decirlo (observemos que podemos suponer
que F tiene tamano ws, ya que 2“' > wy).

Lema 3.3.6. ([7]) Sea Z un ideal sobre w tal que P(w)/Z es ccc. Entonces
existen a lo mds una cantidad numerable de ultrafiltros en F que extienden
al”.

Demostracion. Probamos la contrapositiva. Supongamos que F' = {«a € wy :
Z* C Uy} es no numerable y sea B C F' no numerable tal que {4, : a € B}
es una familia casi ajena. Entonces para cada o € B se tiene que A, € Z7, y
dados «, § € B distintos, A, N Ag € Z, ya que {A, : @ € B} es una familia
casi ajena, por lo que {A, : @ € B} induce una anticadena no numerable en

P(w)/Z. O

Lema 3.3.7. SiZ es un ideal tal que P(w)/ZT es ccc, entonces para cualquier
f € w® el cociente P(w)/f*(Z) es ccc.
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Demostracion. Supongamos que no y sea f € w* tal que P(w)/f*(Z) no es
cce. Sea {A, : @ € wi} C f*(Z)" que induce una anticadena no numerable
en P(w)/f*(Z). Entonces {f'[A,] : @ € w;} induce una anticadena no
numerable en P(w)/Z, ya que f~1[A,] N f71[Ag] € T siysolosi A, NAg €
f*(Z), y por lo tanto P(w)/Z no es ccc. O

Un espacio topologico se llama fuertemente irresoluble si cualquier abier-
to es irresoluble. Es inmediato que todo espacio fuertemente irresoluble es
irresoluble.

Lema 3.3.8. Si (X, 1) es irresoluble, entonces existe C' C X cerrado tal que
el espacio (C,7 | C) es fuertemente irresoluble y tiene peso a lo mds w(X, ).

Demostracion. Sea H la familia de todos los abiertos en 7 que son resolubles.
Notemos que H es cerrada respecto a la contencion restringida a los conjuntos
abiertos. Tomemos A C H una anticadena maximal. Observemos que Z =
|JH es resoluble ya que Z \ |J.A es nunca denso y | J A es resoluble. Veamos
que C' = X \ Z es fuertemente irresoluble con la topologia de subespacio.
Supongamos que existe U € 7 tal que UNC # () es resoluble, y sea D C UNC
denso co-denso en UNC. Sea D' C UNZ denso co-denso en U N Z. Entonces
D UD' es denso co-denso en U, por lo que U € F, y por lo tanto U NC = (),
lo cual es una contradiccion. Es claro que el peso de (C, 7 | C) es a lo mas el
peso de (X, 7). O

Lema 3.3.9. (|6]) Para cualquier topologia T sobre w fuertemente irresoluble,
el cociente P(w)/nwd(T) es ccc.

Demostracion. Supogamos que existe { A, : o € w;} anticadena no numera-
ble. Para cada « €w; sea U, C A, abierto no vacio. Entonces {U, : « € w;}
es una familia no numerable de abiertos ajenos dos a dos, lo cual es imposi-

ble. O

Teorema 3.3.10. La desigualdad méx{0,t} < irv es relativamente consis-
tente con ZFC.

Demostracion. Por el lema 3.3.8 anterior basta encontrar un modelo en el
cual todo espacio numerable, regular y fuertemente irresoluble tiene peso
Ny, mientras que max{d,t} = X;. Comenzando en un modelo de ZFC 4 CH,
hacemos una iteracion con soporte numerable de longitud wy (PoQq : o € wy)
tal que para cada «:

P, IF7Qq = and(+), (w,T) es un espacio regular y fuertemente irresoluble”
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Notemos que el forcing Qnwa(r) agrega un conjunto denso y co-denso res-
pecto a la topologia 7, ya que cada para cada abierto U tenemos que @ge, NU
y U \ &gen son infinitos. Por lo tanto el espacio generado por la topologia 7
en la extension genérica es resoluble, y a lo largo de la iteraciéon permanece
siendo un espacio resoluble. Haciendo un bookeeping nos aseguramos de des-
truir todos los espacios fuertemente irresolubles que aparecen en algin paso
intermedio de la iteracion. El bookkeeping nos asegura que en la extension
genérica no hay espacios fuertemente irresolubles de peso Wi, ya que si B es
una base de cardinalidad N; para alguna topologia en VF«2  entonces nece-
sariamente aparecio en algin paso intermedio de la iteracion, digamos en la
extension dada por P,. Si P, IF 7B genera una topologia resoluble” no hay
nada que hacer (ya que seguira siendo resoluble hasta el final de la iteracion),
y Py IF 7B genera una topologia fuertemente irresoluble”, el bookeeping nos
permite destruir la irresolubilidad esta topologia en algiin momento. Por lo
tanto al final todo espacio fuertemente irresoluble tiene peso N,.

Dado que Q7 es w*-bounding tenemos que P, es w“-bounding, gracias
al Teorema 3.3.2, y por lo tanto @ = N;. Veamos que t = ¥; en VFe:,
Afirmamos que [w]“ NV es una familia reaping. Notemos primero que para
todo o € wy, Py IF 7(IU € F)(U genera un ultrafiltro)”. En efecto, por los
lemas 3.3.6, 3.3.7, 3.3.9 y el inciso 2 del Teorema 3.3.4, y una aplicacion el
Teorema 3.3.1, vemos que en cada paso de la iteracion solamente destruimos
a lo mas N; ultrafiltros en F, y por lo tanto sobreviven Ny ultrafiltros en F
que aun generan un ultrafiltro cada uno de ellos, y por la observacion 3.3.3
de hecho generan un ultrafiltro selectivo cada uno. Ahora, para cualquier
a € w,y, trabajando en VP si U € F genera un ultrafiltro, entonces para
todo X € [w]¥ existe A € U que contiene a X o es ajeno con X, por lo
que U es una familia reaping, lo que implica que [w|* NV es una familia
reaping ya que U C [w]* N'V. Dado que todo X € [w]* N VF«2 aparece en
algin paso intermedio de la interaciéon, tenemos que [w]“ NV es una familia
reaping en V'«2. Por lo tanto V¥« E t = X;. En conclusiéon tenemos que
VP Emax{o,t} <irr. O
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