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Resumen

Con mucha frecuencia, las ecuaciones diferenciales que aparecen en fisica no
pueden resolverse analiticamente y es necesario hacer uso de los métodos numéri-
cos. Los métodos mas conocidos entre estudiantes de licenciatura son las diferen-
cias finitas. Pero en las tultimas décadas se ha extendido el uso de los métodos
espectrales (ME) en ramas de la fisica que van, desde dindmica de fluidos hasta
relatividad general. Una de las caracteristicas atractivas de los ME es el alto grado
de precision que pueden proporcionar, ademas, las soluciones no estan dadas sélo
en puntos de una red, como con las diferencias finitas, sino en todo el dominio

espacial.

A pesar de lo extendido de su uso, en los programas de los cursos de métodos
numéricos de las licenciaturas en fisica e ingenieria, los ME no aparecen y, por
otra parte, los libros clasicos del tema no siempre son sencillos de entender en
una primera lectura. El propdsito de esta tesis es presentar los principios basicos
de los ME y aplicarlos en diferentes problemas conocidos que aparecen en fisica

asi como mostrar la precisiéon que pueden alcanzar.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Aproximacion polinomial

Al hablar de métodos numéricos surge una simple pero importante pregunta,
ipor qué aproximar? la respuesta es obvia, porque es necesario. Supongamos que
se desea obtener el valor de €’°, una forma de hacerlo es expresando la funcién

exponencial en una expansion de Taylor, esto es:
x .n
. x
=
“— nl

pero la identidad anterior tiene un inconveniente, no podemos estar sumando
infinitamente, por lo que, lo mejor que podemos hacer es tomar un nimero finito

de términos (digamos N), y obtenemos

n

N s
e = —.
|
n=0

A la ecuacién anterior le llamamos aproximacion, y al hacerla estamos introdu-
ciendo un error en el resultado generado por los términos con n > N el cual se

hara mas pequeno entre mas grande sea N.

Podemos aproximar una funcién de varias maneras pero vamos a encontrar que
las mas simples, aunque no triviales, son aquellas que consisten en polinomios,
ya que son mas faciles de evaluar. Una de ellas es truncando expansiones de
polinomios ortogonales

uy(z) = Z a, P, (),

n=0
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donde ®,,(z) pueden ser los polinomios de Fourier, Chebyshev, Hermite, Legendre,
entre varios mas. El método de emplear funciones ortogonales para encontrar so-
luciones numéricas se le llama con mayor frecuencia “métodos espectrales” y estas

funciones parten del problema de Sturm-Liouville que se describe acontinuacién.

1.2. Polinomios Ortogonales

1.2.1. Problema Sturm-Liouville

Todos los polinomios ortogonales ya sean Fourier, Chebyshev, Hermite, Le-
gendre, etc. se obtienen de resolver un solo problema. La razén de esto se debe a
que los diferentes polinomios ortogonales son un caso especifico de un polinomio
ortogonal méas general, el cual se obtiene del problema de Sturm-Liouville. No es
absolutamente necesario conocer los detalles del teorema de Sturm-Liouville para
ser capaces de usar los ME, aunque es 1util saber porque ciertas bases son mejores

que otras.

El problema de Sturm-Liouville es un problema de segundo orden y valores en

la frontera de la forma

() o= dup —1<a <

+condiciones en la frontera en u (1.2.1)

Las tnicas funciones propias que satisfacen dicho problema son

_% ((1 — ) — (14 I)lﬂij—z) = Ml—2)*(l+2)u —1<z<1 (122)

donde a, 8 > —1. Estas funciones propias son los llamados Polinomios de Jacobi

los cuales se representan por Pk(a’ﬁ ) (). Donde para el caso de los polinomios de

Chebyshev tenemos que T (z) = pk(—l/2,—1/2) ()
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1.3. Meétodos Espectrales

Los métodos espectrales se utilizan para resolver numéricamente ecuaciones

diferenciales de la forma:

w = L(z,t)u(z,t) r €D, t >0, (1.3.1)
B(x)u(z,t) =0, xredD, t>0, (1.3.2)
u(z,0) = g(z), reD, (1.3.3)

donde D es el dominio espacial con frontera 0D, L(z,t) es un operador diferencial,
B(x) es el operador de frontera y g(x) es la condicién inicial. Lo que se hace
para encontrar una solucion aproximada con métodos espectrales, es utilizar una
serie truncada de funciones ortogonales suaves @, (x), por lo que la solucién se

representa como
N
uy(,t) = i () P (). (1.3.4)
n=0

Lo siguiente que se debe hacer, es encontrar los coeficientes 4, con los cuales
tendremos la solucion. Existen varias formas de obtener los coeficientes, y cada
manera de encontrarlos definen los diferentes esquemas de métodos espectrales.

Los mas conocidos son: el método de Colocacién, el de Galerkin y el de Tau.

Para elegir las funciones ortogonales se toma en cuenta las condiciones de
frontera. Para condiciones de frontera periddicas, las funciones de Fourier es la
eleccién natural. Para condiciones de frontera no periddicas, la opcion mas utili-
zada la constituyen los polinomios de Chebyshev ya que estos son en realidad una
serie de Fourier, por esta razén también se puede aplicar en ellos las transforma-
das de Fourier rapidas, con las cuales se reduce el ntimero de operaciones, que se
ve reflejado en el tiempo que tarda en resolver la ecuacion.

Si comparamos los métodos espectrales con los métodos de diferencias finitas y
elementos finitos, encontramos que para ecuaciones diferenciales ordinarias o par-
ciales en un dominio simple, y siendo la soluciéon suave, veremos que los métodos
espectrales son mucho mas precisos. Un ejemplo lo vemos en la figura 1.1 en donde

se grafica la solucién a la ecuacién de Helmholtz como se describe en el capitulo
4.

Es necesario estudiar las bases de funciones ortogonales que eligiran para apli-

car los ME. En este trabajo usaremos las bases de Fourier y de Chebyshev, por
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Figura 1.1: Comparacion de exactitud de los ME (método de Tau y Colocacién)

con las diferencias finitas de orden 2.

lo que en el capitulo 2 se hace una exposicién breve de las mismas. En el capitulo
3 se describen los esquemas espectrales, los cuales son: el método de Galerkin,
método de Tau y método de colocacién. En el capitulo 4 se realizan ejemplos para

el entendimiento de los ME.



Capitulo 2

Base de Fourier y de Chebyshev

2.1. Base de Fourier

2.1.1. La expansion de Fourier continua

Para resolver problemas con condiciones de frontera periddicas, podemos usar
una expansién con la base de Fourier, la cual descompone una funcién u(z) en
una suma de funciones seno y coseno, esta forma trigonométrica es bien conocida.

La forma compleja de la serie de Fourier esta dada por

u(z) = Y e (2.1.1)

n=-—00
Como se menciona en el capitulo anterior necesitamos hacer una truncacién de
esta serie. Si se toma la serie truncada de Fourier que contiene N + 1 términos

tendremos
N/2

Pyu(x) = Z Ty (2.1.2)

n=—N/2
donde asumimos que N es par. Otros autores puede usar diferentes formas de
truncar (2.1.1), otra forma serfa tomando n = —N, ..., N. Para poder encontrar
los coeficientes 1, recurrimos a la propiedad de ortogonalidad de la base, por lo

que es necesario primero definir ortogonalidad:

Decimos que dos funciones son ortogonales entre ellas cuando su producto punto

es iqual a cero, esto es

(f.9) = / f(@)g" (@)w(z)dz = 0 (2.1.3)
5
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donde [a,b] es el dominio de las funciones y w(x) es la funcion peso que normaliza

nuestras funciones ortogonales.

Para el caso de Fourier tenemos que la ortogonalidad de dos funciones de esta

misma base se expresa de la siguiente manera
(e™*,e"™*) = / e dr = / !z g — 2700 m (2.1.4)
0 0

donde la funcién peso para Fourier es w(z) = 1.

La expansién en funciones ortogonales, como la series de Fourier, son atrac-
tivas porque podemos encontrar los coeficientes facilmente con una proyeccién
ortogonal. En el caso de Fourier encontramos que

N/2
(Pyu(z),e™) = Y (€™, €M) = 27, (2.1.5)

m=—N/2

por lo que los coeficientes los obtenemos de
1 2 ]
Up = — Pyu(z)e "™ dz, n=-N/2,..,N/2. (2.1.6)
2 Jo
Los coeficientes pueden ser nimeros complejos 4, = a, — ib, con a,,b, € R. Si
nuestra funcién u(z) se sabe real, encontramos que los coeficientes cumplen con
U_p = Uk, estoes, a_, = a, y —b_, = b,. La ecuacién (2.1.6) es conocida como la

transformada de Fouriery la ecuacién (2.1.2) la transformada de Fourier inversa.

La serie (2.1.2) se dice que converge a la funcién u(x) si

2
/ lu(x) — Pyu(z)|> dz — 0 cuando N — oc. (2.1.7)
0

Esto es, que la serie de Fourier truncada Pyu(x) se va acercando a u(x) cuando
N tiende a infinito. Tomando en cuenta que (u,u) = ||u||? definimos el error de
truncacién er(N) como

1/2

er(N) = ||u — Pyu|| = (/0 ' lu(x) — Pyu(z)|’ d:v) (2.1.8)

donde no es dificil verificar que

1/2
er(N) = (27r > mﬁ) : (2.1.9)

[n|>N/2



2.1. BASE DE FOURIER 7

lo cual nos dice que el error de truncacién esta dominado por los ultimos terminos
de la serie, de modo que entre mas rapido decaigan los coeficientes de la expan-

sién, el error de truncacién es mas pequeno para una N dada.

Un resultado del analisis de Fourier que nos dice de qué depende que los coe-

ficientes decaigan rapido, es el siguiente:

Si las primeras (m — 1) deriadas de una funcion u(x) junto con sus extensiones
periddicas son continuas y su m-ésima derivada u'™ (z) € L*(0,27) entonces para

toda n # 0 los coeficientes de Fourier decaen como |t,| o« (%)m

Donde L*(a,b) indica que ||u||, es cuadrado integrable respecto al peso w en el
intervalo [a,b]. El resultado anterior nos dice que entre mas suave sea la funcién
u(x) mas rapidamente converge la aproximacion Pyu(zx) a ella. En otras palabras,

entre mas suave sea la funcion, los coeficientes de Fourier decreceran mas rapido.

2.1.2. La expansion de Fourier discreta

Uno de los puntos clave de las series de Fourier, es la obtencion de los coefi-
cientes u,, a través de (2.1.6). Sin embargo, con frecuencia es muy dificil encontrar
expresiones analiticas de los mismos. Para superar esta dificultad haremos uso de
la transformada de Fourier discreta. Su definicién se basa en la discretizacién del
dominio espacial z; = 27j/N con j = 0,1,2..., N — 1. Los coeficientes de Fourier

discretos con respecto a los puntos anteriores son
~ 1 —ine;
i = 3 Z u(z;)e”™  p=—-N/2,.., N/2, (2.1.10)

esta expresion constituye la definicién de la transformada de Fourier discreta. Con

la ayuda de la relacién de ortogonalidad discreta

N-— .
1 . 1 sip=Nm,m=0,+1,£2, ...
N E €_prj = P ) (2111)

=0 0 cualquier otro caso

puede obtenerse la transformada de Fourier inversa (inversa a (2.1.10)) que resulta

ser
N/2

> ™, j=0,.,N-1 (2.1.12)
n=—N/2
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La transformada de Fourier discreta (TFD) se puede ver como un mapeo entre
los N numeros u(z;) con j = 0,...,N — 1, y los N ntimeros complejos @, con
n = —N/2,..,N/2 — 1. Esto quiere decir, que si se tienen los u(z;) se pueden
obtener @, a través de (2.1.10) y si se tienen @, obtener u(z;) con (2.1.12). La
ecuacién anterior y la ecuacién (2.1.10) son andlogas a las ecuaciones (2.1.6) y

(2.1.2) respectivamente. Definimos el polinomio interpolante de u(z) como

N/2

Iyu(z) = Y d,e™ (2.1.13)
n=—N/2

donde Iyu(z;) = u(x;) pero que a diferencia de (2.1.12) podemos tomar cualquier

valor de x dentro del intervalo [0, 27].

Para encontrar una relacién entre los coeficientes u,, y 4, nos valemos de que
la ecuacién (2.1.1) converge a la funcién u en todo punto, incluyendo los puntos

{z;}, sustituimos u(z;) en (2.1.10) y tendremos

N—-1 oo

i = % SN et (2.1.14)

§=0 k=—o00

que al considerar (2.1.11) llegamos a

iy =t + Y lp-nm  n=-N/2,.,N/2. (2.1.15)

m=—0o0

m#0

Podemos decir de la ecuacién anterior que u, es una aproximacion de .
. Qué tan buena resulta dicha aproximacién de u,, por u,? depende del valor del
segundo término del lado derecho de (2.1.15). Otra forma equivalente de escribir
(2.1.15) es

donde

N/2 o0
Ryu= Y (Z an_Nm>em (2.1.17)

es el error de discretizacion también conocido como el error de aliacion, el cual se

estudiard en la seccion 3.3.
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2.1.3. Diferenciacion

Cuando hablamos de ecuaciones diferenciales estamos diciendo que la funcién
solucion es diferenciable g veces, donde ¢ es el orden de la ecuacion diferencial. En
los ME la diferenciaciéon de una funcién depende de la base que se este usando,
por lo que es necesario conocer la diferenciacion de ella. Para la base de Fourier

tenemos que

d .
%(emm) = ine"”* (2.1.18)
donde en general
q ) )
%(em) — (in)ei=. (2.1.19)

Conociendo las derivadas de la base de Fourier podemos aproximar la derivada

de nuestra funcién solucién de la siguiente manera

N/2 N/2
(Pyu(z)) = Z intl, e = Z atleine (2.1.20)
n=—N/2 n=—N/2

donde (Pyu)’ se le conoce como la derivada de la proyeccion de Fourier y que
también podemos escribir como Pyu’ ya que, para este caso, la diferenciacién y

la truncacion conmutan.

Notemos que los coeficientes de la expansion de u'(x) dependen directamente

. s s ;. ~(1 S
de los coeficientes de la expansién de la funcién u(z), explicitamente u%) = 1Ny,.

En general, si u es g veces diferenciable respecto a x, se tiene que aﬁ?’ = (in)%,,.

La diferenciacién aproximada en los puntos de colocacién z; esta dado por la

ecuacion
N/2
(DWu); = > alDe™s, j=0,. N-1, (2.1.21)
n=—N/2
donde
in N3
W = int = Y ue)e ™, n= NN (2122

=

A Dj(é)u se le conoce como la derivada de la interpolacion de Fourier de u. Note-

mos que Dﬁ)u = (Inyu) pero no Dﬁ)u # Inu'.
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Las ecuaciones (2.1.21) y (2.1.22) al combinarse, se pueden escribir de manera

matricial de la forma

N—1
(D](\pu)j _ (D](\p)jlul (2.1.23)
1=0
donde
] N/2
(D)= D e, (2.1.24)
n=—N/2

Una propiedad de resolver problemas de esta manera es que ya no nos metemos
con los coeficientes, sino directamente con la funciéon evaluada en los puntos de
colocacién, donde ademds sabemos que Iyu(x;) = u(x;), por lo que no agregamos
el error de aliacion.

Gottlieb, Hussaini y Orzag (1984) mostraron que el interpolante trigonométri-

co se puede escribir de la forma

N—

Iyu(z) =Y Ci(z)u(z) (2.1.25)

=0

—_

donde la funcién Cj(z) para los puntos z; = 27l/N es

Ci(z) = % sin lN(x;x’)] cot [(x 5 xl)} (2.1.26)

y encontraron que la derivada del interpolante Iyu(x) respecto a x se puede

escribir como

P

(Inu(z)) = >  Cia(z)u(z) (2.1.27)
l

Il
o

que al comparar (2.1.23) con (2.1.27) se obtuvo que (Dj(vl))jl = Cy4(z;). Por lo que

al derivar (2.1.26) y evaluar en los puntos z; tenemos

1(_1)+ cot [(j—l)w]’ L]
(DW= =) s A (2.1.28)
07 j - l
y para la segunda derivada de (2.1.26) llegamos a
L)+ N () s L]
@)y  _ (1) + s iGN J 71,
(DN)ir =9 " vohves (2.1.29)

- j=L
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Si se desea encontrar la matriz para la ¢g-ésima derivada solamente se ocupa derivar
q veces la ecuacién (2.1.26) y evaluarse en los puntos de colocacién. Para el caso

de N impar se ocupan los puntos de colocacién
2)

= 1 =0,....,.N 2.1.30

xj N + 17T .] ) 9 ( )

donde las matrices de diferenciaciéon para esos puntos se pueden encontrar en el
libro de Peyret [10]. Si se desea saber como obtener las funciones Cj(x) vea el
capitulo 5 de libro de Boyd [1].

2.2. Base de Chebyshev

Como se menciona en la seccién 1.2 la base mas utilizada para problemas con
condiciones de frontera no periddicas es la base de Chebyshev y en esta seccion
veremos algunas de las propiedades de los polinomios de Chebyshev y sus trans-

formaciones.

Los polinomios de Chebyshev T),(z) de grado k se definen en el intervalo x €
[—1,1] por:
T,(z) = cos(narccosz), n=0,1,2,... (2.2.1)

por lo que —1 < T,, < 1. De la definicién anterior podemos observar que

To(x) = cos(0) =1
Ti(z) = cos(arccosz) =z

Ty(z) = cos(2arccosz) = 2cos(arccosz) — 1 = 227 — 1.

pero los siguientes 7T,,(z) resultan dificil encontrarlos de esta manera, por lo que

para encontrarlos en forma polinomial recurrimos a la identidad trigonométrica
cos(k + 1)z + cos(k — 1)z = 2 cos z cos kz.
Tomando z = arc cos z llegamos a la ecuacion de recurrencia siguiente
Toi1(x) = 22T, () — T,—1(x), n>1 (2.2.2)

por lo que, partiendo de Ty(x) y T1(x) podemos obtener T),(z) para n > 2. En la

Fig. 2.1 se muestra grafica de los primeros polinomios.
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Figura 2.1: Grafica de los primeros 6 polinomios de Chebyshev.

De la definicién (2.2.1) es facil ver que los polinomios de Chebyshev evaluados
en r = =£1, que son las fronteras de intervalo donde se encuentran definidos,

adquieren los valores
T,(£1) = (£1)™ (2.2.3)

Esta identidad nos serd ttil para implementar algunas condiciones de frontera.

Los polinomios de Chebyshev son ortogonales en el intervalo [—1, 1] con el peso
w(z) = (1 —2?) 72, esto es

YT (2) T (2) T

T, 1), = —dxr = —¢,0, 2.2.4
donde d,, 1, es la delta de Kronecker y
2, sin=0
Cp = .
1, sin>1

Para verificar (2.2.4) hacemos el cambio de variable z = arccos(z) y vemos los
siguientes casos

n#k

/ cosnzcoskzdz = / [cos(n + k)z + cos(n — k)| d=z
0 0

1
2
1rsin(n+k in(n —k)z1m
: [sm(n )z N sin(n )Z} _0

k+n n—=k 0
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n==k=#0
cos’nzdz = — [ (14 cos2nz)dz
0 2 Jo
B 1[ +sin2nz]7r_7r
— 2l T Lo 2
n=k=0

/ dz=rm
0

que se resumen en la ecuacién (2.2.4).

2.2.1. La expansion de Chebyshev continua

Al igual que con las series de Fourier, podemos escribir una funcién u(x) con
polinomios de Chebyshev

= Z T () (2.2.5)

n=0

La serie infinita la aproximamos con un numero N + 1 de términos, tal que

Pyu(x Zun N (2.2.6)

Los coeficientes 4, los obtenemos a través de la ortogonalidad de los polinomios

de Chebyshev de la siguiente manera

N
PNU Tk Z Tn, Tk
n=0
obteniendo lo que llamaremos la transformada de Chebyshev
7 / u@) i) , (2.2.7)
TCn J 1 \Y4 1 — I‘2

donde la ecuacién (2.2.6) es su transformada de Chebyshev inversa.

El error por aproximar (2.2.5) con los primeros N + 1 términos, al igual que

con la serie de Fourier, solo depende de los coeficientes u,, con n > N, esto es

1/2
er(N) = [lu = Pyull, = (;T > W) . (228)
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De esto, observamos que entre mas rapido decaigan los coeficientes mas pequeno
serd el error. La relacién (2.2.8) se obtiene de la misma manera que en (2.1.9)
para series de Fourier pero considerando los limites de integracion y la funcién

peso correspondiente a los polinomios de Chebyshev.

2.2.2. La expansion de Chebyshev discreta

Por la misma razén que se dio en la seccién 2.1.2 es indispensable, en varios
casos, discretizar el dominio espacial para evitar dificultades en la obtencion de
los coeficientes. Los puntos que elegimos para esta discretizacion son los puntos
x; = cos(mj/N) donde j = 0,1, ..., N — 1, el motivo de la eleccién de estos puntos
en lugar de puntos equidistantes lo podemos ver en el apéndice A. Usando esto,
nuestra aproximacion en estos puntos es

Iyu(z;) = apTi(a;) = u(z;). (2.2.9)

k=0
Para obtener los coeficientes usamos la siguiente relacién de ortogonalidad discreta

de los polinomios de Chebyshev

N 2 1 n=m

—— (2T () = (2.2.10)
— Ncme; ’ ’ 0 m#n

J]=

que es valido para 0 < m,n < N, donde

- 2 k=0,N
Cl —
1 k=1,.,N-1
y obtenemos
Yoo w1k
Uy = ; Nékéju(xj) cos(7> (2.2.11)

que es la transformada de Chebyshev discreta (TCD). La transformada de Cheby-
sev inversa de la ecuacién (2.2.11) es la ecuacién (2.2.9) y ambas son andlogas a

las ecuaciones (2.2.7) y (2.2.6) respectivamente.

Si reemplazamos u(x;) en su expresién de términos de la serie infinita en
(2.2.11) tal que

i ) P N LR
=Y gl Ne _ka(SCj)Tz(xj) + Y i [Z Nod Ty () Ti ()

CrCj




2.2. BASE DE CHEBYSHEV 15

donde el primer término entre corchetes es la ecuacién (2.2.10), entonces se puede

escribir como

[e%e) N . .
2 k [
Up = Ug, + E Uy, [ E Naz cos(ﬂjj\[ ) cos(@é)]
donde si usamos

cos acos ff = %[cos (a+ B) + cos (a — B)]

y consideramos

=

N : :
+1 Sip=2mN, m=0,+1,£2,..

Y cos (P = b (2.2.12)
pay N 21— (=1)?] cualquier otro,

Se puede obtener
=1 - U k= N ( 3)
u U + E UINm (), ceey 2.2.1
k k Cp — 2Nm=tk

Asi que esta 1w, es una aproximacion de 1u,, y es buena en la medida en que el
segundo término del lado derecho en (2.2.13) sea despreciable. Al igual que en el
caso de Fourier se puede reescribir como en la ecuacién (2.1.16) donde Ryu en el

caso de Chebyshev es

N [e'e)
Z 1 Z X
m=1

k=0

que es el error de aliacién. La razén de (2.1.16) se debe por la discretizacion de la
aproximacion con polinomios de Chebyshev, lo mismo que sucede con la serie de

Fourier. En la seccién 2.3 se explicara con mas detalle sobre el error de aliacion.

2.2.3. Diferenciacion

Para resolver ecuaciones diferenciales con los polinomios de Chebyshev es ne-

cesario la derivada de los polinomios. estos los encontramos como

k sin(k arc cos x)
Vie?

que al hacer el cambio de variable de = = cos z se simplifica a

Ti(z) = CZB(COS(k arccosz)) =

Jsin k
Ti(z) = :;I?ZZ 0<z<m. (2.2.15)
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Pero la ecuacion anterior no esta definida en z = 0y 2 = , por lo que buscamos el
limite en dichos puntos utilizando la regla de L'Hopital y de ahi encontramos que

al regresar a la variable x, obtenemos la evaluacién de los puntos de la frontera
T (£1) = (£1)"E2 (2.2.16)

Este resultado y el de la ecuacion (2.2.3) nos seran muy ttiles para poner las con-

diciones de frontera ya sean del tipo Dirichlet, Neumann o combinacion de estas.

Es posible encontrar de manera recurrente los polinomios T (z) a partir de las

Ty (x) con la identidad trigonométrica
sin(k + 1)z —sin(k — 1)z = 2 coskzsin z,

combinando esta identidad y la ecuacién (2.2.15) obtenemos

Tl T, (@)
k+1 k—1

= 2T(x) k> 2. (2.2.17)

Ahora bien, en el problema descrito por (1.3.1) a (1.3.3) puede llegar a pedir
que la funcion solucién sea continua en sus m derivadas. Si nuestra funcion u
es continua en su primera derivada, se puede escribir una serie truncada de la

derivada de la funcion de la siguiente manera
N
(Pyvu(@) =" wTi(x) =Y ' Ti(x) (2.2.18)

donde (Pyu)" es la derivada de la proyeccion de Chebyshev. Existe una relacién

. NG
entre los coeficientes 4y, y u,(g )

ety =)y + 2(k + igys 0< k<N — 1 (2.2.19)

La relacion anterior nos va a permitir encontrar los coeficientes u; en funcién de

los ﬂ,(:). La ecuacién (2.2.19) la obtenemos a partir de integrar (2.2.18)
Pyu(z) = / Py (z)dx = / (a0 Ty + a0y + - 4+ Al Ty ) de
considerando

Tr) = T
Tx) = {Ti)
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y utilizando la ecuacién (2.2.17)

() ~ (1) ~ (1)
Ty uy’ (1T U T, 1T
p _ a0r 12 (j_T> i<_4__2>
N () 1+ 2 2+ 5 (3 1)+ 5\ 5 +-- 4+
711(41_)1<Tk_Tk—2) @1(:)<Tk+1 _Tk—l) ﬂl(slll(TkJr? _Tk)
2 ko k—2 2 \k+1 k-1 2 \n+2 k
_l_...

Si agrupamos los coeficientes del polinomio 77, se obtiene 4, ahora si agrupamos
los coeficientes del polinomio 75, se obtiene s, si agrupamos los coeficientes del
polinomio 7,,, se obtiene u,,, es decir

T — o =1iea) —al)) = 24, =2a{" —al!

o= NI

T2—> 112:

(1) (1)
(H-%) — -2 -

N (AN s A, N L) ()
Tn_y — Un—2=35(ws — 7 = 2(N — 2)Un_o = Uy 5 — Uy,

(1)
N Uny N ~ (1
Tv_1 —> UN—1 = %(N 12) — 2(N — 1)UN_1 = USV)_Q
. aly) . (1)
In — UN:2<I§V1) = 2(N)in =y,
donde aﬁ) = a%il = 0. La relacién g no se obtiene de la misma manera, ya que

aparece en la constante de integracién. Si nuestra funcién es m veces diferenciable,
utilizamos en varias ocaciones la ecuacion (2.2.17) y podemos llegar a

Ckul(fq) = ﬁl(ﬂ2 +2(k + l)ul(fq-i-ll) 0<k<N-—gq (2.2.20)

(@) _ ) . . e
donde uy” .y = uy_, o = 0. Esta relacion de recurrencia nos permitird obtener

los coeficientes u,(f de los coeficientes ul(f b,

La derivada del interpolante de Chebyshev de una funcién u en los puntos z;
esta definida como la derivada de la serie de Chebyshev discreta de u en los mismos
nodos

DVu = (Iyu). (2.2.21)

esta derivada puede también escribirse en forma matricial como

N
(DY) = D (D)), =0, N. (22.22)
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Para obtener la matriz (Dg\}))jl se puede hacer de dos maneras. La primera es

haciendo N
(Inula;)) = 3 aTi(x) (2:2.23)
1=0

y usando la TCD para luego expresar 7j(z;) y 1](x;) en términos de funciones
trigonométricas. Finalmente, aplicar identidades trigonométricas para evaluar las
sumas. La segunda manera es recordando la ecuacién (2.1.25) que nos dice que el
interpolante se puede escribir como

N

Iyu(z) = Ci(z)u(z) (2.2.24)

1=0
donde para el caso de Chebyshev la funcién Cj(z) para los puntos z; = cosmj/N

" (—1)7* (1 — 2) T (x)

¢ N?*(x — ;)

Ci(x) = (2.2.25)

y tendremos que Cl(l) (x;) = (DS)) ji- La segunda forma es la mas sencilla de hacer,
ya que para matrices (D](\?)) j1 solo hay que derivar ¢ veces la funcién (2.2.25) que a
diferencia de la primera donde se tienen que realizar varios pasos. Para la matriz

de la primera derivada del interpolante tenemos

4

S d#L

Cy Tj—x]
__m o ]<j—I<N-1,

(D)= a0 / (2.2.26)
e J=1=0,

_%24-1 j=1=N,

\

y para la segunda derivada

((—1)jH  altwja—2 1<j<N-1
Z (I—JU?)(ZBJ'—WF ) 0<I<N,j#b
2 2
G T ) I <jol<N-1,
J
2
OPu= et ey, (20
2T NS G N << N -1,
4_ . .
e j=1=0j=1=N.

para otros puntos de colocacion las matrices cambian. Cabe mencionar que existe
una forma general de obtener la matriz para cualquier polinomio ortogonal. La
explicacion de como obtenerla y el algoritmo para implementar se puede encontrar

en el libro de Kopriva [§].
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inx
e

Figura 2.2: Los puntos muestran donde la funcién original (linea continua) coincide
con otras funciones (lineas punteadas), este evento representa el error de aleacién. La
figura de superior es la representacion del error de aliaciéon para la base de Fourier y la

figura inferior para la base de Chebyshev.

2.3. Error de aliacion

Pudimos ver, tanto con la transformada de Fourier discreta y la transformada
de Chebyshev discreta, nos encontramos con un error debido a la discretizacién del
espacio. Estos errores son las ecuaciones (2.1.15) y (2.2.13). Ambas nos muestran
que el k-ésimo modo del interpolante de u depende no solo del k-ésimo modo de
u, sino también de todos los modos de u que se alian al k-ésimo modo en la red.

La Figura 2.2 nos ilustra el efecto de aliaciéon en la base de Fourier y Chebyshev.

Con ayuda de la ecuacién (2.1.16) podemos ver que la norma del error de

interpolaciéon se puede escribir como
llu — Iyu||* = ||u — Pyul|* + || Ryul|? (2.3.1)

donde observamos que el error debido a la interpolacién es mayor que el de trun-
cacion. Esta declaracion es cierta pero falta mencionar que la influencia de la
aliacion en la exactitud del problema es asintoticamente del mismo orden que la

del error de truncacion, esto quiere decir, que el error de aliacién va haciéndose
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maés pequeno cuando N crece (esto se explica en la secciéon 5.1 del libro de Ca-
nuto, et. al. [4]). Consideremos un ejemplo para observar que el comportamiento

3 donde se

del error de aliacién en cierto N. Tomemos la funcién u(z) = s

conoce que para la base de Fourier @, = 27* y comparamos con los coeficientes
de la transformada de Fourier discreta w; en la Cuadro 2.1 y 2.2. En dichas tablas
observamos que la diferencia de los coeficientes va haciéndose menor mientras n
se acerque al cero. Al comparar ambas tablas vemos que el error provocado por la
aliacion en los coeficientes con mismo indice es menor cuando N = 52 que cuan-
do N = 32, lo cual concuerda con que el error de aliacién decrece cuando crece
N. Si tomamos distintos valores de N mayores a 52 se observa que la diferencia
en los n cercanos a cero dejan de hacerse menor y oscilan en valores de orden
10~%6. El hecho de que no disminuya el error se debe a los errores de redondeo de
la computadora. Si se toman N > 100 se tiene que el error en la mayoria de los

Ty, es del orden 10716, los cuales son errores muy pequeiio que podemos despreciar.

n Uy, U, [Ty, — |
-16 | 1.5259e-05 | 3.0518e-05 - 2.8064e-171 | 1.5259e-05
-15 | 3.0518e-05 | 3.8147e-05 + 8.1966e-161 | 7.6294e-06
-14 | 6.1035e-05 | 6.4850e-05 + 6.1930e-161 | 3.8147e-06
-1 0.5 5.0000e-01 + 1.3010e-17i | 5.8208e-10
0 1 1.0000 4.6566e-10
1 0.5 5.0000e-01 - 1.3010e-171 | 5.8208e-10
14 | 6.1035e-05 | 6.4850e-05 - 6.1930e-16i | 3.8147e-06
15 | 3.0518e-05 | 3.8147e-05 - 8.1966e-16i | 7.6294e-06
16 | 1.5259e-05 | 3.0518e-05 4 2.8064e-171 | 1.5259e-05

Cuadro 2.1: Comparacién entre los coeficientes de la expansion de Fourier continua

U, y los coeficientes de la expansién de Fourier discreta u,,. Donde se toma N = 32.
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n Uy, Uy, |y, — Ty
226 | 1.4901e-08 | 2.9802e-08 - 1.7124e-151 | 1.4901e-08
225 | 2.9802e-08 | 3.7253e-08 + 6.2930e-16i | 7.4506e-09
224 | 5.9605e-08 | 6.3330e-08 + 4.4836e-16i | 3.7253¢-09
-1 0.5 5.0000e-01-5.6045¢-18i | 5.5514e-16
0 1 1.0000 2.2204e-16
1 0.5 5.0000e-01-+-5.6045¢-18i | 5.5514e-16
24 | 5.9605e-08 | 6.3330e-08 - 4.4836e-16i | 3.7253e-09
25 | 2.9802e-08 | 3.7253e-08 - 6.2930e-16i | 7.4506e-09
26 | 1.4901e-08 | 2.9802e-08 + 1.7124e-15i | 1.4901e-08

Cuadro 2.2: Comparacién entre los coeficientes de la expansién de Fourier continua

U, v los coeficientes de la expansién de Fourier discreta ,,. Donde se toma N = 52.

2.3.1. No linealidades y el error de aliacion

Cuando tratamos una ecuacion diferencial donde se tiene un término no lineal
sucede que el error de aliacién en dicho término no decrece como es comin. Deja
de ser correcto que el error de discretizacion en el término no lineal se vaya ha-
ciendo pequeno cuando N crezca. Esto lo podemos ver mejor al graficar el valor
absoluto de los coeficientes en forma logaritmica donde después de cierto k dejan

de acercarse al cero, esto lo ilustra la Figura 2.3.

Este incremento en los coeficientes nos puede provocar dos problemas: la exac-
titud de la funcién aproximada con la funcién soluciéon no se hard menor cuando
se haga mas grande N y para problemas evolutivos no tendremos estabilidad
numérica. Esto ultimo quiere decir que, en cada paso evolutivo nuestra solucién
numérica perdera exactitud, por lo que después de cierto tiempo nuestro modelo

numeérico ya no funciona.

Existen varias formas de tratar el error de aliaciéon en el término no lineal y
evitar las inestabilidades numéricas, una de ellas es mediante la técnica de la regla

de los 3/2. Para explicar esta regla tomaremos el tinico caso de no linealidad que
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! blogueo
| espectral

|

|

|

|
N

N
N

Figura 2.3: La linea punteada son el valor absoluto de los coeficientes en ¢t = 0 y la
linea continua a un tiempo después. La linea vertical es la frontera de los ntimeros de
onda (Fourier) o el grado del polinomio (Chebyshev) entre la parte del espectro que
decrece y la parte donde crece debido al ruido numérico y el de aliacién. Los coeficientes

corruptos estan marcados con puntos.

se maneja en esta tesis que es de tipo
s(z) = u(x)v(x). (2.3.2)

Analicemos de manera detallada como se comporta la no linealidad cuando se

trate en un problema periédico.

Los coeficientes de la expansion en series de Fourier de la funcién s(x) se dan
por la ecuacién (2.1.6), que al usar la ecuacién (2.3.2) y expander también las

funciones u(z) y v(x), podemos llegar a

1 27 N/2 N/2
§ = 9 i ( Z ﬁmeimx>( Z ﬁnei”x>e_ikxda? (2.3.3)
m=—N/2 n=—N/2
N/2 N/2 e
D IND S Py B (2.3.4)
2m Jo
m=—N/2n=—N/2
N/2 N/2

D D (2.3.5)

m=—N/2n=—N/2

que finalmente nos da
N/2

Sh="Y_ gDy (2.3.6)

n=—N/2
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Consideramos que los coeficientes discretos de Fourier sean

Se=17 Z s(x;)e (2.3.7)

donde M > N y los puntos x; = 27j /M. Realizamos los mismos pasos hechos

para obtener la ecuacién (2.1.15) y llegamos a

Sk = Sk + Z Sk+Mm (238)
"m0
donde al sustituir (2.3.6) en la parte del error de aliacién tenemos que

s NJ2

Sk="5k+t Y. Y ksmrr—ntn (2.3.9)

m=—o00 n:—N/2
m##0

donde escogemos M tal que |k +mM —n| > N/2 para |k|, |p| < N/2 tomando
en cuenta esto el valor minimo que puede tener M para satisfacer lo anterior en
toda k serfa cuando k = —N/2 y n = N/2 y m =1, esto es

N N N 3N

De igual manera analicemos el comportamiento del término no lineal cuando
se usa la base de Chebyshev. Tomemos la ecuacién (2.3.2) podemos expanderla

con polinomios de Chebyshev tal que sus coeficientes sean

N
. A Tj,(x)
Sk Um Lo, o1, | ——=—dx 2.3.11
7TCk (Z ) (; ) V1—2? ( )
donde usamos la propiedad trigonométrica

cos avcos B = ;[cos (a+ ) + cos (a — )]

y la relacién de ortogonalidad (2.2.4) para obtener

R _;( N it Y am@n> n,m < N. (2.3.12)

n+m=~k |m—n|=k

que podemos reescribir como

N N
1
=3 (Z QgD + Zanik@n> 0<k<N (2.3.13)
n=0 n=0
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donde en el segundo término de la derecha se pide que cuando sea el caso n — k
esta diferencia sea mayor o igual a cero. Para encontrar el error de aliacion en
este término no lineal utilizamos la transformada de Chebyshev discreta (2.2.11)

N encontramos que
2 L1
Sh=r ) Es(yj)Tk(yj) (2.3.14)
J

donde utilizamos M > N por esto los nuevos puntos y; = cos (7j/M). El error de

aliacion que se obtiene por la discretizacion es
S Sk + ! i 5 k=0,...,N (2.3.15)
Sk = Sk T = S2Mm=Ek =Yy -9
Ck m=1

y al sustituir (2.3.13) en (2.3.15) tenemos que

N
(Z U Mmtk—nUn + Z u:l:2Mm:|:k+nvn) (2.3.16)

n=0 n=0
donde k,n < N y para el segundo termino entre paréntesis solo se toman en

cuenta los coeficientes con £2Mm + k + n > 0. Ahora vamos a pedir que
2Mt+k—n>N +2M+k+n>N

y obtenemos que el peor caso es
3N
2M—N—N>N:>M>7.

Tanto como con la base de Fourier y la base de Chebyshev podemos tomar
cualquier M > 3N/2 tal que si filtramos los coeficientes que pueden contribuir al
error de aliacién de la forma
Uy |m| < N/2
Uy = (2.3.17)

0 otro caso

para la base de Fourier y de la forma

Uy, mMm<N
Uy, = (2.3.18)

0 otro caso

para la base de Chebyshev. Con este tipo de filtrado tenemos que el término que
define el error de aliacién estarda compuesto de un coeficiente igual a cero por lo

que se elimina el error de aliacién, quedandonos asi

Se = 8p. (2.3.19)
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Esta claro que se estan realizando mucho mas operaciones pero lo bueno es que ya
no tendremos un error que va creciendo con el tiempo. Cabe mencionar que la re-
gla de los 3/2 es para una dimensién. Para dos o tres dimensiones la regla cambia
a 9/4 y 27/8 respectivamente, lo que resulta un costo muy alto para eliminar el
error de aliacién, por lo que se recomienda buscar otro método para estas dimen-
siones. Esta regla también cambia para no linealidades diferentes a la cuadratica

vy hay que ver si el costo no es muy grande, de ser as se recomienda buscar otra.

En la tesis de maestria de Susana Hernandez [7] se resuelve con ME la ecua-
cion de Swift-Van Hook, la cual contiene términos no lineales mas complicados y

elimina el error de aliacion.
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Capitulo 3
Esquemas Espectrales

El método espectral para resolver ecuaciones diferenciales parciales consiste

en buscar soluciones de la forma
N
Pyu(z,t) =Y i, ()P ()
n=0

donde ®,, es una base ortogonal de funciones suaves. La manera de encontrar los
coeficientes determina el método espectral. Los més usados son el de Galerkin,
el Tau y el de Colocacién. Estos métodos son bosquejados brevemente en este

capitulo.

3.1. Método de Galerkin

El método de Galerkin es un método donde la funciones de la base se eligen
de tal forma que de entrada la solucién propuesta satisfaga las condiciones de

frontera.

Siguiendo la filosofia de los ME, se busca una solucién en forma de una serie
truncada de esa base, y como Pyu es una aproximacion de la ecuaciéon diferencial
a resolver, al sustituirla en ésta, el resultado no serd igual a cero. A esta diferencia
la llamamos residuo que representamos con R(x,t) y es nuevamente una funcién
que depende del espacio y del tiempo.En general, de la ecuacién (1.3.1) llegamos

a
8PNU

ot

donde Pyu es la truncacién de la expansion de u en la base ortogonal elegida ®,,,

— L(z,t)Pyu(z,t) — f(z,t) = R(z,t) (3.1.1)

27
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N .
esto es Pyu =) U, P,.

La exactitud de la aproximacion dependera de que tan chico sea el valor del
residuo R(z,t). Uno esperaria que el residuo tendiera a cero cuando N tienda a
infinito. Como toda funcién, el residuo puede expanderse en la base elegida y sus
coeficientes r,, calcularse con la proyeccién usual r, = (R, ®,,). Cualquier funcién
queda representada fundamentalmente con los primeros términos de su expansion
y el error, como hemos dicho, estd en los términos con |n| > N/2 para la serie de
Fourier y para los polinomios de Chebyshev n > N. Por tanto, exigiendo que los
primeros términos de la expansion del residuo se anulen, el residuo se minimiza,

esto es, se exige que
(R, ), — / Rz, ), ()w(x)dz — 0 (3.1.2)

donde ®,,(z) es la base ortogonal. Con la ecuacion (3.1.2) tendremos las N ecua-
ciones diferenciales ordinarias para los coeficientes ,, y para problemas evolutivos
ocuparemos las condiciones iniciales para los coeficientes u,(t = 0), éstos se ob-

tienen de tomar \
U, (0) = / u(x,0)P, (z)dx (3.1.3)

donde [a, b] depende del intervalo para el cual la base esta definida. Para evaluar
los 4,(0) podemos utilizar ya sea el método de Simpson o el método de cuadra-
tura para la base correspondiente, para mas detalles vea el apéndice A. Y para
evolucionar los coeficientes se puede implementar el método de Runge-Kutta que

se explica en el apéndice D.

3.2. Método de Tau

El método de Tau es una version modificada del método de Galerkin. La
diferencia radica en la forma en manejar las condiones de frontera. La expansion

se propone de la siguiente forma

Pyu(a,t) = Y iy ®y(x) (3.2.1)

n=0

donde K es el numero de condiciones de frontera B(z)u(x,t) = 0. Es en esos ulti-

mos K términos donde se incluyen las condiciones de frontera. Especificamente,
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con Tau realizamos los mismos pasos hechos con Galerkin solo que la relacion en-
tre los coeficientes (3.1.2) serd vélida para 0 < n < N. Las condiciones de frontera

nos conducen a ecuaciones algebraicas para los K coeficientes restantes.

Para ejemplificar, tomemos los dos tipos de frontera mas conocidos, tipo Di-
richlet y tipo Neumann para un problema de una dimensiéon usando la base de
Chebyshev y recordando las identidades (2.2.3) y (2.2.16) tendremos que

N+K

u(E1,t) = Y (F1), = by (Dirichlet) (3.2.2)
n=0
N+K

u'(£1,t) = Z n?(£1)"**4, = by (Neumann) (3.2.3)
n=0

donde by es en general una funcién del tiempo by (t). Con las condiciones de
frontera, ya sea Dirichlet, Neumann o una combincién de estas, obtenemos las K
ecuaciones faltantes para obtener los coeficientes y resolver La ecuacién diferencial.
El nimero de condiciones de frontera depende de las dimensiones espaciales del
problema, es decir para una dimension seran K = 2 para dos dimensiones seran
K = 4 y en general el nimero de condiciones serdan K = 2a donde « es la
dimension del problema.

3.3. Meétodo de colocacién

Partimos de la propuesta de solucion como serie truncada

Pyu(z) =Y i1,y ()

y definimos una serie de puntos g, x1,...,xy interiores del dominio que llamamos
puntos de colocacion. Luego se pide colocar la funcién en esos puntos, es decir,
se requiere que la ecuacion diferencial se satisfaga exactamente en los puntos de

colocacién, esto es, R(x;) = 0 donde R es el residuo.

Podemos escribir el método de colocacién espectral siguiendo la filosofia del
método de Galerkin y de Tau de minimizar el residuo a través de (3.1.2), pero
en el método de colocacién se proyecta el residuo sobre d(z — x;) siendo x; los

puntos de colocacion, esto es, se forza a que la ecuacion se satisfaga en los puntos
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de colocacion al exigir que
b
(R, 0(x — ;) = / R(x)6(z;)dx = Res(x;) =0 (3.3.1)

para j = 0,1,2,..., N. Los indices j = 0, N corresponderian a las condiciones de

frontera.



Capitulo 4

Aplicacién de los ME en la Fisica

En este capitulo se realizan ejemplos esenciales para el entendimiento de los
ME y sus esquemas explicados en el capitulo anterior. Las ecuaciones que analiza-
remos son: la ecuacién de Helmholtz, la ecuaciéon de calor y la ecuacién de Burgers.
Cada una nos ayudard a entender tres aspectos de la aplicacion de los ME las
cuales son: problemas con independencia temporal (Helmholtz), con dependencia
temporal (Calor y Burgers) y el manejo de términos no lineales (Burgers). Con
estos ejemplos se pretende que el lector tenga las bases suficiente para aplicar los

ME para cualquier ecuacion diferencial en una dimension.

4.1. Ecuacion de Helmholtz

La ecuacién de Helmholtz es una ecuacion diferencial parcial que aparece en

fenémenos ondulatorios. Esta ecuacién se escribe:

(=V* + Nu() = f(7) (4.1.1)

donde A es una constante y u solo depende del espacio. Para entender su presencia

en fendomenos ondulatorios tomemos la ecuacién de onda

(v2 - ——)u(f; ) =0 (4.1.2)

(7, t) = AF)T() (4.1.3)
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llegamos que

(V2 +EHA) = 0, (4.1.4)
<gt+k202)T(t) =0 (4.1.5)

donde (4.1.4) es la forma homogenea de (4.1.1). La ecuacién de Helmholtz se ve en-
vuelta en problemas de diferentes areas tales como la radiacion electromagnética,

sismologia, acustica, entre otras.

4.1.1. Chebyshev colocacion

Consideramos la ecuacién (4.1.1) para una dimensién con la condicién de fron-
tera tipo Dirichlet

0*u
w(£1) = 0, 41.7)

sustituyendo en (4.1.6) la expansién

un(z) = i, T, () (4.1.8)

n=0

tenemos
N—2 52 N—2
— ;anaxzmx]—) +)\;ﬁnTn(9:j) = f(z;) (4.1.9)

donde x; = cos(mj/N) con j = 1,..., N — 1. No se consideran los puntos zy y
xn ya que son los puntos en la frontera. Las dos ecuaciones para esos puntos las

obtendremos de las condiciones de frontera, por lo que de (4.1.7) tendremos

N

u(1) =3 @, T (£1) = > (+1)Fi, (4.1.10)

k=0

donde hicimos uso de la propiedad (2.2.3). Con (4.1.9) y (4.1.10) completamos
nuestro sistema de ecuaciones para los coeficientes 4, y este lo podemos escribir
de manera matricial como Ax = b, donde

1 1 1
—Tél(xl) —+ )\To(xl) —T{/(xl) + ATy (:Cl) S —TI’\,,(:Cl) —+ )\TN(SCl)
—Té’(xz) + Ao (:(:2) —Tl"(xg) + ATy (xz) S _Tll\lf (:(:2) + ATy (xz)
A= . . : ,
~Ty(xn-1) + NTo(zn—1) —T{(zn-1)+AT1(zn-1) - —T(en-1)+AIN(ZN-1)

1 -1 (—)N
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Figura 4.1: Para el método de colocacién observamos en la figura izquierda el decai-
miento de los coeficientes en funcién de n para N = 30. La figura derecha nos muestra

como cae el error de la aproximacion con la funcién exacta con respecto a N.

i) 0
U1 fx1)
U2 flx2)
r= . , b= .
UN_1 flen—1)
UN 0

Para resolver el sistema Ax = b utilizamos el método de descomposicion LU

que se describe en el apéndice B y obtenemos los coeficientes de nuestra expansion.

En la figura 4.1 se consider6 A = 10° y se tomé que para la funcién f(x) =
[(A=1)22+4x — (A +1)]e™® tenemos que la solucién exacta es u(z) = (2% —1)e™7.
Vemos que los coeficientes dejan de decaer debido a los errores de redondeo de la
computadora por lo que el error de la soluciéon también se ve afectada. El error
|u — Pyu|maz se obtiene por medio de la ecuacién (2.2.8). Para la figura 4.1 la

ecuacién (2.2.8) se integré con el método de cuadratura para la base de Chebyshev.

4.1.2. Chebyshev Tau

Ahora resolveremos las mismas ecuaciones (4.1.6) y (4.1.7) pero en esta ocasién

con el esquema de Tau. Buscamos entonces su aproximacién con los polinomios
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de Chebyshev tomando en cuenta que

un(z) = inTo (), . (4.1.11)

o o(x) =Y AT, (), (4.1.12)

F@) =Y faTu(x) (4.1.13)

por lo que, al sustituir las ecuaciones (4.1.11)-(4.1.13) en (4.1.6) y utilizando la

propiedad de ortogonalidad para minimizar el residuo podemos llegar a:
—0P + Ay =f, 0<n<N-=2 (4.1.14)

donde el maximo valor de n,,,, = N — 2 ya que u”(z) es de orden N — 2. Las
ecuaciones restantes para resolver el sistema las obtenemos de las condiciones de

frontera

N N
i, =0, D (1)@, =0
n=0 n=0

si se considera N como un numero par las ecuaciones anteriores se pueden rees-

cribir como

N N—-1
> i, =0, G, = 0. (4.1.15)
n=0 p:l
n par n impar

Ahora el proposito es encontrar los coeficientes a partir de las ecuaciones
(4.1.14) y (4.1.15) una forma de hacerlo es comenzar a resolver (4.1.14) utilizando

la ecuacién de recurrencia (2.2.20) para g = 1y g = 2, esto es

cnil) = )y +2(n+ itgys 0<n <N -1 (4.1.16)
et =’y +2(n+ )iy,  0<n<N-2 (4.1.17)

recordando que ¢g = 2y ¢, = 1 donde m > 1. Tomamos la ecuacién (4.1.14) y

cambiamos los indices de n a n — 1 y por otro lado de n a n + 1 quedando

W7 = Mgy —fur  1<n<N-1
Wl = Mg — fan —1<n<N-3
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estas dos ecuaciones las sustituimos en (4.1.17) y llegamos a

271’&;1) = Cn—l()\ﬁn—l — fn—l) — ()\ﬁn—i-l — fn+1) 1 S n S N —3 (4118)

donde quitamos los términos ol con n = —1,0 porque no estan definidos y

pedimos los términos aﬁﬂ) =0 conn > N — 2. Entonces llegamos a:

271’&%1) = Cn—l()\ﬁn—i-l — fn—i—l) — 5n+1()\ﬂn+1 — fn-i-l) 1 S n S N—1 (4119)

donde introducimos
1 0<n<N-2

0 n>N-2

ﬁn:

para poder tener coeficientes con n > N — 2. Ahora, usamos la ecuacién (4.1.16)
para poner 1121) en términos de ,. Con la ayuda de (4.1.19), pero acomodando

los indices como:

2(71, - 1)12(1)1 = Cn—2(>\an—2 - .]En—2) - Bn(kan - fn) 2 S n S N
2n+ 1))y = ca(Nin — fo) = Basar(Nipgz — fasz)  0<n< N =2

y sustituyéndolas en (4.1.16) con el indice modificada de n an — 1

2nﬁn - 2(ZL:11) {Cn—2()\ﬁn—2 - fn—2) - ﬁn()\ﬁn - fn)}
Bn

_ m {Cn(ATTLn - fn) - Bn+2(>\fbn+2 — fn+2)} 2 S n S N

donde se volvié a agregar 3, para poder ajustar los indices.

Observamos que en esta ultima ecuacion ¢,_1, ¢, siempre son igual a 1 pues

n = 2,..,N. También veamos que (3,5,12 = Bni2, por lo que obtenemos:

2ni, = ﬁ [Cn—2()\7ftn—2 — faa) = BNy — fn)]
ﬁn 7 £ Bn+2 N ~
_ m()\un - fn) + m()\un_,_g — fn+2), (4120)

donde 2 < n < N. Despejando los coeficientes y simplificando

)\Cn—Z ~ )\ﬁn ~ )\ﬁn+2 N
dn(n—1)"m2 T [1 o - 1)} T G4 1)

Cy_ A~
= fuat

ﬁn n Bn+2 A
n(n — 1) oz — 1 T an(n 11y e (4.1.21)

2(n2 —1)""  4dn(n+1)
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Figura 4.2: Para el método de Tau observamos en la figura izquierda el decaimiento de
los coeficientes en funcién de n para N = 30. La figura derecha nos muestra como cae

el error que existe de la aproximacion con la funcién exacta con respecto a N.

con 2 <n < N. En el libro de Canuto [4] esta relacién tiene errores tipogréficos

y en la expresién (4.1.21) fueron corregidos.

Si ponemos el sistema de ecuaciones (4.1.21) de manera matricial, donde los

términos pares forman una matriz y los impares otra, tenemos un arreglo de la

forma:
1 1 1 1 cee 1 1 wWo Fy
P @1 M w1 Fi
T 0 w F:
P2 QG2 2 ‘2 _ ‘2 (4.1‘22)
O Pm—1 4m—-1 Tm-—1 Wm—1 Fm—l

donde w,, representa ya sea s, 0 U, 1. El sistema (4.1.22) se puede resolver de la
manera descrita en el apéndice C y con esto obtenemos la soluciéon de la ecuaciéon
de Helmholtz.

Para encontrar la solucién con el método de Tau, al igual que con el método de
colocacién se tomo la funcién f(x) = [(A—1)x? + 42— (A+1)]e”* donde se obtiene
que la funcién solucién es u(x) = (x*> — 1)e™®. La exactitud que obtenemos con
el método de Tau la podemos observar en la Fig. 4.2 donde a partir de N = 16

el error es cercano al orden de 107'°. La ventaja de haber resuelto la ecuacién
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de Helmholtz con el método de Tau que tiene respecto al método de colocacién
es que el nimero de operaciones es menor, por lo tanto, el tiempo en resolverse

también lo fue.

4.2. Ecuacion de Calor

Una ecuacién diferencial parcial importante es la ecuacién de calor que fue
propuesta por Fourier en 1807 en su memoria de propagacion del calor en los
cuerpos solidos. Esta ecuacién se derivada de la ley de Fourier y la conservacion
de la energia, donde la ley de Fourier dice que el flujo de la energia térmica a
través de una superficie es proporcional al gradiente negativo de temperatura a

través de la misma superficie.

La ecuacién de calor describe la distribucién de calor (o variacién de tempe-

ratura) en una region a través del tiempo. Esta se escribe de manera general

ou 9

donde v es el coeficiente de difusion térmica.

Ademas, la ecuacién de calor esta relacionada con el estudio del movimiento
Browniano a través de la teoria de probabilidades, entre otras cosas como la

difusion quimica, etc.

4.2.1. Chebyshev Tau

Tomemos la ecuacién de calor descrita por (4.2.1) en una dimensién, esto es

ou 0%u

que al aproximarla con polinomios de Chebyshev obtenemos un residuo, tal que

Un(t) = v ()  0<n<N-2 (4.2.3)
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donde para obtener 119 en términos de 1, hacemos uso de la relacion de recu-
rrencia
entl) = al)y +2(n+ ity 0<n <N -1 (4.2.4)
ei® = all, +2(n+1)al), 0<n<N-2 (4.2.5)

Faltan dos ecuaciones para resolver el sistema de ecuaciones y estas las obtenemos

de las condiciones de frontera. Las condiciones de frontera que proponemos son

ou ou
%(—1,t)—u(—1,t)—0 P

donde al hacer la expansion con los polinomios de Chebyshev y usar las identidades
(2.2.3) y (2.2.16) llegamos a

(1,4) +u(1,£) =0 (4.2.6)

N N
(—1)"(2n% + )i, =0, Y (20% + )i, =0

que al considerar N como un nimero par se pueden reescribir como

N-2
X 1 X
n par
1 N-3
NG = ——r———— 2n® + 1)i,. 4.2.8
n impar

Con las ecuaciones (4.2.3), (4.2.7) y (4.2.8) tenemos los coeficientes para cual-
quier tiempo y para evolucionar la ecuacién en el tiempo, necesitamos los coefi-

cientes al tiempo inicial por lo que usamos la condicion inicial

Pyu(xz,0) =) 1,(0)T,(z) = g(x) (4.2.9)

n=0

donde al recordar (2.2.10) obtenemos los coeficientes como

a2 [ 0D

T J_1 V1 — 22

La condicién inicial que se elige para este problema es g(x) = 1. Para esta condi-

da. (4.2.10)

ciéon inicial si se toma 1y = 1 y los demas coeficientes iguales a cero se cumple la

condicién inicial sin la necesidad de resolver (4.2.10).
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Existen varios métodos con los cuales podemos evolucionar los coeficientes en
el tiempo pero el que usaremos en esta tesis es el método de Runge-Kutta de
orden 4. En la Fig. 4.4 se ponen las graficas de la soluciéon a varios tiempos y
el error de la aproximacion respecto a N en diferentes tiempos, con esta ltima
grafica podemos observar que la exactitud de nuestra funcién soluciéon no crece a
cada paso evolutivo, por lo que nos da la seguridad de que nuestra aproximacion

tendra estabilidad temporal, esto es, el error no crece con el tiempo.

La solucién exacta para la ecuacion de calor, con condicion inicial g(z) = 1
y condiciones de frontera (4.2.7) y (4.2.8) que se uso para comparar la solucién

aproximada es

S€C Oy, —4ua%t
=4 Z 5y 4@2 COS (U, (4.2.11)

donde «, son las raices positivas de
; 1
atana = —.
2

El método usado para encontrar las raices fue el de Newton-Raphson el cual se

puede encontrar en cualquier libro de Métodos Numéricos.

4.2.2. Fourier Galerkin
Al igual que en el método de Tau tomamos

ou d%*u

y sustituimos la expansién (2.1.2) de u consiguiendo la siguiente relacién

N/2
Rz,t)= Y (i —aP)em™ (4.2.13)
n=—N/2

que al minimizar con (3.1.2) llegamos a
U,(t) =vaP(t)  0<n<N-2. (4.2.14)

Recordemos la relacién (2.1.19) y al tomar en cuenta que las condiciones de fron-

tera son periodicas tenemos

Un(t) = —n?vi,(t)  0<n<N (4.2.15)
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Figura 4.3: La grafica derecha representa la funcién wu(z,t) que nos indica la tempe-
ratura en una barra metalica delgada a lo largo de su longitud. Para tal gréfica se uso
N = 30. La grafica izquierda muestra el error maximo de la funcién respecto a N a los
tiempos t =1,0,t =20y ¢t = 3,0.

Con esta relacion tenemos nuestro sistema de ecuaciones casi completo, solo nos

falta obtener los coeficientes al tiempo ¢t = 0 que nos lo da la condicion inicial
u(x,0) = up(z). (4.2.16)

De ahi podemos aplicar el método de Runge-Kutta o algiin método que nos per-

mita obtener los coeficientes a cualquier tiempo.

La solucién analitica que usamos para comparar la exactitud del método Fou-

rier Galerkin es
o0

1 2
wy(z,t) = g~ (@=2mn)/dmt 4.2.17
donde también es solucion
u(x,t) = c+up(x — ct, t + tg) (4.2.18)

de la cual para el tiempo t = 0 con ty5 = 0,1 y ¢ = 0 sacamos la condicién inicial

de nuestra aproximacion.
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Figura 4.4: La grafica derecha representa la funcién u(x,t) que nos indica la tempera-
tura de una barra metalica delgada a lo largo de su longitud, para esta grafica se uso
N = 30. La grafica izquierda muestra el error maximo de la funcién respecto a NV a los

tiempost=1,t=2yt=3.

En la Figura 4.4 vemos la grafica del error de la aproximacién para diferentes
N (izquierda) y la gréfica de la funcién (derecha). En la gréfica del error respecto
a N esta para tres tiempos y observamos que no aumenta, indicaindonos que la

evolucion temporal no afecta la exactitud de la aproximacion.

4.3. Ecuacion de Burgers

La ecuacion de Burgers fue propuesta por el holandés Johannes M. Burgers
como una simplificacion del modelo de turbulencia de Navier Stokes. Esta ecuacion

se escribe como

ou N ou 0%u
ot ox 0x?
donde € es el dominio espacial, v es una constante positiva que podemos consi-

-0 zeQ (4.3.1)

derarla como la viscosidad del fluido y u como la velocidad de este. Ademas, la

ecuaciéon (4.3.1) se complementa con una condicién inicial
u(z,0) = ug(x) (4.3.2)

y con las condiciones de frontera.
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Existen varias maneras de tratar el término no lineal, para el esquema de Tau
o Galerkin podemos hacer uso del teorema de convoluciéon o también podemos
utilizar las transformadas discretas y sus inversas. La segunda forma consiste en
pasar los coeficientes tanto de v como de u, al espacio fisico mediante la transfor-
mada discreta inversa y realizamos el producto uu, en el espacio fisico. Después
con la transformada discreta pasamos del espacio fisico al espacio espectral. Al
haber aplicado la transformada discreta anadimos el error de aliacién, por lo que,
si nos interesa tener mayor exactitud aplicamos alguna técnica como la regla de
los 3/2 explicada en la seccién 2.3. Para el esquema de Colocacién trabajaremos
en el espacio fisico por lo que se hace el producto directamente sin anadir el error

de aliacién.

4.3.1. Chebyshev Tau

Al aplicar la aproximacion con los polinomios de Chebyshev a la ecuacion

(4.3.1) tendremos que hay un residuo

0 d 0
R(z,t) = % + uN% v a;gv (4.3.3)
N_2 . A
= Y (it — By = via?)T,(x) (4.3.4)
n=0

Donde ]5” son los coeficientes del término no lineal (—uy0d,uy). Este residuo,
deseamos minimizarlo por lo que pedimos que R(z,t) sea ortogonal al espacio de

los polinomios de Chebyshev y usando la propiedad de ortogonalidad tenemos

N-2

"Rz, )Te(z) A . o [N Tu(@) (@)
/_1 ﬁdz B Z(u" + P = i) ) ﬁdx (4.3.5)

entonces, resulta que al minimizar el residuo tendremos que

n=0

ip=P+vi?, 0<k<N-=2 (4.3.6)

Las otras dos ecuaciones faltantes se obtienen a partir de las condiciones de fron-
tera. Digamos que nuestras condiciones de frontera sean u(+1,¢) = 0, entonces

tendremos lo mismo que en la ecuacion (4.2.6), esto es:

N-2 N-3
Uy = — g Up, UN_] = — g Uy, (4.3.7)
n=0 n=1

n par n impar
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Para resolver el sistema (4.3.6) proponemos para el término no lineal la féormula
de Adams-Bashforth y para el término lineal el esquema Crank-Nicolson por lo

que tenemos:

Un(t+ AL —Gn(t) 1 5 5
N = S(Pult— A1) = 3P,(1)
bR + i+ A1) (139

despejando los términos con tiempo (t + At) llegamos a

2 .
—aP(t + At) + gt + ) = foiln, Pyt = A1) (4.3.9)
v
donde 0 <n < N — 2y la funcion f, esta descrita por
Ira 2
n:*Pn — At) — Pn ] 1% *An 4.3.1
1 1/ (t t) — 3P, (t)|+u,”’(t) + A (1) (4.3.10)

Si en (4.3.10) ponemos que ﬁ = A habremos llegado a la ecuacién (4.1.14), por

lo que podemos resolver nuestro sistema en cada paso a partir de la solucion de
la ecuacién de Helmholtz. En la Figura 4.5 observamos lo dicho en la Seccién 3.3
acerca del aumento en los coeficientes cuando usamos la TCD y también vemos el
cambio que genera en el error. La funcion solucién exacta con la que comparamos

nuestra aproximacion es

S22 sin [m(z —n)] f(x — n)e™"/Mdn
7 fla —m)em/Avidy

u(z,t) = — (4.3.11)

donde
f(l‘ . n) — 008 (m(xz—n))/27v )

También se puede resolver la ecuacién de Burgers con el esquema de Tau sin
tener que usar el método de Crank-Nicolson y el de Adam-Bashforth para recurrir
a la solucién de la ecuacién de Helmholtz. Esto se hace partiendo de (4.3.6) en
la cual podemos utilizar el método de Runge-Kutta y tratar los coeficientes del

término no lineal como se explico anteriormente.

4.3.2. Fourier colocacion

Para resolver con el método de colocacién con fronteras periddicas, la ecuacion

de Burgers se escribe como

8—»
8—7: — —i®DVi+vDPu (4.3.12)
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10 ; 8 : : :
——1t=1/3 ——1t=0.05
—=—t=2/3 F
S ——=1.0
5 10 ]
3
£
32 10°
n
=
10~
10" : : : :
10’ ]1\0; 10° 0 pi/2 pi 3pi/2 2pi
Xz

Figura 4.5: En la grafica de la izquierda tenemos a los coeficientes obtenidos usando la
TCD y a los coeficientes usando la TCD y la regla de los 3/2 para t=1 y N=128. En la

grafica de la derecha se encuentra la comparacién del error |u — Pyu|pma, Tespecto a N.

donde DE\}) y D](\?) son las matrices de diferenciacién (2.1.28) y (2.1.29) respecti-

vamente, @ = (u(xg,t), u(xy,t),...,u(zy,t))’ y donde el producto

UpVo

. U101

uX v = (4.3.13)
UNUN

La ecuacién de Burgers (4.3.12) es de la forma 7= f(y,t) por lo que podemos

aplicar el método de Runge-Kutta para evolucionar la ecuacion diferencial.

Para poder comparar la aproximacién es necesario tener una solucién analitica.

Hopf y Cole mostraron que la transformaciéon

1 0¢
= —2v—— 4.3.14
5 0r ( )
reduce la ecuacién de Burgers a la ecuaciéon de calor
op 8%
=0 4.3.15
ot ox? ( )

y debido a esta relacion podemos obtener soluciones exactas de forma mas sencilla,

por ejemplo, de la solucén analitica usada en la seccion 4.2.2 tendremos

Z ¢~ (@—2mn)* /4mt (4.3.16)

Op(2,1) =

VArut
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10 ; 8 : : :
——1t=1/3 ——1t=0.05
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Figura 4.6: La gréfica de la izquierda nos muestra el error méximo entre la solucién
analitica y la solucién aproximada con el método de Fourier Colocacion. La grafica de la
derecha nos muestra como es el comportamiento de la ecuacion de Burgers en diferentes

tiempos donde se tomé N =30 y v = 0,01.

donde nuestra funcion solucién puede escribirse como
u(z,t) = ¢+ up(x — ct,t + ). (4.3.17)

La Figura 4.6 nos muestra la exactitud del método de Colocacién donde utili-
zamos para la solucién analitca con —50 < n < 50, to = 1,0 ¢ = 4,0. Los paso de

tiempo utilizados en el fueron de dt = 107°.
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Capitulo 5
Conclusiones

1. El proposito de esta tesis es hacer un bosquejo de los métodos espectrales, tal
que si existe algtin interesado en aprender estos métodos puedan recurrir a
esta tesis y tener una idea mas clara de su aplicacién dado que la bibliografia

de los métodos espectrales son dificiles de entender en una primera lectura.

2. Se estudiaron la base de Fourier y la base de Chebyshev para hacer las
expansiones de nuestra funcién solucion para problemas de condiciones de

frontera periddicas y no periddicas, respectivamente.

3. También se realizdé un andlisis de el error de aliaciéon para términos no li-
neales donde nos encontramos que el error aumenta a cada paso de tiempo

y utilizamos la regla de los 3/2 para evitar dicho aumento.

4. Se aplicaron los ME a las ecuaciones de Helmholtz, Calor y Burgers en las

cuales comprobamos que la exactitud es muy grande en dichas ecuaciones.

5. Se hizo una comparacién del error tomando el error de aliaciéon y cuando se
quita mediante la regla de los 3/2, y se encontré que para el tiempo t=0.1

la diferencia es casi imperceptible.

6. En particular, el aprender métodos espectrales sera para mi una herramienta
muy ttil para el desarrollo de mis estudios posteriores dado que mi interés

es el control de sistemas dindmicos, en especial en el area de fluidos.

Algunos temas como continuacién de esta tesis serian:

1. Utilizar condiciones de frontera semi-infinitas con funciones de Chebyshev

racionales T'L,(z) o las funciones de Laguerre, también considerar las con-
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diciones de frontera infinitas con las funciones de Chebyshev racionales

TB,(z), las funciones de Hermite o funciones Sinc.

2. Mostrar como implementar los ME en problemas de dos o mas dimensiones

para los diferentes esquemas.

3. Mostrar como implementar los ME en diferentes geometrias a las cartesianas,

por ejemplo, geometrias cilindricas, esféricas, etc.



Apéndice A

Cuadratura Gauss-Lobatto y

puntos de colocacién

Los operadores de truncacién de Fourier y Chebyshev requieren que evalue-
mos integrales para resolver proyecciones ortogonales. Pero sabemos que resolver
integrales analficamente no es una tarea facil. Por esta razén las integrales son
comtnmente aproximadas con cuadratura. Esta cuadratura debe de conservar las

propiedades de ortogonalidad y de exactitud espectral.

La regla de cuadratura esta dada por

N

[ et ~ QU+ E =Y 1w, + E (A1)

Jj=0

donde los {z;} son los puntos de colocacién y los w; los pesos correspondientes
a cada punto z;. Para que la propiedad de ortogonalidad se cumpla es necesario

que
/ B () (1) = 3 @0 0) (1) = (A.2)

donde ®(z) puede ser tanto la base de Fourier como de Chebyshev y C' es una

constante.

Para la base de Fourier tendremos que

2 N
/ €inm€_immdﬂj‘ _ Z ein(mj)e—im(wj)wj — Qﬁén,m (Ag)
0

Jj=0
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donde si consideramos z; = 2mj /N como los puntos de la red dividida en N partes
iguales junto con la relacion
N—1

Z p2ilm /N _ N5l,ipN p=0,+1,%2, ... (A.4)

J=0

llegamos a

=2

ei(n—m)ijj = 27T5n—m,:|:pN (A5)

Il
=)

J
donde el valor de la base evaluada en x es igual cuando se hace en xy. Usamos
(A.4) en (A.5) para obtener que w; = 27/N. Con esto tenemos la formula de la

cuadratura de Fourier dada por
gx N-1
Qr="% ; f(;)- (A.6)

De la misma forma podemos obtener la formula de cuadratura para la base de
Chebyshev

N
™

/_ 1 Tii(2)Ti(2)w(@)de =Y Ti(x;)Ti(2)w; = 5 ChOk (A7)

donde ¢co =2y ¢, =1 para 1 < k < N. Si consideramos los puntos de colocacién
z; = cosj/N (puntos Gauss-Lobatto) y tomamos la relacién

Z ,lTk(il?j)Tz(!L"j) = ﬁé}cdk,l (A.8)
- 2

&
j=0 "7

donde ¢y = ¢y =2y ¢ =1paral < k < N — 1. Por lo que al combinar las
ecuaciones (A.7) y (A.8) llegamos a que los pesos w; = m/¢;N. Esto nos da que

la formula de cuadratura de Chebyshev con los puntos Gauss-Lobatto es
s 1
Qocr = Z gf(xj)- (A.9)

Existen otros conjuntos de puntos para los polinomios de Chebyshev, estos son

(25 — D) 7
9 7r =0
r; = COS QNJJil w; = § A ‘7 (A.11)
N+l ] = 1,...,N
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donde (A.10) son los puntos de Gauss y (A.11) son los puntos de Gauss-Radau

con sus respectivos pesos wj.

En esta tesis se utilizaron los puntos de Gauss-Lobatto los cuales son los pun-
tos extremos de los polinomios de Chebyshev, esto es, cuando x = +1 y los puntos
de Gauss son los puntos ceros de los polinomios de Chebyshev. Se pueden esco-
ger que los puntos sean equidistantes como se hizo con Fourier pero ocurre el
fenémeno de Runge [11] que genera oscilaciones cerca de las fronteras y el error
se hace mayor cuando se aumenta el grado del polinomio. La forma de minimizar
estas oscilaciones es utilizando cualquiera de los tres conjuntos de puntos ya antes

mencionados.
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Apéndice B
Método de descomposiciéon LU

La descomposicién LU es una descomposicién de una matriz Ayxy (no se
confunda con la N de truncacién) en un producto de dos matrices, una matriz
triangular inferior L y una matriz triangular superior U. Esta descomposicion se
utiliza para resolver sistemas de ecuaciones lineales Az = b con un costo menor de
nimero de operaciones que con la eliminaciéon gaussiana, por lo que, nos ahorra
tiempo. También se utiliza para obtener mas rapido la matriz inversa y su deter-

minante.

Para explicarlo tomamos la descomposicién de una matriz Asys

lhn 0 0 Ui Uiz U3 ay a2 i3
loy 1l 0O 0 uge wues | = |ax azx ax
l31 132 33 0 0 uss az1 azz g3

donde tendremos que

liiugy Li1uso 511U13 11 aiz2 A3
loqury  lojuge + loguge 121U13 + l22U23 = | Q21 Q22 Q23
ls1unn l31uie + lsauoe  Iz1u13 + lsguos + l33uss az1 azz 433

la cual nos da 12 variables desconocidas para un sistema de 9 ecuaciones. Debido
a esto es necesario poner algunas restricciones en L y U. Por ejemplo podemos
pedir que los [; = 1 y con esta forma el sistema de ecuaciones ya tiene solucion.

En general tendremos tres tipos de ecuaciones que describen la matriz LU

livurj + ligugy + -+ + lijugy = a5 1< j (B.1)
linuyj + ligugj + -+ + lyuj; = ay; =7 (B.2)
linurj + Ligugy + - - + lijuj; = a5 1> (B.3)

23
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donde para obtener los [;; y u;; hacemos los siguientes pasos

1. Primero, haces l;; = 1 para ¢ = 1,..., N dado que en general tendremos
N2+ N variables desconocidas y al restringir los l;; tendremos N? variables

desconocidas para N? ecuaciones.
2. Para cada j = 1,2, ..., N haces los siguientes dos pasos:

a) Parai=1,2, .., j obtienes los u;; a partir de (B.1), (B.2) y los l;;,cesto

es

i—1
k=1

b) Segundo, para i = j+1,j+2,..., N se usa (B.3) para obtener [;; de la

1 A
lij = u_ <aij — Z llkuk]) . (B5)
J k=1

forma

J

Podemos observar que cada a;; solo es usado una vez, por lo que, tanto /;; como

u;; puede ser colocado en el elemento de A que ya ha sido utilizado.

Al tener ya las matrices L y U, sélo nos queda resolver
Az = (LU)x = L(Uzx) = Ly =b (B.6)

donde primero resolvemos Ly = b para obtener y que se obtiene a partir de

b

I
1 i—1
i =1

para i = 2, ..., N. Luego resolvemos Uz = y para obtener = de la forma

nh =

oy = X (B.9)
UNN
1 N

Ty = u_<yz_ Z Uz’jxj) (B.10)
1 j=it1

parai = N —1,...,1, esto es, primero obtenemos x y, luego xy_ asi sucesivamente

hasta z;.



Apéndice C
Matriz tridiagonal con trenza

Mostramos un procedimiento para resolver un sistema lineal MW = F' donde
la matriz M es de tamano (n + 1) x (n + 1), tridiagonal y con una trenza (una
fila con entradas diferentes a cero, ¢,’s), W y F son vectores de dimension n + 1,

por lo que, el sistema tiene la forma

Ch €1 C2 C3 - Chp1 Gy wo Fy
P ¢1 M w1 Fi
P2 Q2 T2 0 Wo F
MW =F — o . ) = .
O Pn—1 4n-1 Tn-1 Wp—1 Fn—l

que se puede escribir mejor de la siguiente manera

Cowo + ciwy + -+ -+ cpw, = Fy, (C.1)
Piwi—1 + qw; + Tiwip1 = F; 1=1,...,n (C.2)
PrnWn—1 + Gy = Fn (CB)

El primer paso que debemos hacer para resolver el sistema es introducir la relacion

de recurrencia

Wit1 :xiwi+yi, ’iIO,...,n— 1. (C4)

Si obtenemos las cantidades z;, y; y wo, con ayuda de (C.4) podemos encontrar

las demds w’s. Para obtener z; y y;, sustituimos (C.4) en (C.2) y encontramos que
piwic1 + qiw; + ri(viw; + yi) Fi

25



o6 APENDICE C. MATRIZ TRIDIAGONAL CON TRENZA

que es igual a

i Fi —ryi
qi + T qi + Tl
ahora, de (C.4) llegamos a
W; = Ti1Wi—1 + Yi—1 (C.6)
y si ahora comparamos la ecuacién (C.5) con (C.6) nos dice que
—Di Fi —riy; .
ppg=—P g =T o1 (C.7)
¢ + 1% ¢ + 1%

Si conociéramos los valores de x,,_1 y y,_1 con la ayuda de (C.7) seriamos capaces
de calcular el resto de los z; vy y; disminuyendo el valor del indice . Por lo que,
necesitamos x,_1 y y,_1 que obtenemos a partir de (C.3) y hacemos que i =n—1
en (C.4), de donde se tienen

PrnWn—1 + @y = an Wn = Tp_1Wp-1 + Yn—1 (CS)

despejando w,, de la primera relacién en (C.8)

n Fn
Wy = —p—wn_l + —. (C.9)
n dn

Ahora de (C.9) y la segunda expresién en (C.8) uno concluye que

n FTL
Tpo1 = _Dn Y Yn-1=—- (C.10)
dn an

Ahora que ya tenemos =, 1 y a y,_1, (C.7) nos permite calcular las demds z; y
y;. Solo nos falta encontrar wy para conocer el resto de las w’s via (C.9). Para
encontrar wy tomamos la ecuacién (C.1) y escribimos las wy, ..., w, en términos de

wp de la siguiente manera
wizfiwo—l—m i:O,l,...,n (C]_l)

donde las &’s y n’s se desconocen en principio. Pero observamos que para ¢ = 0

tenemos que

§o =1, no = 0. (C.12)

Si sustituimos (C.11) en (C.4) y cambiamos i — i — 1, se llega a

w; = xi1&1Wo + Tim1Mi—1 + Yica (C.13)
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que si comparamos con (C.11) podemos ver que
& = wia&ia (C.14)
i = Ti1Mi-1+ Yi-1 (C.15)
donde 7 = 1, ...,n. Volvemos a sustituir a (C.11) pero ahora en (C.1) y resulta
cowo + c1(&wo + M) + - -+ e (§uwo + 1) = Fo

o escrita en forma compacta
EWQ + H= FQ (C]_G)
donde . .
i=0 i=0

y finalmente encontramos
Fy—H

—
—

W =

(C.18)

Con esto, resolvemos el sistema lineal con una matriz tridiagonal con trenza y

se puede resumir en el siguiente algoritmo:

1. Calcule z;, y; para i = 0,...,n — 1 de las ecuaciones (C.7) y (C.10).
2. Calcule wy de acuerdo a:

a) Toma & =1y ny = 0.

b) Consigue &;, n; para i = 1,...,n a partir de (C.14) y (C.15).
Calcula =y H de (C.17).

d) Obtienes wy de (C.18).

C

)
)
)
)

3. Finalmente, calcula w; para i = 1,...,n a partir de la ecuacién (C.11).
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Apéndice D
Discretizacion del tiempo

En este apéndice mencionamos los métodos de discretizacién del tiempo que
se emplearon en el transcurso de esta tesis, los cuales fueron: el método de Crank-
Nicolson, Adams-Bashforth y Runge-Kutta. Estos métodos resuelven problemas

de tipo
y=fly,1t) (D.1)

Los métodos antes mencionados para la discretizacion del tiempo son muy usados

en junto con los métodos Espectrales.

D.1. Método de Crank-Nicolson

El método de Crank-Nicolson es un método de diferencias finitas centrada.
Si tenemos una ecuacién diferencial parcial de una dimensién de la forma de
la ecuacién (D.1) y definimos y(iAz,nAt) = y!, vemos que con la ecuacién de
Crank-Nicolson, que es el promedio de el método de Euler hacia delante en n y el

método de Fuler hacia atras en n + 1, tendremos
yi+1:yi +7(fz +1+fi)' (D.1)

Dado de que es un método de dos pasos nos brinda una precisén de O(At3).

D.2. Método de Adams-Bashforth

Los métodos de Adams Bashforth son métodos explicitos de pasos multiples.

El més sencillo de esta familia de métodos es el de dos pasos (AB2), para un

29
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problema tipo (D.1) donde definimos y(iAz, nAt) = y' tenemos

At N
gt =yt S - ) (D.1)

donde tenemos que el error es de O(At?). Para una mayor exactitud se consideran
mas pasos, los mas usados de estos métodos son AB3 y AB4.

D.3. Método de Runge-Kutta

Los métodos de Runge-Kutta son una familia de métodos iterativos inplicitos y
explicitos para la aproximacién a soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias

con el fin de resolver problemas del valor inicial, esto es

y = f(y,t) con y(0)=yo (D.1)

para encontrar y; = y(At) con At > 0.

El miembro de esta familia que se usa en esta tesis es el método Runge-Kutta

de orden cuarto que esta dado por

Ynt1 = Yn + AGt(k:l + 2ko + 2ks + k) (D.2)
donde
ki = f(tn,yn) (pendiente al inicio del intervalo)
ky = f(t,+ %, Yn + %kl) (pendiente del punto medio del intervalo usando k)
ks = f(t,+ %, Yn + %kz) (pendiente del punto medio del intervalo usando k»)

ky = f(t,+ At,y, + Atks) (pendiente al final del intervalo).

Como mencionamos anteriormente este método es de cuarto orden, por lo que,

el error por paso es del orden O(A¢”).



Apéndice E
Transformaciéon Hopf-Cole

En este apéndice probaremos que la ecuacién de Burgers podemos reducirla a
la ecuacién de calor mediante la transformacion de Hopf-Cole

U = —21/1% (E.1)

¢ Ox

Tomamos la ecuacion de Burgers y sustituimos (E.1) en ella

ou . Ou Ou
ot Vox o2

100y 21060 (100 _ 0 (106
2 E(qsa ) + 4 aaxax<¢ax> = 0x2(¢0x)
dividimos entre 2v
0 (10¢ 1 0¢ 1oy 07 (109
5ilga0) % ga—xa—x(aﬁ = 5al5ar)
y realizamos las derivadas correspondientes en cada término de la ecuacion, obte-
niendo
(_1%% N 18%) o [“W% _ (&b) ]
@2 0t Or ¢ Ot Ox <b2 Ox 0x? @3 \0x
,/{(f%) _19¢5%¢ 2 (22y° _28%(%]
¢ Ox \ Ox? @2 0x 022 ¢? \Ox @2 0x? Ox

Ahora, sumando los términos iguales

19696 10 96

2 2
i (0) ~ 50000

1

92Ot dx | GOtox Y 6 0z \ 92
1 0¢ /0¢ a2¢>> 10 <8¢_ 6‘%)
_¢28:17< “Yorz) T Tgor\at Vox?
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donde tomamos en cuenta que %g—i = %%‘f, por lo llegamos a
0 1 1 07700 0%¢
— (= —— = —-rv=—) = E.2
[8m<¢> +¢8x}(8t V8x2) 0 (E-2)
que nos muestra que (E.2) es igual a cero, si y solo si
0¢ 0?¢
ek A E.3
ot V8x2 (E-3)

y (E.3) es la ecuacién de calor, por lo tanto, queda demostrado que la ecuacién de
Burgers se puede escribir como la ecuacion de calor si se hace la transformacion
de Hopf-Cole.
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