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llenaŕıa una pagina.

I



II



Resumen

Con mucha frecuencia, las ecuaciones diferenciales que aparecen en f́ısica no

pueden resolverse anaĺıticamente y es necesario hacer uso de los métodos numéri-

cos. Los métodos más conocidos entre estudiantes de licenciatura son las diferen-

cias finitas. Pero en las últimas décadas se ha extendido el uso de los métodos

espectrales (ME) en ramas de la f́ısica que van, desde dinámica de fluidos hasta

relatividad general. Una de las caracteŕısticas atractivas de los ME es el alto grado

de precisión que pueden proporcionar, además, las soluciones no están dadas sólo

en puntos de una red, como con las diferencias finitas, sino en todo el dominio

espacial.

A pesar de lo extendido de su uso, en los programas de los cursos de métodos

numéricos de las licenciaturas en f́ısica e ingenieŕıa, los ME no aparecen y, por

otra parte, los libros clásicos del tema no siempre son sencillos de entender en

una primera lectura. El propósito de esta tesis es presentar los principios básicos

de los ME y aplicarlos en diferentes problemas conocidos que aparecen en f́ısica

aśı como mostrar la precisión que pueden alcanzar.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Aproximación polinomial

Al hablar de métodos numéricos surge una simple pero importante pregunta,

¿por qué aproximar? la respuesta es obvia, porque es necesario. Supongamos que

se desea obtener el valor de e0.5, una forma de hacerlo es expresando la función

exponencial en una expansión de Taylor, esto es:

ex =
∞∑
n=0

xn

n!

pero la identidad anterior tiene un inconveniente, no podemos estar sumando

infinitamente, por lo que, lo mejor que podemos hacer es tomar un número finito

de términos (digamos N), y obtenemos

ex =
N∑

n=0

xn

n!
.

A la ecuación anterior le llamamos aproximación, y al hacerla estamos introdu-

ciendo un error en el resultado generado por los términos con n > N el cual se

hará más pequeño entre más grande sea N .

Podemos aproximar una función de varias maneras pero vamos a encontrar que

las más simples, aunque no triviales, son aquellas que consisten en polinomios,

ya que son más fáciles de evaluar. Una de ellas es truncando expansiones de

polinomios ortogonales

uN(x) =

N∑
n=0

anΦn(x),

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

donde Φn(x) pueden ser los polinomios de Fourier, Chebyshev, Hermite, Legendre,

entre varios más. El método de emplear funciones ortogonales para encontrar so-

luciones numéricas se le llama con mayor frecuencia “métodos espectrales” y estas

funciones parten del problema de Sturm-Liouville que se describe acontinuación.

1.2. Polinomios Ortogonales

1.2.1. Problema Sturm-Liouville

Todos los polinomios ortogonales ya sean Fourier, Chebyshev, Hermite, Le-

gendre, etc. se obtienen de resolver un solo problema. La razón de esto se debe a

que los diferentes polinomios ortogonales son un caso espećıfico de un polinomio

ortogonal más general, el cual se obtiene del problema de Sturm-Liouville. No es

absolutamente necesario conocer los detalles del teorema de Sturm-Liouville para

ser capaces de usar los ME, aunque es útil saber porque ciertas bases son mejores

que otras.

El problema de Sturm-Liouville es un problema de segundo orden y valores en

la frontera de la forma

− d

dx

(
p(x)

du

dx

)
+ q(x)u = λw(x)u − 1 < x < 1

+condiciones en la frontera en u (1.2.1)

Las únicas funciones propias que satisfacen dicho problema son

− d

dx

(
(1− x)1+α − (1 + x)1+β du

dx

)
= λ(1− x)α(1 + x)βu − 1 < x < 1 (1.2.2)

donde α, β > −1. Estas funciones propias son los llamados Polinomios de Jacobi

los cuales se representan por P
(α,β)
k (x). Donde para el caso de los polinomios de

Chebyshev tenemos que Tk(x) = P
(−1/2,−1/2)
k (x)
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1.3. Métodos Espectrales

Los métodos espectrales se utilizan para resolver numéricamente ecuaciones

diferenciales de la forma:

∂u(x, t)

∂t
= L(x, t)u(x, t) x ∈ D, t ≥ 0, (1.3.1)

B(x)u(x, t) = 0, x ∈ ∂D, t > 0, (1.3.2)

u(x, 0) = g(x), x ∈ D, (1.3.3)

donde D es el dominio espacial con frontera ∂D, L(x, t) es un operador diferencial,

B(x) es el operador de frontera y g(x) es la condición inicial. Lo que se hace

para encontrar una solución aproximada con métodos espectrales, es utilizar una

serie truncada de funciones ortogonales suaves Φn(x), por lo que la solución se

representa como

uN(x, t) =
N∑

n=0

ûn(t)Φn(x). (1.3.4)

Lo siguiente que se debe hacer, es encontrar los coeficientes ûn con los cuales

tendremos la solución. Existen varias formas de obtener los coeficientes, y cada

manera de encontrarlos definen los diferentes esquemas de métodos espectrales.

Los más conocidos son: el método de Colocación, el de Galerkin y el de Tau.

Para elegir las funciones ortogonales se toma en cuenta las condiciones de

frontera. Para condiciones de frontera periódicas, las funciones de Fourier es la

elección natural. Para condiciones de frontera no periódicas, la opción más utili-

zada la constituyen los polinomios de Chebyshev ya que estos son en realidad una

serie de Fourier, por esta razón también se puede aplicar en ellos las transforma-

das de Fourier rápidas, con las cuales se reduce el número de operaciones, que se

ve reflejado en el tiempo que tarda en resolver la ecuación.

Si comparamos los métodos espectrales con los métodos de diferencias finitas y

elementos finitos, encontramos que para ecuaciones diferenciales ordinarias o par-

ciales en un dominio simple, y siendo la solución suave, veremos que los métodos

espectrales son mucho más precisos. Un ejemplo lo vemos en la figura 1.1 en donde

se grafica la solución a la ecuación de Helmholtz como se describe en el caṕıtulo

4.

Es necesario estudiar las bases de funciones ortogonales que eligirán para apli-

car los ME. En este trabajo usaremos las bases de Fourier y de Chebyshev, por
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Figura 1.1: Comparación de exactitud de los ME (método de Tau y Colocación)

con las diferencias finitas de orden 2.

lo que en el caṕıtulo 2 se hace una exposición breve de las mismas. En el caṕıtulo

3 se describen los esquemas espectrales, los cuales son: el método de Galerkin,

método de Tau y método de colocación. En el caṕıtulo 4 se realizan ejemplos para

el entendimiento de los ME.



Caṕıtulo 2

Base de Fourier y de Chebyshev

2.1. Base de Fourier

2.1.1. La expansión de Fourier continua

Para resolver problemas con condiciones de frontera periódicas, podemos usar

una expansión con la base de Fourier, la cual descompone una función u(x) en

una suma de funciones seno y coseno, esta forma trigonométrica es bien conocida.

La forma compleja de la serie de Fourier está dada por

u(x) =

∞∑
n=−∞

ûne
inx. (2.1.1)

Como se menciona en el caṕıtulo anterior necesitamos hacer una truncación de

esta serie. Si se toma la serie truncada de Fourier que contiene N + 1 términos

tendremos

PNu(x) =

N/2∑
n=−N/2

ûne
inx (2.1.2)

donde asumimos que N es par. Otros autores puede usar diferentes formas de

truncar (2.1.1), otra forma seŕıa tomando n = −N, ..., N . Para poder encontrar

los coeficientes ûn recurrimos a la propiedad de ortogonalidad de la base, por lo

que es necesario primero definir ortogonalidad:

Decimos que dos funciones son ortogonales entre ellas cuando su producto punto

es igual a cero, esto es

(f, g)ω =

∫ b

a

f(x)g∗(x)ω(x)dx = 0 (2.1.3)

5



6 CAPÍTULO 2. BASE DE FOURIER Y DE CHEBYSHEV

donde [a, b] es el dominio de las funciones y ω(x) es la función peso que normaliza

nuestras funciones ortogonales.

Para el caso de Fourier tenemos que la ortogonalidad de dos funciones de esta

misma base se expresa de la siguiente manera

(einx, eimx) =

∫ 2π

0

einxe−imxdx =

∫ 2π

0

ei(n−m)xdx = 2πδn,m (2.1.4)

donde la función peso para Fourier es ω(x) = 1.

La expansión en funciones ortogonales, como la series de Fourier, son atrac-

tivas porque podemos encontrar los coeficientes fácilmente con una proyección

ortogonal. En el caso de Fourier encontramos que

(PNu(x), e
inx) =

N/2∑
m=−N/2

ûm(e
imx, einx) = 2πûn (2.1.5)

por lo que los coeficientes los obtenemos de

ûn =
1

2π

∫ 2π

0

PNu(x)e
−inxdx, n = −N/2, ..., N/2. (2.1.6)

Los coeficientes pueden ser números complejos ûn = an − ibn con an, bn ∈ R. Si

nuestra función u(x) se sabe real, encontramos que los coeficientes cumplen con

û−n = û∗
n, esto es, a−n = an y −b−n = bn. La ecuación (2.1.6) es conocida como la

transformada de Fourier y la ecuación (2.1.2) la transformada de Fourier inversa.

La serie (2.1.2) se dice que converge a la función u(x) si∫ 2π

0

|u(x)− PNu(x)|2 dx → 0 cuando N → ∞. (2.1.7)

Esto es, que la serie de Fourier truncada PNu(x) se va acercando a u(x) cuando

N tiende a infinito. Tomando en cuenta que (u, u) = ||u||2 definimos el error de

truncación εT (N) como

εT (N) = ||u− PNu|| =
(∫ 2π

0

|u(x)− PNu(x)|2 dx
)1/2

(2.1.8)

donde no es d́ıficil verificar que

εT (N) =

(
2π

∑
|n|>N/2

|ûn|2
)1/2

, (2.1.9)
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lo cual nos dice que el error de truncación está dominado por los últimos terminos

de la serie, de modo que entre más rápido decaigan los coeficientes de la expan-

sión, el error de truncación es más pequeño para una N dada.

Un resultado del análisis de Fourier que nos dice de qué depende que los coe-

ficientes decaigan rápido, es el siguiente:

Si las primeras (m− 1) derivadas de una función u(x) junto con sus extensiones

periódicas son continuas y su m-ésima derivada u(m)(x) ∈ L2(0, 2π) entonces para

toda n �= 0 los coeficientes de Fourier decaen como |ûn| ∝
(
1
n

)m
.

Donde L2(a, b) indica que ||u||ω es cuadrado integrable respecto al peso ω en el

intervalo [a, b]. El resultado anterior nos dice que entre más suave sea la función

u(x) más rápidamente converge la aproximación PNu(x) a ella. En otras palabras,

entre más suave sea la función, los coeficientes de Fourier decrecerán más rápido.

2.1.2. La expansión de Fourier discreta

Uno de los puntos clave de las series de Fourier, es la obtención de los coefi-

cientes ûn a través de (2.1.6). Sin embargo, con frecuencia es muy d́ıficil encontrar

expresiones anaĺıticas de los mismos. Para superar esta dificultad haremos uso de

la transformada de Fourier discreta. Su definición se basa en la discretización del

dominio espacial xj = 2πj/N con j = 0, 1, 2..., N − 1. Los coeficientes de Fourier

discretos con respecto a los puntos anteriores son

ũn =
1

N

N−1∑
j=0

u(xj)e
−inxj n = −N/2, ..., N/2, (2.1.10)

esta expresión constituye la definición de la transformada de Fourier discreta. Con

la ayuda de la relación de ortogonalidad discreta

1

N

N−1∑
j=0

e−ipxj =

⎧⎨
⎩1 si p = Nm, m = 0,±1,±2, ...

0 cualquier otro caso
(2.1.11)

puede obtenerse la transformada de Fourier inversa (inversa a (2.1.10)) que resulta

ser

u(xj) =

N/2∑
n=−N/2

ũne
inxj , j = 0, ..., N − 1. (2.1.12)
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La transformada de Fourier discreta (TFD) se puede ver como un mapeo entre

los N números u(xj) con j = 0, ..., N − 1, y los N números complejos ũn con

n = −N/2, ..., N/2 − 1. Esto quiere decir, que si se tienen los u(xj) se pueden

obtener ũn a través de (2.1.10) y si se tienen ũn obtener u(xj) con (2.1.12). La

ecuación anterior y la ecuación (2.1.10) son análogas a las ecuaciones (2.1.6) y

(2.1.2) respectivamente. Definimos el polinomio interpolante de u(x) como

INu(x) =

N/2∑
n=−N/2

ũne
inx (2.1.13)

donde INu(xj) = u(xj) pero que a diferencia de (2.1.12) podemos tomar cualquier

valor de x dentro del intervalo [0, 2π].

Para encontrar una relación entre los coeficientes ûn y ũn nos valemos de que

la ecuación (2.1.1) converge a la función u en todo punto, incluyendo los puntos

{xj}, sustituimos u(xj) en (2.1.10) y tendremos

ũn =
1

N

N−1∑
j=0

∞∑
k=−∞

ûne
i(k−n)xj (2.1.14)

que al considerar (2.1.11) llegamos a

ũn = ûn +

∞∑
m=−∞

m�=0

ûn−Nm n = −N/2, ..., N/2. (2.1.15)

Podemos decir de la ecuación anterior que ũn es una aproximación de ûn.

¿Qué tan buena resulta dicha aproximación de ûn por ũn? depende del valor del

segundo término del lado derecho de (2.1.15). Otra forma equivalente de escribir

(2.1.15) es

INu = PNu+RNu (2.1.16)

donde

RNu =

N/2∑
n=−N/2

(
∞∑

m=−∞
m�=0

ûn−Nm

)
einx (2.1.17)

es el error de discretización también conocido como el error de aliación, el cual se

estudiará en la sección 3.3.
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2.1.3. Diferenciación

Cuando hablamos de ecuaciones diferenciales estamos diciendo que la función

solución es diferenciable q veces, donde q es el orden de la ecuación diferencial. En

los ME la diferenciación de una función depende de la base que se este usando,

por lo que es necesario conocer la diferenciación de ella. Para la base de Fourier

tenemos que
d

dx
(einx) = ineinx (2.1.18)

donde en general
dq

dxq
(einx) = (in)qeinx. (2.1.19)

Conociendo las derivadas de la base de Fourier podemos aproximar la derivada

de nuestra función solución de la siguiente manera

(PNu(x))
′ =

N/2∑
n=−N/2

inûne
inx =

N/2∑
n=−N/2

û(1)
n einx (2.1.20)

donde (PNu)
′ se le conoce como la derivada de la proyección de Fourier y que

también podemos escribir como PNu
′ ya que, para este caso, la diferenciación y

la truncación conmutan.

Notemos que los coeficientes de la expansión de u′(x) dependen directamente

de los coeficientes de la expansión de la función u(x), expĺıcitamente û
(1)
n = inûn.

En general, si u es q veces diferenciable respecto a x, se tiene que û
(q)
n = (in)qûn.

La diferenciación aproximada en los puntos de colocación xj esta dado por la

ecuación

(D
(1)
N u)j =

N/2∑
n=−N/2

ũ(1)
n einxj , j = 0, ..., N − 1, (2.1.21)

donde

ũ(1)
n = inũn =

in

N

N−1∑
l=0

u(xl)e
−inxl, n = −N/2, ..., N/2. (2.1.22)

A D
(1)
N u se le conoce como la derivada de la interpolación de Fourier de u. Note-

mos que D
(1)
N u = (INu)

′ pero no D
(1)
N u �= INu

′.
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Las ecuaciones (2.1.21) y (2.1.22) al combinarse, se pueden escribir de manera

matricial de la forma

(D
(1)
N u)j =

N−1∑
l=0

(D
(1)
N )jlul (2.1.23)

donde

(D
(1)
N )jl =

1

N

N/2∑
n=−N/2

inein(xj−xl). (2.1.24)

Una propiedad de resolver problemas de esta manera es que ya no nos metemos

con los coeficientes, sino directamente con la función evaluada en los puntos de

colocación, donde además sabemos que INu(xj) = u(xj), por lo que no agregamos

el error de aliación.

Gottlieb, Hussaini y Orzag (1984) mostraron que el interpolante trigonométri-

co se puede escribir de la forma

INu(x) =

N−1∑
l=0

Cl(x)u(xl) (2.1.25)

donde la función Cl(x) para los puntos xl = 2πl/N es

Cl(x) =
1

N
sin

[
N(x− xl)

2

]
cot

[
(x− xl)

2

]
(2.1.26)

y encontraron que la derivada del interpolante INu(x) respecto a x se puede

escribir como

(INu(x))
′ =

N−1∑
l=0

Cl,x(x)u(xl) (2.1.27)

que al comparar (2.1.23) con (2.1.27) se obtuvo que (D
(1)
N )jl = Cl,x(xj). Por lo que

al derivar (2.1.26) y evaluar en los puntos xj tenemos

(D
(1)
N )jl =

⎧⎨
⎩

1
2
(−1)j+l cot

[
(j−l)π

N

]
, j �= l

0, j = l
(2.1.28)

y para la segunda derivada de (2.1.26) llegamos a

(D
(2)
N )jl =

⎧⎨
⎩

1
4
(−1)j+lN + (−1)j+l+1

2 sin2 [(j−l)πN ]
j �= l,

− (N−1)(N−2)
12

j = l.
(2.1.29)
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Si se desea encontrar la matriz para la q-ésima derivada solamente se ocupa derivar

q veces la ecuación (2.1.26) y evaluarse en los puntos de colocación. Para el caso

de N impar se ocupan los puntos de colocación

xj =
2j

N + 1
π j = 0, ..., N (2.1.30)

donde las matrices de diferenciación para esos puntos se pueden encontrar en el

libro de Peyret [10]. Si se desea saber como obtener las funciones Cl(x) vea el

caṕıtulo 5 de libro de Boyd [1].

2.2. Base de Chebyshev

Como se menciona en la sección 1.2 la base más utilizada para problemas con

condiciones de frontera no periódicas es la base de Chebyshev y en esta sección

veremos algunas de las propiedades de los polinomios de Chebyshev y sus trans-

formaciones.

Los polinomios de Chebyshev Tn(x) de grado k se definen en el intervalo x ∈
[−1, 1] por:

Tn(x) = cos(n arc cosx), n = 0, 1, 2, ... (2.2.1)

por lo que −1 ≤ Tn ≤ 1. De la definición anterior podemos observar que

T0(x) = cos(0) = 1

T1(x) = cos(arc cosx) = x

T2(x) = cos(2 arc cosx) = 2 cos(arc cosx)− 1 = 2x2 − 1.

pero los siguientes Tn(x) resultan d́ıficil encontrarlos de esta manera, por lo que

para encontrarlos en forma polinomial recurrimos a la identidad trigonométrica

cos(k + 1)z + cos(k − 1)z = 2 cos z cos kz.

Tomando z = arc cosx llegamos a la ecuación de recurrencia siguiente

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n ≥ 1 (2.2.2)

por lo que, partiendo de T0(x) y T1(x) podemos obtener Tn(x) para n ≥ 2. En la

Fig. 2.1 se muestra gráfica de los primeros polinomios.
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n
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n=2
n=3
n=4
n=5

Figura 2.1: Gráfica de los primeros 6 polinomios de Chebyshev.

De la definición (2.2.1) es fácil ver que los polinomios de Chebyshev evaluados

en x = ±1, que son las fronteras de intervalo donde se encuentran definidos,

adquieren los valores

Tn(±1) = (±1)n. (2.2.3)

Esta identidad nos será útil para implementar algunas condiciones de frontera.

Los polinomios de Chebyshev son ortogonales en el intervalo [−1, 1] con el peso

w(x) = (1− x2)−1/2, esto es

(Tn, Tk)ω =

∫ 1

−1

Tn(x)Tk(x)√
1− x2

dx =
π

2
cnδn,k (2.2.4)

donde δn,k es la delta de Kronecker y

cn =

⎧⎨
⎩2, si n = 0

1, si n ≥ 1
.

Para verificar (2.2.4) hacemos el cambio de variable z = arc cos(x) y vemos los

siguientes casos

n �= k ∫ π

0

cos nz cos kzdz =
1

2

∫ π

0

[
cos(n+ k)z + cos(n− k)

]
dz

=
1

2

[sin(n+ k)z

k + n
+

sin(n− k)z

n− k

]π
0
= 0
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n = k �= 0 ∫ π

0

cos2 nzdz =
1

2

∫ π

0

(1 + cos 2nz)dz

=
1

2

[
z +

sin 2nz

2n

]π
0
=

π

2

n = k = 0 ∫ π

0

dz = π

que se resumen en la ecuación (2.2.4).

2.2.1. La expansión de Chebyshev continua

Al igual que con las series de Fourier, podemos escribir una función u(x) con

polinomios de Chebyshev

u(x) =
∞∑
n=0

ûnTn(x) (2.2.5)

La serie infinita la aproximamos con un número N + 1 de términos, tal que

PNu(x) =

N∑
n=0

ûnTn(x). (2.2.6)

Los coeficientes ûk los obtenemos a través de la ortogonalidad de los polinomios

de Chebyshev de la siguiente manera

(PNu, Tk)ω =
N∑

n=0

ûn(Tn, Tk)

obteniendo lo que llamaremos la transformada de Chebyshev

ûn =
2

πcn

∫ 1

−1

u(x)Tn(x)√
1− x2

dx (2.2.7)

donde la ecuación (2.2.6) es su transformada de Chebyshev inversa.

El error por aproximar (2.2.5) con los primeros N + 1 términos, al igual que

con la serie de Fourier, solo depende de los coeficientes ûn con n > N , esto es

εT (N) = ||u− PNu||ω =

(
π

2

∞∑
n=N+1

|ûn|2
)1/2

. (2.2.8)
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De esto, observamos que entre más rápido decaigan los coeficientes más pequeño

será el error. La relación (2.2.8) se obtiene de la misma manera que en (2.1.9)

para series de Fourier pero considerando los ĺımites de integración y la función

peso correspondiente a los polinomios de Chebyshev.

2.2.2. La expansión de Chebyshev discreta

Por la misma razón que se dio en la sección 2.1.2 es indispensable, en varios

casos, discretizar el dominio espacial para evitar dificultades en la obtención de

los coeficientes. Los puntos que elegimos para esta discretización son los puntos

xj = cos(πj/N) donde j = 0, 1, ..., N − 1, el motivo de la elección de estos puntos

en lugar de puntos equidistantes lo podemos ver en el apéndice A. Usando esto,

nuestra aproximación en estos puntos es

INu(xj) =

N∑
k=0

ũkTk(xj) = u(xj). (2.2.9)

Para obtener los coeficientes usamos la siguiente relación de ortogonalidad discreta

de los polinomios de Chebyshev

N∑
j=0

2

Nc̄mc̄j
Tm(xj)Tn(xj) =

⎧⎨
⎩1 n = m

0 m �= n
(2.2.10)

que es válido para 0 ≤ m,n ≤ N , donde

c̄k =

⎧⎨
⎩2 k = 0, N

1 k = 1, ..., N − 1

y obtenemos

ũk =
N∑
j=0

2

Nc̄kc̄j
u(xj) cos

(πjk
N

)
(2.2.11)

que es la transformada de Chebyshev discreta (TCD). La transformada de Cheby-

sev inversa de la ecuación (2.2.11) es la ecuación (2.2.9) y ambas son análogas a

las ecuaciones (2.2.7) y (2.2.6) respectivamente.

Si reemplazamos u(xj) en su expresión de términos de la serie infinita en

(2.2.11) tal que

ũk =

N∑
l=0

ûk

[
N∑
j=0

2

Nc̄kc̄j
Tk(xj)Tl(xj)

]
+

∞∑
l=N+1

ûk

[
N∑
j=0

2

Nc̄kc̄j
Tk(xj)Tl(xj)

]
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donde el primer término entre corchetes es la ecuación (2.2.10), entonces se puede

escribir como

ũk = ûk +
∞∑

l=N+1

ûk

[
N∑
j=0

2

Nc̄kc̄j
cos
(πjk

N

)
cos
(πjl
N

)]

donde si usamos

cosα cos β =
1

2

[
cos (α + β) + cos (α− β)

]
y consideramos

N∑
j=0

cos (
pjπ

N
) =

⎧⎨
⎩N + 1 Si p = 2mN, m = 0,±1,±2, ..

1
2
[1− (−1)p] cualquier otro,

(2.2.12)

se puede obtener

ũk = ûk +
1

c̄k

∞∑
m=1

û2Nm±k k = 0, ..., N (2.2.13)

Aśı que esta ũn es una aproximación de ûn, y es buena en la medida en que el

segundo término del lado derecho en (2.2.13) sea despreciable. Al igual que en el

caso de Fourier se puede reescribir como en la ecuación (2.1.16) donde RNu en el

caso de Chebyshev es

RNu =

N∑
k=0

1

c̄k

(
∞∑

m=1

û2Nm±k

)
Tk(x) (2.2.14)

que es el error de aliación. La razón de (2.1.16) se debe por la discretización de la

aproximación con polinomios de Chebyshev, lo mismo que sucede con la serie de

Fourier. En la sección 2.3 se explicará con más detalle sobre el error de aliación.

2.2.3. Diferenciación

Para resolver ecuaciones diferenciales con los polinomios de Chebyshev es ne-

cesario la derivada de los polinomios. estos los encontramos como

T ′
k(x) =

d

dx
(cos(k arc cosx)) =

k sin(k arc cosx)√
1− x2

que al hacer el cambio de variable de x = cos z se simplifica a

T ′
k(z) =

k sin kz

sin z
0 ≤ z ≤ π. (2.2.15)
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Pero la ecuación anterior no esta definida en z = 0 y z = π, por lo que buscamos el

ĺımite en dichos puntos utilizando la regla de L’Hopital y de ah́ı encontramos que

al regresar a la variable x, obtenemos la evaluación de los puntos de la frontera

T ′
k(±1) = (±1)k+1k2. (2.2.16)

Este resultado y el de la ecuación (2.2.3) nos serán muy útiles para poner las con-

diciones de frontera ya sean del tipo Dirichlet, Neumann o combinación de estas.

Es posible encontrar de manera recurrente los polinomios Tk(x) a partir de las

T ′
k(x) con la identidad trigonométrica

sin(k + 1)z − sin(k − 1)z = 2 cos kz sin z,

combinando esta identidad y la ecuación (2.2.15) obtenemos

T ′
k+1(x)

k + 1
− T ′

k−1(x)

k − 1
= 2Tk(x) k ≥ 2. (2.2.17)

Ahora bien, en el problema descrito por (1.3.1) a (1.3.3) puede llegar a pedir

que la función solución sea continua en sus m derivadas. Si nuestra función u

es continua en su primera derivada, se puede escribir una serie truncada de la

derivada de la función de la siguiente manera

(PNu(x))
′ =

N∑
k=0

ûkT
′
k(x) =

N−1∑
k=0

û
(1)
k Tk(x) (2.2.18)

donde (PNu)
′ es la derivada de la proyección de Chebyshev. Existe una relación

entre los coeficientes ûk y û
(1)
k

ckû
(1)
k = û

(1)
k+2 + 2(k + 1)ûk+1 0 ≤ k ≤ N − 1. (2.2.19)

La relación anterior nos va a permitir encontrar los coeficientes ûk en función de

los û
(1)
k . La ecuación (2.2.19) la obtenemos a partir de integrar (2.2.18)

PNu(x) =

∫
PNu

′(x)dx =

∫ (
û
(1)
0 T0 + û

(1)
1 T1 + · · ·+ û

(1)
N TN

)
dx

considerando

T0(x) = T ′
1(x)

T1(x) =
1

4
T ′
2(x)
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y utilizando la ecuación (2.2.17)

PNu(x) = û
(1)
0 T1 +

û
(1)
1

2

T2

2
+

û
(1)
2

2

(T3

3
− T1

)
+

û
(1)
3

2

(T4

4
− T2

2

)
+ · · ·+

û
(1)
k−1

2

(Tk

k
− Tk−2

k − 2

)
+

û
(1)
k

2

( Tk+1

k + 1
− Tk−1

k − 1

)
+

û
(1)
k+1

2

( Tk+2

n+ 2
− Tk

k

)
+ · · ·

Si agrupamos los coeficientes del polinomio T1, se obtiene û1, ahora si agrupamos

los coeficientes del polinomio T2, se obtiene û2, si agrupamos los coeficientes del

polinomio Tn, se obtiene ûn, es decir

T1 −→ û1 =
1
2
(2û

(1)
0 − û

(1)
2 ) =⇒ 2û1 = 2û

(1)
0 − û

(1)
2

T2 −→ û2 =
1
2

(
û
(1)
1

2
− û

(1)
3

2

)
=⇒ 4û2 = 2û

(1)
1 − û

(1)
3

...

TN−2 −→ ûN−2 =
1
2

(
û
(1)
N−3

N−2
− û

(1)
N−1

N−2

)
=⇒ 2(N − 2)ûN−2 = û

(1)
N−3 − û

(1)
N−1

TN−1 −→ ûN−1 =
1
2

(
û
(1)
N−2

N−1

)
=⇒ 2(N − 1)ûN−1 = û

(1)
N−2

TN −→ ûN = 1
2

(
û
(1)
N−1

N

)
=⇒ 2(N)ûN = û

(1)
N−1

donde û
(1)
N = û

(1)
N+1 = 0. La relación û0 no se obtiene de la misma manera, ya que

aparece en la constante de integración. Si nuestra función es m veces diferenciable,

utilizamos en varias ocaciones la ecuación (2.2.17) y podemos llegar a

ckû
(q)
k = û

(q)
k+2 + 2(k + 1)û

(q−1)
k+1 0 ≤ k ≤ N − q (2.2.20)

donde û
(q)
N−q+1 = û

(q)
N−q+2 = 0. Esta relación de recurrencia nos permitirá obtener

los coeficientes û
(q)
k de los coeficientes û

(q−1)
k .

La derivada del interpolante de Chebyshev de una función u en los puntos xj

esta definida como la derivada de la serie de Chebyshev discreta de u en los mismos

nodos

D
(1)
N u = (INu)

′. (2.2.21)

esta derivada puede también escribirse en forma matricial como

(D
(1)
N u)j =

N∑
l=0

(D
(1)
N )jlu(xl), j = 0, ..., N. (2.2.22)
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Para obtener la matriz (D
(1)
N )jl se puede hacer de dos maneras. La primera es

haciendo

(INu(xj))
′ =

N∑
l=0

ũlT
′
l (xj) (2.2.23)

y usando la TCD para luego expresar Tl(xj) y T ′
l (xj) en términos de funciones

trigonométricas. Finalmente, aplicar identidades trigonométricas para evaluar las

sumas. La segunda manera es recordando la ecuación (2.1.25) que nos dice que el

interpolante se puede escribir como

INu(x) =
N∑
l=0

Cl(x)u(xl) (2.2.24)

donde para el caso de Chebyshev la función Cl(x) para los puntos xj = cosπj/N

es

Cl(x) =
(−1)j+1(1− x2)T ′

N (x)

c̄jN2(x− xj)
(2.2.25)

y tendremos que C
(1)
l (xj) = (D

(1)
N )jl. La segunda forma es la más sencilla de hacer,

ya que para matrices (D
(q)
N )jl solo hay que derivar q veces la función (2.2.25) que a

diferencia de la primera donde se tienen que realizar varios pasos. Para la matriz

de la primera derivada del interpolante tenemos

(DN)jl =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

c̄j
c̄l

(−1)j+l

xj−xl
, j �= l,

− xl

2(1−x2
l
)
, 1 ≤ j = l ≤ N − 1,

2N2+1
6

j = l = 0,

−2N2+1
6

j = l = N,

(2.2.26)

y para la segunda derivada

(D
(2)
N )jl =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(−1)j+l

c̄l

x2
j+xjxl−2

(1−x2
j )(xj−xl)2

, 1≤j≤N−1
0≤l≤N,j �=l,

− (N2−1)(1−x2
j )+3

3(1−x2
j )

2 , 1 ≤ j = l ≤ N − 1,

2
3
(−1)l

c̄l

(2N2+1)(1−xl)−6
(1−xj)2

, j = 0, 1 ≤ l ≤ N,

2
3
(−1)l+N

c̄l

(2N2+1)(1−xl)−6
(1−xj)2

, j = N, 1 ≤ l ≤ N − 1,

N4−1
15

, j = l = 0, j = l = N.

(2.2.27)

para otros puntos de colocación las matrices cambian. Cabe mencionar que existe

una forma general de obtener la matriz para cualquier polinomio ortogonal. La

explicación de como obtenerla y el algoritmo para implementar se puede encontrar

en el libro de Kopriva [8].
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Figura 2.2: Los puntos muestran donde la función original (ĺınea continua) coincide

con otras funciones (ĺıneas punteadas), este evento representa el error de aleación. La

figura de superior es la representación del error de aliación para la base de Fourier y la

figura inferior para la base de Chebyshev.

2.3. Error de aliación

Pudimos ver, tanto con la transformada de Fourier discreta y la transformada

de Chebyshev discreta, nos encontramos con un error debido a la discretización del

espacio. Estos errores son las ecuaciones (2.1.15) y (2.2.13). Ambas nos muestran

que el k-ésimo modo del interpolante de u depende no solo del k-ésimo modo de

u, sino también de todos los modos de u que se aĺıan al k-ésimo modo en la red.

La Figura 2.2 nos ilustra el efecto de aliación en la base de Fourier y Chebyshev.

Con ayuda de la ecuación (2.1.16) podemos ver que la norma del error de

interpolación se puede escribir como

||u− INu||2 = ||u− PNu||2 + ||RNu||2 (2.3.1)

donde observamos que el error debido a la interpolación es mayor que el de trun-

cación. Esta declaración es cierta pero falta mencionar que la influencia de la

aliación en la exactitud del problema es asintóticamente del mismo orden que la

del error de truncación, esto quiere decir, que el error de aliación va haciéndose
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más pequeño cuando N crece (esto se explica en la sección 5.1 del libro de Ca-

nuto, et. al. [4]). Consideremos un ejemplo para observar que el comportamiento

del error de aliación en cierto N . Tomemos la función u(x) = 3
5−4 cos x

donde se

conoce que para la base de Fourier ûk = 2−|k| y comparamos con los coeficientes

de la transformada de Fourier discreta ũk en la Cuadro 2.1 y 2.2. En dichas tablas

observamos que la diferencia de los coeficientes va haciéndose menor mientras n

se acerque al cero. Al comparar ambas tablas vemos que el error provocado por la

aliación en los coeficientes con mismo ı́ndice es menor cuando N = 52 que cuan-

do N = 32, lo cual concuerda con que el error de aliación decrece cuando crece

N . Si tomamos distintos valores de N mayores a 52 se observa que la diferencia

en los n cercanos a cero dejan de hacerse menor y oscilan en valores de orden

10−16. El hecho de que no disminuya el error se debe a los errores de redondeo de

la computadora. Si se toman N > 100 se tiene que el error en la mayoŕıa de los

ũn es del orden 10−16, los cuales son errores muy pequeño que podemos despreciar.

n ûn ũn |ũn − ûn|
-16 1.5259e-05 3.0518e-05 - 2.8064e-17i 1.5259e-05

-15 3.0518e-05 3.8147e-05 + 8.1966e-16i 7.6294e-06

-14 6.1035e-05 6.4850e-05 + 6.1930e-16i 3.8147e-06
...

...
...

...

-1 0.5 5.0000e-01 + 1.3010e-17i 5.8208e-10

0 1 1.0000 4.6566e-10

1 0.5 5.0000e-01 - 1.3010e-17i 5.8208e-10
...

...
...

...

14 6.1035e-05 6.4850e-05 - 6.1930e-16i 3.8147e-06

15 3.0518e-05 3.8147e-05 - 8.1966e-16i 7.6294e-06

16 1.5259e-05 3.0518e-05 + 2.8064e-17i 1.5259e-05

Cuadro 2.1: Comparación entre los coeficientes de la expansión de Fourier continua

ûn y los coeficientes de la expansión de Fourier discreta ũn. Donde se toma N = 32.
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n ûn ũn |ũn − ûn|
-26 1.4901e-08 2.9802e-08 - 1.7124e-15i 1.4901e-08

-25 2.9802e-08 3.7253e-08 + 6.2930e-16i 7.4506e-09

-24 5.9605e-08 6.3330e-08 + 4.4836e-16i 3.7253e-09
...

...
...

...

-1 0.5 5.0000e-01-5.6045e-18i 5.5514e-16

0 1 1.0000 2.2204e-16

1 0.5 5.0000e-01+5.6045e-18i 5.5514e-16
...

...
...

...

24 5.9605e-08 6.3330e-08 - 4.4836e-16i 3.7253e-09

25 2.9802e-08 3.7253e-08 - 6.2930e-16i 7.4506e-09

26 1.4901e-08 2.9802e-08 + 1.7124e-15i 1.4901e-08

Cuadro 2.2: Comparación entre los coeficientes de la expansión de Fourier continua

ûn y los coeficientes de la expansión de Fourier discreta ũn. Donde se toma N = 52.

2.3.1. No linealidades y el error de aliación

Cuando tratamos una ecuación diferencial donde se tiene un término no lineal

sucede que el error de aliación en dicho término no decrece como es común. Deja

de ser correcto que el error de discretización en el término no lineal se vaya ha-

ciendo pequeño cuando N crezca. Esto lo podemos ver mejor al graficar el valor

absoluto de los coeficientes en forma logaŕıtmica donde después de cierto k dejan

de acercarse al cero, esto lo ilustra la Figura 2.3.

Este incremento en los coeficientes nos puede provocar dos problemas: la exac-

titud de la función aproximada con la función solución no se hará menor cuando

se haga más grande N y para problemas evolutivos no tendremos estabilidad

numérica. Esto último quiere decir que, en cada paso evolutivo nuestra solución

numérica perderá exactitud, por lo que después de cierto tiempo nuestro modelo

numérico ya no funciona.

Existen varias formas de tratar el error de aliación en el término no lineal y

evitar las inestabilidades numéricas, una de ellas es mediante la técnica de la regla

de los 3/2. Para explicar esta regla tomaremos el único caso de no linealidad que
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Figura 2.3: La ĺınea punteada son el valor absoluto de los coeficientes en t = 0 y la

ĺınea continua a un tiempo después. La ĺınea vertical es la frontera de los números de

onda (Fourier) o el grado del polinomio (Chebyshev) entre la parte del espectro que

decrece y la parte donde crece debido al ruido numérico y el de aliación. Los coeficientes

corruptos están marcados con puntos.

se maneja en esta tesis que es de tipo

s(x) = u(x)v(x). (2.3.2)

Analicemos de manera detallada como se comporta la no linealidad cuando se

trate en un problema periódico.

Los coeficientes de la expansión en series de Fourier de la función s(x) se dan

por la ecuación (2.1.6), que al usar la ecuación (2.3.2) y expander también las

funciones u(x) y v(x), podemos llegar a

ŝk =
1

2π

∫ 2π

0

(
N/2∑

m=−N/2

ûme
imx

)(
N/2∑

n=−N/2

v̂ne
inx

)
e−ikxdx (2.3.3)

=

N/2∑
m=−N/2

N/2∑
n=−N/2

(
1

2π

∫ 2π

0

ei(m+n−k)xdx

)
(2.3.4)

=

N/2∑
m=−N/2

N/2∑
n=−N/2

ûmv̂nδm+n,k (2.3.5)

que finalmente nos da

ŝk =

N/2∑
n=−N/2

ûk−nv̂n. (2.3.6)
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Consideramos que los coeficientes discretos de Fourier sean

s̃k =
1

M

M−1∑
j=0

s(xj)e
−inxj (2.3.7)

donde M > N y los puntos xj = 2πj/M . Realizamos los mismos pasos hechos

para obtener la ecuación (2.1.15) y llegamos a

s̃k = ŝk +
∞∑

m=−∞

m�=0

ŝk+Mm (2.3.8)

donde al sustituir (2.3.6) en la parte del error de aliación tenemos que

s̃k = ŝk +
∞∑

m=−∞

m�=0

N/2∑
n=−N/2

ûk+mM−nv̂n (2.3.9)

donde escogemos M tal que |k + mM − n| > N/2 para |k|, |p| ≤ N/2 tomando

en cuenta esto el valor mı́nimo que puede tener M para satisfacer lo anterior en

toda k seŕıa cuando k = −N/2 y n = N/2 y m = 1, esto es

−N

2
− N

2
+M >

N

2
=⇒ M >

3N

2
(2.3.10)

De igual manera analicemos el comportamiento del término no lineal cuando

se usa la base de Chebyshev. Tomemos la ecuación (2.3.2) podemos expanderla

con polinomios de Chebyshev tal que sus coeficientes sean

ŝk =
2

πck

∫ 1

−1

(
N∑

m=0

ûmTm

)(
N∑

n=0

v̂nTn

)
Tk(x)√
1− x2

dx (2.3.11)

donde usamos la propiedad trigonométrica

cosα cos β =
1

2

[
cos (α + β) + cos (α− β)

]
y la relación de ortogonalidad (2.2.4) para obtener

ŝk =
1

2

( ∑
n+m=k

ûmv̂n +
∑

|m−n|=k

ûmv̂n

)
n,m ≤ N. (2.3.12)

que podemos reescribir como

ŝk =
1

2

(
N∑

n=0

ûk−nv̂n +

N∑
n=0

ûn±kv̂n

)
0 ≤ k ≤ N (2.3.13)
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donde en el segundo término de la derecha se pide que cuando sea el caso n − k

esta diferencia sea mayor o igual a cero. Para encontrar el error de aliación en

este término no lineal utilizamos la transformada de Chebyshev discreta (2.2.11)

y encontramos que

s̃k =
2

Mc̄k

M∑
j=0

1

c̄j
s(yj)Tk(yj) (2.3.14)

donde utilizamos M ≥ N por esto los nuevos puntos yj = cos (πj/M). El error de

aliación que se obtiene por la discretización es

s̃k = ŝk +
1

c̄k

∞∑
m=1

ŝ2Mm±k k = 0, ..., N (2.3.15)

y al sustituir (2.3.13) en (2.3.15) tenemos que

s̃k = ŝk +
1

c̄k

∞∑
m=1

1

2

(
N∑

n=0

û2Mm±k−nv̂n +
N∑

n=0

û±2Mm±k+nv̂n

)
(2.3.16)

donde k, n ≤ N y para el segundo termino entre paréntesis solo se toman en

cuenta los coeficientes con ±2Mm ± k + n ≥ 0. Ahora vamos a pedir que

2M ± k − n > N ± 2M ± k + n > N

y obtenemos que el peor caso es

2M −N −N > N =⇒ M >
3N

2
.

Tanto como con la base de Fourier y la base de Chebyshev podemos tomar

cualquier M ≥ 3N/2 tal que si filtramos los coeficientes que pueden contribuir al

error de aliación de la forma

ûm =

⎧⎨
⎩ûm |m| ≤ N/2

0 otro caso
(2.3.17)

para la base de Fourier y de la forma

ûm =

⎧⎨
⎩ûm m ≤ N

0 otro caso
(2.3.18)

para la base de Chebyshev. Con este tipo de filtrado tenemos que el término que

define el error de aliación estará compuesto de un coeficiente igual a cero por lo

que se elimina el error de aliación, quedándonos aśı

s̃k = ŝk. (2.3.19)
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Esta claro que se están realizando mucho más operaciones pero lo bueno es que ya

no tendremos un error que va creciendo con el tiempo. Cabe mencionar que la re-

gla de los 3/2 es para una dimensión. Para dos o tres dimensiones la regla cambia

a 9/4 y 27/8 respectivamente, lo que resulta un costo muy alto para eliminar el

error de aliación, por lo que se recomienda buscar otro método para estas dimen-

siones. Esta regla también cambia para no linealidades diferentes a la cuadrática

y hay que ver si el costo no es muy grande, de ser as se recomienda buscar otra.

En la tesis de maestŕıa de Susana Hernández [7] se resuelve con ME la ecua-

ción de Swift-Van Hook, la cual contiene términos no lineales más complicados y

elimina el error de aliación.
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Caṕıtulo 3

Esquemas Espectrales

El método espectral para resolver ecuaciones diferenciales parciales consiste

en buscar soluciones de la forma

PNu(x, t) =

N∑
n=0

ûn(t)Φn(x)

donde Φn es una base ortogonal de funciones suaves. La manera de encontrar los

coeficientes determina el método espectral. Los más usados son el de Galerkin,

el Tau y el de Colocación. Estos métodos son bosquejados brevemente en este

caṕıtulo.

3.1. Método de Galerkin

El método de Galerkin es un método donde la funciones de la base se eligen

de tal forma que de entrada la solución propuesta satisfaga las condiciones de

frontera.

Siguiendo la filosof́ıa de los ME, se busca una solución en forma de una serie

truncada de esa base, y como PNu es una aproximación de la ecuación diferencial

a resolver, al sustituirla en ésta, el resultado no será igual a cero. A esta diferencia

la llamamos residuo que representamos con R(x, t) y es nuevamente una función

que depende del espacio y del tiempo.En general, de la ecuación (1.3.1) llegamos

a
∂PNu

∂t
− L(x, t)PNu(x, t)− f(x, t) = R(x, t) (3.1.1)

donde PNu es la truncación de la expansión de u en la base ortogonal elegida Φn,

27
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esto es PNu =
∑N

n=0 ûnΦn.

La exactitud de la aproximación dependerá de que tan chico sea el valor del

residuo R(x, t). Uno esperaŕıa que el residuo tendiera a cero cuando N tienda a

infinito. Como toda función, el residuo puede expanderse en la base elegida y sus

coeficientes rn calcularse con la proyección usual rn = (R,Φn). Cualquier función

queda representada fundamentalmente con los primeros términos de su expansión

y el error, como hemos dicho, está en los términos con |n| > N/2 para la serie de

Fourier y para los polinomios de Chebyshev n > N . Por tanto, exigiendo que los

primeros términos de la expansión del residuo se anulen, el residuo se minimiza,

esto es, se exige que

(R,Φn)ω =

∫
R(x, t)Φn(x)ω(x)dx = 0 (3.1.2)

donde Φn(x) es la base ortogonal. Con la ecuación (3.1.2) tendremos las N ecua-

ciones diferenciales ordinarias para los coeficientes ûn y para problemas evolutivos

ocuparemos las condiciones iniciales para los coeficientes ûn(t = 0), éstos se ob-

tienen de tomar

ûn(0) =

∫ b

a

u(x, 0)Φn(x)dx (3.1.3)

donde [a, b] depende del intervalo para el cual la base esta definida. Para evaluar

los ûn(0) podemos utilizar ya sea el método de Simpson o el método de cuadra-

tura para la base correspondiente, para más detalles vea el apéndice A. Y para

evolucionar los coeficientes se puede implementar el método de Runge-Kutta que

se explica en el apéndice D.

3.2. Método de Tau

El método de Tau es una versión modificada del método de Galerkin. La

diferencia radica en la forma en manejar las condiones de frontera. La expansión

se propone de la siguiente forma

PNu(x, t) =
N+K∑
n=0

ûnΦn(x) (3.2.1)

donde K es el número de condiciones de frontera B(x)u(x, t) = 0. Es en esos últi-

mos K términos donde se incluyen las condiciones de frontera. Especificamente,
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con Tau realizamos los mismos pasos hechos con Galerkin solo que la relación en-

tre los coeficientes (3.1.2) será válida para 0 ≤ n ≤ N . Las condiciones de frontera

nos conducen a ecuaciones algebraicas para los K coeficientes restantes.

Para ejemplificar, tomemos los dos tipos de frontera más conocidos, tipo Di-

richlet y tipo Neumann para un problema de una dimensión usando la base de

Chebyshev y recordando las identidades (2.2.3) y (2.2.16) tendremos que

u(±1, t) =
N+K∑
n=0

(±1)nûn = b± (Dirichlet) (3.2.2)

u′(±1, t) =

N+K∑
n=0

n2(±1)n+1ûn = b± (Neumann) (3.2.3)

donde b± es en general una función del tiempo b±(t). Con las condiciones de

frontera, ya sea Dirichlet, Neumann o una combinción de estas, obtenemos las K

ecuaciones faltantes para obtener los coeficientes y resolver La ecuación diferencial.

El número de condiciones de frontera depende de las dimensiones espaciales del

problema, es decir para una dimensión serán K = 2 para dos dimensiones serán

K = 4 y en general el número de condiciones serán K = 2α donde α es la

dimensión del problema.

3.3. Método de colocación

Partimos de la propuesta de solución como serie truncada

PNu(x) =

N∑
n=0

ûnΦn(x)

y definimos una serie de puntos x0, x1,...,xN interiores del dominio que llamamos

puntos de colocación. Luego se pide colocar la función en esos puntos, es decir,

se requiere que la ecuación diferencial se satisfaga exactamente en los puntos de

colocación, esto es, R(xj) = 0 donde R es el residuo.

Podemos escribir el método de colocación espectral siguiendo la filosof́ıa del

método de Galerkin y de Tau de minimizar el residuo a través de (3.1.2), pero

en el método de colocación se proyecta el residuo sobre δ(x − xj) siendo xj los

puntos de colocación, esto es, se forza a que la ecuación se satisfaga en los puntos
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de colocación al exigir que

(R, δ(x− xj)) =

∫ b

a

R(x)δ(xj)dx = Res(xj) = 0 (3.3.1)

para j = 0, 1, 2, ..., N . Los ı́ndices j = 0, N correspondeŕıan a las condiciones de

frontera.



Caṕıtulo 4

Aplicación de los ME en la F́ısica

En este caṕıtulo se realizan ejemplos esenciales para el entendimiento de los

ME y sus esquemas explicados en el caṕıtulo anterior. Las ecuaciones que analiza-

remos son: la ecuación de Helmholtz, la ecuación de calor y la ecuación de Burgers.

Cada una nos ayudará a entender tres aspectos de la aplicación de los ME las

cuales son: problemas con independencia temporal (Helmholtz), con dependencia

temporal (Calor y Burgers) y el manejo de términos no lineales (Burgers). Con

estos ejemplos se pretende que el lector tenga las bases suficiente para aplicar los

ME para cualquier ecuación diferencial en una dimensión.

4.1. Ecuación de Helmholtz

La ecuación de Helmholtz es una ecuación diferencial parcial que aparece en

fenómenos ondulatorios. Esta ecuación se escribe:

(−∇2 + λ)u(
r) = f(
r) (4.1.1)

donde λ es una constante y u solo depende del espacio. Para entender su presencia

en fenómenos ondulatorios tomemos la ecuación de onda

(
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
u(
r, t) = 0 (4.1.2)

y realizamos una separación de variables

u(
r, t) = A(
r)T (t) (4.1.3)

31
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llegamos que

(∇2 + k2)A(
r) = 0, (4.1.4)(∂2

∂t
+ k2c2

)
T (t) = 0 (4.1.5)

donde (4.1.4) es la forma homogenea de (4.1.1). La ecuación de Helmholtz se ve en-

vuelta en problemas de diferentes áreas tales como la radiación electromagnética,

sismoloǵıa, acústica, entre otras.

4.1.1. Chebyshev colocación

Consideramos la ecuación (4.1.1) para una dimensión con la condición de fron-

tera tipo Dirichlet

−∂2u

∂x2
+ λu = f(x) (4.1.6)

u(±1) = 0, (4.1.7)

sustituyendo en (4.1.6) la expansión

uN(x) =

N∑
n=0

ûnTn(x) (4.1.8)

tenemos

−
N−2∑
n=0

ûn
∂2

∂x2
Tn(xj) + λ

N−2∑
n=0

ûnTn(xj) = f(xj) (4.1.9)

donde xj = cos (πj/N) con j = 1, ..., N − 1. No se consideran los puntos x0 y

xN ya que son los puntos en la frontera. Las dos ecuaciones para esos puntos las

obtendremos de las condiciones de frontera, por lo que de (4.1.7) tendremos

u(±1) =

N∑
n=0

ûnTn(±1) =

N∑
k=0

(±1)kûn (4.1.10)

donde hicimos uso de la propiedad (2.2.3). Con (4.1.9) y (4.1.10) completamos

nuestro sistema de ecuaciones para los coeficientes ûn y este lo podemos escribir

de manera matricial como Ax = b, donde

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 · · · 1

−T ′′

0 (x1) + λT0(x1) −T ′′

1 (x1) + λT1(x1) · · · −T ′′

N (x1) + λTN (x1)

−T ′′

0 (x2) + λT0(x2) −T ′′

1 (x2) + λT1(x2) · · · −T ′′

N
(x2) + λTN (x2)

...
...

...
...

−T ′′

0 (xN−1) + λT0(xN−1) −T ′′

1 (xN−1) + λT1(xN−1) · · · −T ′′

N
(xN−1) + λTN (xN−1)

1 −1 · · · (−1)N

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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Figura 4.1: Para el método de colocación observamos en la figura izquierda el decai-

miento de los coeficientes en función de n para N = 30. La figura derecha nos muestra

como cae el error de la aproximación con la función exacta con respecto a N .

x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

û0

û1

û2

...

ûN−1

ûN

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , b =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

f(x1)

f(x2)

...

f(xN−1)

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Para resolver el sistema Ax = b utilizamos el método de descomposición LU

que se describe en el apéndice B y obtenemos los coeficientes de nuestra expansión.

En la figura 4.1 se consideró λ = 105 y se tomó que para la función f(x) =

[(λ−1)x2+4x− (λ+1)]e−x tenemos que la solución exacta es u(x) = (x2−1)e−x.

Vemos que los coeficientes dejan de decaer debido a los errores de redondeo de la

computadora por lo que el error de la solución también se ve afectada. El error

|u − PNu|max se obtiene por medio de la ecuación (2.2.8). Para la figura 4.1 la

ecuación (2.2.8) se integró con el método de cuadratura para la base de Chebyshev.

4.1.2. Chebyshev Tau

Ahora resolveremos las mismas ecuaciones (4.1.6) y (4.1.7) pero en esta ocasión

con el esquema de Tau. Buscamos entonces su aproximación con los polinomios
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de Chebyshev tomando en cuenta que

uN(x) =
N∑

n=0

ûnTn(x), . (4.1.11)

u′′
N−2(x) =

N−2∑
n=0

û(2)
n Tn(x), (4.1.12)

f(x) =

N∑
n=0

f̂nTn(x) (4.1.13)

por lo que, al sustituir las ecuaciones (4.1.11)-(4.1.13) en (4.1.6) y utilizando la

propiedad de ortogonalidad para minimizar el residuo podemos llegar a:

−û(2)
n + λûn = f̂n 0 ≤ n ≤ N − 2 (4.1.14)

donde el máximo valor de nmax = N − 2 ya que u′′(x) es de orden N − 2. Las

ecuaciones restantes para resolver el sistema las obtenemos de las condiciones de

frontera

N∑
n=0

ûn = 0,
N∑

n=0

(−1)nûn = 0

si se considera N como un número par las ecuaciones anteriores se pueden rees-

cribir como
N∑

n=0
n par

ûn = 0,
N−1∑
n=1

n impar

ûn = 0. (4.1.15)

Ahora el próposito es encontrar los coeficientes a partir de las ecuaciones

(4.1.14) y (4.1.15) una forma de hacerlo es comenzar a resolver (4.1.14) utilizando

la ecuación de recurrencia (2.2.20) para q = 1 y q = 2, esto es

cnû
(1)
n = û

(1)
n+2 + 2(n+ 1)ûn+1 0 ≤ n ≤ N − 1 (4.1.16)

cnû
(2)
n = û

(2)
n+2 + 2(n+ 1)û

(1)
n+1 0 ≤ n ≤ N − 2 (4.1.17)

recordando que c0 = 2 y cm = 1 donde m ≥ 1. Tomamos la ecuación (4.1.14) y

cambiamos los indices de n a n− 1 y por otro lado de n a n+ 1 quedando

û
(2)
n−1 = λûn−1 − f̂n−1 1 ≤ n ≤ N − 1

û
(2)
n+1 = λûn+1 − f̂n+1 − 1 ≤ n ≤ N − 3
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estas dos ecuaciones las sustituimos en (4.1.17) y llegamos a

2nû(1)
n = cn−1(λûn−1 − f̂n−1)− (λûn+1 − f̂n+1) 1 ≤ n ≤ N − 3 (4.1.18)

donde quitamos los términos û
(1)
n con n = −1, 0 porque no están definidos y

pedimos los términos û
(1)
n = 0 con n ≥ N − 2. Entonces llegamos a:

2nû(1)
n = cn−1(λûn+1 − f̂n+1)− βn+1(λûn+1 − f̂n+1) 1 ≤ n ≤ N − 1 (4.1.19)

donde introducimos

βn =

⎧⎨
⎩1 0 ≤ n ≤ N − 2

0 n > N − 2

para poder tener coeficientes con n > N − 2. Ahora, usamos la ecuación (4.1.16)

para poner û
(1)
n en términos de ûn. Con la ayuda de (4.1.19), pero acomodando

los ı́ndices como:

2(n− 1)û
(1)
n−1 = cn−2(λûn−2 − f̂n−2)− βn(λûn − f̂n) 2 ≤ n ≤ N

2(n + 1)û
(1)
n+1 = cn(λûn − f̂n)− βn+2(λûn+2 − f̂n+2) 0 ≤ n ≤ N − 2

y sustituyéndolas en (4.1.16) con el ı́ndice modificada de n a n− 1

2nûn =
cn−1

2(n− 1)

{
cn−2(λûn−2 − f̂n−2)− βn(λûn − f̂n)

}
− βn

2(n + 1)

{
cn(λûn − f̂n)− βn+2(λûn+2 − f̂n+2)

}
2 ≤ n ≤ N

donde se volvió a agregar βn para poder ajustar los ı́ndices.

Observamos que en esta última ecuación cn−1, cn siempre son igual a 1 pues

n = 2, .., N . También veamos que βnβn+2 = βn+2, por lo que obtenemos:

2nûn =
1

2(n− 1)

[
cn−2(λûn−2 − f̂n−2)− βn(λûn − f̂n)

]
− βn

2(n + 1)
(λûn − f̂n) +

βn+2

2(n+ 1)
(λûn+2 − f̂n+2), (4.1.20)

donde 2 ≤ n ≤ N . Despejando los coeficientes y simplificando

− λcn−2

4n(n− 1)
ûn−2 +

[
1 +

λβn

2(n2 − 1)

]
ûn − λβn+2

4n(n + 1)
ûn+2

= − cn−2

4n(n− 1)
f̂n−2 +

βn

2(n2 − 1)
f̂n − βn+2

4n(n+ 1)
f̂n+2, (4.1.21)
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Figura 4.2: Para el método de Tau observamos en la figura izquierda el decaimiento de

los coeficientes en función de n para N = 30. La figura derecha nos muestra como cae

el error que existe de la aproximación con la función exacta con respecto a N .

con 2 ≤ n ≤ N . En el libro de Canuto [4] esta relación tiene errores tipográficos

y en la expresión (4.1.21) fueron corregidos.

Si ponemos el sistema de ecuaciones (4.1.21) de manera matricial, donde los

términos pares forman una matriz y los impares otra, tenemos un arreglo de la

forma:⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 · · · 1 1

p1 q1 r1

p2 q2 r2 0
. . .

. . .
. . .

0 pm−1 qm−1 rm−1

pm qm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ω0

ω1

ω2

...

ωm−1

ωm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

F0

F1

F2

...

Fm−1

Fm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(4.1.22)

donde ωm representa ya sea û2n o û2n+1. El sistema (4.1.22) se puede resolver de la

manera descrita en el apéndice C y con esto obtenemos la solución de la ecuación

de Helmholtz.

Para encontrar la solución con el método de Tau, al igual que con el método de

colocación se tomó la función f(x) = [(λ−1)x2+4x−(λ+1)]e−x donde se obtiene

que la función solución es u(x) = (x2 − 1)e−x. La exactitud que obtenemos con

el método de Tau la podemos observar en la Fig. 4.2 donde a partir de N = 16

el error es cercano al orden de 10−15. La ventaja de haber resuelto la ecuación
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de Helmholtz con el método de Tau que tiene respecto al método de colocación

es que el número de operaciones es menor, por lo tanto, el tiempo en resolverse

también lo fue.

4.2. Ecuación de Calor

Una ecuación diferencial parcial importante es la ecuación de calor que fue

propuesta por Fourier en 1807 en su memoria de propagación del calor en los

cuerpos sólidos. Esta ecuación se derivada de la ley de Fourier y la conservación

de la enerǵıa, donde la ley de Fourier dice que el flujo de la enerǵıa térmica a

través de una superficie es proporcional al gradiente negativo de temperatura a

través de la misma superficie.

La ecuación de calor describe la distribución de calor (o variación de tempe-

ratura) en una región a través del tiempo. Esta se escribe de manera general

∂u

∂t
= ν∇2u (4.2.1)

donde ν es el coeficiente de difusión térmica.

Además, la ecuación de calor está relacionada con el estudio del movimiento

Browniano a través de la teoŕıa de probabilidades, entre otras cosas como la

difusión qúımica, etc.

4.2.1. Chebyshev Tau

Tomemos la ecuación de calor descrita por (4.2.1) en una dimensión, esto es

∂u

∂t
= ν

∂2u

∂x2
(4.2.2)

que al aproximarla con polinomios de Chebyshev obtenemos un residuo, tal que

R(x, t) =
N−2∑
n=0

( ˙̂un(t)− νû(2)
n (t))Tn(x).

Al minimizar este residuo con (3.1.2) llegamos a

˙̂un(t) = νû(2)
n (t) 0 ≤ n ≤ N − 2 (4.2.3)
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donde para obtener û
(2)
n en términos de ûk hacemos uso de la relación de recu-

rrencia

cnû
(1)
n = û

(1)
n+2 + 2(n+ 1)ûn+1 0 ≤ n ≤ N − 1 (4.2.4)

cnû
(2)
n = û

(2)
n+2 + 2(n+ 1)û

(1)
n+1 0 ≤ n ≤ N − 2. (4.2.5)

Faltan dos ecuaciones para resolver el sistema de ecuaciones y estas las obtenemos

de las condiciones de frontera. Las condiciones de frontera que proponemos son

∂u

∂x
(−1, t)− u(−1, t) = 0

∂u

∂x
(1, t) + u(1, t) = 0 (4.2.6)

donde al hacer la expansión con los polinomios de Chebyshev y usar las identidades

(2.2.3) y (2.2.16) llegamos a

N∑
n=0

(−1)n(2n2 + 1)ûn = 0,

N∑
n=0

(2n2 + 1)ûn = 0

que al considerar N como un número par se pueden reescribir como

ûN = − 1

2N2 + 1

N−2∑
n=0
n par

(2n2 + 1)ûn, (4.2.7)

ûN−1 = − 1

2(N − 1)2 + 1

N−3∑
n=1

n impar

(2n2 + 1)ûn. (4.2.8)

Con las ecuaciones (4.2.3), (4.2.7) y (4.2.8) tenemos los coeficientes para cual-

quier tiempo y para evolucionar la ecuación en el tiempo, necesitamos los coefi-

cientes al tiempo inicial por lo que usamos la condición inicial

PNu(x, 0) =

N∑
n=0

ûn(0)Tn(x) = g(x) (4.2.9)

donde al recordar (2.2.10) obtenemos los coeficientes como

ûk(0) =
2

πck

∫ 1

−1

g(x)Tk(x)√
1− x2

dx. (4.2.10)

La condición inicial que se elige para este problema es g(x) = 1. Para esta condi-

ción inicial si se toma û0 = 1 y los demás coeficientes iguales a cero se cumple la

condición inicial sin la necesidad de resolver (4.2.10).
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Existen varios métodos con los cuales podemos evolucionar los coeficientes en

el tiempo pero el que usaremos en esta tesis es el método de Runge-Kutta de

orden 4. En la Fig. 4.4 se ponen las gráficas de la solución a varios tiempos y

el error de la aproximación respecto a N en diferentes tiempos, con esta última

gráfica podemos observar que la exactitud de nuestra función solución no crece a

cada paso evolutivo, por lo que nos da la seguridad de que nuestra aproximación

tendrá estabilidad temporal, esto es, el error no crece con el tiempo.

La solución exacta para la ecuación de calor, con condición inicial g(x) = 1

y condiciones de frontera (4.2.7) y (4.2.8) que se uso para comparar la solución

aproximada es

u(x, t) = 4

∞∑
n=1

secαn

3 + 4α2
n

e−4να2
nt cosαnx (4.2.11)

donde αn son las ráıces positivas de

α tanα =
1

2
.

El método usado para encontrar las ráıces fue el de Newton-Raphson el cual se

puede encontrar en cualquier libro de Métodos Numéricos.

4.2.2. Fourier Galerkin

Al igual que en el método de Tau tomamos

∂u

∂t
= ν

∂2u

∂x2
(4.2.12)

y sustituimos la expansión (2.1.2) de u consiguiendo la siguiente relación

R(x, t) =

N/2∑
n=−N/2

( ˙̂un − û(2)
n )einx (4.2.13)

que al minimizar con (3.1.2) llegamos a

˙̂un(t) = νû(2)
n (t) 0 ≤ n ≤ N − 2. (4.2.14)

Recordemos la relación (2.1.19) y al tomar en cuenta que las condiciones de fron-

tera son periódicas tenemos

˙̂un(t) = −n2νûn(t) 0 ≤ n ≤ N (4.2.15)
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Figura 4.3: La gráfica derecha representa la función u(x, t) que nos indica la tempe-

ratura en una barra metálica delgada a lo largo de su longitud. Para tal gráfica se uso

N = 30. La gráfica izquierda muestra el error máximo de la función respecto a N a los

tiempos t = 1,0, t = 2,0 y t = 3,0.

Con esta relación tenemos nuestro sistema de ecuaciones casi completo, solo nos

falta obtener los coeficientes al tiempo t = 0 que nos lo da la condición inicial

u(x, 0) = u0(x). (4.2.16)

De ah́ı podemos aplicar el método de Runge-Kutta o algún método que nos per-

mita obtener los coeficientes a cualquier tiempo.

La solución anaĺıtica que usamos para comparar la exactitud del método Fou-

rier Galerkin es

ub(x, t) =
1√
4πνt

∞∑
n=−∞

e−(x−2πn)2/4πt (4.2.17)

donde también es solución

u(x, t) = c + ub(x− ct, t+ t0) (4.2.18)

de la cual para el tiempo t = 0 con t0 = 0,1 y c = 0 sacamos la condición inicial

de nuestra aproximación.
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Figura 4.4: La gráfica derecha representa la función u(x, t) que nos indica la tempera-

tura de una barra metálica delgada a lo largo de su longitud, para esta gráfica se uso

N = 30. La gráfica izquierda muestra el error máximo de la función respecto a N a los

tiempos t = 1, t = 2 y t = 3.

En la Figura 4.4 vemos la gráfica del error de la aproximación para diferentes

N (izquierda) y la gráfica de la función (derecha). En la gráfica del error respecto

a N esta para tres tiempos y observamos que no aumenta, indicándonos que la

evolución temporal no afecta la exactitud de la aproximación.

4.3. Ecuación de Burgers

La ecuación de Burgers fue propuesta por el holandés Johannes M. Burgers

como una simplificación del modelo de turbulencia de Navier Stokes. Esta ecuación

se escribe como
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
− ν

∂2u

∂x2
= 0 x ∈ Ω (4.3.1)

donde Ω es el dominio espacial, ν es una constante positiva que podemos consi-

derarla como la viscosidad del fluido y u como la velocidad de este. Además, la

ecuación (4.3.1) se complementa con una condición inicial

u(x, 0) = u0(x) (4.3.2)

y con las condiciones de frontera.
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Existen varias maneras de tratar el término no lineal, para el esquema de Tau

o Galerkin podemos hacer uso del teorema de convolución o también podemos

utilizar las transformadas discretas y sus inversas. La segunda forma consiste en

pasar los coeficientes tanto de u como de ux al espacio f́ısico mediante la transfor-

mada discreta inversa y realizamos el producto uux en el espacio f́ısico. Después

con la transformada discreta pasamos del espacio f́ısico al espacio espectral. Al

haber aplicado la transformada discreta añadimos el error de aliación, por lo que,

si nos interesa tener mayor exactitud aplicamos alguna técnica como la regla de

los 3/2 explicada en la sección 2.3. Para el esquema de Colocación trabajaremos

en el espacio f́ısico por lo que se hace el producto directamente sin añadir el error

de aliación.

4.3.1. Chebyshev Tau

Al aplicar la aproximación con los polinomios de Chebyshev a la ecuación

(4.3.1) tendremos que hay un residuo

R(x, t) =
∂uN

∂t
+ uN

∂uN

∂x
− ν

∂2uN

∂x2
(4.3.3)

=
N−2∑
n=0

( ˙̂un − P̂n − νû(2)
n )Tn(x) (4.3.4)

Donde P̂n son los coeficientes del término no lineal (−uN∂xuN). Este residuo,

deseamos minimizarlo por lo que pedimos que R(x, t) sea ortogonal al espacio de

los polinomios de Chebyshev y usando la propiedad de ortogonalidad tenemos

∫ 1

−1

R(x, t)Tk(x)√
1− x2

dx =
N−2∑
n=0

( ˙̂un + P̂n − νû(2)
n )

∫ 1

−1

Tn(x)Tk(x)√
1− x2

dx (4.3.5)

entonces, resulta que al minimizar el residuo tendremos que

˙̂uk = P̂k + νû
(2)
k , 0 ≤ k ≤ N − 2 (4.3.6)

Las otras dos ecuaciones faltantes se obtienen a partir de las condiciones de fron-

tera. Digamos que nuestras condiciones de frontera sean u(±1, t) = 0, entonces

tendremos lo mismo que en la ecuación (4.2.6), esto es:

ûN = −
N−2∑
n=0
n par

ûn, ûN−1 = −
N−3∑
n=1

n impar

ûn (4.3.7)
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Para resolver el sistema (4.3.6) proponemos para el término no lineal la fórmula

de Adams-Bashforth y para el término lineal el esquema Crank-Nicolson por lo

que tenemos:

ûn(t +Δt)− ûn(t)

Δt
=

1

2
(P̂n(t−Δt)− 3P̂n(t))

+
ν

2
(û(2)

n (t) + û(2)
n (t+Δt)) (4.3.8)

despejando los términos con tiempo (t +Δt) llegamos a

−û(2)
n (t+Δt) +

2

νΔt
ûn(t +Δt) = fn(ûn, P̂n, t, t−Δt) (4.3.9)

donde 0 ≤ n ≤ N − 2 y la función fn esta descrita por

fn =
1

ν

[
P̂n(t−Δt)− 3Pn(t)

]
+û(2)

n (t) +
2

νΔt
ûn(t) (4.3.10)

Si en (4.3.10) ponemos que 2
νΔt

= λ habremos llegado a la ecuación (4.1.14), por

lo que podemos resolver nuestro sistema en cada paso a partir de la solución de

la ecuación de Helmholtz. En la Figura 4.5 observamos lo dicho en la Sección 3.3

acerca del aumento en los coeficientes cuando usamos la TCD y también vemos el

cambio que genera en el error. La función solución exacta con la que comparamos

nuestra aproximación es

u(x, t) = −
∫∞

−∞
sin [π(x− η)]f(x− η)e−η2/4νtdη∫∞

−∞
f(x− η)e−η2/4νtdη

(4.3.11)

donde

f(x− η) = e− cos (π(x−η))/2πν .

También se puede resolver la ecuación de Burgers con el esquema de Tau sin

tener que usar el método de Crank-Nicolson y el de Adam-Bashforth para recurrir

a la solución de la ecuación de Helmholtz. Esto se hace partiendo de (4.3.6) en

la cual podemos utilizar el método de Runge-Kutta y tratar los coeficientes del

término no lineal como se explico anteriormente.

4.3.2. Fourier colocación

Para resolver con el método de colocación con fronteras periódicas, la ecuación

de Burgers se escribe como

∂
u

∂t
= −
u�D

(1)
N 
u+ νD

(2)
N 
u (4.3.12)
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Figura 4.5: En la gráfica de la izquierda tenemos a los coeficientes obtenidos usando la

TCD y a los coeficientes usando la TCD y la regla de los 3/2 para t=1 y N=128. En la

gráfica de la derecha se encuentra la comparación del error |u−PNu|max respecto a N .

donde D
(1)
N y D

(2)
N son las matrices de diferenciación (2.1.28) y (2.1.29) respecti-

vamente, 
u = (u(x0, t), u(x1, t), ..., u(xN , t))
T y donde el producto


u� 
v =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

u0v0

u1v1
...

uNvN

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ . (4.3.13)

La ecuación de Burgers (4.3.12) es de la forma 
̇y = f(y, t) por lo que podemos

aplicar el método de Runge-Kutta para evolucionar la ecuación diferencial.

Para poder comparar la aproximación es necesario tener una solución anaĺıtica.

Hopf y Cole mostraron que la transformación

u = −2ν
1

φ

∂φ

∂x
(4.3.14)

reduce la ecuación de Burgers a la ecuación de calor

∂φ

∂t
− ν

∂2φ

∂x2
= 0 (4.3.15)

y debido a esta relación podemos obtener soluciones exactas de forma más sencilla,

por ejemplo, de la solucón anaĺıtica usada en la sección 4.2.2 tendremos

φb(x, t) =
1√
4πνt

∞∑
n=−∞

e−(x−2πn)2/4πt (4.3.16)
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Figura 4.6: La gráfica de la izquierda nos muestra el error máximo entre la solución

anaĺıtica y la solución aproximada con el método de Fourier Colocación. La gráfica de la

derecha nos muestra como es el comportamiento de la ecuación de Burgers en diferentes

tiempos donde se tomó N = 30 y ν = 0,01.

donde nuestra función solución puede escribirse como

u(x, t) = c+ ub(x− ct, t+ t0). (4.3.17)

La Figura 4.6 nos muestra la exactitud del método de Colocación donde utili-

zamos para la solución anaĺıtca con −50 ≤ n ≤ 50, t0 = 1,0 c = 4,0. Los paso de

tiempo utilizados en el fueron de dt = 10−5.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

1. El próposito de esta tesis es hacer un bosquejo de los métodos espectrales, tal

que si existe algún interesado en aprender estos métodos puedan recurrir a

esta tesis y tener una idea más clara de su aplicación dado que la bibliograf́ıa

de los métodos espectrales son d́ıficiles de entender en una primera lectura.

2. Se estudiaron la base de Fourier y la base de Chebyshev para hacer las

expansiones de nuestra función solución para problemas de condiciones de

frontera periódicas y no periódicas, respectivamente.

3. También se realizó un análisis de el error de aliación para términos no li-

neales donde nos encontramos que el error aumenta a cada paso de tiempo

y utilizamos la regla de los 3/2 para evitar dicho aumento.

4. Se aplicaron los ME a las ecuaciones de Helmholtz, Calor y Burgers en las

cuales comprobamos que la exactitud es muy grande en dichas ecuaciones.

5. Se hizo una comparación del error tomando el error de aliación y cuando se

quita mediante la regla de los 3/2, y se encontró que para el tiempo t=0.1

la diferencia es casi imperceptible.

6. En particular, el aprender métodos espectrales será para mi una herramienta

muy útil para el desarrollo de mis estudios posteriores dado que mi interés

es el control de sistemas dinámicos, en especial en el área de fluidos.

Algunos temas como continuación de esta tesis seŕıan:

1. Utilizar condiciones de frontera semi-infinitas con funciones de Chebyshev

racionales TLn(x) o las funciones de Laguerre, también considerar las con-

47
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diciones de frontera infinitas con las funciones de Chebyshev racionales

TBn(x), las funciones de Hermite o funciones Sinc.

2. Mostrar como implementar los ME en problemas de dos o más dimensiones

para los diferentes esquemas.

3. Mostrar como implementar los ME en diferentes geometŕıas a las cartesianas,

por ejemplo, geometŕıas cilindricas, esféricas, etc.



Apéndice A

Cuadratura Gauss-Lobatto y

puntos de colocación

Los operadores de truncación de Fourier y Chebyshev requieren que evalue-

mos integrales para resolver proyecciones ortogonales. Pero sabemos que resolver

integrales anaĺticamente no es una tarea fácil. Por esta razón las integrales son

comúnmente aproximadas con cuadratura. Esta cuadratura debe de conservar las

propiedades de ortogonalidad y de exactitud espectral.

La regla de cuadratura esta dada por

∫ b

a

f(x)ω(x)dx ≈ Q[f ] + E =

N∑
j=0

f(xj)ωj + E (A.1)

donde los {xj} son los puntos de colocación y los ωj los pesos correspondientes

a cada punto xj . Para que la propiedad de ortogonalidad se cumpla es necesario

que ∫ b

a

Φn(x)Φm(x)
∗dx =

N∑
j=0

Φn(xj)Φm(xj)
∗ωj = Cδn,m (A.2)

donde Φ(x) puede ser tanto la base de Fourier como de Chebyshev y C es una

constante.

Para la base de Fourier tendremos que

∫ 2π

0

einxe−imxdx =

N∑
j=0

ein(xj)e−im(xj)ωj = 2πδn,m (A.3)
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donde si consideramos xj = 2πj/N como los puntos de la red dividida en N partes

iguales junto con la relación

N−1∑
j=0

e2ilπ/N = Nδl,±pN p = 0,±1,±2, ... (A.4)

llegamos a
N−1∑
j=0

ei(n−m)xjωj = 2πδn−m,±pN (A.5)

donde el valor de la base evaluada en x0 es igual cuando se hace en xN . Usamos

(A.4) en (A.5) para obtener que ωj = 2π/N . Con esto tenemos la formula de la

cuadratura de Fourier dada por

QF =
2π

N

N−1∑
j=0

f(xj). (A.6)

De la misma forma podemos obtener la formula de cuadratura para la base de

Chebyshev

∫ 1

−1

Tk(x)Tl(x)ω(x)dx =

N∑
j=0

Tk(xj)Tl(xj)ωj =
π

2
ckδk,l (A.7)

donde c0 = 2 y ck = 1 para 1 ≤ k ≤ N . Si consideramos los puntos de colocación

xj = cosπj/N (puntos Gauss-Lobatto) y tomamos la relación

N∑
j=0

1

c̄j
Tk(xj)Tl(xj) =

N

2
c̄kδk,l (A.8)

donde c̄0 = c̄N = 2 y c̄k = 1 para 1 ≤ k ≤ N − 1. Por lo que al combinar las

ecuaciones (A.7) y (A.8) llegamos a que los pesos ωj = π/c̄jN . Esto nos da que

la formula de cuadratura de Chebyshev con los puntos Gauss-Lobatto es

QCGL =
π

N

N∑
j=0

1

c̄j
f(xj). (A.9)

Existen otros conjuntos de puntos para los polinomios de Chebyshev, estos son

xj = cos
(2j − 1)π

2N + 2
ωj =

π

N + 1
(A.10)

xj = cos
2jπ

2N + 1
ωj =

⎧⎨
⎩

π
2N+1

j = 0

π
N+1

j = 1, ..., N
(A.11)
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donde (A.10) son los puntos de Gauss y (A.11) son los puntos de Gauss-Radau

con sus respectivos pesos ωj.

En esta tesis se utilizaron los puntos de Gauss-Lobatto los cuales son los pun-

tos extremos de los polinomios de Chebyshev, esto es, cuando x = ±1 y los puntos

de Gauss son los puntos ceros de los polinomios de Chebyshev. Se pueden esco-

ger que los puntos sean equidistantes como se hizo con Fourier pero ocurre el

fenómeno de Runge [11] que genera oscilaciones cerca de las fronteras y el error

se hace mayor cuando se aumenta el grado del polinomio. La forma de minimizar

estas oscilaciones es utilizando cualquiera de los tres conjuntos de puntos ya antes

mencionados.
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Apéndice B

Método de descomposición LU

La descomposición LU es una descomposición de una matriz AN×N (no se

confunda con la N de truncación) en un producto de dos matrices, una matriz

triangular inferior L y una matriz triangular superior U . Esta descomposición se

utiliza para resolver sistemas de ecuaciones lineales Ax = b con un costo menor de

número de operaciones que con la eliminación gaussiana, por lo que, nos ahorra

tiempo. También se utiliza para obtener más rápido la matriz inversa y su deter-

minante.

Para explicarlo tomamos la descomposición de una matriz A3×3⎛
⎜⎝l11 0 0

l21 l22 0

l31 l32 l33

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝u11 u12 u13

0 u22 u23

0 0 u33

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞
⎟⎠

donde tendremos que⎛
⎜⎝l11u11 l11u12 l11u13

l21u11 l21u12 + l22u22 l21u13 + l22u23

l31u11 l31u12 + l32u22 l31u13 + l32u23 + l33u33

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞
⎟⎠

la cual nos da 12 variables desconocidas para un sistema de 9 ecuaciones. Debido

a esto es necesario poner algunas restricciones en L y U . Por ejemplo podemos

pedir que los lii = 1 y con esta forma el sistema de ecuaciones ya tiene solución.

En general tendremos tres tipos de ecuaciones que describen la matriz LU

li1u1j + li2u2j + · · ·+ liiuij = aij i < j (B.1)

li1u1j + li2u2j + · · ·+ liiujj = aij i = j (B.2)

li1u1j + li2u2j + · · ·+ lijujj = aij i > j (B.3)
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donde para obtener los lij y uij hacemos los siguientes pasos

1. Primero, haces lii = 1 para i = 1, ..., N dado que en general tendremos

N2 +N variables desconocidas y al restringir los lii tendremos N2 variables

desconocidas para N2 ecuaciones.

2. Para cada j = 1, 2, ..., N haces los siguientes dos pasos:

a) Para i = 1, 2, ..., j obtienes los uij a partir de (B.1), (B.2) y los lii,cesto

es

uij = aij −
i−1∑
k=1

likukj. (B.4)

b) Segundo, para i = j + 1, j + 2, ..., N se usa (B.3) para obtener lij de la

forma

lij =
1

ujj

(
aij −

j−1∑
k=1

likukj

)
. (B.5)

Podemos observar que cada aij solo es usado una vez, por lo que, tanto lij como

uij puede ser colocado en el elemento de A que ya ha sido utilizado.

Al tener ya las matrices L y U , sólo nos queda resolver

Ax = (LU)x = L(Ux) = Ly = b (B.6)

donde primero resolvemos Ly = b para obtener y que se obtiene a partir de

y1 =
b1
l11

(B.7)

yi =
1

lii

(
bi −

i−1∑
j=1

lijyj

)
(B.8)

para i = 2, ..., N . Luego resolvemos Ux = y para obtener x de la forma

xN =
yN
uNN

(B.9)

xi =
1

uii

(
yi −

N∑
j=i+1

uijxj

)
(B.10)

para i = N−1, ..., 1, esto es, primero obtenemos xN , luego xN−1 aśı sucesivamente

hasta x1.



Apéndice C

Matriz tridiagonal con trenza

Mostramos un procedimiento para resolver un sistema lineal MW = F donde

la matriz M es de tamaño (n + 1) × (n + 1), tridiagonal y con una trenza (una

fila con entradas diferentes a cero, cn’s), W y F son vectores de dimensión n+ 1,

por lo que, el sistema tiene la forma

MW = F →

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c0 c1 c2 c3 · · · cn−1 cn

p1 q1 r1

p2 q2 r2 0
. . .

. . .
. . .

0 pn−1 qn−1 rn−1

pn qn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ω0

ω1

ω2

...

ωn−1

ωn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

F0

F1

F2

...

Fn−1

Fn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

que se puede escribir mejor de la siguiente manera

c0ω0 + c1ω1 + · · ·+ cnωn = F0, (C.1)

piωi−1 + qiωi + riωi+1 = Fi, i = 1, ..., n (C.2)

pnωn−1 + qnωn = Fn. (C.3)

El primer paso que debemos hacer para resolver el sistema es introducir la relación

de recurrencia

ωi+1 = xiωi + yi, i = 0, ..., n− 1. (C.4)

Si obtenemos las cantidades xi, yi y ω0, con ayuda de (C.4) podemos encontrar

las demás ω’s. Para obtener xi y yi, sustituimos (C.4) en (C.2) y encontramos que

piωi−1 + qiωi + ri(xiωi + yi)Fi
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que es igual a

ωi +
pi

qi + rixi

ωi−1 =
Fi − riyi
qi + rixi

(C.5)

ahora, de (C.4) llegamos a

ωi = xi−1ωi−1 + yi−1 (C.6)

y si ahora comparamos la ecuación (C.5) con (C.6) nos dice que

xi−1 =
−pi

qi + rixi
, yi−1 =

Fi − riyi
qi + rixi

i = 1, ..., n− 1. (C.7)

Si conociéramos los valores de xn−1 y yn−1 con la ayuda de (C.7) seŕıamos capaces

de calcular el resto de los xi y yi disminuyendo el valor del ı́ndice i. Por lo que,

necesitamos xn−1 y yn−1 que obtenemos a partir de (C.3) y hacemos que i = n−1

en (C.4), de donde se tienen

pnωn−1 + qnωn = Fn, ωn = xn−1ωn−1 + yn−1 (C.8)

despejando ωn de la primera relación en (C.8)

ωn = −pn
qn

ωn−1 +
Fn

qn
. (C.9)

Ahora de (C.9) y la segunda expresión en (C.8) uno concluye que

xn−1 = −pn
qn

y yn−1 =
Fn

qn
. (C.10)

Ahora que ya tenemos xn−1 y a yn−1, (C.7) nos permite calcular las demás xi y

yi. Sólo nos falta encontrar ω0 para conocer el resto de las ω’s via (C.9). Para

encontrar ω0 tomamos la ecuación (C.1) y escribimos las ω1, ..., ωn en términos de

ω0 de la siguiente manera

ωi = ξiω0 + ηi i = 0, 1, ..., n (C.11)

donde las ξ’s y η’s se desconocen en principio. Pero observamos que para i = 0

tenemos que

ξ0 = 1, η0 = 0. (C.12)

Si sustituimos (C.11) en (C.4) y cambiamos i → i− 1, se llega a

ωi = xi−1ξi−1ω0 + xi−1ηi−1 + yi−1 (C.13)
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que si comparamos con (C.11) podemos ver que

ξi = xi−1ξi−1 (C.14)

ηi = xi−1ηi−1 + yi−1 (C.15)

donde i = 1, ..., n. Volvemos a sustituir a (C.11) pero ahora en (C.1) y resulta

c0ω0 + c1(ξ1ω0 + η1) + · · ·+ cn(ξnω0 + ηn) = F0

o escrita en forma compacta

Ξω0 +H = F0 (C.16)

donde

Ξ =
n∑

i=0

ciξi, H =
n∑

i=0

ciηi (C.17)

y finalmente encontramos

ω0 =
F0 −H

Ξ
. (C.18)

Con esto, resolvemos el sistema lineal con una matriz tridiagonal con trenza y

se puede resumir en el siguiente algoritmo:

1. Calcule xi, yi para i = 0, ..., n− 1 de las ecuaciones (C.7) y (C.10).

2. Calcule ω0 de acuerdo a:

a) Toma ξ0 = 1 y η0 = 0.

b) Consigue ξi, ηi para i = 1, ..., n a partir de (C.14) y (C.15).

c) Calcula Ξ y H de (C.17).

d) Obtienes ω0 de (C.18).

3. Finalmente, calcula ωi para i = 1, ..., n a partir de la ecuación (C.11).
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Apéndice D

Discretización del tiempo

En este apéndice mencionamos los métodos de discretización del tiempo que

se emplearon en el transcurso de esta tesis, los cuales fueron: el método de Crank-

Nicolson, Adams-Bashforth y Runge-Kutta. Estos métodos resuelven problemas

de tipo

ẏ = f(y, t) (D.1)

Los métodos antes mencionados para la discretización del tiempo son muy usados

en junto con los métodos Espectrales.

D.1. Método de Crank-Nicolson

El método de Crank-Nicolson es un método de diferencias finitas centrada.

Si tenemos una ecuación diferencial parcial de una dimensión de la forma de

la ecuación (D.1) y definimos y(iΔx, nΔt) = yni , vemos que con la ecuación de

Crank-Nicolson, que es el promedio de el método de Euler hacia delante en n y el

método de Euler hacia atrás en n+ 1, tendremos

yn+1
i = yni +

Δt

2
(fn+1

i + fn
i ). (D.1)

Dado de que es un método de dos pasos nos brinda una precisón de O(Δt3).

D.2. Método de Adams-Bashforth

Los métodos de Adams Bashforth son métodos expĺıcitos de pasos multiples.

El más sencillo de esta familia de métodos es el de dos pasos (AB2), para un
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problema tipo (D.1) donde definimos y(iΔx, nΔt) = yni tenemos

yn+1
i = yni +

Δt

2
(2fn

i − fn−1
i ) (D.1)

donde tenemos que el error es de O(Δt3). Para una mayor exactitud se consideran

más pasos, los más usados de estos métodos son AB3 y AB4.

D.3. Método de Runge-Kutta

Los métodos de Runge-Kutta son una familia de métodos iterativos inpĺıcitos y

expĺıcitos para la aproximación a soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias

con el fin de resolver problemas del valor inicial, esto es

ẏ = f(y, t) con y(0) = y0 (D.1)

para encontrar y1 = y(Δt) con Δt > 0.

El miembro de esta familia que se usa en esta tesis es el método Runge-Kutta

de orden cuarto que esta dado por

yn+1 = yn +
Δt

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (D.2)

donde

k1 = f(tn, yn) (pendiente al inicio del intervalo)

k2 = f(tn +
Δt

2
, yn +

Δt

2
k1) (pendiente del punto medio del intervalo usando k1)

k3 = f(tn +
Δt

2
, yn +

Δt

2
k2) (pendiente del punto medio del intervalo usando k2)

k4 = f(tn +Δt, yn +Δtk3) (pendiente al final del intervalo).

Como mencionamos anteriormente este método es de cuarto orden, por lo que,

el error por paso es del orden O(Δt5).



Apéndice E

Transformación Hopf-Cole

En este apéndice probaremos que la ecuación de Burgers podemos reducirla a

la ecuación de calor mediante la transformación de Hopf-Cole

u = −2ν
1

φ

∂φ

∂x
. (E.1)

Tomamos la ecuación de Burgers y sustituimos (E.1) en ella

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= ν

∂2u

∂x2

−2ν
∂

∂t

(1
φ

∂φ

∂x

)
+ 4ν2 1

φ

∂φ

∂x

∂

∂x

(1
φ

∂φ

∂x

)
= −2ν2 ∂2

∂x2

(1
φ

∂φ

∂x

)
dividimos entre 2ν

∂

∂t

(1
φ

∂φ

∂x

)
− 2ν

1

φ

∂φ

∂x

∂

∂x

(1
φ

∂φ

∂x

)
= ν

∂2

∂x2

(1
φ

∂φ

∂x

)
y realizamos las derivadas correspondientes en cada término de la ecuación, obte-

niendo (
− 1

φ2

∂φ

∂t

∂φ

∂x
+

1

φ

∂

∂t

∂φ

∂x

)
− 2ν

[ 1

φ2

∂φ

∂x

∂2φ

∂x2
− 1

φ3

(∂φ
∂x

)3]

= ν
[ 1
φ

∂

∂x

(∂2φ

∂x2

)
− 1

φ2

∂φ

∂x

∂2φ

∂x2
+

2

φ3

(∂φ
∂x

)3

− 2

φ2

∂2φ

∂x2

∂φ

∂x

]
Ahora, sumando los términos iguales

− 1

φ2

∂φ

∂t

∂φ

∂x
+

1

φ

∂

∂t

∂φ

∂x
= ν

1

φ

∂

∂x

(∂2φ

∂x2

)
− ν

1

φ2

∂φ

∂x

∂2φ

∂x2

− 1

φ2

∂φ

∂x

(∂φ
∂t

− ν
∂2φ

∂x2

)
= −1

φ

∂

∂x

(∂φ
∂t

− ν
∂2φ

∂x2

)
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donde tomamos en cuenta que ∂
∂t

∂φ
∂x

= ∂
∂x

∂φ
∂t
, por lo llegamos a

[ ∂

∂x

(1
φ

)
+

1

φ

∂

∂x

](∂φ
∂t

− ν
∂2φ

∂x2

)
= 0 (E.2)

que nos muestra que (E.2) es igual a cero, si y solo si

∂φ

∂t
= ν

∂2φ

∂x2
(E.3)

y (E.3) es la ecuación de calor, por lo tanto, queda demostrado que la ecuación de

Burgers se puede escribir como la ecuación de calor si se hace la transformación

de Hopf-Cole.
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