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Introduccidon

“Las estrellas, todas juntas, deben como cualquier conjunto de puntos, representar
una gigantesca ecuacién, ante la mente de Dios tan trivial como, digamos, la
ecuacién de una esfera, -Para nosotros ilegible, incalculable. Una tarea

solitaria, no compensada, tal vez hasta imposible. -sin embargo, supongo

que algunos de nosotros debemos estar siempre buscando.”

Thomas Pychon, “Mason & Dixon”

Es bien conocido que las soluciones a las ecuaciones del modelo cosmolégico
estandar llevan a una singularidad. Estas soluciones han dado lugar a la llamada “Teoria
del Big Bang™, la cual dice que en el inicio del tiempo, todo el universo estaba comprim-
ido en un sélo punto. Un ingrediente adicional de la cosmologia moderna es la teoria
de inflacién, que predice un universo que pasé por un periodo de expansion acelerada.
Aun mas, la teoria estdndard predice un universo cuyo expansién se va desacelerando lo
cual no concuerda con observaciones modernas que sugieren un universo que de nuevo
estd en un periodo de expansion acelerada. Estas observaciones han dado lugar a ideas
como la materia y energia oscura, que buscan dar una mejor explicaciéon de la evolu-
cién del universo. Hay una variedad de propuestas que se han hecho para describir la
dindmica del universo en los periodos de aceleracion. La evidencia de la aceleracion de
la expansién del universo ha llevado a introducir una constante cosmolégica diferente de
cero como una de las posibles explicaciones del fenémeno. Sin embargo, como la dindmi-
ca del universo va cambiando con el transcurso del tiempo, entonces una constante no
es adecuada y se debe agregar algo mas. Un siguiente paso consta en agregar un campo
escalar a las ecuaciones. Esta idea propone que la geometria del universo estd acoplada
con un campo escalar ¢, cuyo efecto sobre la dindmica del universo estard determinado
fuertemente por su energia potencial V' (¢).

En esta tesis estudiaremos un caso de la Teoria Tensor-Escalar, la cual introduce
un campo escalar con acoplamiento minimo a las ecuaciones de Einstein. Tomando como
fuente de gravedad un campo escalar, en vez de un fluido perfecto que es usado como
fuente en el modelo estandard, se buscara obtener un comportamiento del factor escala
que no tenga singularidad. Se estudiara la forma de generar soluciones que concuerden
con el modelo estandard del universo de Robertson-Walker con el campo escalar como
fuente. Para tratar estos problemas es necesario recurrir a la Teoria General de Relativi-
dad, es por esto que en el primer capitulo se trataran los conceptos basicos de esta teoria.
El segtindo capitulo se dedica a estudiar el concepto de simetria y las implicaciones que
tiene sobre la métrica de un universo homogéneo e isotrépico. En el tercer capitulo se
tratardn algunos temas importantes de la cosmologia estdndard, las ecuaciones dindmi-
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v INTRODUCCION

cas del universo y sus soluciones. En el capitulo cuatro se empieza estudiando la férmu-
lacién lagrangiana de las ecuaciones de Einstein, asi como el acoplamiento minimo del
campo escalar. Se analizard el metodo presentado por Ellis y Madsen [1] que permite
obtener el potencial del campo escalar, al fijar el factor de escala deseado. En la dltima
seccion del capitulo cuatro se obtiene la forma que toma el campo escalar y su poten-
cial para algunas elecciones del factor de escala. En la Gltima parte de esta tesis vamos a
aplicar su método para las cosmologias no singulares. Finalmente se estudiara la forma
del campo escalar y de su potencial que se obtiene a partir del factor escala propuesto.
En el capitulo cinco se presentaran las conclusiones de este trabajo.

Se utilizaran las siguientes convenciones en este trabajo.
1. Los indices griegos «, (3, i1, v... podran tomar los valores (0, 1, 2, 3) indicando cualquiera
de las coordenadas de un cuadritensor.

2. Los indices latinos i, j, k,[.. podran tomar los valores (1, 2, 3) indicando cualquiera
de las coordenadas espaciales.

3. Se empleard la notacién de Einstein, donde indices repetidos en una expresién indi-
can una sumacion sobre todos los posibles valores del indice, por ejemplo g,,, z# 2" =

3
E guata”.

=0



Capitulo 1

Relatividad General

La Relatividad General es una teoria del campo gravitatorio que fue iniciada por
Albert Einstein entre los afios 1915-1916. El nombre se debe a que es una generalizacién
de la teoria especial de la relatividad. Originalmente pretendia explicar ciertas anomalias
en el concepto de movimiento relativo, pero en su desarrollo se ha convertido en una de
las teorfas méas importantes en la fisica. La Teorfa de la Relatividad es un campo muy
extenso por lo que en este capitulo sélo se abarcaran conceptos que se utilizardn en este
trabajo.

1.1. Ideas Principales de la Relatividad General

Ordinariamente la gravedad es considerada como una de las cuatro fuerzas fun-
damentales del universo, pero se distingue de las deméds en que dadas las mismas veloci-
dades y posiciones iniciales, todos los cuerpos siguen las mismas trayectorias sin impor-
tar su composicion. Todos los cuerpos en un campo gravitacional son afectados de la
misma forma por la gravedad, opuesto a, por ejemplo, las fuerzas debidas a los campos
electromagnéticos que afectan a cuerpos cargados pero no afectan a los cuerpos neutros,
y las trayectorias ademas dependen de la relacién entre la masa y la carga. El hecho de
que todos los cuerpos caigan con la misma aceleracion llevé a Einstein a proponer que
la gravedad se podria ver como la curvatura del espacio y el tiempo en vez de como
un campo de fuerzas adicionales. Una de las ideas fundamentales que llevo a Einstein a
describir la gravedad de esta forma es el Principio de Equivalencia. Hay varias formas
de enunciar este principio, uno de los cuales dice que la masa inercial es igual a la masa
gravitacional. Para aclarar esto considere la segtinda ley de Newton, la cual relaciona la
fuerza que se ejerce sobre un cuerpo con la aceleracién que siente el cuerpo y su masa
inercial.

F=m;a

Considere ademds la ley de gravedad de Newton, que relaciona la fuerza debido a la
gravedad cerca de la superficie de la tierra con la aceleracién de la gravedad y la masa

1



2 CAPITULO 1. RELATIVIDAD GENERAL

gravitatoria.

Fg =mgg
Aunque m; y m,4 tienen un caracter y uso distinto, hasta el momento se ha observado que
m; = Mgy

Este principio implica que localmente no hay forma de distinguir entre los efectos de
un campo gravitacional de los efectos que se observarian en un sistema uniformemente
acelerado. Si se tratara de un campo electromagnético seria posible distinguir entre los
efectos debido a este campo y los efectos debido a una acelaracién uniforme al observar
el comportamiento de cuerpos con diferentes cargas. Ya que no hay distincién entre estas
masas, se deja de visualizar la gravedad como una fuerza sino como una alteracién o
curvatura del espacio y el tiempo, pero ;Qué causa esta curvatura? En la teoria clésica la
fuente de gravedad es la masa de un cuerpo, sin embargo como en la Relatividad Especial
se relaciona la masa con la energia, la fuente de campo gravitacional en la Relatividad
General debe involucrar tanto la masa como la energfa.

Esto nos lleva a otra forma de enunciar el principio de equivalencia: Existe una
clase preferente de trayectorias en el espacio-tiempo llamadas inerciales o de caida libre a
lo largo de las cuales viajan particulas no aceleradas, es decir particulas que sélo sienten
los efectos de la gravedad. Einstein generaliz6 el principio de equivalencia y postul6 el
llamado Principio de Equivalencia de Einstein: En regiones lo suficientemente pequefias
las leyes de la fisica se reducen a las de la relatividad especial. Este principio implica
que los efectos de la gravedad son universales ya que no hay objetos gravitacionalmente
neutros. Asiun cuerpo en caida libre en realidad es un cuerpo no acelerado al dejar de ver
a la gravedad como una fuerza. Otro principio en el que se basé Einstein es el Principio
General de la Relatividad, el cual nos dice que las leyes de la fisica deben tomar la misma
forma en todos los marcos de referencia. Una forma de enunciar este principio es diciendo
que las ecuaciones de la Relativdad General deben ser tensoriales, al cumplir esto, si las
ecuaciones son vélidas en un sistema seran vélidas en cualquier sistema.

En la teoria clasica todo el espacio se puede describir con un sélo marco inercial,
en el cual todos los puntos estdn en reposo con respecto del origen. Con esta nueva forma
de describir los efectos de la gravedad, cambia lo que antes se consideraba los marcos
inerciales. Sin embargo si existe un sistema en el cual los cuerpos mantienen su velocidad
uniforme. Un sistema en caida libre se acelera a de la misma manera que las particulas
libres y por lo tanto mantendran su velocidad uniforme en este sistema. Considere un
observador en un elevador (ver figura 1.1) que se encuentra por el momento fijo, al soltar
un objeto vera que este cae hacia el piso del elevador con una aceleracién igual a la de
la gravedad. Sostener un objeto en un punto fijo requiere de una fuerza igual a su masa
por la aceleracién de la gravedad. Supongamos que el elevador entra en caida libre, en
este nuevo sistema sostener un cuerpo en un mismo punto con respecto del observador
no requiere fuerza, y un cuerpo mantiene su velocidad uniforme. Asi se concluye que un
sistema que se encuentra en reposo en la Tierra no es un sistema inercial y un sistema en
caida libre si lo es. Sin embargo es imposible construir un marco inercial global que cubra
todo el espacio, a lo mds se pueden construir marcos inercials locales.



1.2. VARIEDADES 3

Sistema en reposo con respecto a la tierra Sistema en caida libre

Figura 1.1: Cuando el sistema esta en reposo con respecto a la Tierra un observador ve
que los cuerpos caen con una aceleracion igual a g. En el sistema en caida libre el cuerpo
se mantiene en reposo con respecto al observador O'.

1.2. Variedades

El concepto matematico del espacio curvo empieza con la definicién de una var-
iedad. Basicamente una variedad es un espacio continuo que localmente se parece al
espacio euclidiano, aunque globalmente no siempre se asemeje al espacio euclidiano. Por
ejemplo, la superficie de una esfera es una variedad, la cual estd parametrizada por medio
de dos coordenadas ¢ y 6. La asociacién de los puntos con los valores de sus paramet-
ros se puede ver como un mapeo de la variedad a los puntos del espacio euclidiano de
la dimensién indicada. Como se menciond, de forma global la variedad puede ser muy
distinta al espacio euclidiano, pero cada punto del toro se puede parametrizar con 2 co-
ordenadas 0 € [0,27], ¢ € [0,27], y hacer un mapeo entre una vecindad del punto p y el
plano tangente al punto.

En la Relatividad General sélo se consideran las variedades diferenciables, esto
es espacios que son continuos y diferenciables. Esto permite definir vectores y tensores.
Para expandir nuestro entendimiento de una variedad es necesario introducir el concepto
del tensor métrico. Este tensor se denota por medio de la letra g, con componentes g,,,,.
Se pide que este tensor sea simétrico y no-singular, permitiendo asi definir su inversa
g". En relatividad especial se adopta una métrica 7,,, con 3 eigenvalores positivos y
uno negativo, para describir el espacio plano. Se define el tensor 7, = diag(-1,1,1,1),
este tensor recibe el nombre de Métrica de Minkowski. El tensor métrico es de enorme
utilidad, ya que da la nocién de longitud, drea, y volumen dentro de nuestro universo.
Para poder dar una visién mas global de todas las funciones del tensor métrico se enlistan
algunas de ellas. La métrica permite calcular la longitud de una trayectoria asi como
medir el tiempo propio de un observador. En un espacio plano la longitud de un vector
se calculaba mediante la métrica euclidiana, esto es simplente tomando la raiz cuadrada
de la suma de los cuadrados de los componentes. Entonces un elemento diferencial de
linea se podria escribir como ds? = §;;dx'da? = dF - d7. Sin embargo en un espacio
curvo la métrica remplaza el producto punto tradicional en un espacio euclidiano. En un
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espacio-tiempo curvado, se generaliza el elemento diferencial de linea por medio de
ds? = guvdatdx”

el cual es un mapeo entre dos vectores de la variedad a los ntimeros reales. La longitud
de una curva se calcula por medio de la integral

l= / |g,wda?“dx”|1/2.
sobre la curva

El tiempo propio es el tiempo medido por un reloj, entre dos eventos que suceden en el
mismo lugar en el que se encuentra el reloj. Este se define como

t = / \—gwdaﬁ“dm”ﬂ/z .
La métrica permite subir y bajar indices al crear un mapeo entre vectores y uno-formas
_ v
Vi=guV".
La métrica contiene toda la informacién para describir la curvatura de la variedad.

Una variedad diferenciable en la cual se ha introducido una métrica recibe el
nombre de variedad Riemanniana, si la métrica es definida positiva, esto es si la métrica
evaluada sobre dos vectores cumple g(V,U) > 0 para todo U,V # 0, vectores dentro de
la variedad. Las métricas que toman valores positivos y negativos reciben el nombre de
métricas pseudo Riemanniana. Especificamente se tratara con una métrica Lorentziana,
la cual tiene (n — 1) eigenvalores de un mismo signo y un eigenvalor del signo contrario.
Al introducir la métrica a la variedad, esta toma estructura ya que la métrica describe la
curvatura de la variedad. La matriz asociada a la métrica (g, ) por definicién debe ser
una matriz simétrica. Un teorema de algebra lineal [2], postula que siempre existe una
matriz de transformacién que convierta una matriz simétrica a una matriz diagonal con
las entradas siendo +1,-1 0 0, donde el ntiimero de +1 en las entradas es igual al ndmero
de eigenvalores positivos de la matriz (g,,) y el nfemumero de -1 es igual al ntimero de
eigenvalores negativos. Usando el teorema mencionado, en cualquier punto P siempre
es posible encontrar una transformacién que lleve a un sistema de coordenadas {z“} con
el punto P como origen, y que transfrome la métrica g,,,, a la métrica de Minkowski del
espacio plano

G (@) = My + Ol(a)?] (1.1)

Esta ecuacion dice que cerca del punto P, la métrica es aproximadamente la usada en Rel-
atividad Especial, con una diferencia de las coordenadas a segtindo orden. Este sistema
de coordenadas, o sistema de referencia, recibe el nombre de sistema localmente inercial.
La ecuacion (1.1), escrita de forma mds precisa da

g;w(P) = Nuv, (1~2)
9 P)=0 v 1.3
@QMV( )* ) MV, 7, ()
82

WQW(P) # 0, (1.4)
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En la seccién anterior se mencioné que sélo se pueden encontrar sistemas inerciales de
forma local. Una linea recta en el espacio plano es la linea de mundo describiendo la
trayectoria de una particula libre, el hecho de que la primera derivada sea cero significa
que una particula libre en un espacio curvo se mueve localmente a lo largo de una linea
recta, en este sistema localmente inercial.

1.3. Tensores

Empezaremos por definir lo que son los tensores, ya que son una herramienta
matemadtica que se utiliza mucho en la Relatividad General y Especial. Se da la siguente

0 - .
Ny | esuna funcién de N vectores a los nimeros reales,
la cual es lineal en cada uno de sus N argumentos. Un tipo de tensor son aquellos de

definicién: Un tensor de tipo <

1

forma es una funcién lineal que toma como argumento un vector y regresa un nimero
real. El conjunto de todas las uno-formas satisfacen los axiomas de un espacio vectorial,
asi el conjunto de uno formas constituyen el llamado Espacio Dual. Dado que forman
un espacio vectorial, en un espacio de 4 dimensiones se pueden usar cuatro uno formas
linealmente independientes para formar una base de dicho espacio. La base de las uno-
formas se designaran con w, y con ellas se podrd escribir una uno forma arbitraria como
combinacién lineal de la base de uno formas.

0 .
la forma ( , el cual es llamado covector, vector covariante o uno-forma. Una uno

Se puede definir otro tipo de tensores de la forma ( 0

) los cuales son una

funcién lineal de M uno-formas y que regresa un ntimero real. Un tensor de tipo

es una funcién que toma una uno-forma y regresa un ntimero real. Esta definicién con-
cuerda con la de un vector, entonces un vector se puede definir como una funcién que
toma como variable una-uno forma. Asi los vectores dejan de ser los inicos objetos que se
pueden tomar como argumentos de una funcién y de hecho se pueden ver como tensores
en si mismos. Con estas definiciones podemos empezar a notar la dualidad que existe en-
tre vectores y uno-formas. Los tensores se pueden definir como funciones de uno-formas

y las uno-formas como funciones de vectores. Un tensor arbitrario de la forma ( N |

una funcién lineal que toma M covectores y N vectores y regresa un ntimero real.

Asi como los vectores, los tensores también tienen componentes. Empezamos

por definir las componentes de un tensor : en un sistema O las componentes del

0
N
tensor son el valor de la funcién cuando los argumentos son los vectores base del sistema

- . 0 . : .
O. Supongamos que tenemos un tensor 5 de tipo ( ) en un espacio de 2 dimensiones

2
con vectores base €7, &, entonces s tendra cuatro componentes

5(€1,€1) =s11 5(€1,€2) = s12 3(€2,€1) = 521 5(€2,€2) = s90.
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El nimero de componentes de un tensor arbitrario dependeré de la dimension del espa-
cio en que esta definido y del tipo de tensor. El tensor métrico es un tensor de este tipo el
cual toma como argumento dos vectores, lo cual se denota como

9(V,0) = g V"
donde g(é,, €,) = g, son las componentes del tensor métrico.

Para definir las componentes de un tensor se requiere especificar un sistema
O, entonces las componentes dependen del sistema que se elije. Para escribir las com-
ponentes en otro sistema O’ se hace uso de la matriz de tranformacién A%, la cual es
usada para transformar las componentes de los vectores base del sistema O a O, esto es

. L : - . 1
€p = A €. Por ejemplo,para definir las componentes de un tensor R de tipo ( 1 ) en

un sistema O, se requieren de las uno-formas base . y los vectores base € . La compo-
nente del tensor se escribe como R(w®, &3) = R“4. En un sistema O’ se escribe
/

R =R, €y) = R(AY, 0", A" 3,6,) = A, A 5, R, (1.5)

El orden de los argumentos de un tensor arbitrario puede cambiar el nimero
real que regresara el tensor. La forma en que se comporta un tensor segtn el orden de

sus argumentos es una propiedad importante. Por ejemplo,se dice que un tensor( g )
es simétrico si:
f(A,B) = f(B,A), VA, B.
Esto implica que las componentes del tensor son de la forma
faﬁ = fﬁow

De manera similar, se dice que el tensor es anti-simétrico si

f(gv-é):_f(g?g)v fo,é7
lo cual implica que las componentes del tensor sean de la forma

Jap = —fpa-

N pueden existir varias simetrias o anti-simetrias bajo
algtin cambio en sus argumentos. Por ejemplo si

Para un tensor arbitrario (

Ra17a27a3---7oﬁw — Ra37a27a17'*'7aﬂ1

B1,B2,.--BN B1,62;..--BN?

el tensor R es simétrico en su primer y tercer indice superior. Este tensor seria anti-
simetrico en estos dos indices si se cumple

Ra17a27a3~~~aa1\l _ _Raif’OCQ»alv"ﬂal\/[

B1,82,--BN B1,82,--BN"
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Existe un conjunto de operaciones que se pueden aplicar a las componentes de
un tensor. Se llaman operaciones tensoriales permitidas porque producen componentes
de un nuevo tensor. La multiplicacién por un escalar produce componentes de un nuevo
tensor del mismo tipo. La suma de las componentes de dos tensores del mismo tipo da
componentes de un nuevo tensor del mismo tipo. La multiplicacién de componentes
de dos tensores de tipo arbitrario da componentes de un nuevo tensor, el tipo de este
nuevo tensor es la suma de los tipos de los dos tensores que se multiplican. Esto se llama
el producto exterior de los dos tensores. La derivada covariante de un tensor de tipo

M . M
( N > da un nuevo tensor de tipo < N1 >

1.4. Tensor de Energia Momento

Como veremos mds adelante la energia y momento de las particulas son la
fuente del campo gravitacional. Empezaremos repasando algunos conceptos necesarios
para definir correctamente el tensor de energia momento. El caudri-vector de momento
de una particula se define como

P=mU = (E,p",p*,p°)

donde m es la masa de la particula medida en un sistema comovil a ella y U es la cuadri-
velocidad de la particula medida por un observador. La cantidad p° = E es la energfa de
la particula en algun sistema O, las demads son las componentes del momento espacial.
Otro concepto importante es el flujo de cierta cantidad a través de una superficie. Por
ejemplo, se puede calcular el niimero de particulas o la cantidad de energfa que cruzan
cierta superficie. Esto dependerd del sistema en que se mida y la superficie que se defina.
La palabra superfice se refiere a una hypersuperficie de tres dimensiones. Una superficie
se puede definir por medio de un vector N que sea prependicular a ella. Por ejemplo, una
hypersuperfice con la coordenada z! constante tendréa un vector normal N = (0, 1,0, 0).
Un caso de interés es cuando se mantiene la coordenada temporal z¥ constante. El flujo
a través de una hypersuperficie de tiempo constante es la cantidad, ya sea particulas, en-
ergia o momento, que pasa a través del espacio 3 dimensional, es el ntimero contenido en
un volumen unitario a un tiempo constante dado, en otras palabras la densidad de cierta
cantidad. Por ejemplo, si se habla del flujo de particulas a través de una hypersuperficie
de tiempo constante, se estd buscando el nimero de particulas que cruzan un volumen
unitario a un tiempo constante. Se quiere saber cuantas particulas estan contenidas en un
volumen unitario a cierto tiempo, es decir la densidad de particulas a cierto tiempo.

El tensor de energia-momento es de tipo ( ) y se representa con la letra T. Se

0
puede definir en términos de sus componentes como sigue: la componente 7" describe
el flujo de la componente de momento « a través de una hypersuperficie de ® constante.
Usando esta definicién la componente 7% es el flujo de la componente temporal del
cuadri-momento a través de una superficie de tiempo constante, en otras palabras la
densidad de energfa p. Las componentes 7% describen el flujo de energia através de una
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superficie de ' constante. Las componentes 7" describen la densidad de la componente
i del cuadri-momento. Finalmente las componentes 7/ describen el flujo de momento i
a través de una superficie de 2/ constante.

Un caso de interés es el fluido perfecto ya que se puede tomar como la fuente
del campo gravitacional en varios casos fisicos. En general, un fluido es una especie de
continuo, una coleccién de particulas tan ntiimerosas que no steme puede describir la
dindmica de una particula individual, sino que se describen cantidades promediadas, co-
mo lo son la densidad de energia, presién, nimero de particulas por unidad de volumen
, aunque por lo general estas cantidades varian de un punto a otro. Se define un fluido
perfecto como un fluido que no tiene viscosidad ni conduccién de calor en un sistema
comovil al fluido. El fluido perfecto es la generalizacion del gas ideal que se utiliza en
termodindmica. La condicién de que no haya conduccién de calor implica que en el sis-
tema comovil al fluido las componentes 7% = T = 0, esto nos dice que no habra ni
flujo de energia ni flujo de momento. La viscosidad es una fuerza paralela a la interface
entre particulas. La condiciéon de que no exista viscosidad implica que la fuerza siempre
debe ser perpendicular a la interface entre particulas, para las componentes del tensor de
energia momento esto significa que 7% = 0 excepto cuando i = j. Con estas condiciones
una superficie de z! constante s6lo sentird fuerza en la direccion z!, es decir perpendic-
ular a la superficie. Esto es igual para las superficies de z? y 2% constante. Esta fuerza
por unidad de &rea le llama presion y es igual para cada superficie. Con esto se obtiene
T = pé donde p es la presion. Entonces en un sistema comovil al fluido perfecto el
tensor T toma la siguiente forma

p 00 0
T= 8 g 2 8 (1.6)
000 p
Esto se puede escribir de otra forma
7% = (p+ p)U U’ + py*?, (17)

donde 7 es la métrica de Minkowski y U= (1,0,0,0). Para el caso de relatividad general,
se remplaza la métrica de Minkowski por una métrica general, asi la expresion para el
tensor de energia momento es

7% = (p+p)UU” + pg*® (1.8)

Una propiedad importante del tensor T es que satisface la ley de conservacion de energia
y momento. Supongamos que tenemos un elemento ctibico de fluido (ver figura 1.2). La
energia puede fluir a través de todos los lados. La energia que fluye a través del lado 4
es L?T%(x = 0) y la energia que fluye através del lado 2 es —L?T"*(z = L), el segundo
término tiene un signo menos porque 7% representa la energia que fluye hacia el lado
positivo de las x’s, la cual estaria saliendo del volumen ctibico a traves del lado 4. De
forma similar la energia que fluye através del lado 1 es L?T%(y = 0) y la energia que
fluye através del lado 3 es —L?T%(y = L). Ahora el cambio de la cantidad de energia

BTOOLS

dentro del volumen “—;= serd igual a la suma de la energia que atraviesa todas las
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L X

Figura 1.2: Un elemento de fluido ctbico con z constante, no se muestra el eje z.

paredes, esto se escribe
9773
ot
+L*T%(y = 0) — L*T%(y = L) + L*T%*(z = 0) — L*T%*(z = L)] .
Dividiendo por L? y tomando el limite L — 0 obtenemos

or*  ar® or% 9T

= [L’T%(z = 0) — L*T" (2 = L)

ot Ox oy 0z

Esta ecuacion se puede rescribir como

7% = .

Nej

Similarmente cada una de las componentes de momento también se conserva y se puede
obtener una ecuacién similar para cada componente de momento. Con esto obtenemos
la ley general de conservacién dada por

7%, =0 (1.9)
En la Relatividad General la ecuacién (1.9) se generaliza tomando la derivada covariante
en ves de la derivada parcial.

1.5. Derivada Covariante

La derivada de un campo vectorial por definicién involucra la diferencia de dos
vectores en dos puntos distintos. En un sistema cartesiano la derivada sélo involucra las
compenetes del vector debido a que la base permanece constante en todo punto. Esta
operacion es muy conocida para un sistema cartesiano, pero en un espacio curvo la no-
cién de la diferencia entre vectores en puntos diferentes se debe tratar con cuidado. En
un espacio curvo la base en la cual se expresan los vectores no necesariamente se man-
tendra constante de un punto a otro, entonces al derivar un campo vectorial es necesario
involucrar la derivada de los vectores base. Asi al derivar un vector expresado de la for-
maV = V“é,, con respecto a una coordenada, donde V' son las componentes y €, son
los vectores base, se obtiene

v ave Dy

90F = o0F o TV (1.10)
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Esto nos muestra que la derivada de un vector es mas que la derivada de sus compo-
nentes. Los términos g% son vectorer asi que se pueden expresar como una combinaciéon
lineal de los vectores base. Se introduce el simbolo I', ; para denotar los coeficientes usa-
dos en la combinacién lineal

% =T*

dzB B

La interpretacion de I' op €S que da la entrada p-esima del vector ae“

. Se necesitan tres
indices para definir completamente a I'’; 5, o indica el vector base que se esta derivando,
B la coordenada con respecto a la cual se esta derivando y p la componente del vector
resultante. Estos simbolos han recibido el nombre de Simbolos de Cristoffel . Usando
esta nueva notacion la derivada de un vector toma la forma

o7 _ovo_
928 0B *

Se pueden renombrar los indices contraidos « y p sin alterar la ecuacién para obtener

+ VoIt ¢, (1.11)

ov (ava

5.5 = | 505 tV°Th ) (1.12)

Se introduce una nueva notacién para representar esta definicién mas general de la dervi-
dada o Derivada Covariante
-\e Ve
[0 J—
v =(VsV) =55

Para una explicacién mas detallada de la derivada covariante ver [2].La derivada covari-
ante también se puede aplicar a tensores de cualquier orden. Para deducir la férmula se
empieza utilizando la propiedad de que un uno-forma aplicado a un vector da un es-
calar. Se toma un vector V' y un uno-forma p arbitrarios. En un sistema de coordenadas
arbitrario escribimos el escalar como

+ VITs

QS = pava~
Tomando la derivada V3¢ se obtiene

OPa ove

Vo =050 = 5 5V +Ppag 7.

Notamoas que ¢ no depende de los vectores base, por esto Vg = 0,¢. Se sustituye %LB
por V¢ el cual despejamos de (1.12):

Renombrando indices podemos escribir la ecuacién anterior como

Ipa
donde el término entre paréntesis es la derivada covariante de p.

Opa



1.5. DERIVADA COVARIANTE 11

Tenemos entonces las férmula para calcular la derivada covariante de un uno forma y la
derivada covariante de un vector. Usando el mismo procedimiento se puede calcular las
siguientes férmulas:

vﬁT}LU = duv,p — TauFZﬁ - Tual—‘gﬁy (113)
VAR = AM, 4 ATH 4 AFOTY (1.14)
VgB*, = B", ,+ B Th, — B" '} (1.15)

Hay una forma de relacionar la métrica con los Simbolos de Cristoffel [2]. Para
ver esto se empieza tomando un sistema de coordenadas cartesianas denotadas por los
indices «, 8, 7... y coordenas arbitrarias denotados por los indices primados o/, ',7'....
En cualquier sistema se tiene la igualdad Vs = gu/,/V*, pero en un sistema cartesiano se
tiene que

Jap = Nop-

En coordenadas cartesianas también se tiene que los simbolos de Cristoffel son iguales a
cero entonces
_ iz
Va,8 = NapV’ B

Va;ﬁ = Voz,ﬁ y Vaﬁ = Vaﬁ

) )

De esto se concluye que
VOt; ﬁ — ValB

Con esto se puede obtener, para coordenadas cartesianas, la siguiente ecuacion

Vasg = oV (1.16)
Pero ya que esta ecuacioén esta en forma tensorial su validez en un sistema implica la
validez en todos los sistemas. Si tomamos la derivada covariante de V,, = ga/ﬂrV“, se
obtiene

Vargr = garuip V" + go/ﬂ'vu;ﬁ"
Comparando esto con (1.16), ya que el vector V' es arbitrario, se obtiene

galu/;ﬁ/ =0. (117)

Esta ecuacion es vélida en todos los sistemas. Ahora usando la ecuacion (1.13)
podemos calcular la férmula para la derivada covariante de la métrica

vﬂg;u/ = Guv,B — gaurﬁﬁ - guargﬁ (1.18)

Usando laigualdad obtenida (1.17) y escribiendo la ecuacién anterior con una permutacion
en los indices obtenemos

JapB,u = Fgﬂgyﬂ + Fg#gaw
Jap,p = FZﬁguu + FZﬂgaw

—9B8p,a = _Fgagl//,t - FZagﬁu'
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Sumando estas ecuaciones, usando la propiedad de simetria de la métrica y haciendo un
poco de algebra se llega a la ecuacién

1
Fgu - §gow (9appu + Gop,8 — 9Bu.a) (1.19)

Esta ecaucién permite calcular los simbolos de Cristoffel a partir de las derivadas par-
ciales de las componentes de la métrica.

1.6. Transporte Paralelo, Geodésicas y Curvatura

Hasta aqui no se ha analizado la curvatura de las variedades de forma explicita,
sin embargo es necesario dar una definicién matemaética de ella. Primeramente se debe
distinguir entre la curvatura intrinseca y la curvatura extrinseca. La curvatura intrinseca
s6lo considera la relacién entre los puntos sobre la variedad, mientras la curvatura ex-
trinseca aparece de considerar la variedad como una superficie en un espacio de mayor
dimensién. Un cilindro por ejemplo parece estar curvado en una direccién, esto viene
siendo su geometria extrinseca. Sin embargo un cilindro se puede obtener al enrollar una
hoja de papel plana sin tener que arrugarlo. Asi que la geometria intrinseca del cilindro
es igual a la de la hoja de papel. Dos lineas paralelas sobre la hoja plana se mantendrian
paralelas después de formar la superficie del cilindro. Si una hormiga caminara sobre la
superficie del cilindro, esta llegaria a la conclusién de que la superficie es plana. Para
apreciar su geometria extrinseca es necesario observar la superficie desde un espacio de
mayor dimension.

Se desea obtener una forma de saber si la geometria de un espacio tiene cur-
vatura intrinseca. La idea de transporte paralelo nos ayuda a resolver este problema.
Considere primeramente una curva cerrada en un espacio plano que empieza en un pun-
to A (ver figura 1.3). En cada punto se dibuja un vector paralelo al vector que estaba en
el punto previo sobre la curva cerrada. Esta construccion se sigue alrededor de la cur-
va. El vector que se dibuja en A después de completar el circuito es paralelo al original.

A\_/C

Figura 1.3: Transporte paralelo sobre una superficie plana.

Haciendo la misma operacién sobre la superficie de una esfera vemos que obtenemos un
resultado completamente distinto (ver figura 1.4). El vector que se dibuja al completar el
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circuito gira 90 grados al regresar al punto original, a pesar de que cada vector se dibujo
paralelo al vector anterior. Esto no paso en el espacio plano asi que se concluye que debe
ser el resultado de la curvatura de la esfera. La construcién que se acaba de describir se
llama transporte paralelo. Si se define en cada punto de una curva un campo vectorial

Figura 1.4: Transporte paralelo sobre una superficie esférica.

v y si los vectores V en puntos sobre la curva infinitesimalmente cercanos son paralelos
y de la misma longitud, entonces se dice que V es transportado paralalemente sobre la
curva. Para escribir una ecuacién que decscriba este movimiento consideramos una curva
parametrizada por ), asi un vector tangente a la curva es dado por U= fl—f. En un sistema
localmente inercial en un punto P se pide que las componentes de V sean constantes

ave
= 0 enP.
Esto se puede escribir como
ave
™ UPVe; =0 enP. (1.20)

Dado que esta es una expresion tensorial es vdlido en cualquier sistema de referencia.
Asi la ecuacion para expresar el transporte paralelo de un vector V' sobre una trayectoria
definida por U es
d - .
Bya 2V =Vl =

U V;B—Oﬁd)\V—VUV—O. (1.21)
La expresion de lado derecho usa la notacién V; para definir una derivada covariante
sobre U.

En un espacio plano dos lineas rectas que inicialmente estan paralelas se man-
tendrédn paralelas cuando se extienden. Esto quiere decir que la tangente a la recta en un
punto es paralela a la tangente de la recta en otro punto cercano al punto previo. En un
espacio curvo se pueden extender lineas casi rectas exigiendo el transporte paralelo de
los vectores tangentes. Estas curvas reciben el nombre de Geodésicas. Usando la ecuaciéon
del transporte paralelo se obtiene que el vector [ es tangente a una geodésica si y s6lo si

VU =0.
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Desarrollando esta ecuacion se obtiene
UPU®, = UPU® 5 + 1% ,,U*U" = 0. (1.22)

: A z a _ dz®
Se mencioné que A es el parametro de la curva asi que U® = - por lo que se puede
expresar U” -2, = 4 Con esto la ecuacién anterior toma la forma de

0zP — dXx*

d (dz® . dztdaxP

— | =+ ————=0. 1.23
dA(d)\) HBSAN dX (1.23)

Esta es la ecuacion para las geodésicas, la cual tiene una solucién tinica dado la condicién

inicial z§ = 2%(\o) y U§ = (L) 5+ Una geodésica tiene una longitud extremal entre dos

puntos dados. Si se conoce g,,,, entonces se podran obtener los simbolos de Cristoffel I'“

y resolviendo la ecuacién (1.23) se pueden obtener las trayectorias z* = z“(\). ALgunos

ejemplos de la aplicacién de la ecuacion para las geodésicas son, la trayectoria de los

planetas y la precssion del perihelio de Mercurio.

Dadas estas herramientas ya se puede hacer un andlisis de la curvatura intrinse-
ca de una variedad. Para hacer esto se considera el transporte paralelo de un vector
alrededor de una curva cerrada cuyos cuatro lados tienen coordenadas z! = a, 2! =
a+ da, x> = by 2> = b+ db, y tomamos un vector V que sera transportado a lo largo de

la curva (ver figura 1.5). Se empieza por transportar paralelamente el vector V de A a B.

B

x2=b+db

Figura 1.5: Se construye la curva como una pequefia parte de una red de coordenadas

Dado que estamos transportando V en la direccién de la coordenada € la ecuacién de
transporte paralelo es V; V' = 0 la cual desarrollada da:

% =TI, Vh (1.24)
Asi en el punto B el vector tiene componentes
B ove
VYB)=V*A) + s dz' =V°(A) - /x - o Vida. (1.25)

La notacién #? = b debajo de la integral denota la trayectoria de A a B. De manera similar
se puede transportar el vector de Ba C' a D

VYCO)=V*B) - / Lo Vida?, (1.26)

rl=a+da
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V(D) =V*C)+ / % Vida?, (1.27)
22=b+0b

V*(Afinal) = V(D) + / Lo VHida?, (1.28)
rl=a

Las integrales en las tltimas dos ecuaciones tienen el signo distinto porque el tranporte
paralelo de C'a D y de D a A tienen el sentido con el signo negativo de z' y de 2. El
cambio total de V*(A) es un vector 6V, que se encuentra al restar las ecuaciones (1.25)-
(1.28).

V=V (Agpal) — V(A

inicial)

_ / ro,Vidg? - / 12, Vhda? + / T Vidg! - / T Vidg!
zl=a rl=a+da 22=b+6b x2=b

Esta suma se cancelaria si I';, V# fueran constantes en la curva como lo son en el espacio
plano. Pero en el espacio curvo no son constantes asi a primer orden da

b+6b 9 ) a+da b .
Y — — (T« K —(T® w
% /b 6@(%1( p2VH)dz +/a 6b8x2( i VH)da

0 0
~ dadb |:— @ (FO‘MQV”) + @ (Faulvu):|
Esta tltima expresion se obtuvo utilizando el teorema del valor medio. Esta ecuacion
involucra las derivadas de V#, asi se puede sustituir las por expresiones similares a (1.24)

para obtener
6VQ = 5(15() [Fa,ul,Q - Fa#271 + FQUQFV#I - Faylrl/#w} V'u. (1.29)

Se puede ver que hay una sumacién en p y que la expresion es antisimétrico en las co-
ordenadas 1y 2 ya que se escogio cierta direccion en la trayectoria. Ahora si se escogen
coordenadas generales la ecuacién da

SV = 60760 [Ty n =T n g + T 4o = T, T 0] V. (1.30)
Se define
Raﬁyl/ - Faﬁl/“u - Faﬁyqy + Faguroﬁy - Faayraﬁ#. (131)
. 1 .
Este es un tensor de tipo ( 3 > y recibe el nombre de tensor de curvatura o tensor de
Riemann. Entonces

SV* = R%,,VP5a" b

Es 1til ver las componentes del tensor de Riemann en un punto P en un sistema
localmente inercial. En este sistema I'*,,, = 0y de la ecuacion (1.19) vemos que

1
Faul/,o = igaﬁ(g,@,u,yo + 9Bv,uoc — guu,ﬁo)~

Como las segtindas derivada de g,g son distintas de cero, en el punto P se obtiene

Raﬂ/w =

§gag(gaﬁ,uu + Yov,Bu — 9pv,opn — YoB,uv — You,Br + g,B[L,O'V)' (132)
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Usando la simetria de g.g y el hecho que gag . = gap,u dado que en este caso las
derivadas parciales conmutan se obtiene

1
Raﬁuy - igag(gau,ﬁu — You,Bv + 9Bu,ov — gﬁl/,au)- (133)

Se puede bajar el indice del tensor de Riemann para obtener

1
Raﬁ;w = ga/\R)\ﬁ“y = i(gau,ﬁu — Japu,pv + 9Bu,av — gﬁu,au)- (1'34)
Escrito de esta forma se pueden verificar las siguientes igualdades
Raﬁm/ = _R,Ba;w = _Ra,é’uu = Rul/aﬁ» (135)

Raﬂ;w + Rauﬂu + Rauyﬁ =0. (136)

Como las ecuaciones (1.35) y (1.36) son ecuaciones tensoriales su validez en el sistema
localmente inercial implica la validez en cualquier sistema. Se puede ver que el tensor
R, es antisimétrico en el primer y segtindo par de indices y simétrico al cambiar los
2 pares de indices. Se puede mostrar que las identidades (1.35) y (1.36) reducen, en cu-
atro dimensiones, el nimero de componentes independientes del tensor Rz, a 20. Es
importante notar que una variedad plana es una en que existe una definiciéon global de
paralelismo, en otras palabras que un vector puede ser transportado paralelamente sobre
una curva cerrada arbitraria y al regresar al punto de origen permanecer sin cambios.
Esto implica que
R%g,, = 0 < la variedad es plana

1.7. Identidades de Bianchi: Tensor de Ricci y de Einstein

Regresemos a la ecuacién (1.34), recordemos que esta ecuacion es valida en el
sistema localmente inercial. Tomando la derivada con respecto a z* de (1.34) se obtiene

1
Ra/)’uu,)\ = i(gow,/)’u)\ — Jau,Br + 9Bu,avX — gﬁl/,au)\)~

Usando esta ecuacion, la simetria de g, y el hecho de que conmutan las derivadas par-
ciales se puede verificar

Raﬁ;u/,)\ + Raﬁ)\p,y + Raﬁw\,p =0.
Dado que en este sistema I'! 5 = 0la ecuacion anterior es equivalente a
Raﬁ;w;)\ + Raﬁ)\p;u + Raﬁl/)\;u =0. (1~37)

Esta es una ecuacién tensorial asi que es vdlida en cualquier sistema y recibe el nombre
de Identidades de Bianchi. Definimos el tensor de Ricci R, como

Rap = R" 5= Rga. (1.38)
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que es la contraccion del tensor de Riemann en el primer y tercer indice. Definimos tam-
bién el escalar de Ricci también llamado escalar de curvatura como

R=g""Ru, = 6" ¢°" Roupo- (1.39)
Aplicando una contracién a las identidades de Bianchi se obtiene
ga,u [RaﬁuV;A + Ra,@)\u;u + Ra,BVA;p]

= Ry + (—Rpaw + R5,,,,) = 0. (1.40)

Para derivar este resultado se necesitan tomar en cuenta dos cosas. Primero que g,g.,=0,

y dado que g** es funcién solamente de g,3 entonces se tiene que gafL = 0. Lo segindo

es que
gauRaﬂ/\u;u = *gauRaﬁp/\;u = 7R8/\;V

Si se vuelve a contraer la ecuacion (1.40) se obtiene

g% [Rﬁu;/\ — Rgrp + RZMW]

:R;,\—R’L/\;M—R“/\W:O. (1.41)
La ecuacién anterior se puede escribir de la forma

(2R", —6\R). =0

i
Esta es la forma de las identidades de Bianchi contraidas dos veces. Se puede definir un
tensor simétrico

1
G = R — 5g“ﬂR =GP, (1.42)
Con esta definicién se puede reescribir (1.41) como
G =0. (1.43)

El tensor G es un tensor que se contruye a partir del tensor de Riemann y de la métrica,
este se llama Tensor de Einstein.

1.8. Ecuaciones de Campo de Einstein

Hasta ahora se ha dado la descripcién de la gravedad y como afecta a la materia,
falta por mostrar como las fuentes del campo gravitatorio determinan la curvatura del
espacio y por lo tanto determinan la forma de la métrica. En la teoria de Newton se tiene

V3¢ = 4nGp, (1.44)

donde p es la densidad de masa y ¢ es el potencial del campo gravitacional. La solucién
de esta ecuacion para una masa puntual m es

_Gm

r

o=
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En la teoria de Newton la fuente del campo de gravedad es la densidad de masa. En
la teorfa de Relatividad la fuente de gravedad debe estar relacionada a la densidad de
masa pero debe ser un objeto con una interpretacion relativista, y la masa no es suficiente
para describir la fuente de gravedad.La teoria de la Relatividad relaciona la energia con
la materia, asi que la energia también debe estar considerado como fuente de gravedad.
Uno podria proponer p, la densidad de energia, como la fuente de gravedad, sin embargo
p es la densidad de energia medido por un observador especifico. Otro observador ve-
ria a p simplemente como la componente 7% del tensor de energia-momento. Se puede
generalizar la fuente de campo gravitacional sin imponer un sistema privilegiado, al in-
troducir el tensor de energia momento 7' como la fuente del campo gravitacional. La
generalizacion de (1.44) a la teoria Relativista es

O(g) = kT (1.45)

donde k es una constante y O es un operador diferencial de segundo orden que actua
sobre la métrica g la cual es la generalizacion de ¢. Esta generalizacién dara 10 ecuaciones
diferenciales, una para cada componente de (1.45).

Por analogia a la ecuacién (1.44), se busca que O sea un operador diferencial de

segtindo orden, el cual produce un tensor de forma ( (2) ) . En otras palabras, O deben

2 . .
ser las componentes de un tensor < 0 ) y debe ser combinacién de g, 205 Guvixn Y Gpuv- E1

tensor de Ricci satisface estas condiciones, también cualquier tensor de la forma
0% = R 4 1ig*® R + Ag®”. (1.46)
Usando la ecuacion anterior y la ecuacion de continuidad 7", = 0 se obtiene que
0% =0. (1.47)

La cual da
(Raﬁ + ug®® R+ Agaﬁ) —0. (1.48)

3

Comparando esta ecuacién con (1.42), se ve que tomando p = % la ecuacién anterior es
valida para g,p arbitrarios. Con esto se concluye que la ecuacién que se busca es

G+ Ag = kT, (1.49)

donde A es una constante cosmolégica. Se toma k = G8m donde G es la constante de
gravedad, para que las ecuaciones de Einstein concuerden con las prediciones clésicas, al
pedir que la Relatividad concuerde con el limite Newtoniano, esto es para el caso de ve-
locidades bajas y campos gravitacionales débiles. La constante cosmolgica A no aparecio
en las ecuaciones originales de Einstein, sino que lo introdujo varios afios después para
obtene r soluciones estdticas del universo. En su época se pensaba que el universo era
estatico y Einstein se dio cuenta que podia introducir una constante cosmoldgica para
obtener soluciones estdticas. Sin embargo abandoné la idea después de las observaciones
hechas por Hubble, las cuales indicaban que el universo no se encontraba estatico. La
idea de una constante cosmoldgica se volvio a retomar, cuando surgieron las ideas de
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la energia obscura y cuando observaciones sugirieron que la expansion del universo se
estaba acelarando.

Las ecuaciones de Einsten se han utilizado para modelar varios tipos de sistemas
del universo, por ejemplo, los sistemas esfericamente simétricos. Se han encontrado solu-
ciones para modelos de estrellas estaticas con simetria esférica. La métrica se puede con-
struir a partir de argumentos geométricos, imponiendo las condiciones de simetria esféri-
ca y se usa el tensor de energia momento para un fluido perfecto estatico. Se necesita
una ecuacién de estado que relaciona la densidad de energia p y la presion p. De es-
tas soluciones se obtiene la geometria de Schwarzchild que describe el espacio tiempo
afuera de las estrellas eféricamente simétricas y que depende de la masa de la estrella.
Las ecuaciones de Einstein tambien se han utilizado para modelar diferentes tipos de
hoyos negros. Los hoyos negros de Schwarzchild son estaticos con simetria esférica, los
hoyos negros de Kerr siente siemtria axial. Los hoyos negros de Reissner-Nordstrm son
cargados y presentan simetria esférica. El tensor de energia momento es de campo elec-
tromagnético. Veremos mas adelante que las ecuaciones de Einstein tambien se pueden
utilizar para modelar la evolucién del universo.
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CAPITULO 1. RELATIVIDAD GENERAL



Capitulo 2

Conceptos de Simetria

En este trabajo nos enfocaremos a la métrica de Robertson-Walker, este modelo
toma la fuerte suposicién de que el universo es espacialmente homogéneo e isotrépico,
esto implica que el universo sea espacialmente simétrico. La suposicién de homogenei-
dad e isotropia del universo determina en gran manera la forma de la métrica. Para poder
usar correctamente el concepto de simetria, y asi obtener informacién sobre la forma de
la métrica, es necesario definirlo de una manera mds precisa. Este capitulo esta basado en

[3].

2.1. Vectores de Killing

Decimos que un espacio es simétrico si la métrica no cambia bajo cierta trans-
formacién de coordenadas. En términos mds precisos se dice que una métrica g, () es
invariante bajo una transformacién de coordenadas  — 2/, cuando la métrica transfor-
mada g, (2') es la misma funcién de sus argumentos z"* que la métrica original g, (x) lo
era de sus argumentos z* ,esto es

gllux(y) = g,UV(y)a Vy € Ma (21)

donde M representa el espacio en el cual existe el tensor g,,,,. La métrica original se puede
expresar en términos de la transformada como

0x'P 0x'°
G (T) = @wg,’,a(x’)-

Si se cumple la ecuacién (2.1) entonces podemos escribir la ecuacién anterior como

Ox'P 9’7
g#,,(x) = ngpg(x/). (22)

Cualquier transformacién de coordenadas que cumple con esta ecuacién se le llama una
isometria. Solo vamos a considerar el caso de transformaciones infinitesimales de la for-
ma

ot =t 4 et () el < 1. (2.3)

21
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Considerando transformaciones de este tipo podemos sustituir (2.3) en (2.2), lo cual nos

da:
(P Py §(2° o
gﬂu(x) _ ($8IH€€ ) (LU 8—;—]/65 )gpa(x + 65)

Podemos desarrollar g,, en serie de Taylor alrededor de z y obtener

09p0
) = (51 + 0,E) 67 + 016 (gpolo) + e 0 ).

Escrita a primer orden en ¢, la ecuacién anterior se convierte en

Guv(T) = 555119/)0 + €gp05587iu + EngauT; + 6556u£#

agpo—
oxh

Esta ecuacion debe ser valida para cualquier valor de |¢| < 1, simplificando obtenemos.

_ 0 (x) 9¢" (z) 1 99p0 (%)
0= "aur roF gpe It e '

oz
Podemos reescribir la ecuacién anterior en términos de las componentes covariantes,
& = guo&”. La ecuacion que resulta de esta operacion es

_ 9%(@) | 06(@) | i |99p0(7) 090 (@) _ Ogpu(®)

xP o rH xP x°

0

Recordando la ecuacién que relaciona los simbolos de Cristoffel con la métrica y susti-
tuyendo obtenemos

_ 08 (x) | 0(x)
0= T 2

Esto se puede reescribir con la notacion de la derivada covariante como:

0= Eop + Epio (24)

Cualquier campo de cuadrivectores que cumpla con esta ecuacion recibe el nombre de
vectores de Killing, asi que para poder encontrar todas las transformaciones infinitesi-
males que son isometrias de cierta métrica, es necesario resolver la ecuacién de Killing.

Se puede obtener otra igualdad muy til usando primeramente la ecuacién del
conmutador de dos derivadas covariantes

Soipin = Sop = *Rgpu@v (2.5)

Si permutamos dos veces los indices opp, de la ecuaciéon anterior podemos obtener otras
dos ecuaciones

Eiop — Suipio = _Rzopg)\’ (2.6)
gp;,u;a - gp;a;u = _R;\;mg)\' (27)

Recordemos que el tensor de curvatura cumple con la igualdad (1.36)

+ R}

A A
B pp + Ryuop puo

oop =0.
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Sumando (2.5)-(2.7) y utilizando la ecuacién anterior obtenemos

0= &oipu = Eosuip + Spiowp = Euipio T Epso — Epiorpa-

Utilizando la igualdad (2.4) para vectores de Killing se obtiene

0 =Eoipu — Euspio — Eproip-

Sidespejamos ..., de esta tltima ecuacién y la sustituimos en (2.5) obtenemos la ecuacién
deseada.

g,u;p;a' - _Répug)\' (28)

Esta ecuacion nos resulta muy til, al expresar la segtinda derivada de un vector de
Killing en términos de sus componentes ) y el tensor de curvatura en algin punto X
. Tomando la derivada de (2.8) obtenemos la tercera derivada de £ en términos de la
primera derivada de ¢, al tomar derivadas de mayor orden estas quedaran expresadas
en términos de &) y de &).,. Dados entonces los valores de &) y &), en algtin punto X se
puede resolver (2.8) para encontrar £, (z) en cualquier punto. Si desarrollaramos una de
las A funciones que son componentes de uno de los n vectores de killing £V (), en serie
de Taylor alrededor del punto X obtenemos

v 14 1 14 v
& (@) = & (X) + (2" = X")E, (X) + S (27 = X7) (2" = XH)E,,(X) + ... (2.9)
Como todas las derivadas de orden mayor quedan en funcién de £, y de &y, la serie
quedara expresada como una funcién de £, y de {),, en X

&(x) = A)(2; X)EY(X) + ByY (1 X)&X,, (X). (2.10)

Donde A)(z; X) y B)"(x; X) son funciones que dependen de la métrica, de X y del pun-
to « donde se va calcular la funcién £} (z). La primera variable que aparece en Al))‘(x; X)
denota el punto donde se quiere calcular £} () y la segtinda indica el punto alrededor del
cual se va desarrollar la expresion (2.9) para ¢, (z). Las funciones Az (;X)y B,;\”(a:; X)
dependen de X pero no dependen de el valor £, (X) y de &), (X) asi que cada vector de
Killing queda especificado por estos valores .

Se dice que un conjunto de vectores de Killing es independiente si no satisface
la ecuacion
> el (x) =0. (2.11)
n
con coeficientes constantes ¢, # 0. La ecuacién (2.10), muestra que los valores &)(X)
y &0 (X) forman una base para expresar cualquier vector de Killing, nos gustaria saber
cuantos vectores independientes puede haber. De (2.10) podemos ver que a lo més pueden

N(N+1)
2

existir vectores de Killing independientes en un espacio de N dimensiones. Esto

se debe a que para cada n pueden existir N valores de &,(X) y w valores indepen-
dientes de ¢y, (X),esto dltimo se debe a la relacion de antisimetria entre las primeras

derivadas de los vectores de Killing de la ecuacion (2.4).
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La idea de que puedan exisitir mas de N vectores de Killing independientes
en un espacio de IV dimensiones puede causar cierta confusion. Lo que pide la condicion
(2.11) es que los coeficientes ¢,, sean constantes en todo el espacio. Ciertamente, cualquier
conjunto de mas de N vectores de Killing, o cualgier otro tipo de vectores, en un espacio
de N dimensiones serd linealmente dependiente ya que en cada punto se podran encon-
trar valores ¢,, que cumplan con con (2.11), sin embargo estos valores no necesariamente
serdn constantes en todo el espacio, sino que los valores dependeran del punto en que se
calculen ¢, (x).

2.2. Homogeneidad e Isotropia

De forma mas precisa se dice que un espacio es homogéneo si existen isometrias
infinitesimales que llevan cualquier punto X a otro punto que esta dentro de su vecindad.
Esto implica que, en cualquier punto la métrica debe admitir vectores de Killing que
formen una base en el espacio, permitiendo ir del punto X a cualquier otro sin alterar
la métrica . De forma matematica esto implicaria que en un espacio de N dimensiones
podemos tomar N vectores de Killing de forma que

e (x; x) = ot (2.12)

Se utiliza la letra p entre parenténtesis para identificar uno de los IV vectores con los
que se trabaja, y la letra A\ para identificar la entrada del vector p. Esta definicién de
homogeneidad concuerda con nuestra idea intuitiva de homogeneidad ya que con un
conjunto de N vectores de Killing de la forma (2.12) seria posible escribir traslaciones
infinitesimales que dejen la métrica invariante en todas las direcciones. Este conjunto de
vectores formara una base ortonormal.

Se dice que un espacio es isotrépico en un punto X si existen isometrias que
dejan el punto fijo, osea que £\ (X; X) = 0y que su primera derivada tome valores ar-
bitrarios. Estos vectores deben cumplir con la ecuacién (1.4), haciendolos antisimétricos
en 1y v. En un espacio de N dimensiones estas condiciones nos daran un conjunto de

N(]\fol) vectores de Killing que cumplen con
&) (@ X) = " (2 X), (2.13)
(X X) =0, (2.14)
(X5 X) = 0408 — ohay. (2.15)

. e . o N(N-1
En estas ecuaciones se utiliz6 la notacién (uv) para indicar uno de los ( 3 ) vectores

de Killing . Esta definicién de isotropia también concuerda con nuestra idea intuitiva.
Un conjunto de vectores de Killing que cumpla con las condiciones (1.9)-(1.11) permiten
isometrias que representan a rotaciones infinitesimales. Estos vectores son independi-
. . . . N(N-1) : .
entes ya que en un espacio de N dimensiones existen ——5— rotaciones que son justa-
mente el nimero de vectores de Killing que cumplen con estas condiciones. Una métrica
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.. N(N+1 . . s I . .
que admite %, el nimero maximo de vectores de Killing, es una métrica con simetria

maéaxima. De hecho, un espacio que es homogéneo e isotrépico en un punto X tendra los

N(N+1) _— . . : . B}
——5— vectores de Killing, asi concluimos que cualquier espacio que sea homogéneo e

isotrépico es un espacio con simetrfa maxima.

Para ejemplificar, consideremos un espacio euclidiano de 2 dimensiones, el cual

es homogéneo e isotrépico. Como es un espacio de simetria maxima, debemos encontrar

@ vectores de Killing. Existen 2 vectores de Killing con la propiedad (2.12)

51 = (170)752 = (07 1)'

El hecho de que existan estos 2 vectores de killing permite las traslaciones en cualquier
direccion en el espacio sin alterar la métrica. Asi se puede ir de un punto « a cualquier
punto z’ que este dentro de la vecindad al crear una isometria de la forma (2.3).

()= )

en donde a y b son constantes |a| < 1, |b| < 1. En el espacio plano existe una sola rotacién
independiente, sabemos que una rotacién se puede expresar de forma matricial como:

cosf —sinf
Re_(sin& cos @ >

Para una rotacién infinitesimal para el cual || < 1 esta matriz toma la forma de

(s 7')

Asf la expresion de una rotacién en las coordenadas queda como:

2\ (1 -6 x
v ) o \0 1 v )’
Podemos definir el tltimo vector de Killing como
53 = (7y7 3:)

Usando la notacién (ur) podemos etiquetar este vector como

5(12) - (7y7x)a 521 - <y7 7'%.)'

Si intercambiamos los indices, obtenemos el vector que representa rotaciones en el senti-
do opuesto a las del vector ¢2. En este ejemplo, el punto isotrépico, denotado por X en
(2.13)-(2.15), es el origen del plano, el punto (0, 0). Por lo tanto el vector {12 cumple con
la condicién (2.14). Para comprobar la condicién (2.14), primero etiquetamos la variable
x con el 1 y la variable y con 2. Entonces los casos distintos de cero son:

fh=1  &i=-L

)

El vector de Killing que definimos, cumple con las tres condiciones (2.13)-(2.15) y define
las isometrias equivalentes a las rotaciones infinitesimales.
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2.3. Propiedades de Espacios Simétricos

Si un espacio es homogéneo e isotrépico, las condiciones de simetria maxima im-
ponene fuertes restricciones sobre la forma de la métrica. A continuacién se mencionaran
algunas de las propiedades mas importantes de los espacios con simetria maxima. Un
espacio con simetria méxima queda especificado de forma tnica por medio de una con-
stante de curvatura K, y por el nimero de eigenvalores positivos o negativos de la métri-
ca [3]. Esta propiedad nos permite escribir el tensor de Ricci y Reimann como

R;, = —(N — 1)K go), (2.16)

R)\pa'u = K(gopg/\y - gupg/\o); (2.17)

donde N es la dimension del espacio. Esta propiedad nos serd muy til a la hora de con-
struir la métrica para un espacio con simetria maxima.

Las suposicién de simetria maxima no sélo afecta el tensor métrico sino que
afecta a todos los tensores que existen en ese espacio. Asi se puede pedir que un tensor
T,.... sea invariante bajo una transformacion = — @/, este tensor debe cumplir con una
ecuacion parecida a (2.1). Considerando el caso de transformaciones infinitesimales de la
forma (2.3), obtenemos

98 (x) 9¢° (x) 2 9
— T, Too T (2). 2.1
0==2"2T, () + S L (@) + ... +& B L (z) (2.18)
Para el caso de un escalar S(x) que es invariante la ecuacion (1.14) lleva a

0
@(m)wS(:ﬂ) =0
lo que nos dice que S(z) debe ser una constante S(z) = S. Si consideramos el caso de un
vector invariante A, (z), la ecuacion (1.14) nos lleva a que el vector A, = 0. Finalmente
para el caso de un tensor invariante de rango dos, 7}, s6lo puede ser igual a la métrica
multiplicado por una constante [3].

Ahora consideremos un espacio que en su totalidad no tiene simetria maxima
pero quetiene subespacios con simetria méxima. Este tipo de espacios se encuentran en
varios casos fisicos, como el modelo del espacio-tiempo que se tratard en este trabajo.
Ahora, los subespacios con maxima simetria imponen restricciones sobre la forma de la
métrica del espacio completo. Supongamos que el espacio completo tiene una dimensién
N y que el subespacio con méxima simetria tiene una dimensién M, entonces para lo-
calizar un punto dentro del complemento del espacio simétrico se ocuparan (N — M)
coordenadas v?, para localizar un punto en el subespacio simétrico se ocuparan M co-
ordenas u‘. Por ejemplo el espacio 3 dimensional se puede dividir en familias de super-
fiecies esféricas con el centro en el origen, cada una de estos subespacios seran simétricos.
Asfi la coordenada v = r y las coordenadas v = 6, ¢.

Los espacios de este tipo tienen las siguente propiedad: Siempre es posible es-
coger las u-coordenadas de forma que la métrica de todo el espacio toma la forma de:

—ds? = gab(u)dvadvb + f(v)gij (U)duiduj (2.19)



2.4. CONSTRUCCION DE LA METRICA DE UN ESPACIO SIMETRICO 27

donde gq,(v) y f(v) son funciones solamente de las coordenadas v y g;; es una métrica
del subespacio de dimensién M con simetria maxima, y es una funcién solamente de las
coordenadas u [3]. Aqui los indices a, b van sobre las M — NN entradas y los indices 4, j
van sobre las M entradas.

2.4. Construccion de la Métrica de un Espacio Simétrico

Utilizando la propiedad de que los espacios simétricos se pueden especificar de
forma tnica con una constante K, se pueden construir espacios tomando una K arbi-
traria. Consideremos un espacio plano de dimensién (N + 1) con una métrica dada por

—ds? = Oy drtds” + K dz>. (2.20)

Donde C),, es una matriz constante de NV x NV y K es una constante arbitraria. Si restringi-
mos las variables 2 y z a una pseudo esfera de la forma

KOy ats” + 2% =1, (2.21)

obtenemos un espacio no-euclidiano de dimensién N. Al despejar 2% de (2.21) y diferen-
ciando obtenemos una expresion para dz? sobre la superficie

22— _F(Q(C’Whr“dx”)2 .
(1—-KCpoarx)

Sustituyendo en la ecuacion (2.20), esta se escribe como

K(C,, xtdz”)?
ds® = Copda®dz” LY : :
5% = Copdxda” + (1= KCppara®) (2.22)
La métrica inducida en la pseudo esfera toma la forma de
K
guw = Cpw + Cura*Crp”. (2.23)

(1-KCpoarx)

Para ayudar a ilustrar esto consideremos el espacio euclidiano 3 dimensidnal.

Podemos restringir el espacio a la superficie de una esfera, este subespacio sera de di-
mension 2. De la seccién 2.1, sabemos que existen W rotaciones independientes en
un espacio de dimension N, si hacemos una rotacién de las coordenadas en el espacio 3
dimensional, el subespacio queda invariante, como se ve en la figura 2.1. En el caso gen-

eral no necesariamente se esta tratando la superficie de una esfera, sino que restringimos
. . . . . N+1)([N+1]-1

el espacio a una pseudo esfera. En el espacio de dimensién (/N + 1) existen (4—)([2—+])

rotaciones independientes que dejardn invariante el subespacio de dimensién N. En-

N(N+1)
2

tonces la métrica (2.23) admite vectores de Killing para las transformaciones:

o =RF ¥+ Rz, (2.24)
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Figura 2.1: Una rotacién del espacio tres dimensional, deja la superficie de la esfera in-
variante

Z = Rix! + RZz. (2.25)

Donde R ; son constantes con las siguentes condiciones:

CwR' R ,+K'R* |R* ,=Cp, (2.26)
CwR' ,R" +K 'RER* =0, (2.27)
CwR" R ,+K ' R* )?’=K"' (2.28)

Estas condiciones se obtienen al sustituir (2.24)-(2.25) en la métrica obtenida (2.23) y pedir
que esta no cambie de forma al sustituir las variables primadas. Estas transformaciones
son en el espacio de dimension (N + 1), como se ilustr6 en el ejemplo, dejardn inalterado
el subespacio de dimensién N. Ahora podemos diferenciar dos clases de transforma-
ciones independientes que cumplen con las condiciones (4.24)-(4.26). La primera clase de
transformacion tiene las siguentes condiciones

Rt = A" RM

=R, =0,

RF ,=1. (2.29)

v

Donde A} es cualquier matriz de N x N que cumple con la siguiente condicién
Cuw Al JAY = Cpp. (2.30)
Bajo estas condiciones las transformaciones (2.24) y (2.25) toman la siguiente forma

't =Ar Y, (2.31)

v
zZ =Z.

Podemos notar que las condiciones (2.29) que se imponen a R/ y la forma que toman
las transformaciones, se asemejan mucho a una rotacién en las coordenadas sobre el eje
z. Concluimos entonces que estas transformaciones son rotaciones rigidias alrededor del
origen de la forma (2.31).
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La segtinda clase de transformaciones tiene como condicién
Rt =d", (2.32)

donde a* es arbitrario. A partir de esta condicién y de las condiciones (4.24)-(4.26) pode-

mos obtener expresiones para los términos R* ,, R* ,, R , escritas en términos de
at.

R ,=-KCua’, R ,=(1-KCpa’a’)?, R' ,=0dl-bKCypa’a", (2.33)
donde

1—(1- _K'Cpgaf’a‘")l/2

b p—
KCypa®aP

Para que el término R? sea real se pide que
KCpsaa” < 1.
Estas condiciones forman la traslaciéon definida por
o =zt + a* [(1 — KCpoaz”)/? —bKC,pala’ | . (2.34)

Es importante sefialar que esta transformacion lleva el origen 2# = 0 a z# = a*. Podemos
calcular los vectores de Killing de este espacio viendo la transformacién infinitesimal de
(2.31) y (2.34) . Consideremos .la primera clase de trasnformacién y tomemos

AR =00+ Q8 le] < 1.
Si sustituimos A} en la transformacion (2.31) obtenemos:
ot = (6F +eQF )a¥ =zt + eQF v
Si comparamos esto con la ecuacién (2.3) vemos que el vector de Killing es dado por
Eh(x) = Qba”. (2.35)
Estos vectores de Killing deben cumplir con la condicion de antisimetria (2.4), asi que se

pide que
Cuo ,+Cp ¥, =0.

Ahora consideremos las transformaciones de segtinda clase. Tomemos entonces
at = eat.
A primer orden en € la transformacion (2.34) toma la forma
2" = 2t + ear (1 — KCppala®)' /2.

Si comparamos con (2.3) vemos el vector de Killing es dado por

1/2
EH(x)=ar |1 — KC,\Vx)‘x”] .
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La segtinda propiedad que define un espacio de simetria maxima, y que usare-
mos para construir nuestra métrica, es el ntimero de eigenvalores positivos y negativos de
la métrica. Supongamos que queremos introducir coordenadas de un espacio euclidiano,
cuya métrica tiene todos sus eigenvalores positivos. Podemos asegurar esto al supon-
er |[K| # 0y tomando C,,, como |K|~! multiplicado por la matriz identidad. Con estas
condiciones la ecuacién (2.22) toma la forma de

_ x - dr)?
d$2:|K| 1|:dl‘2_(1—|—(173:|7 I(<O7
. 2
ds? — K [de . (”i"_d;”g] . K> (2.36)

Esta es la forma general de la métrica para un espacio de simetria méxima ,
que tenga todos los eigenvalores positivos. Estas dos ecuaciones serdn muy ttiles mas
adelante ya que expresan la forma de la métrica de un espacio homogeneo e isotrépico.



Capitulo 3

Cosmologia

La cosmologia es la parte de la ciencia que estudia el comportamiento, esctruc-
tura y evolucién del universo en las escalas mas grandes del espacio tiempo. A estas
escalas la gravedad rige la estructura del universo y determina la evolucién del mismo.
Para estudiar el comportamiento del universo es importante primeramente considerar
su tamario. El telescopio Hubble ha logrado observar cuerpos a distancias alrededor de
10 mil millones de afios luz. Debido a las dimensiones gigantescas del universo la teoria
clasica de Newton no es adecuada para describir su comportamiento y es necesario re-
currir a la teorfa de la Relatividad General.

A estas escalas el universo parece tener la misma distribuciéon de materia en to-
das partes, es decir una densidad uniforme alrededor de py;sipe = 1072kg m=3 [2]. El
modelo més aceptado que explica la evolucién del universo usa esta distribucién uni-
forme de materia para tomar la suposicién de que existe una simetria en la geometria
del universo. Este modelo fue propuesto alrededor de 1930 por H.P. Robertson y A. G.
Walker y ha podido explicar de manera satisfactoria el comportamiento del universo de
forma que se ha aceptado como el modelo estdndard de la cosmologia.

3.1. Principio Cosmoldgico

Uno de los descubrimientos mas importantes de la ciencia moderna fue que la
Tierra no es el centro del universo. Esta vision anti-antropocéntrica se ha incorporado
en el pensamiento cientifico moderno, de tal forma que una gran parte de la cosmologia
moderna se basa en el Principio Cosmolégico: la hipétesis de que la Tierra no ocupa un
lugar privilegiado en el universo o dicho de otra forma, que el universo es esencialmente
igual en todas partes. Una suposicién de este estilo pudiera sonar muy inexacta ya que
una estrella no se parece al espacio vacio y frio que se encuentra entre las galaxias, pero el
Principio Cosmolégico se aplica a escalas muy grandes en las cuales se toma el promedio
de la densidad de masa del universo. Dos consecuencias verificables del Principio Cos-

31
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molégico son la Homogeneidad e Isotropia del Universo.

Observaciones astrondmicas han mostrado que el universo esta hecho de con-
glomerados de estrellas, galaxias, polvo etc., sin embargo a ordenes de 10*°Mpc ! se ob-
serva no so6lo una densidad uniforme de materia sino también homogeneidad en cuan-
to al tipo de galaxias, la densidad de cimulos y su composicién quimica. Las imagenes
obtenidas por el telescopio Hubble muestran una regién pequena del cielo donde se apre-
cia una distribucién uniforme de galaxias [4](ver figura 3.1).

Figura 3.1: Imagen obtenida por el telescopio Hubble

Ademaés de materia, el universo esté lleno de radiacién, esta radiacién no estéd con-
glomerada como la materia sino que va viajando a la velocidad de la luz. La radiacién
que ha sido detectada con la mayor densidad de energia es la Radiacién Césmica de Fon-
do, la radiacién que qued6 como producto de la gran explosion. Esta radiacion equivale
al espectro de la radiacion de un cuerpo negro a la temperatura de 3 Kelvin. Aunque esta
radiacién no es perfectamente uniforme las desviaciones son del orden de 1075[?]. Estas
observaciones ayudan a concluir que a grandes escalas el universo es homogéneo.

A estas escalas el universo también parece ser isotrépico en todo punto, osea
que un observador no podria distinguir una direccién de la otra al hacer mediciones
locales. Sabemos que el universo estd en expansion, esta velocidad de recesién podria
proporcionar un medio de anisotropia, si se pudiera distinguir una direccién en la cual
las galaxias se alejaran a una velocidad més grande. Sin embargo esto no parece suceder
ya que la velocidad de recesion se relaciona con la distancia por medio de la ecuacién

v = Hd,

donde H es la constante de Hubble, aunque veremos mas adelante que H en realidad
no es una constante sino que depende del tiempo. En la época actual tiene el valor de

11 MPc=10°pc, siendo 1pc=3.26 afios luz, 1 afio luz=9.4 x10"*m
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H = (75 4 25)km/s/Mpc. Esto da un buen argumento para aceptar la isotropia del uni-
Verso.

En términos mds formales el principio cosmoldgico nos dice que podemos de-
scomponer el espacio tiempo en subespacios o hypersuperficies, de tiempo constante 7,
que tengan mdaxima simetria. Asi cada una de estas hypersuperficies son homogéneas e
isotropicas. Un observador comovil, es decir un observador que se encuentre en reposo
con respecto a cualquier punto sobre la hypersuperficie, debe tener su cuadrivelocidad
perpendicular a dicha hypersuperficie, de lo contrario existiria una proyeccién privile-
giada lo cual romperia con la suposicién de un espacio isotrépico. Para ilustrar esta idea,
imaginemos el espacio dividido en planos a un tiempo 7 constante como muestra las
figuras 3.2 y 3.3 . En cada plano un punto cualquiera P podria ser interpretado como el

Figura 3.2: Descomposicion del espacio tiempo en hypersuperficies de tiempo 7 constante.

centro de una galaxia donde se halla un observador, en nuestro modelo una galaxia es
como un dtomo comparado con el universo. El cuadrivector de velocidad V' debe ser per-
pendicular a este plano de lo contario existe una direccién privilegiada, la direcciéon de la
proyeccion, donde se podrian percibir por ejemplo més galaxias o mds materia de la que
se verfa en otra direccion. Ademas el Principio cosmélogico establece que los tensores
que existan dentro del espacio deben ser invariantes con respecto a las isometrias que
existan en el subespacio simétrico. Al hacer transformaciones de x — 2’ dentro de cada
hypersuperficie los tensores deben mantenerse invariantes cumpliendo con la ecuacién
analoga a (2.1).

3.2. Modelo de Robertson-Walker

Como ya se ha mencionado las observaciones astronémicas dan buena razén
para aceptar el Principio Cosmolégico y esto nos permite aplicar las propiedades de
los espacios mencionados en las secciones 1.3 y 1.4. Dado que el modelo de Robertson-
Walker descompone el espacio-tiempo en su parte espacial con coordenada z?, la cual es
homogénea e isotrépica y su parte temporal ¢/, la metrica de este modelo debe tener la
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Figura 3.3: Supongamos que un observador comovil tenga una cuadri velocidad v’ que no sea perpendic-
ular a la hypersuperficie. La direccion de la proyeccion seria una direccién privilegiada rompiendo con la
suposicién de isometria

forma de (2.19): o
ds? = g(t’)dt’2 + f(t)gij(x)dz'da’. (3.1)

Como el subespacio simétrico es el espacio 3-dimensional, la métrica g;; tendra todos
sus eigenevalores positivos. Dado esto se puede aplicar el resultado de la seccién 1.4 que
nos da la forma de una metrica de simetria maxima con eigenvalores positivos. Podemos
utilizar (2.36) para obtener

(3.2)

k(x - dx)?
i = g0 + 1(0) a2 + BT

donde f(t') es una funcién positiva, g(t') es una funcién negativa. El valor de |K| que

aparece en las ecuacion (2.36) no aparece en la ecuacioén anterior ya que se absorbe en la

., (¢ . .. L. .. .
funcién f(t') = % Se puede simplificar la forma de esta métrica si introducimos un
cambio de coordenadas definido por:

[ ot ar =t

z! = rsiné cos o,
2 . .
x“ = rsinfsin @,

2% = rcosé.

Al sustituir estas ecuaciones en la métrica (3.2) obtenemos
2

2 _ 32 2
ds® = —dt* + a“(t) T 72

+ 72d6? 4 12 sin? 0dp? | | (3.3)

donde a(t) = /f(t), determina la escala de la geometria del espacio por lo que recibe el
nombre de factor de escala. La variable temporal ¢ representa el tiempo propio medido
por un observador comovil. Las coordenadas espaciales obviamente adoptan la forma de
coordenadas esféricas.
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Como ya se habia dicho la constante k puede tomar tres valores —1, 0, 1, su val-
or determina la forma de la métrica y por lo tanto la geometria del universo. Vamos a
revisar los diferentes tipos de universo generado por los distintos valores de k. Primero
consideremos el caso para k = 0, para cualquier tiempo t; un segmento de linea es dado
por
di? = di? + P2d0? = da® + dy? + d22,
donde se tomo 7 = a(tg)r y dQ? = d#* + sin® 0dp?. Esto es el segmento de linea de
un espacio euclidiano plano, por lo que esta métrica es conocida como el universo de
Robertson-Walker plano. Para entender mads claramente la interpretacion fisica de los
siguientes dos tipos de universo introducimos una nueva variable dada por
dr
dy = ——.
V1—kr?

Podemos integrar esto para obtener
r = Sk(x)-

donde
k() = sin(y), O<x<2m, k=+1
F sinh(x) ,—co<yxy<oo, k=-1

Podemos ver que para la métrica (3.3), un segmento de linea, a cualquier tiempo tq para
dt = 0, es dado por:

2
1— kr?
Para el caso k = +1 obtenemos

di* = a*(to) [dx? + sin®(x)dQ?] .

Esta es la métrica de una 3-esfera de radio a(tp), este modelo es llamado cerrado o el
modelo de Roberston-Walker esférico. Esta métrica nos permite visualizar las hypersu-
perficies de tiempo constante como un conjunto de 3-esferas con un volumen finito. Por
altimo para el caso k = —1 obtenemos

dI* = a®(to) [dx? + sinh?(y)dQ?]

di? = a*(ty) [ + r2d? + r? sin” 0dp? | = a®(to) [dx2 + Si(x)dQZ] .

este modelo es llamado hiperbdlico o el modelo de Roberston-Walker abierto. Podemos
notar que en este modelo al aumentar la coordenada radial , esto es al alejarse del origen,
las circunferencias de las esféras incrementan de la forma sinh y, por lo que el espacio
podria extenderse de forma infinita.

Una vez determinada la métrica podemos calcular los simbolos de Cristoffel y
las componentes del tensor de curvatura. Los simbolos de Cristoffel distintos de cero son:

0 _ _aa 1 _  kr
1—‘11 - 1— I‘11 -

kr 1—krZ

19, = aar? [ = aar?sin?0

Do =T =T8=5 Typ=-rl—k?
Iy =—r(1—kr?)sin?¢ T3, =T3=1

['2; = —sinfcosd I3, = cot .
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Debemos ahora calcular las componentes del tensor de Ricci R, usaremos la siguiente
férmula, la cual se obtiene directamente de la eucacién (1.32) al contraer el primero y
tercer indice:

Rag =T 5 — Do, + T5 0, — T8,

va,B

La componente temporal Ry se puede calcular a mano para obtener
a
Roo = -3-.
a
Las componentes espaciales se pueden calcular de manera general
R FZZ \J F,gz v + FZJFZ@ FgVF]VZ

Separando las componentes espaciales de las temporales podemos rescribir la ecuacién
anterior

Rij = (Fou + sz]) (F]z ot Fﬂ k)
+ (7908, + T8, + 0T, + Thr ) = (T8I% + T8I + Thl, + TRTY,)
(Fk:z] + F]z kT F?lrii + Fﬁlré'i) F]z ot T kFOz + F Fﬁorgi-
Simplificando obtenemos:
R = Ry — (RE+ 1) gy

Donde ]:Zij = (
partir de g;;, la métrica espacial. Como gij es lamétrica de un espacio de simetria maxima,
podemos utilizar el resultado del cépitulo de Espacios Simétricos, el cual nos dice que el
tensor de Ricci debe ser de la forma

ki T F]Z gt Fk It + F’,gll“éi) es el tensor de Ricci espacial calculado a

Rij = —2k3i;.
Con esto podemos escribir la expresion final del tensor de Ricci

Rij = — (RR Y oR+ Zk) G- (3.4)

La curvatura del universo se puede describir por medio del escalar de Ricci,
que se contruye a partir del tensor de Riemann. Para el caso de la métrica de Robertson-
Walker el escalar de Ricci es dado por

R:%(mm%k). (3.5)

Se puede notar que si el factor escala toma el valor de cero para algin tiempo a(tp) = 0, el
escalar de Ricci tiende al infinito y se produciria una singularidad. Veremos mas adelante
si es posible que el factor de escala se anule para algtin tiempo y cuales son las interpreta-
ciones fisicas de dicha dindmica. Otro escalar que es usado para describir curvatura fue
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introducido por Erich Kretschmann y recibe el nombre de Escalar de Kretschmann. Este
escalar es una invariante que se construye a partir del tensor de Riemann

K = Regu R,

Al involucrar directamente todas las componentes del tensor de Riemann, ofrece mas
informacion acerca de la curvatura del espacio-tiempo.El espacio de un universo es plano
si y s6lo si el escalar de Kretschmann es igual a cero. De forma anédloga si el escalar de
Kretschmann toma un valor infinito, esto implicarfa una curvatura infinita. Para el caso
de la métrica de Robertson-Walker el escalar de Kretschmann es dado por

4 (3a* 4 3d%a® + 24* + k)

K= ; . (3.6)

a

Podemos ver que tanto el escalar de Ricci como el escalar de Kretschmann dependen del
inverso del factor escalar. Entonces si el factor escalar a tiende a cero ambos escalares
tienden al infinito y estarian describiendo un universo con una curvatura infinita.

3.3. Ecuaciones Dindmicas del Universo de Roberston-Walker

Hasta ahora sélo se han utilizado argumentos de geometria para poder determi-
nar la forma de la métrica y se analiz6 la geometria posible del universo, pero para poder
obtener informacién acerca de la dindmica de evolucién del universo se tendran que
utilizar las ecuaciones de Einstein. Primeramente se necesita considerar como modelar la
materia que constituye el universo, para poder darle forma al tensor de energia-momento

Se empieza por aplicar el principio cosmolégico a el tensor 7},,, el cual debe ser
invariante bajo rotaciones y traslaciones espaciales. Por lo tanto una isometria x — 2’
de la métrica de Robertson-Walker transformara la componente temporal Tpy como un
escalar, las componentes cruzadas Ty como un vector de tres componentes y las compo-
nentes espaciales 7T;; como un tres-tensor. De acuerdo a las propiedades descritas anteri-
ormente, estas condiciones requieren que

Too = p(t), Tio=0, T = gijp(t), (3.7)

donde g;; es una métrica espacial, y p y p son cantidades desconocidas que pueden de-
pender de la coordenada temporal ¢ pero no de las coordenadas espaciales r, o ¢. Estas
condiciones se pueden escribir de forma mas compacta como

T = (p+p)UuUy + PGy (3.8)

Donde U, es la cuadrivelocidad definida por Uy = 1y U; = 0, esta condiciéon muestra
que en promedio el contenido del universo se encuentra en reposo con respecto a las
coordenadas espaciales r, 0 y ¢, dado que en el sistema de un observador comovil a las
hipersuperficies, las componentes espaciales de velocidad son cero. Ademas, la ecuaciéon
anterior (3.8) muestra que el tensor de energia momento para nuestro modelo toma la
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forma del tensor de energia momento de un fluido perfecto. Las ecuaciones de Einstein
son
G = 8nG1T,,.

Contrayendo con g se obtiene que
R = —8nGT.

Asi se pueden rescribir las ecuaciones de Einstein como

1
81G (Tl“’ + 2Tg/ﬂ/> = R/»“"

donde T' = —3p + p es la traza del tensor 7#”. La componente con pr = v = 0 da la
ecuacion rCo
3d = —WT(,O + 3p)a. (3.9)

Las componentes espaciales ¢ = j dan una sola ecuacién independiente

8rG
ai + 242 + 2k = %(p — p)a?. (3.10)
Las expresiones (3.9) y (3.10) son las ecuaciones de Einstein, y en este caso se llaman las
ecuaciones de Friedman. Se puede utilzar estas dos ecuaciones para eliminar el término

a,y asi obtener
8rG

pa”. (3.11)
3
Para continuar con el andlisis se puede obtener informacién acerca de la evolucién de la

densidad de masa y energia al recordar que el tensor de energia momento, debe cumplir
con la ecuacion de conservacion:

a*+k=

_ v
0=T",.
Se utiliza la definicién de derivada covariante para desarrollar la ecuacién de continuidad

v 1 0

v Av v A
;I/: %@ (\/‘aTH )+FZ)\T +F#ATH .

Usando la férmula FZ = % %\/@ donde g es el determinante de la métrica, se rescribe
la ecuaciéon como

1 0 0
- g v pA - % 3¢% v U
0= = i (P09") + Tl p(0) + = (8900 p(OUPU) 4 T

Esta ecuacion se cumple trivialmente para u = r,0, ¢, para p = 0 da

1

0D = & 10) (o) + (1) (312
Escrita de otra forma da
i(pa?’) = —3pa’. (3.13)
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Las ecuaciones fundamentales de la dindmica del universo son las ecuaciones
de Einstein, la ecuacion de conservacién de energia-momento y la ecuacién de estado. Se
han obtenido las primeras dos dadas por

Q>+ k= 8’;G pa’ (3.14)
@) — (a0 (o(0) + p(e)] (3.15)

Podemos notar que tenemos un sistema de ecuaciones con tres variables, estas sien-
do a(t), p y p. Se obtuvieron 2 ecuaciones de Einstein (3.9) y (3.10) las cuales usamos
para obtener (3.11), ademds se obtuvo la ecuacién de conservacién (3.12). Ademas se
pedird una ecuacioén que involucre la presion y la densidad, esta ecaucién es llamada
ecuacion de estado. De todas estas ecuaciones sélo 3 son independientes, estas son la
ecuacion de Einstein (3.11), la ecuacion de conservacion y la ecuacién de estado.

Notamos que la ecuacién (3.9) al diferenciar (3.11) con respecto al tiempo

8rGa

2aa = (—pa2 - 3pa2) .

esta ecuacion es igual a (3.9). Luego se puede obtener (3.10) de la ecuacién (3.9) y (3.11),
por lo tanto solo tenemos dos ecuaciones efectivas.

3.4. Dindmica del Universo de Roberston-Walker

Se puede obtener informacién acerca del pasado y futuro del universo usando
(3.9)-(3.12) antes de tener que especificar una funcién de estado. Primeramente podemos
ver de (3.9) que si el término (p + 3p) > 0 entonces ¢ < 0. Como en el presente a > 0 se
tiene que @ < 0 por lo que se puede conlcuir que el universo no puede estar estético y
entonces debe encontrares en un estado de contraccién @ < 0 o de expansién a > 0. Como
consecuencia la distancia entre dos puntos ird cambiando con el tiempo. Para ilustrar
esto consideremos la distancia que existe entre dos puntos r; y 72, la distancia medida o
distancia propia serd dada por

d(t) = /1 Jardr = a(t) /1 \/ﬂw.

Un observador vera que esta distancia propia va aumentando con el tiempo de la forma:

Ly =99 _ pq.
a dt
donde H = %, recibe el nombre de la constante de Hubble. Como se mencioné en el

primero capitulo, el valor H en realidad no es una constante sino una funcién que de-
pende del tiempo.
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Para fijar la ecuacién de estado se consideran dos casos de interés en la cos-
mologia, la era dominada por materia y la era dominada por radiaciéon. En la era domina-
da por materia, como lo es en el presente, la mayor densidad de energia se encuentra en la
materia ordinaria de las galaxias. La materia se considera como particulas no-relativistas
entre las cual no hay colisiones y la presién que pudiera existir es despreciable en com-
paracioén con la densidad de energia que se encuentra en la materia. La ecuacion de estado
para esta era es

Pm = 0. (3.16)
Sustituyendo esto en (3.12) se obtiene
d 3
%(pma ) =0.
Esto implica que
pma> = cte. (3.17)

En esta era la materia también recibe el nombre de polvo.

La radiacién son ondas electromagnéticas, y el tensor de energia momento de-
bido a radiacién electromagnética es dado por

1
TH = FMFY — Zg’“’F)“’FAU.

Donde F*” es el tensor electromagnético F'*” = 9t A¥ — 9" A siendo A* las componentes
del cuadri-potencial electromagnético. Contrayendo con g;; nos da la traza

1
TH = FMF,) — Z(4)FA"FM =0.

Sin embargo, la radiacion también tiene el tensor de energia momento dado por (3.8),
asi que la traza de (3.8) debe coincidir con la traza que se calcul6 para el tensor de energia-
momento electromagnético.

1
0=T)=-3pr+pr = DPrR= PR
Esta es la ecuacion de estado para la era dominada por radiacién. Sustituyendo esta
ecuacion en (3.12) obtenemos que
prat = cte. (3.18)

Aunque en el presente el universo se encuentra dominado por materia se puede notar que
la densidad de energia debido a la radiacion decrece de forma pr o a~* mientras que la
densidad de energia de materia decrece de forma p,, oc a~3, para valores pequefios de a
la densidad de energia debida a la radiacion pr empieza a dominar.

Para ver que predicen las ecuaciones de Einstein para cada era, se sustituye la
ecuacion de estado correspondiente, en la ecuacién (3.11). Para la era dominada por ma-
teria se debe sustituir (3.17) en (3.11) obteniendo

A
a2—g+k=0 (3.19)
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Donde A es una constante de la eucacién de estado a3p,, = A. Se puede analizar el
comportamiento del universo durante la era dominada por materia, sin dar todavia una
solucion exacta a la ecuacion anterior. Definiendo un potencial efectivo

Rescribiendo (3.19) en términos del potencial efectivo

a? = (=k) — Var(a). (3.20)
Graficando V), contra a se obtiene una curva que se muestra en la figura 3.4. Dado que a2
siempre es positivo el universo s6lo puede existir en regiones donde (—k) — Vis(a) > 0,
en la gréfica estas regiones son en donde —k esta por encima de V. Dado que & > 0

WM

Figura 3.4: Potencial efectivo para la evolucién del modelo de Robertson-Walker

entonces hay 3 posibilidades para el futuro del universo. En el caso en que k¥ = —1 el
universo se contintia expandiendo hasta un radio a infinito, con una velocidad finita. En
el caso & = 0 el universo se expande a un radio infinito con una velocidad decreciente.
En el daltimo caso k = +1 el universo llega a un radio maximo a = A, donde llega a su
punto de retorno y luego colapsa.

Como se menciond antes, para cierto valor pequefio de a el término de energia
debido a la radiacién apr = B empieza a dominar asi que para conocer el compor-
tamiento del universo para a pequeno se sustituye la ecuacién de estado para la radiacién

en la ecuacion (3.11). Se obtiene

. B

a? = == k. (3.21)
Al principio de la secciéon se mencioné que el factor de escala debié tomar el valor de
a(tp) = 0 para algun tiempo. Para poder analizar la dindmica del universo cerca de ¢, se
consideran valores pequeiios de a. Para estos valores el término k se vuelve despreciable

asi que se obtiene una misma ecuacién para cualquier valor de k, por lo tanto todos los
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posibles universos tienen la misma dindmica.

o B
a—ﬁ.
a

Esta ecuacién tiene como soluciéon
a® = B%t + cte.
De esta solucion se ve que a = 0 se logra en un tiempo finito.

Las dos ecuaciones que se obtuvieron para describir la dindmica del universo en

sus distintas eras son:

2

A
-+ k=0,
a

a’ — 52 +k=0.

a
Hasta este punto s6lo se ha hecho un andlisis de las ecuaciones sin buscar una solucién
exacta. Para encontrar una solucién exacta primero debemos considerar todos los casos.
Existen dos eras distintas, cada una con su ecuacién de estado y para cada era existen 3
posibles universos, asi que se deben obtener 6 soluciones en total. Consideremos primer-
amente la era dominada por la materia en la cual modelamos el universo consituido por

polvo. La ecuacién por resolver es (3.19). Para obtener la soluciéon de esta ecuacién se

empieza despejando a
da _ [A—ak - da
a V a o [A—ak

Se considera el siguiente cambio de variable d = 4

da B da
a\/A—ak: " Vac— a2k

a

dn =

Para k = 1y tomando ¢ = %,

da da

T VRa-a2 JE (oo

dn

intengrando se obtiene

/“ da . a ,_1<a—6) T
n= ——————— =s8In  —| =sIn = + =
0 V¢—(a—¢)? an ¢ 2
Escribiendo a en funcién del pardmetro
A
a= 5(1 — cosn). (3.22)

Para encontrar ¢, se despeja dt de

dt
dn:—z/adn:/dt.
a
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Asi se obtiene

A
t= 5(77 —sinn). (3.23)
Para k = —1 se hace el mismo cambio de variable y tomando ¢ = % se obtiene

= cosh™! <g + 1) .
c

B / a da
Escribiendo a en funcién de n

1
a= §A(cosh77 —1). (3.24)

Usando los mismos pasos que para la ecuacion pasada, es posible encontrar ¢ como fun-
cién de n

1
t= §A(sinh77 -n). (3.25)
Para el caso k = 0, la ecuacion se puede resolver por separacion de variables, dando como
solucion s
A
alt) = <94) #2/3, (3.26)

Para la era dominada por radiacién las soluciones son mas simples y se obtienen
por integracién directa. Para k£ = 1 se obtiene la solucién:

a(t) = VB {1 (- jg)} " (3.27)
Para k = 0 la solucién es:
a(t) = (2t)Y/2BY4, (3.28)
Finalmente la solucién que se obtiene para k = —1 es
" 1/2
a(t)=vVB {(1 + ﬁ) - 1] : (3.29)

Enla figura 3.5 se grafica las soluciones a las ecuaciones de Friedman para la era
dominada por la materia. Para el caso de k=1 el factor escalar alcanza un punto critico y
luego cae a cero. Para el caso k=0 y k=-1 el factor escalar aumenta de forma monétona.
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alt)

3

Figura 3.5: Gréfica de las soluciones a las ecuaciones de Friedman de la era dominada por
materia para un universo de Robertson Walker para k=1, k=0 y k =-1.[Fuente propia]



Capitulo 4

Teorias Tensor-Escalar

Como vimos en los capitulos anteriores las ecuaciones de Einstein describen la
relacion entre la curvatura y la materia y energia. Estas ecuaciones se obtuvieron a par-
tir de una generalizacién de las ecuaciones de Newton y del principio de equivalencia,
el cual relaciona la gravedad con la geometria. Sin embargo es posible derivar las ecua-
ciones dindmicas a partir del principio de accién minima. Veremos que es posible tener
una férmulacion Lagrangiana de la Relatividad General. Por otro lado, la Relatividad
General ha podido describir satisfactoriamente muchos tipos de sistemas concordando
con los datos experimentales. Sin embargo siempre existe la posibilidad que algtina ob-
servacion muestre que es necesario algtin cambio en las ecuaciones originales de Einstein.
En este capitulo nos enfocaremos en una forma en que la Relatividad General se puede
modificar, através del modelo conocido como Teorias Tensor-Escalar.

4.1. Campos Escalares

Como se mencioné en el capitulo anterior las soluciones de las ecuaciones de
Einstein del modelo estdndard predicen la expansién del universo. Estas soluciones predi-
cen un universo en el cual esta expansion se va desacelerando sin embargo observaciones
recientes han mostrado que la expansién del universo se esta acelerando. Una de las posi-
bles causas de la aceleracién del universo se le atribuye a algtin tipo de materia no lumi-
nosa llamada materia oscura. Una primera propuesta para obtener la dinamica deseada
consistia en agregar una constante A, llamada costante cosmoldgica a las ecuaciones de
Einstein. A esta constante se le asocia una densidad de energia que pretende modelar la
energfa debido a la materia obscura. Esta modificacién ha ayudado a explicar el enigma
de la materia oscura, sin embargo todavia presenta varios problemas. Otra idea para re-
solver este problema es la introduccién de un campo escalar ¢, el cual en vez de tener una
densidad de energia constante, puede variar de forma continua, imitando asi el papel que
juega la constante cosmolégica. Si uno introduce un campo escalar ¢ aun quedaria por
determinar un potencial V' (¢) [5].

45
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4.2. Formulacién Lagrangiana de las Ecuaciones de
Einstein

Hay una ruta alternativa, a la utilizada en el Capitulo 1, para obtener las ecua-
ciones de Einstein utilizando el principio de accién minima. En la mecénica clasica se
pueden obtener las ecuaciones de movimiento de una particula utilizando este método.
Se buscan puntos criticos de una accién S que se toma como funcién de la trayectoria,

esto se escribe como .
1

S= [ Llg'(t),¢'(t),t)dt.
to
Donde ¢’ son las coordenadas de la particula y ¢’ la derivada. La funcién L(q'(t), (t), t) es
el Lagrangiano. Dicho en otras palabras se desea encontrar una trayectoria que haga que
el valor S sea extremal. En el caso cldsico, el lagrangiano tipico es de la forma L = K —V
donde K es la energfa cinética y V es la energia potencial. Los puntos criticos de la accién
se obtienen para trayectorias ¢'(t) que satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange:

OL d (L
i <aqi> =0. (4.1)

En la Relatividad General se hace la variaciéon con respecto a las coordenadas ya que no se
busca encontrar las trayectorias de las particulas directamente de g,,,, asi que se cambian
las variables ¢ y ¢ por g,, y su derivada covariante V,g,,,.

q'(t) — gu(@).

G'(t) — Vaguw ().

El lagrangiano ahora es una funcién de la métrica y su derivada covariante en vez de la
derivada parcial. El lagrangiano se toma como una densidad escalar y se escribe como

L=y—g L (4.2)

donde L es un escalar y g es el determinante de la métrica. Antes de poder continuar
se necesita definir una accién para la Relatividad General. Se busca un escalar que es
una funcién de la métrica ya que esta es la variable dindmica del sistema. Se sabe que la
métrica se puede reducir a su forma canénica donde la primera derivada es igual a cero,
entonces para que la accion no sea trivial, esta debe involucrar las segindas derivadas
de la métrica. El tensor de Riemann se construye a partir de las segtindas derivadas de la
métrica y el un escalar independiente que se puede obtener de este es el escalar de Ricci.
Tambien se sabe que cualquier tensor no trivial que se puede escribir como combinacién
de la métrica y su primera y segtinda derivada, se puede expresar en términos de la
métrica y el tensor de Riemann[4]. Asi concluimos que la opcién mds sencilla para el
lagrangiano es:

S:/\/—g R d*z.

Esta accién no esta del todo completa ya que debemos también considerar la contribu-
cién de la materia u otros campos al lagrangiano, asi que debemos afiadir también este
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término al lagrangiano

S = /(Lg + Lin)vV—g d*z =S, + Sp. 4.3)

Donde L, es el lagrangiano de gravedad L, el lagrangiano de materia. Para derivar las
ecuaciones de Einstein aplicamos el principio variacional a la accién S.

58 = /M §(Lgv/—g) dz* + /M 8(Limy/—g) dz* = 0. (4.4)

Para ayudar a entender estos pasos se va desarrollar cada una de las integrales por sep-
arado. Primero consideremos el término [,, §(Lgy/—g)da*. El lagrangiano de gravedad
depende solamente de la métrica Ly(gu., Vg, ) asi que solamente se necesita considerar
la variacién con respecto de la métrica. Desarrollando esta integral y utilizando la igual-
dad R = R, g"” obtenemos

959 :/ (9""'V=9 6Ryu + Ru~/—g 0g" + RS /=g)d'x (4.5)
M

Usando que 6y/—¢g = —ﬁé 9y d9 = —99,,,6g"", se puede rescribir la ecaucién como
1
08y = / [g“”\/g(SRW +v—9(Ru — ig,wR)(Sg“” d*x (4.6)
M

El primer término del lado derecho de la ecuacién se puede reescribir utilizando la defini-
cién del tensor de Ricci y tomando un sistema localmente inercial, en el cual los simbolos
de Cristoffel se anulan , sin embargo sus derivadas no

Ry g" = 6(9,17, — 0,1,)9"". (4.7)
En este sistema localmente inercial se tiene que
ORuwg" = (0010, — 0,07}, )g" = 0, (179" — OT7,9")

e
NS

Retomando la ecuacién (4.6) y utilzando (4.7)-(4.8), obtenemos

= WP = WP, = —=08,(/—gW"). (4.8)

1
68, = / 6H(\/—gW“)d4m —l—/ vV—9(Ru — igHVR)ég“”d4x. (4.9)
M M

Recordando el teorema de la divergencia, el cual nos dice que f u V- F = fﬁa M F. n,
podemos rescribir la primera integral de la ecuacion anterior como [y, 9,(v/—gW*")d*z =
$onr u/—gWHdz* = 0. Esta ultima igualdad se obtiene de la condicién 6T'[,,, = 0. Con
esta nueva informacion (4.9) da

1
05y = / V=9(Ru — §9uVR)59Wd4x~ (4.10)
M
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Pasamos a considerar la integral [, (8 L/— g)dz*. Primero debemos definir que vamos
a tomar por el lagrangiano L,,. Vamos a considerar el caso de un campo escalar con
acoplamiento minimo

L = 20,000 — 2V (6). (a.11)

Este Lagrangiano es una adaptacién del lagrangiano de una particula en mecanica clasica.
El primer término es el andlogo a la energia cinética de una particula, e involucra el
cuadrado de la primera derivada del campo escalar. También se considera un poten-
cial, el cual es funcién del campo escalar. Podemos ver que este lagrangiano depende de
Lat(¢, 0,6, guv), asi que se tendra que hacer la variacién con respecto de estas variables.

6Sm = /Ma(Lm\/?g)dx‘*: / (‘% m/=g+ / Lmé\/?g) da*

8g,w

] (st an

Por ahora nos fijamos solamente en la primera integral, asi obtenemos

L 1
" LGy | /—g0g" dzt
/M (aglw 2 n ) 909

= /M (@mb@yqﬁ + %gm, (8,07 ¢ — QV(¢))> J=g6g" dat. (413)

Continuamos con la segiinda integral de la ecuacién (4.12) y la rescribimos usando la
igualdad 06 = 60 ya que la derivada es independiente a la variacién, [6] como

/M <F dp+ F 5@@) dat

9(0u)

e () e

Juntando los términos con d¢ y calculando la parc1al 0.5 d = g”"0,¢ obtenemos
) 0 0L,
- —0° V—gdz* — V= 4.14
| (70 - 0v60,0) sov=gast + [ 2 (a( soo)Vadr,

donde V(¢) es la derivada del potencial V(¢) con respecto de ¢. La tdltima integral se
puede rescribir usando la igualdad

(awiar®) Y= = o (Vo) o0 o

Con esto la tltima integral (volviendo a usar el teorema de la divergencia de la ecuacion
(4.14)) se convierte en

[ (270 - 260,0) + 9"60,.v=5] b0y =g,
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Con esto hemos desarrollado cada una de las partes de la ecuacion (4.4). Para
escribir la variacion total necesitamos juntar las ecuaciones (4.10)-(4.14)

1 1
0= /M (R"” = Q9w B+ 0ud0ud + 59 (000" — V(¢))> Sg\/—gd*z

T /M] (~2V(6) — 0°0,0) — 0"60,v/~5] G/ ~gds" = 0. (4.15)

Dado que cada una de estas variaciones es independiente, implica que cada integral debe
ser igual a cero, asi obtenemos

1 1
R, — §9m/R + 0,00, ¢ + 3 9ur (0a0“p — V(¢)) = 0. (4.16)
(2V(9) + 90,6) + 0 60,v/=g = 0. (4.17)
Se puede rescribir la ecuacién (4.16), notando que R, — % guwR = %G w donde G es el

tensor de Einstein.
1
G =81G (8,@81,(1) + 59uv (00 p0“p — 2V(¢))) .

donde G es la constante de gravedad. El término de la derecha es un tensor de segtindo
orden, requiriendo de dos indices para indicar sus componentes. Ademds, escrita de esta
forma podemos reconocer el tensor de energia momento del campo escalar. Entonces

T — <aﬂ¢ay¢ + %gw (000”6 — 2V(¢>))) 4.18)

Dado esto tomamos el término entre paréntesis como el tensor de energia-momento aso-
ciado al campo escalar ¢.
G =87GTy

4.3. Campo Escalar con Acoplamiento Minimo

Vamos a analizar la dindmica del modelo de Roberston-Walker con un campo
escalar ¢,este campo es funcién sélo del tiempo ¢(¢). En el desarrollo de la variacién del
lagrangiano que se hizo en la seccién anterior no se especificé la forma de la métrica, sin
embargo al querer analizar la dinamica de un universo de Robertson- Walker la métrica
toma la forma de (3.3). Con la métrica bien definida podemos desarrollar la ecuacién

(4.17), usando que ;2Lm= W9 _ 31 ¢ donde H = % es la constante de Hubble y b esla

9(0ue) OxH
derivada del campo escalar con respecto al tiempo.
22‘; +¢+3H¢ =0. (4.19)

El tensor de energia momento definido en la ecuacién (4.18) puede escribirse en la misma
forma que el tensor de energia-momento de un fluido perfecto.

T;w = (p + p)uuuu + PGuw -
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En el caso del fluido perfecto, se tiene que Tgf)U“U Y = p(gp)- De forma anédloga, podemos
calcular la densidad asociada al tensor de energia momento del campo escalar definida
en (4.18).
1 1
po = TUU" = (8,0U")? + 50000 +V = (9,01)% + 5gf“ﬁaaqsf)ﬁ(b +V.
5 1oy 1.,
=& - SP+V = SPO+V(0). (420)

De manera andloga se calcula

po =5 (Thg™ + TOUMTY)
= S50 - V(). @21)

que es la presion asociada al campo escalar. De la seccién de Relatividad General, sabe-
mos que para este modelo resultan dos ecuaciones de Einstein, la ecuacién de conser-
vacién y la ecuacién (4.19)

3H + 3K = 871G (¢'>2 + V(qﬁ)) , 4.22)
3 + 3H? = 87G (V(gb) - gz}?) . (4.23)

donde K = —. Estas ecuaciones tienen la forma de las ecuaciones obtenidas en la seccion

1, pero con el tensor de energia momento es definido de forma especifico. En estas ecua-
ciones tenemos tres incognitas: el campo escalar ¢, el potencial V' y el factor de escala
a, sin embargo de las 3 ecuaciones que tenemos (4.22),(4.23) y (4.17) solamente 2 de las
ecuaciones son independientes. Si podemos encontrar una solucién para (4.22) y (4.23)
entonces las demads ecuaciones también serdn satisfechas.

Para encontrar una solucién a estas ecuaciones, se va fijar el factor de escala a(t),
y de ahi se encontrard el potencial V' (¢) y el campo ¢. El potencial y el campo escalar
que se obtendran por medio de este método se derivan del comportamiento deseado del
universo, esto es del factor de escala que se escoge. Para especificar un modelo deseado
se debe notar que la combinacién de ecuaciones {2(4.22)+(4.23)} da

(T 2 1
V(p(t)) = (H+3H” + 2K) el (4.24)
Mientras que la combinacion {(4.22)-(4.23)} da
20 = (L 1
o“(t)=(—H+ K) ek (4.25)

Estas dos nuevas ecuaciones son equivalentes a (4.22) y (4.23). Para encontrar las solu-
ciones primero se debe fijar el valor de k y especificar la funcién a que se desea, pidiendo
que el lado derecho de la ecuacién (4.25) sea positivo

H< K. (4.26)
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Luego se debe determinar H = 4 y H y fijar el valor inicial ¢¢. La ecuacién (4.25) da
. a

¢(t), asi que al integrar se puede obtener ¢(t). Para algtnos casos esto se puede invertir
para obtener ¢(¢). La ecuacién (4.24) nos da V (t) = V (t(¢)). Con esto se encuentra V' (¢)
el cual corresponde a el factor de escala a que se escogio. Para ilustrar el procedimiento
a continuacion se muestran algtinos ejemplos. El método anterior fue desarrollado por
Ellis y Madsen [1], a continuacién se propondran nuevas formas del factor escalar y se
aplicara este método.

4.4. Expansion Exponencial de Sitter y Expansién de Tipo Poli-
nomial
En este ejemplo se considera una expansion exponencial:
a(t) = Aexp(wt) A,w constantes > 0. (4.27)

entonces H = wy H = 0. La condicién (4.26) se satisface si

1 k
2= — (=) >0
B 47rG<A2)O

Esta desigualdad se cumple para k = 1y k = 0 pero no se puede satisfacer para k =
—1.(4.24) y (4.25) dan

o B2
exp(2wt)’
2 2
v — 3w n B .
8rG  exp(2wt)
Integrando ¢* da
B
¢ = ¢o £ —exp(—wt) ¢o = constante, (4.28)
w

Si se restringe al caso en que B? > ( se obtiene

t= %log (i(w/B)lw — sbo)) .

Sustituyendo esto en la expresion para V' se obtiene

3w?
V(§) = —— +w?(¢ — ¢o).
(8) = o + w36~ 0)
Recordando la ecuacion 3.6 vemos que el escalar de curvatura K ~ 7 por lo que en este
caso, cuando ¢ — oo tanto el escalar de curvatura K como el campo ® tienden a cero.
Cuando t — —oo el escalar de curvatura y el campo tienden a infinito. La cantidad de
tiempo propio necesario para llegar a la singularidad es infinito.
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En el segtindo ejemplo se considera un factor de escala como una potencia de ¢:

a(t) = At" A,n = constante > 0, n # 1, (4.29)
entonces H = % yH = — La condicion (4.26) se satisface para
k n
2 _ p2 > 2 _
b*=1B <1+nA2t2(”+1)) >0 C el
lo cual se cuple para & > 0, también se satisface para un periodo de tiempo restringido
en el caso k = —1. En este caso las ecuaciones (4.24) y (4.25) dan
o C? k
22 -
9" = 12 (1 + nAQtQ(n+1)> ’
v 202 an 1 2k
=2 (3n—1)+ nA22n—1) | -

Cuando k # 0 se puede integrar ¢ pero no se puede invertir para obtener ¢(¢). Aunque
no se puede invertir es posible obtener informacién acerca del comportamiento de ¢ y de
V (¢) al graficar estas funciones. Sin embargo para k = 0 se obtiene que

¢ = ¢o £ Blogt ¢o = constante.

Como siempre C? > 0 tenemos que

e (0 )

Finalmente obtenemos

B? 2
V(¢) = —-Bn—1Deap | +5(¢ — o) | -
2 c
Esta familia de soluciones es inflacionaria paran > 1y es no inflacionaria para 0 < n < 1.
En este caso K ~ ﬁ, asi que existe una singularidad en la curvatura escalar y en el
campo ® cuando ¢t = 0. Por lo tanto la singularidad se encuentra a un tiempo propio
finito, el espacio es entonces geodesicamente incompleto.

4.5. Expansion de Tipo Polinomial Sin Singularidad

Estudios numéricos y analiticos realizados en la Teoria de Gravedad Cudntica
de Lazos predicen que la relatividad general es un modelo adecuado del universo para
una densidad ~ 0,01py 1 donde pp. es la densidad de Planck[7]. Al ir aumentando la
densidad los efectos cianticos empiezan a dominar, creando una fuerza repulsiva efec-
tiva la cual vence la fuerza de gravedad, lo cual causa un rebote. En esta teoria el Big

Lppr = 5,1 x 10%kg/m3
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Bang es remplazado por un Big Bounce, evitando asi la creacién de una singularidad, en
donde todo el universo es comprimido en un punto. Sabemos que se produce una sin-
gularidad cuando el factor de escala se anula para algin tiempo. Usando el metodo de
Ellis [1] buscaremos evitar una singularidad para todo tiempo escogiendo un factor de
escala adecuado. Vamos a considerar un factor de escala similar al analizado en la seccién
anterior, pero se le agrega una constante ¢, para evitar que el factor de escala se anule en
el tiempo t = 0. Se considera un factor de escala de la forma

a(t) = At" + ¢, ¢, A = constantes,

se debe cumplir que A,c > 0, y para que la métrica sea bien definida para todo ¢ €
(—00,00) n > 0 debe ser par. A es una constante que tiene dimensiones de t™" y es
necesaria para que el factor escala se mantega adimensional, por su parte la constante c
no tiene dimensiones. Para encontrarle sentido fisco a la constante ¢ podemos definir una
constante ¢ = % donde ¢ ~ (tiempo de plank)™.

Para este factor de escala se tiene

A n—1 . _ —24n(,. __ n
g_n t ’ i nAt (¢ —en+ At™)
At + ¢ (c+ At™)?2

Las ecuaciones (4.24) y (4.25) dan

1 k+nAt=27"(c — en + At")

-
=G (c+ Atn)? (4:30)

1 —nAt" %(c—cn+ At") + 3n? At*" 2 4 2k
887G (At" + ¢)? .

El lado derecho de la ecuacion (4.30) debe ser siempre mayor o igual a cero, por lo que
k+nAt=2"(c — cn + At™) > 0 para que (4.30) esté bien definida para todo tiempo. Para
los casos n > 2 esta condicidn restringe k a los valores {0,1}. Esta restriccién es necesaria
pero no suficiente para que se cumpla la desigualdad, para garantizar se cumpla para
todo tiempo, es necesario fijar un constante ¢ adecuada la cual depende de la eleccién de
n. Para los casos en que n < 2 la constante k puede tomar cualquiera de los tres valores, y
el valor de ¢ también se debe elegir dependiendo del caso que sea. Para cualquier valor de
n, tll)r})lo V(t) = 0, pero para diferentes valores de n el potencial tiene un comportamiento

V(t) = (4.31)

distinto en el limite en que el tiempo tiende a cero. En la tabla 4.1 se muestra el limite del
potencial para algtinos casos

La presién y la densidad se pueden calcular de (4.21) y (4.20), para nuestro caso

1 k24 nAt" (2¢(—1 +n) + (—2A + 3n)t")
P =5 t2(c + Atn)2 ’ (4.32)

(t) = 1 3(kt? + n2At?")
P = 8@ 12(c + Atn)?

Para cualquier valor de n lim p(t) = 0, lim p(¢) = 0. El limite de p y p cuando ¢ tiende a
t—00 t—r00

(4.33)

cero varia dependiendo del valor de n, en la tabla 4.2 se muestra el limite para algtinos
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Itm V(%)

t—0

n=1/2

—0o0
2(A% + k)
2
2(Ac+k)

n=1

n=2

2
2k

n>2 5

C

Cuadro 4.1: Limites del Potencial

fime®) | lmp®)
n=1/2 00 %)
Az 4+ k A+ k&
n=1 X 2Jr )| - ;r
C C
3k k
n>2 =2 3

Cuadro 4.2: Limite de la funcién de la presién y densidad

valores de n. El signo de la presién depende de la eleccién de las constantes A,c, k 'y del
valor de n. Notamos que para n > 1 par, en los casos k = 0,1 y para la constante A fija,
siempre existe una NN tal que para toda n > N el signo de la presién es negativo para
todo tiempo. El valor de N se determina cumpliendo que 3N > 2A.Sin < N, el signo
de la presién es negativo para tiempos cercanos al cero y se vuelve positivo para tiempos
grandes. En el caso kK = —1 si n < N la presiéon cambia de signo, siendo positivo para
tiempos pequefios y negativo para tiempos grandes.

Se puede obtener informacién adicional de la relacién entre la presién, densidad
y el factor de escala recordando la ecuacién (3.9). Sustituyendo nuestro factor de escala a

esta ecuacion obtenemos
t3p— 3An(n—1)t"2
PP ="" " Ay ¢

Paran > 1 se tiene que (p + 3p) < 0, esto implica que @ > 0.

Para el caso de una n arbitraria integrar ¢? se vuelve muy complicado y muchas
veces ¢(t) no tiene solucién analitica. Aun en los casos en los que si es posible encontrar
una solucién analitica a la integral de ¢?, a veces la expresién no se puede invertir para
encontrar ¢(¢). Para estos casos se puede resolver la integral numericamente y graficar
los resultados.Primeramente consideraremos dos casos de interés donde n no es par. El
caso mds sencillo es el de n = 1. En este caso si es posible integrar (4.30) e invertir para
obtener V' (¢). Para este caso el potencial (4.24) da

[A2 + k
o(t) = WZQ In(c + At) + ¢

4nrGA2
t—e A2 4k (¢—¢0) e

invirtiendo se obtiene
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Sustituyendo en (4.25) da
~246—éq
V(p) = 2e VA2++ (A2 4+ k). (4.34)
De la ecuacion 4.34 se puede ver que un potencial V(&) definidio en principio para todo
® no implica uun buen comportamiento de la geometria. El potencial obtenido es muy
similar al potencial que se obtiene para una expansiéon de tipo polinomial. Sin embargo

en este caso sigue existiendo una singularidad para el tiempo t = ——, vemos que sim-

plemente se recorre el tiempo de la singularidad. Utilizando las ecuaciones (4.21) y (4.20)
podemos calcular la presién y densidad. En la gréfica 4.1 se puede ver que la presién es
negativa, la cual para este modelo contribuye a la expansién del universo. Podemos ver

% A
\ ===[ensidad
L1
\ i
' ool = Presion
.
\\
M
v, O
1 --'-l ----------- 1
5 10

Figura 4.1: Grafica de la presion y densidad paraelcason =1, k=1, A=1yc=10

que esta va decayendo al ir aumentando el tiempo. Para esta elecciéon de parametros se
c

puede ver que la presion p(t) y la densidad p(t) divergen parat — —4

Otro caso de interés es cuando n = 1/2, para este caso a(t) estd definido sélo
para t > 0 recordemos que en la cosmologia estandar el factor escala para el caso k = 0
en la era dominada por radiacién (3.28), es una funcién proporcional a t'/2, motivado por
esto fijamos n = 1/2.Con estas condiciones la integral de ¢ da

V2
c2—m<c\/§+4ﬁ\/i+4 (c+2\/i)\/i> <c+3\/£—2 (c+2\/i)\/i>

o(t) = log Py +¢o

donde ¢ es una constante. Esta funcién no se puede invertir para encontrar ¢(¢), y por
lo tanto el potencial sélo se puede expresar en funcién del tiempo.

A(AVE —¢)
4(c+ AVt)2t3/2

Ya que la funcién ¢(t) no se puede invertir, podemos obtener informacién del compor-
tamiento del potencial como funcién del campo escalar al graficar de forma paramétrica

V(t) =
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Figura 4.2: Gréfica del potencial con respectoa ¢ paran =1/2, A=1,k=0yc=1

V' y ¢.Con esta restriccion el valor mas pequeiio que puede tomar el campo escalar es
¢»(0) = —1.6139. En la gréfica 4.2 se puede apreciar que el potencial tiene un maximo,
este valor dependera del valor de ¢, y se puede calcular de forma ntimerica, paran = 1/2
,k =0y c =1el potencial toma el maximo ¢max ~ 1. 78905. Una caracteristica interésante
de este caso, es la contribucién que tiene la constante c al potencial. Para el caso ¢ = 0
se recupera el caso polinomial, analizado en la seccién anterior. Al agregar una constante
¢ # 0, el comportamiento del potencial cambia notoriamente, sin importar lo pequefio
que sea c. Esto se puede apreciar en la grafica.4.3
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Figura 4.3: Gréfica del potencial con diferentes valores de cparan =1/2, A=1y k=0

Para este caso la expresion de la presion y la densidad da

~ A(2c+ AVY)
p(t)_ 4(C+A\/1€)2t3/2
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(t) — 37142
PV = Her AV

Se puede ver que tanto la presion como la densidad tendran un valor positivo para
cualquier ¢t > 0. En la gréfica 4.4 se muestra el comportamiento de estas dos funciones.

=== [ensidad
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Figura 4.4: Gréficadepypparan=1/2, A=1,k=0yc=1

Como se habia mencionado, para una n arbitraria la integral (4.25) no se puede
calcular analiticamente pero se puede resolver de forma numérica. Tomemos el caso
n = 2.Tomando A = 1, la condicién éQ > 0 restringe las constantesa k = 1y ¢ < 1/2.
Conociendo estas restricciones se fijo ¢ = 1/4 y las ecuacidnes (4.30), (4.31) se resolvieron
numericamente y se graficé parametricamente. En la grafica 4.5 se puede apreciar el com-
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Figura 4.5: La grafica de la funciéon V(¢) paran =2, k=1yc=1/4

. . . ‘o 21
portamiendo del potencial que tiene forma de campana, con un maximo Vy,uz = (c;rc)

cuando ¢(t = 0) = 2. El potencial tiende a cero cuando ¢ tiende a infinito o menos infinito.
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Para apreciar la contribucién de la constante c al comportamiento del potencial, se graf-
ic6 para distintos valor de c (ver gréfica 4.6. Para c = 0 el potencial tiene una singularidad
ent = 0 por lo que no se consideran sus valores para tiempos negativos. Al aumentar una
constante ¢ > 0 el potencial toma un méximo finito al tiempo cero, el mdximo aumenta
al disminuir el valor de c.

-10 - 0.5

Figura 4.6: Gréfica del potencial con respecto al tiempo para diferentes valores de ¢, n = 2
yk=1

Graficando las funciones para la presion y la densidad se obtiene la grafica 4.7.
Para esta eleccion de n la presién siempre es negativa independientemente de la eleccion

== =[ansidad
—Presian

Figura 4.7: Gréfica de la presién y densidad paran =2,k =1yc=1/4

de ¢, cuidando de que cumpla con la restriccién ya mencionada(ver grafica 4.7.
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Por tltimo consideramos el caso n = 4, las expresiones de ¢ y V' dan

~ VEk+4A2(—3c + At?)

9(t) c+ At? ’

k + 6Act? 4 22A2t%)

2
vi =2 (c + AtD)?

Para este caso k se restringe a +1 y la ¢ < 1 para que el campo escalar esté definido para
todo tiempo. Resolviendo numericamente se obtiene la siguiente gréfica del potencial con
respecto al campo escalar. En la gréfica 4.8 se puede ver que no existe una singularidad
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Figura 4.8: Grafica del potencial paran =4,k =1yc=1/4

para algun tiempo, y esta definido para tiempos negativos y positivos. Se ve que tiene
una forma similar al caso n = 2, con la diferencia de que tiene dos maximos y un minimo
local. De nuevo, para apreciar la contribucién de la constante ¢ al comportamiento del
campo escalar, se grafic este variando el valor de ¢ (ver grfica 4.9. Para ¢ = 0 el potencial
tiene una singularidad para ¢ = 0 por lo que no se consideran los sus valores para t < 0.
Se puede ver que al agregar una constante ¢ > 0 ya no existe una singularidad. Las
gréficas de la presién y la densidad muestran un comportamiento similar al potencial
(ver grafica 4.10. Para este caso la presion es negativa, lo cual concuerda con la ecuacién

(3.9).

Notamos que en el caso cuando n > 1 la presién del campo escalar es negativa,
para todo ¢, mientras que la densidad de campo escalar es siempre positiva (para k =
0, 1). En todos estos casos la aceleracién del universo es positiva, como ha sido durante
la época de inflacién o en la época actual. Como n crece el potencial del campo escalar va
adquiriendo mds punto criticos, pero siempre tiende a cero para |t| — co.

La propuesta de este trabajo es que el campo escalar se puede introducir como
fuente de un modelo cosmolégico sin singularidades, basado en las ideas de Ellis y Mas-
den. Los resultados preliminares que hemos obtenido se refieren a la forma del potencial
del campo escalar y el comportamiento de la densidad y la presién del campo escalar
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Figura 4.9: Grafica del potencial paran =4,k =1
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Figura 4.10: Gréfica de la presién y densidad paran =4,k =1yc=1/4
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que se obtienen en el caso de un factor de escala polinomial. Planeamos analizar también
el caso de una expansién exponencial y sus implicaciones dentro de este método. Las
teorias propuestas podrian modelar el universo en el periodo de inflacién, cuando domi-
na el campo escalar, pero para los peridos posteriores se vuelven importantes los efectos
de la radiacién y la materia, y en el ultimo periodo los efectos de la materia y energia
oscura (que usualmente se modela con un campo escalar). El siguiente paso de este tra-
bajo serd introducir, a parte del campo escalar, la materia modelada por fluido perfecto y
analizar sus efectos a la forma del potencial de campo escalar.



62

CAPITULO 4. TEORIAS TENSOR-ESCALAR



Capitulo 5

Conclusiones

La cosmologia ha extendido nuestro conocimiento del universo y de su com-
portamiento. Nos ha permitido indagar en preguntas tan dificiles como las del origen y
futuro del universo. A pesar de sus grandes contribuciones, la cosmologia también ha
dejado varios problemas abiertos, como lo son la materia oscura y su contribucén a la
dindmica del universo. Es por esto que han surgido varias modificaciones a la Relativi-
dad General estandar, siendo la teoria tensor-escalar una de las teorias alternas.

En este trabajo se estudié un caso de la teoria tensor-escalar, especificamente el
acoplamiento minimo del campo escalar. Utilizando el método de Ellis y Madsen para
generar soluciones [1] se obtuvo el potencial del campo escalar asociado al factor de
escala elegido. Se propusé un factor de escala de la forma a(t) = At" + ¢ con la final-
idad de modelar un universo sin una singularidad. A diferencia del trabajo realizado por
Ellis y Madsen, se resolvieron ecuaciones numericamente permitiendo asi analizar las
soluciones a ecuaciones sin solucién analitica. Se trabajaron varios casos con diferentes
valores de n, para n par, el factor de escala no se hace cero y por lo tanto se modela un
universo cuyo escalar de curvatura no tiene una singularidad. En este tipo de universo
no exisitird un evento semejante al big bang y por lo tanto se puede definir para el tiempo
negativo.Para los casos n = 1/2 y n = 1, el universo sigue teniendo una singularidad.
Se estudi6 la presion y la densidad para cada uno de los casos, obteniendo una presiéon
negativa para todos los casos excepto para n = 1/2. El resultado de que la presién se
haya obtenido negativa para ciertos valores de los parametros sugiere que los campos
escalares también pueden ser utilizados para modelar los periodos de la aceleracién del
universo.
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