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Este proyecto de tesis estd relacionado con artefactos matematicos, éstos son una
representacion fisica de un modelo que contiene matematicas y pueden ser
potencialmente utiles en la enseflanza y aprendizaje de éstas en el nivel Medio Superior.
Internacionalmente, se ha mostrado un creciente interés por integrar la tecnologia
moderna (ambientes de Geometria Dindmica, sistemas computacionales de algebra, etc.)
asi como tecnologia clasica (regla, compas y artefactos de dibujo) para ensefiarlas, hecho
gue se populariza rdpidamente. Recordemos, que la practica de utilizar instrumentos
tangibles en Matematicas se ha incluido histéricamente en los trabajos de grandes

matematicos, como R. Descartes, B. Pascal, G. von Leibniz, J. Napier, entre otros.

Resultados recientes de investigacién constatan la importancia del uso de nuevas
tecnologias en la ensefianza de las matematicas y las ciencias, y en la incorporacién al
trabajo cientifico por parte de los estudiantes. En sesiones de trabajo dirigido, los alumnos
son capaces de desplegar habilidades matematicas que se desencadenan por medio de la
comprension de nociones (Hoyos, Capponi y Géneves, 1998), o se promueve la creatividad
y el ingenio en el disefio cientifico mediante el uso de nuevas tecnologias (Verillon y

Rabardel, 1995; J6érgensen, 1999).

Por otro lado, perspectivas tedricas y prdacticas alternativas complementarias en
didactica de las matematicas (Mariotti, Bartolini, Boero et al., 1997; Boero, 1998;
Arzarello, 2004), argumentan a favor de la introduccidn en el salén de clase de contextos
histéricos de recreacién de la experiencia cientifica, en particular aquéllos que tienen que

ver con la prdactica de la geometria y que utilizan modelos mecdnicos o articulados de



maquinas para dibujar o trazar, como un medio de generacion de ideas o nociones

matematicas.

Ademas las metodologias, las actividades y las secuencias curriculares utilizadas
son diferentes a las de una forma tradicional de ensefianza, basada Unicamente en clases
frontales, y el papel del profesor es mas dinamico no sélo en la realizacién de actividades,

sino también en la planificacion de las interacciones dentro del aula.

Cabe mencionar que este trabajo forma parte de un proyecto de investigacién mas
general, en el que se involucra el uso de la tecnologia para crear espacios virtuales y el uso
de artefactos mecédnicos para realizar el EPREEE BEEERREER". En particular en esta
investigacion se abordard lo relacionado con dos artefactos trazadores de elipses
(elipsografos), los cuales son conocidos como Elipségrafo de palancas y colisa de inwards y

Antiparalelogramo articulado de van Schooten.

Se construyé también un Parabolégrafo, llamado Parabolégrafo de colisa vy
palancas de inwards, pero se decidid6 que sélo se aplicarian con estudiantes los

elipsdgrafos anteriormente mencionados.

Es importante resaltar que ambos artefactos fueron sacados de la obra “Ees
mElcanismes dans la techniZue moderne” (Artobolevski, 1975), tomo 2, parte 1. Por otro
lado, debe de mencionarse que de este tipo de artefactos o instrumentos existe muy poca
evidencia literaria y las construcciones fisicas de ellos son muy reducidas. Parte
importante de este trabajo consistid en realizar la construccién de los artefactos referidos
anteriormente, de los cuales inicialmente se realizaron varios prototipos con diferentes

materiales, hasta poder obtener los adecuados y que garantizaran un desempefio dptimo.

En este trabajo se presentan cinco capitulos relacionados con lo siguiente: En el

primero se mencionan hechos generales, aspectos histéricos, el problema que se

Se refiere al trabajo en el que participan el sentido del tacto asi como el visual



investigara y objetivos del trabajo; en el segundo se da una vision general de la teoria en
la que podremos enmarcar este tipo de trabajos; el tercero esta relacionado con la
exposicién de los artefactos construidos; en el cuarto se mostrard el andlisis de la
informacién recabada en las sesiones experimentales, y por ultimo, el capitulo cinco se

conformarad por las conclusiones.

BIE ARIPRRRRRIRIRRIR RERR PR

Una gran diversidad de maquinas e instrumentos para el andlisis matematico han
sido construidos a lo largo de la historia para observar, contar, medir, trazar curvas, tratar
de demostrar casos no posibles (duplicacién de cubo, triseccién de un angulo, entre
otros), asi como para resolver problemas geométricos, comunicar o difundir ideas

matematicas nuevas.

Podemos encontrar artefactos articulados para dibujar curvas desde la antigua
Grecia. Los dispositivos mecanicos utilizados en la antigua Grecia para construir diversas
curvas, fueron inventados principalmente para solucionar tres famosos problemas: la
duplicacién del cubo, la cuadratura del circulo y la triseccién del dngulo. Existen
referencias de que Meneachmus (~380 - ~320 A.C.) tenia un dispositivo mecdanico para
construir conicas, que usé para solucionar el problema de la duplicacién del cubo. Un
método para solucionar problemas de trisecar un angulo y la cuadratura del circulo, era
utilizar la Cuadratriz de Hippias (~460 - ~400 B.C). Este es el primer ejemplo de una curva
que se define por medio del movimiento y no puede construirse usando solamente regla 'y
compas. Proclus (418-485) también menciona que Isidoro de Mileto tenia un instrumento
para trazar una parabola (Dyck, p.58). Es importante entender la importancia de dichos
artefactos, puesto que los gedmetras griegos estaban buscando y encontrando soluciones
a problemas geométricos por medios mecanicos. Las soluciones antes mencionadas, en su

mayoria eran necesarias para propositos practicos.



Leonardo Da Vinci (1452-1519) inventd un torno para modelar partes de seccion
eliptica, usando un mecanismo de cuatro articulaciones, un elipségrafo con movimiento
invertido de la articulacion fija. Los dispositivos mecdnicos para dibujar curvas fueron
utilizados también por Albrecht Ddrer (1471-1528). Véanse dos imagenes de sus “Cuatro

libros de proporciones” en la figura 1.1.

xﬁ

Figura 1.1 Dispositivos de Diirer
para el dibujo de curvas.

Cuando René Descartes (1596-1650) publicé su Rleometri@ (1637), no cred una
curva trazando puntos de una ecuacién. Siempre dio métodos geométricos para dibujar
cada curva con algunos aparatos y estos aparatos eran a menudo articulados. Véase la

figura 1.2.

Figura 1.2 Aparato de Descartes para el dibujo de curvas.

La construccion mecdanica mas conocida de una elipse es la construccion por medio
de una “cuerda”, que data de los antiguos griegos o incluso anteriores a ellos. Se basa en

la definicion de los dos-focos de una elipse. Como Coolidge (1873-1958) indica:



“Los Griegos deben haber percibido que si los dos extremos de un pedazo de
cuerda se amarran, en dos puntos cuya distancia que las separa es menor
que la longitud de la cuerda, el lugar geométrico de un punto que tire la

cuerda tensa es una elipse, cuyos focos son los puntos dados.”

El primero que escribié sobre la construcciéon de una elipse por medio de una

cuerda fue Abud ben Muhamad, que escribié a mediados del siglo IX (Coolidge, 1945).

Figura 1.3 Dibujo de una elipse utilizando una cuerda.

En mecdnica al obtener una trayectoria eliptica en mdquinas, usamos con

frecuencia el teorema de La Hire (1614-1718).

TERIRRI] RIERRISI un circulo rueda, sin resbalar, por lo que es tangente
internamente a un circulo fijo del doble de su radio, el lugar geométrico
trazado por un punto que se encuentre en su circunferencia es el didmetro
del circulo fijo, mientras que el lugar geométrico trazado por un punto que
no se encuentre en el borde y ni en el centro del circulo es una elipse (La
Hire, p.351). La prueba de La Hire de este teorema se basa en la teoria de las
ruletas o de los centroides. El lector interesado puede ver una simulacién
virtual en mathworld (http://mathworld.wolfram.com/Hypotrochoid.html),

que ilustra el teorema anterior.

El siguiente teorema ha sido redescubierto muchas veces, pero al parecer la

primera persona que lo enuncié fue Nasir al-Din al-Tusi (1201-1274). Al-Tusi hizo el



desarrollo mas significativo del modelo del sistema planetario de Ptolomeo hasta el
desarrollo del modelo heliocéntrico en la época de Copérnico (1473-1543). El teorema que
también fue mencionado por Copérnico se refiere al famoso “par de Tusi", el cual
descompone el movimiento lineal en la suma de dos movimientos circulares. El par de Tusi
es obtenido rodando sin resbalar un circulo de radio a dentro de un circulo de radio Ba.
Véanse las figuras 1.4 y 1.5. El resultado es un segmento lineal igual al radio del circulo
mas grande. Los matematicos a veces llaman a esto como hipocicloide de dos picos, pero
los ingenieros se refieren al movimiento como casos especiales de engranajes. Puede ver
en mathworld (http://mathworld.wolfram.com/TusiCouple.html) una simulacién virtual
del par de Tusi. Esta idea también fue utilizada por F.Reuleaux (1829 - 1905) como puede

ser visto en la figura 1.5.

Figura 1.4 Par de Tusi.

Figura 1.5 Modelo del Par de Tusi de Reuleaux
(Foto del Profesor. F. C. Moon).

En la figura 1.4, OR=2CR, L] PCR=2[] POC, por consiguiente arco PR=arco QR y el
punto P en esta imagen estd describiendo una linea recta, pero el punto C describe un

circulo. El hecho de que C trace un circulo sugiere una mejora mecanica para convertir



este par de Tusi en elipsografo. Supongamos que tenemos una barra delgada de longitud
fija, uno de cuyos extremos se mueve en una linea fija, mientras que su otro extremo
traza un circulo cuyo centro estd en la linea, cuyo radio es igual a la longitud de la barra,
un punto rigido adjunto a la barra trazard una elipse. Esto fue descrito por van Schooten

guien demostrd como realizarlo mecdnicamente.

La mas sistematica y completa discusion del tratamiento de las cdénicas se
encuentra en la “Elementa Curvarum Linearum” de Johan de Witt, que aparecié como
apéndice de la Segunda Edicidn en latin de van Schooten de la “Bleometrie” de Descartes,
1659-1661 (Easton, 1963). Johan de Witt (1625-1672) fue un politico holandés con
considerables habilidades como matematico. Mientras estudiaba leyes en la universidad
de Leiden se hizo amigo de Francis van Schooten (1615 - 1660) y recibié de él una
excelente preparacién en matematicas cartesianas. Van Schooten fue el principal
divulgador de la Geometria de Descartes en Europa. Segun van Schooten, el tratado de De
Witt fue escrito unos diez afios antes de su publicacion. De Witt describe dos
construcciones mas de una elipse. Una de ellas es la construccion del trasmallo, que fue
descrita por Proclus pero también se atribuye a Arquimedes (287-212 A.C.). Esta
construccion con imagenes de la coleccidon del modelo cinematico de Reuleaux se describe

en el tutorial de F. Moon. “Cdmo dibujar una elipse”. Véase la figura 1.6.

Figura 1.6 Modelo del trasmallo de la coleccién cinematica de Reuleaux (Foto del profesor D.W.

Henderson).



En el afio de 1657, van Schooten publicé su “ERercitationum mathematicarum libri
quinque”. Como el titulo sugiere, la obra se divide en cinco "libros" de un centenar de
paginas cada uno. El libro | es una revisién bastante estdndar de la aritmética y la
geometria de su época. El libro Il contiene construcciones con regla. En el Libro Ill, van
Schooten trata de reconstruir algunas de las obras de Apolonio acerca de lugares
geométricos. Este fue un importante tema de investigacion de la época. El libro IV
contiene la obra mas conocida de van Schooten, su titulo es BEPlrgRlnica conicarum
sectionumPl o BPos instrumentos de las secciones conicasl. La palabra "organica" estd mas
estrechamente relacionada con el érgano como instrumento musical que a la "organica"
que a veces encontramos en la quimica o la agricultura. Como sugiere el titulo, el capitulo
describe una variedad de bellos artefactos para la elaboracién de las diferentes secciones

conicas.

Figura 1.7 Mecanismo de van Schooten para dibujar elipses.
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Figura 1.9 Mecanismo de van Schooten para dibujar pardbolas.

Por ultimo, el Libro V se titula ESectiones triginta miscellaneasP}, o Treinta secciones

diversas. En estas secciones, van Schooten cuidadosamente desarrolla los principios del

conteo y la combinatoria.

Examinando la teoria de curvas algebraicas del tercer grado, Isaac Newton (1643-

1727) propuso un mecanismo para la generacién de curvas de tercer grado, usando una



conexion de cuatro cadenas con dos pares de deslizaderas. En la figura 1.10, puede ver la

realizacion de esta idea en el conicografo de Boguslavskii (Artobolevski, 1964, p. 70).

Figura 1.10 Conicdgrafo de Boguslavskii
(Artobolevski).

Alfred Bray Kempe (1849-1922) también formulé un famoso teorema, que
menciona que cualquier curva algebraica puede ser generada por un artefacto apropiado
o puede decirse simplemente: es posible disefiar una artefacto, que firme con su nombre
(mientras su firma sea la unién de curvas continuas). Este teorema parece ser demasiado

ambicioso.

Si el lector se encuentra interesado en revisar un bosquejo de la conjetura de

Kempe puede ver a Artobolevski (p.8-12) y a Horsburgh (p. 260-261), para mas detalles.

En 1877 A.B. Kempe publicé el libro: Fidmo dibulir una lthea rectal?l?lna conferencia
sobre artefactos articulados. Menciond a J. Watt (1736-1819) y también el trabajo de J.J.
Sylvester (1814-1897), R. Roberts (1789-1864), P.L. Chebyshev (1821-1894), H. Hart (1848-
1920), W.K. Clifford (1845-1879), J.A. Lissajous (1822-1880), S. Roberts (1827 - 1913), y A.
Cayley (1821-1895).

Esta tradicion de considerar curvas como resultado de acciones geométricas se
puede encontrar también en trabajos de Roberval (1602-1675), Pascal (1623-1662), y de

Leibniz (164-1716). Los dispositivos mecdnicos para dibujar curvas han desempeiiado un



papel fundamental en la creacion de nuevos lenguajes simbdlicos (por ejemplo, el calculo)
y establecer su viabilidad. Las tangentes, las areas y la longitud de arco asociada a muchas
curvas eran conocidas antes de que cualquier ecuacion algebraica fuera escrita.
Experimentos criticos usando curvas permitieron la coordinacién de representaciones
algebraicas con resultados independientemente establecidos de la geometria (Dennis,

1995).

Franz Reuleaux (1829-1905), quién a menudo es llamado "el padre del disefio de
las maquinas modernas”, tenia muchos mecanismos de lineas rectas en su colecciéon del
modelo cinematico. La Universidad Cornell tiene una coleccidn con cerca de 220 modelos
cinematicos distintos de F. Reuleaux y 39 de ellos son mecanismos sobre el movimiento
rectilineo. La pagina KMODDL contiene varios de los mecanismos de F. Reuleaux

(www.kmoddl.cornell.edu).

Ivan Ivanovich Artobolevski, (1905—-1977). Fue un ingeniero mecdnico y cientifico
ruso en el campo de la Teoria de Mecanismos y Maquinas. Fue miembro de la Academia
de Ciencias de la Unidn Soviética desde 1946. Artobolevski propuso una clasificacion de
los mecanismos espaciales y desarrolld métodos para su analisis estructural, cinematico y
cinetostatico. Recopilé en “Pes mPlcanismes dans la techniPue moderne” (Artobolevski,
1975) constituida por cuatro tomos, varios artefactos mecdnicos cuya finalidad era trazar

alguna conica.

BIEP [FRIRRRERRRERR]

A lo largo de la historia de las matematicas, la fabricacion de maquinas o juegos
matematicos han intervenido en el proceso de ensefianza, los especialistas dedicados a
investigar los instrumentos mencionados han reportado: la relacién maquina-matematica,

la construccion de instrumentos a partir de sus propiedades geométricas y la posibilidad



de proponer problemas dentro de un contexto que permita al estudiante formular sus
propias estrategias para la busqueda de soluciones, entre otros factores (Abdank, 1878,

Falconi & Hoyos 2005, entre otros).

Si se compara la aplicacién de maquinas matematicas en diferentes entornos, en
particular el uso de elipségrafos con sus modelos virtuales para trazar elipses y a partir de
ellos obtener las caracteristicas fundamentales de dicha cdénica, se fundamentarian mejor
las razones de la intervencidon de modelos fisicos y virtuales en el proceso de la ensefianza

de la Geometria Analitica.

Ademas esta investigacion aborda como los alumnos mediante la observacién, la
manipulacién de un instrumento matematico (elipsdgrafo) y la resolucién de actividades
didacticas que contienen preguntas que los guian, puedan llegar a desarrollar el concepto
de elipse por si mismos, esperando que obtenido de esta manera, sea aprendido mejor

que el brindado en una clase tradicional usando sdlo lapiz y papel.

BlER RIERIRIER] FIRPRRARRIREIR

Como se ha mencionado anteriormente, este trabajo es parte de un proyecto mas
general en el cual se pretenden realizar comparaciones, entre otras cosas, de las
diferencias fenomenoldgicas que existen entre el hecho de que un estudiante trabaje con
modelos virtuales haciendo uso de las computadoras y modelos fisicos tales como el uso
de estos artefactos. En particular, en este trabajo se investigd el uso de dos de estos
artefactos mecanicos, especificamente dos elipsdgrafos, los cuales se disefiaron y se
construyeron con apoyo del libro “Bes mblcanismes dans la techniPue moderne”
(Artobolevski, 1975), tomo 2, parte 1. Se elabord una serie de actividades de aprendizaje

con una guia de preguntas que respondieron los alumnos. Al final de la actividad los

alumnos podrén ser capaces de construir ciertos conceptos de acuerdo con sus respuestas



en dicha guia, la cual se responde usando dichos artefactos. Estas actividades se
experimentaron con alumnos de bachillerato que ya habian cursado Geometria Analitica,
en ellas se pretendid usar los artefactos mecdnicos y obtener datos, los cuales fueron
analizados para que dentro del proyecto general, se comparen con los obtenidos cuando

los estudiantes usan modelos virtuales.

Por lo que, en este proyecto de tesis, la investigacion que se realizé estd
relacionada con el uso de artefactos mediante los cuales los estudiantes de bachillerato
construyan conceptos de Geometria Analitica, especificamente el concepto referente a la
elipse. Para ello se utilizaron los instrumentos mecanicos que se han construido, en este

caso los elipsografos.

BlER [l EIRIRRERE

Los estudiantes de bachillerato al utilizar instrumentos mecanicos, se motivaran a
deducir y encontrar los modelos matematicos que estan involucrados en la construccién
de este tipo de artefactos, ademds les permitirdn conjeturar sobre los significados vy
aplicaciones de los conceptos matematicos involucrados y recordar conceptos,
habilidades y conocimientos adquiridos anteriormente en otras etapas de su desarrollo
educativo. De igual manera también les permitirdn construir el concepto involucrado en

los instrumentos mecanicos en cuestion.

BlER ORIEERRIE

Los objetivos de este proyecto de tesis son:



& Determinar qué artefactos mecanicos permiten la aplicacion del concepto de
elipse en su disefio.

& Analizar si es posible llevar a cabo la construccion de instrumentos mecanicos que
permitan desarrollar conceptos como el de la elipse.

e Indagar si los artefactos construidos permiten ejemplificar, ante estudiantes,
conceptos tal como el de la elipse.

& Examinar si el uso de los elipsdgrafos construidos, ayudan a los estudiantes de
bachillerato en la construccion del concepto de elipse.

® Analizar qué metodologia de ensefianza es la mas apropiada para llevar a cabo con
estudiantes de bachillerato el uso de este tipo de artefactos.

& Determinar qué conceptos de Geometria aprenden los estudiantes con el uso de

instrumentos mecanicos concretos.

BlE RIRRIRPRRIRRE RR FRPRRPARERREER

e (Es posible que la construccion de artefactos mecanicos le permitan al estudiante
trabajar con conceptos como el de la elipse?

e (El artefacto construido al ser manipulado por el estudiante, le permite
ejemplificar conceptos como el de la elipse?

e (El uso de los elipsdgrafos elaborados, ayuda a los estudiantes de bachillerato a
construir el concepto de elipse, una vez que comprenden el modelo involucrado?

¢ ¢(la demostracién de una construccién geométrica puede ser tratada a través de
que el estudiante manipule un instrumento y encuentre el modelo de
construccién?

s (Qué metodologia de ensefianza es la mas apropiada para llevar a cabo con
estudiantes de bachillerato el uso de este tipo de artefactos?

e (Qué fendmenos emergen en los estudiantes cuando utilizan instrumentos

concretos en el aprendizaje de conceptos geométricos?



CARIETE RO &

BIEE MRIRER TERIEERR

La construccién de artefactos matematicos ha estado presente a lo largo de la
historia, la necesidad que han tenido personas dedicadas a las matematicas e ingenieros
por apoyarse en maquinas e instrumentos que les faciliten el trabajo que les ocupa, se ve
en las diferentes etapas histéricas de la construccién del conocimiento. Un instrumento
matematico es una representacion fisica de un modelo que contiene matematicas y como
es sabido, no es posible estudiar los fenédmenos relativos al conocimiento sin recurrir a la
nocion de representacion, por lo que para iniciar el estudio de la utilizacién de los
instrumentos anteriormente mencionados es importante primeramente abordar las

diferentes cuestiones sobre la representacion.

Duval (1995) menciona en su libro “Semiosis y pensamiento Humano” lo siguiente:
La representacion ha sido el centro de toda reflexién que se
preocupa por las cuestiones que tienen que ver con la posibilidad y la
constitucién de un conocimiento cierto. Y esto, porque no hay conocimiento
gue un sujeto pueda movilizar sin una actividad de representacion. No es
sorprendente pues, que igualmente se haya impuesto la nociéon de
representacion en los estudios psicologicos sobre la adquisicién de los
conocimientos o sobre sus tratamientos. Ahora bien, esta nocion de
representacion se ha presentado en tres ocasiones distintas, cada una con

una determinacion totalmente diferente al fenémeno designado (p. 25).

También menciona que:
La primera vez que se presentd fue en los afios 1924-1926, como
representacion B ERERen el estudio de Piaget sobre Fa representacion del

mundo en el niloBrelativo a las y las explicaciones de los nifios



pequefios sobre los fendmenos naturales y fisicos. El método empleado para
el estudio de las representaciones mentales fue esencialmente la entrevista,
en las que lo que puede parecer un error es considerado como una visidn
distinta de las cosas o de otra légica. En El nacimiento de la inteligencia en el
niklo (1937), Piaget recurre a la nocidn de representacion como “evocacion
de los objetos ausentes” para caracterizar la novedad del ultimo de los

estadios de la inteligencia sensomotriz (pp. 305-306).

La segunda vez, a partir de 1955-1960, como representacion IR
B PRIE FRERREERRE con las teorias que privilegian el FRRERRE ERER, por un
sistema, de las representaciones recibidas de modo tal que produzcan una

respuesta adaptada.

Y la tercera vez, mas o menos desde 1985, como una representacion
@R en el marco de los trabajos sobre la adquisicion de los
conocimientos matematicos y sobre los considerables problemas que su
aprendizaje suscita. La especificidad de las representaciones semidticas
consiste en que son relativas a un sistema particular de signos: el lenguaje,
la escritura algebraica o los graficos cartesianos y en que pueden ser

convertidas en representaciones “equivalentes” en otro sistema semidtico,

pero pudiendo tomar FRRFERRERIERR diferentes para el sujeto que las utiliza.
La nocidn de representacion semidtica presupone, pues, la consideracién de
sistemas semidticos diferentes y una operacidén cognitiva de conversion de
las representaciones de un sistema semidtico a otro. Esta operacién ha de
ser descrita en primer lugar como un “cambio de forma”. Trazar la curva
correspondiente a una ecuacién de segundo grado, o pasar del enunciado de
una relacién a la escritura literal de esta relacion, habrad de considerarse

como el cambio de la forma en que un conocimiento esta representado.



En varios articulos y reportes de investigacion como los de M. Maschietto (2007),
M. G. Bartolini (2003), V. Hoyos (2006), P. Verillon, P. Rabardel (1995) y A. Mariotti (2002),
entre otros, existe informacidn suficiente que avala la hipdtesis de que se mejora el
aprendizaje de conceptos matematicos a través de acciones sobre las representaciones,
de hecho se menciona que las acciones sobre objetos concretos, por ejemplo
instrumentos matematicos, (que pueden ser las representaciones) conducen al estudiante
a tener un mejor significado del concepto en juego. Piaget menciona de manera mas
especifica, “que el entendimiento conceptual de un fendmeno matematico pasa a través
de concepciones de acciones, procesos y objetos y estos entendimientos estan
coordinados en esquemas (1976, pp. 95-103)”, asi mismo propone “que el desarrollo de
estos mecanismos ocurre de manera espontanea como resultado de la maduracién pero
sélo en presencia de experiencias apropiadas (1976, p. 98)” sugiere entonces que “el
papel de la pedagogia es el de cooperar con los mecanismos de aprendizaje y el de ayudar
al estudiante a desarrollar, darse cuenta de ellos e invocarlos de manera consiente (1970,

p.71)".

De esta manera Piaget (1950) sugiere que la accidn se realice sobre objetos fisicos
o materiales concretos. En ese sentido, Dubinsky (1998) menciona “que en nivel
universitario es dificil encontrar sustitutos apropiados de los objetos fisicos (p. 5)”, para
gue éstos puedan ser manipulados y tener accién sobre ellos; una posibilidad es Ila

construccion de instrumentos matematicos con un objetivo didactico.

Relacionando la idea de representacién y de manipulacién de objetos fisicos para
la apropiacién de conceptos, consideramos que el uso de artefactos e instrumentos

mecanicos permite la manipulacion fisica y la manipulacion de las representaciones.

Hoyos y Falconi (2005) en el prologo de su libro “Instrumentos y Matemdticas”

mencionan:



La fabricacion misma de una maquina o juego matematico es un
proceso que involucra diversas etapas de conceptualizacion, para lo que se
requiere: 1) Un alto nivel de comprensién de las propiedades matematicas
que definen a la maquina o artefacto en términos abstractos; 2) La
capacidad de definir a partir de esta conceptualizacion matematica
(abstracta), un proceso de construccién de la maquina; 3) Finalmente se
culmina con la transformacion de esa definicidon ”algoritmica” en un objeto

manipulable y funcional (p. 12).

Ahora bien, la propuesta que se hace en este trabajo es en el sentido de lo que
Piaget (1950) llamo la reversibilidad, es decir, ya construida la maquina o artefacto
investigar las posibilidades que tienen los estudiantes de que puedan explicar por qué

funciona el artefacto.

La Tesis de este trabajo consiste precisamente en probar, que es posible a través
de la manipulacién de estos artefactos y de trabajar con las representaciones graficas
generadas por la maquina, entender el funcionamiento de ésta y por ende iniciar la

comprensiéon conceptual de los objetos matematicos involucrados.

Para el desarrollo de esta investigacion se construyeron dos artefactos
matemadticos para el trazado de elipses (elipségrafos) y otro para trazar parabolas
(parabolégrafo). Antes de continuar mencionaremos la diferencia entre artefacto e
instrumento: conforme a Rabardel (1995), el artefacto es el material u objeto simbélico,
mientras que el instrumento es definido como una entidad mixta formada tanto por el

artefacto asi como sus esquemas de utilizacion.

Una maquina matematica (relacionadas con el campo de la geometria) tiene un
objetivo bdsico, que no depende del uso practico (si procede) del artefacto. Su objetivo es

forzar a un punto, un segmento de linea o una figura plana (con el apoyo de un soporte



material adecuado que las haga visibles y palpables) para mover o transformar de acuerdo

con una ley matematica que ha sido determinada por el diseiador.

En 2003, el documento de la Comisidon de Ensenanza Italiana (UMI-CIIM), creado

dentro de la Sociedad Matematica Italiana sefiala lo siguiente:

Es importante recordar que estas herramientas son el resultado de una
evolucién: han sido producidas con objetivos especificos, como tal, encarnan
ideas. Esto tiene importantes implicaciones diddacticas: antes que nada, los
significados no residen solo en las herramientas y no pueden emerger
puramente de la interaccién de los alumnos con ellas. Los significados tienen
sus raices en los objetivos para los cuales son usados, y en las estrategias
relacionadas con el uso de esas herramientas que son elaboradas en el curso
de las actividades: por otra parte, la apropiacién de los significados requiere
una reflexion individual sobre los objetos de estudio y las actividades

propuestas.

Cuando el estudiante manipula los elipsdgrafos, éste realizard una representacién

grafica; la comprension de las relaciones existentes entre representacion mental (al

manipular el objeto) y representacién grafica (externa) resultado de esta manipulacién

juega un papel en la cognicion. Una clasificacion de estos diferentes tipos de

representacion puede ser la siguiente (Duval et al, 1995):

1.

La oposicion PRRERRRFERRRRRRRERRR es la oposicidn entre lo que aparece a un
sujeto y él observa, de una parte, y lo que a él se le escapa y no puede observar, de
otra. En este sentido la conciencia se caracteriza por la mirada de “alguna cosa”
gue toma ipso facto el status de objeto para el sujeto que efectla esta mirada. El
pasaje de la no conciencia a la conciencia, corresponde a un proceso de

objetivacién para el sujeto que toma conciencia. La objetivacion corresponde al



descubrimiento por el sujeto mismo de aquello que hasta entonces no sospecha,
incluso si otros se lo hubieran explicado. Las representaciones conscientes son
aquellas que presentan este cardcter intencional y que cumplen una funcién de
objetivacién. La significacién es la condicion necesaria de la objetivacion para el

sujeto, es decir, de la posibilidad de tomar conciencia.

2. La oposiciéon ERERFRIERFIFERER es la oposicidon entre lo que de un individuo, de un
organismo o de un sistema es directamente visible y observable y lo que, al
contrario, no lo es. Esta oposicion permite dividir el dominio de las
representaciones mediante dos precisiones suplementarias. La primera, es que
todas las representaciones llamadas “externas” son representaciones producidas
como tales por un sujeto o por un sistema: no son sintomas, como por ejemplo la
expresion de las emociones que se percibe en la cara. La segunda, es que la
produccién de una representacion externa sélo puede efectuarse a través de la
aplicacion de un sistema semidtico. Las representaciones externas son, por
naturaleza representaciones semidticas. Estas representaciones estan por tanto
estrechamente ligadas a un estado de desarrollo y de dominio de un sistema
semidtico. Son accesibles a todos los sujetos que han aprendido el sistema
semidtico utilizado. Las representaciones internas son las representaciones que
pertenecen a un sujeto y que no son comunicadas a otro por la produccion de una

representacion externa.

En este sentido, consideramos que la posibilidad de manipular los elipsografos,
contribuye a que el estudiante interiorice la relacion existente entre la representacion
semidtica resultante (grafica) con la representacion interna o mental, que el mismo

estudiante tiene sobre el funcionamiento del artefacto.

Segun Verillon y Rabardel (1995, p. 77), como resultado de una creciente atencién

a los efectos de la tecnologia y del cambio tecnoldgico en la forma en que vivimos,



aprendemos y trabajamos, actualmente se ha vuelto a poner a discusion la cuestion
referente a las relaciones entre cognicidén y la naturaleza de los artefactos a partir de los
cuales ésta se origina en situaciones cotidianas, del trabajo y escolares. En sus
indagaciones, estos autores han hecho énfasis en las funciones especificas de los

artefactos en el desarrollo cognitivo.

Una de las aportaciones de estos autores, es la de hacer notar que deben existir
diferencias sustanciales en los productos del conocimiento que se derivan de experiencias
de manipulacion que son muy distintas, como son aquéllas en donde un sujeto manipula
(Piaget y Inhelder, 1958) unicamente barras de metal, de diferentes tamafos y grosores, o
transvasa liquidos entre recipientes de diferente forma y tamafio, o bien como las que
involucran la exploracion o el uso de tecnologias, como la activacion de un robot (Verillon

y Rabardel, 1995).

Para Verillon y Rabardel (1995, p. 77), es una cuestion primordial en el campo de la
educacion tecnoldgica y vocacional, indagar cuales son los elementos particulares
especificos y funcionales que aportan los artefactos a los procesos de asimilacion o
acomodacion de la génesis del conocimiento. De acuerdo con estos autores, cabe
preguntarse acerca del efecto que puede inducir, en las matematicas que el estudiante
aprende, el uso de artefactos técnicos como la computadora y los pantdgrafos. En
particular, interesaria dar cuenta de patrones de uso o de esquemas de utilizacion de los
instrumentos, resaltando la utilizacidn del artefacto para incorporarlo a la resolucién de
un problema. El interés de estos autores (1995, p. 84) es el desarrollo de perspectivas
educativas renovadas que se basen en las transformaciones, en las cuales pueden influir
los artefactos tecnolégicos, al modificar las acciones o la actividad en general del sujeto

que aprende.



La actividad serd presentada para realizarse en pequenos grupos de trabajo, por
medio de actividades que contienen preguntas que los alumnos responderan para llegar a

la definicion de Elipse. Lo siguiente se ha tomado de un documento del 2003 de la U.M.I.

La construccidon de significado con una metodologia basada en uso de
artefactos matemadticos esta estrictamente relacionada con la interaccion
social de los estudiantes durante una actividad, llevada a cabo en el trabajo
de pequefios grupos. Durante la actividad del grupo, los estudiantes pueden
compartir el proceso de conceptualizacidn, a través de una interaccion
colaborativa o cooperativa. Después de la actividad de grupo, es la
esperanza de que una discusién en clase, dirigida por el profesor, permita a
los estudiantes compartir sus resultados con los demds grupos. Una
discusiéon matemadtica consiste en una interaccidon social dirigida a la
construccion de un conocimiento comun en el salén de clase, compartida

por todos los estudiantes (p. 34).
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Esta investigacion estuvo basada de acuerdo con el plan de trabajo que a
continuacion se muestra:

¢ Documentacion.

# Analisis y seleccién de artefactos.

e Descripcion de los artefactos.

¢ Demostracion matematica del funcionamiento de los artefactos.

# Construccidn fisica de los artefactos.

e Realizacién de actividades didacticas (hojas de trabajo).

& Experimentacién piloto y formal mediante el uso de artefactos y hojas de trabajo
con estudiantes de bachillerato.

¢ Organizacion y anadlisis de la informacién (hojas de trabajo, videograbaciones, etc.).

A continuacion se detallard cada aspecto de manera individual explicando lo

sucedido en cada punto.
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Se realizd una documentacion histérica de algunos artefactos empleados para
dibujar curvas y secciones cdnicas. Con lo anterior se observd, que dichos artefactos son
realmente antiguos, los primeros fueron creados por los griegos hace mas de dos mil afios

y han sufrido varias transformaciones convirtiéndose cada dia en artefactos mas



complejos y elaborados. Con el paso del tiempo dichos artefactos ganaron popularidad y
tomaron fuerza con el nacimiento de la Geometria Analitica, aproximadamente en el afio

de 1657.

Por otro lado, se revisd la obra de Ivan lvanovich Artobolevski “Pes mEcanismes
dans la technique moderne” (Artobolevski, 1975), la cual es un compendio de varios
artefactos que trazan diferentes cénicas, ademas de informacion sobre artefactos que se
habian construido virtualmente, con la finalidad de simplificar su andlisis. Cabe mencionar
gue cada artefacto tiene una breve nota acerca de su construccién (bosquejos de su

funcionamiento y algunas restricciones para ello).
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Se seleccionaron los artefactos a partir de los que ya estaban construidos
virtualmente, esto con la finalidad de poder contrastar los resultados obtenidos usando

artefactos concretos vy virtuales.

Los artefactos virtuales estan construidos con el software Geogebra, con el cual se
trabajo para aprender a usar algunas de sus herramientas. La siguiente fase de la
investigacion, fue manipular los distintos artefactos para entender su funcionamiento a
través de esta interface. En esta etapa se realizé una comparacién entre el artefacto

virtual y el concreto.

Una vez que se analizaron los artefactos virtuales, se prosiguid a seleccionar cudles
de ellos eran factibles para poderse construir, puesto que habia artefactos interesantes,
pero fisicamente complicados de realizar. En el analisis de dichos artefactos se observé
gue algunos de ellos virtualmente rebasan a la realidad, esto es, al atravesar una barra a

otra en determinada parte del movimiento, lo cual fisicamente es imposible.



De esta manera, los dos primeros artefactos seleccionados fueron el Elipsografo de
palancas y colisa de inwards y el Paraboldégrafo de palancas y colisa de inwards, puesto
gue eran muy parecidos. Posteriormente se optd por incluir el Antiparalelogramo
articulado de van Schooten. Todos estos artefactos estaban construidos por barras
articuladas, es decir, que tienen movimiento en los extremos. Algunas de esas barras
estan perforadas en el centro para que por alli pueda correr la punta del instrumento que
se pudiera usar para dibujar la elipse (un lapiz, lapicero, pincelin) por medio de una
corredera. Otro comentario, es que los dos elipségrafos necesitan dos correderas
mientras que el paraboldégrafo necesita tres. Por otro lado, los artefactos fueron
seleccionados, porque se pensé que podrian tener medidas similares y armarse con las

mismas barras, de esta manera se optimizaria el material.

Una vez realizada la seleccion de dichos artefactos se procedié a manipularlos
virtualmente y en tratar de comprender la descripcién de los artefactos en las hojas
impresas. Al tener ideas mas claras sobre eso lo siguiente fue tratar de ajustar las posibles
medidas del artefacto. El primero con el que se trabajé fue con el Elipségrafo de palancas
y colisa de inwards. Se tratd de que el artefacto tuviera medidas que se ajustaran a las
especificaciones de las impresiones pero que también tuvieran un tamafio adecuado y que

no fueran muy grandes.
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Figura 3.1 Elipségrafo de palancas y colisa de inwards.

Las longitudes de los segmentos del artefacto satisfacen las siguientes condiciones:
EB = BC=CD =DE,

es decir, la figura EBCD es un rombo. Los puntos A y C se mantienen fijos (focos). El
segmento BD es la diagonal del rombo. Los segmentos BE y ED forman pares de rotacidn
con el segmento AE que giran alrededor del punto fijo A y los segmentos BC y CD giran
alrededor del punto fijo C. La diagonal BD forma un par de rotacién con los segmentos CB
y BE. Los segmentos CD y ED se encuentran conectados a la corredera 1, la cual durante el
movimiento se desplaza a través del segmento BD provocando con esto que el rombo se
estire o se contraiga. La corredera 2 se desplaza sobre el segmento BD y la corredera 3 por
el segmento AE. Con la interseccidn de ambas correderas obtenemos el punto K, que por
lo anterior, tiene desplazamiento sobre los segmentos AE y BD. Cuando el segmento AE
gira alrededor del punto fijo A, el punto K describe una elipse. El artefacto puede trazar
mas de la mitad de la elipse en el plano, para completar el trazo es necesario sacar los

puntos fijos y cambiar el artefacto de posicién.



Existe una condicién para que dicho artefacto pueda describir una elipse. La
condicidn es que % AE > AO (AO = 0OC) es decir, que la distancia entre los focos sea menor

que el segmento AE, de lo contrario el artefacto no trazara nada.
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Figura 3.2 Antiparalelogramo articulado de van
Schooten.

La base de este artefacto es el Antiparalelogramo ABCD. Cabe mencionarse que:

AB=CDyAD =BC.
Se dice que es Antiparalelogramo, puesto que en el movimiento, el artefacto sigue

manteniendo la propiedad de no tener dos pares de lados paralelos.

Los puntos fijos (focos), son los puntos Ay B. La corredera 1 se desplaza a través
del segmento AD vy la corredera 2 por el segmento BC. Con la interseccién de la corredera
1y 2 obtenemos el punto E. Al mover el artefacto, el punto E tiene desplazamiento por los

segmentos AD y BC, describiendo durante el movimiento una elipse.
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Figura 3.3 Parabolodgrafo de palancas y colisa de inwards.

Las longitudes de los segmentos del artefacto satisfacen que:
AD =DB=BC=CA,
es decir, la figura ADBC es un rombo. Los segmentos CA y AD giran alrededor del punto
fijo A. Los segmentos AC y BC estan conectados a la corredera 1 que se desliza por parte
del segmento CD. Los segmentos BD y BC forman pares de rotaciéon con la barra 1y la
corredera “a” que se desliza a lo largo de la guia fija P-Q. La corredera 2 se desliza a través
del segmento CD vy la corredera 3 por la barra 1. Ambas correderas forman el par de
rotacidn K, a través de la cual pasa el segmento DC, que a su vez es la diagonal del rombo
ADBC. Cuando la corredera “a@” se desplaza a lo largo de la guia P-Q, el punto K describe
una parabola, cuya ecuacion es:
y? = 2px

donde p es la distancia desde el punto A hasta el eje de la guia P-Q.
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A continuacion se presenta una imagen del Elipségrafo de palancas y colisa de
inwards:

Figura 3.4 Construccion para la demostracion del Elipsdgrafo de palancas y colisa
de inwards.

Por construccién sabemos que:
BC=CD =DE =EB

Ahora tracemos el segmento KC:

Figura 3.5 Trazo del segmento KC.



Los triangulos KDE y KDC son congruentes por LAL por tenerf
a. DE =DC (por construccion)
b. KD lado comun

c. [J KDE =[] KDC puesto que BD es diagonal

De la congruencia anterior podemos deducir que:
KC = KE
Observemos que:
AE = AK + KE
AE = AK+KC  (por ser KE = KC)
Pero AE es constante

— AK + KC = constante

.. Se cumple la condicidon para que el punto B describa una elipse segln su definicion.

Hasta aqui se ha demostrado que todos los puntos que traza el artefacto se
encuentran sobre la misma elipse, a continuacién se demostrarad que el artefacto puede

trazar cualquier punto que se desee sobre la elipse.

Supongamos que el Elipségrafo de palancas y colisa de inwards es ideal y puede

girar libremente pudiendo de esta manera trazar completamente la elipse.

Durante el movimiento del artefacto, los puntos A y C se mantienen fijos (focos), el
Punto E describe una circunferencia con centro en A y radio AE. De igual manera el punto
D describe una circunferencia cuyo centro es el punto C y su radio es CD. Por construccion,
conocemos que BE = ED = DC = CB. Durante el movimiento del artefacto también se

describe una circunferencia cuyo centro es E y de radio ED.



Al momento de fijar la posicion del punto E, los puntos B y D estaran determinados
por las intersecciones de las circunferencias con centros en C, E y de radios CD y ED

respectivamente, en cualquier movimiento del artefacto puesto que BC = CD.

Ahora bien, se llamard P a un punto arbitrario sobre la elipse y se trazard una recta
(R1) que valla del punto A y que pase por el punto P. Dicha recta cortara en P’ a la
circunferencia descrita por E. Se puede ver que AP’ = AE y que el punto K también se

encuentra sobre la elipse.

______ REEE RE

Punto P’

Figura 3.6 Trazo del punto P (mover el artefacto hasta colocar al punto E sobre P’).

Para poder trazar el punto P con el artefacto, es necesario moverlo hasta que el
punto E se encuentre sobre el punto P’, por lo mencionado anteriormente K quedard

sobre P.
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A continuacion se mostrard una imagen del artefacto anteriormente mencionado:

Figura 3.7 Construccion para la demostracion del Antiparalelogramo
articulado de van Schooten.

Primeramente se demostrard que el punto E esta sobre la misma elipse durante el
movimiento del artefacto. Se presentaran dos demostraciones de ello, las cuales son en

teoria iguales, salvo el ultimo paso.
Por construccidon conocemos que:
AB=CD

AD =BC

Ahora tracemos los segmentos CA y DB:



Figura 3.8 Trazo de los segmentos CA 'y DB.

Notemos que se forma un trapecio, puesto que tiene 4 lados y tiene un par de
lados opuestos paralelos, mas aun, se trata de un trapecio isésceles, puesto que sus lados

no paralelos son iguales (AB = CD).

A continuacion se presenta la demostracion del paralelismo de los segmentos ACy
BD en el cuadrildtero ABDC. Esta se basa en el teorema del angulo exterior y en el
teorema AIP. El primero sefala que la medida de un angulo exterior a un triangulo, es
igual a la suma de las medidas de los angulos interiores opuestos a él. Esto es, para el
triangulo ABC, el angulo PCB (figura 3.8) es exterior a AABC, por tanto [l PCB = [] CBA +

] CAB.

Figura 3.9 Teorema del dngulo exterior



Este resultado se basa a su vez en el hecho de que la suma de los angulos
interiores en un tridngulo es 180°.
Como [l ACB+ [l PCB=180°
Entonces (] ACB+[] PCB=1[] ACB+[] CBA+[] CAB
Eliminando tenemos [ PCB =[] CBA + [] CAB.

Por otra parte, el teorema AIP seiala que si en un sistema de lineas transversales
los angulos alterno internos son congruentes, entonces
dos de las rectas que conforman el sistema son
paralelas. Esto es, si L1 y L2 son dos rectas
cualesquiera y L3 es una transversal a ellas, y si la
pareja de angulos a-i @y p son congruentes, entonces

L1|| L2 (figura 3.9).

Figura 3.10 Teorema AIP

La demostracién de este teorema se puede realizar por reduccidn al absurdo; esto

es: queremos demostrar que L1||L2, entonces supongamos que L1y L2 no son paralelas.

Por tanto, L1 intersecta a L2 en un punto (A). Entonces, el angulo o es exterior al
triangulo ABC, por lo que B > a, lo que es imposible ya que contradice la hipdtesis inicial (a

= B). Luego entonces L1|| L2.

Regresando al resultado que se quiere demostrar, primeramente notemos que

para los triangulos ABD Y DCA (figura 3.11) se tiene que:

Figura 3.11 Comparacion de los tridngulos ABD y DCA



Por construccion:

DC=AB
Asi mismo, por construccion:

BD = CA
Y,

AD =DA

Por tanto, por el criterio de congruencia de
triangulos LLL, concluimos que AABD = ADCA.
Como resultado de esta congruencia tenemos

que:

"‘\;3
'] ADB =[] DAC (=)
Figura 3.12 Los angulos ADB y DAC son

congruentes.

De manera semejante, observemos que en los triangulos ABC y DCB, se tiene:

Por construccion: AB =DC

También por construccion: AC=DB

Y, BC=CB

Y nuevamente utilizando el criterio de

congruencia LLL, concluimos que
AABC = ADCB.

De esta congruencia, obtenemos:

B
Figura 3.13 Los angulos ACB y DBC son

[] ACB =[] DBC (=)

congruentes.



| APB es exterior a AAPD entonces, por el
teorema del dngulo exterior,

[] APB = 2¢ (1)

B
Figura 3.14 Comparacidén entre los angulos APB y
APD.

[1 APB también es exterior a ABPC entonces, por el teorema del angulo exterior:
L] APB = 2P (2)
De (1) y (2) concluimos que ¢ = B. Y, utilizando el teorema AIP, concluimos que BC||AD.

L.g.d.

Una vez concluido lo anterior regresamos a la demostracién de que el artefacto

traza puntos sobre la misma elipse. Tracemos el eje de simetria al cual lamaremos t:

Figura 3.15 Trazo del eje de simetria t.

Sea M el punto de la interseccidén de t con CAy N el punto de la interseccidon entrety BD:



A B
Figura 3.16 Puntos de interseccién My N.

Notese que el trazo del eje de simetria tiene algunas implicaciones interesantes en
nuestra figura como son las siguientes:
& tesperpendiculara BDy ACYy los corta en su punto medio (mediatriz).

e thbisectaalos angulos L] DEBy [] CEA.

Ahora tenemos todo lo necesario para afirmar que ABEN es congruente con ADEN por el
criterio LAL:
e Tienen a EN como lado comun.
¢ [ BNE = [J DNE (porque el eje de simetria es perpendicular a BD formando
angulos rectos).
¢ BN = ND (puesto que t bisecta a BD por ser eje de simetria).
. ABEN = ADEN
También AMEA es congruente con AMEC:
¢ EM lado comun.
¢ [I CME = [ AME (porque el eje de simetria es perpendicular a BD formando
angulos rectos).
¢ CM=MA (puesto que t bisecta a AC por ser eje de simetria).

-« AMEA = AMEC



De las dos congruencias anteriores obtenemos que el AAEB es congruente con
ACED por el criterio LLL (ya que de las congruencias anteriores deducimos que EB = ED y
EA = EC ademas de que por construccion conociamos que AB = CD).
De alli vemos que:
AE + EB = AE + ED = AD = cte.

.. Se cumple la condiciéon para que el punto E describa una elipse segun su definicion.

De manera mas rigurosa, puede demostrarse que dicho artefacto cumple la

definicidn de elipse.

La demostracioén es andloga a la anterior hasta los siguientes resultados:
ABEN = ADEN
AMEA = AMEC

Ahora observemos la siguiente figura:

Figura 3.17 Obsérvese que los angulos a y 8 son opuestos por el
vértice.

De alli nos damos cuenta que [ a =[] B por ser angulos opuestos por el vértice.
Entonces AAEB = ACED por el criterio LAL:

¢ Ellado BE = DE (resultado de |la primera congruencia)



s [l a=1[] B (porserdangulos opuestos por el vértice)
¢ Ellado AE = CE (resultado de la segunda congruencia)
-~ AAEB = ACED
Y de alli podemos observar que AE + EB = AE + ED = AD = cte.

.. Se cumple la condicidon para que el punto E describa una elipse segun su definicién.

A continuacidén se demostrard que el artefacto puede trazar cualquier punto que se

desee sobre la elipse.

Supongamos que el Antiparalelogramo articulado de van Schooten es ideal, siendo
sus barras lo suficientemente angostas, permitiendo con ello trazar completamente la

elipse.

Considerando lo anterior, movemos el artefacto a partir del punto D. Tomemos en
cuenta que los puntos A y B se mantienen fijos (focos), el punto E (describe la elipse) es la

interseccion entre los segmentos ACy CD.

Durante el movimiento, el punto D describe una circunferencia de centro en Ay
radio AD (C1), y el punto C otra con centro en B y radio BC (C2). Por construcciéon AD = BC.
Por otra parte, el punto D durante el movimiento actla como centro de la circunferencia
de radio DC (C3). Al mover el artefacto por el punto D y dejarlo fijo en cualquier posicion,

el punto C quedara situado sobre la interseccién de C2 con C3.

Supongamos que se quiere trazar un punto arbitrario P sobre la elipse. Tracemos
una recta (R1) que valla del punto A y que pase por el punto P. Dicha recta cortaraen P’ a
la circunferencia descrita por el punto D y que tiene centro en A. Notemos que AP’ = AD
por ser ambos radios de la circunferencia con centro en A y que el punto E también se

encuentra sobre la elipse.



Figura 3.18 Trazo del punto P ( mover el artefacto hasta colocar al punto
E sobre P’).

Para poder trazar dicho punto con el artefacto, es necesario moverlo hasta que el
punto D se encuentre sobre el punto P’, por lo mencionado anteriormente E quedard

sobre P.

3.5.2.1 PIASEl ESPERIEAR

En el caso en el cual los segmento AB y CD sean paralelos se formara un rectangulo

o bien un cuadrado (dependiendo de la longitud de los segmentos AD y BC).



A B

Figura 3.19 Caso en el que el Antiparalelogramo articulado forma un
paralelogramo.

Tracemos los segmentos AC y BD asi como sus ejes de simetria de la figura a los cuales
llamaremos s y t (los segmentos AD y CD coinciden con sus diagonales). Llamemosa M a la
interseccion del segmento AC con ty N a la interseccion del segmento BD con t. Llamemos
P a la interseccidn del segmento CD con s y Q a la interseccidon del segmento AB con s.

Observemos la siguiente figura:
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Figura 3.20 Diversos trazos y puntos de interseccién necesarios para la
demostracion del caso especial.

De la figura podemos obtener las siguientes caracteristicas:

« AC=BDy AB=CD



s E eslainterseccidn de los ejes de simetria s y t, por lo que es punto medio.
e El eje de simetria t bisecta en dos a los segmentos AC y BD. De alli AM = CD = BN =
DN = PE = QE.
s El eje de simetria s bisecta en dos a los segmentos AB y CD. De alliAQ =QB =CP =
PD =EM = EN.
s También tenemos que AE = EC = BE = DE.
e Los angulos AEB y CED son iguales por ser opuestos por el vértice. El eje de
simetria s los bisecta formando angulos iguales ([J] AEQ = [J BEQ = [J CEP = [J
DEP).
¢ Los angulos AEC y BED son iguales por ser opuestos por el vértice. El eje de
simetria t los bisecta formando angulos iguales ([l AEM =[] CEM = [] BEN = [J
DEN).
De lo anterior claramente podemos observar que todos los tridngulos formados son
congruentes entre si. De alli podemos observar que:
AE + EB=AE + ED = AD = cte.

.. Se cumple la condiciéon para que el punto E describa una elipse segun su definicién.
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Desde el inicio de la construccidn se tratd de adecuar las medidas para cada uno de
los artefactos con el fin de que no fueran muy grandes y que funcionaran adecuadamente
de acuerdo a sus propiedades. Ademas, se seleccionaron artefactos cuya longitud de sus
barras fueran iguales, con la finalidad de poder armar los distintos artefactos sin construir
demasiadas de ellas. En esta etapa se realizaron varios bosquejos utilizando diferentes

materiales.

El primer bosquejo realizado fue el del elipsdgrafo de palancas y colisa de inwards,

puesto que éste es la base para construir el paraboldgrafo de palancas y colisa de inwards



al cual solo se le agrega una barra mas, si este quedaba bien se garantizaba que el
parabolégrafo también. De esta forma, fue construido con barras de cartén. Las
articulaciones fueron simuladas con el tintero de un lapicero, lo que permitia torsion entre

las barras; no contaba con correderas por lo tanto fue un prototipo simple.

Después de la construccion de éste, se decidié hacer un prototipo elaborado. Se
volvid a construir el mismo artefacto pero con un material mas rigido como el papel
ilustracion (usado para hacer maquetas). Ademds se traté de pensar en algo que
funcionara como articulacidon entre las barras para que estas pudieran tener torsién.
Primero se considerd usar remaches, pero se decidid por postes, los cuales son mas
rigidos, de mayor calidad y que dificilmente podrian desatorarse como lo hacen los

remaches, puesto que los postes se atornillan y existen de diferentes tamafios.

Figura 3.21 a) Remaches. b) Postes de distintos tamafios.

Las barras hechas en papel ilustracion fueron cortadas con un exacto y los orificios
por los que se unirian mediante postes fueron hechos con una perforadora. Fueron

cortadas seis barras con las especificaciones mostradas en la figura 3.22.
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Barra rigida 4 10x1.5x0.15
Barra perforada 1 20x1.5x0.15
larga
Barra perforada 1 12x1.5x0.15
corta
Corredera 3 2x1.9x0.5

Figura 3.22 Barras y correderas de papel ilustracidn y sus especificaciones.

El verdadero reto fue disefiar y construir las correderas. La opcion fue hacer pequeios
cubos que pudieran meterse en las barras perforadas (es decir, cubos sin dos de sus caras)
y que tuvieran un orificio en la parte central de la cara superior y posterior para poder
introducir por alli el lapiz para trazar la elipse. Los orificios de las dos caras por donde
pasaria el lapiz fueron hechos con una perforadora de hojas. Primero se obtuvieron las
medidas pertinentes y se cortaron las caras, perforando las que se usarian en la parte

superior e inferior y luego uniéndolas todas con un pegamento especial.

Figura 3.23 Correderas hechas de papel ilustracion.

Una vez todo listo, lo siguiente fue unir las barras con los postes y colocar las correderas.
Los postes quedaban un poco flojos en los orificios hechos para unir las barras, pero se les
enrollo cinta adhesiva para que llenaran mejor el orificio. El modelo final se muestra a

continuacion:



Figura 3.24 Bosquejo del Elipsdgrafo de palancas y colisa de

inwards construido en papel ilustracion.

La siguiente construccidn tuvo cambios en la longitud de algunas barras, asi como

el material en que se construyd, el cual fue tireno (plastico); es mas delgado que el papel

ilustracién, pero a su vez, mas rigido y resistente para que las barras tuvieran menos

deformacion que las construidas en papel ilustracién y su manejo se facilitara.

e e Barra rigida 10x1.5%0.9
Barra perforada 1 19x1.5x0.9
o — R e —
251 14 25!
Barra perforada 1 14x1.5x0.9
e corta ) ———
N 11.5 .5
Corredera 3 2x1.9x0.4

Figura 3.25 Barras de tireno y sus especificaciones.



Figura 3.26 Elipségrafo de palancas y colisa de inwards

construido en tireno.

Se realizé otro prototipo en tireno de mayor calibre. Fue una aproximacion mas
cercana a lo que se pretendia llevar a las aulas. Este material fue dificil de trabajar debido

a su grosor por lo que las barras fueron cortadas usando una navaja especial para acrilicos.

En este prototipo se decidido aumentar la longitud de las barras.

Barra rigida 12 x1.5x0.15

Barra perforada 1 17 x1.5x0.15
corta || — !0.7

3 14 2

Barra perforada 1 25x1.5x0.15
larga [T 1]
I 35I 19 Izél

Corredera 3 2x1.9x0.6

Figura 3.27 Barras y correderas de tireno grueso y sus especificaciones.

Hasta el momento se trataba del mejor prototipo que se habia desarrollado. Cabe
destacarse que por las caracteristicas de este material, las barras se deformaban muy

poco en el movimiento, de esta manera las elipses se trazaban mejorf



Figura 3.28 Prototipo del Elipsografo de palancas y colisa de inwards

hecho en tireno grueso.

Con la experiencia de haber trabajado con diversos materiales y conociendo los

resultados, el siguiente artefacto construido fue el Antiparalelogramo articulado de van

Schooten con el tireno de mayor calibre.

DERRFRIFEE B @ | CERERERE | MERERRD CERRRRRRRRRRE
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Barra rigida 2 10x1.5x0.15
Barra perforada 2 17x1.5x0.15
[ ——= o~
k3 13 Py
Corredera 2 2x1.9x0.6

Figura 3.29 Barras y correderas en tireno grueso necesarias para armar el Antiparalelogramo

articulado de van Schooten.

Se decidié que las barras rigidas de este artefacto fueran de la misma longitud y

perforaciones que las del elipsdgrafo de palancas y colisa de inwards. De esta manera se

pudieron usar las mismas barras en ambos artefactos, con la seguridad de que ambos

funcionarian adecuadamente. La siguiente figura muestra el Antiparalelogramo construido

en tireno.



3.30 Antiparalelogramo articulado de van Schooten en
tireno grueso.

El siguiente paso fue decidir el material final que se usaria para realizar los
elipsdgrafos, que serian los que se aplicarian con un grupo de bachillerato. Se optd por el
metal o bien la madera. Al contar con dos prototipos de calidad, podiamos usarlos para
llevarlos a lugares especializados donde realizaran la construccién con dichos materiales.
Fueron llevados a diferentes lugares, como tornos y herrerias, asi como a la facultad de

Tecnologia de la Madera de la UMSNH; donde no pudieron construir los artefactos.

Después se decidid buscar a un herrero artesanal, proporcionandole el
Antiparalelogramo articulado de van Schooten asi como sus piezas individuales (sin unirlas
con los postes), se le pidié que él sugiriera el material mas adecuado para construirlo
(aluminio, latén, etc.). Al cabo de unos dias el herrero tenia el artefacto, el cual era
diferente al que se le habia proporcionado, ya que el ancho de las barras no correspondia
a las del prototipo, porque al perforar las barras de aluminio se doblaban o se arrugaban.
También menciond que el bronce podia ser mejor material pero mas caro, al final el
herrero trabajé con solera, las correderas las realizé con mucho ingenio puesto que doblé
una laminilla de metal alrededor de las barras por donde deberia de deslizarse y las
perford en el centro para que por alli se pudiera introducir el lapiz que trazaria la elipse.
En la figura 3.30 se pueden observar las medidas de las barras y en la figura3.31 se

muestra el Antiparalelogramo en solera.



Barra rigida 12x1.3x0.23

Barra perforada 2 17X3X0.23
[ ——1h
— —H
13 14.4 13
Corredera 2 3.4X1.75X0.5

Figura 3.31 Barras de metal y sus especificaciones.

El artefacto era muy tosco, pesado y dificilmente manejable. De esta manera se
decidié desechar la idea de construir los artefactos en metal. La siguiente opcién era

intentar construirlos en acrilico.

Y

3.32 Antiparalelogramo articulado de van Schooten

construido en metal.

Se encontré un lugar donde de inmediato aceptaron la propuesta de construir las
barras de los artefactos. Se decidié que se hicieran en acrilico de dos milimetros de grosor,
puesto que entre menos grosor tuvieran las barras, con mayor soltura podia manejarse el

artefacto. El personal del lugar adapté las medidas de las deslizaderas.



Las barras de los artefactos tienen las mismas medidas, por lo que con las barras
del Elipségrafo de palancas y colisa de inwards era posible construir tanto el
Parabolégrafo de palancas y colisa de inwards y el Antiparalelogramo articulado. Con esto
se logré la optimizacion del material asi como reduccién en los gastos. Véanse la tabla 3.1

y la figura 3.25.

Barra rigida 10x1.5x0.15 4 2 4
Barra perforada 25X 1.5X0.2 1 0 2
larga | | 1T |05
iz } 7 } 2 i
Barra perforada 17X1.5X0.2 1 2 1
corta | ——————rfos
o - >
Corredera 2x1.9x0.5 3 2 4

Tabla 3.1 Especificaciones y barras necesarias para armar cada
uno de los artefactos.

De esta manera fue como se llegd a la construccion en acrilico de dichos artefactos, los

cuales fueron aplicados con alumnos de bachillerato.

Figura 3.33 Artefactos construidos en acrilico. a) Antiparalelogramo, b)
Paraboldgrafo y c) Elipsdgrafo de palancas y colisa de inwards.
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Se decidio presentar a los alumnos de bachillerato Unicamente los elipségrafos y se

planed una actividad distinta para cada uno de ellos.

Se comenzé tomando en cuenta las caracteristicas de cada artefacto asi como su
demostracién matematica. A partir de alli se decidiéd que dichas actividades deberian de
consistir en una serie de preguntas que invitaran a los estudiantes a manipular cada
artefacto, que conocieran cada parte que los conforma, que observaran las figuras que se
formaban entre sus barras asi como las longitudes de las mismas, también que verificaran
su comportamiento mientras dicho artefacto tenia movimiento asi como en estado
inmavil. Lo que se deseaba era que los alumnos, a partir de esa guia y de la manipulacién

del artefacto pudieran construir por si mismos el concepto de elipse.

De esta manera, se hicieron dos actividades didacticas, en las cuales algunas
preguntas eran iguales, pero debido a que las demostraciones de cada una de ellas eran
muy diferentes muchas preguntas variaron. Dichas actividades se encuentran anexas al

final de esta investigacion.

BIE ERRIRRR RRPREEIR RIENER B FREER ERIR PRIERIRR RRIERER RR ERERERRRRIE R RRIEER
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Primeramente se realizé una prueba piloto usando las actividades didacticas que
se habian desarrollado. La finalidad de esta prueba fue observar si las instrucciones son las
adecuadas, si los alumnos comprenden el enunciado de cada pregunta, asi como si el
vocabulario utilizado es el adecuado. Otro aspecto importante de la prueba piloto es que
nos permite identificar si las preguntas planteadas son las adecuadas para que los

alumnos puedan llegar a la demostracion del artefacto asi como la construccién del



concepto de elipse, ademas de si sobran o hacen falta preguntas, y también si debe de

modificarse el orden de las mismas.

La prueba piloto se dividi6 en dos sesiones. Primero se aplicéd la actividad
correspondiente al Elipsdgrafo de palancas y colisa de inwards. Se llevd a cabo el dia
martes 23 de marzo del 2010, en el edifico D de Ciudad Universitaria a las 4:00 pm. Los
alumnos que participaron provenian del CBTIS 149 de la ciudad de Morelia, estaban
cursando el cuarto semestre. Esta actividad se realizd con seis estudiantes, los cuales
fueron divididos en dos equipos de tres integrantes. Los equipos se conformaron por
afinidad. Cabe mencionar que se contd con una video camara de grabacién para recabar

informacioén acerca del razonamiento de los alumnos.

La segunda actividad, correspondiente al Antiparalelogramo articulado de van
Schooten, se realizé el dia miércoles 24 de marzo del 2010, en el edifico D de Ciudad
Universitaria, a las 4:00 pm. Se trabajé con los mismos seis estudiantes, divididos en tres
equipos de dos integrantes. En esta ocasion se indicé qué alumnos formarian cada equipo.

Hubo dos camaras de grabacion.

Actividad No. de Integrantes | Video cdmaras | Duracion aproximada
equipos por equipo de cada actividad
Elipségrafo de palancas 2 3 1 140 minutos
y colisa de inwards
Antiparalelogramo 3 2 2 110 minutos
articulado de Van
Schooten

Tabla 3.2 Especificaciones de las pruebas piloto.

La prueba piloto permitié hacer observaciones que hicieron cambiar la redaccién
de algunas preguntas, asi como la inclusidn y eliminacion de otras, y el agregado de
anexos de algunas definiciones. Por ejemplo, en la actividad del Elipségrafo de palancas y

colisa de inwards se encontraban las siguientes preguntas:



12.

13.

14.

15.

¢Cuales son las caracteristicas de la figura formada por los segmentos BC, CD, DE y
EB?

éCrees que la elipse se modificaria si los segmentos BE, ED, DC y CB fueran mas
grandes o mas pequefios?

Ahora, acerca el punto A al punto C y manipula el artefacto. ¢Cémo se comporta
este trazo?

Ahora, aleja el punto A del punto C y manipula el artefacto. ¢Cual es el
comportamiento de este trazo?

¢Qué puedes deducir del acercamiento y el alejamiento del punto A con el C?

Después de la prueba piloto, hubo varios cambios en la redaccion de la mayoria de

las preguntas, pero los cambios mas significativos fueron que se agregd una pregunta al

principio de la actividad, las preguntas 6 y 13 se modificaron y las 12, 14 y 15 fueron

eliminadas, también se agregd un anexo para responder la pregunta 15. A continuacién se

muestra la pregunta incluida al principio de la actividad asi como la correccién de la 6 y el

anexo de la pregunta 15 (Anexo 1):

¢De cudntas barras esta conformado el artefacto? Escribe la longitud de cada una
de ellas, nombrando a cada barra con los puntos de cada uno de sus extremos (por
ejemplo barra AE).

Mueve el artefacto y observa la figura formada por los segmentos BC, CD, DE y EB.

¢Qué figura se forma?, équé caracteristicas tiene dicha figura?

ARRRR RR DRFEIEERR FF RRPRRE

La elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la suma de las
distancias a dos puntos fijos lamados focos es una constante positiva.

En cuanto a las preguntas de la actividad del Antiparalelogramo, la gran mayoria

tuvo cambios en la redaccidn, se incluyeron algunas otras asi como anexos y otras fueron

eliminadas. Los cambios mas significativos se dieron en las siguientes:



2. Mueve el punto D y observa atentamente lo que ocurre con los demas puntos, asi
como en los segmentos. Durante la manipulacién del artefacto, équé figuras
geométricas forman dichas barras?

8. Traza el eje de simetria de dicha figura. ¢Cudl es la propiedad del eje de simetria?,

Cémo es el eje de simetria respecto a los segmentos ACy BD?

Dichas preguntas se modificaron quedando de la siguiente manera:
2. Mueve el artefacto y observa atentamente lo que ocurre con todos sus segmentos.
Durante el movimiento del artefacto, équé figuras geométricas forman dichos
segmentos (incluyendo los segmentos ACy BD)?

B EREREREIR RRE BR FRERERIERE ERERIERRIE R RRIEREL

Observa la figura de la pregunta anterior ¢Tiene algun eje de simetria? Traza el o
los ejes de simetria de dicha figura. ¢ Cémo es el eje o los ejes de simetria respecto
a los segmentos ACy BD?

ANERO

E BIE BHE BRE RN

Una linea que atraviesa una figura de tal manera que -
cada lado es el espejo del otro. Si doblaramos la [ .~ § ™.
figura en la mitad a lo largo del Eje de Simetria, :
tendriamos que las dos mitades son iguales,
guedarian parejas.

El eje de simetria es la mediatriz del segmento™
cuyos extremos son puntos simétricos.

Para mayor informacidn, las actividades didacticas se encuentran en los Anexos, al

final de esta investigacion.

Una vez modificadas las actividades, se realizd la prueba formal de la misma
manera que la prueba piloto, es decir en dos sesiones, primero se aplicé la actividad del

Elipségrafo de palancas y colisa de inwards el dia jueves 6 de Mayo del 2010, en la sala de



juntas de la Academia de Matematicas del CBTIS 149 en Morelia Michoacéan a las 11:00

am. En esta ocasion se realizé con ocho alumnos de cuarto semestre de la especialidad de

administracion, siendo cuatro hombres y cuatro mujeres. Se formaron cuatro equipos de

dos integrantes (un hombre y una mujer).

La segunda actividad se llevd a cabo el dia miércoles 13 de Mayo del 2010, en la

sala antes citada a las 11:00 am. Los equipos fueron los mismos de la sesién anterior.

Actividad No. de Integrantes | Video cdmaras | Duracion aproximada
equipos por equipo de cada actividad
Elipsografo de palancas 4 2 2 150 minutos
y colisa de inwards
Antiparalelogramo 4 2 2 110 minutos
articulado de Van
Schooten

Tabla 3.3 Especificaciones de las pruebas formales.

La muestra de esta prueba formal se vio limitada debido a diversas causas:

e Fue dificil conseguir un grupo de bachillerato en donde el profesor a cargo de

dicho grupo motivara e incentivara a los estudiantes a participar en las actividades.

e Se hizo la invitacién a varios alumnos a participar pero sélo se presentaron ocho.

e La prueba coincidid con los exdmenes parciales que se aplican a los alumnos en las

diferentes asignaturas.

e Sélo pudieron construirse cinco Elipségrafos de palancas y colisa de inwards y siete

Antiparalelogramos articulados de van Schooten.

BIER ORRRIZIERIPERR R F FEEER

En la aplicacion de las actividades durante la prueba piloto, se recabd informacién

en un cuaderno, haciendo anotaciones de las dudas que surgian en los alumnos en cuanto



al vocabulario usado en las preguntas asi como en la redaccién de las mismas. Esto seria
de gran ayuda para modificar las hojas de trabajo que se pretendian usar en la prueba

formal. Esa informacidn se transcribié en un procesador de textos.

Las respuestas de los alumnos en sus hojas de trabajo fueron de gran ayuda para

decidir si era necesario agregar o quitar algunas de las preguntas.

Las videograbaciones nos proporcionaron informacion importante, puesto que en
los videos se observo el razonamiento que los alumnos realizaron mientras respondian las
preguntas. En muchas ocasiones las respuestas de los alumnos eran diferentes a lo que

habian discutido en los videos.

Una vez concluidas las pruebas piloto de cada actividad, se descargaron los videos
de las videocamaras a una computadora para comenzar el andlisis detallado de cada uno
de ellos. En la actividad del Elipségrafo de palancas y colisa de inwards, se utilizé una
video cdmara de grabacion debido a que sélo se formaron dos equipos y en la del

Antiparalelogramo articulado de van Schooten se grabé con 2 cdmaras.

Para la revision de los videos, se organizd la informacién en tablas con cuatro
columnas, las cuales son las siguientes:

e Tiempo: Un episodio, es un pasaje de video donde tiene una intervencién un
equipo diferente. Los episodios comenzaron desde el segundo cero hasta el final
de la grabacién. Cabe mencionar que el video total fue cortado en varios pasajes y
esta columna marca el tiempo en el que inicia cada uno de ellos hasta que
concluye.

e Participantes: Se hace mencién del o de los equipos que hallan participado en
dicho episodio asi como del profesor investigador.

s (De qué trata el episodio?: En esta columna se hace una pequefia descripcidn de lo

mas representativo que ocurridé en ese periodo de tiempo, tomando en cuenta



algunas de las actitudes y labores que realizaron tanto los alumnos como el
profesor investigador.
¢ (Es de interés?: En esta columna se marca si dicho episodio contiene material que
ayude a tomar decisiones importantes posteriormente. Las posibles notas para
esta columna pueden ser las siguientes:
¢ Sl Esto nos indica que dicho episodio puede ser util para tratar de
modificar alguna pregunta asi como para indicarnos que una respuesta de
los alumnos contiene elementos importantes y argumentos solidos.
Inclusive se usa para anexar definiciones.
¢ NO: Carece de importancia dicho episodio.
e POSIBLE CAMBIO: Se usa para dar a entender que no se tiene claro si es
necesario realizar ajustes a las preguntas que los alumnos tratan de

responder en el episodio.

Cabe sefialar que cada equipo se dio un nombre, aunque después fue cambiado. A
continuacién se muestra la nomenclatura usada en la tabla asi como un ejemplo:
Olinda=0l Aimeé=Ai Wilmer=Wil Emily=Em Viviana=Viv  Silvestre =Sil.

Profesor Héctor = Hec. Ademads EQ 1= Equipo 1y EQ 2 = Equipo 2.

Olinda, Aimeé y Wilmer forman el Equipo 1 y Emily, Viviana y Silvestre forman el

Equipo 2.
0:00-3:26 Hec Breve introduccion, explicacién de las instrucciones NO
e ilustracion de cdmo manipular el artefacto.

3:26-4:00 (EQ1) Aparecen manipulando el artefacto. NO

4:00-4:35 (EQ2) Manipulan el artefacto y responden pregunta 1. NO
4:35-5:26 Equipos 1y 2 | Siguen moviendo el artefacto y realizan el trazo | Sl (para
completo. mejorar
la preg.

2)




5:26-7:36 (EQ 2),Hec Em y Viv tratan de responder la pregunta 2, tienen S
ideas erréneas, les hago sugerencias y miden la
longitud de los segmentos y responden
7:36-9:22 (EQ 1), Hec Ol y Ai tratan de responder la pregunta 2 y les Sl
sugiero que pueden medir los segmentos con la | (modific
regla. ar
pregunt
a3)

9:22-13:58 (EQ2), Hec | Tratan de responder la pregunta 3, discutiendo entre
si Em con Viv y Sil dando sus puntos de vista.
Manipulando el artefacto forman algunas figuras,
discuten sus propiedades y verifican si cambia el
perimetro

Tabla 3.4 Ejemplo de cdmo se organizé la informacidn recopilada en las grabaciones
mediante tablas.

En el siguiente capitulo se hara el andlisis de la informacion de la prueba formal,

incluyéndose los didlogos relevantes.
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Se digitalizaron las hojas de trabajo de todos los equipos y se analizaron las
mismas. Posteriormente se revisaron los videos de las actividades y la informacién se
organizé en tablas como se muestra al final del capitulo anterior. Esto nos permitié

seleccionar los didlogos mds importantes y luego rescatarlos para analizarlos mas a fondo.

A continuaciéon se relatan los didlogos seleccionados en las videograbaciones
realizadas en las actividades correspondientes al Elipségrafo de palancas y colisa de
inwards asi como del Antiparalelogramo articulado de van Schooten. Mencionando lo que

a continuacidn se detalla:

4+ Se especificara el nombre del equipo y de los participantes durante el didlogo.

4 INTRODUCCION: En ella se especifica de qué trata el episodio en cuestién, es decir
una breve descripcion del didlogo que se desarrolla.

4+ DIALOGO: Todo lo mencionado por los participantes.

4 OBSERVACIONES: Se detallan cuestiones que aparecen en los didlogos, explicando
lo que los alumnos trataron de decir, la relacion que hicieron de respuestas
anteriores para responder la siguiente, etc.

4 CONCLUSIONES: Se sacaran algunas reflexiones de acuerdo a lo observado durante

la interaccion de los alumnos con el artefacto.
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De ahora en adelante tendremos la siguiente nomenclatura para nombrar a los
equipos en las tablas:
Equipo 1 (Moisés, Ayla) = Equipo 1, Los MS (Eduardo, Diana) = Equipo 2,
Gabi y Uriel (Gabriela, Uriel) = Equipo 3 y Los sexys (Jorge, Luz) = Equipo 4

Las primeras preguntas (3, 4 y 5) tienen por objetivo, que los alumnos, ya sea por
observacion o medicién se den cuenta de qué segmentos cambian de longitud y cuales no.
El enunciado de la pregunta 3 es el siguiente: Al mover el artefacto ¢Cudles son los

segmentos que no cambian de longitud durante el movimiento?

ERPRRRRRRRRREquipo 1 (Moisés) y Héctor.

IZFRRIEIRIRREIRE Los integrantes del Equipo 1 se encuentran moviendo el artefacto y haciendo
observaciones tratando de ver que segmentos no cambian de longitud durante el movimiento asi
como cuales si lo hacen. Tratan de responder la pregunta 3.

Moisés: | Es un punto movil si te fijas atentamente (Moisés realiza el comentario mientras
mueve el artefacto a través del punto K).

Héctor: | Si, a ver, épor qué no cambiaron? (los segmentos).

Moisés: | Mande.

Héctor: | éPor qué no cambiaron de longitud?

Moisés: | Porque no tienen un punto mdvil como... como K... y ya es por ejemplo el segmento
AE en intermedio tiene un punto, un punto movil que aqui esta (sefiala dicho punto
en el artefacto), igual BD, tiene movilidad, por eso no cambiaron.

ORIRRIPRRRERIRIR
& En esta parte, se esperaba que los alumnos observaran que los segmentos que no
cambian de longitud son aquellos que no tienen relacién con el punto K. Esta parte
es importante, puesto que es necesario que sea respondida correctamente para
poder contestar la pregunta 6, donde deben de mencionar que la figura formada
es un rombo y a partir de las propiedades y caracteristicas de dicha figura puedan

avanzar en las preguntas que siguen.



& Los alumnos contaban con una regla para medir los segmentos en diferentes
posiciones y de esta manera podian observar si algin segmento cambiaba o no de
longitud.

¢ Los alumnos de este equipo, sabian cuales eran los segmentos que no cambiaban
de longitud y cuales si, pero no sabian el por qué del cambio. Moisés menciona
gue segln movian el artefacto, los segmentos cambiaban porque la figura (rombo
formado por los segmentos BC, CD, DE y BE) se abria o se cerraba. No se habian
dado cuenta hasta ese momento que el punto K se recorria conforme movian el
artefacto y era el que hacia que los segmentos asociados a él cambiaran de

longitud.

3. Al mover ¢l artefacto ;Cudles son los segmentos que no cambian de longitud durenie €l
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Figura 4.1 Respuesta 3 del Equipo 1.
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Los alumnos podrian haberse dado cuenta de qué segmentos permanecian invariantes si
los hubieran medido en diferentes posiciones y hubieran comparado sus longitudes de
acuerdo a lo que respondieron en la pregunta 1, donde se les pedia que midieran las
longitudes de las barras del artefacto, las cuales forman casi todos los segmentos (salvo
los segmentos formados por la corredera que es la interseccién entre el segmento AE y
BD). Esto al parecer no ocurrid y los alumnos tuvieron dificultades al pasar por alto lo

mencionado anteriormente.




Una vez que los alumnos logran identificar lo anterior, comienzan a responder la
pregunta 6 cuyo enunciado es el siguiente: Mueve el artefacto y observa la figura formada
por los segmentos BC, CD, DE y EB. ¢Qué figura se forma?, {qué caracteristicas tiene dicha

figura? Veamos lo que obtuvo el Equipo 1:

ERRRRRRRRRRREquipo 1 (Moisés, Ayla) y Héctor.

IZFRRIEIRIREEIEE Moisés menciona algunas caracteristicas del rombo tratando de responder la
pregunta 6. Tiene duda en una de las caracteristicas que menciona concerniente con los angulos
internos del rombo.

Moisés: | Tienen angulos interiores iguales, pero... dos pares de angulos iguales, pero eso quiere
decir é¢qué tiene sus cuatro angulos iguales 6 dos iguales y otros dos iguales?
Héctor: | Puedes repetirme de favor.

Ayla, Se rien.

Moisés:

Moisés: | Lo que pasa es que quiero poner que el rombo tiene dos pares de angulos iguales,
pero ummm...

Héctor: | Lo que me estas diciendo ahorita es que por ejemplo, este angulo es igual a este (CBE
con CDE) y este igual a este (BCD con BED), pero que estos dos (BCD y BED) pueden
ser distintos (CBE y CDE) (sefialo todos los angulos en el artefacto). Eso es lo que me
estas diciendo.

Moisés: | Eso es lo que quiero decir.
Héctor: | Asi como lo dijiste, si.

ORIRRIPRRREARIRIR

e Era importante que los alumnos respondieran acertadamente la pregunta 6.
Primero que reconocieran que se trataba de un rombo y después que hicieran
mencion de algunas de sus caracteristicas particulares. Se espera que respondan
gue es un cuadrilatero que tiene todos sus lados iguales, dos pares de lados
paralelos, dos pares de dangulos iguales, que tiene dos ejes de simetria que

coinciden con sus diagonales entre algunas otras cosas.



Figura 4.2 El Elipségrafo de palancas y colisa de inwards en

estado fijo formando un rombo.

Este equipo respondié que en cierta posiciéon el artefacto podia formar un
cuadrado o bien un rombo. Recordemos que ambas figuras tienen algunas
caracteristicas similares por ser el cuadrado un caso especial del rombo salvo, que
el cuadrado sélo tiene dngulos rectos.

En su respuesta a la pregunta 6 mencionan algunas caracteristicas como puede
apreciarse en la figura 4.2, pero algo importante que los alumnos no tomaron en
cuenta fue ver que dicha figura tiene dos ejes de simetria, puesto que de esta
forma hubieran respondido correctamente la pregunta 7 con un argumento sélido,

pero en este caso no tomaron en cuenta dicha propiedad.




6. Mueve el artefacto v observa la figura formada por los segmentos BC, CD, DE y EB. ;Qué
figura se forma?, ;qué caracteristicas tiene dicha figura?
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Figura 4.3 Respuesta 6 del Equipo 1 en sus hojas de trabajo.

CRRIRRIRRIRIRR

Los integrantes de dicho equipo pasaron por alto una caracteristica importante del rombo,
la cual era que dicha figura tiene dos ejes de simetria o bien diagonales, puesto que de
haberlo hecho hubieran respondido de inmediato la pregunta siguiente (7). Al final, su

respuesta a la pregunta 7 deja en claro que tuvieron una aproximacion a lo anteriormente

mencionado:

7. ¢Elsegmento BD, siempre pasa por la mitad del segmento CT? Justifica W respuesta.
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Figura 4.4 Respuesta 7 del Equipo 1 en sus hojas de trabajo.

Se espera que los alumnos puedan responder la pregunta 7 en funcién de alguna
de las caracteristicas obtenidas en la pregunta anterior, el enunciado es: ¢El segmento BD,
siempre pasa por la mitad del segmento CE? Justifica tu respuesta. Observemos lo que el

equipo de Gabi y Uriel respondio asi como en que se basaron para llegar a ello:

ERFRRRRRRERRGabi y Uriel (Gabriela, Uriel) y Héctor.



IRERRRIREREIRIRLos alumnos tratan de dar la respuesta de la pregunta 7 y la comienzan a escribir en
sus hojas de trabajo. Después de eso se les pide que mencionen su respuesta a dicha pregunta. Se
les hacen mas preguntas al respecto y ellos tratan de responder.

Gabriela: | éPor qué seria?

Uriel: Es un eje de simetria.
Gabriela: | Es la diagonal... ¢asi nada mas?, ¢BD es eje de simetria de CE?
Uriel: Pues si, el punto K no cambiaria de distancia entre el EC también.

Gabriela: | No influye, K no influye (sefiala el punto K), nada mas te esta preguntando de estos
(sefiala los puntos D y B). Entonces por qué es su eje de simetria... siempre va a ser
su eje de simetria.

Uriel: Pues... si.

Héctor: ¢En qué pregunta van?

Gabriela: | En la siete.

Héctor: ¢Enla siete?, a ver ¢qué respondieron?

Gabriela: | Que si porque EC es el eje de simetria (sefiala el segmento EC en su artefacto).
Héctor: éPor qué?

Gabriela: | Este... se supone que nosotros estamos tomando que es un rombo, ¢no?

Uriel: Rombo.

Gabriela: | Entonces tiene dos ejes de simetria, lo que viene siendo éste (sefiala el segmento
CE) y viene siendo éste (sefala el segmento BE).

Uriel: BD (corrigiendo a Gabriela que sefialé BE).

Gabriela: | Aja, éste (senala el BD) y éste (sefiala el CE). Entonces se supone que aqui, quedaria
hacia la mitad si queddramos en éste (simula con sus manos que dobla el artefacto
por CE). Entonces al doblarlo (ahora por BD) automaticamente me esta formando su
eje de simetria... y es una figura que siempre lo va a tener alli y aqui (sefala el
segmento CE).

Héctor: éSiempre en distintas posiciones se cumple que la distancia de C al segmento BD y
de E a BD es la misma?

Uriel: Si.

Gabriela: | Cuando es un eje en el rombo si porque sus cuatro lados son iguales.

Héctor: Ok sigan adelante...

ORRRRRERERIEER
e En la pregunta 6, se les pedia que observaran la figura formada por su artefacto
cuando este estuviera fijo, que dijeran de qué figura se trataba asi como algunas
de sus caracteristicas. Alli se dieron cuenta de que se trataba de un rombo y entre

sus caracteristicas mencionan que el rombo tiene dos ejes de simetria.



6. Moueve el artefacto y observa la figura forinada por los segmentos BC, CD, DE v EB. ;Qué
figura se forma?, (qué caracteristicas tiene dicha figura?
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Figura 4.5 Respuesta 6 del Equipo 3 en sus hojas de trabajo.

# Ellos ya se habian dado cuenta de que su rombo tenia dos ejes de simetria y que
uno de ellos era el segmento BD y el otro eje lo era el segmento CE, por lo que no

tuvieron dificultad alguna para contestar.

7. ;El segmento BD, siempre pasa por la mitad del segmento CE? Justifica tu respuesta.
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Figura 4.6 Respuesta 7 del Equipo 3 en sus hojas de trabajo.

CRRIRRIPEARIRR

Una buena observacion al momento de tratar de responder la pregunta 6 les dio de
inmediato la respuesta de la pregunta 7. De antemano ellos conocian que su rombo tenia
dos ejes de simetria y de esa manera no dudaron en responder que BD siempre pasa por

la mitad del segmento CE.

La pregunta 8 dice lo siguiente: Deja fijo el artefacto y traza con tu pincelin el
segmento KC. ¢Cdmo son los triangulos KED y KCD entre ellos? Justifica tu respuesta. A
continuacion se mostrara el didlogo correspondiente a la pregunta mencionada por parte

del Equipo 1, donde sus integrantes realizan un analisis no esperado:

ERFRRERRERRERREquipo 1 (Moisés, Ayla).



IRFRRIERRREIER Los integrantes de dicho equipo tratan de responder la pregunta 8, Moisés
mediante un dibujo observa que los tridngulos KED y KCD, éson?...

Moisés: | Son iguales éno?... es como si tuvieses tu un... (dénde puedo rayar?... es coémo si
tuvieses tu un...

Ayla: ¢Pero entonces?

Moisés: | Un subtridngulo (Moisés dibuja un tridngulo sobre la hoja de dibujo del artefacto).
Tenemos que es un rombo éno? (dibuja otro tridngulo debajo del anterior formando
un rombo), puede ser un rombo vy si lo divides en dos (en su dibujo divide su primer
triangulo a la mitad) pues seran dos triangulos iguales, pero écdmo se llaman esos
triangulos iguales?

Ayla: ¢Cémo se llaman esos triangulos? Estoy pensando.

ORFRFREREARIRR
e Para responder correctamente esta pregunta es preciso darse cuenta en la
pregunta 7 que el segmento BD es un eje de simetria del rombo o bien una
diagonal y que por eso siempre va a pasar por en medio del segmento CE. A partir
de esto y teniendo en cuenta que la figura formada es un rombo (pregunta 6) se
puede obtener que los tridngulos KED y KCD son congruentes por LAL. Por
construccion del artefacto DE = DC, los angulos KDE y KDC son iguales puesto que

BD es diagonal, los tridngulos KED y KCD tienen a KD como lado comun.

Figura 4.7 Demostracion grafica.

& Los alumnos hacen uso de respuestas anteriores, como que la figura formada es un
rombo (pregunta 6), asi mismo también usando algunas de sus caracteristicas.
s Los integrantes tienen uno de sus primeros acercamientos a la respuesta de la

pregunta 8 a través del andlisis mencionado en el didlogo anterior. Su



razonamiento acerca de que al dividir un rombo por la mitad en dos triangulos y
después dividir a uno de esos dos tridngulos en dos y que dichos tridangulos sean
iguales es valido y hasta cierto punto correcto. Sin embargo, hasta dicho momento
a los alumnos les hace falta observar los tridngulos en otras posiciones para lograr
una justificacion mejor fundada y rigurosa.

s También entra en funcidon la justificacién de la pregunta 7. Los integrantes del
Equipo 1 se dieron cuenta de que el segmento BD siempre pasa por la mitad del
segmento CE, pero no dieron una justificacion del por qué ocurre eso. El segmento
BD es fundamental para determinar la congruencia que se espera como respuesta
para la pregunta 8.

# Se pone de manifiesto el poco uso de algunos conceptos aprendidos en semestres
anteriores, puesto que los alumnos no saben que nombre dar a los tridngulos KED

y KCD (congruentes).

CRRIRRIREARIRR

Los integrantes de dicho equipo, en un primer bosquejo de respuesta no recuerdan
términos importantes como en este caso “congruencia”. Existen algunos otros conceptos
gue son recordados por ellos pero que no pueden asociarlos a su definicidn, no saben

como usarlos.

El didlogo que a continuacion se muestra tiene conexidon con el anterior y
podremos observar lo que ocurrié después de que los alumnos del Equipo 1 ordenaron
sus ideas y observaron mejor el artefacto asi como los tridngulos en cuestidon en la

pregunta 8.

ERRRRERRRRRRREquipo 1 (Moisés, Ayla) y Héctor.

IRFRRIRRIRREIER Los integrantes del Equipo 1y el profesor investigador tratan de dibujar con ayuda
de un pincelin los tridangulos KED y KCD (pregunta 8). Después de hacerlo Moisés trata de explicar



como son dichos tridangulos entre ellos, usando la ayuda obtenida por respuestas anteriores y sus
observaciones.

Héctor: | Ya marcale y después hacemos lo demds, para que vean los tridngulos que ya
marcaron o algo asi, pero bueno, si no se puede (trazar adecuadamente dichos
triangulos) pues nada mas obsérvenlos a través del artefacto. Bueno te piden el KCD
(triangulo), ¢verdad?

Ayla: Si.

Moisés: | Si.

Héctor: | Tienes que tenerlo fijo (el artefacto) para que no se te quede asi (indicdndoles como
deben fijar el artefacto). ¢Y cudles son los tridngulos que se piden?

Moisés: | KED y KCD. Es que si esta recta (sefiala el segmento BD) siempre estd dividiendo al
cuadrilatero en dos partes iguales, cualquier punto de aqui (se refiere a cualquier
punto que este sobre el segmento BD), pues serd la misma distancia de E al punto Ky
de C al punto K. Entonces si son distancias iguales, esta distancia (CD) es igual a esta
(DE), y la distancia (DK) sera igual para los dos.

Héctor: | Pero bueno ¢KD qué seria entonces si lo divide en 2 partes iguales (al cuadrilatero)?
Moisés: | ¢Como?, i Qué seria que?

Héctor: | ¢Qué es BD por ejemplo? En la pregunta 7 se te pide que justifiques si el segmento
BD siempre por la... a ok (muestra Moisés la justificacién de la pregunta 7). Entonces
épor qué son congruentes? (sefialando los tridngulos en el artefacto).

Moisés: | Este lado siempre sera igual (sefala el segmento KD) porque el segmento BD siempre
estd dividiendo en dos al cuadrildtero. Entonces si esta aqui o aqui (sefiala el
recorrido que hace el punto K) o en el punto que sea siempre va a ser igual en los dos
lados, a los dos tridangulos. Entonces si se pone por ejemplo aqui, como es a la mitad,
pues el segmento EK y KC siempre seran igual, segin el movimiento en que se dé,
siempre estaran de la misma longitud y el ED y CD miden 12 centimetros, es decir lo
mismo.

Héctor: | A ok.

Moisés: | Siempre serdn congruentes en cualquier movimiento.

Héctor: | Pues anota tu justificacion alli y si te hace falta espacio puedes anotarla atras, sélo
pon que la respuesta la anotaste atrds en caso de que no te llegue a caber.

ORIRRIPRERERIEIRIR
¢ En preguntas anteriores, los alumnos tuvieron la posibilidad de medir los
segmentos del artefacto y darse cuenta que algunos de ellos son iguales entre si.
& En otras palabras, Moisés logra darse cuenta de que BD es una diagonal del rombo
Yy que por esa razdn siempre va a pasar por la mitad del segmento CE.
s Otro aspecto importante es que Moisés logra darse cuenta que no importa el
movimiento que se le dé al artefacto ni la posicién en que este quede, que siempre

va a mantenerse que los segmentos CK y KE van a ser iguales, puesto que los dos



segmentos se relacionan con el punto K y si este se mueve afecta de la misma
manera a ambos segmentos.

e Eljustifica que los tridngulos KED y KCD son congruentes puesto que CK = CE, CD =
ED puesto que los midié y ambos lados miden 12 cm, y que el lado KD va ser el
mismo para ambos tridngulos, es decir encontrd una congruencia LLL.

® SE pudo observar que los alumnos conocen el concepto de congruencia pero no lo
recuerdan completamente y les cuesta trabajo argumentar el por qué los

triangulos mencionados son congruentes.

8. Deja fijo el artefacto v traza con tu pincelin el segmento KC. ;Cdmo son los tridngulos KED y
KCD entre ellos? Justifica tu respuesta.
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Figura 4.8 Respuesta escrita de la pregunta 8 del Equipo 1.

CEIRREARERIRIZR

Se pone de manifiesto que los integrantes de dicho equipo conocen el término
“congruencia” y saben en qué situaciones pueden utilizarlo, asi mismo se pudo observar
gue no pueden recordar los distintos criterios de congruencia, y no obtienen una
congruencia distinta a LLL. Cabe mencionar que en esta actividad, los alumnos cuentan
con una regla para medir los segmentos. A partir de la evidencia recabada, se logré
deducir que les hizo falta mas observacién y ver los segmentos involucrados en dicha

pregunta para obtener la congruencia solicitada.

Ahora veamos lo que contestd el equipo de Gabi y Uriel en la misma pregunta y

comparemos la respuesta entre ambos equipos:



ERPRRRRRERERRIGabi y Uriel (Gabriela, Uriel) y Héctor.

IRFRRIEIRIRERIEE Los alumnos tratan de responder la pregunta 8, donde Gabriela menciona que los
triangulos KED y KCD son congruentes. Ella trata de convencer a su compafiero del por qué dichos
tridngulos son congruentes asi como explicarselo también al profesor investigador.

Gabriela: | ¢Como son los tridangulos QED?...pero si de este lado no se hace tridngulo (sefiala los
puntos mencionados).

Uriel: KED (corrigiendo a Gabi la cual dijo QED. Sefiala también los puntos).

Gabriela: | Y KCD pero jamas me dijo que trazaramos este lado. Bueno se supone que son...
jespera espera!, écdmo se llaman cuando son?.. son congruentes. Son dos
tridngulos congruentes porque has de cuenta que...

Uriel: No, pero mira este lado esta mas chico (sefialando el lado EK).

Gabriela: | Pero por aqui va la linea esta, esta de aqui que parte de la linea de en medio, es la
linea fija (traza el segmento KE). Entonces si marcas esto de aqui (segmento ED).
...(Trazan los tridngulos KED y KCD con ayuda de su artefacto y de su pincelin).
Gabriela: | Este lo doblas y quedan iguales (simula doblar los tridngulos KED y KCD por BD),
entonces los dos tridngulos son congruentes.

Uriel: No, es que no serian congruentes porque si compardaramos los tridngulos quedarian
asi (sefiala que los triangulos no quedarian uno sobre otro).

Gabriela: | Al levantarlos, los dos picos quedarian arriba, quedarian igual (con sus manos indica
gue dichos puntos se tocan).

Uriel: Si pero, équé te estan diciendo? (refiriéndose a la pregunta).

Gabriela: | Deja fijo el artefacto, ¢cédmo son los tridngulos KCD y KDE? (etiqueta los tridangulos
gue previamente trazd). En este con este (indica los tridangulos a comparar).

Héctor: ¢Por qué me dices que son triangulos congruentes?

Gabriela: | No me acuerdo como se dice cuando los dos son iguales, que estan opuestos sdlo
por una diagonal.

Héctor: A ver, ¢este lado cdmo es para los dos triangulos, el KD?

Gabriela: | EI KD es igual.

Héctor: ¢Esigual para los dos?

Gabriela: | Si.

Uriel: Para los dos.

Héctor: éPor qué?

Uriel: Porque mide lo mismo.

Héctor: Concéntrense sélo en el segmento KD, ¢qué pasa con KD?

Gabriela: | Es la diagonal media.

Héctor: En estos dos tridngulos ¢ qué pasa con KD (sefalo el segmento)?, ées igual?
Gabriela: | Es un cateto de ambos.

Héctor: ¢Coémo es el lado KC con el KE?

Gabriela: | ¢KC con KD?

Uriel: Con KE

Gabriela: | Son... écdmo se dice?

Héctor: | Aver épor qué no los mides?

Uriel: Son iguales

Gabriela: | Mide 5 (CK), se supone que también mide 5 (KE)...son iguales (mide los segmentos).
De CK y KE es igual también (afirmando). Por lo tanto quedariaquedeCaDydeD a




E..

Uriel: Deben de medir lo mismo.

Gabriela: | Miden lo mismo (CD=DE), entonces los dos tridangulos son iguales solamente que KD
es un eje de simetria para los dos. Es el eje de simetria de una figura y es por eso
gue se forman dos tridngulos.

Héctor: Por eso son écémo me dijiste?

Gabriela: | Congruentes...

ORIRRRPRERRIRER
& Gabriela usa su artefacto para trazar los triangulos KED y KCE. Remarca los lados de

los triangulos con su pincelin por debajo del artefacto.

Figura 4.9 Integrantes del Equipo 3 remarcando los tridngulos
KED y KCE.

¢ Una vez qué quedan remarcados los lados de sus tridngulos opta por quitar su
artefacto de la hoja de dibujo. Prefiere trabajar con los triangulos que dibujo
previamente, etiquetando los puntos correspondientes con los que tenia el

artefacto en dicha posicion.



\

Figura 4.10 Tridngulos remarcados y etiquetados en la hoja de
dibujo del Equipo 3.

Los integrantes de este equipo sabian por su respuesta de la pregunta 7 que el
segmento BD es un eje de simetria. Tratan de justificar que los tridngulos KED y
KCD son congruentes porque dicho segmento (BD) los separa y al doblarlos por alli
los triangulos van a pegarse el uno con el otro. Al analizar las evidencias recabadas
se deduce que intuitivamente trataban de responder de esa manera, al saber que
la figura era un rombo, que tenia como ejes de simetria a los segmentos BD y ECy
que ED y CD son barras del artefacto que miden lo mismo (esto lo conocieron en la
respuesta de la primera pregunta). Ademas también conocian que el punto K se
desplazaba sobre el segmento BD. Su razonamiento tuvo que ver con todo lo
anterior y se dieron cuenta de que al medir lo mismo las barras ED y CD y saber
gue dichos segmentos cambiaban de longitud por estar conectados al punto K, los
segmentos EK y CK cambiaban de la misma manera y podian medir lo mismo.

Intuitivamente y por observacion pudieron darse cuenta de que los segmentos EK
y CK eran iguales, antes de sugerirles que midieran dichos segmentos Uriel

respondié inmediatamente que dichos segmentos eran iguales, aun cuando



Gabriela media los segmentos, Uriel seguia mencionando que deberian de medir lo

mismo.
& Les costé mucho trabajo tratar de justificar su respuesta, aun cuando habian

contestado bien las preguntas anteriores a esta.

8. Deja fijo el artefacto y traza con tu pincelin el segmento KC. ;Cémo son Jos tridngulos KED y
KCD entre ellos? Justifica tu respuesta.
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Figura 4.11 Respuesta escrita del Equipo 3 en sus hojas de trabajo.

CRIRIRRIRERIRIREIR

Los integrantes de dicho equipo conocen el término “congruencia” y saben en qué
situaciones pueden utilizarlo, pero también, a través de la evidencia recabada se observd
gue no recuerdan los criterios de congruencia distintos al LLL, se deduce que esto ocurre

ya que en la actividad los alumnos pueden medir los segmentos con regla.

La pregunta 11 es la siguiente: Acerca el punto A al punto C, mueve el artefacto y
observa el trazo. Después coloca el punto A sobre el punto C, mueve el artefacto y
observa el trazo. ¢COmo se comportaron estos trazos en comparacién con el primer trazo
realizado en la actividad? Observemos el analisis realizado por el equipo denominado Gabi

y Uriel para contestarla:

ERPRRRRRERRERRIGabi y Uriel (Gabriela, Uriel) y Héctor.



|RIRRRIR
los van realizando, van haciendo una comparacion entre ellos y comentan sus observaciones.

EREIRIRTratan de responder la pregunta 11 haciendo los trazos que se les piden. Conforme

Gabriela: | Bueno éeste como se mueve?, irespecto al primer trazo?, écual fue el primer trazo?
Héctor: El primero que hicieron en toda la actividad.

Gabriela: | ¢La cosa que nos quedd toda chueca?

Héctor: Aja, la chueca (risas).

...( Realizan el segundo trazo sugerido)

Gabriela: | Aqui ya va como en un movimiento circular (refiriéndose al segundo trazo), si éno?
Uriel: A ver...estaba asi (tratando de colocar el artefacto en los puntos donde lo fijaron
para realizar el segundo trazo).

Gabriela: | Observa el trazo (lee parte de la pregunta 11), entre mas cerca estan los dos puntos
mas circular es la figura éno? Entre mads cerca estan ambos puntos fijos mas circular
es la figura, porque cuando estaban separados como que hacian como una elipse.
Uriel: Si.

Gabriela: | Entonces cuando los fuimos acercando como que mads redonda se va haciendo.
Entonces como nos dice que pongamos luego A sobre C va a ser el mismo punto
(refiriéndose a que A sobre C serd solo un punto Unico), entonces solamente sera
como si tuviéramos un compas girando y entonces ya va a hacer un circulo.

Uriel: Ay, hace lo mismo (mientras realiza el tercer trazo con A sobre C).

... (Gabriela escribe la pregunta y Uriel termina de realizar el tercer trazo).

ORFRFREREARIRR
o La finalidad de esta pregunta es que los alumnos se den cuenta de cémo cambia la
elipse cuando la distancia focal va siendo menor (de esta manera se afecta la
excentricidad). No se planted en las hojas de trabajo el otro extremo, es decir
cuando los focos se alejan puesto que el artefacto es incapaz de realizar el trazo en

dichas condiciones.



Figura 4.12 Diversos trazos sugeridos en la pregunta 11.

Gabriela se dio cuenta de que al colocar el punto A sobre el C el artefacto dibujaria
una circunferencia (aunque ella menciona un circulo) adn sin realizar el trazo.
Intuitivamente se dio cuenta de que el segmento AK funcionaba como un radio al
mantener fijo el punto A aunque no lo menciona y en cambio dice que el artefacto
funciona en esas condiciones como un compas.

En el didlogo pueden leerse algunas buenas ideas que tienen los integrantes de
este equipo, casi logran plasmar todo lo mencionado en el didlogo en sus hojas de

trabajo.

11. Acerca e] punto A al punto C, mueve el artefacto v observa el traze. Después coloca el punio A
sobre el punto C, mueve el artefacto y observa el trazo. (Cdmo se comportaron €stos trazos en
comparacion con el primer trazo realizado en la actividad?
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Figura 4.13 Respuesta brindada por el Equipo 3 en sus hojas de trabajo a la pregunta 11.



CRRRRRRIERR

A través de la observacion del movimiento del artefacto, Gabriela dedujo lo que sucedia
cuando alejabas los puntos fijos o los acercabas aun sin realizar dichos trazos. El artefacto
por si sélo y mediante su observacion es capaz de brindar valiosa informacién para
deducir caracteristicas particulares de la figura que traza. De esta manera Gabriela puede
asociar su experiencia moviendo el artefacto con los temas vistos en clase
correspondientes a la elipse, con esta pregunta se puede llegar a redescubrir y asociar el

concepto de excentricidad mediante sus observaciones.

Todas las respuestas anteriores deben de enlazarse para que los alumnos lleguen a
definir lo que es una elipse a partir de la informaciéon obtenida y puedan responder la
pregunta 12, la cual es la siguiente: Reflexiona sobre tus respuestas de las preguntas

anteriores y escribe con tus palabras la definicion de Elipse.

A continuacidon se muestra la manera en que Gabriela y Uriel hicieron frente a

dicha cuestion:

ERFRRRRPERERRGabi y Uriel (Gabriela, Uriel) y Héctor.

IRFRRIERIREEIEE Tratan de responder la pregunta 12 con sus palabras. Revisan las respuestas de
preguntas anteriores, mencionan lo que sucedia cuando movian el artefacto y mencionan algunos
elementos de la elipse. El proceso es largo y lleno de cuestiones interesantes. Gabriela menciona
la definicidn de elipse a través de un hilo y a partir de eso trata de definir con su compafiero lo que
es la elipse. Moviendo el artefacto y mediante la observacion de él se traté de que los alumnos
aclararan sus ideas y respondieran de la mejor manera posible.

Gabriela: | Para formar una elipse necesitaremos dos puntos fijos.

Uriel: Si.
Gabriela: | Entonces la definicién de elipse es...
Uriel: ¢Te dice que pongas la definicién?

Gabriela: | Aja. Escribe con tus palabras la definicion de elipse...

...(Pasan un tiempo prolongado pensando)

Uriel: Pero dice que reflexiones sobre tus respuestas anteriores (las sefiala en sus hojas).
Gabriela: | Y escribe con tus palabras la definicion de elipse. Nosotros siempre estuvimos




manejando los dos puntos, entonces cuando girdbamos siempre...

Uriel: Cuando estaban mas separados, salia mas... écomo se dice?...la elipse... éicdmo se
dice?

Gabriela: | Ovaladita.

Uriel: Y si los acercabamos salia mas ...

Gabriela: | Mas circular se iba haciendo. Entonces es la distancia de entre dos... no... teniendo
dos puntos fijos como referencia...

Uriel: Como nos hizo el maestro con el hilito.

Gabriela: | Aja.

Uriel: éPero cdmo se explica?

Gabriela: | Pues es que se supone que tienes dos puntos fijos de referencia, uno fijo y otro en
movimiento, porque teniamos este asi (pone 2 lapices simulando que son los
focos)... inooo!, los dos estaban fijos. Tenemos esto aqui asi éno? (dibuja dos
puntos en su hoja de trabajo), entonces nosotros tenemos este punto que giraba,
por ejemplo aqui (lo dibuja en medio de los dos puntos anteriores). Entonces como
en el hilito, tienes un punto fijo y has de cuenta que tuvieras dos, entonces nada
mas... al girarlo esto se va haciendo como ondular (realiza el trazo de la elipse) y
este también se va abriendo hacia aca y este se cierra hacia acd (sefiala el
movimiento del trazo respecto al foco que toma como referencia) cuando este va
aca este se abre hacia acd. Entonces tenemos tres puntos.

Uriel: éTres?

Gabriela: | Si. Dos fijos y uno en movimiento. Entonces, al mover el punto que estd en medio
de los dos, da forma a una figura eliptica (en su simulacion el punto medio era el
punto movil y los puntos extremos los focos).

Uriel: éPor qué?

Gabriela: | Porque mientras aumenta de un lado del otro va disminuyendo.

Uriel: Si, si ponle que la distancia de uno aumenta mientras la distancia de otro disminuye.

Gabriela: | Pero le pongo lo de los 3 puntos éno? Que tenemos dos puntos fijos y uno en
movimiento.

...(Piensan en voz baja)

Gabriela: | Es una figura geométrica en la que actuan dos puntos fijos llamados focos.

Uriel: Y al otro que tenemos, ¢coémo se le podria decir?

Gabriela: | Y uno llamado... {vértice?, icomo se llama el del centro?, ¢ vértice?

Uriel: No... y uno... écémo se le puede decir?

Gabriela: | Y un punto en movimiento que va marcando... ah es que éicdmo se le puede decir a
un punto en movimiento?

Uriel: Preguntale a Arturo.

Gabriela: | Héctor, cuando teniamos la elipse ves que teniamos dos puntos fijos que eran los
focos y teniamos cuando trazabamos con el hilito aqui (sefiala su dibujo), ¢cémo se
llama el punto que queda en el hilito, el punto qué va marcando el recorrido?, éo
nada mas es un simple punto que marca el recorrido?

Héctor: Si, es un punto.

Gabriela: | Un punto a cualquier distancia marcando el recorrido que forma la elipse.

Hec: Aja pero écOmo es ese punto?... a ver tienes tu hilo aqui y estos son tus focos (hago
mi simulacién en su hoja de dibujo)...pero si te fijas lo que hace este aparato
(contrastando el artefacto con su definicion de hilo)...

Gabi: Este vendria siendo supongamos que el hilito que tenemos.




Héctor: | Aj3, tu me dices que este es él...

Gabriela: | Estos eran nuestros puntos fijos. Has de cuenta que estos son nuestros focos, los

dos puntos fijos (sefiala los puntos A y C en el artefacto fijo) entonces este lo
estamos manejando como si fuera el hilito (el artefacto) que al girarlo va marcando
nuestra forma de la elipse pero se encuentra respectivamente a una distancia de los
focos.

Héctor: Aja, ¢y como es esa distancia?, icomo es la suma, por ejemplo, de aqui a aqui es

una distancia (de K a A) y de aqui a aqui es la otra (de K a C)? Conforme lo gira (el
artefacto) équé pasa con esas distancias?

Gabriela: | Aumentan o disminuyen: aumentan de un lado y disminuyen de otro.

Héctor: Pero al final de todo éla suma es distinta en cada movimiento?

Gabriela: | No, es la misma.

Uriel:

Aja, es la misma.

Gabriela: | Acuérdate que es la misma (recordandomelo).

Héctor: Exacto, es la misma porque estan marcando KA y KC. Entonces lo que tu me dices es

que esta es tu cuerda, este es el punto que dibuja en tu cuerda y estos son tus focos
(sefialo cada parte en el artefacto)...

ORIRRIPRIEARIEIR

En esta pregunta se espera que los alumnos retomen detalles de las preguntas
anteriores y mediante la observacién del artefacto puedan dar una definicidon de
elipse que se aproxime a la definicién formal de elipse como lugar geométrico.

Algo notable fue que Uriel hubiera mencionado la definicién de elipse a través de
un hilo. Gabriela intenté dar una explicacion de dicha definicion primero
auxilidndose de dos lapices y después rayando en su hoja de respuestas. En su
segunda simulacién lo que en otras palabras ella trata de explicarle a Uriel es que
cuando jala de la cuerda con el [dpiz, mientras lo mueve, uno de los segmentos de
un punto de los que ella marcd (foco) al 1dpiz aumenta de longitud mientras el otro
segmento (del otro punto o foco al lapiz) disminuia, y que si movia el lapiz en
sentido contrario al primer movimiento ocurria lo contrario, es decir, el segmento
qgue habia disminuido de longitud ahora aumenta y el que aumentaba ahora

disminuye.



Figura 4.14 Trazado de una elipse mediante el uso de una cuerda.

# Algo muy importante y que ninguno de los dos integrantes de este equipo observo,
tomod en cuenta o descubrid, fue que, el movimiento del artefacto era similar al de
la definicién de elipse por medio de una cuerda al que hicieron mencién. De

haberlo hecho hubieran respondido inmediatamente dicha pregunta.

Figura 4.15 Integrantes del Equipo 3 manipulando el artefacto.

& Después de eso los integrantes comenzaron a identificar los puntos importantes de
la elipse en su artefacto. Mencionaron que los puntos fijos A y B eran sus focos,

que el punto movil K es el que trazaba la elipse. A través de la observacion del



artefacto y del uso de algunas preguntas anteriores pudieron dar una definicion de

elipse, en funcién del artefacto.

. 12, Rellexiona sobre tus respuestas de las pregunmtas anteriores y escribe con tus palabras la
definicion de Fipse. '
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Figura 4.16 Respuesta escrita a la pregunta 12 del Equipo 3.

CRRIRRIREARIRR

Los alumnos fueron obteniendo informacién esencial a lo largo de toda la actividad, no
pudieron entrelazar sus observaciones para escribir la definicion de elipse. Alun asi, era
suficiente que solo observaran sus respuestas de la pregunta 8 en adelante para dar una
definicion. En este caso, Gabriela y Uriel conocian la definicion de elipse por medio de una
cuerda y un ldpiz, la cual tiene similitudes con el movimiento del artefacto. Una vez que
lograron comparar su definicién a través de una cuerda con el comportamiento del

artefacto durante su movimiento lograron dar su definicidn de elipse.

BE DRFERE FRERRREREREERER @R RRIEFERREAR Eid EEE
ARIERRIRRIEIENRERR B ARRRRIEEER SERIRIRIRRI]

Las primeras preguntas tienen que ver con las figuras que se forman con los
segmentos del artefacto asi como que segmentos cambian de longitud durante el
movimiento y cuales no lo hacen. El enunciado de la pregunta 7 es: Trace los segmentos
AC y BD. ¢Cudl es la figura que se forma con los segmentos AC, BD, AB y CD? Menciona

algunas de sus caracteristicas.



A continuacién veremos lo que contestaron Gabriela y Uriel asi como las

dificultades y aciertos que tuvieron en la pregunta 7.

BRFARRRERERRGabi y Uriel (Gabriela, Uriel)

IZFRRIERIREEIERIEN la pregunta 7 los integrantes de este equipo afirmaron que la figura formada por
su artefacto fijo era un trapecio. Entonces a partir de ello comienzan a mencionar algunas de sus
caracteristicas y Gabriela las comienza a escribir mientras algunas de ellas son dictadas por Uriel.

Gabriela: | Estos dos no son paralelos en si (sefiala los segmentos AB y CD).
Uriel: No, no son paralelos.
Gabriela: | Entonces se forma un trapecio y luego sus caracteristicas... tiene cuatro lados.

Uriel: ACy BD son paralelos.

Gabriela: | ¢ACy qué?

Uriel: ACy BD son paralelos, équé mas?
Gabriela: | ABy CD tienen la misma longitud
Uriel: Pues si quieres (anotarlo).

Gabriela: | ¢Y cuales son las otras caracteristicas?...tiene un eje de simetria aqui, este de aqui
(lo senala en su artefacto fijo), si ¢ verdad?

Uriel: Uju.
Gabriela: | ¢Encuentras otra, otra caracteristica?
Uriel: Que su perimetro siempre sera igual aunque cambie a recuadro (se refiere a que si

mueve el artefacto su trapecio puede cambiar y ser un cuadrado, esto lo dice
mientras observa el movimiento del artefacto). Si, aunque cambie (ahora observa el
artefacto fijo).

Gabriela: | Son las Unicas caracteristicas porque aqui ya lo tenemos de una manera inmovil (el
artefacto) y no se te pide que lo vuelvas a mover. Tiene cuatro lados, AC y BD son
paralelos, AB y CD tienen la misma longitud y tiene un eje de simetria.

ORIRPRRRRERIRRIR
¢ Es muy importante que los alumnos se den cuenta que la figura formada es un
trapecio (isésceles) puesto que esto es la base para llegar a la demostracion.
¢ Los alumnos mantuvieron fijo el artefacto, mencionaron algunas caracteristicas y
después trazaron los segmentos AC y BD. Después de esto quitaron su artefacto y
lo colocaron en otra parte tratando de ponerlo en la misma posicidon que tenia
antes de cambiarlo de lugar. Después de esto continuaron observandolo vy

mencionando caracteristicas.



Figura 4.17 El Equipo 3 trazando su trapecio.

® Los integrantes de este equipo mencionan que el trapecio tiene un eje de simetria
y Gabriela lo sefiala en su artefacto. Este hecho es importante, puesto que es
fundamental para responder la siguiente pregunta.

& En su respuesta mencionan todas las propiedades del trapecio isdsceles aunque no

se dan cuenta de ello y sélo nombran a su figura como trapecio.

Ahora deje el artefacto inmévil de manera que los segmentos AB y CD no sean paralelos y
responda lo siguiente:

7. Trace los scamentos AC y BD. ;Cual es la figura que se fonma con los segmentos AC. BD.
AB y CD? Menciona algunas de sus caracteristicas. S(‘.’, FORAAD Gin SRS LEC O
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Figura 4.18 Respuesta 7 del Equipo 3 en sus hojas de trabajo.

¢ Fue importante que los estudiantes se dieran cuenta que al mover el artefacto y
mantener paralelo el segmento AB con el CD se forma un cuadrado. Cabe

mencionar que las indicaciones sugeridas antes de responder la pregunta 7 se



hacen con la finalidad de evitar llegar a dicha figura, puesto que de esa forma

puede haber confusiones para responder las siguientes preguntas.

CRRRRIREARIRR

Su buena observacion, conocimiento y acordarse un poco de sus clases de geometria, fue
clave para darse cuenta de la figura que se formaba en las condiciones pedidas en la
pregunta 7, asi como para rescatar propiedades del trapecio. Lo mas importante fue que
lograron darse cuenta de que su trapecio tiene un eje de simetria, ya que de alli podrian

responder sin ningun problema la pregunta 8.

La pregunta 8 es muy importante y tiene una relacién directa con la respuesta de la
pregunta 7. En la pregunta 8, la contestacidon que se espera condiciona el resto de la
actividad, donde el enunciado de ésta es el siguiente: Observa la figura de la pregunta
anterior ¢Tiene algun eje de simetria? Traza el o los ejes de simetria de dicha figura.

¢Como es el eje o los ejes de simetria respecto a los segmentos ACy BD?

Veamos y comparemos las respuestas brindadas por alumnos de los distintos

equipos participantes.

ERPRRRRRRRERRIGabi y Uriel (Gabriela, Uriel) y Héctor.

IEFERRRREEERRRELeen el anexo de la pregunta 8 el cual contiene la definicion de Eje de Simetria. Ellos
ya sabian que su trapecio de la pregunta 7 tenia un eje de simetria, asi que se enfocan en
responder el resto de la pregunta 8 asi como a escribirla en sus hojas de trabajo.

Gabriela: | La figura de la pregunta anterior...esta (la sefiala), étiene algun eje de simetria? Si
(responde)... écomo es el eje o los ejes de simetria respecto al segmento ACy BD?
Uriel: AC y BD (buscandolos en su figura formada por el artefacto)...que el eje de simetria
pasa por sus puntos medios.

Gabriela: | Es perpendicular.

Uriel: Es perpendicular.

Gabriela: | Entonces, étiene algun eje de simetria? (lee parte de la pregunta 8).

Uriel: Si.

Gabriela: | Si. Traza los ejes de simetria (lee parte de la pregunta 8), élos trazamos aqui los ejes




de simetria? (en su hoja de dibujo).

Héctor: ¢Cuantos ejes de simetria tiene (la figura)?, ési vieron el anexo?

Uriel: Si. Nada mas tiene uno.

Gabriela: | Tiene uno.

Héctor: ¢Y cdmo es ese eje de simetria a los segmentos ACy BD?

Gabriela: | AC y BD perpendicular, élo trazamos aqui arriba (hoja de dibujo) o aqui en una
figurita (en su hoja de trabajo)?

Héctor: Si quieres nada mds en la figurita, si quieres también acd (en su hoja de dibujo), si

quieres en las dos.

ORIRRIPRRREARIEIR

s En esta pregunta se espera que los alumnos mencionen que su trapecio tiene un

eje de simetria, que dicho eje divide en dos a ambos segmentos (AC y BD) asi como

gue es perpendicular a ellos.

¢ Cabe mencionar que para responder dicha pregunta se les proporciona un anexo a

cada equipo, el cual viene al final de sus hojas de trabajo. Dicho anexo contiene la

definicidn de eje de simetria.

¢ Este equipo anteriormente habia respondido que su trapecio tenia un eje de

simetria. Uriel se da cuenta de que el eje de simetria divide a los segmentos AC y

BD a la mitad y Gabriela menciona que es perpendicular a ellos.

8. Lee el anexol que se encuentra al final de las hojas.

Observa la figura de la pregunta anterior ; Tiene algin eje de simetria? Traza el o los ejes de
simetria de dicha figura. ;Como es el ¢je o los ejes de simetria respecto a los segmentos AC
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Figura 4.19 Respuesta escrita de la pregunta 8 del Equipo 3.

CRRIERIRRIRIRR



Gracias a su respuesta 7 pudieron contestar magistralmente la pregunta 8. Algo
importante que notaron fue que el eje de simetria forma dangulos rectos con los
segmentos BD y AC, puesto que esto puede ayudarles para obtener la respuesta de la
pregunta 10. Los alumnos realmente estaban interesados en esta actividad y pusieron de

manifiesto conocimientos adquiridos en semestres anteriores.

Ahora veamos lo que discutieron en el equipo de Los MS en la misma pregunta y

hagamos una comparacion entre su respuesta y la respuesta de Gabi y Uriel.

ERPRRERRRRRRRLos MS (Diana, Eduardo) y Héctor.

IRFRRIRRIREEIERE Los alumnos anteriormente descubren que al dejar fijo el artefacto en la posicion
sugerida se les forma un trapecio. Tratan de responder la pregunta 8, y mencionan
equivocadamente que su trapecio tiene tres ejes de simetria, asi que se les lee el Anexo 1y se les
trata de guiar para que respondan adecuadamente.

Diana: Uno es este (sefiala un eje de simetria, el cual es de hecho el Unico que tiene el
trapecio) y otro...

Eduardo: | Bueno, éno es cierto que tiene tres?, éno?

Héctor: éSi?, écudles serian?

Eduardo: | Este alli (sefiala el segmento AD), éste aca (ahora sefiala el BC).

Diana: No, pero es que van a quedar igual, al doblarlos ...

Héctor: Bueno, yo les di la definicion de eje de simetria, entonces se las voy a leer: Una linea
gue atraviesa una figura de tal manera que cada lado es el espejo del otro. Con eso
es suficiente, écual otro me dices? (refiriéndome a que otro eje de simetria), ééste?
(sefialo el segmento BC).

Diana: No, éste (sefiala el perpendicular a ACy BD), bueno éste si es.

Héctor: | Tu me dices que éste si es (sefialo el segmento BC dirigiéndome a Eduardo), crees
que si lo dobldramos para tratar de unir el punto B éiquedaria sobre el punto C o
guedaria volando?

Diana: iNo!, es que no.

Héctor: | A ver, lo tendriamos como si doblaramos esta hoja (hago una simulaciéon con una
hoja rectangular de papel), éste punto pues queda arriba del otro (uno dos orillas de
la hoja) éno?

Diana: Si, quedan igual.

Héctor: Pero crees que aqui (en la figura formada por su artefacto) si lo doblas como si fuera
una tortilla é¢va a quedar éste (sefialo el punto C) en algun otro punto?

Diana: No, esto va a quedar aca en otro lado.

Héctor: Entonces éseria eje de simetria o no?




Diana:

No.

...(Eduardo se queda pensativo)

Héctor: Entonces écudntos ejes de simetria tiene?

Eduardo: | Solamente tiene uno.

Diana:

Aja, porque si lo doblamos asi queda éste punto con éste (se pega el punto B con el
D) y éste con éste (A con C) (menciona eso mientras sefiala el eje de simetria que
pasa por el punto E, perpendicular a los segmentos ACy BD).

ORIRRIPRRIREARIEIR

A diferencia del equipo de Gabi y Uriel, los MS respondieron en la pregunta 7 lo
siguiente: es un trapecio, tiene 4 lados, 4 vértices, eje de simetria y también se
puede decir que es paralelogramo. Su respuesta no es de lo mas rescatable puesto
gue con “eje de simetria” dan lugar a pensar que puede tener uno sélo o mas de
uno, asi como que también no se sabe su ubicaciéon. Otro error es que
mencionaron que su figura es un paralelogramo, puesto que un paralelogramo es
una figura de cuatro lados con dos pares de lados paralelos.

En el didlogo Eduardo y Diana estan confundidos. Eduardo menciona que su
trapecio tiene tres ejes de simetria cuando sélo tiene uno. Lo que ocurrié es que
Eduardo se confundié pensando que las diagonales del trapecio eran ejes de
simetria, puesto que inclusive las sefala en el artefacto como tales.

Se tratd de darles una explicaciéon con una hoja de papel, doblandola y marcando
sus ejes de simetria, se les dijo que cada una de las orillas de un lado de la hoja
deben de quedar exactamente en las orillas contrarias. Diana logra entender y
menciona que su trapecio tiene un sélo eje de simetria y sefala el correcto. Luego
imaginamos que el trapecio formado por el artefacto podia doblarse y se le
preguntd a Eduardo que si lo doblara por el segmento CB (diagonal) ocurriria lo
gue pasaba con la hoja de papel y se quedd pensativo. Después menciond que el

trapecio sélo tenia un eje de simetria y lo sefialé (el correcto).

En el didlogo que sigue a continuacién, el equipo de los MS responde

completamente la pregunta 8 mencionando cuantos ejes de simetria tiene su trapecio y

como es respecto a los segmentos ACy BD.



ERRRRERRRERRERRLos MS (Diana, Eduardo) y Héctor.

IRFRRIERIRERIER Eduardo lee la respuesta de la pregunta 8 y menciona las propiedades del eje de
simetria en su trapecio.

Héctor: éEs larespuesta 8?, équé dice?

Eduardo: | Si, tiene un eje de simetria, es perpendicular (a los segmentos ACy BD) y atraviesa
la mitad del segmento de cada una (de los segmentos que menciona la pregunta los
cuales son ACy BD).

8. Lee el anexol gue se encuentra al final de las hojas.
Obscrva la figura de la pregunta anterior ;Ticne algan eje de simetria? Traza el o los ejes de
simetria de dicha figura. ;Como es ¢l ¢je o los gjes de simetria respecto a {os scgmentos AC
y BD?
N, deme b ey de yemelnie @S peyeeTe
)--«ch\o e cfo s R

telew

olewete Ve venteg  ded See

N el (Y e\ ——o—e-\o X cjob\&v{b

Y e)( 0?“6‘)(" o~

~te A o C
e\ ponte Aoy D owmaden el nepel gue b v s o
AR = (D
Figura 4.20 Respuesta escrita del Equipo 2 para la pregunta 8.

CRIRIERIEERIRIR

Los integrantes del equipo de los MS incluyendo a algunos alumnos mas, tienden a
confundir lo que es un eje de simetria con una diagonal. Piensan que toda diagonal es un
eje de simetria, lo que no es cierto aunque en ocasiones coinciden. Se observo falta de
comprensién de la lectura, puesto que en sus hojas de trabajo se incluia un anexo con la
definicion de eje de simetria de una manera muy clara y concisa, pero la cual no

comprendieron.

En lo que respecta a las preguntas 9, 10 y 11 los alumnos tienen que comparar
algunos triangulos. Al parecer esta actividad fue lo que mas dificultad causd entre los
grupos participantes. La pregunta 9 es la siguiente: Llama punto M a la interseccién del eje

de simetria con el segmento AC y N al punto de la interseccién del eje de simetria con el



segmento BD. Ahora, compara el tridngulo BEN con el tridngulo DEN. ¢Cédmo son entre

ellos? Justifica tu respuesta.

Analicemos sus respuestas asi como el pensamiento e ideas que manifestaron.

Comencemos con el tratamiento dado a la pregunta 9 por el equipo Gabi y Uriel:

BRFARRRERERRGabi y Uriel (Gabriela, Uriel) y Héctor.

IRFRRIERIRERIEREN la pregunta 9, los alumnos tienen serias dudas acerca de las congruencias en los
tridngulos. Se les explica cudndo dos tridngulos son congruentes, asi como los diferentes tipos de
congruencias que hay. De esa explicacién, Gabriela empieza a mencionar por qué los tridngulos
BEN y DEN pueden ser congruentes. Se les intenta guiar con algunas preguntas, para que ellos se
den cuenta del tipo de congruencia que se trata y la expliquen, pero en el transcurso surgen
algunas dudas y problemas para llegar a lo esperado.

Héctor: ¢Cual estdn respondiendo?

Gabriela: | La 9, la de los tridngulos (sefiala los tridngulos en su hoja de dibujo). ¢Un triangulo
congruente es aquél qué esta dividido por un eje, por una linea? (me cuestiona).
Héctor: No, eso no es congruencia, pero las congruencias se dan cuando tienes tridngulos
iguales, por ejemplo: tienes un tridngulo de esta forma (dibujo dos tridngulos en su
hoja de dibujo) y tu dices que es congruente con este, si este lado es igual a este,
este lado es igual a este, este lado también es igual a este (sefialo en mis tridngulos
los lados correspondientes en cada triangulo) y los angulos interiores
correspondientes también son iguales. Entonces hay varios tipos de congruencias:
puede haber congruencias cuando tienes los tres lados iguales, otra cuando tienes
un angulo igual un lado igual y un angulo igual...

Gabriela: | Entonces estos podrian ser congruentes porque éste es igual a éste (sefiala los lados
BE y ED), éste es igual en los dos (sefiala el lado NE) y éste a éste (BN al ND) y
también son tridangulos opuestos por el eje porque nada mas los divide este (sefiala
el eje de simetria)

Héctor: Pero a parte équé es lo que afecta el eje de simetria?, para empezar équé pasa con
el segmento BD y el eje de simetria?

Gabriela: | BDy el eje de simetria...es perpendicular con BD.

Héctor: Pero la propiedad del eje de simetria, équé hace en este segmento (BD)? Por
ejemplo tienes este segmento que mide no sé... (Gabriela interrumpe).

Gabriela: | Lo divide a la mitad.

Héctor: ¢éLo divide a la mitad?

Gabriela: | Si.

Héctor: Entonces ¢qué pasa con el segmento DN y el NB?, écomo son? Tu me dices que los
divide a la mitad ¢verdad? (haciendo referencia en su dibujo al eje).

Uriel: Si.

Héctor: éEntonces cémo son el segmento ND y BN?




Gabriela: | Son iguales.

Héctor: éSon iguales?

Gabriela: | Si.

Héctor: ¢Y este angulo cémo me dijiste qué era alli en tu respuesta? (sefalo el angulo DNE y
hago referencia a su respuesta de la pregunta 7, puesto que alli dibujaron un
trapecio con un eje de simetria donde ubican 4 angulos rectos).

Gabriela: | Es un angulo de 90°.

Héctor: ¢Y este también va a ser de 90°? (sefalo el angulo ENB).

Gabriela: | Si, también. Entonces por ejemplo que nos dice que el triangulo BEN y DEN ¢Cémo
son entre ellos? (refiriéndose a la pregunta en cuestion), entonces podemos decir
gue son congruentes porque todos sus lados son los mismos.

Héctor: | Aja. Pueden ser dos tipos de congruencias en este caso. Tienes un angulo (sefalo el
angulo BNE en su hoja de dibujo), tienes éste lado que es igual a éste (sefialo que
BN=ND) y éste lado (NE) es igual pues es comun para los dos, entonces es una
congruencia que llamamos lado angulo lado.

Gabriela: | ¢Lado angulo lado?

Héctor: Aja, o también puedes decir que es por lado lado lado (LLL) porque ya sabes que
lados son iguales asi como también este angulo (menciono el angulo refiriéndome a
lo que ya conocen).

Gabriela: | Entonces le voy a poner que tienen congruencia con lado angulo lado.

Héctor: Aja. (Y puedes decir qué lados son iguales?, ¢y cudl es el angulo?, por favor describir

la congruencia.

ORIRRIPRRREARIRIR

& Aqui lo que se espera es que los alumnos puedan llegar a que se trata de una

congruencia LAL puesto que el eje de simetria divide en dos al segmento BD,

haciendo BN = DN. El eje de simetria es perpendicular a los segmentos AC y BD

formando dngulos rectos con los segmentos BN y DN, y como ademds comparten

el segmento NE, de alli sale la congruencia LAL.

e Se les explica la definicion de congruencia mediante unos triangulos que fueron

dibujados en una hoja puesto que estaban un poco confundidos. Tienen idea de lo

qgue es el concepto pero asi mismo tienden a confundirlo, en este caso con

simetria. Después de eso Gabriela me dice que los tridngulos en cuestidén son

congruentes practicamente por LLL aunque sigue pensando en simetria.




Figura 4.21 Triangulos BEN y DEN en el trapecio.

Mediante una serie de preguntas se les guidé para que pudieran responder que los

triangulos son congruentes por LAL, pero aun después de responder todas esas

preguntas bien, Gabriela menciona que los tridngulos son congruentes por LLL.

Rigurosamente esa es una respuesta incorrecta, pero en este caso puede ser

tolerable puesto que todos los equipos pudieron hacer mediciones de segmentos

en preguntas anteriores, se dieron cuenta de qué segmentos no cambiaban de

longitud durante el movimiento del artefacto asi como cuales si lo hacian. De esa

forma se le contestd que tenia razén pero que también podia ser por LAL y se les

sefialé en el didlogo los lados que son iguales asi como el angulo y el lado que

comparten. Ella opta por anotar la congruencia que se le sugirid.

9.

L.lama punto M a la interseccion del eje de simetria con el segmento AC v N al punto de Ja
interseccion del eje de simetria con el segmento BD. Ahora, compara ¢l tridngulo BEN con

el tridngulo DEN. ;Cémo son entre cllos? fustifica tu respuesta,  1,¢,~
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Figura 4.22 Respuesta 9 del Equipo 3 en sus hojas de trabajo.



CRRRRIRERIRER

Los alumnos no pudieron obtener una congruencia, aun cuando pudieron auxiliarse de la

medicion de segmentos. Tuvieron serios problemas para observar los triangulos trazados

en su trapecio y enlazar algunas caracteristicas que habian mencionado en las preguntas 7

y 8 para obtener que sus tridngulos BEN y DEN eran congruentes. Llegaron a ello gracias

una serie de preguntas hechas por el profesor investigador y recapitulando las respuestas

a las preguntas mencionadas anteriormente. Se nota claramente que no recuerdan bien lo

gue es una congruencia ni mucho menos los posibles criterios.

De manera analoga, observemos lo que los integrantes del equipo Los MS

razonaron mientras trataban de responder la pregunta 10, la cual dice lo siguiente:

Compara los triangulos MEA y MEC. éCémo son entre ellos? Justifica tu respuesta.

ERPRRRRERERERRLos MS (Diana, Eduardo) y Héctor.

IRFRRIERREEIER Tratan de comparar los triangulos MEA y MEC correspondientes a la pregunta 10.
Diana y Eduardo mencionan que dichos triangulos son congruentes usando que el eje de simetria

los divide y por eso dichos tridngulos son simétricos. Ellos en preguntas anteriores han medido

segmentos y conocen sus medidas. Al final proporcionan el por qué los tridngulos son

congruentes.

Diana: Son congruentes.

Héctor: éSi?, épor qué son congruentes?

Diana: Porque también al doblarlos son congruentes (al doblar los tridngulos por el eje de
simetria que encontraron en su trapecio).

Eduardo: | O sea al momento de que esta diagonal de este tridngulo (sefiala el segmento EM) si
lo doblamos a la mitad el punto A queda sobre el punto C.

Héctor: | éPero como son sus lados?

Eduardo: | El lado AE...(es interrumpido por Diana)

Diana: Tienen la misma longitud.

Eduardo: | Es lo mismo que el segmento CE, si éno?

Héctor: éCual?

Eduardo: | El segmento AE es lo mismo que el CE.

Héctor: ¢Y cdmo es el segmento MA y el MC?

Diana: Tienen la misma longitud.

Héctor: éPor qué?

Diana: Porque es el eje de simetria EM, y el punto M estd en el eje de simetria, entonces ya




estdn a la mitad (refiriéndose a los segmentos MA y MC).

Eduardo: | éEntonces anotamos eso? (refiriéndose a las preguntas que les habia hecho)

Héctor: Depende de lo que tu quieras responder.

ORIRRIPRRREARIEIR

La justificacion es analoga a la de la pregunta 9.

Diana y Eduardo respondieron lo siguiente en la pregunta 9:

9. Llama punto M a la mrerscecion del eje de simetria con el seemento AC y N al punto de fa
interseccion del gje de simetria con el segmento 13D, Ahora, compara ¢f triéngulo BEN con
el tridngulo DEN. ;Como son entre ellos? Justitica tu respuesta.
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Figura 4.23 Respuesta escrita de la pregunta 9 del Equipo 2.
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De haber respondido de una manera mas acertada (que los tridngulos eran
congruentes por LAL o en su defecto LLL), inmediatamente hubieran respondido
esta pregunta.

Al principio intentan demostrar que los triangulos son congruentes porque al
doblarlos se pegan uno sobre otro, es decir, utilizan el concepto de que ambos
tridngulos son simétricos. Se presenta la misma situacion que tuvo el equipo
llamado Gaby y Uriel. No pueden dar como razén esa para determinar que los
triangulos MEA y MEC son congruentes.

Se les guid a través de unas sencillas preguntas, las cuales responden muy bien. En
una de ellas Eduardo responde que los segmentos AE y CE son iguales, de acuerdo
a la evidencia recabada se dedujo que respondié eso porque midid los segmentos
(eso no aparece en el video). En otra, Diana dice que los segmentos MA y MC

tienen la misma longitud, explicando en otras palabras que EM era parte del eje de



simetria y por eso M pertenecia a dicho eje, y como el eje divide al segmento AC

en dos entonces AM = CM.

10. Compara los tridngulos MEA v MEC. ;Cdmo son entre ellos? Justifica tu respuesta.
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Figura 4.24 Respuesta 10 del Equipo 2 en sus hojas de trabajo.

CRIRIRRIRRIRIRIR

Trataron de responder que los tridangulos MEA y MEC eran congruentes usando que eran
tridngulos simétricos, es decir que uno era espejo de otro, de acuerdo a las caracteristicas
de la figura que los contiene (trapecio) y que habian observado anteriormente. De alli
gueda claro que los integrantes de este equipo no recuerdan lo que es una congruencia y

posiblemente tampoco recuerden los posibles criterios.

Ahora, el siguiente didlogo, mostrara la respuesta que dio el razonamiento usado
por los Sexys para responder la misma pregunta 10, asi como para comparar si tuvieron

dudas o usaron conceptos parecidos a los del equipo de Los MS.

ERFRRERRRRRERRLos Sexys (Luz, Jorge) y Héctor.

IEERRREREERIRELos integrantes de este equipo se encuentran justificando la pregunta 10, en donde
responden que los triangulos MEA y MEC son congruentes. Tratan de explicar su respuesta.

Jorge: | éCuales son congruentes aqui?

Luz: Por eso, alli te va. Ponle...el segmento AE es congruente (observa con atencion el
artefacto).

Jorge: | éCual?

Luz: AE es congruente con el segmento CE... y luego el segmento AM es congruente con el

segmento CM.
Jorge: Y ambos comparten (lo interrumpe Luz)...
Luz: Ambos triangulos comparten el segmento ME...




Héctor:

¢Cudles triangulos estds tomando en cuenta para responder la pregunta 10?

Jorge: | Estey éste, estos dos (sefiala los tridngulos MEA y MEC).

Luz: Estos dos (los sefiala) y aqui nosotros decimos que los tridngulos también son
congruentes.

Héctor: | ¢Si?, épor qué?

Luz: Porque ... (Jor la interrumpe)

Jorge: | Porque su lado, su segmento AE y el EC son congruentes, igual que el W, digo el M.

Luz: El MCy el MA tienen la misma longitud.

Jorge: | Y comparten el ME (lo sefiala en su dibujo).

Héctor: | ¢Y por qué me dicen que el segmento MC y MA tienen la misma longitud? (sefialo
dichos segmentos)

Jorge: Pues porque...

Luz: Pues porque...

Jorge: | El punto M...(es interrumpido por Luz)

Luz: Esta a la mitad del segmento AC.

Héctor: | ¢Por qué es la interseccion del eje de simetria?

Luz: Si.

Héctor: | Ok. En la siguiente pregunta quiero que se auxilien de estas dos que acaban de

responder para tratar de contestarla.

ORIRRIPRIIEARIRIR

A diferencia del equipo anterior, Jorge y Luz contestaron de una mejor manera la
pregunta 9. Respondieron que los tridangulos BEN y DEN eran congruentes puesto
gue todos los lados eran iguales, indicando que lados correspondientes median lo
mismo. De esta manera lograron darse cuenta de que la respuesta a esta pregunta

(pregunta 10) era analoga a la anterior.

9. Llama punto M a la interseccion del eje de simetria con el segmento AC y N al punto de la
interseccion del eje de simetria con el segmento BD. Ahora, compara el triangulo BEN con
el tridngulo DEN. ;Cémo son entre cllos? Justifica tu respuesta.
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Figura 4.25 Respuesta escrita del Equipo 4.




s Luz le dictaba la respuesta a Jorge para que él la escribiera aunque Jorge también
observaba el artefacto y hacia comentarios. Su respuesta quedd muy parecida a la

de la pregunta 9.

10. Compara los tridngulos MEA y MEC. ;Cémo son entre ellos? Justifica tu respuesta.
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Figura 4.26 Respuesta escrita de la pregunta 10 del Equipo 4.

CRIRRIRERRIRR

Los integrantes de este equipo demostraron saber lo que es una congruencia, aunque
posiblemente no recuerden los distintos criterios. Algo importante fue que se auxiliaron
de la medicién de segmentos y por esta razdon, en esta pregunta y en la anterior
respondieron que los tridngulos en cuestidn eran congruentes por LLL.

Observemos detalladamente el analisis de la respuesta dada por Los Sexys a la
pregunta 11, de la cual su enunciado es el siguiente: Auxilidndote de las 2 preguntas
anteriores, ¢Qué puede decirse de la comparacién entre los triangulos AEB y CED?

Justifica tu respuesta.

ERFRRERRRERRRRLos Sexys (Luz, Jorge) y Héctor.

IRFRRERREEIERI Ahora responden la pregunta 11 y tratan de justificar por qué los tridngulos AEB y
CED son congruentes. Se auxilian con algunas de las respuestas anteriores.

Luz: Estos tridngulos son congruentes.
Héctor: | ¢Si?, épor qué?
Luz: Porque... (la interrumpe Jorge)

Jorge: | Porque sus segmentos AE y EC son congruentes igual que el BD y el ED (los sefiala en
su dibujo).




Luz: Y la longitud de estos segmentos es la misma, es igual (sefiala los segmentos CD y AB).
Héctor: | ¢Y como dedujeron que estos lados eran iguales? (sefialo los segmentos CD y AB).
Luz: ¢Cémo que eran iguales?

Jorge: | ¢Qué éste y éste son iguales? (sefiala los segmentos ECy EA).

Héctor: | Aja.

Luz: Ahhh... pues....

Jorge: Pues se supone que miden lo mismo.

Luz: No, espérate.

Héctor: | Si, pero las preguntas anteriores ¢qué les dicen?

Jorge: | Ah pues porque en la pregunta anterior pusimos que éste y éste son congruentes
(sefiala los segmentos AE y CE), igual también pusimos que éste y éste son
congruentes (sefiala los segmentos BE y DE).

Héctor: | ¢Y como saben que el AB y CD miden lo mismo?

Luz: Ah pues porque...

Jorge: | Por que ya lo habiamos medido y tienen la misma longitud.

ORIRRIPRIEARIEIR

Aqui se espera que los alumnos consideren las respuestas anteriores: en la
pregunta 9 obtienen que BE = DE, y de la 10 conocen que el lado AE = CE, y como
ya midieron los segmentos, saben que el segmento AB = CD (LLL). Algo mas rigido
nos diria que se trata de una congruencia LAL puesto que conocemos que BE = DE,
los dngulos BEA y DEA son opuestos por el vértice, de donde se deduce que los

angulos BEA y DEA son congruentes y como conocemos que AE = CD se cumple la

congruencia.




Figura 4.27 Manera en que los integrantes del Equipo 4 hicieron las

comparaciones de los triangulos pedidos en las preguntas 9, 10y 11.

Jorge y Luz si se auxiliaron de las dos respuestas de las preguntas anteriores, y
comienzan por decir que los tridngulos son congruentes porque sus segmentos AE
y CE eran congruentes (respuesta 10) y que la longitud de AB era igual que la de
CD. Se les preguntdé que cdmo saben que AB =CD y responden que porque ya los
habian medido. Después se les sugirié que se fueran en orden y contesten con lo
gue ya saben, responden que AE = CE, BE = DE y que los segmentos AB y CD son

congruentes porque ya los habian medido.

“{1. Auxiliandote de las 2 preguntas anteriores, ;Qué puede decirse de la comparacion entre los
triangulos AEB y CED? Justifica tu respucsta.
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Figura 4.28 Respuesta correspondiente a la pregunta 11 del Equipo 4.
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CRRRRRFRRER

Lograron enlazar las preguntas anteriores para poder responder esta, ademas de ayudarse
con la observacién de su artefacto. Descubrieron por respuestas anteriores que ya tenian
garantizados dos lados congruentes. Por ultimo ellos ya sabian que los segmentos ABy CD
median lo mismo, lo que hizo que respondieran adecuadamente. Hubo una buena

dindmica entre los integrantes de este equipo.

Hagamos una comparacién entre lo razonado por el equipo anterior y el proceso

realizado por el siguiente equipo en la pregunta 11:

ERFRRRRRRERRGabi y Uriel (Gabriela, Uriel) y Héctor.

IZFRRIERRERIEE Los integrantes tratan de responder la pregunta 11. En esta ocasidén intentan
comparar los tridngulos AEB y CED, en donde se les sugiere que se auxilien de preguntas
anteriores. Gabriela menciona que son tridngulos congruentes y trata de explicar la congruencia,
pero en ello se equivoca confundiendo conceptos y obligando a que se le guie recordando lo que
ya conoce de las respuestas anteriores. De esta manera pudieron deducir la congruencia
correspondiente.

Héctor: | Averéen qué preguntavan?

Gabriela: | En la once.

Héctor: ¢Qué triangulos les pide alli?

Gabriela: | Este y éste (sefiala los tridngulos CED y AEB en su hoja de dibujo).
Héctor: | Alliles pido que se ayuden de respuestas anteriores.

Gabriela: | Si.
Héctor: En las respuestas anteriores tu me dijiste que estos dos triangulos eran congruentes
(BNE y DNE).

Gabriela: | Aja, porque eran lado angulo lado (refiriéndose a la congruencia).

Héctor: Si, épero recuerdas que te explique qué se necesita para ser una congruencia? O sea
si, ese criterio funciona, pero cuando te dije que un tridngulo era congruente a otro
cuando tenian sus lados iguales y angulos iguales. De la forma en que tu dijiste, que
era lado angulo lado tu ya me garantizas de que por ejemplo este lado (BE) tiene
gue medir una cierta distancia y no puede cambiar debido a este dngulo (BNE). Por
ejemplo si tuvieras el angulo mds abierto (BNE), si no fuera de 90°, el lado BE
tendria que ser mayor éno?

Uriel: Si.

Héctor: Igual si lo cierras (me refiero al dngulo BNE) tendria que ser mds chiquito (el lado
BE), pero como tu ya tienes una congruencia lado angulo lado entonces ya no te
queda mas que sea de un cierto tamafio ese lado (el lado BE) y en éste tridngulo
pasa lo mismo (sefialo el tridngulo DEN), tienes este lado igual (DN=BN), éste es




igual para los dos (NE) y un dngulo. Entonces de esas congruencias tu ya dedujiste
gue estos lados son iguales (DE=BE) por lo anteriormente mencionado. Ahora éste...
Gabriela: | Se supone que éste angulo es igual a éste (sefiala los dngulos ECD y EAB), éste es
igual a éste (angulos EDC y EBA) y estos dos son iguales (sefiala los angulo DEC y
BEA).

Héctor: éPor qué?

Gabriela: | Este estan opuestos por el eje (sefialando los angulos DEC y BEA) y entonces estos
son...ay es que nuestro maestro no recuerdo como nos habia dicho... pero el chiste
es que tenemos esto asi y estos son iguales (hace un dibujo donde muestra angulos
opuestos por el vértice)... son dngulos complementarios, en este caso (los remarca
en su dibujo y sefiala cuales son iguales entre si)...

Héctor: ¢Qué necesitas para que sean complementarios? Su suma debe de ser de 180° y alli,
écrees que midan 180°?

Gabriela: | No.

Uriel: No creo.

Héctor: ¢Entonces? A ver, ya sabes que estos dos lados son iguales (DE y BE). En la otra
pregunta tu me dijiste... ¢ qué respondiste?

Gabriela: | Lo mismo que en la otra (en la 9) nada mas le cambie las letras porque son los
mismos triangulos nada mds que volteados.

Héctor: Entonces por la misma razén ya sabes que éste lado es igual a éste (CE=AE) y
entonces ya tienes dos lados iguales (en sus triangulos CED y AEB correspondientes
a esta pregunta).

Gabriela: | éSe puede decir qué los dos tridngulos son simétricos?

Héctor: No, pero a ver, al principio me dijiste que habia dos barras que eran iguales éno?
Gabriela: | Si... estas tenian el mismo tamanio (sefiala las barras BA 'y DC).

Héctor: Entonces équé puedes deducir ya de todo eso, ya revisando las preguntas
anteriores?

Gabriela: | Que son del mismo tamaiio.

Uriel: Estos dos (sefiala los triangulos DEC y BEA).

Gabriela: | Es que los dos tridngulos son del mismo tamafio, sus lados tienen la misma longitud,
tienen el mismo perimetro, la misma darea, tienen todo igual.

Héctor: Entonces écodmo serian estos tridngulos?...

Gabriela: | Son congruentes por lado lado lado (LLL).

ORIRRIPRERERIEIRR
¢ Se le guia a Gabriela para que pueda responder que los tridngulos AEB y CED
también son congruentes. Se trata de hacerlo recordandole lo que ya conoce de
sus dos respuesta anteriores (fueron el Unico equipo que respondié que los
tridngulos de las preguntas 9 y 10 eran congruentes por LAL).
& Se les explica y se espera que quede claro lo que es una congruencia LAL. Se les
dice que cuando tienen un lado en comun congruente y un dngulo congruente

entre dicho lado y otro lado congruente (el angulo estda formado por esos dos



lados) el tercer lado ya queda dado por default puesto que no puede medir mas.
Se les muestra con un ejemplo, de que el angulo formado por los dos lados
congruentes es de 90°, que si ese dngulo se abriera y midiera mas de 90° entonces
el tercer lado que no conocemos aumentaria de tamafio, y que si el angulo midiera
menos de 90° entonces el tercer lado disminuiria.

Gabriela comprende bien lo anterior y sefala que entonces los dangulos de los
triangulos AEB y CED son iguales y los sefiala a pares ECD y EAB, EDCy EBA, DECy
BEA, se le pregunta por qué y responde que estdn opuestos por el eje. No
recordaba como le habia dicho su maestro que se llamaban pero dijo que eran
suplementarios. En esta ocasion el profesor investigador cometié un error al no
corregirla y decirle que eran angulos opuestos por el vértice, pues de haber sido asi
ella hubiera respondido que se trataba de una congruencia LAL. Sin embargo en
lugar de eso, se le aclard que para formar dngulos suplementarios se necesita que

su suma sea de 180°.

Ne

Figura 4.29 Dibujo hecho por el equipo 3 donde se muestran los tridngulos

analizados asi como algunos otros trazos y marcas.



s Se continud con la postura de guiarlos a partir de lo que conocian de respuestas
anteriores y desesperada Gabriela pregunta si puede decir que se trata de
triangulos simétricos, a lo que se le responde que no, pero se le recuerda que al
principio de la actividad habian mencionado que las barras AB y CD tenian la
misma longitud. Al final de todo, respondié que los tridngulos eran congruentes

por LLL.

11, Auxiliandole de las 2 preguntas anteriores. ;Qué pucde decirse de la comparacion entre los
ridangulos AEB y CED? Justifica tu tespuesla. - Sovm 4 @i e0iG 5 (CnGgaoeates
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Figura 4.30 Respuesta de la pregunta 11 del Equipo 3.

CRRRRFRRRR

Este equipo respondid las preguntas 9 y 10 bien, por lo que podrian haberse ayudado de
esas respuestas para responder sin mayores complicaciones la 11, sin embargo, casi
logran responderla de la misma manera que las anteriores. Hay diferentes confusiones de
conceptos, como la que hay entre congruencia y simetria. La confusién principal se dio
cuando Gabriela confundié dangulos opuestos por el vértice con angulos suplementarios,
aun cuando se trata de conceptos completamente distintos. Esto quiere decir que algunas
de las bases que los alumnos necesitan para ir subiendo de nivel, estan por debajo de lo
esperado y deberia de retomarse un trabajo mads serio para tratar de solucionar estos

detalles.




En las preguntas 12 los equipos debian medir la suma de los segmentos AE + EB y
ver si con cualquier posicion del artefacto dicha suma era constante. En la 13 debian
verificar de respuestas anteriores si hay alguna barra del artefacto que midiera lo mismo

que la suma anterior.

El punto clave corresponde a la pregunta 14, la cual dice lo siguiente: Reflexiona
sobre tus respuestas anteriores vy escribe con tus palabras que es una Elipse. Aqui los
alumnos deben ver las respuestas anteriores y unirlas para construir por si mismos la
definicion formal de elipse a partir de la manipulacién y observacidon que los alumnos

hicieron del artefacto, asi como de la medicién de algunos de sus segmentos.

Veamos las respuestas de algunos de los equipos, observemos algunos errores que
cometieron asi como aciertos que tuvieron al responder dicha pregunta, ademas de su

pensamiento y dificultades a las que se enfrentaron.

BRFRRRRRRERELos MS (Diana, Eduardo) y Héctor.

IZFRRIEIRIRREEIRE Se encuentran tratando de responder la pregunta 14, intentando decir con sus
palabras la definicion de elipse. Se les menciona que pueden auxiliarse a través de las preguntas
qgue previamente respondieron. Discuten entre ellos tratando de llegar a tal definicién y hacen
varios comentarios donde se aprecia que tienen una idea la cual no es muy clara. Al final son
capaces de dar una definicion de elipse mencionando algunas de sus caracteristicas obtenidas
mediante el movimiento del artefacto.

Héctor: Este punto al moverse (el punto K) va dibujando una figura, équé figura es?

Diana: La elipse.

Eduardo: | La elipse.

Héctor: En otras preguntas han respondido que la suma de estas dos distancias es igual en
cualquier posicion.

Eduardo: | Ah, si es cierto.

Héctor: Esto les da vueltita ¢no? (muevo el artefacto a partir del punto K).

Eduardo: | Si.

Héctor: | Y sigue dibujando, entonces va a ser la suma igual, entonces éiqué seria la elipse? A
ver trata de definirla a partir de alli...

Diana: Es una figura que tiene...

Eduardo: | Este... son dos...




Diana: Es una figura que tiene dos focos y en la cual su suma siempre es igual.

Héctor: Siempre es igual, pero éia qué?

Diana: ¢Al... punto movil?

Eduardo: | O sea su... siempre es la... ¢icdmo se llama?

Héctor: | Aver équé pasa?

Eduardo: | Es que no se como definirlo.

... (Los alumnos se quedan un tiempo pensativos y animandose entre ellos).
Eduardo: | Que al moverse, o sea los dos puntos son fijos (sefiala los puntos A y B) y la
distancia... la suma de aqui a aqui (de A a K) y de aqui a aqui (de B a K) es lo mismo...
Diana: Aumenta cuando disminuye éste y éste disminuye cuando el otro aumenta.
Eduardo: | Entonces si hacemos esto (moviendo el artefacto), esto aumenta y si hacemos esto
acd éste aumenta y éste disminuye (en el movimiento sefala qué segmento
aumenta y cual va disminuyendo) pero siempre tienen la misma distancia.

Diana: Aja, éste aumenta.

Héctor: Entonces, éla conclusion es?

Diana: Esa jaja.

Eduardo: | Que tienen la misma distancia.

Diana: Es que équé viene siendo el punto E?

Eduardo: | Exactamente, eso yo no lo vi en el tema de la elipse, o sea por eso no se...
Diana: A ver, équé es el punto E? (me pregunta Diana).

Héctor: Mande.

Diana: ¢Cémo consideramos al punto E?, ¢como qué?

Héctor: Como al punto mévil, como al punto que traza.
Eduardo: | Entonces por ejemplo, las preguntas pasadas dicen...
Diana: Es una elipse.
Eduardo: | No, no, no, estas (las sefiala en sus hojas de trabajo), dice: mide las distintas barras
qgue conforman el artefacto, ¢hay alguna barra del artefacto cuya longitud sea
igual?... no... esa pues, la que te dije yo, de por ejemplo si uno aumentaba otro
disminuia (refiriéndose a los segmentos), pero no sé como se le llama a eso...

...(Se quedan pensativos un buen tiempo)
Eduardo: | Es una figura... en la que los focos siempre van a dar la distancia de la elipse (pone
sus dedos sobre los focos)

Diana: Donde hay diez y siete centimetros.
... (Se quedan pensativos y de repente Diana comienza a hablar)
Diana: Los focos vienen siendo Ay By que E es un...
Eduardo: | Es el punto movil.
Diana: Es el punto mévil al cual siempre los segmentos AE y BE (Eduardo la interrumpe).
Eduardo: | Siempre van a dar (Diana lo interrumpe).
Diana: Su suma siempre es igual.

Eduardo: | Ahi esta.

...(Comienzan a escribir su respuesta en sus hojas de trabajo)

ORIRPRRRERIREIR
& Llos integrantes de este equipo tuvieron serias dificultades para tratar de

encadenar algunas de las respuestas de las preguntas que habian respondido con



anterioridad, las cuales les brindaban caracteristicas esenciales de la elipse a partir
de la manipulacién y la observacién del artefacto.

e Los integrantes de este equipo no sabian qué hacer con el punto E, es decir no
hallaban la manera de introducirlo en su definicion, no sabian cémo nombrarlo.

s Identificaron pronto que los puntos fijos actian como focos asi como que la suma
de las distancias de los focos al punto E siempre es la misma (eso trataron de dar a
entender).

e Utilizaron la nomenclatura del artefacto para definir el concepto de elipse, como

por ejemplo que los focos son Ay By que el punto movil es el punto E.

14. Reflexiona sobre tus respuestas anteriores v escribe con lus palabras que es una Elipse.
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Figura 4.31 La definicion de elipse del Equipo 2 en la pregunta 14.

CRIPIRRIRPERIRIREIR

El artefacto resulta util para que a partir de la observacién y la manipulacién los alumnos
puedan ubicar en él las diferentes caracteristicas de la elipse que vieron en su clase de
Geometria Analitica. Sin embargo les costd trabajo enlazar las respuestas de preguntas

anteriores para dar una definicién de elipse.

Los dos didlogos siguientes muestran la respuesta a la misma pregunta 14, pero
ahora dada por parte del equipo denominado Los Sexys seguido por el equipo de Gabi y

Uriel.



ERPRRRRERERRRRLos Sexys (Luz, Jorge)

IRFRRIERRERIER Tratan de dar con sus palabras la definicidn de elipse (pregunta 14). Ambos aportan
buenas ideas y al final Luz dice la posible definicion que podrian anotar en sus hojas de trabajo.

Luz: Es una figura... formada por... bueno que tiene dos focos y que tiene... un punto... no sé
épues qué?... que la suma de los dos segmentos de...
Jorge: | Una elipse es una figura ovalada.

Luz: No.

Jorge: | Que tiene dos focos, ¢éComo no? (le reclama a Luz quien duda acerca de la afirmacion
de Jorge).

Luz: Bueno siguele.

... (Observan el artefacto).

Luz: Pues podemos decir que la suma de los segmentos relacionados con el punto que giray
que forma la elipse siempre es constante (dice eso mientras mueve el artefacto). O sea
en cualquier punto que lo muevas la suma de este a este (de A a E) mas la de este a
este (de E a B) va a ser constante. Eso para mi es elipse.

Jorge: | Si (hace una sefa de aceptacion).

Luz: Escribelo tu.

ORIFRIRRRREARIRR
¢ Este equipo también tuvo algunas complicaciones para definir con sus palabras el
concepto de elipse.
# |dentificaron rapidamente los elementos del artefacto que participan en la
definicion de elipse.

¢ No usaron la nomenclatura del artefacto para escribir su definicion de elipse.

CRIRIRRIRERIRIR
Los alumnos pasan desapercibido en mas de una ocasion lo que sucede cuando mueven el
artefacto y no toman en cuenta las respuestas que dieron anteriormente para tratar de

ayudarse y dar una definicién de elipse a partir de alli.

ERPRRRRRERERRIGabi y Uriel (Gabriela) y Héctor.

IRFRRIERREEIERIEStan a punto de concluir la actividad y se encuentran escribiendo la respuesta de la
pregunta 14, es decir, deben de definir con sus palabras lo qué es una elipse. Gabriela me dice su
definicidn.

Héctor: ¢Puedes repetirmelo por favor?
Gabriela: | Tiene dos puntos fijos llamados focos y uno mavil que va trazando la elipse, la suma




de sus focos al punto mdvil es una constante.

Héctor:

¢En cualquier posicién?

Gabriela: | Si.

Por ultimo, la pregunta 15 dice lo siguiente: SEERER & BB EREFREREEE ERARREE

EIERR PRRRIEIRIRRE @ PRRIERIERR Explica si el artefacto cumple la definicidon de Elipse y éPor

qué? Esta pregunta hace que los alumnos comparen la definicion de elipse que se les

brinda en un anexo con su artefacto.

En el siguiente didlogo se observé claramente las ideas que los alumnos obtuvieron

de su artefacto:

BRFRRRRRRRRELOS Sexys (Luz, Jorge)

IRFRRIRRIREEIER Intentan comparar su artefacto con la definicién de elipse como lugar geométrico.

En esta parte los alumnos intentan verificar que dicha definicién se cumple con el artefacto.

Jorge: | Sicumple.

Luz: Porque este es un lugar geométrico (sefiala la elipse), porque tenemos un punto que
esta en movimiento... muy bien.

Jorge: | Porque tenemos un punto que estd en movimiento.

Luz: Bueno y aqui nosotros tenemos dos puntos fijos llamados focos (sefialdandolos).

Jorge: | Vendrian siendo los focos.

Luz: Y la suma de esta distancia, la suma al punto moévil, de los focos al punto movil ese,
siempre es lo mismo, una constante positiva.

Jorge: | Por lo tanto si cumple.

Luz: Si cumple.

Jorge: | Si cumple la definicidn de elipse.

ORIERRRRREIRRR

Los integrantes de este equipo comparan lo que dice la definicién formal de elipse
con los componentes de su artefacto, sefialan cada similitud que encuentran vy

concluyen que el artefacto cumple la definicion.



15. Solicita a tu coordinador el Anexo 2 para responder lo siguiente.
Explica si el artefacto cumple la definicion de Elipse y ¢(Por qué?

N Comple vaqur en dedo odlendo
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Figura 4.32 Respuesta 15 del Equipo 4 en sus hojas de trabajo.

CRIPIRRIREARIRR

Al hacer una comparacién entre la definicién formal de elipse como lugar geométrico con
el movimiento del artefacto, los alumnos logran unir algunas respuestas para llegar a dar
dicha definicion. El Anexo 2 les sirve a los alumnos para ubicar cada punto en su artefacto,

moverlo y saber que el artefacto cumple con lo alli mencionado.




CAZIETR RO &

BIER CRIRIPEIREARIRI]

Después de analizar la informacién obtenida en las actividades del Elipsdgrafo de
palancas y colisa de inwards y del Antiparalelogramo articulado de van Schooten, se
tratara de responder las preguntas de investigacion que se plantearon al inicio de este

trabajo.

¢ [(ER CREREE RERE @ CRPEERREREER RR CFRERERERERERR R PRRREREE @ REER FERE RR

BIRRIRIERRR FRERIRERRRRIE RPRIRRRRIFRIE RRIR [ RRRIR (P RERRRE

Si, es posible construir una gran variedad de artefactos mecanicos que sean
utiles no soélo para que el estudiante trabaje con el concepto de elipse, sino
también con los conceptos de paradbola e hipérbola. Hay muchos artefactos
interesantes que no pueden elaborarse fisicamente debido a su complejidad y a
algunas limitaciones de movimiento asi como inconvenientes que surgen con las
correderas, que impiden un rendimiento dptimo de éstos. Una vez que se decide el
material a usarse para construir los artefactos el proceso de llevarlos a cabo se

simplifica.

Cabe mencionar que con las barras de acrilico que se mandaron construir,
pueden construirse distintos artefactos como los mencionados en este trabajo de
investigacion, por lo que la gama de estos para otras posibles investigaciones con

grupos de bachilleratos es muy amplia.

e [IER PRRARGRRERR CRIEIEERREE R EPREFRFEER ERE RR PRRRREEFRR & EREE e

EIERR RIFRRER RPRIRIPRRIRRIE PRIR B RRRIE (P PERRER




Claro que si, puesto que varios de los estudiantes al manipular los distintos
artefactos logran darse cuenta que el trazo realizado corresponde al de una elipse.
Muchos de ellos nombran a los artefactos como “compas”. Al hacer sus primeros
trazos se motivan y tratan de encontrar la razén por la cual dichos artefactos

dibujan una elipse y no algo mas.

Con el Elipsdgrafo de palancas y colisa de inwards pueden trazarse distintas
elipses (pueden variar su excentricidad), de acuerdo a la distancia que halla entre
los puntos fijos A y C (focos), inclusive entre menor sea la distancia anteriormente
mencionada el trazo se va haciendo circular, y es una circunferencia cuando el

punto A es colocado sobre el punto C.
En el caso del Antiparalelogramo articulado de van Schooten no puede
modificarse la distancia entre los puntos fijos A y B (focos), por lo que siempre se

trazara la misma elipse.

RERIRIER R @R RFRRRRERERIR RERRIRRPRRRIRRERRIRE Rl FIR RRRRRIRRIERR RIR RRRRIFRIRERR

Con el trabajo llevado a cabo con una poblacidn pequefia de estudiantes de
bachillerato y a partir de la evidencia recabada, podemos decir que a través de la
manipulacion del artefacto asi como con la ayuda de las actividades didacticas,
pudieron llegar a construir el concepto de elipse por si mismos. Esto fue
consecuencia del andlisis que hicieron los estudiantes durante la manipulacién, asi
como de la manera en la que enlazaron sus respuestas. Aunque también dependio
de que los alumnos tuvieran el conocimiento sobre algunos conceptos
previamente aprendidos, como lo son el de congruencia, eje de simetria,
clasificaciones de triangulos, cuadrilateros y trapecios, ademas de sus

caracteristicas, de lo contrario no hubieran podido darse cuenta de algunos



detalles fundamentales, como que los tridngulos sugeridos para compararse son
congruentes y que eso los llevaria a que la suma de dos de los segmentos

involucrados en los Ultimos tridngulos de comparacién siempre es constante.

Se puede decir que sin la guia de preguntas, para los estudiantes hubiera
sido dificil obtener el modelo involucrado para que dicho artefacto trace una
elipse, puesto que ellos ponen atencidn a lo que estan observando, de acuerdo a
los cuestionamientos que tratan de responder. Sin ellos, los alumnos podrian dejar
de lado aspectos importantes para llegar a comprender el modelo implicito en

dicho artefacto.

En la actividad del Elipsdgrafo de palancas y colisa de inwards, tres de los
cuatro equipos participantes pudieron escribir con sus palabras una definicién
aproximada a la definicidon formal de la elipse como lugar geométrico, mientras
qgue el otro equipo sdélo respondid con algunas de sus propiedades, las que

recordaban de su curso de Geometria Analitica.

En la actividad del Antiparalelogramo articulado de Van Schooten los 4

equipos pudieron dar una definicion muy cercana a la formal.

RIPRRRIPEAR RIRl RIRIR RRIRIRRRRIRRERR ERRRE RREER PRRRRRIR @] FRRIRRR R
BRE ERFRRERER B PREEE ERRERRIR BRRR B CRREREERERR B PREE R
ERRRERRIERREIRIR

Por lo observado en nuestra investigaciéon podemos afirmar que es posible,
sin embargo, se requiere la labor conjunta de manipular el artefacto, asi como, de
una lista de preguntas que vaya guiando a los alumnos, de no ser asi esta pregunta

de investigacion seria respondida en forma negativa.



Por otro lado, también depende de los conceptos que el alumno requiera
para llegar a dicha demostracién, puesto que se observé que los estudiantes
olvidan muchas cosas de un semestre a otro. Por consiguiente, los alumnos deben

de estar familiarizados con los conceptos involucrados.

BRIRIE [ PRRRRERE @ B R ERRRRERE REER FRRER R EERE

BIRRRIRIERRRIR RIE CIRIRR R B BRI ERRRIERRRRIRER

Sustentado con los resultados obtenidos se considera que la metodologia

empleada en esta investigacion es la adecuada.
Cabe destacar, que cada una de las actividades propuestas tiene una
duracion de dos horas en promedio, por lo que llevar a cabo las actividades en una

sesion de trabajo, puede ser dificil.

ERIER FRERRE FRER ER ERRRERE ER @R FREREEEFERE FRRERER CREREE ERERRE ERERIE

Trabajar con instrumentos concretos en el aprendizaje es viable ya que, se
observé que la mayoria de los estudiantes se motivan trabajando con ellos, es una
dindmica muy distinta a la de una clase cotidiana, ademas el concepto en cuestién

es construido por ellos mismos por lo que este puede ser mas duradero.

En varias ocasiones mientras movian el artefacto en cuestidon seguian el
movimiento con sus dedos, trataban de medir los cambios de segmentos con los
dedos, en ocasiones sélo miraban fijamente el artefacto o lo cambiaban de

posicién.



Un aspecto importante observado, es la transmision de ideas que se da
entre los estudiantes cuando tratan de responder las preguntas de sus hojas de
trabajo. En la mayoria de los equipos se observd que tienen poco manejo de
conceptos matematicos, algunas veces no lograban transmitir sus ideas a los
demas companferos, o lo hacian de manera errénea confundiendo conceptos. En
raras ocasiones y soélo en ciertos equipos se dio lo que podrian llamarse

fragmentos de debates cientificos.

En cuanto a la manipulacion del artefacto, al principio les costé trabajo
moverlo, lo cual se vio reflejado en sus trazos, los cuales quedaban muy chuecos.
Después de realizar varios trazos, los alumnos obtenian practica y las elipses les
comenzaron a quedar bien. Un problema para los alumnos fue que en ocasiones se
salian las tachuelas con las que se fijaban los puntos fijos (focos) y esto les

perjudicaba en la estética de sus dibujos.

BiER RERER RRERRRIEIEE

Las actividades anteriores estan hechas con la intencion de que los alumnos
puedan construir el concepto de elipse mediante la manipulacidon del artefacto, una
estrategia de trabajo y unas hojas de actividades. Para ello es necesario evocar algunos
conceptos, como es el de congruencia, eje de simetria, angulos opuestos por el vértice,
clasificaciones de tridngulos, cuadrilateros y trapecios ademds de sus caracteristicas, entre
algunos otros. Aqui la duda en cuestién es é¢qué actividades pueden llevarse a cabo o qué
preguntas pueden agregarse a las actividades previamente disefiadas para introducir los
conceptos mencionados e integrarlos a ellas? Lo anterior con la finalidad de facilitar la

construccion del concepto de elipse por parte de los alumnos.



Los estudiantes no estan acostumbrados a trabajar en equipo, por lo que muchas
veces no pueden aceptar las ideas de sus compafieros o no logran complementar vy

enriguecer sus respuestas con ellas.
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1) Sete proporcionard un artefacto, un lapiz y una regla.

2) El punto K es el punto de la intersecciéon de los segmentos AE y BD.

3) Podras mover el artefacto mediante el punto E. Analiza con mucha atencién el lugar
geométrico trazado por el punto K, asi como el movimiento en general del artefacto.

4) Coloca el lapiz en el punto K, puesto que este es el punto que realiza el trazo.

5) Deberds medir la longitud de algunos segmentos, sélo en las preguntas en las que sea
pertinente.

6) Responde las preguntas planteadas lo mas detallado posible, haciendo uso de la
manipulacion del artefacto.

A B
7) Al hacer referencia a un segmento, escribelo de la siguiente forma. (=)
8) Puedes elegir un sitio para colocar el origen del sistema de coordenadas.
BE, ED, DCy CB

1. Mueve el punto E y observa los puntos del artefacto.
Cuando moviste el punto E ¢Cuadles fueron los puntos del artefacto que no cambiaron de
posicion?



2. Al manipular el artefacto ¢ Cudles son los segmentos que no cambian su longitud durante el
movimiento?

3. Mueve el punto E y observa la figura formada por los puntos C, B, E y D. ¢ Qué figura se
forma?, ¢Cambid su perimetro durante el movimiento?

4. Mueve el punto E y observa los segmentos del artefacto. ¢ Cudles fueron los segmentos que

cambiaron su longitud durante el movimiento?

5. Del punto anterior ¢ Qué longitudes de segmentos son iguales?

6. ¢Cudles son las caracteristicas de la figura formada por los segmentos BC, CD, DE y EB?

7. (Elsegmento BD, siempre pasa por la mitad del segmento CE? épor qué?



8. Deja fijo el artefacto y traza el segmento KC. ¢Cdmo son los tridngulos KED y KCD entre ellos?
Argumente su respuesta.

9. ¢Cudnto equivale la distancia AK+KC?, é¢Siempre se cumple la equivalencia de la suma de
AK+KC?, ¢Por qué se cumple?

10. Reflexiona sobre las preguntas anteriores y escribe con tus palabras la definicién de Elipse.

11. Explica si el instrumento cumple la definicidn de elipse y épor qué?

12. iCrees que la elipse se modificaria si los segmentos BE, ED, DC y CB fueran mas grandes o mas
pequenos?



13. Ahora, acerca el punto A al punto C y manipula el artefacto. ¢ Cémo se comporta este trazo?

14. Ahora, aleja el punto A del punto Cy manipula el artefacto. ¢ Cudl es el comportamiento de
este trazo?

15. ¢Qué puedes deducir del acercamiento y el alejamiento del punto A con el C?
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Se te proporcionara un artefacto, el cual esta etiquetado en ciertos puntos. Asi mismo, un
[dpiz y una regla.

2) Fija los artefactos sobre la tabla.

3) Para manipular el artefacto (una vez fijo), tendras que girarlo a partir del punto Cy D.

4) El punto E, es la interseccidn entre los segmentos AD y BC. Este punto se tomara sobre las
deslizaderas, en donde se colocari el lapiz que previamente se te entrego.

5) Observa con atencién el movimiento realizado por los puntos C y D, principalmente el
lugar geométrico trazado por el punto E.

6) Responde las preguntas planteadas lo mas detallado posible, haciendo uso del artefacto.

A B
7) Al hacer referencia a un segmento, escribelo de la siguiente forma. (=)

Este artefacto tiene tres puntos que
pueden trazar curvas: C, D y E. Responde
las siguientes preguntas:

=]

1R ¢De cuantas barras rigidas estd conformado el artefacto?



281 Mueve el punto D y observa atentamente lo que ocurre con los demas puntos, asi como
en los segmentos. Durante la manipulacion del artefacto, équé figuras geométricas forman
dichas barras?

3@ ¢Cudles son los puntos que estan fijos sobre el plano?

¢Cudles son los segmentos del artefacto que no cambian de longitud durante el
movimiento?

¢Cuales son los segmentos que cambian de longitud durante el movimiento?

BR ¢Cuales de los segmentos de longitud variable son iguales?

Ahora deje el artefacto inmévil de manera que los segmentos AB y CD no sean paralelos y
responda lo siguiente:

BR Trace los segmentos AC y BD. ¢Cudl es la figura que se forma con los segmentos AC, BD,
AB y CD? Menciona algunas de sus caracteristicas.

Observe la figura de la pregunta anterior ¢Tiene algun eje de simetria? Traza el o los ejes
de simetria de dicha figura. ¢ Cual es la propiedad del eje de simetria?



¢Como es el eje o los ejes de simetria respecto a los segmentos ACy BD?

1RR Llama punto M a la interseccién del eje de simetria con el segmento ACy N al punto de la
interseccién del eje de simetria con el segmento BD. Ahora, compara el tridngulo BEN con
el tridngulo DEN. ¢Cémo son entre ellos? Argumente su respuesta.

11 Compara los triangulos MEA y MEC. ¢ Como son entre ellos? Argumenta tu respuesta.

12@ Auxiliandote de las 2 preguntas anteriores, ¢Qué puede decirse de la comparacidn entre
los tridngulos AEB y CED? Argumente su respuesta.

13@¢En qué segmentos de longitud variable, su suma es constante? ¢Cual es esta suma? ¢Hay
algun elemento del artefacto cuya longitud sea igual a la suma anterior?

1R Al manipular el artefacto, en cualquier posicidn, ésiempre se cumple la equivalencia de la
pregunta anterior?



1Rm@ ¢ Cual es la propiedad de la curva descrita por el punto E? ¢ Conoces esta curva?

1RIZ Reflexiona sobre las preguntas anteriores y escribe con tus palabras la definicién de Elipse.

1RR Explica si el instrumento cumple la definicidn de Elipse y éPor qué?
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1) Se te proporcionard un artefacto, un lapiz, un pincelin y una regla.

2) El punto K es el punto de la interseccidon de los segmentos AE y BD.

3) Coloca el lapiz en el punto K, puesto que este es el punto que realiza el trazo.

4) Podrds mover el artefacto mediante el punto E o bien mediante el lapiz que se inserta en
el punto K. Analiza con mucha atencidn el lugar geométrico trazado por el punto K, asi
como el movimiento en general del artefacto.

5) Puedes medir la longitud de los segmentos con la regla para contestar algunas de las
preguntas que se te piden.

6) Responde las preguntas planteadas lo mas detallado posible, haciendo uso de la
manipulacion del artefacto.

A B
7) Al hacer referencia a un segmento, escribelo de la siguiente forma. (=)

3 il el s 3l el i | A e ad Fadla el el
[HRIE] RIRRIEER

Bl

Bl

1. ¢De cudntas barras esta conformado el artefacto? Escribe la longitud de cada una de ellas,
nombrando a cada barra con los puntos de cada uno de sus extremos (por ejemplo barra AE).



2. Mueve el artefacto y observa sus diferentes puntos durante el movimiento.
Cuando moviste el artefacto, ¢ Cudles fueron los puntos que se mantuvieron fijos?

3. Al mover el artefacto éCudles son los segmentos que no cambian de longitud durante el
movimiento?

4. Mueve el artefacto y observa sus segmentos. ¢ Cudles fueron los segmentos que cambiaron su
longitud durante el movimiento?

5. De los segmentos que cambiaron de longitud durante el movimiento, ¢ Cudles tienen la misma
longitud entre ellos?

6. Mueve el artefacto y observa la figura formada por los segmentos BC, CD, DE y EB. ¢ Qué figura
se forma?, équé caracteristicas tiene dicha figura?

7. ¢El segmento BD, siempre pasa por la mitad del segmento CE? Justifica tu respuesta.



8. Deja fijo el artefacto y traza con tu pincelin el segmento KC. ¢Cémo son los tridngulos KED y
KCD entre ellos? Justifica tu respuesta.

9. Suma la distancia de los segmentos AK+KC. ¢A cudnto equivale la distancia AK+KC? , ¢Siempre
se cumple la equivalencia en cualquier posicién del artefacto? Justifica tu respuesta.

10. Auxiliandote de la respuesta de la pregunta 1, ¢Hay alguna barra del artefacto cuya longitud
seaigual a la suma de AK + KC?, ¢cudl es dicha barra?

11. Acerca el punto A al punto C, mueve el artefacto y observa el trazo. Después coloca el punto A
sobre el punto C, mueve el artefacto y observa el trazo. ¢COmo se comportaron estos trazos
en comparacién con el primer trazo realizado en la actividad?

12. Reflexiona sobre tus respuestas de las preguntas anteriores y escribe con tus palabras la
definicion de Elipse.

13. PR R R PR R RR R R B R RR R E RRR AR R R R R R R R R R
Explica si el instrumento cumple Ila definicibn de elipse y épor qué?
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HOJA DE TRABAJO PARA LA MANIPULACION DEL ANTIPARALELOGRAMO (Van Schooten)
]
) 3 e 3 s e e a2k 2 s e d e e e a

B

]
B BR RRRRRERRRIERER
]

PRI PRIRIEI

BEtRIREEE k]

]

FIRRRRIRRREIRIRIRR

Se te proporcionara un artefacto, el cual esta etiquetado en ciertos puntos. Asi mismo, un
[apiz, un pincelin y una regla.

2) El punto E, es la interseccion entre los segmentos AD y BC. Este punto se tomara sobre las
deslizaderas, en donde se colocard el lapiz que previamente se te entrego.

3) Para manipular el artefacto (una vez fijo), tendras que girarlo a partir del punto Cy D o
bien, sdlo debes manejarlo con el lapiz.

4) Observa con atencion el artefacto durante el movimiento, principalmente el lugar
geométrico trazado por el punto E.

5) Puedes medir la longitud de los segmentos con la regla para contestar algunas de las
preguntas que se te piden.

6) Responde las preguntas planteadas lo mas detallado posible, haciendo uso del artefacto.

A B
7) Al hacer referencia a un segmento, escribelo de la siguiente forma. (=)

3] 3] 3 s a2 EO el s el e o]
ERRRIRIFRRIE

@

18 ¢De cudantas barras esta conformado el artefacto?



28 Mueve el artefacto y observa atentamente lo que ocurre con todos sus segmentos.
Durante el movimiento del artefacto, équé figuras geométricas forman dichos segmentos
(incluyendo los segmentos ACy BD)?

3@ ¢Cudles son los puntos que estdn fijos sobre el plano durante el movimiento del artefacto?

Al mover el artefacto ¢Cuales son los segmentos que no cambian de longitud durante el
movimiento?

Mueve el artefacto y observa sus segmentos ¢éCudles son los segmentos que cambian de
longitud durante el movimiento?

BR De los segmentos que cambiaron de longitud durante el movimiento, ¢ Cudles segmentos
son iguales entre si?

Ahora deje el artefacto inmévil de manera que los segmentos AB y CD no sean paralelos y

responda lo siguiente:

Trace los segmentos AC y BD. ¢Cudl es la figura que se forma con los segmentos AC, BD,
ABy CD? Menciona algunas de sus caracteristicas.
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Observa la figura de la pregunta anterior {Tiene algln eje de simetria? Traza el o los ejes

de simetria de dicha figura. éComo es el eje o los ejes de simetria respecto a los
segmentos ACy BD?

Llama punto M a la interseccion del eje de simetria con el segmento ACy N al punto de la

interseccién del eje de simetria con el segmento BD. Ahora, compara el triangulo BEN con
el tridngulo DEN. ¢Como son entre ellos? Justifica tu respuesta.

1B Compara los triangulos MEA y MEC. ¢Como son entre ellos? Justifica tu respuesta.

11mAuxiliandote de las 2 preguntas anteriores, ¢ Qué puede decirse de la comparacion entre
los triangulos AEB y CED? Justifica tu respuesta.



127 Realiza la suma de los segmentos AE + EB. ¢A cuanto equivale la suma de AE + EB?,
ésiempre se cumple dicha suma en cualquier posicion del artefacto?

13@Mide las distintas barras que conforman el artefacto. ¢ Hay alguna barra del artefacto cuya
longitud sea igual a la suma anterior?, écudl es dicha barra?

1@ Reflexiona sobre tus respuestas anteriores y escribe con tus palabras que es una Elipse.

1017 PR FR R IR R Rl R R PRI R PRRIER RIRIRPRIER [ RIRRIRRIRE Bl 2] Bl R PR R R RIERIRI PRI
Explica si el artefacto cumple la definicidn de Elipse y éPor qué?
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Una linea que atraviesa una figura de tal manera que
cada lado es el espejo del otro. Si dobldramos la
figura en la mitad a lo largo del Eje de Simetria,
tendriamos que las dos mitades son iguales,
quedarian parejas.

El eje de simetria es la mediatriz del segmento
cuyos extremos son puntos simétricos.




