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Introduccion

Desde hace mas de 5000 anos, la geometria ha jugado un papel esencial
en el desarrollo de las matematicas, tal vez porque la vista es el sentido con
el que el ser humano mejor percibe y entiende lo que le rodea. La geometria
fue, inicialmente, tratada como una teoria que explicaba un universo plano
de acuerdo con el pensamiendo euclideano; esta idea cambidé apenas hace
un poco mas de 200 anos. Con el nacimiento de otros pensamientos, la
geometria dejé de ser una teoria para pasar a ser una forma de pensar,
un area de las matemadticas que, segun David Hilbert, estudia espacios de
puntos, sus lineas (que son conjuntos de puntos), las transformaciones que
hay entre dichos espacios y los invariantes que dejan estas transformaciones.

Con este nuevo concepto de geometria, los espacios geométricos no quedan
forzados a ser infinitos. Para formalizar la idea de un espacio geométrico dis-
creto se define un espacio parcialmente lineal, que es un conjunto de puntos
que, Unicamente, posee una estructura de colinealidad; las lineas del espa-
cio son conjuntos de, al menos, dos puntos y tales que éstas concurren en,
a lo més, un punto. Tener la idea de un espacio geométrico finito no seria
provechosa sin tener transformaciones entre ellos. Estas transformaciones
no pueden preservar otra cosa que no sea la colinealidad, ya que es la tinica
estructura que le damos a los espacios parcialmente lineales.

En este momento es cuando surge una pregunta natural jpara qué estu-
diar los espacios geométricos discretos, si ya conocemos espacios con mucho
mas puntos y mucho mas estructura? La respuesta es sencilla, el estudio de
las estructuras algebraicas finitas es fundamental para el entendimiento de
gran parte de las matematicas modernas, y los espacios geométricos finitos
aparecen de forma natural en muchas de estas estructuras, por ejemplo, a
partir de los espacios vectoriales sobre campos finitos podemos obtener espa-
cios proyectivos con algunas de las propiedades que tenemos en los espacios
proyectivos sobre los reales. Un hecho parecido fue descubierto por Bernd
Fischer; gran parte de su estudio acerca de los grupos de 3-transposiciones
(donde los clasificé y encontré tres de los grupos simples esporddicos) se
basa en estudiar las estructuras geométricas que en estos se esconden (en
su conjunto de S-transposiciones), y uso la palabra “esconden”porque no es
tan inmediato asociarle dicha geometria.

Una vez que Fischer tuvo tan genial idea sobre la geometrizacion del
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conjunto de 3-transposiciones de un grupo de 3-transposiciones, nos queda
estudiar a estos espacios que, sin duda, resultan muy interesantes dado que
la estructura geométrica que poseen es particularmente bonita y sencilla. Es
ese el objetivo de esta tesis, estudiar la geometria de los espacios de Fischer,
dejando un poco de lado las propiedades algebraicas que estos nos dan de
los grupos en los que estdn inmersos; estos espacios son interesantes por
s{ mismos. Se caracterizan (o bien, se definen) por tener, inicamente, planos
afines sobre F3 o duales de afines sobre Fa.

En el primer capitulo daremos un repaso de la teoria que se utilizara en
los capitulos posteriores; muchos de los resultados que usaremos en los tulti-
mos capitulos no entran dentro del temario de los cursos basicos de licen-
ciatura. Daremos algunas definiciones béasicas de la teoria de graficas y la
teoria de Categorias; diremos qué son los grupos de Coxeter y los grupos
de Weyl, para posteriormente ver algunos grupos de 3-transposiciones como
grupos de estos estilos, y hablaremos del producto semidirecto y de las for-
mas cuadréticas sobre campos de caracteristica 2, que utilizaremos en algu-
nas construcciones y resultados posteriores. Un lector que tenga conocimien-
tos bésicos de algin tema puede hacer caso omiso de éste y pasar al siguiente.

En el segundo capitulo se presentara una breve resena de lo que son
las geometrias discretas, o lo que llamamos espacios parcialmente lineales,
en particular nos van a interesar mas los espacios geométricos finitos cuyas
lineas constan, exactamente, de tres puntos, asi que en este capitulo casi
todos los ejemplos de espacios geométricos seran de este estilo. Definire-
mos, por supuesto, a los morfismos entre espacios parcialmente lineales y
posteriormente generalizaremos algunas construcciones que se tienen de la
geometria sobre los reales, como lo son los espacios proyectivos, los espacios
afines y los espacios duales; estas construcciones nos daran las bases de lo
que, posteriormente, diremos que es un espacio de Fischer.

El tercer capitulo estda dedicado a estudiar a los espacios de Fischer
en general. Intencionalmente llegaremos a los espacios de Fischer mediante
geometria y no mediante grupos de 3-transposiciones, para poder apreciar
mejor sus propiedades geométricas. Primero definiremos ciertas funciones de
un espacio parcialmente lineal en si mismo, que nacen de forma relativamente
natural; a éstas las llamamos funciones ~y. Posteriormente demostraremos
que estas funciones son realmente morfismos cuando el espacio parcialmente
lineal es de Fischer, asi podremos usar esto y algunas propiedades mas, para
probar varios resultados relativos a la geometria de los espacios de Fischer.
Después diremos qué es una inmersion de un espacio parcialmente lineal en
un grupo, para con esto dar el resultado principal del capitulo: es equiva-
lente que un espacio parcialmente lineal sea de Fischer, que las funciones ~
sean automorfismos y que un espacio de Fischer esté inmerso en un grupo.
De esta forma es natural que los grupos donde los espacios de Fischer estén
inmersos sean de 3-transposiciones y que todo grupo de 3-transposiciones
tenga inmerso un espacio de Fischer. Por ultimo introduciremos un con-
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cepto parecido al de una base de un espacio vectorial (aunque mds debil,
categoricamente), los llamamos diagramas, que estdn dados mediante grafi-
cas. Un par de preguntas interesantes son jcudles graficas son diagramas?
y jqué espacios tienen diagramas? Es por esto que los diagramas para los
espacios de Fischer, en distintas categorias, seran nuestro objeto de estudio
en los dos capitulos posteriores.

En el cuarto capitulo estudiaremos los diagramas en la categoria comple-
ta de los espacios de Fischer. Probaremos que los espacios que tienen planos
afines no pueden tener diagramas en ninguna categoria que contenga a todos
los espacios simplécticos (los espacios con tinicamente planos duales afines),
de esta forma eliminaremos muchas posibilidades para que una grafica sea
diagrama. Posteriormente probaremos que los grupos de Coxeter, asociados
a las gréficas restantes (los diagramas de Dynkin), son de 3-transposiciones;
esto implica que estas graficas son diagramas para los espacios inmersos en
dichos grupos.

En el quinto y dltimo capitulo estudiaremos los diagramas en la categoria
de espacios simplécticos. Primero estudiaremos las representaciones lineales
de un espacio simpléctico, es decir, las funciones del espacio en un espacio
vectorial que preservan informacion acerca de la colinealidad. Trabajaremos
inicialmente con espacios reducidos (los espacios tales que, dada cualquier
pareja de puntos, existe un tercero colineal a uno y no al otro) y probaremos
que la cantidad de puntos colineales a una pareja de puntos no colineales
es independiente de la pareja; con este resultado y un teorema dado por
Hall (del cual no incluiremos demostracién) daremos una clasificacién de
los espacios simplécticos: los que tienen la propiedad de Desargues y los
que tienen la propiedad de Reye. Por ultimo usaremos la clasificacién dada
para demostrar, por separado, que todos los espacios tienen diagrama en la
categoria de espacios simplécticos.
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Capitulo 1

Preliminares

El estudio de los espacios de Fischer inicié hace no mucho tiempo, cuan-
do Bernd Fischer los introdujo a mediados del siglo XX para el estudio y
clasificacion de los grupos de 3-transposiciones. Citando a Aschbacher “Fis-
cher no usé (para la prueba del Teorema de Ficher) nada de la maquinaria
sofisticada del momento. Su prueba requeria un poco mas que teoria ele-
mental de grupos y de geometrias finitas, combinando todo de una forma
nueva y original”.

La teoria utilizada en la prueba del Teorema de Fischer es, para nosotros,
un poco menos elemental que para Aschbacher y el mismo Bernd Fischer.
Es por esto que dedicaremos el primer capitulo a introducir los conceptos
elementales y a dar algunos resultados (sin demostracién) necesarios para el
estudio de los espacios de Fischer.

1.1. Teoria de graficas

Definicién 1.1.1. Una grdfica es una pareja I' = (V, A), donde V es un
conjunto cuyos elementos llamaremos puntos o vértices, y A un conjunto de
parejas no ordenadas de puntos distintos de V a las que llamaremos aristas.
Si {a, b} es una arista diremos que a y b son adyacentes. Una grifica con n
vértices serd numerada si a cada uno de éstos se le asocia un nimero distinto
del 1 al n. Una subgrdfica A de T' es una pareja A = (V/, A’) donde V' C V
y A’ C Ay tal que A = (V' A) es, por sf misma, una gréfica. Denotaremos
que A es subgréfica de I' como A C T

La definicién es bastante sugestiva, de hecho, nunca daremos los puntos
y las aristas mediante conjuntos, sino haremos un dibujo, trazando una
linea entre vértices adyacentes. (Para nuestros objetivos, no serd necesario
definir graficas con aristas multiples o donde una arista vaya de un punto
en si mismo.)

Definicién 1.1.2. Sea I = (V, A) una gréfica.

9
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= Un camino en I' es una sucesién de vértices x1,xo, ..., x,, donde z; y
xi+1 son adyacentes para toda 1 <17 < n.

= Decimos que I' es coneza si, para cualesquiera x,y € V existe un
camino x1,xg,..., &Ly CON T =2T1 Y Y = Tp.

= Decimos que un camino 1, xs,...,Z, €s un ciclo si x1 = x,.
= Decimos que I' es un drbol si es una grafica conexa y sin ciclos.

Ejemplos 1.1.3. Dos graficas.

= Un ciclo de 3 vértices. » La grdfica bipartita K3 3).

Definicién 1.1.4. Sean I' = (V, A) y A = (V' A") graficas. Un morfismo
¢ : ' — A de grdficas es una funcién ¢ : V. — V' tal que si z,y € V
son adyacentes, entonces ¢(z) y ¢(y) también lo son, y si  y y no son
adyacentes entonces ¢(z) y ¢(y) tampoco lo son (es decir, la funcién ¢
manda puntos adyacentes en puntos adyacentes y puntos no adyacentes en
puntos no adyacentes).

En la definicién anterior podemos notar que si un morfismo ¢ es tal que
o(x) = ¢(y), entonces z y y no pueden ser adyacentes dado que ¢(x) no
puede ser adyacente a si mismo.

Ejemplo 1.1.5. Un morfismo ¢ de la grafica K(33) a la grafica bipartita
K(2.)-

a f
6 0

b e
B 0

c d

Es suficiente darnos cuenta de que, para K3 3), cada punto del conjunto
{a,b,c} estd conectado con todos los puntos del conjunto {d, e, f} (precisa-
mente por ser bipartita), y lo mismo para K(2,), asi que, definiendo a ¢
de forma que ¢({a,b,c}) C {a,8} v ¢({d,e, f}) C {v,d}, obtenemos un
morfismo de graficas.
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Dada una grifica I' = (V, A) es en ocasiones til pensarla como el con-
junto de sus vértices, para asi escribir x € I' en lugar de x € V, para  un
vértice de I'.

1.2. Formas cuadraticas en caracteristica 2

Definicién 1.2.1. Sea F un campo y V un espacio vectorial sobre F. Una
forma bilineal en V es una funcién f : V x V — F que es lineal en cada
coordenada, es decir

. f(u+v’w):f(uvw)+f(vvw)
. f(u,v+w):f(u,v)+f(u,w)
v f(Au,v) = fu, ) = Af(u,v)

para todos u,v,w € V, A € .
A la forma bilineal se le llamard simétrica si f(u,v) = f(v,u) para
cualesquiera u,v € V, y es simpléctica f(v,v) =0 para todo v € V.

Noétese que para definir una forma bilineal en un espacio vectorial V
Unicamente es necesario definirla en una base de V, es decir, si {3;};cr es
una base para V), es suficiente definir f(3;, 3;) para todos los 7,5 € I.

Una forma cuadrdtica sobre V es una funcién g : V — F tal que ¢(A\v) =
A2q(v) para cualesquiera A € F, v € V y que, ademds, la funcién definida
por f(u,v) = q(u+ v) — q(u) — ¢(v) es una forma bilineal en V. Teniendo
definida en V una forma bilineal f es natural asociarle la forma cuadratica
q(v) = f(v,v). Si dicha forma bilineal es simétrica podemos recuperarla a
partir de la forma cuadratica mediante la siguiente ecuacion:

fu,v) =271 (q(u+v) = q(u) — q(v)). (1.1)
Esto nos trae serios problemas en caracteristica 2 asi que, en este caso,
se hard distinto.

Definicién 1.2.2. Sean F un campo de caracteristica 2, V un espacio vec-
torial sobre F y f una forma bilineal simétrica en V. Una forma cuadrdtica
asociada a f es una funcién g : YV — F tal que

flu,v) = q(u+v) + q(u) + q(v). (1.2)
Y ademsés, g(\v) = Aq(v) para cualesquiera A € F, v € V.

Con la ecuacién anterior y la que ya tenfamos para los otros casos, pode-
mos darnos cuenta que la forma cuadratica define a la forma bilineal, pero el
sentido opuesto no es siempre cierto en caracteristica 2, de hecho, podemos
obtener una forma cuadratica distinta por cada asignacién de ceros y unos
a los basicos.
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Sea I' una gréfica con n vérices y F un campo. Llamaremos FI" al espacio
vectorial sobre F con base los vértices de T, es decir, FT' = {a121 + aszg +
cotantyia; €Fa; el # a1 <i<j<n}=F"

Cuando F = Ty asociamos a Fsol' la siguiente forma bilineal:

Definicion 1.2.3. Sea I' una gréficay f : Fol' xFoI' — Fs la forma bilineal
definida en la base de vértices por

1 si x y y son adyacentes
f(z,y) = { 0 si no lo son

y la extendemos “bilinealmente” a todo el espacio.
A f le llamaremos la forma bilineal asociada a Fsl'.

Ejemplo 1.2.4. Sea I' una grafica y f la forma bilineal asociada a FaI'.
Para tener una forma cuadratica asociada a f es suficiente asignar a cada
vértice un 0 o un 1 y asi extenderla a todo el espacio mediante la ecuacion
1.2.

Dada una forma bilineal f en V diremos que dos puntos, u,v € V son
ortogonales si f(u,v) = 0, y lo denotaremos como u_lv, asi también deno-
taremos como v al conjunto de puntos ortogonales a v.

Definiciéon 1.2.5. Sean V un espacio vectorial y f una forma bilineal en
V. El radical de f es el conjunto de puntos ortogonales a todo V, es decir,
rad(f) = {u € V : f(u,v) = 0, para todo v € V}. Diremos que f es no
degenerada si rad(f) = {0}.

Sea ¢ una forma cuadratica asociada a f. El radical de ¢ esta formado
por los vectores v € rad(f) tales que g(v) = 0. De la misma manera diremos
que q es no degenerada si rad(q) = {0}.

Proposiciéon 1.2.6. Sean V un F-espacio vectorial y f una forma bilineal
en V. Sea U un subespacio de rad(f), entonces f induce una forma bilineal
f sobre V/U que hace conmutar el diagrama siguiente

Vxv—L v xviu
fops
7/
f F
7/

F
Donde p es la proyeccion natural de V en V/U.
Sea q una forma cuadrdtica asociada o f, entonces si U es subespacio
de rad(q), existe una forma cuadrdtica q sobre V/U tal que § =qop. N

Proposiciéon 1.2.7. Sean V un espacio vectorial sobre un campo de carac-
teristica 2, f una forma bilineal en V y q una forma cuadrdtica asociada a
f. Siq es no degenerada entonces dim(rad(f)) < 1.
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Demostracion. Supongamos que dim(rad(f)) > 1; entonces tomemos u, v €
rad(f) linealmente independientes. Tenemos que ¢(u) = ¢(v) = 1 dado que
rad(q) = {0} y, por la ecuacién 1.2, 0 = f(u,v) = q(u+v) + q(u) + q(v);
asi, ¢(u +v) = q(u) + ¢(v) = 0 de donde, u + v € rad(q), lo que contradice
el hecho de que rad(q) = {0}. |

1.3. Producto semidirecto

Algunos ejemplos de grupos que daremos mds adelante, son mas faciles
de entender si los construimos como el producto semidirecto de dos grupos.
Fl producto semidirecto es una generalizacion del producto directo; seran
iguales como conjunto, mas no como grupo. Los resultados no demostrados
que veremos en esta seccién se encuentran en [6].

Definicién 1.3.1. Sean N y H grupos y sea Aut(N) es el grupo de au-
tomorfismos de N. Si ¢ : H — Aut(N) es un homomorfismo de grupos,
decimos que H actia en N a través de ¢ y que H es un grupo operador en N;
al homomorfismo ¢ lo llamamos una accidn de H. Denotaremos (¢(h))(n)

por "n.

En esta definicién, la accién ¢ de H no requiere ser un homomorfismo
especial. En particular, ¢ puede ser el homomorfismo trivial, es decir, ¢(h) =
1 para todo h € H, asi, cualquier grupo puede actuar en un grupo N.

Proposicién 1.3.2. Sean N y H grupos y ¢ una accion de N en H. Sea
G = N x H el producto cartesiano de N y H. Definimos la operacion e :
G x G — G como sigue

(n’ h) b (nlv h/) - (n(hn/)a hh/)'
Entonces G, con la operacion e, es un grupo. |

Definicién 1.3.3. Al grupo G construido en la proposicién anterior lo lla-
mamos el producto semidirecto de N y H con respecto a la accién ¢. Deno-
taremos a G como N g H.

En el caso de que ¢ sea la accién trivial, tenemos que N x4 H es, sim-
plemente, el producto directo N x H.

Proposicién 1.3.4. Sean N y H grupos y sea N x4 H el producto semidirecto
de N y H con respecto a la accién ¢ de H en N. Sean H = {(1,H) € Nx4,H :
he H} y N={(n,1) € N x4y H:n € N}, entonces, N xp H=NH, N es
normal en N x4 H y, ademds, H es normal en N X H si, y solo si, ¢ es
la accion trivial. |

La siguiente proposicién puede entenderse como la propiedad universal
del producto semidirecto.
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Proposiciéon 1.3.5. Sean N y H grupos. Si existe un grupo G y morfismos
p:H— G, ¢ : N — G que “respeten la accion de H en N7, es decir,
que cumpla ¥("n) = @(h)Y(n)e(h)~!, entonces existe un tnico morfismo
p: N xg H— G que hace conmutar el siguiente diagrama.

Nc_ZI_,N >4¢H<“-‘Z;—-‘)H
|

[
N
v
G
Donde i et denotan las “inclusiones” de H y N, respectivamente, como
lo hicimos en la proposicion anterior. |

Para dar los ejemplos de grupos dados por productos semidirectos, que
utilizaremos posteriormente, primero es necesario dar algunas definiciones.

Definicion 1.3.6. = Una matriz de permutacion es una matriz cuadra-
da tal que, para cada fila y para cada columna de la matriz, sélo una
entrada vale 1 y el resto de las entradas vale 0.

= Una matriz de permutacion con signo es una matriz cuadrada tal que,
para cada fila y para cada columna de la matriz, sélo una entrada vale
1 6 —1 y el resto de las entradas vale 0.

Proposicién 1.3.7. 1 Sea Sim,, el grupo simétrico sobre [n] ([n] =
{1,2,...,n}) y sea MP, el conjunto de las matrices de permutacion
de tamano n, entonces M P,, es un grupo con la multiplicacion usual
de matrices y, ademds, es isomorfo a Sim,,.

2 Sea MP;Y" el conjunto de las matrices de permutacion con signo de
tamano n, entonces MP; " es un grupo con la multiplicacion usual
de matrices.

Demostracion. Tenemos que la matriz identidad es una matriz de permuta-
cion; que dada una matriz de permutacién, su inversa es su matriz transpues-
ta y, la multiplicacién de matrices de permutacion es otra matriz de per-
mutacién (este hecho quedard claro al mostrar cémo se efectia la multi-
plicacién). Por lo tanto, M P, es un grupo con la multiplicacién usual de
matrices. Sea 7 € Sim,, y sea My = (m; ;) la matriz definida por

1 sij =7(i)
Mij = { 0 en otro caso

es decir, en la columna i, la entrada que vale 1 es la correspondiente a
la columna 7(i). Sea ¢ : Sim,, — MP, definida por ¢(r) = M,. Para
demostrar que ¢ es un homomorfismo de grupos, sean o, 7 € Sim,,, entonces
la multiplicacién de las matrices M, M, se da de la siguiente forma
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1 2 T7(i) - n 1 2 n
1 0 1 0
2 0 2 0
o(r(@)) 0 0 1 Ofr@)0 O 1 0
n 0 n 0

Por lo tanto, en la columna i-ésima de la matriz que resulta al hacer el
producto, la entrada con valor uno es la correspondiente al renglén o(7(7)),
por lo tanto esta matriz es la correspondiente a la permutacién o7.

La demostracién de que M P,""" es un grupo es analoga. |

Proposicién 1.3.8. El producto semidirecto Z5 x Simy, es isomorfo a
MP"™,

Demostracion. Sim, actia de manera natural en Z5 permutando las coorde-
nadas, es decir, dados 7 € Sy, (21,2, ..., xy,) € ZY, definimos " (z1, xa, . .., xp) =
(T7-1(1)s Tr-1(2), - - -, T7-1())- Definamos los siguientes morfismos, sea ¢ :
Sim, — GL,(F3) definida por ¢(7) = M;; sea ¢ : Zy — F3 definida por
$(0) =1y ¢(1) = —1; y sea ¢ : Z§ — GL,(F3) definida por ¢ (v) = M,
donde

| 0
0 0 b

Por la proposicién anterior, ¢, es un morfismo y es facil ver que ¢ y 9
también lo son; ademads, los tres son inyectivos. Resta demostrar que ¢ y ¥
respetan la accién de Sim,, en ZJ. Sean 7 € Sim, y v = (x1,%2,...,Ty) €
7%, entonces (M, M,)M -1 =

12 i n 12 7(i) n
1 0 1 0
2 0 2 0
@) 0 0 o(x;) olilo o 1 0|~
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1 2 7(4) n
1 0
2 0
()] 0 0 qﬁ(xz) 0 -
n 0
P(zr-1(1)) 0 0
0 d)(x‘r—l(Q)) 0 _
0 0 o G

M(xfl(1)@771(2)7“.7%71@)) = w(T(xl, To, ..., xn))

Entonces, por la proposicién 1.3.5 existe un morfismo p : Z5§ x Sim,, —
GL,(F3) que extiende a ¢ y a 1. Ademds, la imagen de p contiene al sub-
grupo G generado por {M; : 7 € Simy,} U {M, : v € F§}, el cual, clara-
mente, contiene a las matrices de permutacion con signo, dado que cada M,
es una matriz elemental que, al multiplicar por izquierda a una matriz de
permutacion, invierte los signos de los renglones donde M, presenta un —1.
Ahora, tenemos que Z5 x Sim,, tiene n!2" que es, precisamente, la cantidad
de matrices de permutacién con signo (hay n! matrices de permutacién y
2" formas de escoger subconjuntos de renglones para cambiar el 1 por —1),
asi que p es inyectiva y su imagen es el grupo M P, 7", [ |

1.4. Grupos de Coxeter
El material expuesto en esta seccién puede encontrarse en [2] y [4].

Definicion 1.4.1. Sean F un grupo y X C F. Diremos que F es libre en X
(o que F es libre con base X) si dados G un grupo y f : X — G, existe
un unico homomorfismo f : F — G que extiende a f, es decir, que hace
conmutar el diagrama siguiente
Xt LF
foi
/

f ///f

%4

G
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En el que ¢ denota la inclusién de X en F. La condicion de la unicidad
de la extensién f es equivalente a decir que (X) = F.

No todo grupo es libre, de hecho, los grupos libres estdn unicamente
determinados (salvo isomorfismo) por la cardinalidad del conjunto donde es
libre, y son isomorfos al grupo que construiremos a continuaciéon. Con esto
tenemos derecho a llamar F,, al grupo libre con una base de n elementos.

Definicién 1.4.2. Sea X un conjunto y X ' = {z~! : z € X} un conjunto
ajeno a X, donde z y 7! estdn en una relacién biyectiva.

s Una palabra en X es una sucesién finita w = aqas...a, donde a; €
XUXtuU{l} paratodo 1 <i <nya,# 1. La palabra es reducida
siw=1 o bien, a; € XU X! para todo 1 <i <ny ademds, zy 2!
nunca aparecen juntos.

= Una palabra v es subpalabra de una palabra w si v = 1 o bien v es una
subsucesion de elementos consecutivos de w.

= Si w = ajas...a, es una palabra, entonces su inverso es la palabra
-1 -1 1 1

wl =a;ta; !t .. a;! dondesi 71 € X7t entonces (z1) 7! = x.

Dadasw = ajag...a, y v = b1bs ... b, reducidas, hay una multiplicacién
natural “concatenando”palabras (es decir, wv = a1as ... a,b1bs. .. by,) pero
ésta podria no resultar una palabra reducida. Esto puede arreglarse haciendo
las cancelaciones necesarias hasta obtener una palabra reducida. La forma-
lidad de la definicién implica una aburrida lectura, asi que apelaremos a
la buena intuicion del lector. Este nuevo producto de palabras reducidas se
llama yuztaposicion.

Teorema 1.4.3. Sean X un conjunto y F' el conjunto de palabras reducidas
en X. Entonces F es un grupo con la yuxtaposicion. Ademds F es libre en
X. [ |

Corolario 1.4.4. Todo grupo es cociente de un grupo libre. |

Los grupos libres, como ya vimos, comparten con los espacios vectoriales
esta propiedad de poseer una base, es decir, elementos que podemos mandar
con una funcién a cualquier parte de un grupo y extender esta funcién a
un homomorfismo. Para grupos en general no existe algo tan versatil, pero
s{ podemos tener otra versién (mds débil) de esta propiedad, como veremos
a continuacién.

Definicion 1.4.5. Sean X un conjunto y W una familia de palabras en X.
Sean F' el grupo libre con base X y R el subgrupo normal de F' generado
por W. Si G = F/R diremos que G tiene tiene generadores X y relaciones
W, y llamaremos a la pareja (X: W) una presentacion de G.
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Con esto y el corolario 1.4.4 tenemos que todo grupo tiene presentacion.

En ocasiones escribiremos las relaciones en forma de ecuaciones en lugar
de escribirlas como palabras, por ejemplo, si G = ({a, b} : a?,b3, aba='b"1),
también podremos escribir G = ({a,b} : a? = 1,b® = 1, ab = ba).

Teorema 1.4.6. Sea G un grupo. Entonces (X: W) es una presentacion de
G si, y solo si, dado cualquier H grupo y f : X — H funcion que “respete
las relaciones”, es decir, tal que dado w € W, si w = aj'a3?...a5, con
a; € X ye, € {—1,1}, entonces f(w) = f(a1)®*f(a2)®2... f(ap)®™™ = 1,
tenemos que f se extiende a un homomorfismo de grupos f: G—H 1

Es 1til tener esta nueva forma de dar un grupo, sobre todo cuando se
quiere hacer una construccién sencilla para que éste cumpla ciertas propieda-
des. Cuando un grupo G tenga una presentacién (X: W), escribiremos a G
como grp(X: W), refiriéndonos asi a un grupo cuya presentacién es (X: W)
(el grupo es tnico salvo isomorfismo).

Ahora estamos en posicién de introducir el grupo de Coxeter.

Definicion 1.4.7. = Una matriz de Coxeter de tamano n es una matriz
simétrica M = (m; ;) con entradas enteras, cuyos valores en la diagonal
principal son todos 1 (m;; = 1 para toda i) y fuera de ésta son 2 o 3
(mi; > 2 donde i # j).

= Dada una matriz de Coxeter M = (m; ;), la grdafica de Cozeter asociada
a M es una grafica numerada donde los vértices ¢ y j estan unidos por
m; ; — 2 aristas.

En la teoria general de grupos de Coxeter, para la definicion de matriz de
Coxeter no se pide que todas las entradas sean menores o iguales a 3 pero,
para nuestros objetivos (y para que la definicién de grafica dada en la seccién
anterior nos sirva en la definicién de grafica de Coxeter), no serd necesario
incluir dichas matrices en la definicion.

Ejemplos 1.4.8. Dos gréficas de Coxeter y sus matrices asociadas.

= La gréfica con 6 vértices en la que los pares consecutivos son adyacentes
(usualmente llamada Ag), tiene como matriz de Coxeter a

p —
TN
p o
p
p 1
»

NN NN W
NN W~ W
NN W= W N
N W~ W N
W = W NN
— W NNDN N

= La matriz de Coxeter correspondiente a la grafica mostrada en el dibujo
(usualmente llamada Eg) es
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NN W— W
NN W~ W N
L W= W NN
N — W N NN
N W N NN

i l
NN NN W

Definicién 1.4.9. Sea M = (m; ;) una matriz de Coxeter de tamafio n. Un
sistema de Cozeter asociado a M es una pareja (G, X), donde X = {z; :
1<i<n}C Gy G=grp(X: {(zjx;)™ :1<1i,j <n}).

Un grupo G se llama grupo de Cozeter si existe X C G tal que (G, X)
es un sistema de Coxeter.

Observemos que, si M = (m; ;) es una matriz de Coxeter, entonces (G,
X) v (G, X’) son dos sistemas de Coxeter asociados a M si y sélo si G = G’
y el isomorfismo manda a X en X'.

Ejemplo 1.4.10. Una gréfica de Coxeter y su sistema asociado.
Consideremos la siguiente grafica

1 2 3 n—-1 n

A, e&—eo —9o .. 0—o

Sea X={(i i+ 1):1<1i<n} C Simy41; entonces, (Simy+1, X) es un
sistema de Coxeter asociado a A,,.

Demostracién. Sea Gp, = grp({r1,..., 7} : 72 = (iTiz1)® = (175)? =
1, para |i — j| > 1). Asociamos al i-ésimo vértice de la grafica la trans-
posicién (¢ ¢ + 1), es decir, definamos f : {7m,...,7} — Sim,41 por

f(1i) = (i i+ 1). Tenemos que f respeta las relaciones, asi que existe un
homomorfismo f : G, — Sim, ;1 que extiende a f y, como ({(i i +1):1 <
i <n}) = Sim,,1, f es suprayectivo.

Ahora es suficiente demostrar que |G,| < |Simy+1|; procederemos por
induccion. Para n = 1 se cumple trivialmente. Supongamos que para cierta
n > 1 tenemos que G, = S,.1, entonces sélo es necesario demostrar que
|Gp i Gpy1]l <n+1 (G, = (12,...,Tnt1) < Gpy1). Sea Hj = G, y para
1 <4< n,sea Hy1 = Hjt;. Sea u; = 71 ...7;—1; por definicién, H; =
Hu;. Con esto tenemos que H;417; = H;, dado que Tf = 1. Ahora, si j >
i+ 1 > 1 tenemos la relacién 7;7; = 7;7;, asi que u;7; = Tju;; entonces
H;7; = Hu;7; = Hrju; = Hu; = H;. Por 1ltimo, para j < ¢ — 1 escribamos
a u; = ujT;Tj+1v, donde v = Tj49...7;_1, y asi Tju = v7;, ademas, como
(1j7j+1)% = 1; entonces 7jTj417j = Tj+17jTj+1, por lo tanto tenemos que
HZ‘T]‘ = HuiTj = HUjTjTj_;,_lUTj = HUj(TjTj+1Tj)U = Hu]‘(Tj+1TjTj+1)v =
Hrjp1uymiTjv = Hu; = H;. Asi tenemos que no hay mas clases laterales
derechas (dado que Gpy1 = (11,...,Tnt1)), asi que |Gy : Gpiq] <n+1. R



20 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teorema 1.4.11. Sea (G, X) un sistema de Cozeter y sea T su grdfica
asociada. Si T'=T17UTy, con T'1 y I's no vacias y tales que no hay aristas
entre ellas, entonces X es la union de dos conjuntos mo vacios X y Xo
tales que (G1 = (X1),X1) y (G2 = (Xa),X2) son sistemas de Coxeter y
G= G1 X GQ.

Reciprocamente, si G es el producto directo de Gi y Go, entonces la
grafica asociada a G no es coneza. |

Por este ultimo resultado, cuando trabajemos con sistemas de Coxeter
podremos suponer que su grafica asociada es conexa, dado que, si tiene n
componentes conexas, por induccién es facil demostrar que el grupo es pro-
ducto de n grupos de Coxeter (cuyas graficas asociadas son todas conexas).
Diremos que un sistema de Coxeter es irreducible si su grafica asociada es
conexa.

1.5. Grupos de Weyl

En esta seccién V es un espacio vectorial sobre F = Q o R , de dimen-
sién finita n, y ¢ es una forma cuadratica en V tal que existe una base
{B1,...,Bn} ortonormal (es decir, si f es la forma bilineal asociada a ¢, en-
tonces f(B;, ;) = 0 para todo i # j y ¢(B;) = 1 para toda 1 < i < n).
Denotaremos también a la forma bilineal f asociada a ¢ como (,) (es decir,

(uvv) = f(uav))

Definicién 1.5.1. Sea O(V,q) = {T € GL(V) : q(v) = q(T'(v)) para v € V}
el grupo de isometrias del espacio V. Una reflexion en V es un elemento
r € O(V,q) tal que [V,r] = {r(v) — v : v € V} es un subespacio de V de
dimensién 1. A [V, r] se le llama el centro de r.

Proposicién 1.5.2. Sean v € V' \ {0} y r una reflexion con centro [V,r] =
(v). Sea vt = {u € V : (u,v) = 0} (como lo definimos en la seccion 2).
Entonces

1 vt es un subespacio vectorial de V de dimension n — 1.
2 r(v) = —v y, para cada u € v, r(u) = u.
|

Corolario 1.5.3. Sea v € V \ {0}; entonces existe una unica reflexion r,
con centro en (v) determinada por la siguiente ecuacion

v (1.3)
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Proposicién 1.5.4. Sean u,v,w € V entonces:
1 r2 =idy, es decir, 7, es de orden dos (dado que r, # idy).
2 ruryly = Ty (v)-
Demostracion. 1 Sea{fi,...,B,} unabase para V,con 1 = uy f; € ut

para 1 < i < n. Entonces r2(3;) = f3; para todo 1 < i < n.

2 Sea {B1,..., B} una base para V, con 81 = r,(v) y B; € ru(v)* para
1 < i < n. Entonces ryryry(81) = ryry(v) = ru(—v) = —ry(v) =
7"ru(v)(ﬂl) y, para 1 <1 <mn, rurvru(ﬁi) = Tu(Tu(ﬂz) - 2%”) =
ru(ru(ﬂz-) — 2%1}) = ru(ru(Bi)) = Bi = 7y, (v)(Bi). Por lo tanto,
como estas dos funciones lineales coinciden en la base, son iguales.

|

El resultado 1.5.3 nos permite hablar, dado un vector v # 0, de la re-
flexién con centro en v, y entonces podemos dar la siguiente definicién.

Definicién 1.5.5. Sea ¥ C V \ {0} un conjunto finito y sea W(X) = (ry :
v € ). Diremos que X es un sistema de raices si

» para cualesquiera u,v € X, r,(u) € X.
» para cualquiera v € ¥, (v) N X = {v, —v}.

Llamaremos a W(X) el grupo de Weyl de X.
Algunos autores agregan el siguiente axioma

u (Condicidn de integralidad) para cualesquiera u,v € X, la proyeccién
ortogonal de u en (v) es la mitad de un multiplo entero de v, es decir

(u,v)
2(1},1}) €.

Llaman a Y un sistema de raices cristalogrdfico.

Ejemplo 1.5.6. Un sistema de raices.

QU3 V2
\ /
\ /
\ /
vy AN v1
— — — — — — = = - = = o—
VN
/ |\
/ \
/ \
/ \
e Us ®Ug
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Sea X = {v1,..., v} el conjunto formado por los vértices de un hexdgono
regular; entonces W(X) es un subgrupo del grupo diédrico de orden 12 iso-
morfo a Simsg.

Teorema 1.5.7. Sea G un subgrupo finito de O(V,q) y sea R C G un
conjunto de generadores invariante bajo la conjugacion por elementos de G.
Sea X el siguiente conjunto

L ={ueV\{0}:q(u) =1y (u) =[V,r] para algin r € R}
Entonces ¥ es un sistema de raices. [ |

Ahora es momento de deshacernos de los elementos “redundantes” de
3, en el sentido de los que son necesarios para conocer al grupo de Weyl
asociado a éste. Después de esto veremos que no fue casualidad que el grupo
de Weyl del ejemplo anterior sea también un grupo de Coxeter.

Definiciéon 1.5.8. Sea ¥ un sistema de raices. Un sistema simple asociado
a > es un conjunto II C 3 linealmente independiente y tal que cualquier
v € X se puede escribir como

v = E Qg U,

donde los escalares a,, € F son todos positivos o todos negativos.

Teorema 1.5.9. Sean X un sistema de raices, W =W(X) y R={r, :z €
IT}, donde 11 es un sistema simple asociado a X. Entonces R genera a W vy,
mas aun, W, R) es un sistema de Cozeter. [

1.6. Teoria de categorias

En los capitulos posteriores usaremos con frecuencia el término “cate-
goria”, asi que en esta seccién daremos su definicién y algunos ejemplos.
Omitiremos la formalidad en la definicién para evitar entrar en detalles que

estan fuera de nuestros objetivos!.

Definicion 1.6.1. Una categoria C consta de:

= Una coleccién de elementos llamados objetos, que denotamos por 0bj(C).

= Para cada pareja (ordenada) A y B de objetos (no necesariamente
distintos), un conjunto de elementos llamados morfismos o flechas, que
denotamos por mor(A, B). Decimos que un morfismo f € mor(A, B)
tiene como origen a Ay destino a B.

La definicién formal y detallada puede encontrarse en el elemento [7] de la bibliograffa
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= Para cada objeto A de la categoria, un morfismo especial Idg4 €
mor(A, A), llamado morfismo identidad de A.

= Para A, B, C objetos de la categoria, una operacién binaria o : mor(A, B)x
mor (B, C) — mor(A, C) llamada composicion (Escribimos g o f en
lugar de o(f,g)) que cumple los siguientes axiomas:

o (Asociatividad) (hog)o f=ho(go f).
o Idgo f=[f=folda.

Ejemplos 1.6.2. Algunos ejemplos comunes de categorias.

= La categoria de conjuntos. Sus objetos son los conjuntos, sus morfismos
son las funciones y las identidades son las funciones identidad.

= La categoria de grupos. Sus objetos son los grupos, sus morfismos
son los homomorfismos de grupos y las identidades son las funciones
identidad.

» La categoria de espacios topolégicos. Sus objetos son los espacios
topolégicos, sus morfismos son las funciones continuas y las identi-
dades son las funciones identidad.

En general, los morfismos entre objetos de una categoria no siempre son
funciones, aunque si lo son en los ejemplos mas comunes.

Definiciéon 1.6.3. Una subcategoria S de una categoria C es una categoria
tal que todos sus objetos son, también, objetos de C; los morfismos entre ob-
jetos en & son, también, morfismos en C; las composiciones entre morfismos
de S son las mismas que las composiciones entre estos morfismos en C y, de
la misma forma, las identidades en S son las mismas que las identidades en

C.

Ejemplos 1.6.4. = La categoria de los conjuntos finitos, cuyos objetos
son los conjuntos finitos y morfismos, las funciones entre conjuntos, es
subcategoria de la categoria de conjuntos.

= La categoria de los grupos abelianos, cuyos objetos son los grupos
abelianos y morfismos, los morfismos de grupos, es subcategoria de la
categoria de grupos.
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Capitulo 2

Geometrias Finitas

La mayoria de los espacios geométricos que conocemos (como los espa-
cios euclideanos, proyectivos, hiperbélicos, etc.) constan de una infinidad de
puntos y, mds que eso, la idea de completez esta siempre presente; en al-
gunos casos no es necesario tanto, basta con ciertos conceptos como puntos,
rectas y colinealidad, que pueden, perfectamente, ser modelados en espacios
geométricos discretos y, con un poco de suerte, hasta finitos.

Los espacios parcialmente lineales seran nuestros espacios geométricos
discretos o finitos, segiin sea el caso. El lector podrd encontrar en este capitu-
lo una breve descripcién de éstos y sus propiedades basicas, para después
pasar a un caso particular, que es el objetivo de la tesis.

2.1. Conceptos Basicos

Definicién 2.1.1. Un espacio parcialmente lineal es una pareja S = (Pg, Lg),
donde Pg es un conjunto (usualmente llamado el conjunto de puntos del es-
pacio S) y Lg es una familia de subconjuntos de Pg llamados lineas tales
que

s Para cualquier [ €Lg, [ contiene al menos dos puntos.

= Dados dos elementos de Lg, su interseccion contiene a lo mas un punto
(equivalentemente, si dos lineas se intersectan en mds de un punto,
entonces son iguales).

Si todas las lineas de S tienen exactamente tres puntos decimos que
S es 3-espacio parcialmente lineal o espacio parcialmente lineal de orden
2. También diremos que dos puntos distintos de S son colineales si ambos
pertenecen a una misma linea, y dos lineas son concurrentes si su interseccién
es no vacia.

Noétese que los espacios parcialmente lineales sélo respetan el primer pos-
tulado de Fuclides de la geometria euclideana (Dos puntos distintos pueden
estar contenidos en, a lo mds, una recta).

25
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Para nuestros objetivos s6lo es necesario tratar con 3-espacios parcial-
mente lineales. En ocasiones nos referiremos a ellos inicamente como espa-
cios parcialmente lineales o EPL.

Ejemplos 2.1.2. Algunos espacios parcialmente lineales.
= Un espacio parcialmente lineal = Plano de Fano

con dos lineas que se inter-
sectan en un punto.

= Plano Dual Afin sobre Ty = Plano Afin sobre g

En los ejemplos no dimos explicitamente cuales son los puntos que for-
man cada linea, pero con los dibujos queda claro y sin ambigiiedades como
deberian de estar conformadas las lineas.

Definicion 2.1.3. 1 Un subespacio de un espacio parcialmente lineal S
es una pareja R=(Pr,Lg) tal que Pg C Ps, Ly C Lg y dados dos
puntos a,b € PR colineales en S entonces también son colineales en R

(existe una linea en Ly que contiene a ambos). Denotaremos esto por
R<S.

2 Sean S un espacio parcialmente lineal y X C Pg un conjunto de puntos
de S. El subespacio generado por X, denotado por (X), es el menor
subespacio de S que contiene a X en sus puntos. Llamamos plano
al subespacio generado por los puntos de dos lineas distintas que se
intersectan.

Dado X C Pg, tal vez no sea tan clara la existencia de (X), pero lo
serd después de la siguiente proposicién.
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Proposicién 2.1.4. Sea S un espacio parcialmente lineal y sean R=(Pg,Lp),
R'=(Pg/,Lp ) dos subespacios de S. Entonces, RNR' = (PRN Pp, LN Ly)
es un subespacio de S.

Demostracion. Sean a,b € Pr N Pr/ dos puntos colineales en S y sea [ la
linea de S que los contiene. Entonces, dado que R y R’ son subespacios de
S,le Lry Ly, yasil e LgN Ly, lo que hace a los puntos a y b colineales
en RNR. [ |

Proposicién 2.1.5. El plano de Fano, el plano afin sobre Fs y el plano
dual afin sobre Fy son planos.

Demostracion. En cada uno de los tres casos, cualquier pareja de lineas que
se intersecten generan a todo el espacio. |

A continuacién daremos por hecho que el lector tiene conocimiento de lo
elemental de Teoria de Grdficas.

Definicion 2.1.6. 1 Sea S un espacio parcialmente lineal. La grdfica de
colinealidad de S, denotada por I'g, es la gréafica tal que sus vértices
son los puntos de S y dos de éstos son adyacentes si, y sélo si, son
colineales en S.

2 Un espacio parcialmente lineal es conezo si su grafica de colinealidad
es conexa.

Proposicién 2.1.7. Sea S un espacio parcialmente lineal. Entonces S es
conexo si, y solo si, para cualesquiera a,b € Pg existen l1,ls,...,l, € Lg
tales que a € ly, b€ ly, yliNlip1 # @ para 1 <i<n.

Demostracion. Supongamos que S es conexo. Sean a,b € Pg, por la cone-
xidad de I'g existen ¢y, ca,...,chy1 € Pg tales que ¢ = a, ¢pqy1 = by, para
1 <i<mn,c¢ycr son colineales (dado que son adyacentes, vistos como
vértices de I'g); entonces, para 1 < i < n sea l; la linea que contiene a ¢; y
¢i+1, que cumplen lo que queriamos.

Ahora, sean a,b € Pg y supongamos que existen lineas l1, lo, ..., l, como
en el enunciado del teorema. Sin pérdida de generalidad supondremos que a
y b no son colineales (en caso de ser colineales, son adyacentes, vistos como
vértices de T'g), que l; # ;11 paral <i<nyquea &l yb¢l, Entonces,
sea ¢ = a, cpt1 = by, para 1 < i < n+ 1 sea ¢; el tnico punto en ;1 N;
(es tnico dado que supusimos que I; # l;41). As{ tenemos que ¢; y ¢;41 son
colineales y, por lo tanto, son adyacentes en I'g. |

El concepto de grafica de colinealidad no aporta mucho visualmente. La
verdadera importancia de ésta la encontraremos en capitulos posteriores;
mientras tanto, daremos unas cuantas definiciones mas.

'El material que utilizaremos se puede encontrar en el Capitulo 1, primera parte.
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Definicion 2.1.8. Sean S y R espacios parcialmente lineales. Un morfismo
¢ : S — R de espacios parcialmente lineales es una funcién ¢ : P — Pr
tal que si {a,b,c} es linea de S, entonces {¢p(a),d(b),d(c)} es linea de R
(es decir, la funcién ¢ manda lineas en lineas). Decimos que un morfismo
es isomorfismo si es biyectivo y su inversa también es morfismo, en este
caso, decimos que los espacios S y R son isomorfos. Un automorfismo es un
isomorfismo de un espacio en si mismo.

Ejemplo 2.1.9. Un morfismo ¢ de un plano dual afin sobre Fs a una linea.

c Y
¢

a s . «

Definimos a ¢ de la siguiente forma: ¢(a) = a, ¢p(b) = 3, ¢(c) = v (hasta
aqui tenemos que la imagen de linea {a,b,c} es una linea). Ahora, ¢(d) no
puede ser « (dado que b es colineal con a) ni v (mismo argumento con c),
asi ¢(d) = By, con esto, p(e) = vy ¢(f) = a (para asegurar que la imagen
de las lineas {a,d, e} y {d, f,c} sea linea). Con esto sélo tenemos que revisar
la imagen de {b, f, e}, pero esta también es una linea.

De la misma forma que cuando tratamos con una grafica, en ocasiones
pensaremos a un espacio parcialmente lineal S = (Pg, Lg) como el conjunto
de sus puntos, por ejemplo, escribiremos a € S en lugar de a € Pg, para
asi favorecer a la intuicién y evitar una aburrida lectura.

2.2. Geometrias sobre campos finitos

Hay maés de una forma de definir un espacio parcialmente lineal: es-
pecificando los puntos y las lineas, mediante un método combinatorio o con
herramientas de algebra lineal. Este 1ltimo nos brinda una ventaja: podemos
darle a nuestro espacio una estructura algebraica.

Definicion 2.2.1. Sean F un campo y V un espacio vectorial de dimensién
finita sobre F. El espacio proyectivo de V, denotado por P(V), se define
como

P(V) = {W <V :dim(W) = 1},

es decir, los puntos del espacio proyectivo son los subespacios de V de di-
mensién uno, las lineas son los subespacios de V de dimensién dos y, en
general, los subespacios de dimensiéon n — 1 del espacio proyectivo son los
subespacios de dimensién n de V.
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Podemos pensar a P(V) de la siguiente forma: En V \ {0} decimos que
u~w si existe A € F tal que v = Au. Esto define una relacion de equivalencia
en V\ {0}, donde la clase de v es [v] = {Xv : XA € F\ {0}}. Asi, P(V) =
(V\{0}),/ ~ ={[v] : v € V}. Hecha esta observacién, tenemos la siguiente
proposicion.

Proposicion 2.2.2. Sea F, el campo con q elementos y V = Fy. Entonces

. n__ n_q n—171 .
1 P(V) tiene % puntos y % lineas.
2 Cualesquiera dos puntos son colineales y, si n = 3, cualesquiera dos

lineas son concurrentes.

Demostracion. V \ {0} tiene ¢™ — 1 elementos, y cada clase de equivalencia
[v] = {A\v: XA eTF\{0}} tiene ¢ — 1 elementos, asi que la relacién ~ define
(¢" —1)/(¢ — 1) clases de equivalencia distintas.

Ahora contemos las lineas de P(V). Cada pareja de puntos en P(V)
linealmente independientes nos determina un subespacio de V de dimension

2, y cada uno de estos contiene % = ¢ + 1 puntos del proyectivo. Asi

q"—1
q—1

) (¢" —1)(¢" —2)

2
|LP(V)| = — 2 2 :
<q+1> (¢* = 1)(¢* —2)

2

La segunda parte de la proposicion es obvia. |

Ejemplo 2.2.3. El plano de Fano

Sea V = F3. Para cada v € V, [v] = {v}, asf que los puntos en P(V) son
los elementos de V distintos de cero. Ahora, los subespacios de V de dimen-
sién 2 son los conjuntos de la forma {0, u, v, u+ v}, donde (u, v) es cualquier
pareja de puntos distintos; entonces las lineas del espacio proyectivo son
exactamente las ternas {[u], [v], [u + v]}.

(1’070) (1’170) (0’1’0)
Con un poco de abuso de notacién, en este caso sélo ponemos v en lugar de [v].

Ahora, podemos revisar directamente que P (V) es el plano de Fano.
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Proposicion 2.2.4. Sea V un espacio vectorial sobre Fs y sea f una forma
bilineal simétrica en V. Definimos los siguientes conjuntos:

P={[]€ PV): f(v,v) =1}y

L = {{[u],[v], [w]} : [u],[v], [w] € P distintos ,w = u+ f(u,v)v}. En-
tonces la pareja (P, L) es un espacio parcialmente lineal.

Demostracion. Inicialmente tenemos que probar que los conjutos Py L
estan bien definidos; después de esto no nos quedaran muchas cosas por
hacer.

Para ver que P estd bien definido, sean [v] € P(V) y v/ € [v]; asf v’ = —v
en caso de que sean distintos. Entonces, por la linealidad de f tenemos que
f(UI’ 1)/) = (_1)2f(vvv) = f(?), 1)).

Ahora, veamos que L esta bien definido. Sean u, v, w € V tales que w =
u+ f(u,v)v (dado que w esta en términos de u y v, s6lo es necesario verificar
que pasa cuando cambiamos a estos dos por sus respectivos inversos). Al
cambiar u por —u, tenemos —u + f(—u,v)v = —(u+ f(u,v)v) = —w € [w];
al cambiar v por —v, tenemos u + f(u, —v)(—v) = u + f(u,v)v = w € [w].

Por dltimo tenemos que probar que las lineas se intersectan en un solo
punto. Sean u,v,w € V tales que w = u + f(u,v)v.

Caso 1. Si f(u,v) = 1 tenemos que w = u + f(u,v)v = u+v = v+
f(v,u)u (por la simetria de f); con esto, u y v determinan el mismo punto
sin importar el orden. Ahora sélo falta demostrar que w intercambia lugar
con u y v en la ecuacién original: u + f(u, w)w = v+ f(u,u+v)(u+v) =
u+ flu,u)(u+v)+ flu,v)(u+v) =u+ (u+v)+ (u+v) = —v € [V]
y w4+ flw,o)v =u+v+ flu+v,0)v =u+v+ flu,v)v+ flv,0)v =
utv+v4v=uc€ ul.

Caso 2. Si f(u,v) = —1, entonces —w = —(u + f(u,v)v) = —(u —v) =
v—u="v+ f(v,u)u. El resto es andlogo al caso 1.

|

Definicion 2.2.5. Sea F un campo. El espacio afin de dimension n so-
bre F es F", pero sin la acostumbrada estructura de espacio vectorial. Los
subespacios afines de dimensién m < n son los elementos de

{U+v:ULF" dimU) =m,v eF"}
Las lineas afines son los supespacios afines de dimensién 1.

La definicién anterior nos dice que un espacio afin es un espacio vectorial
que olvid6 dénde quedo su cero, es decir, el cero juega el mismo papel que
todos los demas puntos.

También podemos hacer las siguientes observaciones:

Proposiciéon 2.2.6. Sea F, el campo con q elementos y sea S el espacio
afin de dimension n sobre Fy. Se tiene lo siguiente.

1 Cada punto de S estd en % lineas.
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g1 g,
n M—l lineas.

2 S tiene q
8 Clualesquiera dos puntos son colineales.

Demostracion. Tenemos que Fy tiene (¢" —1)/(q — 1) subespacios de di-
mensién 1 (el nimero de puntos de su espacio proyectivo), asi que el cero
de Fy estd en (¢" —1)/(q — 1) lineas y, con esto, todos los puntos estan en
ese numero de lineas. Ahora, tenemos que cada linea contiene ¢ puntos, de
donde el nimero de lineas es

ng"—1
q q—1 _ n—1 qn -1
A
q q—1
Para la tercera parte tomemos u,v € [Fy; entonces (u—v) + v es una
linea afin que contiene a u y a v. |

Ejemplo 2.2.7. El plano afin sobre Fj.

Tomemos IF% Las lineas afines son, por definicién, los conjuntos de la
forma (u) + v, con u,v € F%, u # 0. Entonces tenemos 12 lineas (4 por cada
punto del espacio proyectivo y 3 posibles translaciones) y cada pareja de
puntos aparecen juntos en exactamente una linea. Entonces el espacio se ve
como se muestra en la figura.

(0,0)
01 0,2)
2,0 2,1
)
(1,0) 1,1)
(1,2)

Es por esto que le dimos inicialmente el nombre de plano afin sobre Fg.

Definicién 2.2.8. Sea S=(Pg,Ls) un espacio parcialmente lineal (no nece-
sariamente de orden 2). Sea S’ el espacio cuyos puntos son las lineas de S
y sus lineas son los conjuntos {I € Lg : a € I} para cada a € Ps. A S’ le
llamamos el espacio dual de S.

Ejemplo 2.2.9. El plano dual afin sobre Fs.

Tomemos el espacio afin de dimension 2 sobre Fo. Estd formado de 4
puntos, cada uno colineal con los otros 3; consta de 6 lineas y cada linea
consta de 2 puntos. Le damos nombres a las lineas del espacio como se
muestra en la figura.
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(0,1) e (1,1)

b

(0,0) ¢ (1,0

Con esto tenemos que su espacio dual consta de 6 puntos y 4 lineas, cada
linea esta formada por 3 puntos y cada punto estd contenido en 2 lineas.
Si lo construimos con los nombres que dimos a las lineas del espacio afin,
tenemos que {a,b,c},{a,d,e},{d, f,c} y {b, f,e} son las lineas del espacio
dual. Asi el plano dual afin sobre Fy se ve como se muestra en la figura, que
es lo que ya esperabamos.

C



Capitulo 3

Espacios de Fischer

Después de habernos familiarizado un poco con los espacios geométricos
finitos estamos listos para estudiar a los espacios de Fischer. Estos nacen de
forma “natural” al preguntarnos si ciertas funciones del espacio en si mismo
son automorfismos y, con algunas observaciones mas, podremos concluir que
hay una relacién entre los espacios de Fischer y cierto tipo de grupos (los
grupos de 3-transposiciones).

El lector podra notar lo bonito que es tratar con estos espacios que,
mas alld de su relacién con los grupos, poseen una geometria relativamente
sencilla y poco artificial.

Durante lo que resta de la tesis nos referiremos a los planos afin so-
bre F3 y dual afin sobre Fy simplemente como los planos afin y dual afin,
respectivamente.

3.1. Definiciéon y propiedades basicas

Definicion 3.1.1. Sea S un espacio parcialmente lineal y a¢ un punto de S.
Sea v, : S — S definida por:
~a(b) = { b si a y b no son colineales
¢ ¢ sif{a,b,c} es linea

Es claro que v, € Simg, también que (7,)? = Idg y, ademés, el orden de
Yo = 1 si y s6lo si a es un punto aislado, es decir, no pertenece a ninguna
linea. Pero también se espera que estas funciones no siempre sean automor-
fismos del espacio (es decir, que no siempre manden lineas en lineas).

Lema 3.1.2. Sea S un plano afin o dual afin y a,b € S, entonces existe un
automorfismo de ¢ de S tal que ¢p(a) =b y ¢(b) = a.

Demostracion. Si S es un plano afin, cualesquiera dos puntos puntos son
colineales, en particular a y b lo son. Entonces, sin pérdida de generalidad,
el plano se ve como en el dibujo:

33
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c
7 7
b e
h,
a d
g

Con esto tenemos que ve(a) = b, v.(b) = a, ve(c) = ¢, vc(g9) = e, Ye(e) =
9 Y1) = f, ve(f) =1, ve(h) = d y v.(d) = h. Por lo tanto, como ~. es
biyectiva y manda lineas en lineas, entonces es un automorfismo de S vy,
ademads, v.(a) = by 7.(b) = a.

Si S es un plano dual afin, sean a,b € S, tenemos dos casos:

Caso 1Siay bnoson colineales, sean {a, ¢, d}, {a,e, f},{c,b, f} v {d,b, e}
las lineas de S, entonces definamos ¢ como ¢(a) = b, ¢(b) = a, ¢(c) = e,
o(e) = ¢, ¢p(d) = [y ¢(f) = d. Entonces ¢ manda lineas en lineas, de hecho,
es s6lo un cambio de posicién entre las parejas de puntos no colineales.

d=¢(f)

e=o(c) f=¢(d)

Caso2 Si a y b son colineales, sea ¢ tal que {a,b,c} es linea y sean
{a,d,e},{d, f,c} y {b, [, e} las otras lineas de S. Sea ¢ = ~., entonces ¢(a) =
b, $(b) = a, 6(d) = f, () = d, d(¢) = ¢ y d(c) = c. As{ tenemos que ¢

manda lineas en lineas.
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Este tltimo resultado nos dice que los puntos en los planos afin y dual
afin son indistinguibles, todos juegan el mismo papel.

Lema 3.1.3. Sea S un espacio parcialmente lineal y A = {~, : a € S},
entonces, A es cerrado bajo la conjugacion por automorfismos de S y, mds
ain, si ¢ es un automorfismo se cumple lo siguiente:

$Yad ™" = Yo(a) (3.1)

Demostracion. Probemos que las dos funciones se comportan igual en cada
punto. Sea b € S. Si b no es colineal a ¢(a), entonces ¢~1(b) no es colineal
con a, por lo tanto v,6~1(b) = ¢~1(b), y asi, ¢y, (b)) = b. Si by ¢(a)
son colineales, sea c tal que {¢(a),b, c} es linea, entonces {a, »~1(b), ¢~ 1(c)}
también es linea y, por lo tanto, 7,6~ (b) = ¢~1(c), y asi, ¢y.0~1(b) = ¢,
como se queria demostrar. |

Proposicién 3.1.4. Sea S un espacio parcialmente lineal tal que todos sus
planos son afines o duales afines, entonces, para cada a € S, v, es automor-
fismo de S.

Demostracion. Sea a € Sy | = {b,c,d} una linea del espacio. Si a no es
colineal con algiin punto de [, entonces 7, deja fija a [. De la misma manera,
si a € [, v, s6lo permuta a los otros dos puntos sobre la linea, y asi, [ queda
fija. Ahora, si a & [, pero sf es colineal a algtin punto de [ (sin pérdida de
generalidad, con b), entonces tenemos dos lineas que se intersectan y hay
dos casos:

Caso 1 Si lo generado por estas dos lineas es un plano dual afin, sean
{b,¢,d}, {a,b,e}, {a, f,d} y {f,c, e} las lineas del plano, entonces a y ¢ no
son colineales en S (de lo contrario, la linea a la que pertenecen ambos estaria
obligada a estar en el plano), entonces, como se vié en la demostracién del
lema 3.1.2, 7, manda lineas en lineas dentro del plano, en particular, manda

a {b,c,d} en {l,c, f}.
e = Yq(b)

b= a(e)

=Yl O T = ()

Caso 2 Silo que generan es un plano afin, entonces tenemos que cualquier
punto del plano es colineal con a, y como vimos en la demostracién del lema
3.1.2, 7, manda lineas en lineas dentro del plano, en particular, la imagen
de {b,c,d} es una linea. [ |
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Este ltimo resultado motiva a la siguiente definicién.

Definicion 3.1.5. Un espacio parcialmente lineal sera llamado espacio de
Fischer si todos sus planos son afines o duales afines.

Los espacios de Fischer cumplen, aparte de lo antes mencionado, bas-
tantes otras cosas que no se tienen en otros espacios, asi que, para familia-
rizarnos con su geometria, daremos algunas propiedades basicas. Usaremos
la letra F' para referirnos a un espacio de Fischer.

Corolario 3.1.6. Sea F un espacio de Fischer y sean a,b € F puntos no
colineales, entonces Yo Vo = Yo Va-

Demostracion. Tenemos que 7, es automorfismo, ademds, 7,7, = Idp, en-
tonces YoV = YV (VaVa) = (YaVVa)Va = Vra(v)Va = VoVa- L

Proposicion 3.1.7. Sean F un espacio de Fischer, | una linea de F y a un
punto fuera de l. Entonces, si a es colineal con algun punto del, lo es con,
al menos, dos puntos de esta misma linea.

Demostracion. Como a ¢ [, pero si es colineal a un punto de [, entonces
tenemos dos lineas que se intersectan, asi que, como F es un espacio de
Fischer, lo que generan estas dos lineas es un plano afin o dual afin. En
ambos casos la proposicion es obvia y, de hecho, es colineal con exactamente
dos si, y sdlo si, el plano generado es un plano dual afin. |

Proposiciéon 3.1.8. Sea F un espacio de Fischer conexo y sean a y b dos
puntos de F no colineales. Entonces existe un tercer punto c¢ colineal con
ambos.

Demostracion. Como F es conexo, existen [y, ls, ..., 1, € Lg tales que a € [y,
bel,yliNlit ={¢} para 1 < i < n. Procederemos por induccién sobre
n. Si n = 2 tenemos que el resultado es cierto; supongamos verdadero el
resultado para cierta n > 2, entonces, si tenemos n + 1 lineas entre a y b,
estamos en una situacién como en el dibujo.

a C1

. e—o o
c2 C3 Cn b

Por la proposicién anterior, como a es colineal con ¢1, también lo es con,
al menos, otro punto de la linea {c1,d, co} y, de la misma manera, como c3
es colineal con ¢y, también lo es con, al menos, otro punto de esta misma
linea. Entonces, algiin punto de la linea {¢1,d, ca} es colineal con a y con cs.
Con esto tenemos que hay n lineas entre a y b y, por hipétesis de induccion,
existe ¢ colineal con a y con b. |
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Proposicién 3.1.9. Sean F y F' espacios de Fischer conexos, sean a,b € F
y ¢ : F — F' un morfismo. Entonces, si a y b no son colineales, ¢(a) y
@(b) tampoco lo son.

Demostracion. Sean a,b € F dos puntos no colineales; por la proposicién
anterior existe un tercer punto c¢ colineal a ambos, entonces, estos puntos
generan un plano dual afin. Le asignamos nombres a los puntos del plano
como se indica en el dibujo.

a

e b

Por ser ¢ un morfismo, I = {¢(a), p(d), p(c)} y ! = {p(b), #(e), ¢(c)} son
lineas en F’, entonces, inicialmente hay dos posibilidades para la imagen del
plano bajo ¢.

Caso 1. Si Il = I', tenemos que ¢(a) # ¢(e), dado que la imagen de
{a, f,e} también es linea, y bajo el mismo razonamiento, ¢(a) # ¢(c), por
lo tanto, ¢(a) = ¢(b).

Caso 2. Sil # ', entonces, | = {¢(a),d(d), d(c)}, I = {o(b), p(e), d(c)},
{é(a),p(f),d(e)} vy {d(d), d(f), d(b)} son cuatro lineas distintas que forman

un plano dual afin y, como F’ es espacio de Fischer, este plano dual afin es
subespacio de F’, por lo tanto, ¢(a) y ¢(b) no son colineales. [ |

Con este resultado tenemos, ademas, que los morfismos entre espacios
de Fischer inducen morfismos entre las graficas de colinealidad.

Corolario 3.1.10. Sean F y F' espacios de Fischer. St ¢ : ' — F' es un
morfismo biyectivo, entonces ¢ es un isomorfismo.

Demostracion. Inmediato de la proposicién anterior. [ |

Teorema 3.1.11. Sean F = (Pg, Lr) un espacio de Fischer y X C Pp. Sea
Fx el conjunto de los a € Pr tales que, existen sucesiones A = {a1,...,ap :
;i € Pp} y B = {B1,---,Bn : Bi € X}, donde . = Br,a = an y l; =
{@, Bi+1,@i+1} € L. Entonces, Fx = (X), el subespacio generado por X.

Demostracion. Es directo de la definicién de subespacio que Fx C (X), en-
tonces, es suficiente demostrar que Fx es supespacio. Para esto, daremos
primero un par de definiciones. Tomemos a € Fx y sea Pathx , = {(A, B) :
Ay B son sucesiones para a como en el enunciado del teorema} el conjun-
to de caminos que existen para alcanzar al punto a desde X y sea Lmx (a) =
min{|A| : (A, B) € Pathx q} la minima longitud de estos caminos. Tenien-
do esto, tomemos a,b € Fx dos puntos colineales y sea {a,b,c} la linea
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que contiene a ambos puntos. Procederemos por induccién sobre k,; =
min{Lmx (a), Lmx(b)}. Si kqp = 1, sin pérdida de generalidad, Lmx (b) =
1, entonces b € X. Sean A = {aq,...,ap =a:a; EPp}y B={B1, - ,Bn:
B; € X} sucesiones para a como en el enunciado del teorema, entonces A’ =
{ai,...,apn=a,any1 =c:o; € Ppyy B' ={B1,- -, Bn, Bny1 = b: B € X}
son sucesiones para ¢, y asi, ¢ € Fy.

an =a py1 =C

Bny1 =10
Bn

a;=p1 P2 Q2 Qn-2 [ 1 On-1

Ahora, supongamos que kqp, > 1 y que el resultado es cierto para toda
pareja de puntos (c,d) tales que k.q < kqp. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que k,p = Lmx(a) y sean A = {a1,...,a, =a:o; € P}y
B ={B1, -+, 0 : Bi € X} sucesiones para a como en el enunciado del teo-
rema. Si las lineas {a,—1, Bn, o, = a} y {ay, = a,b, ¢} son iguales, entonces
¢ € Fx. Sino lo son, hay tres distintos casos.

Caso 1. Lo que generan estas dos lineas es un plano dual afin que se ve
como en el siguiente dibujo (donde §,_1 y b son puntos no colineales).

C

a=an
ﬁn Qn—1

Con esto, podemos aplicar la hipétesis de induccién a la pareja (c,—1,b),
dado que Lmy(an—1) < Lmx(a) — 1, por lo tanto, d € Fx vy, por tltimo,
por el hecho de que 3, € X, la pareja (d, 3, es como en la base de induccién,
y asi, ¢c € Fx.

Caso 2. Lo que generan estas dos lineas es un plano dual afin que se ve
como en el siguiente dibujo (donde «;,—1 y b son puntos no colineales).

b

Bn Qp—1



3.1. DEFINICION Y PROPIEDADES BASICAS 39

En este caso tenemos que la pareja (b, 3,,) es como en la base de induc-
cion, por lo tanto, d € Fx. Ahora, aplicamos la hipdtesis de induccion a la
pareja (d, c,—1), v con esto, ¢ € Fx.

Caso 3. Lo que generan estas dos lineas es un plano afin que se ve como
en el siguiente dibujo.

Qn—1

Para este caso, primero aplicamos hipétesis de induccion en la pareja
(b, ap—1), con esto tenemos que e € Fx. Asi, la pareja (e, 8,) es como en la
base de induccién, por lo tanto, d € Fx y, por iltimo, aplicamos la hipotesis
de induccién a la pareja (d, a,—1) y con esto concluimos que ¢ € Fx. [ |

Corolario 3.1.12. Sean F y F' espacios de Fischer y sea ¢ : F — F' un
morfismo. Sea X C Pp, entonces (p[X]) < ¢[(X)].

Demostracion. Sea a € (p[X]) y sean A = {ay,...,ap =a:a; € Pp}ly
B = {01, - ,Bn : Bi € ¢[X]} sucesiones para a como en el enunciado del
teorema anterior. Entonces, como 1, 82 € ¢[X] vy {1, B2, a2} es linea, por
la proposicién 3.1.9, para by € ¢ 1(B1) y ba € ¢ 1(B2) tenemos que by y
bg son colineales, por lo tanto, existe a € Pix) tal que {b1,b2,a} es linea
y p(a) = ag, entonces ay € ¢[(X)]. Por induccién, «; € ¢[(X)] para toda
1<i<n. [ |

Corolario 3.1.13. Sean F y F' espacios de Fischer conezos y sea ¢ : F —
F’ un morfismo, entonces

1 La imagen de un plano afin de F es, también, un plano afin de F'.

2 La imagen inversa de un plano afin de F' (en la imagen de F bajo ¢)
contiene un plano afin de F.

Demostracion. 1 Sean | = {a,b,c} y I'{a,d, e} lineas concurrentes de F
tales que generan un plano afin. El punto b € [ es colineal con todos
los puntos de I, por lo tanto ¢(b) # ¢(a),¢(d),¢(e), entonces, las
imagenes de [ y I’ son dos lineas concurrentes distintas en F’ que,
ademads, por la proposiciéon 3.1.9, generan un plano afin, y asi, por el
resultado anterior, la imagen de (I U!’) es un plano afin.
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2 Sean A = {«, 81,82} y N = {«, 1,02} dos lineas concurrentes de F’
tales que generan un plano afin. Por la proposicién 3.1.9 existen lineas
concurrentes | y I’ de F tales que @[l] = Ay ¢[l'] = N, entonces, si
estas lineas generaran un plano dual afin, existirfan a € [ y b € I’ que
no son colineales entre si, pero sus imagenes si lo son, por lo tanto, [

y I generan un plano afin.
[

3.2. Espacios de Fischer y grupos

Ahora que conocemos a los espacios de Fischer y a algunas de sus
propiedades basicas, es momento de aprovechar que las funciones v, forman
parte del grupo de automorfismos para relacionar a los espacios con algunos
grupos para que, posteriormente, podamos usar la estructura geométrica de
estos espacios para el estudio de sus grupos asociados.

Definicién 3.2.1. Sean S = (Pg, Lg) un espacio parcialmente lineal y G
un grupo. Decimos que S esta inmerso en G si existe una inmersion ¢ de S
en G, es decir, una funcion i : Pg — G tal que

1) i(a) es de orden dos, para toda a € Pg.
11) Si a y b son puntos no colineales, entonces i(a)i(b) = i(b)i(a).
1) Si {a,b,c} € Lg, entonces i(a)i(b)i(a) = i(c).
1v) El conjunto {i(a) : a € Pg} genera a G.

Denotaremos este hecho con S < G.

Definicién 3.2.2. Sea S = (Pg, Lg) un espacio parcialmente lineal. A S le
asociamos los siguientes grupos.

1 Go(95) el grupo generado por {7, : @ € Pg} dentro de Simpy.

2 G1(9) el grupo cuya presentacién es (Pgs : a? para todo a € Pg, aba =
¢ donde {a,b,c} € Lg,ab = ba para a,b € Pg puntos no colineales) L

Teorema 3.2.3. Sea S un espacio parcialmente lineal conezo, entonces, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1 S es un espacio de Fischer.
2 Go(S) < Aut(S), el grupo de automorfismos de S.

3 Existe un grupo G tal que S < G.

'La definicién de presentacion puede encontrarse en el Capitulo 1, cuarta parte.
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Demostracion. Por la proposicién 3.1.4, tenemos que I implica 2. Para de-
mostrar que 2 implica 3, definamos i : Ps — Gy de la forma natural (es
decir, i(a) = 7,), probemos que i es una inmersién de S en Go(.5). Dado que
S es conexo, v, # Idpg, entonces, si v,(b) = c para b # ¢, entonces a queda
unicamente determinado (esté forzado a ser el tercer punto de la linea que
pasa por by ¢), por lo tanto, i es inyectiva. Los incisos I) y V) son directos
de las definiciones de v, y Gy, respectivamente, y de la misma forma, los
incisos 11 y 111) se deducen facilmente del lema 3.1.3.

Falta demostrar que 3 implica 7. Sea i : Pg — G la inmersion de S en
G. Tomemos | = {a,b,c} y I' = {a,d, e} dos lineas de S que se intersecten, si
son iguales no resta algo por demostrar, si no lo son, entonces se intersectaran
en un unico punto. Entonces tenemos dos casos.

Caso 1. Siel punto ¢ € [ no es colineal con algtin punto de I, sin pérdida
de generalidad, con e, entonces i(e)i(c)i(e) = i(c) y, ademads, i(a)i(c)i(a) =
i(b) dado que {a, b, ¢} es linea. Asi, tenemos que i(d)i(c)i(d) = i(e)i(a)i(e)i(c)
i(e)i(a)i(e) = i(e)i(a)i(c)i(a)i(e) = i(e)i(b)i(e), entonces, si i(d)i(c)i(d) =
i(e)i(b)i(e) =i(c) tendriamos que {b,c, e} es linea, pero | # ', por lo tanto,
i(d)i(c)i(d) # i(c), y asi, ¢ y d son colineales y, ademads, si f es el tercer
punto de la linea que pasa por ¢y d, también {b, f, e} es linea. Ahora, obser-
vamos que i(d)i(b)i(d) = i(a)i(e)i(a)i(b)i(a)i(e)i(a) = i(a)i(e)i(c)i(e)i(a) =
i(a)i(c)i(a) = i(b), entonces b y d no son colineales y, de la misma forma se
demuestra que a y f tampoco lo son. Con esto concluimos que [ y I’ generan
un plano dual afin.

c

d e

Caso 2. Si el punto ¢ € [ es colineal con los tres puntos de I’, sean o y
B tales que {c,a, e} y {c, 5,d} son lineas.

d e

Observemos que i(8)i(e)i(f) = i(d)i(c)i(d)i(e)i ( 1)i(c)i(d) = i(d)i(c)i(a)
i(c)i(d) = i(d)i(b)i(d), entonces, si i(B)i(e)i(B) = b i
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driamos que {b,d,e} es linea, pero por hipdtesis, I # I’, y por un razon-
amiento andlogo, i(d)i(b)i(d) # i(d), as{ que (3 es colineal con e, b es colineal
con by, ademas, las lineas que forman estar parejas de puntos son concur-
rentes; sea d tal que {e, 3,0} y {b,d, d} son lineas. Mediante un razonamiento
analogo tenemos que d es colineal con «, b es colineal con e y las lineas que
forman son concurrentes; sea 6 tal que {d,«,0} y {e, b,0} son lineas.

Ahora, observemos que tenemos que i(«a)i(b)i(a) = i(c)i(e)i(c)i(b)i(c)
i(e)i(c) = i(e)i(e)i(a)i(e)i(c) = i(c)i(d)i(c) = i(B), entonces, {b,a, S} es
linea. También veamos que i(a)i(a)i(a) = i(c)i(b)i(c)i(a) i(c)i(b)i(c) =
H()iB)i(e)i(b)i(e) = (i(B)i(c) = i(e)i(a)i(e)iB)i(e)i(a)i(e) = i(e)i(a)i(h)
i(a)i(e) = i(e)i(B)i(e) = i(d), por lo tanto {c, 8,0} y {a, «, d} son lineas. Por
dltimo, tenemos que i(a)i(f)i(a) = i(a)i(d)i(a)i(B)i()i(d)i(a) = i(a)i(0)
i(d)i(6)i(cv) T i(a);',(b)i(a) = i(fB), con esto {a, 0,3} es linea, y asi, [ y I’
generan un plano afin.

Corolario 3.2.4. Sea F un espacio de Fischer y F' un subespacio de F,
entonces F' también es un espacio de Fischer.

Demostracion. Dado que F es un espacio de Fischer, existe un grupo G y
una inmersién i de F en G, entonces, la funcion ¢ restringida a Pps cumple
lo necesario, por ser F’ subespacio, al restringir el codominio a (i(a) : a €
Ppr). |

Proposicion 3.2.5. Sean F un espacio de Fischer y G un grupo tal que F
esta inmerso en G. Sea i una inmersion de F en G entonces.
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1 G actua, por conjugacion, en la imagen de Pr bajo i

2 Sea * la accion de G en Pr que se da por el inciso anterior y sea
ta : Pp — Pp definida por ja(b) = i(a) x b = i~ (i(a)i(b)i(a)).
FEntonces g = vq-

Demostracion. Sea T = {i(a) : a € Pr} la imagen de Pr bajo i, entonces,
por los incisos I, 11 y 111 de la definicién de inmersién, T es cerrado bajo la
conjugacién por elementos del mismo T y, dado que (g : g € T'), entonces
también es cerrado bajo la conjugacién por elementos de G. Con esto, la
veracidad del inciso 1.

Para el inciso 2, sean a,b € Pp, entonces hay dos posibilidades. Si a
no es colineal con b, entonces i(a) e i(b) conmutan, por lo tanto, p,(b) =
i~Y(i(a)i(b)i(a)) = i 1(i(b)) = b = va(b). Si a y b son colineales, entonces
i(a)i(b)i(a) = i(c) donde c es el tercer punto de la linea que pasa por a y
b, v asi, pa(b) = i71(i(a)i(b)i(a)) = i (i(c)) = ¢ = v4(b), que era lo que
queriamos demostrar. |

Ademas de ayudarnos a caracterizar a los espacios de Fischer en términos
de grupos, los grupos Go(F) y G1(F) poseen, cada uno, la siguiente propiedad
que los caracteriza.

Proposicién 3.2.6. Sea S un espacio parcialmente lineal conezxo.

1 S es un espacio de Fischer s, y sélo si, Go(S) < Aut(S). En este caso,
Go(S) tiene la siguiente propiedad universal.

Si S estd contenido en un grupo G, entonces existe una funcion suprayec-
tiva p : G — Go(S) cuyo nicleo es igual al centro de G y que, ademds,

hace conmutar el siguiente diagrama
-/
PSF‘“‘Z:—““')G

v 2
por
7/

/e

donde i es la inmersion natural de S en Go(S) (es decir, i(a) = 7,) e
i’ es la inmersion de S en G.

2 S es un espacio de Fischer si, y sdlo si, la funcién natural p : Pigy —
G1(S) (es decir, p(a) = [a], la clase de a) es inyectiva. En este caso,
G1(S) tiene la siguiente propiedad universal.

Si S esta contenido en un grupo G, entonces existe una funcion suprayec-
tiwva 1 : G — Go(S) que hace conmutar el siguiente diagrama
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Ps>7 G1 )

/

7
-

G

donde i’ es la inmersion de S en G.

Demostracion. Haremos la prueba en dos partes.

1 Por el teorema 3.2.3 tenemos la primera parte. Para la segunda parte

tenemos que Pg es un G-conjunto como en la proposicién anterior, y
asi, la representacién por permutaciones (morfismo) ¢’ : G — Simp,,
que esta accién define, manda a los elementos de la forma i(a) (con
a € Pg) en ~,, ademds, su nicleo es el centro Z(G) de G, ya que G
actua en la imagen de Pr bajo i por conjugacion y, dado que (i(a) :
a € Ps) = G, la imagen de G bajo ¢’ es Gy, por lo tanto, tenemos
un morfismo suprayectivo ¢ : G — Go(S) tal que ¢p(i(a)) = v, para
todo a € Pg.

Si p es inyectiva, entonces es una inmersién de S en G1(S) vy, por lo
tanto, S es un espacio de Fischer. Ahora, si F es un espacio de Fischer,
por el teorema 3.2.3 existe un grupo G y una inmersion i de F' en G,
entonces, como 7 respeta las relaciones dadas en la definicién de G (S),
existe un morfismo ¢ : G1(S) — G tal que ¥ (p(a)) = i(a) y, dado que
1 es inyectiva, tenemos que también p es inyectiva. La suprayectividad
de 1 se da porque (i(a) : a € Ps) = G.

Corolario 3.2.7. Sea F un espacio de Fischer y G un grupo tal que F
estd inmerso en G, entonces, Go(F) es cociente de G y este, a su vez, es
cociente de G1, mds precisamente, para Gg tenemos que Go(F) = G/Z(G).

Demostracion. El resultado es inmediato por la proposicién anterior y el
primer teorema de isomorfismo. [ |

Corolario 3.2.8. Sea F un espacio de Fischer, entonces, Z(Go(F)) = {1}.

Demostracion. Como vimos en la demostracion del teorema 3.2.3, F esta con-
tenido en Gy(F), entonces, aplicando la proposicién 3.2.6, tenemos que
¢ = Idg,(r) hace conmutar el siguiente diagrama.

Pp—LGy(F)
poi

7

oL

s
-

Go(F)
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Y asi, Z(Go(F)) = ker(Idg,(r)) = {1} [ |

Es claro que no todo grupo tiene a un espacio de Fischer inmerso,
para que esto ocurra se deben cumplir varios requisitos como que el grupo
esté generado por elementos de orden dos, que la acciéon por conjugacién del
grupo en si mismo de comporte de forma especial, etcetera. Para saber cuales
grupos si contienen a un espacio de Fischer tenemos la siguiente definicion.

Definicion 3.2.9. Sea G un grupo. Decimos que T' C G es un conjunto de
3-transposiciones si

1) para todo a € T', el orden O(g) = 2.
11) para cualesquiera a,b € T, el orden del producto O(ab) = 1,2 6 3.

1) el conjunto T¢ = {gag™ : g € G,a € T} =T, es decir, T es cerrado
bajo conjugacién por elementos de G.

1v) T genera a G.

En este caso decimos que G es un grupo de 3-transposiciones.

Ejemplos 3.2.10. Algunos grupos de 3-transposiciones.

1 Sea Sim,, el grupo simétrico sobre un conjunto de n elementos y sea
T={(ij):1<i<j<n}C Sim, el conjunto de las transposiciones,
entonces, T es un conjunto de 3-transposiciones.

2 Sea MPS" = {M = (m,;)} el grupo de matrices de permutacién con
signo de tamafio n y sea MT,"?" el conjunto de “transposiciones con
signo”, es decir, matrices de permutacion con signo cuya distribucién
de las entradas distintas de cero es igual a la de una matriz de per-
mutacién asociada a una transposicién. Ahora, sea M P59 < M PS"
el conjunto de matrices de permutacion con signo tales que tienen ex-
actamente una cantidad par de entradas iguales a —1 'y sea M T2 o]
subconjunto de MT,;""" de matrices tales que todas las entradas den-
tro de la diagonal valen 1 y las que estan fuera valen ambas 1 o ambas
—1. Entonces M P,%s’y” es un grupo de 3-transposiciones y M Tﬁ"’@" es

su conjunto de 3-transposiciones.

Demostracion. Es inmediato que T es un conjunto de 3-transposiciones den-
tro de Sim,,. '

Para la segunda parte, primero es necesario ver que M P29 es un sub-
grupo de MPS9™. Sean M, N € MPZX"" y sean M’ y N’ las matrices de
permutacion resultantes de quitarles los signos a las entradas de M y N. Sean
ny, ny vy np el nimero de signos negativos en las matrices M, N y M N, re-
spectivamente. Entonces det(M'N')(—1"P) = det(M N) = det(M)det(N) =
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det(M")det(N")(—1"+"N) v dado que mp; y ny son pares, tenemos que
det(M'N')(—=1"7) = det(M'N"), por lo tanto np es par.

Resta verificar que MT2*" es un conjunto de 3-transposiciones. En la
proposicién 1.3.8 dimos un isomorfismo entre M Py;g, y Z5 % Sim,, donde

Tgsign

a cada matriz de M le corresponde una pareja de la forma

(L, £ 1,4, 1), (),

tal que las entradas distintas de 1 del elemento de Zy son, precisamente, las
correspondientes a i y j. De aqui es claro que MT;™" es un conjunto de
3-transposiciones. |

Proposicion 3.2.11. Sea F un espacio de Fischer y G un grupo tal que F
estd inmerso en G, entonces G es un grupo de 3-transposiciones.

Demostracion. Sea i la inmersién de F en G, es claro que {i(a) : a € F'} es
un conjunto de 3 transposiciones de G. [ |

Proposicion 3.2.12. Sea G un grupo de 3-transposiciones, entonces existe
un espacio de Fischer F inmerso en G.

Demostracion. Sea T un conjunto de 3 transposiciones de G y sea L =
{{a,b,c} : a,b,c € T,aba = c}. Sea i la inclusién de T en G. Entonces i es
una inmersién del espacio F' = (T, L) en G. [

3.3. Diagramas

Los espacios de Fischer, ademas de poseer una estructura algebraica,
algunos también tienen algo similar a una base, pero en una versiéon méas
débil a la que conocemos para espacios vectoriales o grupos libres; ésta es,
mas bien, parecido a lo que tenemos en un grupo cuando lo damos mediante
una presentacion, en el sentido de que no cualquier funcién que sale de esta
“base” es posible extenderla.

Dada una categoria C tal que, sus elementos son espacios parcialmente
lineales (no necesariamente todos) y sus morfismos los morfismos de espacios
parcialmente lineales,? tenemos la siguiente definicién.

Definiciéon 3.3.1. Sea S un elemento de la categoria C. Un diagrama es
una subgrafica A C T'(S) que genera a S y es tal que, si S’ es, también,
un espacio parcialmente lineal en C, y ¢ : A — T'(S’) es un morfismo de
graficas, entonces existe un morfismo ¢ : S — S’ que hace conmutar el
diagrama.

2La definicién de categoria puede encontrarse en el Capitulo 1, sexta parte, asi como
también, puede encontrar la definicién de morfismo de espacios parcialmente lineales en
el Capitulo 2, primera parte
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A‘i_—>S
voi g’

o) %
N

Donde 7 es la inclusion de A en S.

Notemos que, en la definicién, estamos tratando a un espacio parcial-
mente lineal S como su gréfica de colinealidad T'(S). Esto es posible dado
que la estructura de la grafica de colinealidad de un espacio S viene dada
por la estructura de S. Lo hacemos con el fin de no abrumar la notacién.

Los ejemplos que nos interesan son, claramente, cuando S es un espacio
de Fischer, pero para poder dar algunos es necesario trabajar mas, asi que
dedicaremos los capitulos posteriores para esto. Como ya vimos, para poder
hablar de diagramas es necesario hablar de categorias, especialmente en lo
que resta de la tesis trabajaremos con las siguientes.

Definicién 3.3.2. Decimos que FZ es la categoria completa de espacios de
Fischer, donde los objetos son todos los espacios de Fischer y los morfismos
son los morfismos de espacios parcialmente lineales. También decimos que
SP es la subcategoria de FZ que consta de los espacios simplécticos.
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Capitulo 4

Diagramas en F71

Los primeros ejemplos de diagramas para un espacio parcialmente lineal
los encontramos cuando estos espacios pertenecen a la categorfa (completa)
de espacios de Fischer. No todos los espacios de Fischer tendran diagrama en
esta categoria; los que si, los construiremos mediante los grupos de Coxeter
de los diagramas de Dynkin simplemente enlazados, aprovechando la relacion
que existe entre los grupos de 3-transposiciones y los espacios de Fischer,
s6lo nos quedara demostrar que estos grupos son de 3-transposiciones.

4.1. Graficas que no son diagramas

Definicion 4.1.1. Sea F un espacio de Fischer. Decimos que F es un espacio
simpléctico si todos sus planos son duales afines.

Lema 4.1.2. Sean F y F' espacios de Fischer y sea ¢ : F — F' un
morfismo suprayectivo, entonces F es un espacio simpléctico si, y sélo si, F'
es un espacio stmpléctico.

Demostracion. Inmediato del corolario 3.1.13. [ |

Lema 4.1.3. Sea A una grdfica, entonces existe un espacio simpléctico F y
un morfismo de grificas ¢ : A — T'(F).

Demostracion. Sean V = FoA y f la forma bilineal asociada a este espacio
vectorial. Sea ¢ la forma cuadratica definida como 1 en los puntos de A y
extendida mediante la férmula 1.2. Sea O(q) el espacio cuyos puntos son
los elementos del conjunto {v € V : q(v) = 1,v & rad(f)} y definamos las
lineas como los conjuntos {u,v,w} donde w + v +w = 0. Si dos puntos
vy w son tales que ¢(v) = g(w) = 1, entonces, para que sean colineales
en O(q) es necesario y suficiente que f(v,w) = 1, dado que q(v + w) =
q(v) + q(w) + f(v,w) = f(v, w).

Sean | = {u,v,w} y I' = {u,v',w'} dos lineas en O(q) distintas y con-
currentes.

49
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Caso 1. Siw es colineal con v/, sea « tal que {v,v’, a} es linea, entonces
a=v+v =v+v +u+u=w+w,y asi, {w,w,a} también es linea, y
ahora, como f(v,w') = f(v,v'+u) = f(v,v')+ f(v,u) =141 =0, tenemos
que v no es colineal con w’ y, analogamente, v’ no es colineal con w, por lo
tanto, ({U1’) es un plano dual afin.

Caso 2. Si v no es colineal con v/, f(v,w') = f(v,v' +u) = f(v,0) +
f(v,u) =140 = 1, entonces v es colineal con w’ y, por el caso anterior,
(1U1") es un plano dual afin.

Entonces, O(q) es un espacio simpléctico y la inclusién de A en T'(O(q))
es un morfismo de graficas. [ |

Proposicion 4.1.4. Sea C una subcategoria de FI que, a su vez, contiene
a la categoria SP, entonces los unicos espacios que pueden tener diagrama
en C son los espacios simplécticos.

Demostracion. Sea A un diagrama para un espacio F', entonces por el lema
anterior existe un espacio simpléctico F’ y un morfismo ¢ : A — T'(F’),
entonces, por ser A un diagrama, existe un morfismo ¢ : I — F’ que
extiende a ¢, y asi, por el lema 4.1.2, F' no puede contener planos afines. B

Proposicion 4.1.5. Sea C una subcategoria de FI que, a su vez, contiene
a la categoria SP, y sea A una grdfica, entonces, si F' es un espacio en C,
A es una subgrdfica de T'(F) y el subespacio que genera A contiene un plano
afin, entonces A no es un diagrama en C.

Demostracion. Supongamos que existe un espacio I en la categoria C tal
que A es un diagrama para F’, entonces existe un morfismo suprayectivo
P F' — (A) < F; asi que, por el lema 4.1.2, F contiene un plano afin, lo
que contradice al resultado anterior. |

A continuacién trabajaremos con los espacios parcialmente lineales que
definimos en la proposicién 2.2.4. Dada una forma bilineal simétrica f en V,
llamaremos a la pareja (P, L) el Fsg-espacio proyectivo asociado a f.

Proposicion 4.1.6. Sea V un espacio vectorial sobre Fs y f una forma
bilineal simétrica en V, entonces, el Fs-espacio proyectivo S, asociado a f,
es un espacio de Fischer.

Demostracion. Sea a € S, demostraremos que 7, es un automorfismo de F.
Sean by ¢ son puntos de S y sean u € b, v € ¢. Si f(u,v) = 0, entonces b y
¢ no son colineales y, si f(u,v) # 0, entonces b y ¢ definen una linea, como
se demostré en la proposicién 2.2.4. Asi tenemos que, dado un punto b € S,
u€byp € a, la funcién v, se escribe como v4(b) = [u + f(u,p)p)].

Sea {b,c,d} una linea de S'y sean w € b, v € ¢, w € d y p € a. Entonces

{7a(0),7a(c),va(d)} = {[u+ f(u,p)p], [v+ f(v,p)p], [w+ f(w,p)p]}, y para
ver que esto es una linea seguimos las siguientes notamos que
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(u+ f(u,p)) + f((u+ f(u,p)p), (v + f(v,p)p)) (v + f(v,p)p) =
u+ f(u,p)p+ (f(u,v) + flu,p)f(v,p) + f(v,p)f(u,p) +
flu,p)f(v,p)f(p.p)) (v + flv,p) =
u + f(u,v)v + f(uvp)p + f(ua U)f(U,p)p =
(u+ f(u,v)v) + (f(u,p) + f(f(u,0)v,p))p =
(u+ f(u,v)v) + f(u+ flu,v)v,p)p = w+ f(w,p)p

De esta demostracién, mas que las cuentas, es necesario recordar que
en un F3-espacio proyectivo, dos puntos a y b son colineales si, y solo si,

f(a,b) #0.

Lema 4.1.7. Sea A una grdfica, entonces existe un espacio vectorial ¥V sobre
Fs y una forma bilineal simétrica f en V tal que A C T'(F), donde F es el
F3-espacio proyectivo asociado a f.

Demostracion. Sea V = F3(A) y f la forma bilineal definida en la base de
puntos de A como

1 sia=1b
fla,b)y =< 1 si a y b son adyacentes
0 en otro caso

Asi tenemos que todos los puntos de A son puntos del espacio, ademas, los
puntos adyacentes son colineales en F'y los no adyacentes no son colineales,
y asi, A es subgréfica de I'(F). [ |

Sea A una grafica y F' el Fs-espacio proyectivo construido en el lema
pasado, denotaremos por F) al subespacio de F' generado por los puntos de
A.

Ahora, con lo que tenemos de teoria, podremos demostrar que ciertas
graficas no son diagramas en FZ y, ya habiendo eliminado dichas posibili-
dades, nos restaran pocos casos por analizar.

Lema 4.1.8. Sea A una grdfica.

v Si la grdfica mostrada en la figura es subgrdfica de T'(Fy), entonces
(a1 + ...+ ap) € Fy.
ai a2 O4np—-1 Gp

v Si la grdfica mostrada en la figura es subgrdfica de T'(Fy), entonces
(p+ai+...4+ap) € Fp y(a1+...4ay) € Fp si, y sdlo si, n = 1(mod3).
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Demostracion. Para el primer caso, f((a1 + ...+ an), (a1 + ... + an)) =
> i1 2y flaiyaj) y, como f(a;,a;) = 0 cuando i # j,j—1, j+1, entonces
Flar+ .. Fan), (a1 + ... +an) =250 flai,aivr) + S0, flai,a;) =
2(n—1)+n=1.

Para el segundo caso, f((p + a1 + ...+ an),(p+ a1 + ... + an)) =
S S F(a ;) + 230 £ (i) + F(pap) ¥, como f(ai,az) O cuando
i # j, entonces f((p+a1+...+an), p+ar+...+an)) = >0y (flai,a) +
2f(p, ai)) + f(p,p) = 1. Ahora, para la otra parte, f((al +...4an), (a1 +
et an)) = >, f(ai,a;) =n, por lo tanto (a1 + ...+ a,) € Fi si, y s6lo
si, n = 1(mod3). [

Proposicion 4.1.9. Sea A una grafica y sea I el Fg-espacio proyectivo
construido en el lema 4.1.7 y f la forma bilineal dada en la demostracion.
Si A es una de las siguientes graficas, entonces Fp contiene un plano afin.

1 Cliclos. 2 “Y” de siete puntos.

3 Cruz de cinco puntos. 4 Grdfica con n puntos con dos
vértices de orden tres, como se
muestra en el dubujo.

5 Grafica con ocho puntos como se muestra en el dibujo.
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6 Grdfica con nueve puntos como se muestra en el dibujo.

Demostracion. La prueba la haremos por casos.

a1

Qn

s Si A es un ciclo, numeramos los vértices como se muestra en la figura

de la izquierda.

a2

as + ...+ ap—1 al ai +ag+ ...+ ap—1
an-1’

Por la definicién de f tenemos que f(ai,a2) =1y f(a1,a;) = 0 para
2 < i < n, entonces, por bilinealidad, f(a1,a2+...+an—1) =1, lo que
nos dice que estos dos puntos son colineales y, ademas, por la definicién
de las lineas del 3-espacio proyectivo, el tercer punto de la linea que
definen es a1 +as+...+ay,. Ahora, como f(ay,a,) = f(an—1,a,) =1y
fla;j,an) =0paral <i<n—1, tenemos que f(ags+...+an_1,a,) =1
y flai,a2 + ...+ ap—1,a,) = —1, por bilinealidad; entonces a,, es
colineal con todos los puntos de una linea, y asi, F)\ contiene un plano
afin.

Si A es una “Y” de siete puntos, numeramos los vértices como se
muestra en la figura de la izquierda.

by p+ar+by+c1+as+ b+ co
ai by
p
c1
. p+ar+bi+c P —pH4a+b+c
2

Por la definicién de f tenemos que f(p,a1) = f(p,b1) = f(p,c1) =
f(p,p) = 1y, por bilinealidad f(p,p + a1 + b1 + ¢c1) = 1, asi que
estos dos puntos son colineales y, ademas, el tercer punto de la linea
que definen es —p + aq + by + ¢1. Ahora, como f(p,a2) = f(p,b2) =
f(p,c2) =0, el punto p es colineal con p + aj + by + ¢1 + ag + by + co,
también podemos ver que f(aj,p+a; + by +c¢1 +az+by+c2) =0
dado que f(a1,a1) = f(a1,p) = f(a1,a2) = 1 y vale cero para los
demds puntos, andlogamente f(by,p+ a1 + b1 +c¢1 +az + by + ¢2) =
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0y flei,p+a1+by+c1+ a2+ b+ c2) = 0, y asl tenemos que
flp+ar+b1+ci,ptar+bi+ctast+betc) = f(p,p+ar+b+e+
as+ba+c2)+ flar,p+ar+bi+cr+az+ba+c2)+ f(bi,p+ar + b1+
C1+a2+b2+02)+f(01,p+a1 +b1+c1 +a2+b2+62) =14+04+04+0=1,
por lo tanto, los puntos p+a1+b1+c1 y p+a1+b1+c1+as+ba+co
son colineales. Mediante un procedimiento andlogo podemos demostrar
que —p+a; +by+c1yp+ap+ b1+ c1 + as + by + co también son
colineales. Entonces, como el punto p + a; + b1 +c¢1 + ao + by + ¢o es
colineal con todos los puntos de una linea, Fy contiene un plano afin.

Si A es una cruz de cinco puntos, numeramos los vértices como se
muestra en la figura de la izquierda.

a+b+c+d P p+a+b+c+d

Por la definicién de f tenemos que f(p,a) = f(p,b) = f(p,c) =
f(p,d) =1, asi que, por bilinealidad, f(p,a+b+c+d) =1, lo que nos
dice que estos dos puntos son colineales y, ademas, el tercer punto de
la linea que definen es p + a + b + ¢ + d. Ahora, inicialmente tenemos
que f(p,a) = f(a,a) =1y que f(a,b) = f(a,c) = f(a,d) =0, por lo
tanto f(a,a+b+c+d) =1y f(p+a+b+c+d) =—1, asl que a
es colineal a todos los puntos de una linea y, por lo tanto, F), contiene
un plano afin.

Si A es una grafica como se muestra en la figura de la izquierda, la
numeramos de la siguiente manera.

1 pzmpn—l Pn p=p1+p2+...+pn

Reduciremos este caso al caso anterior. Tenemos que f(a,p1) = 1y
f(a,p;) = 0 para 1 < i < n, entonces por bilinealidad f(a,p1 + ...+
pn) = 1, por lo tanto p; + ...+ py es colineal con a y, andlogamente
también lo es con b, c y d.

Si A es una grafica como se muestra en la figura de la izquierda, la
numeramos de la siguiente manera.
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as
as

D =ai1 +...+ay
Reduciremos este caso al segundo caso. Tenemos que f(ag,a4) =1y
f(ag,a;)0 para i # 4,8, entonces por bilinealidad f(ag,a1+...+a7) =
1. Ahora, si 1 < ¢ < 8 entonces f(a;,a;) = 1 para exactamente tres
valores de j entre 1 y 7, por lo tanto, f(a;, a1+ ...+ a7) =0.

= Si A es una grafica como se muestra en la figura de arriba, la numer-
amos de la siguiente manera.
a1 a2 as a4 as ag ar asg

.

° ° ° * ° ° ° p=a+...+ar
1(12

Reduciremos este caso al caso anterior. Tenemos que f(ag,az) =1y
f(ag,a;) = 0 para i # 3,9, entonces por bilinealidad f(ag,a; + ...+
a7) = 1 y también, como f(ag,a7) =1y f(as,a;) = 0 para i # 8,7,
entonces por bilinealidad f(ag,a; + ...+ a7) = 1, resta demostrar que
flaj,a1 + ...+ a7) = 0para 1 < i < 7, lo que es cierto dado que
f(ai,a;) = 1 para exactamente tres valores de j entre 1y 7.

Corolario 4.1.10. Sea C una subcategoria de FL que, a su vez, contiene
a la categoria SP, a todos los Fs-espacios proyectivos y a sus respectivos
subespacios. Si una grdfica A contiene, como subgrdifica, a una de las seis
graficas descritas en la proposicion anterior, entonces A no es una grdfica
en C.

Demostracion. Inmediato de la proposicion anterior y la proposicién 4.1.5.
|

4.2. Diagramas de Dynkin como diagramas en FZ

En la seccién anterior dimos grandes limitantes para que un espacio
pueda tener diagrama y, también, para que una grafica A pueda ser diagrama
para algin espacio. En esta seccién demostraremos que, para las graficas
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restantes (que son los diagramas de Dynkin simplemente enlazados) existen
espacios para los cuales éstas son diagramas.

Lema 4.2.1. Sea A una grdfica. Si A no contiene, como subgrdfica, a alguna
de las grificas descritas en el lema 4.1.9, entonces A es una de las siguientes
graficas:

s A, s Dyo.
= D,.
= [g.
n A I
o o - o
n A%
= [,

Demostracion. A es un arbol, dado que no tiene ciclos, ademéds, como las
graficas de los tipos & y 4 no son subgraficas, entonces sélo puede tener
vértices de orden menor o igual a 3 y, mas aun, sélo puede tener un vértice
de orden 3.

Si A no tiene vértices de orden 3, entonces es una gréafica del tipo A,,
Aso 0 AZ.

Si A tiene un vértice de orden 3, como la grafica del tipo 2 no es subgrafi-
ca, dicho vértice es adyacente a, al menos, un vértice de orden 1. Cuando es
adyacente a, exactamente, un vértice de orden 1, tenemos que A es del tipo
Eg, E7 o Eg. Cuando es adyacente a mas de un vértice de orden 1, A es del
tipo D,, 0 D. [ |

Con este resultado tenemos que las tnicas graficas que pueden ser dia-
gramas son las graficas Ay, Dy, Ao, AX, Do, Es, E7 y Eg, que son, precisa-
mente, los diagramas de Dynkin simplemente enlazados. Con el si- guiente
resultado estaremos a un paso de demostrar que estas gréaficas son, efectiva-
mente, diagramas en FZ.

Lema 4.2.2. Sean A una grdfica y G el grupo de Cozeter asociado a A,
sea T = A% la clase de conjugacion de A en G. Si T es un conjunto de 3-

transposiciones, entonces A es un diagrama para el espacio F' que se deriva
de T.
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Demostracion. Sea F' un espacio de Fischer y ¢ : A — I'(F’) un morfismo
de graficas. Sea i’ : F/ — Go(F") la inmersién natural (es decir, y(a) = v,).
Demostraremos que i’ o ¢ respeta las relaciones entre los puntos de A en G.
Sean a,b € A, primeramente tenemos que (i’ o gb(a))Z = ('y¢(a))2 =1.Sia
y b son adyacentes, entonces ¢(a) es colineal con ¢(b) en F’; sea ¢ tal que
{#(a), ¢(b),c} es una linea de F’, entonces i'(c) = Ye = Yg(a)Vo(b)Vola) =
Yo(b)Yo(a) Yo(b)» POT lo tanto (7¢(a)7¢(b))3 = 1. Si a y b no son adyacentes,
entonces ¢(a) no es colineal con ¢(b) en F’, entonces ' (¢p(a))i'(4(b)) =
Yoty To(b) = o) Yot = & (6(0))i'(6(a)), por lo tanto (i'(¢(a))i'(¢(b)))* = 1.

Ya demostrado que ¢’ o ¢ respeta las relaciones entre los puntos de A
en G, tenemos un morfismo ¢ : G — Go(F’) que extiende a i’ o ¢. De-
mostraremos que para todo a € T, ¥(a) € i'(F') y, ademas, 1 restringi-
do a T nos induce un morfismo ¢ : T — F’ entre espacios parcial-
mente lineales. Sea a € T, entonces a = gpg ' con p € Ay g € G,
ast Y(a) = ¥(gpg™") = Y(9)v(P)Y(g™") = ¥(g)i'(6(p))¥(9)~" vy, como ¢
es una inmersion, ¢(g)i'(¢(p))¥(9)~" = ¢(a) € i'(F’). Ahora sea {a,b,c}
una linea de T, es decir aba = ¢, entonces 1(c) = (aba) = Y (a)(b)w(a)
y, como ¥ (a),¥(b),(c) € V'(F') y como i’ es inmersién, la preimagen de
estos puntos forman una linea en F’. Asf que si definimos ¢(a) =i~ (1 (a))
tenemos que ¢ es un morfismo.

Por 1ltimo, queda demostrar que A genera a T' como espacio parcial-
mente lineal. Sea a € T, entonces a = gpg~ ' con p € Ay g € G, ademas,

como A generaa G, g = x1,...,x,conz; € Ajasiquea = 21 ... 2,pxy ... 21,
asi que tenemos las sucesiones 51 = p, 2 = Ty, ..., P+l = T1 Y Q1 =P, a2 =
TpPTp,y .-, Qpi1 = a, como en el teorema 3.1.11, as{ que T' = (A). |

Teorema 4.2.3. Los grupos de Cozeter de los diagramas de Dynkin sim-
plemente enlazados (An, Dy, As, AX, Do, Fs, E7 y Eg) son grupos de
3-transposiciones.

Demostracion. La prueba la haremos para cada caso.

1 Sea n € N. Entonces, por el ejemplo 1.4.10, el grupo de Coxeter de A,
es Simy41 que, por el ejemplo 3.2.10, es un grupo de 3-transposiciones.

2 Sea n € N. Demostraremos que M P29 es isomorfo al grupo de Cox-
eter asociado a D,. Asignamos a los puntos de D, la siguiente nu-
meracién

ai

2 az  ap—2 ap—-1

Sea G, = grp({ay ...ap—1,b}: a? = (a;ai41)% = (aiaj)Q =1, para |[i—
gl > 1,0% = (bag)?® = (ba;)? = 1, para i # 2).Sea f: {a1,...,a,_1,b} —
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M PZ5"9" definida por f(a;) = My, donde 7; = (i,i + 1) y f(b) = M,
donde

0 -1 0 0
-1 0 0 0
My=|0 0 1 0
0 0 0 1
Para ver que f respeta las relaciones resta ver que O(MyM.,) = 2

para i # 2y O(MyM,,) = 3. Para i > 3, MM, se escribe como
suma directa de matrices de orden 2. Para ¢ = 1, MM, es una matriz
diagonal, donde las primeras dos entradas de la diagonal tienen valor
—1y, el resto, tienen valor 1. Para i = 2,

0 0 -1 0
-1 0 0 0

MyM, =0 1 0 01,
o o o0 --- 1

la cual tiene orden 3. Entonces tenemos un morfismo f G, —
MP,fsfg”. Para demostrar que {M,, : 1 < i < n} U {M,} genera a
MPX"™ consideramos a estas matrices como elementos de Z3 x Simy,,
ast, es facil ver que todos los elementos de MT25“" son producto de las
parejas ((—1,-1,1...),(12)) y ((1,1,...),(i i + 1)), y tenemos que
M TT%”'Q" es el conjunto de 3-transposiciones de M P,%Sig". Entonces,
por el teorema 1.4.6 tenemos que f es suprayectiva. Resta ver que
|G| < n!27~1 para esto, procedemos por induccién de forma andloga
a como lo hicimos en el ejemplo 1.4.10.

3 Para ver que el grupo de Coxeter GG, asociado a Ay, €s un grupo

de 3-transposiciones, demostraremos que G = S finy < Simy donde
S finy es el subgrupo de Simy que deja fijos a todos los elementos de
N, salvo una cantidad finita; y que {(i i + 1) : ¢ € N} es un conjunto
de 3-transposiciones para S finy.

Sea G = grp({r; : i € N} : 72 = (1y1i11)® = (m7)? = 1, para |i —
jl > 1)y, dado n € N, sea Gy, = grp({r1,..., 70} : 72 = (1iTiz1)® =
(riTj)?> = 1, para |i — j| > 1). Paracadan € N, G, C Gpq1 y Gy &
Simy, entonces G = J, ey Gn = Upen Simn = S finy.

Ahora es suficiente notar que {(i i + 1) : ¢ € N} es un conjunto de
3-transposiciones, lo cual es obvio.
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ai

4

6

Para ver que el grupo de Coxeter GG, asociado a A, es un grupo
de 3-transposiciones, es suficiente notar que G = Sfing < Simg,
donde Sfing es el subgrupo de Simgz que deja fijos a todos los el-
ementos de Z, salvo una cantidad finita; y que {( i +1) : ¢« € Z}
es un conjunto de 3-transposiciones para Sfing. Sea G = grp({7; :
i € Z} : 77 = (timiy1)® = (77)* = 1, para |i — j| > 1) y tomem-
0s Gy = grp({Tens Tont1s -+ Te1, Tn} 72 = (TiTi1)? = (mm))? =
1, para |i — j| > 1). El resto de la demostracion es andloga a la ante-
rior.

Para ver que el grupo de Coxeter G, asociado a D, es un grupo de
3-transposiciones, es suficiente notar que G = § finsNZg", el grupo de
matrices infinitas de la forma

1 2 o 7/
1 0
2 0
M =
(i) 0 0 1

donde 7 € Sfiny; y que {M2° : 7; = (i i+ 1), € N} U{M;*} es un
conjunto de 3-transposiciones, donde

0 _
N
MyZ=109 o

10
0
1

Para cada n € N tenemos que Sim;?" es isomorfo a un subgrupo
Simy 7" < Sfini?" y, ademds S fin”" = U, en Simn?"™. El resto

de la demostracién es andloga al inciso 3.

Numeremos los puntos de Eg de la siguiente manera.
as Q4 as ae ar as

.

Para ver que el grupo de Coxeter G, asociado a Eg, es un grupo de
3 transposiciones, estudiaremos primero el siguiente sistema de raices.
Sea {e1,e,...,es} la base canénica de R® y sea (, ) el producto
interno usual. Sea L' = {Z§:1Cz‘€z‘ t ¢ € L, Z?zl ¢ es par} y sea
L=1L+ Z% Ele e;. Definamos a ¥ = {v € L : [v]? = 2}. Sea v € ¥,
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v= (Z§:1 ciei)—l—k(% Z§:1 e;) = Z§:1 a;conk €Zya; = ci—i-% = %,
y con esto |v|? = ?:1 %. Entonces, si [v] = 2, Z?Zl b? = 8, asf que,
bi <2y, si|bj| =2 para algin 1 < j; <8, entonces también |bj,| = 2
para algin otro 1 < jp < 8 distinto; esto dado que Zle c; €s par.
Ahora, si [bj| = 1 para algin 1 < j < 8, entonces |b;| = 1 para todo
1 <4 < 8. Con esto tenemos que v se escribe como +e; & ¢e; con i # j,
o bien, como %Z?Zl +e;, donde hay, exactamente, una cantidad par
de simbolos positivos.

Verifiquemos que ¥ es, efectivamente, un sistema de raices. Sean u, v €
¥, por la ecuacién 1.3, r,(u) = u — 28}"31} =u— (u,v)v. Si (u,v) =

1 entonces r,(u) = —ry(v), entonces a partir de la siguiente tabla
cubrimos todos los posibles casos para ver que 7,(u) € X.

U \ v \ (u,v) \ roy(u) ‘
ieio + €40 :I:eio + €40 2 —(:I:eio + ejo)
ie,-o + €jo ieio + €41 1 iejo + €5,
:l:eio + €50 :|:€i1 + €4, 0 :I:eio + €0
% 22:1 *e; . . 52y Eei 2 EPMRE
? Zé:1 +e; 5 ((;h:l :I:eih) :F8€i7 F 61‘8) 1 lzlzeig + Cig
32im1 e | Dopog Eei, + 35 Fei, 0 3 2ie1 T

Ahora, sea IT = {a1, ag, ..., ag} donde
0(1:%(61—62—63—64—65—66—67+€8)
g =e1 + e

g =€;_1— €;_9 (para 3<i < 8)

II, definido de esta manera, es un sistema simple asociado a X, dado
que

1 00 0 0 0 0 0
10 0 0 0 0 0 -1
10 0 0 0 0 -1 1
10 0 0 0 -1 1 0
et 190 0 -1 1 0 o>
10 0 -1 1 0 0 0
11 -1 1 0 0 0 0
1 1.1 0 0 0 0 0

lo que nos dice que los elementos de II son linealmente independientes.
Ahora, sea u € X, a partir de la siguiente tabla, podremos ver que u
se puede escribir como v = ) .y @, donde los escalares a, € IF son
todos positivos o todos negativos.
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U expresion
ej—ei(8>j>i§1) Qjp2 + ..o+ Qg
6j—|-€1(8>j>1) a2+ o+ .+ Qg
el + eg 2000 +eg+ ...+ e7
eg — ey 200 + ag +e3+ ...+ €5
%( %Llil Cip — Zg:% €i,) +e1+ 68) ai + Zikﬂ Cip
ST e — Y en) —ertes) | ar—er+ > le

Con esto, sea W(X) el grupo de Weyl asociado a X, y sea R = {r, :
a € II}, entonces por el teorema 1.5.9, (W(X), R) es un sistema de
Coxeter. Por iltimo demostraremos que los elementos de R cumplen
las relaciones que hay entre los puntos {a1, as, ..., as} y que el conjunto
RW®) es un conjunto de 3-transposiciones.

Observemos que, si (a4, ;) = —1, entonces 7o, () = o + o =
Toy (cv;), asi que, por la proposicién 1.5.4, To;Ta;Ta; = Ta;To;Ta,s POT 10
tanto O(rq,;7q,) = 3. También, si (a;, a;j) = 0, entonces rq, () = aj,
y asi, Ta;Ta;Ta; = Ta;, POr lo tanto O(raira_j) = 2. Con esto s6lo nos
queda ver la siguiente tabla del producto interno entre los elementos
a1,09,...,08.

[ [[ar[as [ag[aafas|as]ar]as]
o | 2]0-1]0]0]0]0]0

a2 0 2 0 |-1|20 0 0 0
az || =1 0 2 |-1|0 0 0 0
oy O |-1}-1|2 |-1]0 0 0
as 0 0 O | -1 2 |-1|20 0
a6 0 0 0 O |-1|2 |-1|20
a7 || 0 0 0 0 0 |-1] 2 | -1
asg 0 0 0 0 0 0 |-11] 2

Ahora, para ver que R”Y®) es un conjunto de 3-transposiciones, sean
a,be RY®) donde a = graig’l, b= hrajh’l, v sea U el complemento
ortogonal de (g(«;), h(c;)). Tenemos que O(a) = 2, dado que O(rq,;) =
2. Es fécil verificar que a = ry(,,) (asf como también b =y, )), dado
que W(X) = (r, : v € X), asi que U queda invariante bajo el producto
ab, resta analizar cémo se comporta dicho producto en (g(a;), h(c;)).
Como Y es un sistema de raices, también por induccién tenemos que
g(a;), h(aj) € 3, por lo que tenemos que (g(a;), h(aj)) = 0,4+1 6 £2.
Si (g(aw), hlaz)) = 0, entonces ablg(ai)) — —g(a) ¥ ablh(ay)) —
—h(a;), por lo tanto O(ab) = 2. Si (g(c), h(ej)) = 1, escribamos u =
g(cy) y v = h(a;), entonces tenemos que 7,7, (v) = u — vy ryry(u) =
—v, aplicando una vez més la funcion r,r, (u—v) = ryry(w) —ryr, (v) =
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—v— (u—v) = —uy ryry(—v) = v —u y, aplicando una tercera vez
rule(—u) = vy ryry(v—1u) = ryry (V) —ryry(u) = u—v+ov = u, asi que
Tulv = Tg(a;)"h(a;) = ab tiene orden 3. Si (g(as), h(ey)) = (u,v) = —1,
entonces r,7,(v) = —u — v y 1,7y(u) = v, aplicando una vez mas la
funcion r,ry(—u — v) = —ryry(u+v) = —ry(u+v —v) = —ry(u) =
u 'y ryry(v) = —v — u y, aplicando una tercera vez ryry,(u) = vy
rule(—v —u) = —ryry(v) — ryry(u) = u+v — v = u, asi que ryry, =

Tg(ai)Th(ay) = ab tiene orden 3. Por dltimo, si (g(c),h(ay)) = £2,
g(@i) = £h(a;), asf que ry(a;) = Th(a,), POT lo que O(rg(ai)rh(a].)) =1
Resta verificar que RV es cerrado bajo la conjugacién por elementos
de W(%), lo cual es claro; y también que W(X) = (RV®)), 1o que se
tiene dado que R ¢ RV y W(X) = (R).

Numeremos los puntos de F7 de la siguiente manera.
as Qa4 as ag ar

.

ai

8

Para ver que el grupo de Coxeter GG, asociado a E7, es un grupo de
3 transposiciones, estudiaremos primero el siguiente sistema de raices.
Sea X el sistema de raices y IT el sistema simple asociado a 3, definidos
en el inciso anterior; sea V' = (aq...a7) y sea ¥’ = ¥ NV, Tenemos
que 7, (v) es una combinacién lineal de u y v, por lo tanto, si u,v € 3/,
ru(v) € 3, asf que ¥’ es, por sf mismo, un sistema de raices. También
tenemos que I’ es un sistema simple dado que II lo es, es decir, como
todo v € X se puede escribir como v = Y_ .1y aqc, donde los escalares
aq € T son todos positivos o todos negativos, entonces todo v € 3 se
puede escribir como u = Y .y Ga, de la misma forma.

Entonces, sea R’ = {r, : a € II'} y, por el teorema 1.5.9, (W(X'), R’) es
un sistema de Coxeter. Por tltimo, gracias a lo demostrado en el inciso
anterior, tenemos que los elementos de R’ cumplen las relaciones que
hay entre los puntos {a; ...ar} y, ademds, que RWE) es un conjunto
de 3-transposiciones.

Numeremos los puntos de Eg de la siguiente manera.
as a4 as ae

.

Para ver que el grupo de Coxeter GG, asociado a Eg, es un grupo de
3 transposiciones, se estudia el siguiente sistema de raices. Sea ¥ el
sistema de raices y II el sistema simple asociado a ¥, definidos en
el inciso 6; sea V' = (a1...ag) y sea ¥ = X N V", El resto de la
demostraciéon es andloga al inciso anterior.



Capitulo 5

Diagramas en SP

Empecemos con una pregunta interesante: ;FEs el hecho de que un espa-
cio tenga o no un diagrama, realmente, dependiente de la categoria donde
lo ubicamos? Después de haber estudiado el caso general, en este capitulo
trataremos con los espacios simplécticos (aquellos cuyos planos son duales
afines) y daremos una respuesta afirmativa a esta pregunta. De hecho, en
la categoria de espacios simplécticos, todos los espacios tienen un diagrama.
Para demostrar este hecho clasificaremos a los espacios simplécticos, uti-
lizando un teorema de Hall cuya demostracion (la dada por Hall) esta fuera
del alcance de esta tesis.

5.1. Representaciones lineales

Definicion 5.1.1. Sea S un espacio parcialmente lineal y )V un espacio
vectorial sobre Fs. Decimos que una funcién y : S — )V es una repre-
sentacion lineal (o simplemente representacion) si para toda linea {a,b,c}
de S, tenemos que x(a) + x(b) + x(¢) = 0. Una representacién es completa
si el conjunto x(V) = {x(a) : a € S} genera a V, y es simpléctica si existe
una forma bilineal simpléctica f sobre V tal que f(x(a), X(b)) =1 si, y sélo
si, a y b son colineales. Como lo hemos hecho anteriormente, denotaremos a
f(u,v) como (u,v).

Decimos que una representacion x : S — V es universal si, para
cualquier representaciéon x’ : S — V', existe una tnica transformacion
lineal T': ¥V — V' que hace conmutar el siguiente diagrama
s X Ly

To )?/ 7
! y 7
T

X

7
7

K
V/
Decimos que dos representaciones x : S — Vy x' : S — V' son
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equivalentes si T, en el diagrama anterior, es un isomorfismo.

Proposicion 5.1.2. Sea S es un espacio parcialmente lineal. Si x : S — V
yxX S — V' son, ambas, representaciones universales, entonces son
equivalentes.

Demostracion. Por ser x universal, entonces existe una tunica T tal que
Tox = x'. De la misma forma, existe una tinica 7" tal que T oy = x. Asi que
T'oToy = ¥, entonces, por la unicidad de Ty T", T'oT = idy. Anélogamente
tenemos que T" o T' = idy», por lo tanto T es un isomorfismo. [ |

Por la proposiciéon anterior, todas las representaciones universales son,
esencialmente, la misma. Es por esto que nos referiremos a las representa-
ciones universales como si fueran una sola.

Definicion 5.1.3. Sea S un espacio parcialmente lineal. Decimos que S es
un espacio 2-reducido si, para cualesquiera dos puntos no colineales, existe
un punto colineal con alguno de ellos dos, pero no al otro. Decimos que S
es un espacio 3-reducido si, para cualesquiera dos puntos colineales, existe
un punto colineal con alguno de ellos dos, pero no al otro. Un espacio es
reducido si es 2-reducido y 3-reducido.

Lema 5.1.4. Sea F un espacio simpléctico y sean a,b € F. Si existe c € F
colineal con a y no con b, entonces también existe ¢ € F colineal con b y no
con a.

Demostracion. Como ¢ y a no son colineales, existe d € F' colineal con
ambos (a y ¢). Sea d’ tal que {c,d,d'} es linea, entonces a es colineal con d
y d’y, como b es colineal con ¢ tenemos que b no es colineal con uno de los
dos entre d y d’; sea ¢’ dicho punto. [ |

Lema 5.1.5. Sea F un espacio simpléctico, conexo, entonces existe V un
Fa-espacio vectorial y x : F' — V representacion universal simpléctica. Si
ademas F' es reducido, dicha representacion es inyectiva.

Demostracion. Sea A = T'(F) y consideremos a Fo(A) y a f = (,), su forma
bilineal asociadal. Sea ¢ la forma cuadrética que vale 1 en todos los puntos
de la base, y extendida mediante la férmula 1.2. Sea L = {a +b+ ¢ €
Fa(A) : {a,b,c} es linea de F'}. Sea x = i o p, donde i es la inclusién de F
en Fo(A) v p, la proyeccién natural de Fo(A) en Fo(A)/L, entonces x es una
representaciéon de F en Fo(A)/L.

Ahora, notemos que L C rad(f). Para esto, sea d € F'y sea i(a)+i(b) +
i(c) = 1 € L, entonces (i(d),l) = (i(d),i(a)) + (i(d),i(b)) + (i(d),i(c)); si
d es colineal con algin punto de {a,b,c}, entonces lo es con exactamente
dos, por lo tanto (i(d)7 l) = 0, si no es colineal con ningtin punto, entonces

Ver capitulo 1, primera parte
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es més facil ver (i(d),l) = 0. Ahora notemos que L C rad(q), dado que
qgla+b+c) =qla+b)+q(c)+ (a,c)+ (b, c) = q(a) + q(b) +q(c) + (a,b) = 0.
Entonces, por la proposicién 1.2.6, tenemos una forma bilineal f = (,) sobre
Fa(A)/L tal que f = fop, entonces, para a,b € F tenemos que (i(a), (b)) =
(x(a),x(b)), asi que (x(a),x (b)) = 1 si, y sélo si, a y b son colineales; y
también, tenemos que ¢ induce una forma cuadratica g tal que g(a) = G o p.

Sea x’ : ' — V' una representacién, entonces tenemos una transforma-
cién lineal T : Fy(A) — V' definida en la base por T'(a) = x'(a) y extendida
por linealidad. Por lo tanto, como L C Ker(T), tenemos T" : Fo(A)/L — V'
tal que 7" o x = ¥/, por lo tanto, x es representacién universal.

Ahora supongamos que F' es reducido. Para ver que x es inyectiva, sean
a,b € F; entonces existe ¢ € F colineal con a y no con b, asi que (i(a),i(c)) =
1y (i(b),i(c)) = 0y, por lo anterior, (x(a), x(c)) =1y (x(b),x(c)) =0, por
lo tanto x(a) # x(b). |

A continuacién comenzaremos un estudio de los espacios simplécticos
desde un punto de vista mas geométrico, para terminar relacionandoles una
estructura de espacio vectorial; todo esto con el fin de encontrar representa-
ciones simplécticas inyectivas para todos los espacios simplécticos y, ademas,
para ayudaros mas adelante en la clasificacién de estos espacios y a encontrar
sus diagramas.

Definicion 5.1.6. Sea I un espacio simpléctico. Para cada a € F, sea
a't ={c € F:cno es colineal con a} y definimos la relacién de equivalencia
a ~ bsi, y sélo si, at = bt. Sea F* = F// ~ donde {[a],[],[c]} es linea
si, y sélo si, existen o’ € [a],t € [b],d € [c] tales que {a’,V/, '} es linea.
Llamamos a F™* el espacio reducido asociado a F.

Proposicién 5.1.7. F*, con la estructura definida anteriormente, es un
espacio parcialmente lineal stmpléctico reducido.

Demostracion. Es facil observar que dos puntos a y b son colineales en F
si, y sélo si, [a] y [b] son colineales en F*. Ahora, sea {[a], [b], [c]} una linea,
sin pérdida de generalidad {a,b,c} es linea. Sean a’ € [a], b’ € [b], y sea
¢ el tercer punto de la linea definida por o' y ¥'; como {[d],[V],[]} =
{[a], [b], [c]'} es linea, hay que demostrar que [¢] = [¢]. Tomemos un punto
d colineal con ¢, entonces d es colineal exactamente otro punto de la linea
{a,b, c}; si es colineal con a y no con b tenemos que d es colineal con a’ y
no con b’ entonces d es colineal con ¢’; andlogamente en el otro caso. Por lo
tanto ¢~ C ¢*, la contencién opuesta se demuestra de la misma forma. Con
esto tenemos que la interseccion de dos lineas de F™* es, a lo mas, un punto,
y asi, F™* es un espacio parcialmente lineal.
Para ver que F™* es un espacio simpléctico, tomemos {[al, [0], [¢]}, {[a], [d], [¢]}

dos lineas concurrentes distintas, sin pérdida de generalidad, {a, b, c} y {a,d, e}
son lineas y, en el plano dual afin que definen, {b, f,e} y {c, f, b} son lineas,
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asi que {[0], [f],[e]} ¥ {lc], [f],[b]} son lineas, por lo tanto la primer pareja
de lineas que tomamos generan un plano dual afin en F™.

Por tltimo, sean a,b € F. Si para todo [¢] € F* tenemos que [c] es
colineal con [a] si, y sélo si, es colineal con [b], entonces, para todo ¢ € F, ¢
es colineal con a si, y sélo si, es colineal con b, lo que implica que [a] = [b].
Por lo tanto, F* es reducido. |

En lo que resta del capitulo estaremos trabajando con las funciones
(definicién 3.1.1). Recordemos que si a y b son dos puntos colineales, entonces
Ya(b) = Yp(a) = ¢, donde ¢ es el tercer punto de la linea definida por a y b;
y si a y b no son colineales, entonces v,(b) = by v(a) = a.

Lema 5.1.8. Sean F un espacio simpléctico y a,b € F tales que a™ = b*.
Sea ¢ un punto colineal con ambos, entonces (’yc(a))l = (’yc(b))J'.

Demostracion. Sea d el sexto punto del plano generado por {c,a,7.(a)} y
{¢,b,7:(b)}. Sea e colineal con v.(a). Si e es colineal con a entonces lo es con
b, por lo que no es colineal con d y si 1o es con 7.(b). Si e no es colineal con
a, entonces tampoco lo es con b y si lo es con ¢, por lo tanto e es colineal
con 7.(b). [

Proposicion 5.1.9. Sean F un espacio simpléctico, a € F'. Sean b,c € F
tales que {a,b,c} es linea y para cada o, € [a] definamos la operacion
a+ B = wyavs(c). Entonces o+ [ es independiente de la eleccion de los
puntos b y ¢, y [a] es un Fa-espacio vectorial con la suma as? definida, donde
a es el cero de dicho espacio.

Demostracion. Primero observamos que « + 3, fijando un orden para b y ¢,
no es colineal con a; para esto, llamemos d = vyg(c) y e = 7473(c), entonces d
es colineal con « y con a, por ser colineal con 3; d y b no son colineales, pero
b si es colineal con «, asi que también es colineal con e; a es colineal con e,
dado que e es colineal con «, entonces o+ 3 y a no son colineales. Entonces
los puntos involucrados se ven como en el dibujo siguiente, donde cada nivel
serd una clase de equivalencia distinta (falta demostrar que [o + ] = [a]).

a+ a o B

C €

Asf con esto, a + B = WYa75(¢) = Ya(W(1aVa)Va(VaVa)V5(YaVa) (€) =
Voo (6) Yva (@) Vya(8)Va(€) = YeYayp(b). Por lo tanto, o + 3 estd bien definido
(es decir, que no importa del orden en el que utilicemos a b y ¢). Ahora,
podemos ver que a + 8 = W YaY5(c) = 1(V878)7278(¢) = WV5Vs(a)(€) =
WYsYVal(c) = B+ . Para verificar que ac+ 8 no depende de la eleccién de b y
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¢, sean b y ¢ tal que {a, V', ¢’} es linea y, sin pérdida de generalidad, {V/, p, c}
y {b,p,y'} son las otras lineas del plano generado por {a,b,c} y {a,b,c'}.
a—+p a «Q

Tenemos que e es colineal con a (dado que at = oﬂ-), por lo tanto es
colineal con V', o bien, con ¢/, pero tenemos que b’ es colineal con «, con 8y
con ¢, entonces no es colineal con d y si lo es con e. Ahora, como by b’ no son
colineales, entonces « + /3 es colineal con V', y as{ también con ¢/, y no con
p. Utilizando esto, o + 8 = 17a75(¢) = 1 (% (1 70) 70 (0 70) 78 () (€)) =
Yoo () Vyp () Yy (8) Y (€) = VerYay(b'), ademds, tanto b" como ¢’ son colineales
con « + f.

Ahora, para probar que a4 8 € [a] hay que verificar que (a+ )+ = a*t.
Sea p € F no colineal con a, entonces existe un punto b’ € F' colineal con a y
con p, lo que nos forma el plano dual afin analizado anteriormente. Asi que
p no es colineal con o+ 3. Por otro lado, tenemos que si b’ es colineal con a,
entonces también lo es con a4 3, asi que los puntos no colineales con o+
tampoco son colineales con a, por lo tanto (a + B)J- =at.

Para terminar de demostrar que [a] es un grupo con esta operacion, resta
verificar la operacién es asociativa y que a es neutro. Sean «, 3,0 € [a], como
a, By 6 no son colineales entre si, 74, g y s conmutan, entonces (a+ ) +
6 =0+ (B+a) = wivs+ralc) = w1578 + @) = WYs7e(VeV87 (D) =
VYo Ve (V185 (D) = WYaYe(B+0) = WyaVs+s(c) = a+(B+6). Ahora, sean
b,c € F tal que {a,b,c} es linea y a € [a], entonces o + a = YpyaYa(€) =
VYo (b) = . Por dltimo tenemos que o+ a = YyaYa(c) = 1(c) = a, lo que
nos dice que [a] es un espacio vectorial sobre Fs. |

Proposicién 5.1.10. Sea F un espacio simpléctico. Sean a,b € F' y consid-
eremos [a], [b] € F*. Entonces [a] = [b] como espacios vectoriales, donde el
isomorfismo es . en el caso de que {a,b, c} sea una linea, y v.yp sta y b no
son colineales, {a,b,c,p} generan un plano y tanto ¢ como p son colineales
a ambos, a y b, pero no son colineales entre si; ademds, en este caso, el

isomorfismo es independiente de la eleccion de ¢ y p.

Demostracion. La prueba la dividiremos en dos casos.

Caso 1. Si a y b son colineales, sea ¢ € F tal que {a,b,c} es linea,
entonces restringimos la funcién 4. a [a]. Por el lema 5.1.8 tenemos que, para
a € [a], e« € [b]. Como 7, es una involucidn, resta demostrar que es lineal.
Sean «, 8 € [a] y d,e € F tales que {a,d, e} es linea; entonces v.(« + 3) =
Ye(Yavav8(e)) = Yeva(Veve) Ya (Ve )18 (Veve) (€) = Vre(d) Vre() Vre(8) (Vel€)) =
Yela) +7e(B).
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Caso 2. Sia y b no son colineales, existe un punto ¢ colineal con ambos;
sea p el punto no colineal con ¢ que estd en el plano generado por a, by c. De
la misma forma tenemos que, para a € [a], yeyqa € [b] y, como Yeyp = Ype,
tenemos que 7.7, es una involucién, asi que resta demostrar que es lineal.
Sean o, € [a] y z,y € F tales que {a,z,y} es linea; entonces v.y,(co +
B) = vem(varavs(e)) = Yerpra( Vv p) Va (¥ ) V8 (YY) (€) =
Voo (d) Vvern (@) Yrerp (8) (Vevd(€)) = Yevp(@) + 7e(B).

Ahora demostraremos que dicha funciéon no depende de la eleccién de p
y ¢. Nombremos a los puntos del plano generado por a, b y ¢ como en la
siguiente figura.

b

d a

Entonces 7:7p(@0) = YaVeYaYaVa(®) = Yya(e) Vra(p) (@) = VaVg(c). Aho-
ra, si ¢’ es un punto fuera de dicho plano colineal con ambos, a y b, sea p’ el

punto del plano generado por a, by ¢’ que no es colineal con ¢’. Nombremos
a los puntos como se muestra en la figura siguiente.

Como ¢ es colineal con b, entonces también lo es con ¢ o con ¢. Sin
pérdida de generalidad {c, g, e} es linea de F' y, dado que {¢/, b, ¢} generan
un plano dual afin, entonces {d’,e,c} también es linea. Consideremos el
plano generado por {a,c, q}; tenemos que {¢,q’,a}, {a,p,c} y {c,q,e} son
lineas del plano, por lo tanto, la que falta es {¢',p,e}, y asi (o) =
VeVp Ve Ve Ve Ve () = Vae(p) Vre(e) (@) = Yoy (@) u

A continuacién enunciaremos el teorema 1 de [12].

Teorema 5.1.11. (Hall) Sea F' un espacio simpléctico y F* si espacio re-
ducido asociado. Sea 7w : F' — F* la proyeccion natural, es decir w(a) = [a],
entonces existe ¢ : F* — F tal que com = Idp.
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Definicién 5.1.12. Sea S un espacio parcialmente lineal y sea V un Fo-
espacio vectorial. El espacio producto S x V es el espacio, cuyos puntos son
los elementos del producto cartesiano S x V), y cuyas lineas son los conjuntos
de la forma {(a,v), (b,u), (¢c,v +u)} donde {a,b,c} es linea de Sy v,u € V.

Corolario 5.1.13. Sea F un espacio simpléctico y F* su espacio reducido
asociado. Entonces existe V un Fo-espacio vectorial tal que FF = F* x V.

Demostracion. Sea o € F. Para cada a € F sea Ty, : [a] — [o] el iso-
morfismo de definido en 5.1.10. Consideremos a 7 la proyecciéon natural de
F en F* y ¢ su inversa izquierda. Sea ¢ : F — F* x [o] definida por
¢(a) = ([a], Ti(ap)(a)). Tomemos | = {a,b,c} una linca de F, para ver que
¢ es un morfismo de espacios parcialmente lineales es suficiente demostrar
que T )y (@) + Tepp)) (b) = Ty (¢)- Lo dividiremos en dos casos.

Caso 1. Si o es colineal con algiin punto de [, entonces lo es con exacta-
mente dos, sin pérdida de generalidad lo es con a y b y, como también I’ =
{s([a]),s([b]),<([c])} es linea, tenemos que o es colineal con ¢([a]) vy s([b]) y no
lo es con ¢([c]). Sean d, e € F tales que {s([a]),0,d} y {s([a]), 0, e} son lineas;
entonces Tg([a]) = Y4, Tg([b]) =YYy Tg([c]) = Ye([a]) Ve Asi que Tg([a])(a) +
T (0) = Ye(la)) Vyala)Yre®)(d) ¥, como v, 4y € [0] y d es colineal con o,
tenemos que Y ((a)) Yya(a) Yre ) () = Ye(la]) VdVaYdVdVe(b) = V(o)) VdVaVe(b) =
Ye([a])YdVeVa (D) = V(o)) VaVe(c). Ahora, dado que 7e(c) € [d], entonces ten-
€emos Y((a])YdVe () = Ve(la]) Ve (€) = Ti(e) (©)-

Caso 2. Si 0 no es colineal con ningin punto de [, entonces tampoco
lo es cono ningtin punto de I. Sea p € F un punto colineal con ¢([a]) y
con oy, sin pérdida de generalidad supongamos que también es colineal
con ¢([b]). Sean «, 8 € F tales que I = {o,p,a} v la = {<([a]),p, B} son
lineas de F. Sea ¢ el sexto punto del plano generado por l1 U lo; asi que
q es colineal con ¢([a]). Ahora, como ¢([b]) es colineal con <([a]) y con p,
entonces no es colineal con 3, por lo que no es colineal con ningin punto
de la linea {0, q, 8}, en particular no lo es con ¢, asi que ¢ es colineal con
s([c]) v, ademéds, 8 también es colineal con ¢([c]). Sean §,r € F tales que
Is={B,4,s([c])} y la = {q,7,<([c])} son lineas de F. Entonces, dado que I y
l2 generan un plano afin, Is = {p, §,<([0])} es linea y, por el mismo argumento
para s y lq, los conjuntos {d,7,0} y {a,r,¢([a])} son lineas. Por tltimo, el
dibujo se ve de esta forma.
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p @ 0

Asi que podemos escribir T¢ () = %pVg> Lo(p)) = Ya¥s Y Lo((e)) = VqVs- En-
tonces T¢(ja)) (@) +T(p)) (0) = V970 (@) V10 6) (X) = WVp7 (@) Ya V56 Y5Va ()
= Vp%ﬂq(a)va*yg’yb(a), dado que « y 4 no son colineales. Ahora, como « es
colineal con ¢([b]), entonces también es colineal con b, al igual que § por un ra-
zonamiento andlogo; por 1o que YpYy, v, (@) Ya Y6 76(Q) = YpVrpvy(a) YaV6Va (D) =
Vo Vrpva(@) V6 (D) = YV VgVa VgV V6 (0) = YgVaVgVpys(b) ¥, como 75(b) € [p]
tenemos que Y,V Vp V5 (0) = YVaVqV5(b) = VgVaV57q(b) = YgVavs(b) =
Y ¥5Ya(b) = Yg75(c) = Ty((g)(©)- u

Usando el resultado anterior demostraremos la siguiente proposicién, con
la cual podremos justificar el nombre que les damos a los espacios simplécti-
COS.

Proposicion 5.1.14. Sea S un espacio parcialmente lineal, entonces S es
simpléctico si, y solo si, existe un espacio vectorial ¥V sobre Fo y una repre-
sentacion x : S — V simpléctica inyectiva.

Demostracion. Sea x : S — V una representacién simpléctica inyectiva y
sea f la forma bilineal simpléctica sobre V. Sean | = {a,b,c} y I' = {a,V/, '}
dos lineas concurrentes de F. Entonces tenemos que 0 = f(x(c),0) = f(x(¢),
xX(a)+x(0)+x(c)) = 1+f (x(c), x(0))+f (x(c), x(c)), asi que f(x(c), x(¥')) =
1, o bien, f(x(c), x(¢')) = 1; sin pérdida de generalidad f(x(c),x(V))) =1y
f(x(e),x(¢')) = 0. Ahora, 0 = f(0,x(c')) = f(x(a) + x(b) + x(c), x(¢')) =
1+ f(x(b), x(¢)) + 0, entonces f(x(b), x(c')) =1, es decir, b y ¢ son colin-
eales, y con un procedimiento andlogo llegamos a que b y ¥’ no lo son. Sea
d el tercer punto de la linea que definen c y ¥/, y sea d’ el respectivo para
d y b, pero como 0 = x(a) + x(a) = x(b) + x(c) + x (V') + x(c), entonces
x(d) = x(b)+x(c) = x(b')+x() = x(d') y, dado que x es inyectiva, d = d'.
Por lo tanto [ y I’ generan un plano dual afin.

Ahora supongamos que S es un espacio simpléctico. Entonces por el
corolario anterior, S = S* x V', donde S* es el espacio reducido asociado
a S y V' un Fe-espacio vectorial. Tenemos que, por el lema 5.1.5, existe
U un Fy-espacio vectorial y x’ : S* — U una representacion simpléctica
inyectiva, donde f’ es la forma bilineal simpléctica definida sobre . Sea
X 0 S* x V' — U x V' definida por x((a,v)) = (X'(a),v), y definamos la
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forma bilineal f en U x V' como f((u1,v1), (uz,v2)) = f’(u1,uz). Ahora es
facil ver que x es una representacién simpléctica inyectiva. |

Corolario 5.1.15. Sea F un espacio simpléctico conexo. Entonces existe V
un Fo-espacio vectorial y x : F' — V representacion universal simpléctica
inyectiva.

Demostracion. Por la proposicién anterior existe una representacion sim-
pléctica inyectiva x’' : I' — V' y, por el lema 5.1.5, también existe una repre-
sentacién universal y : ' — V), entonces por definicién existe 7 : V — V'
tal que ' = T o, asi que, como )’ es inyectiva también lo es . |

En algunos de los resultados que aparecen en lo que resta del capitulo,
usaremos una construccion dada en el lema 4.1.3, de un espacio de Fischer
simpléctico. Al espacio que en ese lema denotamos por O(q) lo llamamos el
espacio cuadrdtico definido por q.

Lema 5.1.16. Sea F un espacio simpléctico y sea x : F — V una rep-
resentacion inyectiva de F en un Fo-espacio vectorial V. Si existe una sub-
grafica A C T(F) tal que

1 A genera a F como espacio parcialmente lineal.
2 x(A) es base para V.
entonces x es la representacion universal de F.

Demostracién. Por el corolario 5.1.15 existe una representacion x' : F' —
V' universal (inyectiva). Entonces existe una tnica transformacién lineal
T:V — V tal que T(X’(a)) = x(a) para cada a € F, en particular para
cada a € A. Asf que, como x(A) es base para V), los vectores v € x/(A) son,
también, linealmente independientes en V'. Para ver que x'(A) genera a V'’
es facil primero observar que toda representacién universal es completa, es
por esto que x'(F) genera a V'. Ahora, dado que A genera a F' como espacio
parcialmente lineal, por la definicion de representaciéon y por el teorema
3.1.11, tenemos que todo a € F se escribe como a = a; + ... + a,, con
a; € A. Entonces x/(F) también es una base de V' y, por lo tanto, ambas
representaciones son equivalentes. |

Corolario 5.1.17. Sea C(A) el subespacio generado por A dentro de O(q).
Entonces la inclusion i : C(A) — FaA es la representacion universal de

C(A).
Demostracion. Inmediato del lema anterior. [ |

Teorema 5.1.18. Sea F' un espacio simpléctico y sea A una subgrdfica de
I'(F) que genera a F como espacio parcialmente lineal. Entonces A es un
diagrama para F en la categoria SP si, y sélo si, existe una representacion
X : F—V tal que x(A) es base de V.
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Demostracion. Supongamos que A es un diagrama para F' en SP. Sea y :
F — V su representacién universal y sea i : C'(A) — FaA la inclusién (que
por el corolario pasado es la representacién universal de C'(A)). Por ser A
diagrama para F existe un morfismo ¢ : F' — C(A) tal que ¢(a) = a, para
toda a € A. Notemos que la composicién io ¢ es una representacién de F' en
FoA, asi que, por ser x la representacion universal de F, existe T': V — FoA
tal que T(x(a)) = (a), para toda a € A. Ahora, como y(A) genera a V, y A
es base para FoA, entonces y(A) es base para V.

Ahora, supongamos que existe una representacién y : F — V tal que
X(A) es base de V. Por el lema 5.1.16, x es la representacién universal de F.
Sea ¢ : A — T'(F’) un morfismo de graficas, con F’ un espacio simpléctico.
Sea x': F' — V' la representacién universal de F’, entonces, como x(A) es
una base de V y x es inyectiva, entonces x’ o ¢ nos define una transformacién
lineal T : V — V' tal que T(x(a)) = x'(¢(a)), para toda a € A. Sean f
y f/ las formas bilineales simplécticas definidas en V y V', respectivamente;
entonces f(x(a), x(b)) = f'(T'(x(a)),T(x(b))) (dado que a y b son colineales
en F'y F si, y sélo si, son adyacentes en A), lo que implica que, f(u,v) =
(T (w), T(v)).

Observemos que, si T (x(F)) C x'(F’), entonces tendriamos un morfismo
¢ : F — F’ que extiende a ¢ (precisamente ¢ = ' "1 oT ox). Seaa € F,
entonces, como A genera a F, por la definicién de representacion y por el
teorema 3.1.11, x(a) = x(a1) + ...+ x(an), con a; € A y, ademés f(x(a1) +
...+ x(a;), x(ai+1) = 1, para toda 1 < i < n. Procederemos por induccién
sobre n; as{ que, por hipdtesis de induccién, x(a1) + ...+ x(an—1) € X' (F),
y como f(x(a1) + ...+ x(an—1),x(an)) = 1, entonces f'(T(x(a1) + ... +
X(an-1)), T(x(an))) = 1, por lo que T(x(a1) + ...+ x(an-1)) + T(x(an)) =
T(x(a1) + .- + x(an-1) + x(an)) € X'(F"). u

5.2. Clasificacién de espacios simplécticos

Antes de demostrar la existencia de diagramas para todos los espacios
de la categoria de espacios simplécticos, daremos primero una clasificacién
de estos. En esta seccidn, el resultado importante es que, dado un espacio
simpléctico, la cantidad de puntos colineales a dos puntos que no son colin-
eales entre si, es constante. Usando este resultado tenemos la clasificacion
que usaremos posteriormente: los espacios de tipo Desargues (cuando dicho
niimero es igual a 4) y los espacios de tipo Reye (cuando es mayor que 4).

Definicion 5.2.1. Sea F un espacio simpléctico conexo reducido y sean
X : F — V su representacién universal simpléctica y f = (,) la forma
bilineal definida sobre V. Decimos que un conjunto C' C F' es un coclique si
(x(a), x(b)) = 0 para todos a,b € F. Si C es un coclique, llamaremos polo
del coclique a un punto p € F tal que (x(a), x(p)) = 1 para todos a € F.
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En los siguientes resultados, desde la proposicién 5.2.2 hasta la proposi-
cion 5.2.8, seguiremos con las mismas hipétesis del la definicién anterior; F'
sera un espacio simpléctico conexo reducido, x : F© — V su representacién
universal simpléctica y f = (,) la forma bilineal definida sobre V.

Proposicién 5.2.2. Sea C' = {a,b,c} C F un coclique de tres puntos y p
un polo de C. Entonces existe d € F tal que x(d) = x(a) + x(b) + x(c).

Demostracion. Tenemos que (x(a), x(p)) = 1, entonces a y p son colin-
eales, sea dj el tercer punto de la linea definida por a y p. Ahora, (x(a) +
x(p), x(b)) =1y, como x(a)+ x(p) = x(d1), entonces d; y b son colineales,
sea do el tercer punto de la linea definida por di y b. Procediendo de la
misma forma, (x(a) + x(b) + x(p), x(¢)) = 1y, como x(a) + x(b) + x(p) =
x(dz2), tenemos que dy y ¢ son colineales, sea ds el tercer punto de la linea
definida por dy y c¢. Por ultimo, (x(a) + x(b) + x(¢) + x(p). x(p)) = 1y,
como x(a) + x(b) + x(c) + x(p) = x(d3), tenemos que d3 y p son col-
ineales, sea d el tercer punto de la linea definida por ds y p, entonces
x(d) = x(a) + x(0) + x(c) + x(p) + x(p) = x(a) + x(b) + x(c). 0

Lema 5.2.3. Seal = {a,b,c} una linea de F y seal* = {d € F : (x(a), x(d))
(x(b), x(d)) = {x(c), x(d)) = 0}. Si existe eg € F' tal que (x(a), x(e0)) =

entonces existe e; € F tal que (x(a),x(e1)) = 0 vy, para todo d € I+,

L
(x(e0), x(d)) = {x(e1), x(d))-

Demostracion. Tenemos que eg es colineal con a, entonces es colineal con
b o con ¢, sin pérdida de generalidad lo es con b. Sea ey el tercer punto de
la linea definida por ey y b. Entonces, como a es colineal con ey y con b,
entonces (x(a),x(e1)) = 0. Ahora, sea d € I+, si d no es colineal con b,
entonces d es colineal con eq si, y sélo si, lo es con e;. |

Lema 5.2.4. Sea {a1,az,...,an} un coclique y sean | y I’ dos lineas de F
tales que a1 € 1 y a; € I, para todo 1 < i < n y, ademds, ay € I' y a; € I'*
para todo 2 < i < n. Entonces existe I” tal que ay € 1" y a; € "+ para todo

i # 2.

Demostracidn. Sia; € I+, entonces sea I” = I'. En caso contrario a; es colin-
eal con algtin punto b € I”. Asf que, por el lema anterior, existe un punto e €
F tal que (x(a1),x(e)) = 0y, para todo d € I*, (x(b), x(d)) = (x(e), x(d)),
entonces, como as € [+ tenemos que (x(b),x(az2)) = (x(e),x(az)) = 1;
tomemos [” la linea definida por as v e. a;, para i # 2 no es colineal con as
ni con e, asi que a; € "+, para i # 2. [ |

Corolario 5.2.5. Sia,b € F son dos puntos no colineales, entonces existen
dos lineas 1 y 1 de F tales queacl,beltybel,aclt.

Demostracion. Inmediato del lema anterior, dado que F' es reducido. Tam-
bién se puede deducir facilmente del lema 5.1.4. |
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Lema 5.2.6. Sea C = {a,b,c} C F un coclique tal que x(a) + x(b) +
x(c) € rad(f). Entonces existe una linea l de F tal que alguno de los puntos
pertenece a | y los otros dos a I*-.

Demostracion. Dado que x(a) + x(b) + x(¢) € rad(f), tenemos que existe
p € F tal que (x(a)+x(b)+x(c), x(p)) = 1 (dado que F genera a )), entonces
hay dos casos, que p sea colineal con exactamente uno de los puntos a, b
0 ¢, 0 bien, que sea colineal con los tres. Para el primer caso, sin pérdida
de generalidad (x(a), x(p)) =1y (x(b),x(p)) = (x(c),x(p)) = 0, entonces
tomemos [ como la linea definida por p y a. Para el segundo caso, tenemos
que p es un polo del coclique C, asi que por la proposicién 5.2.2, existe d € F’
tal que x(d) = x(a)+x(b)+x(c). Entonces, como (x(a)+x(b)+x(c), x(a)) =
0, tenemos que a y d no son colineales, y asi, por el corolario anterior, existe
una linea I’ tal que d € I’ y a € I'*; tomemos e € I’ distinto de d, entonces
(x(a),x(e)) =0y (x(a) + x(b) + x(c), x(e)) = 1, entonces e es colineal con
b y no con ¢, o bien, con ¢ no con b, sin pérdida de generalidad es colineal
con b, tomemos [ la linea definida por e y b. |

Proposicién 5.2.7. Sea C = {a1,a2,a3} C F un coclique tal que x(a1) +
x(a2)+x(a3) & rad(f). Entonces existen ly,la,l3 lineas de F tales que a; € 1;
yaielj- para j #i.

Demostracion. Por la proposiciéon anterior, existe una linea [; de F tal que
a; €l ya; € Ii para j # i, sin pérdida de generalidad, i = 1. Ahora, por
el corolario 5.2.5 existe una linea [ tal que ag € [ y a3 € I, asf que tenemos
las hipotesis del lema 5.2.4, por lo tanto existe lo tal que as € lo y a; € 12L
para i # 2. Andlogamente existe I3 tal que ag € I3 y a; € I3 parai # 3. B

Proposicién 5.2.8. Sea a € F y A, el conjunto de puntos, distintos de a
que no son colineales con a. Entonces A, es un subespacio conexo de F.

Demostracion. Es claro que el conjunto A, forma un subespacio dado que,
si tomamos dos puntos colineales, el tercer punto de la linea que definen no
puede ser colineal con a. Resta demostrar que es conexo. Sean b,c € A, dos
puntos distintos no colineales y sea p € F' un punto colineal con ambos. Si p €
A, no resta mds que hacer. Sip € A,, tenemos (x(a)+x(b)+x(c), x(p)) = 1,
por lo que x(a)+ x(b) + x(c) & rad(f), entonces, por la proposicién anterior
existe una linea [ tal que a € [ y b, ¢ € I*+. Asf que, como p es colineal con a,
por el lema 5.2.3 tenemos un punto e € F tal que (x(e), x(a)) = 0 (es decir,
e € Ay)y (x(e),x(d)) = (x(p), x(d)) para todo d € I*+. Por lo tanto, como
b,c € I+ y ambos son colineales con p, entonces también son colineales con
e. |

Corolario 5.2.9. Sea F un espacio simpléctico. Entonces el nimero de
puntos colineales a dos puntos no colineales entre si es constante, es decir,
es el mismo para cualquier pareja de puntos no colineales.
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Demostracion. Si F es reducido, tomemos (a, b) y (a,c) dos parejas de pun-
tos no colineales donde b y ¢ si lo son y sea p un punto colineal con a y b. Sea
d el tercer punto de la linea definida por b y ¢, entonces ~4(p) es colineal con
vd(a) = a 'y con v4(b) = ¢. Ahora, si by ¢ no son colineales, por el resultado
anterior existe un punto d colineal a ambos y que no es colineal con a.

Si F no es reducido, por el corolario 5.1.13 tenemos que F' = F* x V.
Entonces, como F* es reducido, por el caso anterior cumple con el teorema,
asi que F' también. [ |

Definicion 5.2.10. Sea F' un espacio simpléctico. Decimos que F' tiene la
propiedad de Desargues si, para cualesquiera dos puntos no colineales, el
numero de puntos colineales a ambos es exactamente cuatro. Decimos que
F tiene la propiedad de Reye si, para cualesquiera dos puntos no colineales,
el numero de puntos colineales a ambos es mayor que cuatro.

5.3. Existencia de diagramas

En esta seccion daremos el principal resultado de todo el capitulo: todos
los espacios, en la categoria de espacios simplécticos, tienen diagrama, para
esto, utilizaremos la clasificacién que dimos en la seccion anterior. Dividire-
mos la seccion en dos partes, primero daremos otra forma de construir a los
espacios de tipo Desargues, después daremos condiciones para que una sub-
grafica de la grafica de colinealidad de un espacio reducido de tipo Reye. Por
dltimo, usando el corolario 5.1.13, llegaremos a la existencia de diagramas
para todo espacio en SP.

Lema 5.3.1. Sea F un espacio simpléctico con la propiedad de Desargues.
Sean 1 = {a,b,c},l! = {a,b,},1" = {a,b", "} tres lineas, de F, con un
punto a en comun, y sean «, B y & los puntos no colineales con a es los
planos generados por las parejas (1,1'), (I',1") y (1,1") respectivamente y, sin
pérdida de generalidad, {b,V,a}, {c,d,a}, {U/, V", B} y{c, ", B} son lineas.
Entonces también {a, 8,8}, {b,b",6} y{c,d’, 8} son lineas.
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>0

C

Demostracion. Tenemos que a y « son puntos no colineales, entonces, dado
que F tiene la propiedad de desargues, el punto b’ no puede ser colineal
con « (dado que ya existen cuatro puntos colineales a ambos, a y «), por
el mismo razonamiento tampoco lo es a ¢”, y asi, como « es colineal con ¥/,
también lo es con 3, y por el mismpo razonamiento, ¢ es colineal con c¢”.
Sea ¢’ el sexto punto del plano generado por las lineas {¢/, ¢, 8} y {¢, ¢, a},
entonces {«, 3,8} y {c,¢”,d'} son lineas, por lo tanto, ' pertenece al plano
generado por [y I”, y as{ & =0y {b,0",0} es, también, una linea.

Definicion 5.3.2. Sea  un conjunto. El espacio de 2-conjuntos en € es el
espacio parcialmente lineal 7 (), cuyos puntos son las parejas {«, 3} C ,
donde a # B; y las lineas son los conjuntos de la forma {{«, 5}{a,6}{5,0}}.

Teorema 5.3.3. Sea F' un espacio simpléctico conexo con la propiedad de
Desargues, entonces existe un conjunto € tal que T () es isomorfo a F.
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Demostracion. Sea a € F y lp = {a,b,c} una linea fija de S. Sea Q' el
conjunto de todas las lineas que pasan por a y sea Q = Q' U {b, ¢}. Notemos
que, en 7T (), sélo hay los siguientes tres tipos de puntos:

1 {b,c}.
2 {z,l} conx=bcylel.
3{LUcon LI e yl#1.

Entonces, usando esto, definiremos ¢ : 7(2) — F como de la siguiente
forma:

1 ¢({b,c}) = a.

2 ¢(z,lp) =z y, para l # ly, ({z,1}) =y, donde y es el tinico punto de
I que no es colineal con x. Es decir, ¢ se define en este tipo de puntos
como se muestra en las siguientes figuras.

b= ¢({b,10})

l
sty oo tted)
3 ¢(I,I') = y, donde y es el tnico punto, distinto de a, en el plano

generado por [ y I’ tal que no es colineal con a. Es decir, ¢ se define
en este tipo de puntos como se muestra en la siguiente figura.

a

o({l,1'})

Ahora probaremos que ¢, definida de esta manera, es inyectiva. Sea T; =
el conjunto de puntos del tipo 7 (con respecto a la numeracién dada ante-
riormente) y sean S1 = {a}, S2 = {y € S : y es colineal con a} y S3 =
{y € S : y no es colineal con a}; entonces tenemos que ¢(7;) C S;, as{ que
es necesario probar que las ¢ restringido a cada 7; es una biyeccién. Para
i =1 es claro.
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Sea y € S, asi que existe una linea I € ' tal que y € [, tomemos el
punto = € {a,b} tal que no es colineal con y, entonces ¢(z,l) = y. Ahora,
sean {x,l},{2/,1'} € T3 tal que ¢({x,1}) = ¢({2/,I'}) = y, entonces y € I y
y €l', por lo tanto [ = I’, y con esto también tenemos que r = z’.

Sea y € S3. Dado que S es conexo, existe z € S colineal con y y con a.
Sean [ y I’ las dos lineas en el plano generado por {a,y,z} que contienen
a a, entonces, ¢({l,I'}) = y. Ahora, sean {l1,0}},{l2,l5} € Ts tales que
o({l1,11}) = ¢({l2,15}) = y. Tenemos que a y y no son colineales, entonces,
por la propiedad de Desargues, existen exactamente cuatro puntos colineales
con ambos, por lo tanto los planos (I; Ul}) y (I2Ul}) son iguales y, dado que
a pertenece a las cuatro lineas podemos deducir que {l1,1]} = {l2,1,}.

Por dltimo, resta demostrar que ¢ manda lineas en lineas. Notemos que
hay tres tipos de lineas en 7 (£2):

1LY {000 (LY, con LU, 1Y € Q.
2 {{z, 1}, {x,U'},{l,I'}}, con z € {a,b} y I,I' € Q.
3 {b,c},{b,1},{c,l}}, conl e Q.

Por la definicién de ¢ y, usando el lema 5.3.1, la imagen de las lineas del
primero y segundo tipo son lineas. La imagen de una linea del tercer tipo
es, precisamente, [. [ |

Ahora que ya sabemos como podemos pensar a los espacios con la propiedad
de Desargues, seguiremos estudiando los espacios reducidos para poder es-
tudiar a los espacios con la propiedad de Reye desde un punto de vista mas
sencillo.

En los siguientes cuatro resultados, desde el teorema 5.3.4 hasta el lema
5.3.8, F' sera un espacio simpléctico conexo reducido, y : FF — V su rep-
resentacién universal simpléctica y f = (,) la forma bilineal definida sobre

V.

Teorema 5.3.4. Sean a,b € F dos puntos no colineales y sea F,p = {c €

F e # a,b,(x(a), x(¢)) = (x(b),x(c)) = 0,x(a) + x(b) + x(c) & rad(f)}.

Entonces F, es un subespacio conezo.

Demostracion. Si c1,ca € Fup son dos puntos colineales, sea c3 el tercer
punto de la linea que definen. Entonces ¢3 no es colineal con a ni con b,
ademds, (x(a)+ x(b) + x(c3), x(c1)) = 1, por lo tanto c3 € Fp .

Ahora, sean ¢,d € F,; dos puntos distintos no colineales. Dado que
{a,b,¢} es un coclique tal que x(a) 4+ x(b) + x(¢) & rad(f) entonces, por
la proposicién 5.2.7 existe una linea tal que ¢ € 'y a,b € I'*. Si d & I+,
entonces existe un punto en [ colineal con ¢ y con d. Si d € I+, consideremos
el coclique {a,b,d}; de la misma forma existe una linea I’ tal que b € I’

y a,d € [*+. Entonces {a,b,c,d} es un coclique y las lineas [ y I’ cumplen
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las hipétesis del lema 5.2.4,asi que tenemos una linea I” tal que b € I y
a,c,d € 1"+, Ahora, como A, es conexo (por la proposicién 5.2.8), existe un
punto e colineal con ¢ y d, y no colineal con a, entonces, si e no es colineal
con b, tenemos la veracidad del resultado. Si e es colineal con b, por el lema
5.2.3 existe un punto €’ no colineal con b y, ademés, ¢’ colineal con c y d, y
no colineal con a, dado que e cumple estas relaciones de colinealidad. |

Proposicién 5.3.5. Sean {a,b,c},{a,b,d} C F dos cocliques tales que

xX(po) = x(a) + x(b) + x(¢) para po € F y x(a) + x(b) + x(d) & rad(f).
Entonces x(p1) = x(a) + x(b) + x(d), para p1 € F.

Demostracion. Dado que x(a) + x(b) + x(¢) € F, por ser F conexo, ten-
emos que x(a) + x(b) + x(¢) & rad(f), entonces c¢,d € Fp, entonces, por
el resultado anterior, existe un punto e € F,j colineal con ¢y d (si ¢y d
son colineales, e es el tercer punto de la linea que definen), sean e; y ey los
terceros puntos de las lineas definidas por las parejas (e, c) y (e, d), respecti-
vamente. Ahora, como (x(p), x(e1)) = (x(a) + x(b) + x(c), x(€) + x(c)) =1
tenemos que existe pg € F' (el tercer punto de la linea definida por p; y
e) tal que x(po) = x(a) + x(b) + x(e) y, andlogamente, (x(po), x(e2)) =
(x(a) + x(b) + x(e), x(e) + x(d)) = 1 tenemos que existe p; € F (el tercer
punto de la linea definida por ps y €) tal que x(p1) = x(a)+x(b) +x(d). N

Lema 5.3.6. Sea v € V distinto de cero. Entonces existe un coclique C C F
tal que v =3, x(a). Si, ademds, v € O(q), entonces existe dicho coclique
con una cantidad impar de puntos.

Demostracion. Dado que la imagen de los puntos de F' bajo y genera a V),
entonces podemos escribir v = )~ x(a), para algin conjunto C' C F. Si
existen ag, a1 € C tales que (x(ap), x(a1)) =1, sea C" = (C'\{ag, a1 })U{az},
donde ay es el tercer punto de la linea que definen, y asf, v =3 . x(a’).
Por lo tanto, si tomamos C' C F de tamano minimo, tenemos que C' es un

coclique. Ahora, si v € O(g), entonces ¢(v) = 1; sea C' = {aq,...,a}, por
lo tanto 1 = (3 ,c0 x(@)) = (Lo @x(@)) + (i< (x(ar), x(a5))) =
> acc d(x(a)) = n(mod2), y asi, n es impar. |

Lema 5.3.7. Sean 0 < m < n y C C F un coclique tal que |C| =n > 3,
entonces para cualquier 0 < m < n, existe un coclique C' C C de m puntos

tal que 3 ecr x(a') € rad(f).

Demostracion. Sea {a1,...,am+1} C C. Sea u = x(a1) + ... + x(am) ¥
v =x(a1) + ... + x(a@m-1) + x(a@m+1); si u,v € rad(f), entonces también
u+v = x(am) + x(amt1) € rad(f), lo que implica que para todo b € F,

(x(b), x(am) + x(am+1) = 0, es decir, (x(b), x(am)) = (x(b), x(am+1)), que
contradice la hipdtesis de que F' es reducido. |
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Lema 5.3.8. Supongamos F tiene la propiedad de Reye y sean a,b € F
dos puntos no colineales, entonces existen otros dos puntos c¢,d € F tal que
x(a) + x(b) + x(c) = x(d) y, ademds, el conjunto {a,b,c} es un coclique.

Demostracion. Sea ep un punto colineal a ambos, a y b. Como F posee la
propiedad de Reye, entonces existe un punto e; fuera del plano generado
por {egp,a,b}. Nombremos a los puntos como se muestra en el dibujo.

b1

€1 €0

Po

Si eg es colineal con eq, entonces ey no es colienal con p; y, como py
es colineal con b, entonces pg y p1 son colineales. Sea c¢ el tercer punto de
la linea definida por eg y e1, y d el tercer punto de la linea definida por
po y p1, entonces x(d) = x(po) + x(p1) = x(a) + x(b) + x(eo) + x(e1) =
x(a) + x(b) + x(c).

Si eg no es colineal con e; entonces ey y p1 son colineales, de la misma
forma, e; y pg también lo son. Sea c el tercer punto de la linea definida
por eg y p1, v d el respectivo para la linea definida por e; y pg, entonces
x(d) = x(e1) + x(po) = x(a) + x(p1) + x(e0) + x(b) = x(a) + x(b) + x(c).

Podemos notar que, en cualquiera de los dos casos, el punto ¢ no puede
ser colineal con a ni con b, asi que el conjunto {a, b, c} es un coclique. N

Teorema 5.3.9. Sea F un espacio simpléctico, conexo, reducido y con la
propiedad de Reye, sea x : F' — V) su representacion universal simpléctica
y sean f = (,) y q las formas bilineal y cuadrdtica inducidas por F en V,
respectivamente. Entonces F = O(q), el espacio cuadrdtico definido por q.

Demostracion. Es claro que x(F)Nrad(f) =0, dado que F no tiene puntos
aislados, ademas, ¢(a) = 1 para todo a € F', por la definicién de ¢. Entonces
x(F) € O(q).

Queda demostrar la contencién en sentido contrario. Sea x(a) + x(b) +
x(c) =v € O(q), con {a,b,c} C F un coclique. Por el lema anterior aplicado
a la pareja {a,b} existen d,e € F tales que x(e) = x(a) + x(b) + x(d)
y {a,b,d} es un coclique. Ademds, dado que x(a) + x(b) + x(c) € O(q),
entonces x(a) + x(b) + x(¢) & rad(f), asi que, por la proposicién 5.3.5,
existe ¢/ € F tal que x(a) + x(b) + x(c) = x(e).

Ahora sea v € O(g) un punto cualquiera. Por el lema 5.3.6, tenemos un
coclique C' C F', con una cantidad impar de puntos, tal que v = Y .~ x(a).
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A partir de aqui procederemos por induccién sobre n. Por el lema 5.3.7, para
m = n — 2 existe un coclique C’ C C' de tamao m tal que Y .~ x(a) = u &
rad(f), sin pérdida de generalidad C' = {aq,...,a,—2}, ademds a estd en
O(q), dado que m es impar. Entonces, por hipdtesis de induccidn, existe
e € F tal que x(e) = uy, también, {e, an_1,a,} es un coclique de F, asi que,
por el primer caso, existe €’ € F tal que x(€¢') = x(e)+ x(an—1) + x(a,) = v.
Por lo tanto O(q) C x(F).

Falta observar que y es morfismo de espacios parcialmente lineales, lo
cual es inmediato. Y asf, dado que O(q) es un espacio simpléctico, x es un
isomorfismo de F' en su imagen |

A partir del teorema anterior y el siguiente lema, estaremos muy cerca
de probar la existencia de diagramas para espacios simplécticos reducidos
con la propiedad de Reye.

Lema 5.3.10. Sea F un espacio simpléctico conexo reducido. Entonces F
tiene la propiedad de Reye si, u sdlo si, Dy es una subgrdfica de T'(F).

C

Demostracion. Supongamos que Dy es una subgréfica de I'(F'). Entonces F
contiene a las nueve lineas que se muestran en la figura

Y‘\'{ﬂl/ b

Donde podemos ver que a y b tienen més de cuatro puntos colineales a
ambos.

Ahora supongamos que F' tiene la propiedad de Reye y sean a,b € F' dos
puntos no colineales. Tomemos ¢ un punto colineal a ambos y consideremos
a P el plano generado por {a, b, c}. Dado que F tiene la propiedad de Reye,
entonces existe un punto p fuera de P colineal a ambos, a y b. Sea [ una
linea en el plano P tal que a € [. Dado que p es colineal con a, tenemos que
también lo es con otro punto d € [; sea e el tercer punto de la linea definida
por d y p. El punto e no es colineal con a, ni con b, dado que estos ultimos
son colineales, ambos, con d y p. Entonces el conjunto {a,b, p, e} definen un
DyenT'(F). [ |
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Teorema 5.3.11. Sea F un espacio simpléctico, conexo y reducido con la

propiedad de Reye y sea x : F — V su representacion universal. Si existe
A subgrifica de T'(F) tal que

1 Dy es subgrdfica de A.
2 A es conexa.

3 x(A) es base de V.
entonces A es un diagrama para F en V.

Demostracion. Sean f y q las formas bilineal y cuadrética definidas por F
en V, respectivamente, y consideremos a C'(A), el espacio generado por A en
O(q), €l cual tiene la propiedad de Reye, dado que Dy es subgrafica de A.
Notemos que V = oA, dado que A es una base de V, lo que nos dice que la
inclusién de C(A) en V es su representacién universal y, mas atin, dado que
A genera a C'(A) como espacio parcialmente lineal, entonces C'(A) define las
mismas formas bilineal y cuadratica, f y ¢, sobre V.

Sean u,v € C(A) y a,b € F tales que x(a) = u y x(b) = V. Por ser
F conexo, existen ay,...,a, € F tales que a1 = a, ap, = by a;,a;41 son
colineales para toda 1 < i < n, lo que se traduce en f(x(ai), X(ai+1)) =1y,
dado que dos puntos en O(q) son colineales si, y sélo si, la forma bilineal en
ellos vale 1, entonces tenemos que, x(a1) = u,...,x(a,) = v € C(A) es el
respectivo camino para u y v, por lo tanto, C'(A) es conexo. Ahora, como F es
reducido, existe ¢ € F colineal a a y no a b, es decir f(x(a)+x(b), x(c)) = 1.
Dado que A es base de V, entonces podemos escribir a y(¢) como ¢ = vy +
... 4w, con v; € A; por lo tanto, existe iy tal que f(x(a) +x(b), X(Uio)) =1,
es decir v;, es colineal a u, o bien, es colineal a v, por lo tanto C(A) es
reducido.

Por tltimo, notemos que, tanto C'(A) como F satisfacen las hipétesis del
teorema 5.3.9, con la misma forma cuadratica, por lo tanto C'(A) = F, es
decir, A genera a F, que era la Uinica hipétesis faltante del teorema 5.1.18. W

Lema 5.3.12. Sea F un espacio simpléctico conexo reducido con la propiedad
de Reye y sea x : F' — V su representacion universal. Consideremos a Dy
como subgrdfica de T'(F'). Entonces existe A subgrdfica conexa de T'(F) maz-
imal tal que x(A) es un conjunto de vectores linealmente independientes y
Dy como subgrafica de A.

Demostracion. Nombremos a los puntos de Dy como se muestra en la figura.
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Sean f y ¢ las formas bilineal y cuadrética definidas por F' en V), respec-
tivamente. Inicialmente es necesario probar que y(D4) consta de vectores
linealmente independientes. Es claro que x(a) # x(b) + x(p) y x(a) #
x(b) + x(c) + x(p), dado que f(x(a),x(a)) = 0. También es claro que
x(a) # x(b) +x(c), dado que g(x(a)) = 1y ¢(x(b) +x(c)) = f(x(b), x(c)) +
q(X(b)) + q(x(c)) = 0, de la misma forma para b, ¢ y p. Entonces x(a) no
es combinacion lineal de los deméas puntos de Dy y, analogamente, tampoco
x(b) ni x(c) lo son. Para ver que x(p) tampoco es combinacion lineal del
resto de los puntos de Dy, veamos que x(p) # x(a) + x(b) + x(¢), dado que
f(x(p), x(p)) = 0.

Con esto, existencia de A maximal es inmediato del lema de Zorn. W

Teorema 5.3.13. En la categoria SP, todos los espacios tienen diagrama.

Demostracion. Sea F un espacio simpléctico, sin pérdida de generalidad,
conexo. La prueba la dividiremos en tres casos.

Caso 1. Supongamos que F' es reducido y tiene la propiedad de Reye.
Sea x : F' — V la represntacién universal de F'y consideremos a D4 como
subgréfica de I'(F'). Sea A la subgrafica conexa de I'(F'), maximal, tal que
X(A) es un conjunto de vectores linealmente independientes y D4 como sub-
grafica de A. Entonces A es conexa y contiene a D4 como subgrafica, asi que,
para poder aplicar el teorema 5.3.11 tinicamente falta verificar que x(A) gen-
era a V. Lo que sabemos es que x(F) genera a V, entonces demostraremos
que x(F) estd contenido en el subespacio V' generado por x(A). Sea a € F,
si a es colineal con algin punto b € A, entonces x({a} U A) ya no es un
conjunto de vectores linealmente independientes, por la maximalidad de A,
y como x(A) s lo es, entonces x(a) = x(a1) + ... + x(an), con a; € A,
asf que x(a) estd en V'. Si a no es colineal con ningun punto de A, sea b € A
sea ¢ € F un punto colineal a ambos; por ser ¢ colineal con b, entonces
chi(c) € V'. Sea d el tercer punto de la linea definida por a y ¢, as{ que b es
colineal con d, dado que lo es con ¢ y no con a y, por el argumento anterior,
chi(d) € V', por lo tanto chi(c) + x(d) = x(a) € V'.

Caso 2. Supongamos que F' es reducido y tiene la propiedad de Desar-
gues. Sea  un conjunto tal que T(Q) = F y sea V = FoQ. Sea U = {u €
Viu=ar+...+ay,a € Qnespart ysea x: T(Q) — U definida por
x({a, 8}) = a+ B; entonces x es una representacién de 7 () en U.

Para construir un diagrama para T (2) tomemos un punto fijo ap € Q y
sea A la subgréfica de I'(7(R2)) definida por el conjunto {{ag, 8} : ag # 8 €
Q}} Es claro que A genera a T (Q), ya que, dado un punto {«, 8} € T(£2), si
ambos puntos, « y 8 son distintos de ag, entonces {{a, B8}, {ao, B}, {0, a}}
es linea de T(Q), es decir, x({ao, 5}) + x({ao,a}) = ap+ B+ + a =
a+ B = x({a,8}). Mediante esta iltima férmula también tenemos que
X(A) genera a U como espacio vectorial. Ahora, sea {{ag, 8} : ag # B €
X C Q} tal que > s x({ao,8}) = 0, asi que, por la definicién de ¥,
0 = > sex x({ao,B}) = |X[ao + > gcx AsB, entonces, como X sf es un
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conjunto linealmente independiente, para cada 8 € X tenemos que Ag = 0.
Con esto, x(A) es un conjunto de vectores linealmente independientes, por
lo tanto es una base de U. Asi tenemos todas las hipdtesis para aplicar el
teorema 5.1.18.

Caso general. Sea F' un espacio simpléctico conexo. Por el corolario
5.1.13, FF = F* x V, donde F* es el espacio reducido asociado a F' 'y V es
un Fa-espacio vectorial. Sea A’ diagrama para F* y sea x' : F* — U la
representacion universal de F*. En la demostraciéon de la proposicién 5.1.14
vimos que x((a,v)) = (x'(a),v) es una representaciéon de F en U x V. Sean
fy f' las formas bilineales definidas por F* y F* x V sobre U y U x V,
respectivamente. Sean B = {;};c; una base para U, ag un punto fijo de A’
y A= (A" x0)U(ag x B). Tenemos que A’ x 0 definen una subgrafica conexa
en I'(F), al igual que ag x B, ademds, dado que existe a; € A’ colineal con ay,
entonces (a1, 0) es colineal con todo (ag, ), con 5 € B. Por lo tanto A define
una subgréfica conexa en I'(F). Sea (a,v) € F* x V; por ser A’ un diagrama
para F* existen by,...,b, € A tales que x'(a) = x'(b1) + ...+ X'(bn) ¥
(X (b1)+. .. 4X'(bi), X' (bis1)) = 1 paratodal < i < n.Sean By,..., B € B
tales que 1 + ...+ B = v, entonces definamos ¢; = (b;,0), para 1 <i <n
y ¢ = (ao, Bi) paran < i < n+k; si k es impar definamos ¢, 1 x+1 = (ag, 0).
Seam =n-+ksikesparym=n+k+1siesimpar. Entonces x((a,v)) =
Yot x(ci) y, ademés f(c1 +... —}—ci,ci“) =1, para todo 1 <1i < m. Por lo
tanto A genera a F* x V y es facil ver que x(A) es base de U x V, asi que,
por el teorema 5.1.18, A es diagrama para F™* x V. |
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