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Capitulo 1

Introduccion

La ecuacién de Dirac es una de las piedras fundamentales de la fisica contem-
poranea. Esta ecuacion de onda surge ante la necesidad de conciliar de manera
consistente los postulados de la Relatividad Especial de Einstein por un lado
con la interpretacién probabilistica de la teoria de Schrédinger de la Mecanica
Cuantica por el otro, dando origen al moderno paradigma de la existencia de la
Antimateria. Sus aplicaciones abarcan muchas areas de la fisica, como la Fisica
de Particulas Elementales, Cosmologia, Fisica Nuclear, Fisica del Estado Sélido,
entre otras.

La estructura que posee esta ecuacion de onda, postulada por el britanico
Paul Adrian Dirac en 1927 y de quien toma su nombre, es interesante desde va-
rios puntos de vista. Mateméticamente, dicha ecuacion responde a la pregunta de
encontrar un operador diferencial lineal definido en un cierto espacio, el llamado
operador de Dirac, cuyo cuadrado corresponde al operador de Laplace en dicho
espacio. Desde el punto de vista fisico, describe de manera adecuada la dindmica
de los fermiones (particulas de espin 1/2), entre los que se incluyen los leptones y
los quarks, que son los componentes fundamentales de la materia de nuestro uni-
verso.

En esta tesis, estudiamos varios aspectos de la ecuacion de Dirac, restringien-
do a los fermiones a moverse en una superficie bidimensional [1]. Esto es mas que
una simplificacion teodrica, basta con recordar que el Premio Nobel de Fisica de
2010 fue otorgado a Andrei Geim y Konstantin Novoselov, quienes por primera
vez aislaron muestras de grafeno [2]. Este es un cristal, formado por atomos de
carbono, genuinamente bidimensional en el cual los portadores de carga se com-
portan como fermiones de Dirac ultrarelativistas (no masivos). Consideramos
el caso en que los fermiones no interactian entre si pero que se mueven bajo
la influencia de un campo magnético uniforme alineado perpendicularmente a
su plano de movimiento. Bajo estas condiciones, es sabido que la ecuacién de
Dirac posee una estructura supersimetrica en el sentido de la Mecanica Cuantica
(SUSY-QM)[3].
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En este contexto, en el Capitulo 2 de este trabajo resolveremos el problema
del Oscilador Arménico Cudntico, el cual nos servird como herramienta bési-
ca para el desarrollo de la tesis. Con la intencién de encontrar un mapeo a
una Mecanica Cuéntica SUSY para la ecuacion de Dirac [4, 5], resolvemos el
problema del Oscilador Arménico Cuantico SUSY en el Capitulo 3. Teniendo
en mente el objetivo de resolver la ecuaciéon de Dirac en el plano, es necesa-
rio conocer la estructura e interpretacion fisica de dicha ecuacion en (3 + 1)
dimensiones 3 espaciales y 1 temporal , tarea que se realiza en el Capitu-
lo 4 para el caso de fermiones libres. Los resultados son trasladados al caso
(2+1) dimensional en el Capitulo 5, enfatizando las similitudes y peculiria-
des que se encuentran en el caso planar, entre las que se encuentran varias
posibles representaciones inequivalentes de las matrices de Dirac y términos
de masa que son solo posibles de considerar en dos dimensiones espaciales [6].

En el Capitulo 6 son obtenidas las soluciones para el problema de fermio-
nes cargados libres que se mueven en el plano bajo la influencia de un Campo
magnético Uniforme. Este problema fue estudiado en [7] y [8] , con la intencion
de explorar diferentes métodos para resolver la Ec. de Dirac. Nosotros estudia-
mos las ecuaciones de movimiento resultantes que son comparadas con las que
resultan en el problema del Oscilador Arménico Cuéntico de los Capitulos 2 y
3. Mi contribucién original en este trabajo consiste en implementar un mapeo
a una Mecéanica Cuéntica SUSY del problema descrito en el Capitulo 6, de una
manera mas sencilla e innovadora que explota las peculiaridades de la ecuacién
de Dirac en el plano,en particular de los términos de masa adicionales que pue-
den considerarse en este caso, esto en el Capitulo 7. Las implicaciones de los
resultados de este trabajo se presentan en el Capitulo 8, con el cual concluye
esta tesis.



Capitulo 2

Oscilador Armoénico Cuantico

En este capitulo repasaremos aspectos importantes de la mecanica cuantica,
asi como también realizaremos un analisis a uno de los problemas fundamentales
y mas importantes de la misma, el Oscilador Armonico. La discusion se puede
encontrar en libros de texto por ejemplo [9]. El Oscilador Armonico es de suma
importancia, ya que supone una buena primera aproximacién, para el estudio
de cualquier sistema en el que exista un potencial que presente un minimo local.

2.1. Construccion del Hamiltoniano Bosonico

El Hamiltoniano, cldsicamente es una funcién que describe el estado de un
sistema mecénico y tiene la forma tipica[9]:

P2
H=_—+V(x). (2.1)

2m
Una Cuantizacion es un procedimiento matematico que sirve para construir
un modelo cuantico para un sistema fisico a partir de su descripcion clésica.
La primera cuantizaciéon en mecanica cuantica es un procedimiento que asigna
a una magnitud fisica un operador, obtenido por sustitucién de las variables
dinamicas por operadores hermiticos, que actuin sobre estados en un espacio
de Hilbert abstracto y promueve los paréntesis de Poisson a conmutadores entre

los operadores.
1

ih
El operador hermitico corresponde a la observable de energia es

Hy) = E ). (2.2)

Nos interesa analizar las soluciones a esta ecuacion para el potencial V(z) =
1/2k2?, donde k es la constante elastica, es decir,

{4, H},, ~ = [4.11).

. P2 1 .
H=_—+ 5I~sX2. (2.3)

2m

7



Usando que
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A partir de ahora trabajaremos en unidades naturales (A = ¢ = 1) y con la
convencién 2m = 1, recordemos que k = «*/m, por lo que el Hamiltoniano (2.3)
se reescribe como )

H=P%+ 1&)22, (2.4)

donde w es la frecuencia del oscilador. Para facilitarnos la descripciéon del pro-
blema, redifinimos las siguientes cantidades de modo que

H =Huw, Pzw%p, X =w 2z.

Entonces se tiene que
2

T
H=p*+ T (2.5)
Introducimos los operadores de ascenso y descenso, también llamados operadores
de escalera
a:E—ﬁ—ip aTzf—ip
2 ’ 2 ’

donde a y a' cumplen que:
[a,aw =1, [N,d] = —a, [/\/',aT] =af.

Calculemos H en términos de los operadores ap, ag (agregamos el subindice B
para referirnos a operadores Bosonicos):

ahan = (£ =) (L+ip) = 452 —
BYB — 2 P ) p) = 4 p 9’
apay = (S+in) (5—ip) = =492+ 2
BAp =35 p B p| = 4 p 9
1 1
:>’H:aTBaB+§ 0 ’H:aBaTB—i, (2.6)
por lo que la ecuacion (2.5) se reescribe como
1
(aEaB + 2) Y = Ev, (2.7)
)
¥ 1
apap — 5 V= E. (2.8)

Utilizando la definicién del operador de niimero Np (NB = aga3>, obtenemos

(Wit 5) v = v, (29

que es la conocida Ecuacién de Schrédinger para el Oscilador Armonico Bosénico
(ESOAB) con eigenvalor
1
En=n+3, (2.10)

donde n corresponde al eigenvalor del operador Np (Np [,) = nliy,)), que
puede tomar valores n =0,1,2,...

En la teoria de muchos cuerpos refleja el hecho de que en cada nivel de
energia se pueden acomodar un n niimero arbitrario de bosones.
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2.1.1. Funciones de Onda y Normalizacién

Calculemos ahora las funciones de onda para la ESOAB. Partiendo del hecho
de que el estado base o estado de minima energia |1o) debe satisfacer ap |1o) = 0
(el operador ap ha "aniquilado” al estado base), se tiene que en la representacion
de coordenadas,

(el (5 +i8) o) = Fola) 4 (=i ) o) =0 = ~un(e) = 001,

Resolviendo la ecuacién diferencial,

2 2 ,
In (¢)0) = —% +A =g =Tt

S = Ag exp (—f) . (2.11)

El resto de los estados se obtienen aplicando el operador de ascenso

@wn:m@wwﬁwzm@%—u%%W@

2
Y z —2 _ d -z
—Ale(ge T — e 4),

S =A () e T (2.12)

sy = Ag (2® = 3z)e” T, (2.14)

Notemos que en las ecuaciones (2.12), (2.13) y (2.14) los polinomios que se
encuentran entre paréntesis poseen una estrutura similar a los polinomios de
Hermite.! Esto es, para n > 2, podemos expresar recursivamente estos polino-
mios denotados por I,, (x) como,

I (x)=xI1(x)—(n—1)1,_2(x), (2.15)

IRelacién de recurrencia de los Polinomios de Hermite: H, (z) = 2z Hp_1(z) —
2(n—1)Hp—2(x).
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por lo que las funciones de onda del oscilador armonico son de la forma:

Procedamos a verificar que los operadores ap, ajg estan debidamente nor-
malizados. Sabemos que

1
ap |1/}n> =0, W}n—l> = |wn—1> = EQB |¢n>7

1
aly [tn) = D [Yn41) = [ni1) = p-als [in)

Ademas, la funcion de onda esta debidamente normalizada, esto es, (1,1 [0, —1) =
1, entonces

1 1
L=z Wl aban ba) = &7 (Unl N1va) = Cﬂ (W [thn) = Cﬁ
ap |¥n) = V1 1) . (2.17)
Anélogamente, para a% :
aly |n) = V1 [thns) - (2.18)

Ahora tenemos los elementos para calcular la constante de normalizacion A,,.
Empecemos calculando Ag

22

1= (o [tho) = /O;Ag (e_Tf dx = /_ZA(Q)\/%e_“ du,

<1 ., 1
1= (A(Q)) 2/0 ﬁu 2e " du = A2V2r <2> = A2V2m,
Ag = (2m) 1.

Para calcular A,,, recordemos que

Usando que

aTBwn—l = \/ﬁwm

es facil verificar que:

n = An\/mef% = (Y [tn) :/ (An\/m)2 (e*%>2 dx

oo
— 00
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—nl A2 <\/27r)
—1=nlA? (\/27T> :
1

. An )
vVnl2r
por lo que de la ecuacion (2.16) finalmente obtenemos que las funciones de onda
del Oscilador Armoénico Bosonico propiamente normalizadas son:

Yn = ﬁ I, exp (—gf) : (2.19)

Sabemos que los bosones poseen ciertas propiedades que los caracterizan
como que poseen espin entero, que implica que no cumplen con el Principio de
Exclusion de Pauli. En la siguiente seccién, analizaremos como es que en estas
propiedades recae la importancia de distinguir entre bosones y fermiones.

2.2. Oscilador Fermiodnico

Para esta discusion seguiremos de cerca el razonamiento en [10]. De la rela-
cion de conmutacion que cumplen los operadores de escalera apg, a% obtenemos
que

{a&a};} =1 = a;g,aB = aBaTB — 1.
Entonces, H lo podemos expresar como:
1 1
H = 5 (20,TBG/B+1) = 5( TBCI,B—FCLBGT).

Esta estructura simétrica, es reflejo del hecho de lidiar con particulas boséni-
cas, por lo que en consecuencia los estados deben tener una estructura simétrica.

Los estados fermionicos por otro lado son antisimétricos, por lo que, propo-
nemos Hp para el oscilador fermionico:

1
Hp = 3 (a}ap — aFaTF) . (2.20)

Siapy a} fueran simétricos, ([ap, aH = 1), la Ec. (2.20) quedaria
1 1
Hr = 5 (akor = (ahar+1)) = =5

lo que implicaria que H r seria una constante por lo que no habria dindmica aso-
ciada a este Hamiltoniano. Asumamos entonces que ag, a};7 satisfacen relaciones
de anticonmutacion:

{ap,ap} =0, {aTF,aTF} =0, {ap,aTF} = {a},ap} =1. (2.21)
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Definamos el operador de ntimero fermiénico (Ng) como Np = a;ﬂap, de la Ec.
(2.21) notemos

1% = a}apa}ap = aTF (1 — a}ap) ag,

— 47 Tt
=0padp — Apdpapap,

:5./\/2:./\/5* - NF(NF*D:O,

por lo que los tnicos eigenvalores posibles para el operador de Nr son 1y 0
lo que es consistente con el principio de exclusién de Paulli. En la teoria de
muchos cuerpos, esto implica que los estados fermionicos pueden estar desocu-
pados (N = 0) u ocupados por un sélo fermion (Mg = 1). Asi la Ecuacién de
Schrodinger para el Oscilador Arménico Fermionico (ESOAF) es, [10]

1
Hrp = ( F— 2) Y = Ev, (2.22)
cuyo estado base para la energia es:

NF [tho) = a}aF [Yo)

— Helvo) = (Ve = 3 ) Ion) = —3 I,

Es importante notar que el estado base del oscilador fermiénico es de signo
contrario al del bosénico.

2.2.1. Funciones de Onda

Observemos que solo modificamos el algebra de los operadores y no los ope-
radores como tales, por lo que vy y 17 se calculan de igual forma que en el
oscilador bosénico.

x x o .0 B x _ dipg(x)
(z| (5 +Zp> [v0) = 5%(37) +i <_28x) Yo(z) =0 = —§¢o($) ==
Resolviendo la ecuacion diferencial
IQ 22 ’
In (o) = -7t A =y =e Tt
72
’lﬁo = AO exp (—4> . (2.23)

calculemos el resto de los estados construyéndolos con el operador de ascenso

(x| 1) = (z] aly [o) = 1 = A7 (S0 — i (—i2) %),
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11)1 = 14132‘671T
por lo que
1
He [1) = (NF - 2) 1)

= Nr[h1) - % V1),

M ) = 3 lin).

13

(2.24)

Una vez analizadas las bases para la descripcion del Oscilador Armonico
Cuéntico y mostrado la importancia de distinguir entre bosones y fermiones,
en el siguiente capitulo nos enfocaremos en buscar una forma de acoplar estos
osciladores de modo que encontremos una solucién conjunta para los mismos.
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Capitulo 3

Osilador Armoénico Cuantico
SUSY

En este cépitulo buscaremos realizar un simple mapeo a una SUSY (Su-
persimetria) observando las relaciones de conmutacion y anticonmutacion que
los operadores bosonicos y fermiénicos cumplen. Seguiremos muy de cerca el
trabajo desarrollado en la Referencia [10, 11].

3.1. Mecanica Cuantica Supersimétrica (SUSY-
QM)

Supersimetria (SUSY) surgié como una herramienta usada por los fisicos
para obtener una descripcién unificada de todas las interacciones fundamenta-
les de la naturaleza. SUSY relaciona grados de libertad bosonicos y fermiénicos
combiandolos en supercampos que proveen una descripcién mas elegante de la
naturaleza [11, 12, 13]. El algebra asociada a SUSY es llamada super algebra de
Lie que se cierra bajo relaciones de conmutacién y anticonmutacion [13]. Aun-
que hasta la fecha no se ha encontrado evidencia experimental de la existencia
de SUSY, en los tltimos cincuenta anos, las ideas de SUSY han simulado nuevos
enfoques a distintas ramas de la fisica. Pero siendo optimistas, nos gusta pensar
que la mitad del espectro SUSY ya ha sido descubierto.

En particular, SUSY-QM se desarroll6 como un modelo de juguete para pro-
bar la ruptura de la supersimetria, ya que es dificil de probar en las teorias de
campo SUSY si la supersimetria esta rota o no [11]. De modo que esta nueva
rama de la Mecanica Cuéntica se entendié pronto como un tema interesante.
Ademas si a una SUSY-QM se le hace la segunda cuantizacion , se obtiene una
teoria de campo supersimetrica.

Ahora obtendremos un nuevo Hamiltoniano, que involucre operadores boso-

15
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nicos y fermionicos que obedezcan relaciones de conmutacion y anticonmutacion
respectivamente, partiendo del Hamiltoniano

H1:p2+‘/1(93)3

y en vez de empezar por un potencial dado V; (z) y encontrar la funcién de
onda, como lo hacemos tipicamente, podemos empezar con una funcién de onda
especifica. Una vez conocida dicha funcion, podemos conocer el potencial Vi (z).

Sin pérdida de generalidad, podemos escoger el estado base de energia Eél)de
modo que

<JJ| Hq |¢0> =0 |1/)Q> = —F =+ (J?) 1/)Q¢O(Z‘) =0. (31)

d2’(/J0 (1‘)
dx?

Esto implica que
11

0
M=
lo que nos permite determinar el potencial a partir de la funcion de onda. La
ventaja de elegir la funcion de onda del estado base es que no tiene nodos. Ahora
factorizemos el Hamiltoniano como sigue

Hy [1ho) = AT Ay,

donde J J
A= — Al = =
Esto nos permite identificar
Vi (z) = W?(z) = W' (), (3.2)

que es conocida como la ecuacién de Ricattil. La cantidad W (x) es referida
como el superpotencial en SUSY-QM [11]. La solucién de W (z) en términos de
1o se puede escribir como
%

Yo
Esta solucién se obtiene mediante el hecho de que una vez que se cumpla
Atpy = 0, autométicamente se tiene que Hi1o = At Ay = 0.

W (z) =

Lo siguiente en la construccion de una teoria supersimétrica es definir el
operador Ho = AAT. Es facil notar que este Mo es un Hamiltoniano pero co-
rresponde a otro potencial

d2

Ho = AAT =~ £ W2 (@) + W' ().

IDecimos que una Fc. es de Ricatti si tiene la forma
Y (@) + P()y* +Q(x)y+ R(x) = 0

para resolverla, se debe hacer la sustitucion y = y, + %, donde y, es una soluciéon particular.
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Llamemos .
Vo () = W? (2) + —W' (2). 3.3
Los potenciales V; () y V3 () son conocidos como companeros supersimeé-
tricos. Ahora notemos que los eigenvalores de H; y Hs son positivos o cero, y

que para n > 0 se tiene que
Hipl) = ATAYD) = EOuD = 3, (A1) = ED (apV). 34)
Analogamente para Ho

HopP) = AATYP = EQuD = 3, (Ale@) = E@ (aTpP).  (35)

De las Ecs. (3.4) y (3.5) y del hecho de que Eél) =0, es claro que las eigenfun-
ciones y los eigenvalores de H1y Hs estan relacionados por

EM =0, E®=E,, (3.6)
0@ = (BY)  avll, (3.7)

N

e = (B2) 7 atp®. (3.8)

Notemos que el operador A ((’) AT) no so6lo convierte una eigenfuncion de H;
(6 Hz2) en una eigenfuncion de Hz (6 H1) con la misma energia, sino que también
destruye (6 crea) un nodo en la funcién de onda. Ademads, el estado base de la
funcién de onda de H; es aniquilado por el operador A, este estado no tiene

compariero SUSY [12]. Por todo esto podemos notar que salvo por w(()l) el resto
de los estados son doblemente degenerados, como se muestra en la Figura 3.1.

La verdadera razon de la degeneracién de los espectros de Hy v Ho se puede
entender maés facilmente de las propiedades de la dlgebra SUSY. Es por eso que
podemos considerar una matriz SUSY Hamiltoniana de la forma

H= ( 7781 732 ) (3.9)

Esta matriz es parte de un algebra que contiene operadores bosénicos y
fermidnicos con relaciones de conmutacién y anticonmutacion. Consideremos

los operadores
0 0
Q(A 0), (3.10)

Qf = ( 8 ’Lg ) (3.11)

en conjunto con H cumplen la siguiente superalgebra

H,Q) = [H,Q"] =0, (3.12)
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A
H VY 2
E:gl AL 7 EQ]

AT 2]

5

B — g

E('[11] T

Figura 3.1: Niveles de energia de dos potenciales companeros SUSY. Se muestra
la accién de los operadores A y Af.

(@0} =#, {Q.Q}={qQ" Q") =o0. (3.13)

del hecho de que Q y Q' conmuten con H se origina la degeneracién del espectro
de H1 y Ho. Los operadores Q y QF pueden interpretarse como operadores que
cambian grados de libertad bosonica en fermidnica y visceversa. Usaremos como
ejemplo el oscilador cudntico para clarificar esta idea.

3.2. Oscilador Armoénico SUSY

Retomemos lo visto para el Oscilador Arménico Bosonico,

1
HBZNB+§,

y para el Oscilador Arménico Fermionico,

1
Hr =Np — ok
{aB,aE] =1, {ap,a}} =1,

|b.al| = [ap.a5] = {ar.ar} = {a}.a} | = 0.

1 1
Hpo = 5%, Hro = —§¢o~

Consideremos un sistema que consiste en un Oscilador Arménico Bosénico-
Fermionico con la misma frecuencia w [10, 11]

1 1
HW%W(HB+HF)W<NB+2+N 2),

. H=Np+Np. (3.14)
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Ahora definamos los estados para este nuevo hamiltoniano
Ing,nr) = [np) ®nr),
por lo que podemos verificar que los eigenvalores son
Hng,np) =N+ Np)|ng,nr) = (ng +nr) |ng,nr), (3.15)

donde ng =0,1,2...y np = 0,1. Observemos que para el estado ¢y = |0,0) se

tiene que
1 1

#10,0) = <2—2> 10,0) = 010,0),

por lo tanto Epo = 0, que concuerda con lo descrito para #H; en la Ec. (3.1).
También observemos de la Ec. (3.15) que para estados diferentes del base, las
energias del sistema son doblemente degeneradas

Hng,1) = ((ng) + (1)) |ns,1) vy ((ng+1)+0)=H|ng+1,0).
Definamos los operadores de carga Q y QF
_ T T
Q =agar, Q'=apay. (3.16)
Podemos verificar que
[Qar}—ﬂ = |:aTBaF7 (aTBaB + CLI;‘QF):| )
_JG<T T)_(T T)T
=apgar (agap +aparp apap +apap | agarp,
= |:CLTB,./\/'B:| ar + CLTB [CLF,NF] ,
= —agap -+ a%ap,
@, H] = 0. (3.17)
Analogamente para Qf

- [QTH] =0, (3.18)

por lo que estos operadores definen cantidades conservadas del sistema y corres-
ponden a los generadores de simetria en esta teoria. Podemos verificar que

{Q.Q} = {ahar, afas},

= O,TB {apy(l}} ap — a} |:CLTB,CLB:| ar,
= aTBaB Jra}ap,
{Q.Q"} =n. (3.19)

De las Ecs. (3.17), (3.18) y (3.19) se observa que estos operadores definen una
algebra que considera tanto conmutadores como anticonmutadores. Dicha dlge-
bra se conoce como super algebra de Lie. Esta define la forma infinitesimal de

Recordemos
[N,a] = —a
[N7 aT] =af
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las transformaciones supersimétricas.

Ahora analizemos como actiian los operadores de carga en los eigenestados
de energia del sistema,

[Q, N3] = [a%ap,agag] = {aTB7NB} ar,

= *GEQF,
S QNB) = —-Q, (3.20)
[Q,NB] = [GTBGF,G}GF] = ajg [aF,NF] ,
= CLL’GF,
QN = —Q. (3.21)

Analogamente para QT

Es decir que @ aumenta el niimero bosénico y disminye el fermionico y QT hace
lo opuesto. Consideremos que

(a;)( T)nF 0,0).

Inp,nr) = o \9F
Se tiene que
_ | Vnp+1lnpyi,np_1) |[np#0,
Qlng,nr) = { 10,0) | np = 0. (8.23)
N _J vnBlnp_1,nFy1) | np #0,
Q'Ins,nr) = { 0,0) | np = 0. (8.24)

Retomando lo visto al principio de este capitulo, el algebra para los opera-
dores Q y Q' coicide con la ya descrita, de modo que si proponemos que los
operadores ap y ap tengan la estructura

ap = 01 aT: 00 [GFGT]:Jg.
0o0) °F 1 o) F

y ademés consideramos la Ec. (3.19) tenemos que

5 T2 1
= - | I—-= 3.25
H= (P45 )1 50 (3.29
o considerando ap = ip + W(z) donde W (x) = =/2 es el superpotencial en la
teoria SUSY-QM por lo que el Hamiltoniano queda como

H=(p*+W?)I-Wos. (3.26)

Esta es la ventaja de SUSY-QM, en una descripciéon unificada se pueden des-
cribir sistemas bosonicos y fermionicos. Habiendo logrado un buen acoplamiento
de los Osciladores Fermiénicos y Bosénicos mediante SUSY, nos enfocaremos
en el siguiente capitulo a resolver la ecuacién de onda relativista, la llamada
Ecuacion de Dirac, que describe particulas fermiénicas con espin 1/2.



Capitulo 4

Ecuacion de Dirac en (3+1)
dimensiones

En Mecénica Cuantica Relativista, las particulas libres de espin 1/2 satisfacen
la Ecuacién de Dirac. En este capitulo, presentamos un anélisis detallado de
esta ecuacion y sus soluciones en (3+1) dimensiones, con el objetivo de realizar
comparaciones con los resultados que se obtengan en el capitulo 5. Discusion
acerca de este tema se puede encontrar en [14, 15, 16].

4.1. Ecuacion de Klein-Gordon

La energia de una particula de masa m en ausencia de potenciales es

2
E=2 (4.1)
2m
donde p es el momento lineal de la particula. En Mecanica Cuantica, las obser-
vables fisicas se promueven a operadores diferenciales, como ya habiamos visto,
(unidades naturales i = ¢ = 1):

0
E—i— = —iV.
vl 7 i
Entonces la Ec. (4.1) da lugar a la Ecuacion de Schrodinger:

OP(Ft) V(7))
! ot tR 2m

=0. (4.2)
Si consideramos la expresion relativista para la energia E? = p? 4+m?, e identifi-

camos con los operadores correspondientes la nueva ecuacién de onda relativista

es
G

—7 V(7 t) = m2a(7,t). (4.3)

21
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Esta es la ecuacion de Klein-Gordon. Podemos escribir esta ecuacion en su forma,
covariante usando las siguientes definiciones

o = (at,—V), 8M = (8t7v)7
e introduciendo el Operador D’Alambertiano

32
D:aﬂaM:%—VQ,

de modo que podemos reescribir la ecuacion de Klein-Gordon como:
(O+m?)yp =0. (4.4)
La ecuacién relativista E? = p? 4+ m? sugiere que
E = ++/p? +m2,

por lo que ademés de la solucién de energia positiva, tenemos una de energia
negativa. Otro problema que tiene la Ec. de Klein-Gordon es que tiene densida-
des de probabilidad positivas y negativas, esto debido a que el cuadrivector de
densidad de probabilidad es

g = (@t — 0"y

_ (00 O0Y*
p<¢ Ef’lp )5

por lo que p = ;% es

ot

que puede ser negativa, por lo que no admite una interpretraciéon en términos
de probabilidades positivas. En la siguiente seccién estudiaremos una de las
soluciones al problema de densidades de probabilidad negativas.

4.2. Ecuacion de Dirac

En 1927, el fisico Britanico Paul Dirac propone una soluciéon para el problema
de densidades de probabilidad negativas. El propone una ecuacion lineal en la
energia [14]:

(@- P+ pm) (@ -F+ Bm) = E?,

donde 8 y @ son objetos matriciales. Desarrollando la expresion
E? = (oup; + Bm) (a;p; + fm)

= E? = aZp? + (o + aja;) pipj + (i + oy 8) pim + B2m?,

por lo que, para que esta expresién concuerde con E? = p? +m? se requiere que:

{Oéi,Oéj} = 25@' 5 {Oéi,ﬁ} = 0, 62 =1. (45)
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Las matrices de més baja dimension que satisfacen (4.5) son las matrices 4 x 4.
Nosotros usaremos la representacion de Dirac-Pauli, que es la usada con mas

frecuencia
a— 0 & 3= I 0
“\ad 0 ) N0 —-I )
donde & son las matrices de Pauli:
(01 (0 — (1 0
=\ 1t o) 27i o) 7o -1 )
Entonces, el Hamiltoniano de Dirac queda como
Hy = (a-p+ pm)p. (4.6)

Esta ecuacion se puede escribir de forma covariante, como veremos enseguida.

4.2.1. Las Matrices Gamma (7")

Con el objetivo de obtener la Ec. de Dirac en forma covariante, multiplique-
mos la Ec. (4.6) por la izquierda por [, entonces obtenemos que

0
8%~ iBa Vi + mu.
ot
Podemos rescribir esta tltima en su forma covariante
(i4#y, —m) ¥ = 0, (4.7)
donde hemos introducdo las matrices de Dirac (y*)
= (8,Ba). (4.8)
Entonces la Ec. de Dirac (ED) en su forma covariante es
(i §—m)y =0, (4.9)
6
(p—m)i =0, (4.10)

donde estamos utilizando la notacion slash de Feynmann ( p = ~v/p,,).

4.2.2. Conservacion de Corriente

El complejo conjugado de la ED es:

op\ ' oy \'
—1 (70811?) —i(vkajk> —myT =0.

Multiplicando la ecuacién anterior por la derecha por 4" se tiene que:

ot Ot k
—igp 1" g (491 - myT =0, (4.11)
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usando que 7%9* = —~*~0 e introduciendo el operador adjunto 1 = ¥T4°,
tenemos que la Ec. (4.11) queda como

10,0 +mip = 0. (4.12)

Ahora tenemos las herramientas necesarias para derivar la ecuacion de conti-
nuidad
Ouj" =0 (4.13)

multiplicando la Ec. (4.7) por la izquierda por v y la Ec. (4.12) por la derecha
por ¥ y sumandolas - -
1/’7”@#? + a;ﬂﬂ“Y“/’ = 07

O (VY') =0, = j" =yt (4.14)

que podemos considerar como la densidad de corriente eléctrica si insertamos la
carga, de acuerdo a la prescripcion de Feynmann-Stiickelberg [15]

p—— (4.15)
por lo que la densidad de probabilidad p es:
p =11,

que es definido positivo, por lo que ya no hay conflictos de interpretacion. Ex-
ploremos ahora el contenido fisico de la ED.

4.3. Particula en Reposo

Analizaremos primero la ED para el caso de una particula que esta en reposo.
En este caso se puede escribir la ecuacion como

(iv°0o — m) 1 = 0. (4.16)
Proponemos una solucion de la forma:
Ya (1) )
l) = )
v0=( 1)
sustituyendo en la expresiéon anterior obtenemos:
(T 0 B I 0 Yo (1) \
(0 S ) (o DICEE ) -

Comparando elementos matriciales, obtenemos las siguientes ecuaciones dife-
renciales:

i%% = Mg, (417)
—iD oy = (4.18)

ot
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cuyas soluciones son:

ba (t) = 1a (0) ™™, oy (t) = by (0) €™,

por lo que la solucion en su forma compacta es:
¢a (O) e—imt
t) = ; :
w ( ) ( 7,sz (0) 6Mnt
Ya (0)
0) = .
v(0) < ¥y (0)
Buscamos escoger 4 soluciones de modo que sean linealmente independientes:

Caso(1)

Para t—0 tenemos que

(1 1
"r/)a(o)_ ( 8 N wl(o): 8 7
Caso(2)
0 0
Va (0) =
o= wo=]
Caso(3) .
0
¥ (0) =
(1) = Y3(0) = (1) ;
Caso(4) . .
¥ (0) =
0 ==

En conclusion tenemos cuatro soluciones para la Ec. (4.16), las cuales son:

1

Yy (t) = 8 e~ imt, (4.19)
0
0

1y (t) = é e imt, (4.20)
0
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3 (t) = eimt, (4.21)

Py (t) = e, (4.22)

O oo O OO

11 y 19 son las soluciones de energia positiva y 13 y 14 son soluciones de energia
negativa.

4.4. Particula en Movimiento
Para una particula en movimiento se propone una solucion del tipo:
v (x) = e TN (p), (4.23)
entonces de la Ec. (4.9) tenemos que:

Ot () = —ipuy) (2) ,

y como la exponencial nunca es cero, la ecuacién de Dirac se puede expresar de
la siguiente manera:

(Y*Pu —m)u(p) = 0. (4.24)
Esta es la ecuacion de Dirac en el espacio de momentos y u (p) se llama espinor
de Dirac. Ahora, si sustituimos v*p, = 7’py — 7 - py simplificamos, llegamos a
la siguiente expresion:

E—m —G- ﬁ Uq, (p) =0
g-p —E-m up (p) ’
donde hemos descompuesto el espinor en dos componentes. Esta se puede ex-
presar como

(B —m)ug (p) — (7 -p)us (p) =0,
(0 D) ua (p) = (E+m)uy (p) =0, (4.25)

con )
Pz Pz — 1Py
P+ Z‘py —Pz

Este sistema posee 4 soluciones linealmente independientes:

s) X0
u'®) =N 7 R , E >0,
HEm X

5.7 3(s)
u(5+2) N( Em ) . E<o,

5'5201pz+02py+03pz: (

x (s
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donde hemos definido:

1 0
_ W _ @ _
s=1,2 X —(o) X _<1>.

Explicitamente las soluciones son:

m e—ipac —ip‘x.

=uy(p)e

Con el objetivo de remover las soluciones de energia negativa, definimos

vi (E,D) =uy (—FE,—p), vy (E,p)=us(—FE,—p),

es decir,
Pz — 1Py D=
E+m E+m
—P= Pa+ipy
@) =N|[ Fgm |, wp)=N( Fm
1 0
Por lo tanto las cuatro soluciones de la ED se pueden escribir como:
1 () = u (p) e, (4.26)
Vo (1) = uy (p) e 7, (4.27)
by () = vz (p) €7, (4.28)
Wy (z) = v (p) €7, (4.29)

todas las soluciones con energia positiva. Interpretamos estas soluciones de mo-
do que w1y us corresponden al fermién mientras que vy y vg corresponden al
anti-fermion. Adn hay una degeneracién que debemos resolver. Las dos solucio-
nes para cada caso representan a las dos direcciones que puede tener el espin de
la particula. A continuacion calcularemos el valor de la constante N de norma-
lizacion.
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4.4.1. Normalizacion

Es facil ver que ulus = 0 si r # s. Ahora, si r = s se puede mostrar que

. 0 2
T p— 2 z z Y — 2 p
wu =N (10 g nEe )| e | =N <”<E+m>2>’
Pa+iDy
E+4+m
2F
— uJ{ul = N2m (430)

Se obtiene el mismo resultado para r = s = 2. Estos resultados también se
verifican facilmente para v(®), por lo que podemos resumirlos como:

2F
T, = N2 Brs 4.31
uruS E +m ) ( )
2F
fog = N2——5,.,. 4.32
UTUS E +m ( )
Como ya habiamos visto en la Ec. (4.14), la densidad de probabilidad es:
p =3 =" =4l (4.33)

si ahora normalizamos considerando que hay 2F particulas por unidad de volu-
men y efectuamos la integral sobre el volumen unitario V, obteniendo:

/ pdV = /ww dV =ulu =2E, (4.34)
v

usando la Ec. (4.26), concluimos que

2F

2F = N?
E+m’

por lo tanto, podemos escoger la constante de normalizacién N como
N=vVE+m, (4.35)

ahora con la constante de normalizacién conocemos todos los elementos de las
soluciones a la ED. A continuacion aclaramos la degeneracion que habia quedado
pendiente.

4.5. Interpretacion de las soluciones en términos
del Espin.
Anteriormente vimos que existen dos soluciones con energia F y dos solu-

ciones con energia —F, por lo que existe una doble degeneracion, de modo que
debe existir una observable h que conmute con H que la remueva.
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Sabemos que el momento angular orbital angular se escribe como
L=7#xp.
Calculando el conmutador del Hamiltoniano con el momento angular
(L) = [ (7 5+m), 7 5]
resulta
[H,E] = i7" (3 x ).
Por lo tanto, el momento angular no es una cantidad que se conserve. Esto es

sorprendente, pues en la discusién siempre ha estado presente una invariancia
bajo rotaciones. Si definimos el operador

. 1/ &
2-5(5 7).
y calculamos el valor de su conmutador con el Hamiltoniano,
12.5] = [ @75+ m). 5]
obtenemos que
[Hi}:—w%?xm.

Entonces si definimos el operador de momento angular total (f) como J = L+%

es facil notar que el conmutador con el Hamiltoniano es:
P@ﬂ:{mi+i}:q

por lo que este nuevo operador es una constante de movimiento, que identifi-
caremos con el momento angular total. Interpretamos a ¥ como el momento
angular intrinseco o espin de la particula que satisface la ED.

Definimos el operador de helicidad de la siguiente manera:

s o . L[/ 6p 0O
ey )
Este operador representa la proyecciéon del espin en la direccién del movimiento
de la particula y quita la degeneracion entre las dos soluciones de fermiones

y las dos de anti-fermiones. Supongamos que la particula se mueve sélo en la
direccién z, podemos verificar que:

s () = 2 (), () = 2 ),

%MMZ—%MM7EW@:%W@)
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Asi, se observa que las 2 soluciones con energia positiva, u; y us describen las
dos posibles orientaciones de espin del electréon, mientras que v1 y vy describen
las 2 orientaciones de espein del positron.

En resumen, la Ec. de Dirac describe electrones y positrones con sus dos
orientaciones de espin. En el siguiente capitulo estudiaremos la ED en un plano
y compararemos los resultados con los de esta seccion.



Capitulo 5

Ecuacion de Dirac en (2+1)
dimensiones

Nosotros vivimos en un mundo con 3 dimensiones espaciales y una tempo-
ral pero existen varias problemas o teorias que son mas sencillos de entender
en bajas dimensiones, es decir, restringir su dindmica a menos de cuatro di-
mensiones. Los modelos tedéricos 3-dimensionales son muy ttiles para entender
fendmenos que ocurren en espacios planos, pero estos modelos teéricos, como
QED3 (Quantum Electrodynamics in (2+1) dimensions), son interesantes, no
sblo porque facilitan su ensefnianza, sino porque poseen una interpresancion fisica,
que en algunos casos es de suma importancia. En este capitulo estudiaremos a
la ED en un modelo 3-dimensional e interpretaremos las diferencias que surgen.
Esta ec. se ha estudiado antes en distintos trabajos, por ejemplo [8, 1].

5.1. Representacion Irreducible

La ecuacion de Dirac en el plano, se obtiene de eliminar la tercera com-
ponente espacial de la ecuacion en (3+1) dimensiones, por lo que basta con
matrices 2 X 2 para satisfacer las condiciones explicadas en (4.5), asi que pode-
mos construir esta representacion utilizando las matrices de Pauli. Si hacemos
esto, resulta que existen dos representaciones inequivalentes de las matrices ~*.

Se puede mostrar que en dimensiones impares arbitrarias el producto de
todas las matrices gamma es proporcional a la matriz identidad, por lo que en
(2+1) dimensiones se observa que:

P=~%1y2=+il.

Por lo tanto, una de las matrices v puede escribirse en término de las otras.
Proponemos 72 como:

72 = ii’yofyl.

31
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Asi podemos escoger a las matrices v* de la siguiente forma [7]:

V=03 ' =io1, v =ios, (5.1)

V=03 Al=ioy, ~*=—io. (5.2)

Si las dos representaciones son equivalentes mateméticamente, implica, fisi-
camente, que ambas dan la misma informacién del sistema, por lo que podemos
utilizar cualquiera de las dos y obtener el mismo resultado. Si las representa-
ciones no son equivalentes, es decir, que no podemos obtener una a partir de
transformaciones elementales de la otra, la informacion fisica del sistema no es la
misma. A continuacion verificaremos la inequivalencia de las 2 representaciones.

5.1.1. Primera Representacion Irreducible (A)

Partiendo de la representacion dada en (5.1) analizaremos la ED. Nueva-
mente proponemos una solucion de la forma (4.23) y obtenemos en el espacio
de momentos que:

K E-m 0 )_( 0 ips+py )] ( uq (p) ) _o
0 —E—m ipz — Py 0 up, (p)
de lo que resulta el sistema de ecuaciones
(E —m)uq (p) — (py + ipa) up (p) = 0,
(Py = 1px) ta (p) — (E' +m) up (p) = 0. (5.3)

Si escogemos u, = 1, entonces

_ Py — Dy

o E+m

)

mientras que si escogemos u, = 1, entonces

:py+ipz
a E_m’

por lo que la solucién propuesta toma la forma:

v (z) = N ( — ) P =y (p) P, (5.4)
E+m
Py+ipm ) .

o (z) = N ( Eom ) TP = o) (p) e"iPT. (5.5)

Interpretando la solucion ) (p) para energia negativa como la antiparticula, con
energia positiva la segunda solucién se define como:

v1(p) = uy (—E,—p) = ( % ) (5.6)
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Figura 5.1: Primera Representacién

5.1.2. Segunda Representacion Irreducible (B)

Para estudiar la representacion dada en (5.2), es facil, partiendo de las entra-
das en la seccién anterior, obtener las soluciones a esta representacion, porque
cambiar el signo de 72 es equivalente que cambiar el signo de p,. De modo que
las soluciones obtenidas son:

1 . .
¢1(x) =N ( —py—ipa ) e P =wy (p)e ", (5.7)
E+m
—Py+ips . .
¢2(x) =N ( E{m ) P = g9 (p)e”PT. (5.8)

Para establecer que el contenido fisico de estas soluciones es distinto al de las
Ecs. (5.4) y (5.6) de la representacion A, debemos escribir (5.7) y (5.8) en la
representacion A, lo que equivale a

P1 (z) =iy’ (), P (2) = iy’ ¢ (z)

Py +ipa 1
ww = (F ) we = ( e )
E+m

En términos de estas funciones si podemos hacer comparaciones de las obser-
vables fisicas. °En la siguiente seccion analizaremos la interpretacion que da el
espin a estas soluciones.

5.1.3. Interpetracion de las Soluciones en términos del Es-
pin
Como la particula esta sujeta a moverse Gnicamente en el plano, sélo existe

una componente de momento orbital angular que puede escribirse como:

L3 = IPy — YPx,
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Figura 5.2: Segunda Representacion

por lo que el conmutador de L3 con el Hamiltoniano es:

[H, Ls) = =i7° (v'py —7*pz) -
Ahora, definimos el operador de momento angular intrinseco como

1
Yy = §y0. (5.9)

Recordando que el momento angular total es J3 = Lg + X3 entonces el conmu-
tador [H, J3] = 0 lo que implica que J3 es una cantidad conservada.

El operador Y3 puede interpretarse como la helicidad, pues nos da la compo-
nente del espin perpendicular al plano de movimiento. Como antes, supongamos
que las componentes p,. y p, son cero, se verifica entonces que:

Representacion A

Yauy (p) = %m (p), Xsvi(p) = —%vl (p) -

Representacion B

Yauz (p) = —%uz (p), Xsv2(p) = %Uz (p) -

Lo que implica que los fermiones tiene so6lo una orientacion de espin y los anti-
fermiones la otra. Para la primera representacion los fermiones tienen una orien-
tacion de espin positiva (1) y los anti-fermiones una orientacion de espin negativa
(}), mientras que para la segunda representacion los fermiones tienen una orien-
tacion de espin negativa (| ) y los anti-fermiones una orientacion de espin positiva
(1) . Comparando estos resultados con los obtenidos en la seccion (4.1.7), ob-
servamos que para que estos concuerden se requiere de las dos orientaciones de
espin para fermiones y anti-fermiones. En la siguiente seccion buscaremos como
acoplar estas representaciones para tener un sistema similar de soluciones.
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5.2. Representaciéon Reducible

Habiamos visto que la dimensionalidad minima que se necesita para cons-
truir las matrices v en (2+ 1) dimensiones es 2 X 2, pero podemos usar una
representacion de matrices 4 x 4 para resolver la ED [8, 1]. Definimos para la
representaciéon reducible las matrices:

o (o3 0 . (i 0

donde 7 contiene componentes ! y 42 tnicamente. Partiendo de la ED en
el espacio de momentos, y descomponiendo el espinor en 2 biespinores de 2
componentes cada uno, llegamos al sistema de ecuaciones:

(03E — i (019 + 02py) — m) uq (p) =0,

(—03E +i(01ps + 02py) —m) up (p) = 0.

Es importante notar que estas ecuaciones no son acopladas, gracias a la estruc-
tura diagonal de las matrices y*. Escribimos u, (p) y up (p) como

U (p) = ( a (P) ) uy, (p) = <  (p) ) (5.11)

Ua, (D) b, ()
por lo que obtenemos el sistema de ecuaciones
(E —m)ua, (p) — (Py + ip2) ta, (p) = 0,
(Py = iPx) ta, (p) = (E +m) ua, (p) =0,
— (E+m)uy, (p) + (py + ip2) s, (p) =0,

= (py — ipz) up, (p) + (B —m) uyp, (p) = 0.

Entonces tenemos cuatro soluciones linealmente independientes

1
Py —iPx ) )
Y1 (x) = Eam o | em T =y (p)e” P,

b () = e = (p) e,

,(/}3 ((E) _ 1 e—ipm = ug (p) e—ip.ac7
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0

0
1P4 (J}) = Py +ip e
E+4+m
1

Como no son soluciones acopladas, podemos unir las soluciones dependiendo de
su energia de la siguiente manera:

—ip-x

en@=| 1 |
Py —Px
E—m
donde los subindices P y N indican que se tratan de soluciones positivas y
negativas respectivamente. Cambiando p° — —p’ en las soluciones de energia
negativa, obtenemos que:

1
Py — P a
_ E+m —ipx — —ipx e ()
(g (SL‘) p%—:;iz € =up (p)e = ( 1%;) (z) ) )
1
PytiPa
E+4+m ,lpa ( )
€Tr) = ePT =y ewPT = N )
e were=( e
Py —iPs
E+m

Estas soluciones se obtienen como resultado de fusionar los dos campos fer-
miénicos de las dos representaciones irreducibles en uno solo. En este caso,
ademas del término de masa usual de fermiones, puede aparecer un término
extra de masa que no es invariante bajo paridad ni inversiéon temporal. En la
siguiente seccion analizaremos el origen y sus propiedades [17].

5.2.1. Transformaciones Quirales

Las simetrias son un aspecto fundamental para la descripcion de cualquier
sistema. El marco idoneo para el andlisis de éstas es el formalismo del La-
grangiano, donde las simetrias son transformaciones que dejan el Lagrangiano
invariante.
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5.2.1.1. Lagrangiano de Dirac

Tanto en Mecéanica Clasica, como en Mecanica Cuantica, podemos obtener
las ecuaciones que rigen nuestros sistemas a partir de las ecuaciones de Euler-
Lagrange,' donde el Lagrangiano para el caso de la ED, es

ACDirac = w (Z a_ m) '(/J (512)

En el plano, el Lagrangiano puede ser sélo una copia del anterior, utilizando la
representacion irreducible, mientras que para la representaciéon reducible 4 x4 de
las matrices de Dirac, donde los espinores contienen informacién de dos campos
fermionicos, uno no puede trabajar con el Lagrangiano (5.12). Esto porque en
el plano s6lo se necesitan 3 matrices de Dirac para la dindmica, es decir, que
existe libertad para construir dos matrices que anticonmuten con ~°, 4! y 42,

las cuales son:
3 (0 1 5_ 0 I
T=\r o) 7T =7 -1 o)

Esto implica que se pueden definir dos tipos de transformaciones Quirales:
Y = = ey, (5.13)

P — ) =P, (5.14)

dado que hay dos transformaciones quirales, se pueden definir dos tipos de tér-
minos de masa, estos son:

mgy,  moly 4] = mapry. (515

Este nuevo término en la literatura de materia condensada se conoce como
término de masa de Haldane [17]. Esto quiere decir que el Lagrangiano de Dirac
reducible es:

EDirac = ¢ (7' /6 — Me — mOT) ¢ (516)

Veamos las simetrias de los términos de masa en este Lagrangiano.

5.2.1.2. Simetrias

A partir de ahora, para referirnos a los términos de masa de (5.12) seguiremos
la siguiente convencion [17]:

= Usual: Término de masa que acompaiia a la bilineal 1.

» Haldane: Término de masa que acompaiia a la bilineal 7.

1Fecuaciones de Fuler-Tagrange:

o\ _or_,
"o (a0))




38 CAPITULO 5. ECUACION DE DIRAC EN (2+1) DIMENSIONES

En esta seccion analizaremos solamente las Simetrias Discretas y Quirales [8].

= Simetrias Quirales: El término usual no es invariante bajo las transforma-
ciones Quirales (5.13) y (5.14), pero si el término de Haldane.

= Conjugacion de Carga: El Lagrangiano reducible hereda su estructura del
Lagrangiano para (3+1), entonces ambos términos de masa son invariantes
bajo C.

= Paridad: El término usual es invariante bajo P, mientras que el término
de Haldane viola esta simetria.

= Inversion Temporal: El término usual es invariante bajo 7, pero no el
término de Haldane.

= CPT: El término de masa usual es invariante bajo C, P y T separadamen-
te, por lo que lo es también CP7T. El término de Haldane, por su parte,
es invariante bajo la transformacion conjunta P7T, y por lo tanto CPT.

Podemos concluir que el Lagrangiano reducible, con el término usual y el término
de Haldane, es invariante ante todas estas simetrias. Por lo que es importante
analizar las soluciones del Hamiltoniano que se deriva de este Lagrangiano.

5.2.2. Soluciones de la Representacién Reducible y m,
Al aplicar las Ecuaciones de Euler-Lagrange al Lagrangiano reducible, se
obtiene que, el Hamiltoniano es:
(7'Pu — me —moT) u (p) = 0,
esto en el espacio de momentos. Si como antes descomponemos el espinor u (p)
en dos biespinores, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

(J3E —1 (Ulpz + Upr) - (me + mO)) Ug (p) = 01

(=o3E +i(01pz + 02py) — (Me —mo)) up (p) = 0.

Nuevamente notemos que las ecuaciones no estan acopladas. Esto es porque
ahora tenemos las dos especies separadas. Escribamos u, y u, como en (5.5),
entonces obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

(B —my)uq, (p) = (py + ip) Uay (P

) — )
(py = iPz) Ua, (P) — (B +my) ua, (p) =
—(E+m_) ua, (p) — (py +iPs) Ua, (p) =0
= (Py = iPx) ta, (p) — (B —m_) uq, (p) =0,

donde usamos
m4 = Me + Mo, m_ = Me — Mo.

Las cuatro soluciones linealmente independientes, surgen de proponer los si-
guientes casos :
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m_—_

¢¢

Figura 5.3: Especies de fermiones

.U, =1 = Ugy = %.
.U, =1 = Ug, = %.
" Uy, = 1 — Up, = pEyi:;ff
oy, =1 = Uy, = pEyi:;Z’j

Lo que implica que, explicitamente las soluciones a la ED con el nuevo término
de masa son:

6ip~x

0 ; .
¢4 (!L‘) = Py+ips e — Us (p) e—zp~x7

donde se observan soluciones para una especie de fermiones ligera y pesada.
En el siguiente capitulo, aplicaremos lo estudiado en este capitulo para resolver
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un problema fundamental en la Electrodindmica Cuéntica (QED), donde nos
enfocaremos en las diferencias que puedan existir al usar una representaciéon u
otra.



Capitulo 6

Fermiones en Campos
Magnéticos

En este capitulo utilizaremos lo visto en el capitulo anterior para estudiar
el movimiento de un fermién en presencia de un campo magnético uniforme.
En otros trabajos, [8, 7], se han buscado métodos para obtener estas soluciones.
Aqui veremos el tipo de ecuaciones de movimiento que se deben resolver.

6.1. Primera Representaciéon

La Ecuacién de Dirac en presencia de un campo magnético uniforme tiene
la siguiente forma:

(v, —m) ¢ =0, (6.1)

donde hemos utilizado la prescripcién para sustituciéon minima II, — p — eA,
para incorporar los efectos del campo de manera que sea invariante de norma.
Es de nuestro interés resolver la Ec. (6.1) para un campo magnético uniforme,
por lo que proponemos un potencial A,, en la norma de Landau, donde toma
la forma;

A, =(0,—-yB,0)

con el fin de estudiar un campo magnético perpendicular al plano. A continua-
cién retomaremos lo visto en la subsecciéon (5.1.1) donde usaremos la represen-
tacion dada en (5.1), la que llamaremos A, para encontrar la soluciéon 1 para la
Ec. (6.1) que nos queda como:

E—m — (i, +1I,) i
: A = 07
— (il —1y) = (E+m) V3
de lo que resulta el siguiente sistema de ecuaciones:
(i (=i0; + eyB) +p,) 3" = (B —m) 9, (6.2)

41
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I.I' il H] ‘, I -l!._.' | J”*

S /

Figura 6.1: Campo Magnético Uniforme (V X /Y)

(i (=i0x + eyB) = py) ¥7' = — (E +m) 3. (6.3)
Anticipando una solucién del tipo onda plana proponemos
U(t,m,y) ~ e TEEP G (y),

al aplicarlo lo anterior en las ecuaciones (6.2) y (6.3) obtenemos que:
(i(p+ eyB) + py) 63 = (E = m) o7, (6:4)

(i(p + eyB) = py) ¢1' = — (B +m) 63, (6.5)
proponemos el cambio de variable ¢ = y + yo donde yo = p/eB, entonces se
tiene que:

(pq +ieBg) ¢35 = (E —m) ¢y,
—(pg —ieBq) ¢ = — (B +m) ¢35
Al desacoplar este sistema lineal, obtenemos un sistema de ecuaciones de segun-
do orden;
(=02 + (eB)*q*> — eB) ¢1' = (E* —m?) ¢1,
(—82 + (eB)*¢* + eB) Py = (E2 — m2) P4

dejando lo independiente de ¢ del lado derecho, resulta lo siguiente

(o8 + J@emPet) of = (82— m? +-cB) o1, (6:6)
(-0 + jeemie) of = (8w - cB) . ©:7)

donde podemos identificar las ecuaciones (6.6) y (6.7) con la Ecuacién del Osci-
lador Armonico (2.4) con frecuencia w = 2eB, comparandolas con el eigenvalor
de energia ¢ = (n + 1) w se concluye que [6]:

1
(n+ 2) 2eB = (E2 —m2+eB) :>E711A = +v/2neB + m?,
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_— // ey n=2 - / g n=3
_ " — _ " —
= n=1 - n=2
o S - D S *
e e
[ B [

Figura 6.2: ¢ y sus eigenenergias para varios niveles de Landau

1
(n+ 2) 2¢B = (E2 —m?2 763) — E24 = 4./2(n+ 1)eB + m?2.

Las soluciones correspondientes se pueden escribir como:

A_ —(|Bnlt—ipz) [ (Enl +m)I'(n,p,y)
1/113 Nne ( —ml’(n—l,p,y) ) (68)

A _ (3| Bn [t—ipz) V2neBTI'(n,—p,y)
Var = Noe ( (|Bnl+m)I'(n—1,-p,y) )’ (6.9)

donde la primera corresponde a la solucién para fermiones y la segunda a la
solucion para anti-fermiones. Aqui los I (n,p,y) vienen dados por

I (n,p.y) = (‘f)l/4 ﬁf (VeB (- £)) e B0,

donde la ultima condicién asegura la interpretacién fisica correcta del nivel més
bajo de Landau.

6.1.1. Niveles de Landau

Veamos ahora que sucede en el nivel mas bajo de Landau. Si hacemos en
nuestras soluciones n = 0 tenemos que;

b= Nyt o) (1)

3 (3)
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ep() on@m)
10 10
_— T~ n=3 — T~ n=2
I \,/ S - 6 / I
P n=2 = n=1
—_— A — _ /V
] n=1 .
2 [ 2
n=0
6 4 4 /l n 6 4 2 4

Figura 6.3: ¢” y sus eigenenergias para varios niveles de Landau

Esto quiere decir que en el nivel mas bajo de Landau, s6lo encontramos al
fermion, el anti-fermién no vive en el nivel base. Veamos ahora que obtenemos
para la segunda representacion.

6.2. Segunda Representaciéon

Para la segunda representacion la que llamaremos B, usando lo visto para
la primera representacion, tenemos que las ecuaciones obtenidas son:

(—a,f + i(263)2q2> ¢t = (E® —m? —eB) ¢7, (6.10)
(63 + i(2eB)2q2> ¢85 = (E* —m?® +eB) ¢%. (6.11)
que nuevamente son del tipo Oscilador Arménico. Sus energias son, para ¢F;
EB = £1/2(n+1)eB +m2, (6.12)
y para ¢& son;
E*B — +/2neB 4 m2. (6.13)

por lo que las soluciones correspondientes se escriben como:

B _ —(i| By |t—ipa) —V2neBI(n,p,y)
vp = e (<|En|+m>1<n—1,p,y> o (619

B _ (i EBnlt—ipa) [ ([ Enl +m)I(n,—p,y)
e (voesin sy ) o0

Nuevamente la primera corresponde a la soluciéon para fermiones y la segunda
para anti-fermiones.
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6.2.1. Niveles de Landau

Veamos ahora estas soluciones en el nivel mas bajo de Landau. Con n = 0
tenemos que las soluciones son:
o
P70

w]f\?] ~ N, e(imt—z‘pz)+%(y+e%)2 ( é ) )
Ahora tenemos s6lo solucién para anti-fermién, es decir, el fermién no vive en el
nivel base. Esto es distinto a lo que obtuvimos en la primera representacion don-
de tenfamos solucién de fermién. La estructura de las ecuciones de movimiento
de tipo oscilador armoénico, la existencia de un estado base no degenerado y el
resto de los estados doblemente degenerados, nos sugiere una estructura SUSY
de la ED.
En el siguiente capitulo veremos como mapear la Ec. de Dirac en el plano a
una SUSY-QM.
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Capitulo 7

Teoria SUSY de Dirac

En este capitulo introduciremos un mapeo a la Mecanica Cuantica SUSY
por medio de la ED al compararla con lo estudiado en la seccion (3.1), para
posteriormente utilizar este mapeo en la solucion del problema de un fermion
en presencia de un campo magnético. Para la representacion irreducible, esto
es un teoria conocida [18]. En este trabajo extenderemos esas ideas al caso
reducible.

7.1. SUSY-QM via la ED

Partiremos de la ED en (2+41) dimensiones en la primera representacion;
(VP +iW (y) o1 —m) ¢ =0,

donde hemos introducido el término W (y), el cual tendra la informacion del
potencial a estudiar. Descomponemos el espinor ) en sus dos componentes, de
modo que obtengamos:

[_ ( Z'pz:(}fj;zr’%)/(y) i +Epy++wiLW(y) )} ( z; > —0, (7.1)

donde v y 15 son de la forma ;(t,x,y) ~ e(=F¥+P2) 4, (4)). Entonces con la

usual substituciéon p, = —id, y p, = —i0,, la Ec. (7.1) se escribe como un par
de ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas,
P — i0ydo + iW (y) o = (E —m)gy, (7.2)
po1 +i0yd1 + iW (y) g1 = —(E + m)ps. (7.3)

Proponemos el cambio de variable W (y) = W (y) + p. Desacoplando las Ecs.
(7.2) y (7.3) obtenemos un par de ecuaciones diferenciales de segundo orden;

=001+ [W? (y) = W' (y)] ¢1 = (E? — m?*)éu, (7.4)

47
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=022+ (W2 (y) + W (y)] ¢2 = (B* — m*)¢a. (7.5)

Estas ultimas son precisamente las Ecs. de Schrodinger para los companeros
potenciales supersimétricos [10],

Vi(y) = W2 (y) =W (y),

donde W (y) se puede identificar con el superpotencial, por lo que el Hamilto-
niano SUSY queda como:

ma= (0 g, )= G - ),

Es facil verificar que los operadores de supercarga son:

=~ ( ] ). (7.

A=+ (g o). (7.7

que satifacen el algebra de las Ecs. (3.12) y (3.13). Para la segunda representa-
cion tenemos que

N —(E=m)  ip, —py +iW(y) d
. i =0. (7.8)
ipz +py +iW (y) E+m P2
De manera analoga que para la primera representacion la Ec. (7.8) se puede
escribir como un par de ecuaciones diferenciales de segundo orden;

—0yd1+ [W2 (y) + W' (y)] d1 = (B* —m?)¢n, (7.9)
—0yd2 + [W2 (y) = W' (y)] b2 = (E® — m*)¢hs. (7.10)
Por lo que el Hamiltoniano SUSY queda como:
o= (0 gy )= @) T ).

Los operadores de supercarga son:

Q=+ ({7 ). (.11)

. 0 1
A=t -ww) (g g ). (112)
por lo tanto, observamos que lo que distingue el hamiltoniano de una represen-

tacién con el de la otra es el signo que acompana a la matriz os.

HA HB

(6_Te+¢> - <6_¢6+T)

A continuacion utilizaremos este mapeo para resolver el problema del Cap. 5
para la representacion reducible.
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7.2. Representacion Reducible

En esta secciéon extenderemos las ideas de SUSY-QM al caso de la ED redu-
cible. Partimos de la Ec. de Dirac para la representacién de matrices v* dada
en (5.7). Utilizando nuevamente la sustitucion minima:

(Y, —me —moT) ) =0, (7.13)

descomponiendo el espinor de 4 componentes en biespinores, llegamos al siguien-
te sistema de ecuaciones:

(03F —i(o111, + 02ll,) —my )T =0, (7.14)

(—0’3E + i(alﬂw + UQHy) — m_) Y- =0. (715)

Resolvamos primero la Ec. (7.14) descompongamos el biespinor 1™ en dos de
modo que:

(i (pe + €By) +py) by = (B —my) vy,
(i (px + eBy) *py) P = — (E+m+)1/1;',

que tienen la forma de las Ecs. (6.2) y (6.3), realizando el mismo anélisis que
en la seccién 6.1 llegamos a:

(pg +ieBq) by = (E —my) 7,

(pg — ieBq) ¥ = (E +my) 1y

Identificando W (q) = 1/2(2eB) ¢ de las Ecs. (7.2) y (7.3), obtenemos el siguiente
sistema desacoplado;

—02¢f + (W2 (q) — W (@)] ¥f = (B> —m2 )Yy, (7.16)

~05¢5 + [W? (@) + W' ()] ¥5 = (B* —m3 vy (7.17)

Aqui, los potenciales compafieros supersimétricos son

1
Vi = 1 (QeB)2 ¢*> + eBgq,

los cuales concuerdan con los vistos en el Cap. 2 para el Oscilador Armonico
Cuantico SUSY, en donde los operadores de carga son:

%=, (] ¢ ), (7.18)

Qh = (p, +ieBq) < 8 (1) ) (7.19)

Estos nos permiten cambiar entre estados z/}fr ~ 1/);' como en la figura (7.1).
Ahora resolvamos la Ec. (7.10). Nuevamente descompongamos el biespinor )~
de modo que:

(i (pe +eBy) —py) Yy = (E—m_)¢y,
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(i (px +eBy) +py) b7 = —(E+m_)v,.

Analogamente a 1, obtenemos un sistema de ecuaciones de segundo orden que
podemos identificarlo con el Oscilador Arménico Cuantico SUSY,

—2py + W2 (@) + W' (@)] vy = (E* —m? )y, (7.20)

—02y + W2 (q) = W' (@)] ¥y = (B> —m? )y, (7.21)

nuevamente identificando W (q) = 1/2(2eB) ¢ de las Ecs. (7.2) y (7.3). Entonces
los operadores de supercarga son:

Q- = (pq +ieBq) ( (1) 8 ) : (7.22)

Q" = (p, —iqu)( 8 (1) ) (7.23)

Los cuales nos permiten cambiar entre estados 1, <> 15 como en la figura
(7.1). Por lo que las soluciones a la Ec. (7.13) son:

(1Bl +my) I'(n,p,y)

w+
01 _ N ol Eat—ipx) | —V2neBI'(n—1,p,y) (7.24)
n O K N
0 0
o V2neBT'(n,—p,y)
0 | = N elBalt—ipn) | (IEn|+mi) I'(n=1,-p,y) (7.25)
n O ) N
0 0
0 0
. 0
_ —(i|Eyp|t—ipx)
1/}07 Nn (& _MI(TL’Z), y) s (726)
! (|En‘+m—)1(n7]-apay)
0 0
, , 0
0 | = N, elilEnlt=ira) 7.27
e ‘ (1Eul+m_) I(n.~p.y) (720
2 V2neBI(n—1,—p,y)

Ahora que tenemos nuestras soluciones veamos que interpretacion fisica pode-
mos darles.

7.2.1. Niveles de Landau

Ya que tenemos nuestras soluciones, analicemos sus expresiones en los di-
ferentes niveles de Landau. Para n > 0, los niveles de energia son doblemente
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degenerados, mientras que para n = 0 los dos estados son no degenerados y son
de la forma

1

'l/)()l+ =N, ef(imtfipx),%(yfﬁ)z 8 ,
0 0
0 0
0 =N, e(imtfipx)+%(y+£)2 (1)
Yy !

Podemos ver entonces que en el nivel més bajo de Landau tenemos solucién de
fermién pesado y de anti-fermién liguero. Esto es lo que fisicamente esperdbamos
encontrar.

No existe razon alguna para suponer que los fermiones o anti-fermiones tie-
nen un papel predominante respecto a sus contrapartes al elegir una represen-
tacion irreducible u otra para describir su movimiento. Sin embargo, es mejor
trabajar siempre una representacion reducible, que contiene todo el espectro
de soluciones a la ecuaciéon de Dirac y no sélo un sector. Lo interesante ahora
seria encontrar dos operadores que nos permitan cambiar entre especies, es de-
cir 1/)1+7 9 <> 119, para esto utilizaremos el lagrangiano como herramienta para
facilitarnos esta tarea.

7.3. Los Operadores Z.

Esta seccién expone la contribuciéon original de este trabajo. La idea es usar
el Lagrangiano de Dirac “Reducible” para encontrar un operador invariante que
nos permita distinguir entre las distintas especies de fermiones presentes. El
operador que buscamos es el operador de proyeccién y+';

X+ = (1iT)a

N | =

que nos permite andlizar el Lagrangiano de modo que:
X (Lpirac) X+ =T (i H=m )t +97 (@ J—m_)y~,
donde Ty 1)~ vienen dados por
F = xxt.

De modo que los dos operadores que nos permiten cambiar entre especies seran
aquellos que cumplan las condiciones siguientes:

ZoptH(my) =0, Z_¢~(m_) =0, (7.28)

Ny +x- =1, x% =x=.
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Zip~(mo) =y (mo), 29T (my) =97 (my), (7.29)
(2., H] = 0. (7.30)

Podemos verificar que estos operadores son:

z_:(fs 8), Z+:(8 ”03). (7.31)

Verifiquemos:

" 2ot (my) =0

n 000 —1 —V2neBT'(n —1,p,)
2 =10 00 o0 0 =0
0 00 O 0
= 2yt (my) =¥ (my)
0 0 00 (IEn] + my) I'(n,p,y) 0
Z oyt — 0 0 0 O —V2neBI'(n—1,p,y) | _ 0 — ¥y
-1 1 0 0 0 0 - (|En|+m+)l(na_pay) BRES
0 -1 0 0 0 V2neBI(n—1,-p,y)
= [Z4,H]=0
0 0 1 O my 1Dy + Dy 0 0
1 0 0 0 -1 1Dy — Dy my 0 0
ZH=19 00 o0 0 0 m_ —iPz — Py
0 0 0 O 0 0 1Dz + Dy m_
my 1Dy + Dy 0 0 0 01 O
| ipe — Dy my 0 0 0 00 -1
HZ, = 0 0 m_ Pz — Py 0 0 0 O
0 0 —ipg + Py m_ 0 0 0 O
0 0 m_-—mg4 0
100 0 m_ —my
[Z+7H]_ 0 0 0 0
0 0 0 0

24, H =0 <= m_ =m4

Estos operadores nos proporcionan una buena matriz de cambio de especies para
el caso en el que el Lagrangiano no viola paridad, es decir cuando mg = 0.



7.3. LOS OPERADORES Z,

Figura 7.1: Diagrama de la accién de Z.
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Capitulo 8

Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado las diferencias que surgen al estudiar a la
Ecuaciéon de Dirac en el plano en comparacion con lo que ocurre en (3 + 1)
dimensiones. Las més importantes las enlistamos abajo:

= Existen dos representaciones irreducibles inequivalentes para las matrices
1
Y.

= En (3 + 1) dimensiones, existen 4 soluciones linealmente independientes.
Las cuales se pueden indentificar con; particula (1), particula (), anti-
particula (1) y anti-particula (]). Mientras que en el plano tnicamente
existen 2 soluciones linealmente independientes en la representacién irre-
ducible. Por lo que, el espectro de soluciones es incompleto hasta que se
incluyan las 2 representaciones irreducibles.

= En la representacion irreducible no se puede definir la simetria quiral por-
que no existe una matriz 2 X 2 que conmute con todas las matrices y*.

Estas diferencias son la principal motivaciéon para emplear una representacion
reducible que incluya las dos representaciones irreducibles. Usando esta repre-
sentacion reducible llegamos a las siguientes conclusiones:

= El espectro de soluciones se completa, existen 4 soluciones con la misma
interpretacion que se tiene en (3 + 1) dimensiones.

= Se pueden definir no una, sino dos transformaciones quirales porque exis-
ten 2 matrices (v*y 7°) que conmutan con todas las matrices 4#. Debido
a esto se pueden definir dos tipos de términos de masa distintos, por lo
que surgen dos especies de fermiones, una especie pesada y una ligera.

= Ademas cada especie tiene s6lo una orientacion de espin para fermiones y
una para anti-fermiones, i.e.:

e Fermion con espin 1 tendrd masa m..

e Fermioén con espin | tendrda masa m_.
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e Anti-fermion con espin 1 tendrda masa m_.

e Anti-fermién con espin | tendra masa m. .

La manera usual de resolver el problema de los fermiones en presencia de un cam-
po méagnetico uniforme es utilizar las soluciones del oscilador arménico cuantico.
Lo novedoso de este trabajo es que hemos introducido una teoria SUSY como
herramienta matemética para solucionar dicho problema con grandes beneficios.
A continuacién mencionaremos brevemente los mas importantes:

= Podemos realizar operaciones entre los fermiones de la misma especie,
gracias a los operadores de supercarga (Qi y QL) que surgen de esta
teoria.

= Esta teoria SUSY nos permite distinguir facilmente entre las soluciones
de una especie u otra. Lo cual permitié innovar en la introduccién de un
nuevo operador (Z£1) que permite realizar cambios entre especies. Esto es
la contribucién original de este trabajo.

= En el caso del Grafeno, este operador nos permite cambiar entre las su-
bredes de las redes cristalinas con forma de panal de abeja.

El proximo paso serd introducir esta herramienta para otros potenciales y ana-
lizar los nuevos operadores que puedan surgir, ademés de estudiar la accion del
operador Z4 en sus soluciones. Esto para un futuro.
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