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P 2
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[
Â, Ĥ

]
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Ĥ |ψ〉 = E |ψ〉 . %&�&(

/�� ������� ������� ��� ���
������ � ���� ��
����� ��� �� ��������� V (x) =
1/2kx2, ����� k �� �� ��������� ��������� �� �����

Ĥ =
P̂ 2

2m
+

1

2
kX̂2. %&�0(
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/m� ��� �� ��	 	� ������������ �����
�	 �		�����	 ����

Ĥ = P̂ 2 +
1

4
ω2X̂2, �����

����	 ω 	� ��  �	��	���� �	� ���������� !���  ����������� �� �	��������� �	� ���"
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H = Hω, P = ω
1
2 p, X = ω− 1

2x.
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H = p2 +
x2
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a =
x

2
+ ip, a† =

x

2
− ip,

����	 a � a† �����	� ��	)*����� ��	
N = a†a
+�	����� �	 ,-�	��

[
a, a†

]
= 1, [N , a] = −a,

[
N , a†

]
= a†.

.�����	��� H 	� �(������ �	 ��� ��	�����	� aB , a
†
B ��$�	$���� 	� ��������	 /

���� �	 	������ � ��	�����	� /���������)

a†BaB =
(x
2
− ip

)(x
2
+ ip

)
=

x2

4
+ p2 − 1

2
,

aBa
†
B =

(x
2
+ ip

)(x
2
− ip

)
=

x2

4
+ p2 +

1

2
,

=⇒ H = a†BaB +
1

2
� H = aBa

†
B − 1

2
, ���0�

��� �� ��	 �� 	������� ���&� �	 �		�����	 ����(
a†BaB +

1

2

)
ψ = Eψ, ���1�

� (
aBa

†
B − 1

2

)
ψ = Eψ. �����

*����2���� �� �	#������ �	� ��	����� �	 �-�	�� NB

(
NB ≡ a†BaB

)
� ���	�	���(

NB +
1

2

)
ψ = Eψ, ���3�

��	 	� �� �������� %������� �	 4�
�5���$	� ���� 	� +�������� �������� /�������
�%4+�/� ��� 	�$	������

En = n+
1

2
, ���67�

����	 n ����	�����	 �� 	�$	������ �	� ��	����� NB (NB |ψn〉 = n |ψn〉)� ��	
��	�	 ����� �����	� n = 0, 1, 2, . . .

%� �� �	��8� �	 ���
�� ��	���� �	9	� 	� 
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� �	 ��	 	� ���� ���	� �	
	�	�$8� �	 ��	�	� �������� �� n �-�	�� ���������� �	 �����	��
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〈x|
(x
2
+ ip

)
|ψ0〉 ⇒

x

2
ψ0(x) + i

(
−i

∂

∂x

)
ψ0(x) = 0 ⇒ −x

2
ψ0(x) =

dψ0(x)

d x
.
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ln (ψ0) = −x2

4
+A′ ⇒ ψ0 = e−

x2

4 eA
′
,

∴ ψ0 = A0 exp

(
−x2
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〈x |ψ1〉 = 〈x| a†B |ψ0〉 ⇒ ψ1 = A′

1

(
x
2ψ0 − i

(
−i ∂

∂x

)
ψ0

)
,

= A′
1A0

(
x
2 e

− x2

4 − d
dxe

− x2

4

)
,

= A1

([
x
2 −

(
− 2x

4

)]
e−

x2

4

)
,

∴ ψ1 = A1 (x) e
− x2

4 . �%�&% 

〈x |ψ2〉 = 〈x| a†B |ψ1〉 ⇒ ψ2 = A′
2

(
x
2ψ1 − i

(
−i ∂

∂x

)
ψ1

)
,

= A′
2A1

(
x
2xe

− x2

4 − d
dx

(
xe−

x2

4

))
,

= A2

(
x2

2 − x
(
−x

2

)
− 1

)
e−

x2

4 ,

∴ ψ2 = A2

(
x2 − 1

)
e−

x2

4 . �%�&' 

〈x |ψ3〉 = 〈x| a†B |ψ2〉 ⇒ ψ3 = A′
3

(
x
2ψ2 − i

(
−i ∂

∂x

)
ψ2

)
!

= A′
3A2

(
x
2

(
x2 − 1

)
e−

x2

4 − d
dx

[(
x2 − 1

)
e−

x2

4

])
,

= A3

(
x3

2 − x
2 − 2x−

(
x2 − 1

) (
−x

2

))
e−

x2

4 ,

∴ ψ3 = A3

(
x3 − 3x

)
e−

x2

4 . �%�&( 

)	���	
 ��� �� ��
 ������	��
 �%�&% ! �%�&' * �%�&( �	
 �	���	��	
 ��� 
�
���������� ����� ���+���
�
 �	
��� ��� �
������� 
������ � �	
 �	���	��	
 ��
,�������� �
�	 �
! ���� n > 2! �	���	
 �-���
�� �����
�$������ �
�	
 �	���	.
��	
 ���	���	
 �	� In (x) �	�	!

In (x) = x In−1 (x)− (n− 1) In−2 (x) , �%�&/ 

��������� 	� 
���

����� 	� �� ��������� 	� ��
����� Hn (x) = 2xHn−1 (x) −
2 (n− 1)Hn−2 (x) .



�� �������� 	
 �������� �������� ��������

��� �� ��	 �
� �����	� �	 ��
 �	� �����
��� 
������ �� �	 �
 ����
�

ψn = AnIn exp

(
−x2

4

)
. ������

����	�
��� 
 �	����
� ��	 ��� ��	�
���	� aB � a†B 	��� �	���
�	�	 �� 
�
��!
���� "
�	��� ��	

aB |ψn〉 = Cn |ψn−1〉 ⇒ |ψn−1〉 =
1

Cn
aB |ψn〉 ,

a†B |ψn〉 = Dn |ψn+1〉 ⇒ |ψn+1〉 =
1

Dn
a†B |ψn〉 .

#�	���� �
 ����� �	 ��
 	��� �	���
�	�	 ���
��!
�
� 	��� 	�� 〈ψn−1 |ψn−1〉 =
1� 	���	�

1 =
1

C2
n

〈ψn| a†BaB |ψn〉 =
1

C2
n

〈ψn|N |ψn〉 =
n

C2
n

〈ψn |ψn〉 =
n

C2
n

∴ aB |ψn〉 =
√
n |ψn−1〉 . ����$�

#���%
�	�	� �
�
 a†B :

a†B |ψn〉 =
√
n+ 1 |ψn+1〉 . ����&�

#'��
 �		��� ��� 	�	�	��� �
�
 �
����
� �
 ����
�	 �	 ���
��!
��� An�
(��	�	��� �
����
�� A0

1 = 〈ψ0 |ψ0〉 =

∫ ∞

−∞
A2

0

(
e−

x2

4

)2

dx =

∫ ∞

−∞
A2

0

1√
2u

e−u du,

=⇒u = x2

2

1 =
(
A2

0

)
2

∫ ∞

0

1√
2
u− 1

2 e−u du = A2
0

√
2Γ

(
1

2

)
= A2

0

√
2π,

∴ A0 = (2π)
− 1

4 .

�
�
 �
����
� An� �	����	��� ��	

ψn = An

(
a†B

)n

e−
x2

4 .

)�
�� ��	
a†Bψn−1 =

√
nψn,

	� ����� �	����
� ��	�

ψn = An

√
n!e−

x2

4 =⇒ 〈ψn |ψn〉 =

∫ ∞

−∞

(
An

√
n!
)2 (

e−
x2

4

)2

dx



���� ������	�
 ��
������ ��

= n!A2
n

(√
2π

)

=⇒ 1 = n!A2
n

(√
2π

)
,

∴ An =
1√

n!
√
2π

,

��� �� ��� 	� �
 ���
��� ������ ��
������ ��������� ��� �
� ��������� 	� ��	

	�� �����
	�� ������� ������� �����
����� ����
���
	
� ����

ψn =
1√

n!
√
2π

In exp

(
−x2

4

)
. ������

 
����� ��� ��� ������� ������ �����
� ������	
	�� ��� ��� �
�
������
�
���� ��� ������ ����� ������! ��� ������
 ��� �� ������� ��� �� "�������� 	�
#$������ 	� "
���� #� �
 ��%������ ������! 
�
���
����� ���� �� ��� �� ���
�
������	
	�� ���
� �
 ������
���
 	� 	�����%��� ����� ������� & ����������

���� ������	
� ��������


"
�
 ���
 	������� ��%������� 	� ����
 �� �
���
������ �� '�()� *� �
 ���
+

��� 	� ������
��� ��� ������� ��� ����
	���� 	� ���
���
 aB ! a
†
B ���������

��� [
aB , a

†
B

]
= 1 =⇒ a†BaB = aBa

†
B − 1.

#�������! H �� ��	���� �$����
� �����

H =
1

2

(
2a†BaB + 1

)
=

1

2

(
a†BaB + aBa

†
B

)
.

#��
 ���������
 ���,����
! �� ��-�.� 	�� /��/� 	� ��	�
� ��� �
��0���
� �����+
�
�! ��� �� ��� �� �����������
 ��� ���
	�� 	���� ����� ��
 ���������
 ���,����
�

1�� ���
	�� ���������� ��� ���� �
	� ��� 
������,������! ��� �� ���! �����+
����� HF �
�
 �� �����
	�� ����������

HF =
1

2

(
a†FaF − aFa

†
F

)
. ����(�

 � aF & a†F ����
� ���,������!
([

aF , a
†
F

]
= 1

)
! �
 #�� ����(� ���	
�0


HF =
1

2

(
a†FaF −

(
a†FaF + 1

))
= −1

2

�� ��� ������
�0
 ��� HF ���0
 ��
 �����
��� ��� �� ��� �� /
��0
 	��2���
 
��+
��
	
 
 ���� 3
�������
��� ����
��� �������� ��� aF ! a

†
F �
����
��� ���
������

	� 
���������
����

{aF , aF } = 0,
{
a†F , a

†
F

}
= 0,

{
aF , a

†
F

}
=

{
a†F , aF

}
= 1. ������



�� �������� 	
 �������� �������� ��������

������	
 �� 	����	 �� ����	 ��������	 (NF ) �	�	 NF = a†FaF � �� �� ���
������ �	���	


N 2
F = a†FaFa

†
FaF = a†F

(
1− a†FaF

)
aF ,

= a†FaF − a†Fa
†
FaFaF ,

⇒ N 2
F = NF =⇒ NF (NF − 1) = 0,

�	 �	 ��� �	
 ����	
 ��������	�
 �	
����
 ��� �� 	����	 �� NF 
	� � �  
�	 ��� �
 �	�
�
����� �	� �� �������	 �� �!���
��� �� "������ �� �� ��	#� ��
���$	
 ����	
� �
�	 ������� ��� �	
 �
���	
 ����	���	
 ������ �
�� ��
	��%
���	
 (NF = 0) � 	�����	
 �	 �� 
��	 ������ (NF = 1) . &
# �� �������� ��
'�$(����� ��� �� )
�����	 &�����	 *�������	 ��')&*� �
� +� ,

HFψ =

(
NF − 1

2

)
ψ = Eψ, ������

���	 �
���	 ��
� ��� �� ����#� �
-

NF |ψ0〉 = a†FaF |ψ0〉 ,

=⇒ HF |ψ0〉 =
(
NF − 1

2

)
|ψ0〉 = −1

2
|ψ0〉 ,

∴ E0 = −1

2
.

�
 ���	����� �	�� ��� �� �
���	 ��
� ��� 	
�����	 ��������	 �
 �� 
���	
�	����	 �� ��� �	
����	�

������ �����	�
� �
 ���

)�
����	
 ��� 
��	 �	������	
 �� .����� �� �	
 	����	�
 � �	 �	
 	��%
��	�
 �	�	 ����
� �	 �	 ��� ψ0 � ψ1 
� �������� �� ����� �	�� ��� �� ��
	
�����	 �	
����	�

〈x|
(x
2
+ ip

)
|ψ0〉 ⇒

x

2
ψ0(x) + i

(
−i

∂

∂x

)
ψ0(x) = 0 ⇒ −x

2
ψ0(x) =

dψ0(x)

d x
.

/�
	������	 �� �������� ����������

ln (ψ0) = −x2

4
+A′ ⇒ ψ0 = e−

x2

4 eA
′
,

∴ ψ0 = A0 exp

(
−x2

4

)
. ����0�

��������	
 �� �
�	 �� �	
 �
���	
 �	�
���1��	�	
 �	� �� 	����	 �� �
���
	
|〈x|ψ1〉 = 〈x| a†B |ψ0〉 ⇒ ψ1 = A′

1

(
x
2ψ0 − i

(
−i ∂

∂x

)
ψ0

)
,



���� ������	�
 ��
������ ��

= A′
1A0

(
x
2 e

− x2

4 − d
dxe

− x2

4

)
,

= A1

([
x
2 −

(
− 2x

4

)]
e−

x2

4

)
�

∴ ψ1 = A1xe
− x2

4 . ������

	
� �
 ��

HF |ψ1〉 =
(
NF − 1

2

)
|ψ1〉 .

= NF |ψ1〉 −
1

2
|ψ1〉 ,

∴ HF |ψ1〉 =
1

2
|ψ1〉 .

��� ��� ���������� ��� ����� 	��� �� ������	���� ��� �������
� �������

���� ��
 ! �
� ���
 �� ��	
� ����� �� ��� ��"��� �� �� �
�
��� ! #����
����
�� �� ��"���� � ��	$ ��
 �
� ��#
�����
� �� ������ ��� #
��� �� ��
	��� �� 
�

������
��� �� �
�
 �� ���
� ���
� ��� �
������ �
�%�� � 	��� �
� ����
��



�� �������� 	
 �������� �������� ��������



�������� 	

�������� 	�
���� �������

����

�� ���� ���	�
�� 
�������� ����	��� 
� �	���� ����� � 
�� ���� ��
�
����	������� ��������� ��� �����	���� �� ����
���	�� � ���	����
���	�� �
�
��� ���������� ����	��� � ����	��	��� �
������ �� 
	����� �
� �� ����� ��
����!� ������������ �� �� "�������	� #$%& $$'�

���� �����	�
 ����	�
 ������	���	�
 ������
���

���������	�
� ����� ������ ���� ��� ���������	� ����� ��� ��� �
�����
���� ��	���� ��� ����������� �������� �� 	���� ��� ��	���������� ��������	��
��� �� �� ��	�������� ��� ��������� ������ �� �����	�� ��������� � �����������
������������ �� �����������  �� ���!��� ��� ����������� ��� ������	� �� ��
��	������� "##$ #%$ #&'� (� ������� �������� � ��� �� ������� ����� ������� ��
)��  �� �� ������ ��*� ���������� �� �����	����� � ��	������	����� "#&'� +���
 �� ���	� �� ����� �� �� �� �����	���� �!������� �,�������	�� �� �� �,��	�����
�� ���$ �� ��� -�	���� �������	� �.��$ ��� ����� �� ��� ��� �������� ���!��
���� ��� � ���	��	�� ����� �� �� �
����� /��� ������ ��	����	��$ ��� ���	� ������
 �� �� ��	�� ��� �����	�� ��� �� �� ���� ���������	��

(� ���	������$ ����01 �� ���������� ���� �� ������ �� *����	� ���� ����
��� �� ���	��� �� �� ���������	�
�$ ��  �� �� ���
��� �� ������ �� ��� 	���
�� ��
����� ��� �� �� ���������	�
� ��	� ��	� � �� "##'� 2� ����  �� ��	� ���!�
���� �� �� 1������� 3���	��� �� ��	����� ����	� ���� �� 	��� ��	������	��
+����� �� � ��� ����01 �� �� ���� �� ������� ����	������� $ �� ��	���� ���
	����� �� ����� ������
��	�����

+���� ��	�������� �� ���!� 4����	������$  �� ��!������ ���������� �����

#5



�� �������� 	
 ������� �������� �������� ����

����� � 	
�������� ��
 ��
�
���� �
������
� �
 ���������� � ��������������
�
��
������
��
� �����
��� �
� ������������

H1 = p2 + V1 (x) ,

� 
� �
� �
 
��
��� ��� �� ���
����� ���� V1 (x) � 
�������� �� 	����� �

����� ���� �� ���
��� �������
��
� ���
��� 
��
��� ��� ��� 	����� �
 ����

��
������ ��� �
� �������� ����� 	������ ���
��� �����
� 
� ���
����� V1 (x)�

��� � ����� �
 !
�
�������� ���
��� 
���!
� 
� 
����� ���
 �
 
�
�!�� E
(1)
0 �


���� ��


〈x|H1 |ψ0〉 = 0 |ψ0〉 ⇒ −d2ψ0(x)

dx2
+ V1 (x)ψ0ψ0(x) = 0. "#��$

%��� ������� ��


V1 (x) =
ψ′′
0

ψ0
,

�� ��
 ��� �
����
 �
�
������ 
� ���
����� � ������ �
 �� 	����� �
 ����� &�
�
���'� �
 
�
!�� �� 	����� �
 ���� �
� 
����� ���
 
� ��
 �� ��
�
 ������ (����
	�������
��� 
� ������������ ���� ��!�


H1 |ψ0〉 = A†A |ψ0〉 ,

����


A =
d

dx
+W (x) , A† = − d

dx
+W (x) ,

%��� ��� �
����
 ��
�������

V1 (x) = W 2 (x)−W ′ (x) , "#�)$

��
 
� �������� ���� �� 
������ �
 *�������� &� �������� W (x) 
� �
	
����
���� 
� ���
����
����� 
� ���+,-. /��0� &� ������� �
 W (x) 
� � ������ �

ψ0 �
 ��
�
 
������� ����

W (x) = −ψ′
0

ψ0
.

%��� ������� �
 ����
�
 �
�����
 
� �
��� �
 ��
 ��� �
� ��
 �
 ������
Aψ0 = 0� �����1�����
��
 �
 ��
�
 ��
 H1ψ0 = A†Aψ0 = 0�

&� ��!��
��
 
� �� ����������� �
 ��� �
���� ���
���� ����� 
� �
���� 
�
��
����� H2 = AA†� %� 	1��� ����� ��
 
��
 H2 
� �� ������������ �
�� ��,
��
�����
 � ���� ���
�����

H2 = AA† = − d2

dx2
+W 2 (x) +W ′ (x) .

�������� �	� 	
� �� �� �� ������� �� ���
� �� �����

y′ (x) + P (x) y2 +Q (x) y +R(x) = 0

���� ����������� �� ���� ����� �� �	����	���
 y = yp + 1
z
� ��
�� yp �� 	
� ���	���
 ������	���



���� �����	�
 �����	�
 ����	����	�
 ������� ��

�������	

V2 (x) = W 2 (x) +
�√
2m

W ′ (x) . 
���

��	 ����������	 V1 (x) � V2 (x) 	�� ��������	 ���� ���������	 	����	����
�����	� ����� ������	 ��� ��	 �����������	 �� H1 � H2 	�� ��	�����	 � ����� �
��� ���� n > 0 	� ����� ���

H1ψ
(1)
n = A†Aψ(1)

n = E(1)
n ψ(1)

n ⇒ H2

(
Aψ(1)

n

)
= E(1)

n

(
Aψ(1)

n

)
. 
�� 

��!��������� ���� H2

H2ψ
(2)
n = AA†ψ(2)

n = E(2)
n ψ(2)

n ⇒ H1

(
A†ψ(2)

n

)
= E(2)

n

(
A†ψ(2)

n

)
. 
��"

#� ��	 $�	� 
��  � 
��" � ��� ����� �� ��� E
(1)
0 = 0� �	 ����� ��� ��	 �����%���

�����	 � ��	 �����������	 �� H1� H2 �	�!� �����������	 ���

E
(1)
0 = 0, E(2)

n = E
(1)
n+1, 
��&

ψ(2)
n =

(
E

(1)
n+1

)− 1
2

Aψ
(1)
n+1, 
���

ψ
(1)
n+1 =

(
E(2)

n

)− 1
2

A†ψ(2)
n . 
��'

(�����	 ��� �� �������� A
(
) A†) �� 	)�� ��������� ��� �����%����)� �� H1

() H2) �� ��� �����%����)� �� H2 () H1) ��� �� ��	�� �����*�� 	��� ��� ���+���
��	����� 
) ���� �� ���� �� �� %����)� �� ����� ����!	� �� �	���� +�	� �� ��
%����)� �� ���� �� H1 �	 ���������� ��� �� �������� �� �	�� �	���� �� �����

��������� ,-,. /�01� 2�� ���� �	�� ������	 ����� ��� 	���� ��� ψ
(1)
0 �� ��	��

�� ��	 �	����	 	�� ��+������� ����������	� ���� 	� ���	��� �� �� 3����� ����

�� ��������� ��4)� �� �� ����������)� �� ��	 �	������	 �� H1 � H2 	� �����
�������� �!	 %!�������� �� ��	 ����������	 �� �� !���+�� ,-,.� $	 ��� �	� ���
������	 ���	������ ��� �����4 ,-,. 5����������� �� �� %����

H =

(
H1 0
0 H2

)
. 
��6

$	�� �����4 �	 ����� �� �� !���+�� ��� �������� ���������	 +�	)����	 �
%����)����	 ��� ���������	 �� ���������)� � �������������)�� 7��	�������	
��	 ���������	

Q =

(
0 0
A 0

)
, 
���8

Q† =
(

0 A†

0 0

)
, 
����

�� ���9���� ��� H ������� �� 	�������� 	����!���+��

[H, Q] =
[
H, Q†] = 0, 
���0



A A†

{
Q,Q†} = H, {Q,Q} =

{
Q†, Q†} = 0.

Q Q† H
H1 H2 Q Q†

HB = NB +
1

2
,

HF = NF − 1

2
,

[
aB , a

†
B

]
= 1,

{
aF , a

†
F

}
= 1,[

a†B , a
†
B

]
= [aB , aB ] = {aF , aF } =

{
a†F , a

†
F

}
= 0,

HBψ0 =
1

2
ψ0, HFψ0 = −1

2
ψ0.

ω

H = ωH = ω (HB +HF ) = ω

(
NB +

1

2
+NF − 1

2

)
,

∴ H = NB +NF .



���� �����	
�� 	������ ���� ��

����� �	
���� �� 	���� ���� 	�	 ��	�� ������������

|nB , nF 〉 = |nB〉 ⊗ |nF 〉 ,

��� �� ��	 ���	�� �	��
��� ��	 �� 	��	������	 ��

H |nB , nF 〉 = (NB +NF ) |nB , nF 〉 = (nB + nF ) |nB , nF 〉 , ������

����	 nB = 0, 1, 2 . . . � nF = 0, 1� ��	��	�� ��	 ���� 	� 	���� ψ0 = |0, 0〉 	
��	�	 ��	

H |0, 0〉 =
(
1

2
− 1

2

)
|0, 0〉 = 0 |0, 0〉 ,

��� �� ����� E0,0 = 0� ��	 �����	��� ��� �� �	����� ���� H1 	� ��  �� ������
!����"� ��	��	�� �	 ��  �� ������ ��	 ���� 	���� ��#	�	��	 �	� ��	� ��
	�	��$� �	� ��	�� �� ����	�	��	 �	�	�	����

H |nB , 1〉 = ((nB) + (1)) |nB , 1〉 � ((nB + 1) + 0) = H |nB + 1, 0〉 .

%	
���� �� ��	�����	 �	 ����� Q � Q†

Q = a†BaF , Q† = aBa
†
F . ����&�

'��	�� �	��
��� ��	

[Q,H] =
[
a†BaF ,

(
a†BaB + a†FaF

)]
,

= a†BaF
(
a†BaB + a†FaF

)
−

(
a†BaB + a†FaF

)
a†BaF , (	����	��

[N, a] = −a[
N, a†

]
= a†=

[
a†B ,NB

]
aF + a†B [aF ,NF ] ,

= −a†BaF + a†BaF ,

∴ [Q,H] = 0. ����)�

��*�����	��	 ���� Q†

∴
[
Q†,H

]
= 0, ����+�

��� �� ��	 	�� ��	�����	 �	
�	� ��������	 ���	����� �	� ��	�� � ����	,
����	� � �� �	�	�����	 �	 ��	��$� 	� 	�� �	��$�� '��	�� �	��
��� ��	

{
Q,Q†} =

{
a†BaF , a

†
FaB

}
,

= a†B
{
aF , a

†
F

}
aB − a†F

[
a†B , aB

]
aF ,

= a†BaB + a†FaF , {
Q,Q†} = H. ������

%	 ��  �� ����)�� ����+� � ������ 	 ��	��� ��	 	�� ��	�����	 �	
�	� ���
*��	��� ��	 �����	�� ����� ����������	 ���� ��������������	� %���� *��	,
��� 	 �����	 ���� ��	� *��	��� �	 -�	�  �� �	
�	 �� #���� ��
���	���� �	



�� �������� 	
 ������� �������� �������� ����

��� ������	�
���	�� ������
��������

��	�� ������
	� �	
	 ������ �	� 	����	�� � ����� � �	� �������	�
� ����� �� ����
��

[Q,NB] =
[
a†BaF , a

†
BaB

]
=

[
a†B ,NB

]
aF �

= −a†BaF ,
∴ [Q,NB ] = −Q, ������

[Q,NB] =
[
a†BaF , a

†
FaF

]
= a†B [aF ,NF ] ,

= a†BaF ,
∴ [Q,NF ] = −Q. ������

����	��
�� ���� Q†[
Q†,NB

]
= Q†,

[
Q†,NF

]
= −Q†, ������

 � ���� !� Q ��
��� � ��
�	 "	�#���	 $ ���
��$ � ��
�#���	 $ Q† ���
�	 	����	� %	�����
	� !�

|nB , nF 〉 =

(
a†B

)nB

√
nB !

(
a†F

)nF

|0, 0〉 .

& ��� !�

Q |nB , nF 〉 =
{ √

nB + 1 |nB+1, nF−1〉 | nF 	= 0,
|0, 0〉 | nF = 0.

������

Q† |nB , nF 〉 =
{ √

nB |nB−1, nF+1〉 | nF 	= 0,
|0, 0〉 | nF = 0.

����'�

(�	
���	 �	 )���	 �� ��������	 � �� �������	� � ���"�� ���� �	� 	���*
�	�� Q $ Q† �	���� �	� �� $� �������� � 
	�	 !� �� ��	�	�
	� !� �	�
	����	�� aF $ a†F ����� �� ���������

aF =

(
0 1
0 0

)
, a†F =

(
0 0
1 0

)
,

[
aF , a

†
F

]
= σ3.

$ ��
�� �	������
	� ��  �� ����+� ��
	� !�

H =

(
p2 +

x

4

2
)
I − 1

2
σ3, ����,�

	 �	��������	 aB = ip + W (x) �	�� W (x) = x/2 � � �����	������ � ��
�	��� &-&.*/0 �	� �	 !� � 1�
���	����	 !��� �	
	

H =
(
p2 +W 2

)
I −W ′σ3. ����2�

 ��� � �� )���3� � &-&.*/0� � ��� ��������#� ���4���� � ���� ��*
���"�� ����
�� "	�#���	� $ ��
�#���	�� 1�"���	 �	����	 �� "�� ��	���
���	
� �	� 5������	�� 6�
�#���	� $ 7	�#���	� 
����� &-&.� �	� ��	���
	�
� � ������� �������	 � ��	�)� �� �����#� � 	��� �����)����� �� ���
���
 �����#� � 8����� !� �����" ���������� ��
�#����� �	� ���� 1/2�



�������� 	

�������� �	 
���� 	� ����
���	�����	�

�� �������� 	
������ ����������� �� ������
�� ����� �� ����� 1/2 ����������
� ��
����� �� ������ �� ���� �����
�� ����������� 
� ������� ������� ��
���� ��
����� � �
� ��
������ �� ��� ! ������������ ��� � ��"����� �� ����#��
������������� ��� �� ���
����� $
� �� �����%�� �� � �����
� &� ����
����
������ �� ���� ���� �� �
��� ��������� �� ' (�  &�  )*�

���� ������	
 �� ���
������


+� ����%�� �� 
�� ������
� �� ���� m �� �
������ �� ���������� ��

E =
p2

2m
, �(� !

����� p �� � ������� ���� �� � ������
�� �� �������� 	
������� �� �����,
����� ������� �� ����
���� � ���������� ������������� ���� �� -������� ������
�
������� ���
���� � = c = 1!.

E → i
∂

∂t
, −→p = −i∇.

�������� � ��� �(� ! �� 
%�� � � ��
����� �� /�-�0���%��.

i
∂ψ(�r, t)

∂t
+ �

∇2ψ(�r, t)

2m
= 0. �(�1!

/� ������������ � �2������� ���������� ���� � ����%�� E2 = p2+m2� � ������3,
����� ��� �� ���������� ���������������� � �
��� ��
����� �� ���� ����������
��

−∂2ψ(�r, t)

∂t2
+∇2ψ(�r, t) = m2ψ(�r, t). �(��!

1 



�� �������� 	
 ������� �� ����� �� ����� �����������

���� �� �� �����	
� �� ��	��������� ������� ����	�	� ���� �����	
� �� �� �����
�����	���� ������ ��� �	��	����� ����	�	����

∂μ = (∂t,−∇) , ∂μ = (∂t,∇) ,

� 	�������	���� �� �������� ����������	���

� = ∂μ∂
μ =

∂2

∂2t
−∇2,

�� ���� ��� ������� ������	�	� �� �����	
� �� ��	�������� ���� (
�+m2

)
ψ = 0. !"�"#

$� �����	
� �����	�	��� E2 = p2 +m2 ���	��� ���

E = ±
√

p2 +m2,

��� �� ��� ����%� �� �� �����	
� �� �����&� ���	�	��' ������� ��� �� �����&�
�����	��� ���� �������� ��� �	��� �� ��� �� ��	�������� �� ��� �	��� ����	���
��� �� ������	�	��� ���	�	��� ( �����	���' ���� ���	�� � ��� �� �����	������ ��
����	��� �� ������	�	��� ��

jμ = (ψ�∂μψ − ∂μψ�ψ) ,

��� �� ��� ρ = j0 ��

ρ =

(
ψ� ∂ψ

∂t
− ψ

∂ψ�

∂t

)
,

��� ����� ��� �����	��' ��� �� ��� �� ���	�� ��� 	�����������	
� �� �)��	���
�� ������	�	����� ���	�	���� �� �� �	��	���� ����	
� �����	������ ��� �� ���
�����	���� �� �������� �� ����	����� �� ������	�	��� �����	����

���� ������	
 �� ����

�� *+,-' �� �&�	�� .�	�%�	�� ���� �	��� ������� ��� �����	
� ���� �� ��������
�� ����	����� �� ������	�	��� �����	���� /� ������� ��� �����	
� �	���� �� ��
�����&� 0*"1 

(�α · �p+ βm) (�α · �p+ βm) = E2,

����� β ( �α ��� ��2���� ����	�	����� ������������� �� �3����	
�

E2 = (αipi + βm) (αjpj + βm) ,

⇒ E2 = α2
i p

2
i + (αiαj + αjαi) pipj + (αiβ + αjβ) pim+ β2m2,

��� �� ���' ���� ��� ���� �3����	
� ��������� ��� E2 = p2+m2 �� ����	��� ��� 

{αi, αj} = 2δij , {αi, β} = 0 , β2 = 1. !"�4#



���� ������	
 �� ����� ��

��� �����	
� �
 ��� ��� ���
����� ��
 �������	
� ����� ��� ��� �����	
� 4× 4�
�������� ����
��� �� �
��
�
���	��� �
 ����	������ ��
 
� �� ����� 	�� ���
��
	�
�	��

�α =

(
0 �σ
�σ 0

)
, β =

(
I 0
0 −I

)
,

����
 �σ ��� ��� �����	
� �
 �����!

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

"����	
� 
� #����������� �
 ����	 ��
�� 	���

Hψ = (�α · �p+ βm)ψ. ���$�

"��� 
	��	��� �
 ��
�
 
�	���� �
 ����� 	�%������
 	��� %
�
��� 
��
&�����

������ ��� ��	
��� ����� (γμ)

'�� 
� ��
��%� �
 ��
�
� �� "	� �
 ����	 
� ����� 	�%������
 ����������
�
��� �� "	� ���$� ��� �� �(���
��� ��� β 
����	
� ��
�
��� ��


iβ
∂ψ

∂t
= −iβα · ∇ψ +mψ.

���
��� �
�	���� 
��� )����� 
� �� ����� 	�%������


(iγμ∂μ −m)ψ = 0, ���*�

����
 +
��� �������	�� ��� �����	
� �
 ����	 (γμ)

γμ = (β, βα) . ���,�

"����	
� �� "	� �
 ����	 �"�� 
� �� ����� 	�%������
 
�

(i 	 ∂ −m)ψ = 0, ���-�

�
( 	 p−m)ψ = 0, ���./�

����
 
������ �����(���� �� ����	��� ����+ �
 0
1����� ( 	 p = γμpμ) .

������ ����
������ � ��

��	

"� 	����
�� 	����&��� �
 �� "� 
�!

−i

(
γ0 ∂ψ

∂t

)†
− i

(
γk ∂ψ

∂xk

)†
−mψ† = 0.

2�������	���� �� 
	��	��� ���
���� ��� �� �
�
	+� ��� γ0 �
 ��
�
 ��
!

−i
∂ψ

∂t

†
γ0γ0 − i

∂ψ†

∂xk

(
−γk

)
γ0 −mψ† = 0, ���..�



�� �������� 	
 ������� �� ����� �� ����� �����������

������ ��	 γ0γk = −γkγ0 	 
������
	��� 	� ��	����� ������� ψ = ψ†γ0�
�	�	��� ��	 �� �� ������ ��	�� ���

i∂μψγ
μ +mψ = 0. ������

����� �	�	��� ��� �	����
	���� �		���
�� ���� �	�
��� �� 	��
�� �	 ���
�
��
���

∂μj
μ = 0 ������

����
��
���� �� �� ����� ��� �� 
 ��
	��� ��� ψ ! �� �� ������ ��� �� �	�	��
��� ψ ! ���"������

ψγμ∂μψ + ∂μψγ
μψ = 0,

∂μ
(
ψγμψ

)
= 0, =⇒ jμ = ψγμψ, ������

��	 ���	��� ���
�	��� ��� �� �	��
��� �	 ���
	��	 	�#��
� �
 
��	������ ��
��$�� �	 ��	��� � �� ��	��
�
�� �	 %	!������&�'(	�)	�$ *�+,

jμ = −eψγμψ. ����+�

��� �� ��	 �� �	��
��� �	 ���)�)
�
��� ρ 	�-

ρ = ψ†ψ,

��	 	� �	.�
�� ���
�
��� ��� �� ��	 !� �� ��! ��/
��� �	 
��	���	��
��� �0�
����	��� ����� 	� ���	�
�� 12�
� �	 �� �3�

���� �����	
�� � ������

����
 ��	��� ��
�	�� �� �3 ���� 	� ��� �	 ��� ����2��� ��	 	��" 	� �	�����
�� 	��	 ��� �	 ��	�	 	��
)
� �� 	��
�� ���(

iγ0∂0 −m
)
ψ = 0. ����4�

5�����	��� ��� ����
�� �	 �� 1����-

ψ (t) =

(
ψa (t)
ψb (t)

)
,

����
��!	��� 	� �� 	0��	�
�� ���	�
�� �)�	�	���-[
i

(
I 0
0 −I

)
∂0 −m

(
I 0
0 I

)](
ψa (t)
ψb (t)

)
= 0.

6��������� 	�	�	���� ����

��	�� �)�	�	��� ��� �
$�
	��	� 	��
��	� �
1	�
�	�
��	�-

i
∂

∂t
ψa = mψa, ������

−i
∂

∂t
ψb = mψb, ����7�



���� �����	
�� � ������ ��

����� �����	�
�� ��
�

ψa (t) = ψa (0) e
−imt, ψb (t) = ψb (0) e

imt,

�� �� ��� �� �����	�
 �
 �� ����� ������� ���

ψ (t) =

(
ψa (0) e

−imt

ψb (0) e
imt

)
.

���� ��� ��
���� ���

ψ (0) =

(
ψa (0)
ψb (0)

)
.

�������� ������� � �����	�
�� �� ���� ��� ���
 �	
�����
�� 	
���
�	�
����

����(1)

ψa (0) =

(
1
0

)

ψb (0) =

(
0
0

) =⇒ ψ1 (0) =

⎛
⎜⎜⎝

1
0
0
0

⎞
⎟⎟⎠ ,

����(2)

ψa (0) =

(
0
1

)

ψb (0) =

(
0
0

) =⇒ ψ2 (0) =

⎛
⎜⎜⎝

0
1
0
0

⎞
⎟⎟⎠ ,

����(3)

ψa (0) =

(
0
0

)

ψb (0) =

(
1
0

) =⇒ ψ3 (0) =

⎛
⎜⎜⎝

0
0
1
0

⎞
⎟⎟⎠ ,

����(4)

ψa (0) =

(
0
0

)

ψb (0) =

(
0
1

) =⇒ ψ4 (0) =

⎛
⎜⎜⎝

0
0
0
1

⎞
⎟⎟⎠ .

�
 ��
����	�
 ��
���� ������ �����	�
�� ��� �� ��� ���� !" ��� ������ ��
�

ψ1 (t) =

⎛
⎜⎜⎝

1
0
0
0

⎞
⎟⎟⎠ e−imt, ����#!

ψ2 (t) =

⎛
⎜⎜⎝

0
1
0
0

⎞
⎟⎟⎠ e−imt, ���$�!



�� �������� 	
 ������� �� ����� �� ����� �����������

ψ3 (t) =

⎛
⎜⎜⎝

0
0
1
0

⎞
⎟⎟⎠ eimt, ������

ψ4 (t) =

⎛
⎜⎜⎝

0
0
0
1

⎞
⎟⎟⎠ eimt, ������

ψ1 � ψ2 	
� �	 	
����
��	 �� ������ �
	���� � ψ3 � ψ4 	
� 	
����
��	 �� ������
�������

���� ������	
� �� ���������

�� �� ������� �� �
�������
 	� ��
�
�� �� 	
������ ��� ���
�

ψ (x) = e−i(Et−�x·�p)u (p) , ������

���
���	 �� � ��� ����� �����
	  ���

∂μψ (x) = −ipμψ (x) ,

� �
�
 � �!�
������ ���� �	 ���
" � ������� �� #��� 	� ����� �!���	� ��
� 	�������� �����

(γμpμ −m)u (p) = 0. ������

�	� �	 � ������� �� #��� �� �� �	���
 �� �
����
	 � u (p) 	� ��� �	���
�
�� #���� $%
�" 	� 	�	������
	 γμpμ = γ0p0 − �γ · �p � 	�����&��
	" �����
	 
� 	�������� �!���	����(

E −m −�σ · �p
�σ · �p −E −m

)(
ua (p)
ub (p)

)
= 0,

�
��� %��
	 ��	�
����	�
 �� �	���
� �� �
	 �
��
�����	� �	� 	� ����� �!'
���	� �
�


(E −m)ua (p)− (�σ · �p)ub (p) = 0,

(�σ · �p)ua (p)− (E +m)ub (p) = 0, ����(�

�
�

�σ · �p = σ1px + σ2py + σ3pz =

(
pz px − ipy

px + ipy −pz

)
.

�	�� 	�	��� �
	�� � 	
����
��	 ���������� �������������	�

u(s) = N

(
X (s)

�σ·�p
|E|+mX (s)

)
, E > 0,

u(s+2) = N

( −�σ·�p
|E|+mX (s)

X (s)

)
, E < 0,



���� ������	
� �� �������� ��

����� ����� ��	�
���

s = 1, 2 X (1) =

(
1
0

)
X (2) =

(
0
1

)
.

���
�
������� ��� �����
���� ����

ψ1 (x) = N

⎛
⎜⎜⎝

1
0
pz

E+m
px+ipy

E+m

⎞
⎟⎟⎠ e−ip·x = u1 (p) e

−ip·x,

ψ2 (x) = N

⎛
⎜⎜⎝

0
1

px−ipy

E+m−pz

E+m

⎞
⎟⎟⎠ e−ip·x = u2 (p) e

−ip·x,

ψ3 (x) = N

⎛
⎜⎜⎝

pz

E−m
px+ipy

E−m

1
0

⎞
⎟⎟⎠ e−ip·x = u3 (p) e

−ip·x,

ψ4 (x) = N

⎛
⎜⎜⎝

px−ipy

E−m−pz

E−m

0
1

⎞
⎟⎟⎠ e−ip·x = u4 (p) e

−ip·x.

��� �� �����
�� �� ������� ��� �����
���� �� ������� �����
��� ��	�
���

v1 (E, �p) ≡ u4 (−E,−�p) , v2 (E, �p) ≡ u3 (−E,−�p) ,

�� ���
��

v1 (p) = N

⎛
⎜⎜⎝

px−ipy

E+m−pz

E+m

0
1

⎞
⎟⎟⎠ , v2 (p) = N

⎛
⎜⎜⎝

pz

E+m
px+ipy

E+m

1
0

⎞
⎟⎟⎠ .

��� �� ����� ��� ������ �����
���� �� �� �� �� ������ ����
�
� �����

ψ1 (x) = u1 (p) e
−ip·x, �� !"#

ψ2 (x) = u2 (p) e
−ip·x, �� !�#

ψ3 (x) = v2 (p) e
ip·x, �� !$#

ψ4 (x) = v1 (p) e
ip·x, �� !%#

����� ��� �����
���� ��� ������� ���
�
�� &������������ ����� �����
���� �� ��'
�� (�� u1) u2 ������������ �� *���
+� �
������ (�� v1 ) v2 ������������ ��
���
'*���
+� ,-� ��) ��� ���������
+� (�� ������� �������� .�� ��� �����
�'
��� ���� ���� ���� ����������� � ��� ��� �
����
���� (�� ����� ����� �� ����� ��
�� ��������� , ����
����
+� ������������ �� ����� �� �� ��������� N �� �����'
�
/��
+� 
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 ������� �� ����� �� ����� �����������

������ �����	
���
�

�� ����� 	
� �
 u†
rus = 0 �� r 	= s� ������ �� r = s �
 �
�
 ������� �


u†
1u1 = N2

(
1 0 pz

E+m
px−ipy

E+m

)⎛
⎜⎜⎝

1
0
pz

E+m
px+ipy

E+m

⎞
⎟⎟⎠ = N2

(
1 +

p2

(E +m)
2

)
,

=⇒ u†
1u1 = N2 2E

E +m
. ������

�
 ����
�
 
� ����� �
������ ���� r = s = 2. ����� �
������� ����� � �

	
��!��� ������
��
 ���� v(s)� ��� �� �
 ���
��� �
������� ����"

u†
rus = N2 2E

E +m
δrs, ����#�

v†rvs = N2 2E

E +m
δrs. ����$�

%��� &� ���'���� 	���� 
� �� ��� ���#��� �� �
������ �
 ������������ 
�"

ρ = j0 = ψγ0ψ = ψ†ψ, ������

�� ����� �������(���� ������
����� �
 ��& 2E ����'���� ��� ����� �
 	��)
�
� & 
�
������ �� ���
*��� ����
 
� 	���
� ������� V, ���
��
���"∫

V

ρ dV =

∫
ψ†ψ dV = u†u = 2E, ������

����� �� ��� ���$+�� ��������� �


2E = N2 2E

E +m
,

��� �� ������ ���
��� 
���*
� �� ��������
 �
 �������(���,� - ����

N =
√
E +m, ����.�

����� ��� �� ��������
 �
 �������(���,� �����
��� ����� ��� 
�
�
���� �
 ���
�������
� � �� �/� � ���������,� ��������� �� �
*
�
����,� �
 ���'� �
����
�
���
��
�

���� �����	���
��� �� �
� ���������� �� ��������

��� ��	���

���
�����
��
 	���� �
 
0���
� ��� �������
� ��� 
�
�*'� E & ��� ���)
����
� ��� 
�
�*'� −E� ��� �� �
 
0���
 �� ����
 �
*
�
����,�� �
 ���� �

�
�
 
0����� �� ���
�	���
 ĥ �
 �����
 ��� Ĥ �
 �� �
�
	��



���� �����	���
���� � �
� ���������� �� �������� �� ��	�����

������� 	
� �� ������ ���
��� ������ ���
��� �� ������� ����

�L = �r × �p.

����
����� �� ����
���� ��� ����������� ��� �� ������ ���
���[
H, �L

]
=

[
γ0 (�γ · �p+m) , �r × �p

]
,

���
�� [
H, �L

]
= iγ0 (�γ × �p) .

��� �� ���� �� ������ ���
��� �� �� 
�� ������� 	
� �� ��������� ��� ��

������������ �
�� �� �� ����
���� ������� �� ����� ������� 
�� �����������

���� ���������� �� �������� �� ��������

�Σ =
1

2

(
�σ 0
0 �σ

)
,

 ����
����� �� ����� �� �
 ����
���� ��� �� ������������[
H, �Σ

]
=

[
γ0 (�γ · �p+m) , �Σ

]
,

�������� 	
� [
H, �Σ

]
= −iγ0 (�γ × �p) .

������� �� �������� �� �������� �� ������ ���
��� ���
(
�J
)
���� �J = �L+�Σ

�� !"��� ���� 	
� �� ����
���� ��� �� ����������� ��#[
H, �J

]
=

[
H, �L+ �Σ

]
= 0,

��� �� 	
� ��� �
��� �������� �� 
�� ������� �� ���������� 	
� ������$

������� ��� �� ������ ���
��� ���� %���������� � �Σ ���� �� ������

���
��� ��������� � ����� �� �� �����
�� 	
� ����!��� �� �&�

&������� �� �������� �� ��������� �� �� ���
���� ������#

ĥ = Σ̂ · p̂ =
1

2

(
σ̂ · p̂ 0
0 σ̂ · p̂

)
.

��� �������� ��������� �� ��� ������ ��� ����� �� �� ��������� ��� ���������

�� �� �����
��  	
�� �� ������������ ���� ��� ��� ���
������ �� !��������

 ��� ��� �� ���$!��������� �
�������� 	
� �� �����
�� �� �
��� ���� �� ��

��������� z� ������� �������� 	
�#

ĥu1 (p) =
1

2
u1 (p) , ĥu2 (p) = −1

2
u2 (p) ,

ĥv1 (p) = −1

2
v1 (p) , ĥv2 (p) =

1

2
v2 (p) .
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���� �� �	��
�� �� ��� � ���������� ��� ���
��� ��������� u1 � u2 ����
�	�� ���

��� ����	��� �
����������� �� ����� ��� �����
��� �����
�� �� v1 � v2 ����
�	��

��� � �
����������� �� ������ ��� �����
���

�� 
������� �� ��� �� ��
�� ����
�	� �����
���� � �����
���� ��� ��� ���

�
����������� �� ������ �� �� ��������� �������� �������
���� �� �� �� �� �����

� �����
�
���� ��� 
��������� ��� ��� �� ���� ��������
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���	�����	�
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 �
 ��
�� �
 � ���	
���
	� 	������	� � �
� �	����
��� �	�� 	����	
 ������ �����	��� � �	����� ��	 ��
 ��� �	
����� �	 	
�	
�	�
	
 ����� ���	
���
	�� 	� �	��� �	����
��� �� ��
���� � �	
�� �	 ����� ���
�	
���
	�� ��� ���	��� �	����� �����	
���
��	� ��
 ��� ����	� ���� 	
�	
�	�
 	
��	
�� ��	 ����	
 	
 	������ ���
��� �	�� 	���� ���	��� �	������ ���
!"#� $!��
��� "�	�����
���� �
 $%&'( ���	
���
�(� ��
 �
�	�	��
�	�� 
�
���� �����	  ������
 �� 	
�	)�
*�� ��
� �����	 ���		
 �
� �
�	���	��
��
  �����
��	 	
 ����
�� ���� 	� �	 ���� �������
��� "
 	��	 ������� 	�������	��� �
�� "# 	
 �
 ���	�� �����	
���
�� 	 �
�	���	���	��� ��� �� 	�	
��� ��	 ����	
�
"��� 	� �	 +� 	�������� �
�	� 	
 �����
��� ��������� ��� 	�	���� ,-� '.�

���� �������	
���	 ����������

�� 	����
 �	 #��� 	
 	� ���
�� �	 ����	
	 �	 	����
�� �� �	�	�� ���
��
	
�	 	������ �	 �� 	����
 	
 $�&'( ���	
���
	�� ��� �� ��	 ����� �

�����	� 2× 2 ���� ����� �	� ��� �
����
	� 	�������� 	
 $/�0(� ��� ��	 ���	�
��� �
������ 	��� �	��	�	
����
 �����*�
�� ��� �����	� �	 1����� 2� +�	���
	���� �	����� ��	 	����	
 ��� �	��	�	
����
	� �
	������	
�	� �	 ��� �����	� γμ�

2	 ��	�	 ������� ��	 	
 ���	
���
	� �����	� ����������� 	� ������� �	
����� ��� �����	� ����� 	� ��������
�� � �� �����* ��	
������ ��� �� ��	 	

$%&'( ���	
���
	� �	 ���	��� ��	3

P ≡ γ0γ1γ2 = ±i I .

1�� �� ��
��� �
� �	 ��� �����	� γ ��	�	 	�������	 	
 �4���
� �	 ��� ������
1����
	��� γ2 ���3

γ2 = ±iγ0γ1.

�'



�� �������� 	
 ������� �� ����� �� ����� �����������

��� ���	
�� 	����	 � ��� 
����	� γμ �	 �� �����	��	 ��
� ����

γ0 = σ3 γ1 = iσ1, γ2 = iσ2, �����

γ0 = σ3 γ1 = iσ1, γ2 = −iσ2. �����

�� ��� ��� 	�	�	�������	� ��� 	��� ��	��	� 
��	
!����
	��	" �
�����" ����#
��
	��	" ��	 �
$�� ��� �� 
��
� ����
���%� �	� ����	
�" �� �� ��	 ���	
��
�����&� �������	� �	 ��� ��� ' �$�	�	 	� 
��
� 	�������� �� ��� 	�	�	���#
����	� �� ��� 	��� ��	��	�" 	� �	��" ��	 �� ���	
�� �$�	�	 ��� � ���� �	
������
�����	� 	�	
	����	� �	 �� ���" �� ����
���%� ������ �	� ����	
� �� 	� ��

��
�� � ����������%�  	�(��	
�� �� ��	��� ��	���� �	 ��� � 	�	�	�������	��

������ ������	 
�������	��� ����������� ���

)���	��� �	 �� 	�	�	�����%� ���� 	� ����� �����&�	
�� �� *+� ,�	 �#

	��	 �����	
�� ��� ������%� �	 �� ��
� �-���� ' �$�	�	
�� 	� 	� 	������
�	 
�
	���� ��	�[(

E −m 0
0 −E −m

)
−

(
0 ipx + py

ipx − py 0

)](
ua (p)
ub (p)

)
= 0

�	 �� ��	 	����� 	� ����	
� �	 	�������	�

(E −m)ua (p)− (py + ipx)ub (p) = 0,

(py − ipx)ua (p)− (E +m)ub (p) = 0. �����

�� 	����	
�� ua = 1, 	�����	�

ub =
py − ipx
E +m

,


�	���� ��	 �� 	����	
�� ub = 1" 	�����	�

ua =
py + ipx
E −m

,

�� �� ��	 �� ������%� ����	��� ��
� �� ��
��

ψ1 (x) = N

(
1

py−ipx

E+m

)
e−ip·x = u1 (p) e

−ip·x, ���-�

ψ2 (x) = N

( py+ipx

E−m

1

)
e−ip·x = u′

1 (p) e
−ip·x. �����

.��	�	����� �� ������%� u′
1(p) ��� 	�	��� �	���� � ��
� �� ������������" ���

	�	��� ������ � �� �	����� ������%� �	 �	(�	 ��
��

v1 (p) = u′
1 (−E,−p) =

( py+ipx

E+m

1

)
. ���/�
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������ �	
� ������ ��������������

������ ����	
� ������	�����	 ����
������ ���

���� �������� �� �������������� ���� �� ��	��� �� ������ ��������� �� ��� ������
��� �� �� ������� ��������� � ����� ��� ���������� � ���� ��������������� ���!��
�� ��� �� ����� �� γ2 �� �!��"������ !�� �� ��� �� ����� �� py	 #� ��� !��
��� ���������� � ������� ����

φ1 (x) = N

(
1

−py−ipx

E+m

)
e−ip·x = w2 (p) e

−ip·x, ��	$�

φ2 (x) = N

( −py+ipx

E+m

1

)
eip·x = s2 (p) e

−ip·x. ��	%�

���� ���� ����� !�� �� ��������� �&���� �� ����� ���������� �� �������� �� �� ���
'��	 ��	(� ) ��	*� �� �� �������������� +� �� ��� ����� �� ��	$� ) ��	%� �� ��
�������������� +� �� !�� �!��"��� �

ψ1 (x) = iγ2φ1 (x) , ψ2 (x) = iγ2φ2 (x)

u2 (p) =

( py+ipx

E+m

1

)
, v2 (p) =

(
1

py−ipx

E+m

)
'� �,����� �� ����� ��������� �� ������ -���� ������������ �� ��� � ����
"� ��� �&�����	 �'� �� ��������� ������� �����.����� �� �������������� !�� �� ��
���&� � ����� ����������	

������ �	����������	 
� ��� �������	�� �	 �����	�� 
�� ���
 	

/�� �� ����&���� ���� ��0��� � �"���� 1�������� �� �� ������ ���� �2����
��� ��������� �� ����� �� ���� ������� !�� ����� ����� ���� ����

L3 = xpy − ypx,



�� �������� 	
 ������� �� ����� �� ����� �����������

������ 	
�� ������ ��������������

��� �� ��� �� ���������� �� L3 ��� �� ������������ ���

[H,L3] = −iγ0
(
γ1py − γ2px

)
.

������ �������� �� �������� �� ������� ������� ���� ����� ����

Σ3 =
1

2
γ0. !	
"#

���������� ��� �� ������� ������� ����� �� J3 = L3 + Σ3 �������� �� �����$
����� [H, J3] = 0 �� ��� ������� ��� J3 �� ��� �������� ������%���


&� �������� Σ3 ����� ������������� ���� �� ���������� ���� ��� �� �� �����$
����� ��� ��� � ������������� �� ����� �� ��%�������
 '��� ������ ����������
��� ��� ����������� px ( py ��� ����� �� %������ �������� ����

����������	
�� �

Σ3u1 (p) =
1

2
u1 (p) , Σ3v1 (p) = −1

2
v1 (p) .

����������	
�� )

Σ3u2 (p) = −1

2
u2 (p) , Σ3v2 (p) =

1

2
v2 (p) .

*� ��� ������� ��� ��� +�������� ����� ���� ��� ����������� �� ����� ( ��� ����$
+�������� �� ����
 ,��� �� ������� �������������� ��� +�������� ������ ��� �����$
������ �� ��� � ������%� (↑) ( ��� ����$+�������� ��� ����������� �� ��� � ������%�
(↓)� �������� ��� ���� �� ������� �������������� ��� +�������� ������ ��� �����$
������ �� ��� � ������%� (↓) ( ��� ����$+�������� ��� ����������� �� ��� � ������%�
(↑) . '��������� ����� ���������� ��� ��� �-������� �� �� ������� !�
.
/#� �-$
���%���� ��� ���� ��� ����� ���������� �� �������� �� ��� ��� ������������� ��
����� ���� +�������� ( ����$+��������
 &� �� ��������� ������� -��������� ����
������� ����� ���������������� ���� ����� �� ������� ������� �� ����������




���� ��������	
��� ��������� ��

���� �������	
���	 ��������

�������	 
�	�� �� �� �����	��������� ������ �� 	� ����	��� ���� ���	�
����� ��	 �������	 γ �� (2 + 1) �����	����	 �	 2 × 2� ���� ������	 �	�� ���
�����	�������� �� �������	 4 × 4 ���� ��	��
�� �� �� ��� ��� �� ����	 ���� ��
�����	�������� ��������� ��	 �������	!

γ0 =

(
σ3 0
0 −σ3

)
, �γ =

(
i�σ 0
0 −i�σ

)
, "���#$

����� �γ �������� ����������	 γ1 % γ2 &���������� '�������� �� �� �� ��
�� �	����� �� �������	� % ��	����������� �� �	����� �� ( ���	������	 �� (
����������	 ���� ���� ���)���	 �� 	�	���� �� ���������	!

(σ3E − i (σ1px + σ2py)−m)ua (p) = 0,

(−σ3E + i (σ1px + σ2py)−m)ub (p) = 0.

�	 ���������� ����� �� �	��	 ���������	 �� 	�� ��������	� )�����	 � �� �	�����
���� ���)���� �� ��	 �������	 γμ� �	�������	 ua (p) % ub (p) ����

ua (p) =

(
ua1

(p)
ua2

(p)

)
, ub (p) =

(
ub1 (p)
ub2 (p)

)
, "����$

��� �� �� ��������	 �� 	�	���� �� ���������	

(E −m)ua1 (p)− (py + ipx)ua2 (p) = 0,

(py − ipx)ua1
(p)− (E +m)ua2

(p) = 0,

− (E +m)ub1 (p) + (py + ipx)ub2 (p) = 0,

− (py − ipx)ub1 (p) + (E −m)ub2 (p) = 0.

�������	 ������	 ������ 	��������	 ����������� �������������	

ψ1 (x) =

⎛
⎜⎜⎝

1
py−ipx

E+m

0
0

⎞
⎟⎟⎠ e−ip·x = u1 (p) e

−ip·x,

ψ2 (x) =

⎛
⎜⎜⎝

py+ipx

E−m

1
0
0

⎞
⎟⎟⎠ e−ip·x = u2 (p) e

−ip·x,

ψ3 (x) =

⎛
⎜⎜⎝

0
0
1

py−ipx

E−m

⎞
⎟⎟⎠ e−ip·x = u3 (p) e

−ip·x,



�� �������� 	
 ������� �� ����� �� ����� �����������

ψ4 (x) =

⎛
⎜⎜⎝

0
0

py+ipx

E+m

1

⎞
⎟⎟⎠ e−ip·x = u4 (p) e

−ip·x.

���� �� ��� ���	
����� 
������ ������� 	��� �� ���	
����� ����������� ��
�	 ������ �� � ���	����� �����

ψP (x) =

⎛
⎜⎜⎝

1
py−ipx

E+m
py+ipx

E+m

1

⎞
⎟⎟⎠ e−ip·x,

ψN (x) =

⎛
⎜⎜⎝

py+ipx

E−m

1
1

py−ipx

E−m

⎞
⎟⎟⎠ e−ip·x,

����� ��� �	�����
�� P � N ����
� �	� �� ���� �� ���	
����� �������� �
������� �����
��������� ������� �p → −�p �� �� ���	
����� �� ������
������� ��������� �	��

ψP (x) =

⎛
⎜⎜⎝

1
py−ipx

E+m
py+ipx

E+m

1

⎞
⎟⎟⎠ e−ip·x ≡ uP (p) e−ip·x ≡

(
ψa
P (x)

ψb
P (x)

)
,

ψN (x) =

⎛
⎜⎜⎝

py+ipx

E+m

1
1

py−ipx

E+m

⎞
⎟⎟⎠ eip·x ≡ vN (p) eip·x ≡

(
ψa
N (x)

ψb
N (x)

)
.

���� ���	
����� �� �������� 
��� ���	���� �� �	����� ��� ��� 
���� ����
�����
�� �� �� ��� ���������
����� �����	
����� �� 	�� ����� �� ���� 
���
����� ��� � ����� �� �� 	�	� �� ���������� �	��� ���
�� 	� � �����
�!�� �� �� �	� �� �� �������� �"� ����� �� ��������� �������� �� �
���	����� ��

��� ���#����� �� ������ � �	� ���������� $%&'�

������ ����	
��������	 �������	

(� �������� ��� 	� ���
�� �	������� �� � ���
���
��� �� 
	��	���
������� �� ��
� ������ �� �� ������� ��  ��� �� �� ��������� ��� (�
�������� ����� �� �������� ��� ��������
����� �	� ��"� �� (�������
���������



���� ��������	
��� ��������� ��

�������� �����	�
�	� � �
���

����� �� 	�
���
� ����
�� 
��� �� 	�
���
� �����
�� ������� �������
��� �
��
����� ��� ����� �������� �������� � ������ �� ��� �
��
����� �� ������
���������� ����� �� ����������� ���� �� 
��� �� �� ��� ��

LDirac = ψ (i 	∂−m)ψ. ��� !"

�� �� ������ �� ����������� ����� ��� �#�� ��� 
���� ��� ��������� �����$���� ��
����������
��� ������
����� �������� ��� ���� �� ����������
�#� ����
���� 4×4 ��
��� �����
�� �� ����
� ����� ��� ��������� 
�������� ��%����
�#� �� ��� 
�����
%����#��
��� ��� �� ����� �����&�� 
�� �� ����������� ��� !"� ���� ������ ��
�� ����� �#�� �� ��
������ � �����
�� �� ����
 ���� �� ������
�� �� ��
��� ���
�'���� �������� ���� 
�������� ��� �����
�� ��� ����
������� 
�� γ0, γ1 ( γ2,
��� 
����� ���)

γ3 =

(
0 I
I 0

)
, γ5 = −i

(
0 I
−I 0

)
.

���� �����
� ��� �� ������ ��*��� ��� ����� �� �����%����
����� +�������)

ψ → ψ′ = eiαγ3ψ, ��� �"

ψ → ψ′ = eiβγ5ψ, ��� ,"

���� ��� -�( ��� �����%����
����� ��������� �� ������ ��*��� ��� ����� �� �.��
����� �� ����� ����� ���)

mψψ, m0ψ
i

2

[
γ3, γ5

]
ψ = m0ψτψ. ��� �"

���� ���/� �.����� �� �� ���������� �� ������� 
��������� �� 
���
� 
���
�.����� �� ���� �� 0������ 1 �2� ���� ������ ��
�� ��� �� ����������� �� ����

����
���� ��)

LDirac = ψ (i 	 ∂ −me −m0τ)ψ. ��� 3"

4����� ��� ������5�� �� ��� �.������ �� ���� �� ���� ������������

�������� �
������

6 ������ �� �-���� ���� ��%������� � ��� �.������ �� ���� �� ��� !" ����������
�� ��������� 
��/��
�#� 1 �2)

7����) �.����� �� ���� ��� �
����8� � �� �������� ψψ.

0������) �.����� �� ���� ��� �
����8� � �� �������� ψτψ.

����������	 
� ��������������

∂μ

⎛
⎝ ∂L

∂
(
∂μψ

)
⎞
⎠− ∂L

∂ψ
= 0
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������ ��������� ��� �
������� �
�	����� � ��
����� ����

��������	 
������	 �� ����
�� ����� �� �� 
����
���� ���� ��� �����������
	
���� ��
�����  !�"�# �  !�"$#% &��� �� �� ����
�� '� (��'����

����������� �� ����� �� )�*���*
��� ��'�	
��� +���'� �� �����	���� '��
)�*���*
��� &���  �,"#% �����	�� ����� ����
��� '� ���� ��� 
����
�����
���� C.

������� �� ����
�� ����� �� 
����
���� ���� P% �
������ -�� �� ����
��
'� (��'��� �
��� ���� �
�������

�����	��� �������� �� ����
�� ����� �� 
����
���� ���� T % &��� �� ��
����
�� '� (��'����

CPT  �� ����
�� '� ���� ����� �� 
����
���� ���� C% P � T ��&���'�����
��% &�� �� -�� �� �� ����
�� CPT � �� ����
�� '� (��'���% &�� �� &����%
�� 
����
���� ���� �� ����������	
�� 	������� PT % � &�� �� ����� CPT .

.�'���� 	��	��
� -�� �� )�*���*
��� ��'�	
���% 	�� �� ����
�� ����� � �� ����
��
'� (��'���% �� 
����
���� ���� ��'�� ����� �
�������� .�� �� -�� �� 
�&�������
����
�� ��� ����	
���� '�� (��
����
��� -�� �� '��
�� '� ���� )�*���*
����

������ �����	�
�� � �� �������
���	�
 ����	��� � m0

/� �&�
	�� ��� �	��	
���� '� ������)�*���*� �� )�*���*
��� ��'�	
���% ��
���
��� -��% �� (��
����
��� ��0

(γμpμ −me −m0τ)u (p) = 0,

���� �� �� ��&�	
� '� ��������� �
 	��� ����� '��	��&������ �� ��&
��� u (p)
�� '�� �
��&
�����% ��������� �� �
*�
���� �
����� '� �	��	
����0

(σ3E − i (σ1px + σ2py)− (me +m0))ua (p) = 0,

(−σ3E + i (σ1px + σ2py)− (me −m0))ub (p) = 0.

1��������� ������� -�� ��� �	��	
���� �� ���2� �	�&��'��� ���� �� &��-��
�+��� ������� ��� '�� ��&�	
�� ��&���'��� ��	�
����� ua � ub 	��� ��  !�!#%
�����	�� ��������� �� �
*�
���� �
����� '� �	��	
����0

(E −m+)ua1
(p)− (py + ipx)ua2

(p) = 0,

(py − ipx)ua1
(p)− (E +m+)ua2

(p) = 0,

− (E +m−)ua1 (p)− (py + ipx)ua2 (p) = 0,

− (py − ipx)ua1
(p)− (E −m−)ua2

(p) = 0,

'��'� ������
m+ = me +m0, m− = me −m0.

)�� 	����� ����	
���� �
��������� 
�'�&��'
�����% ���*�� '� &��&���� ��� �
�
*�
����� 	���� 0



���� ��������	
��� ��������� ��

������ 	
�� ������ �� ��������

ua1 = 1 =⇒ ua2 =
py−ipx

E+m+
.

ua2
= 1 =⇒ ua1

=
py+ipx

E−m+
.

ub1 = 1 =⇒ ub2 =
py−ipx

E−m−
.

ub2 = 1 =⇒ ub1 =
py+ipx

E+m−
.

�� ��� ������� ���� �������������� �� �������� � �� �� ��� �� ����� �������

�� ��� ���

ψ1 (x) =

⎛
⎜⎜⎝

1
py−ipx

E+m+

0
0

⎞
⎟⎟⎠ e−ip·x = u1 (p) e

−ip·x,

ψ2 (x) =

⎛
⎜⎜⎝

py+ipx

E+m+

1
0
0

⎞
⎟⎟⎠ eip·x = v1 (p) e

−ip·x,

ψ3 (x) =

⎛
⎜⎜⎝

0
0
1

py−ipx

E+m−

⎞
⎟⎟⎠ eip·x = v2 (p) e

ip·x,

ψ4 (x) =

⎛
⎜⎜⎝

0
0

py+ipx

E+m−
1

⎞
⎟⎟⎠ e−ip·x = u2 (p) e

−ip·x,

����� � � ����� �������� ���� ��� ������ �� �������� ������ ! �����


�� �� �������� ��������� ���������� �� �������� �� ��� �������� ���� �������
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�� ���� ���	�
�� 
��������� �� ���� �� �� ���	�
�� ������� ���� ���
���
�� �������� �� 
� ������ �� �������� �� 
� ����� �������� 
�������
�� ����� ��������� ��� ��� �� ��� �
����� ������� ���� ������� ����� ���
������
 !
	 ������� �� ��� �� ��
������ �� �������� !
� �� ����� ���������

���� ������	 
�������	���

"� ��
���� �� #��� �� �������� �� 
� ����� �������� 
������ ����
�� ��
���� �����$

(γμΠμ −m)ψ = 0, %&�'(

����� ����� 
������ �� ���������� ���� �
���
��� ���� Πμ → p − eAμ

���� ��������� ��� ������� ��� ����� �� ������ !
� ��� �������� �� ������
�� �� �
����� ������ �������� �� ��� %&�'( ���� 
� ����� �������� 
�������
��� �� !
� ���������� 
� �������� Aμ� �� �� ����� �� "����
� ����� ����
�� �����)

Aμ = (0,−yB, 0)

��� �� *� �� ���
��� 
� ����� �������� ��������
��� �� ������  �����
�+
��� ����������� �� ���� �� �� �
������� %,�'�'( ����� 
������� �� ��������+
����� ���� �� %,�'(� �� !
� ���������� A� ���� ��������� �� ���
��� ψ ���� ��
��� %&�'( !
� ��� !
��� ����$(

E −m − (iΠx +Πy)
− (iΠx −Πy) − (E +m)

)(
ψA
1

ψA
2

)
= 0,

�� �� !
� ���
��� �� ��
���� ������ �� ��
������$

(i (−i∂x + eyB) + py)ψ
A
2 = (E −m)ψA

1 , %&�-(

.'
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������ 	
�� ���� ��������� ��������
(
∇× �A

)

(i (−i∂x + eyB)− py)ψ
A
1 = − (E +m)ψA

2 . �	
��

����������� ��� ������ � ��� ���� ���� ����� ����������

ψ(t, x, y) ∼ e(−iEt+ipx)φ(y),

�� ��������� �� �������� �� ��� ���������� �	
�� ! �	
�� �"������� #���

(i(p+ eyB) + py)φ
A
2 = (E −m)φA

1 , �	
��

(i(p+ eyB)− py)φ
A
1 = − (E +m)φA

2 , �	
$�

���������� �� ���"�� �� %����"�� q = y + y0 ����� y0 = p/eB& �������� ��
����� #���

(pq + ieBq)φA
2 = (E −m)φA

1 ,

− (pq − ieBq)φA
1 = − (E +m)φA

2 .

�� ���������� ���� ������� ������& �"������� �� ������� �� ���������� �� �����'
�� �����( (

−∂2
q + (eB)2q2 − eB

)
φA
1 =

(
E2 −m2

)
φA
1 ,(

−∂2
q + (eB)2q2 + eB

)
φA
2 =

(
E2 −m2

)
φA
2 .

��)���� �� ������������� �� q ��� ���� �����*�& ������� �� ���������(
−∂2

q +
1

4
(2eB)2q2

)
φA
1 =

(
E2 −m2 + eB

)
φA
1 , �	
	�

(
−∂2

q +
1

4
(2eB)2q2

)
φA
2 =

(
E2 −m2 − eB

)
φA
2 . �	
+�

����� ������� ������,��� ��� ���������� �	
	� ! �	
+� ��� �� -����� � ��� .���'
����� ��� ���� ��
�� ��� ���������� ω = 2eB& ������/������ ��� �� �����%����
�� �����0� ε =

(
n+ 1

2

)
ω �� ������!� #�� 1	2�

(
n+

1

2

)
2eB =

(
E2 −m2 + eB

)
=⇒ E1A

n = ±
√

2neB +m2,
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n�0

n�1

n�2

n�3

n�4

n�5

φA

(
n+

1

2

)
2eB =

(
E2 −m2 − eB

)
=⇒ E2A

n = ±
√

2(n+ 1)eB +m2.

ψA
P = Nn e

−(i|En|t−ipx)

(
(|En|+m) I ′(n, p, y)
−
√
2neB I ′(n− 1, p, y)

)
,

ψA
N = Nn e

(i|En|t−ipx)

( √
2neB I ′(n,−p, y)

(|En|+m) I ′(n− 1,−p, y)

)
.

I ′n(n, p, y)

I ′n(n, p, y) =
(
eB

π

)1/4
1√
2nn!

In

(√
eB

(
y − p

eB

))
e−

eB
2 (y− p

eB )
2

,

I ′n(−1, p, y) = 0.

ψA
P = Nn e

−(imt−ipx)− eB
2 (y− p

eB )
2
(

1
0

)
,

ψA
N =

(
0
0

)
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n�0
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φB

B

(
−∂2

q +
1

4
(2eB)2q2

)
φB
1 =

(
E2 −m2 − eB

)
φB
1 ,(

−∂2
q +

1

4
(2eB)2q2

)
φB
2 =

(
E2 −m2 + eB

)
φB
2 .

φB
1

E1B
n = ±

√
2(n+ 1)eB +m2,

φB
2

E2B
n = ±

√
2neB +m2.

ψB
P = Nn e

−(i|En|t−ipx)

(
−
√
2neB I(n, p, y)

(|En|+m) I(n− 1, p, y)

)
,

ψB
N = Nn e

(i|En|t−ipx)

(
(|En|+m) I(n,−p, y)√
2neB I(n− 1,−p, y)

)
.



���� �����	
 ��������
���� ��

������ ����	�
 �� ����

������ �	�
� ����� ��������� �� �� ����� ��� ���� �� ������ ��� n = 0
������� �� ��� ��������� ����

ψB
P =

(
0
0

)

ψB
N = Nn e

(imt−ipx)+ eB
2 (y+ p

eB )
2
(

1
0

)
,

�	�
� ������� ���� ������� ��
� �������
���� �� ����
 �� ��
���� �� ���� �� ��

����� ����� !��� �� �������� � �� �� �������� �� �� �
���
� 
��
���������� ����

�� ���"���� ������� �� ��
����� �� ���
��
� �� ��� �������� �� ����������

�� ���� ��������
 �
������ �� �#�������� �� � ������ ���� �� ��$���
��� % ��


���� �� ��� ������� ���������� ��$���
���� ��� �$��
� �� ���
��
� &'&(

�� �� !)�

!� �� ��$����� ���"��� ��
���� ���� �����
 �� !�� �� )�
�� �� �� ����� �

�� &'&(�*+�
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�������� 	

������ ���	 
� ����

�� ���� ���	�
�� �����
������ 
� ����� � �� ������� �
����� ����
��� ���� �� �� �� �� ���������� ��� �� ���
���� �� �� ������ ������ ����
������������� 
����� ���� ����� �� �� ���
��� ��� ��� ���� �� 
� !�����
�� �������� �� 
� ����� ��"�#���� $��� �� ������������� ����
� ��� ����
�� 
� ����	� ������� %�&'� �� ���� ��� �(� �)���������� ���� ���� �� ����
���
� ���

���� ������	 
�� � ��

$�������� �� �� �� �� �*+�� ��������� �� �� ������ �������������,(
γμpμ + iW̌ (y)σ1 −m

)
ψ = 0,

����� -���� �����
��� �� �#���� W̌ (y)� �� �
�� ������ �� �!������� ���
�������� � ���
���� ������������� �� ������ ψ �� �
� ��� ������������ ��
���� .
� � ���"����/[

−
(

− (E −m) ipx + py + iW̌ (y)
ipx − py + iW̌ (y) E +m

)](
ψ1

ψ2

)
= 0, �0���

����� ψ1 1 ψ2 ��� �� �� !���� ψi(t, x, y) ∼ e(−iEt+ipx)φi(y)� �������� ��� ��

�
�� �
 ���
��� px = −i∂x 1 py = −i∂y� �� ��� �0��� �� ���� � ���� 
� ���
�� ��
������ �!��������� �� ����� ����� ����������

pφ2 − i∂yφ2 + iW̌ (y)φ2 = (E −m)φ1, �0�*�

pφ1 + i∂yφ1 + iW̌ (y)φ1 = −(E +m)φ2. �0���

$��������� �� ��� � �� 2��� �� W (y) = W̌ (y) + p� ������������ ��� ����
�0�*� 1 �0��� � ������� 
� ��� �� ��
������ �!��������� �� ��"
��� �����,

−∂2
yφ1 +

[
W 2 (y)−W ′ (y)

]
φ1 = (E2 −m2)φ1, �0�3�

30



�� �������� 	
 ������ �� �� �����

−∂2
yφ2 +

[
W 2 (y) +W ′ (y)

]
φ2 = (E2 −m2)φ2. �����

�	
�	 �
���	 	�� �����	����
� �	 ��	� �� ����������� ���� �	 ���������	
��
������	 	����	���
����	 �� !"

V± (y) ≡ W 2 (y)±W ′ (y) ,

����� W (y) 	� ����� ����
�#��� ��� � 	������
�����" ��� � $�� � %���
�&
����� �'�( $���� ����)

HA =

(
H1 0
0 H2

)
=

(
p2y +W 2 (y)

)
I − σ3W

′ (y) .

�	 *+�� ,���#��� $�� �	 ���������	 �� 	��������� 	��)

QA = (py − iW (y))

(
0 0
1 0

)
, ���-�

Q†
A = (py + iW (y))

(
0 1
0 0

)
, �����

$�� 	�
�*���� � +��.�� �� �	 ��	� �/��0� 1 �/��/�� 2��� � 	������ �����	��
�&
��3� 
�����	 $��[

−
(

− (E −m) ipx − py + iW̌ (y)
ipx + py + iW̌ (y) E +m

)](
ψ1

ψ2

)
= 0. �����

4� ������ ��+��� $�� ���� � ������� �����	��
���3� � ��� ����� 	� �����
�	���.�� ���� �� ��� �� ���������	 ��*��������	 �� 	������ �����5

−∂2
yφ1 +

[
W 2 (y) +W ′ (y)

]
φ1 = (E2 −m2)φ1, ���6�

−∂2
yφ2 +

[
W 2 (y)−W ′ (y)

]
φ2 = (E2 −m2)φ2. ���� �

2�� � $�� � %���
������ �'�( $���� ����)

HB =

(
H1 0
0 H2

)
=

(
p2y +W 2 (y)

)
I + σ3W

′ (y) .

7�	 ���������	 �� 	��������� 	��)

QB = (py + iW (y))

(
0 0
1 0

)
, ������

Q†
B = (py − iW (y))

(
0 1
0 0

)
, ����0�

��� � 
��
�" �.	��,���	 $�� � $�� ��	
����� � ����
������ �� ��� �����	��&

���3� ��� � �� � �
�� �	 � 	���� $�� �������� � � ��
��8 σ3.

HA(
e− ↑

e+ ↓

)
←→

HB(
e− ↓

e+ ↑

)

9 ���
������3� �
��8�����	 �	
� ����� ���� ��	�,�� � ���.��� �� :��� �
���� � �����	��
���3� ������.��



���� ��������	
��� ��������� ��

���� �������	
���	 ��������

�� ���� ��		
�� ����������� ��� 
��� � ������� �� 	��� � �� �� ����
	
���� ����
��� � �� �	� � �
��	 ���� �� ����������	
�� � ����
	�� γμ ��
�� ��� !� ��
�
"��� ���#������ �� ����
��	
�� �
�
��$

(γμΠμ −me −m0τ)ψ = 0, � �%&!

��	�����
��� �� ���
��� � � 	���������� �� �
���
�����' ���(���� �� �
(�
���
�� �
����� � �	��	
����$

(σ3E − i(σ1Πx + σ2Πy)−m+)ψ
+ = 0, � �%�!

(−σ3E + i(σ1Πx + σ2Πy)−m−)ψ− = 0. � �%�!

)����#���� ��
���� �� �	� � �%�! ��	�����(���� �� �
���
��� ψ+ �� �� �
��� *��$

(i (px + eBy) + py)ψ
+
2 = (E −m+)ψ

+
1 ,

(i (px + eBy)− py)ψ
+
1 = − (E +m+)ψ

+
2 ,

*�� �
���� �� +���� � ��� �	�� �,�-! . �,�&!' ����
"��� �� �
��� ��/�
�
� *��
�� �� ��		
�� ,�% ���(���� �$

(pq + ieBq)ψ+
2 = (E −m+)ψ

+
1 ,

(pq − ieBq)ψ+
1 = (E +m+)ψ

+
2 .

0���
1	���W (q) = 1/2 (2eB) q � ��� �	�� � �-! . � �&!' ��������� �� �
(�
����
�
����� ���	�����2

−∂2
qφ

+
1 +

[
W 2 (q)−W ′ (q)

]
ψ+
1 = (E2 −m2

+)ψ
+
1 , � �%,!

−∂2
qφ

+
2 +

[
W 2 (q) +W ′ (q)

]
ψ+
2 = (E2 −m2

+)ψ
+
2 . � �% !

3*�4' ��� �����	
���� 	����5���� ������
�6��
	�� ���

V± =
1

4
(2eB)

2
q2 ± eBq,

��� 	����� 	��	����� 	�� ��� #
���� �� �� 7��� - ���� �� 8�	
���� 3����
	�
7�/��
	� ����' �� ��� ��� ��������� � 	��(� ���$

Q+ = (pq − ieBq)

(
0 0
1 0

)
, � �%9!

Q†
+ = (pq + ieBq)

(
0 1
0 0

)
. � �%�!

����� ��� ����
��� 	���
�� ����� ������ ψ+
1 ↔ ψ+

2 	��� �� �� 1(��� � �%!�
3:��� �����#���� �� �	� � �%;!� <��#������ ��	�����(���� �� �
���
��� ψ−

� ��� *��$
(i (px + eBy)− py)ψ

−
2 = (E −m−)ψ−

1 ,



�� �������� 	
 ������ �� �� �����

(i (px + eBy) + py)ψ
−
1 = − (E +m−)ψ−

2 .

������	
���� 	 ψ+ ������
�� �� �����
	 �� ���	������ �� ������� ����� ���
����
�� ��������	��� ��� �� �����	��� ��
����� �������� ����

−∂2
qψ

−
1 +

[
W 2 (q) +W ′ (q)

]
ψ−
1 = (E2 −m2

−)ψ
−
1 , �� !�"

−∂2
qψ

−
2 +

[
W 2 (q)−W ′ (q)

]
ψ−
2 = (E2 −m2

−)ψ
−
2 , �� !#"

���$	
���� ��������	��� W (q) = 1/2 (2eB) q �� �	� %�� �� !" & �� '" %�������
��� ����	����� �� ������	��	 ���(

Q− = (pq + ieBq)

(
0 0
1 0

)
, �� !!"

Q†
− = (pq − ieBq)

(
0 1
0 0

)
. �� !'"

)�� ��	��� ��� ���
���� �	
��	� ����� ���	��� ψ−
1 ↔ ψ−

2 ��
� �� �	 ����	
�� #" *�� �� ��� �	� ���������� 	 �	 %� �� #'" ���(

⎛
⎝ ψ+

1

0
0

⎞
⎠ = Nn e

−(i|En|t−ipx)

⎛
⎜⎜⎝

(|En|+m+) I
′(n, p, y)

−
√
2neB I ′(n− 1, p, y)

0
0

⎞
⎟⎟⎠ , �� !+"

⎛
⎝ ψ+

2

0
0

⎞
⎠ = Nn e

(i|En|t−ipx)

⎛
⎜⎜⎝

√
2neB I ′(n,−p, y)

(|En|+m+) I
′(n− 1,−p, y)
0
0

⎞
⎟⎟⎠ , �� !�"

⎛
⎝ 0

0
ψ−
1

⎞
⎠ = Nn e

−(i|En|t−ipx)

⎛
⎜⎜⎝

0
0

−
√
2neB I(n, p, y)

(|En|+m−) I(n− 1, p, y)

⎞
⎟⎟⎠ , �� !,"

⎛
⎝ 0

0
ψ−
2

⎞
⎠ = Nn e

(i|En|t−ipx)

⎛
⎜⎜⎝

0
0

(|En|+m−) I(n,−p, y)√
2neB I(n− 1,−p, y)

⎞
⎟⎟⎠ . �� !�"

�-��	 ��� ����
�� ������	� ���������� $�	
�� ��� ���������	���� ./���	 ����0

�� �	���� 

������ ����	�
 �� ����

�	 ��� ����
�� ������	� ���������� 	�	����
�� ��� �1��������� �� ��� ��0
.������� ��$���� �� )	��	� *	�	 n > 0 ��� ��$���� �� �����/	 ��� �����
����



���� ��� ���	
��	�� Z± ��

���������	
� ������
 ��� ���� n = 0 �	
 �	
 �
���	
 
	� �	 ���������	
 � 
	�
�� �� �	���

⎛
⎝ ψ+

1

0
0

⎞
⎠ = Nn e

−(imt−ipx)− eB
2 (y− p

eB )
2

⎛
⎜⎜⎝

1
0
0
0

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎝ 0

0
ψ−
2

⎞
⎠ = Nn e

(imt−ipx)+ eB
2 (y+ p

eB )
2

⎛
⎜⎜⎝

0
0
1
0

⎞
⎟⎟⎠ .

�	���	
 ��� ���	���
 ��� �� �� ���� ��
 ���	 �� ������ �����	
 
	����� ��
������ ��
��	 � �� ���������� �����	� �
�	 �
 �	 ��� � 
������� �
�������	

���	������

!	 �"
�� ��#�� ������ ���� 
��	��� ��� �	
 ����	��
 	 ��������	��
 ���
��� �� ����� ����	������ ��
����	 � 
�
 �	���������
 �� ����� ��� �����
���
����� ��������� � 	��� ���� ��
���� 
� �	�����	� $� ������	� �
 ���	�
�������� 
����� ��� �����
������� ��������� ��� �	����� �	�	 �� �
�����	
�� 
	���	��
 � �� ������� �� %��� � �	 
��	 �� 
���	�� �	 �����
���� �&	��

�� � ���	����� �	
 	�����	��
 ��� �	
 ������� ������ ����� �
����
� �
 ���
�� ψ+

1,2 ↔ ψ−
1,2� ���� �
�	 ���#����	
 �� ���������	 �	�	 &��������� ����

��������	
 �
�� ������

���� ��� ��	
���
	� Z±

�
�� 
����� �"�	�� �� �	�������� 	����� �� �
�� ������	� �� ��� �
 �
��
�� ���������	 �� %��� '(�������) ���� ���	����� �� 	�����	� �������� ���
�	
 ������ �
����� ����� ��
 �
����
 �
����
 �� ����	��
 ���
����
� ��
	�����	� ��� ��
���	
 �
 �� 	�����	� �� ��	������ χ±�*

χ± =
1

2
(1± τ) ,

��� �	
 ������ ����#�� �� ���������	 �� �	�	 ���+

χ− (LDirac)χ+ = ψ̄+ (i 	 ∂ −m+)ψ
+ + ψ̄− (i 	 ∂ −m−)ψ−,

�	��� ψ+� ψ− ����� ���	
 �	�

ψ± = χ±ψ.

%� �	�	 ��� �	
 �	
 	�����	��
 ��� �	
 ������� ������ ����� �
����
 
����
������	
 ��� ������� ��
 �	���	��
 
������
+

Z+ψ
+(m+) = 0, Z−ψ−(m−) = 0, ,-�./0

�χ+ + χ− = 1, χ2
± = χ±.



�� �������� 	
 ������ �� �� �����

Z+ψ
−(m−) = ψ+(m−), Z−ψ+(m+) = ψ−(m+), ������

[Z±, H] = 0. ����	�


����� ������� �� ���� �������� ����

Z− =

(
0 0
σ3 0

)
, Z+ =

(
0 σ3

0 0

)
. ������

����������

Z+ψ
+(m+) = 0

Z+ψ
+
1 =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 1 0
0 0 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

(|En|+m+) I
′(n, p, y)

−
√
2neB I ′(n− 1, p, y)

0
0

⎞
⎟⎟⎠ = 0.

Z−ψ+(m+) = ψ−(m+)

Z−ψ+
1 =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 −1 0 0

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

(|En|+m+) I
′(n, p, y)

−
√
2neB I ′(n− 1, p, y)

0
0

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

0
0

(|En|+m+) I(n,−p, y)√
2neB I(n− 1,−p, y)

⎞
⎟⎟⎠ = ψ−

2 .

[Z±, H] = 0

Z+H =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 1 0
0 0 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

m+ ipx + py 0 0
ipx − py m+ 0 0

0 0 m− −ipx − py
0 0 −ipx + py m−

⎞
⎟⎟⎠

HZ+ =

⎛
⎜⎜⎝

m+ ipx + py 0 0
ipx − py m+ 0 0

0 0 m− −ipx − py
0 0 −ipx + py m−

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

0 0 1 0
0 0 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠

[Z+, H] =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 m− −m+ 0
0 0 0 m− −m+

0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠

∴ [Z±, H] = 0 ⇐⇒ m− = m+

����� �������� ��� ������������ ��� ���� ����� � ������ � ����� ����
! ���� � ! �� ! "�#���#���� �� ���!� �������$ � ���� ������ m0 = 0.
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���� �� (3 + 1)
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�

������� �
� ������������
��� ����������� ������������� ���� ��� ��������

γμ�

�� (3 + 1) �������
���� ������� � �
���
��� ����������� ���������������

��� ����� �� ����� ������� ��� �
�! ����"��� (↑) , ����"��� (↓)� ����#
����"��� (↑) $ ����#�������� (↓)� %������� �� �� �� ����
 &���������

������� ' �
���
��� ����������� �������������� �� �� �������������� ����#

������� (
� �
 ��� �� �������
 �� �
���
��� �� ���
�����
 ����� �� ��

����$�� ��� ' ������������
��� ������������

�� �� ������������
� ���������� �
 �� ���� �� ��� �� ������"� ����� �
�#

�� �
 ������ �� �����) 2× 2 �� �
���� �
� �
��� ��� ����"��� γμ�

����� ����������� �
� �� ��������� �
�������� ���� ������� �� ��������������

�������� �� ����$� ��� �
� ������������
��� ������������ *����
 ���� �����#

��������� �������� ������
� � ��� ��������� �
�����
����

�� �������
 �� �
���
��� �� �
������� ������� � �
���
��� �
� �� �����

�������������� �� �� ����� �� (3 + 1) �������
����

+� ����� �� ��� �
 ��� ���
 �
� ������
�����
��� ������� �
��� ����#

��� ' ��������
(
γ3 $ γ5

)
�� �
����� �
� �
��� ��� �������� γμ� �����
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� ����� ↑ ������ ���� m+�

� .������ �
� ����� ↓ ������ ���� m−�
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±
)
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��� �� �� ��������� � �� �� ��� � �������� ����� ����� �
 ���������� ���

�����
 ���� �!� !�� "� #�$� %$&$ '' $$$�$$&�

�#� �� ���� � � �� (� �) *�	����� �� ������ �������� �
 �����
���� ���

���
����� ��&&�� �*� ���� �)��	 � (� +,��-. �� /.'���0 1��* �!� -2!�
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�3� �� 4.5��� 6� (.7� �7� "� �5��� $%� ��� ��&&���

�%� �� 6�,!�� � �������������� �������
��
 ���� ��
���� ������
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�5��� $#� (1995) .
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