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Capitulo 1

Introduccion

La idea de un espacio-tiempo en el que las coordenadas espacio-temporales
no conmutan entre si, es un tema de interés en la actualidad, en particular, en
gravitacion, relatividad general y en teoria de campos, ha despertado interés
los efectos que pueda tener un espacio cuyas coordenadas no conmutan [1].
Se ha visto que los efectos de un espacio tal pueden dar origen a la violaciéon
de simetrias en una teoria de campos que se han asumido explicitamente en
el modelo estandar como ciertas, la invariancia de Lorentz y de la simetria
de CPT (conjugacién de carga, paridad e inversién temporal). El desarrollo
de la teoria de campo cuantico no conmutativo histéricamente empieza con
las observaciones de Heisenberg (en una carta que escribié a Pierls a finales
de 1930) sobre la posibilidad de introducir relaciones de incerteza para las
coordenadas, como una forma de evitar singularidades de la auto-energia del
electrén. Pierls hizo uso de esas ideas eventualmente en su trabajo relacionado
con los problemas de los niveles de Landau. Heisenberg también comento so-
bre esta posibilidad a Pauli quien luego involucré a Oppenheimer en esta
discusion. Finalmente fue Hartland Snyder, un estudiante de Oppenheimer,
quien primero formalizé esta idea en un articulo sobre Espacio-tiempo Cuan-
tizado [2] dedicado por completo a este tema. Casi inmediatamente, C. N.
Yang reacciono a este paper y publicé una carta al editor de Physical Review
ampliando el tratado de Snyder a el caso de espacio curvo (en un espacio de
Sitter particular) [3]. Luego en 1948, Moyal analiz6 el problema usando la
distribucién de funciones del espacio fase de Wigner, introduciendo lo que
se conoce como el producto de Moyal o producto estrella [4], un producto



asociativo no-conmutativo de la forma

fl@) % g(x) = ez %% f(a)g() (1.1)

con
[z, "] = 0", (1.2)

con el fin de discutir la estructura matematica de la mecanica cuantica. Para
un sistema clasico simple como el de una particula moviéndose sobre una
linea recta, la construcciéon del producto estrella puede estar motivada al
considerar un conjunto de operadores del espacio fase ordenados de Weyl y
su isomorfismo con el conjunto de funciones clasicas del espacio fase.

Una evidencia concreta de espacio-tiempo no conmutativo proviene de la
teoria de cuerdas, que actualmente es el candidato mas prometedor para una
teoria cuantica de la gravedad. La teoria de cuerdas contiene un niimero finito
de longitudes de escala [ intrinsecas, que se pueden utilizar como prueba de la
estructura a corta distancia. Por lo tanto, distancias mas pequenas que [, no
son posibles de observar. De hecho, con base en el andlisis de las amplitudes
de dispersién de muy altas energias de cuerdas, estas modifican las relaciones
de incertidumbre de Heisenberg que se han postulado en la forma:

1 2

Axr = 5 <Ap —HSAp) . (1.3)
Es facil de ver que uno recobra los resultados usuales de mecanica cuantica
en el limite [, — 0.

El trabajo importante de Seiberg y Witten [5] identifica limites en donde
la dinamica de cuerdas completa puede ser descrita en términos de un aco-
plamiento minimo de teoria de norma (supersimétrica) sobre un espacio no
conmutativo. Su analisis muestra una equivalencia entre campos de norma
ordinarios y campos de norma no conmutativos, realizados por un cambio
de variables que puede ser descrito explicitamente. Este cambio de variables
(comunmente conocido como el mapeo de Seiberg-Witten (SW) en la litera-
tura) permite llevar a cabo una generalizacién de una teoria de campos usual
a una teoria de campos no conmutativa de norma directa.

Una de las cuestiones de interés en un espacio no conmutativo es sobre el
rol que juega la simetria de Lorentz en una teoria de campos, y el papel que
juega el término 0" que aparece en (1.2) en la violacién de dicha simetria.
La motivacién principal en este estudio radica en los experimentos recientes
que se han estado llevando a cabo para probar la simetria de Lorentz [6].
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En efecto, 6 juega el papel similar del tensor de campo electromagnético
F# . Una comparacién simple muestra que es posible identificar a partir del
tensor 0" un campo electrico "e” y un campo magnético "b” que permean
el espacio y que pueden reinterpretarse como un campo de fondo con una
direccion preferencial en las direcciones del campo eléctrico y magnético.

Uno de los objetivos de esta tesis es acotar las magnitudes de e y b, me-
diante transiciones electromagnéticas que ocurren en atomos hidrogenoides.
Nos proponemos hacer una estimacion de la escala de longitud en la cual los
efectos de la no-conmutatividad empiezan a surtir efecto.

En el capitulo 2 se muestra que al tomar un espacio-tiempo discreto en
lugar del espacio-tiempo continuo usual, el efecto de la no-conmutatividad
surge de manera automatica en una escala de longitud pequena, ademads, ve-
remos como cambian las teorias de campo al introducir la no-conmutatividad
en las coordenadas.

En el capitulo 3 analizaremos las simetrias discretas de Lorentz de C, Py
Ty veremos como al introducir el efecto no-conmutativo aparece la violacion
de estas simetrias.

En el capitulo 4 buscamos una cota en donde los efectos de la no conmu-
tatividad se hacen presentes, y asi poder ver a que escala se podran encontrar
los efectos de la violacion de las simetrias de Lorentz debidos a la no conmu-
tatividad.

En esta tesis usaremos el sistema natural de unidades, donde ¢ = h =1,
cuando usemos a los valores de ¢ y h en el sistema M K.S lo mencionaremos.



Capitulo 2

Teorias de Campos

En este capitulo veremos como surge una teoria de campo no conmutativa,
la cual aparece mediante la suposicion usual de espacio-tiempo continuo. Esta
suposiciéon no requiere la simetria de Lorentz. Tendremos asi un espacio-
tiempo que es discreto e invariante de Lorentz [2]. Ademds veremos como
cambia el campo de Dirac bajo el uso de las coordenadas que no conmutan
entre si, al cual se le anadira un término que toma en cuenta este efecto de
no conmutatividad.

2.1. Formalismo No Conmutativo

De acuerdo con el trabajo original de Snyder [2], es posible que el espacio-
tiempo tetradimensional usual no posea un marco de referencia conveniente
en donde la interaccion de materia y campos pueda ser descrita. Una modifi-
cacién del concepto ordinario de espacio-tiempo puede ser necesario porque
las particulas ”elementales” tienen fijas sus masas y su longitud de onda de
Compton asociada.

La teoria especial de la relatividad esta basada en la invariancia de la

forma cuadratica
S? =t —a? -y - 27 (2.1)

para transformaciones de un sistema inercial a otro. Usualmente se supo-
ne que las variables z, y, z y ¢ toman un continuo de valores y que ellos
pueden tomar esos valores simultaneamente. Esta tltima suposicién la cam-
biamos como sigue: x, y, 2z y t son operadores hermiticos para las coordenadas
espacio-temporales de un marco de Lorentz particular; el espectro de cada



operador z, y, z y t esta compuesto de los posibles resultados de una medi-
cién de la cantidad correspondiente; los operadores x, y, z y t seran tales que
el espectro de operadores 2/, 1/, 2’/ y t’ se formen por combinacién lineal de z,
y, 2 y t, tal que deje la forma cuadrética (2.1) invariante, serd la misma que
el espectro de operadores x, y, z y t. En otras palabras, suponemos que el
espectro de los operadores coordenados de espacio y tiempo son invariantes
bajo transformaciones de Lorentz. Es evidente que el espacio-tiempo usual-
mente continuo satisface la anterior definicién, esto, sin embargo, no es la
unica solucion. El principal resultado en esta transformacion de coordenadas
en operadores es que existe un espacio-tiempo invariante de Lorentz en don-
de hay una unidad natural de longitud. Es de esperar que la introduccién
de tal unidad de longitud remueva muchos de los problemas de divergencia
ultravioleta en una teoria de campos.

Se puede mostrar que la introduccion de una pequena unidad de longitud
en el espacio-tiempo forzara a uno a dejar la suposicion usual de conmuta-
tividad de z, y, z y t, distinto a la suposicion de invarianza de Lorentz del
espectro de operadores x, y, z y t, si ellos conmutan, implica que tienen un
espectro continuo.

Para encontrar operadores =, y, z y t que posean espectro invariante de
Lorentz, consideramos la forma cuadratica homogénea de la forma

=0 =g =0y =15 — 03— i (2:2)
en donde los n’s son variables reales. Las variables 1y, 11, 12, 13, 174 pueden ser
consideradas como las coordenadas (proyectivas) homogéneas de un espacio
real de cuatro dimensiones de curvatura constante (un espacio de De Sitter).
Ahora definimos x, y, z y t por medio de los elementos infinitesimales del
grupo donde la forma cuadrética (2.2) es invariante. Tomamos

= ia(ns 0/ — m0/On),
ia(na0/0na — 120/0n),
= ia(ns0/0nz — n30/0na),
= ia(ns0/9no + 100/ Oma), (2.3)

~ N < oy
Il

donde a es la unidad natural de longitud. Los operadores z, y, z y t se
suponen Hermiticos y pueden ser considerados que operan sobre funciones
valuadas de ng, n1,... De la suposicion de que z, y y z son operadores Hermiti-
cos de la forma (2.3), uno puede mostrar que cada uno de estos tiene un
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espectro que consiste de los valores caracteristicos, ma donde m es un ente-
ro. El operador, ¢, tiene un espectro continuo extendido desde menos infinito
hasta mas infinito. El espectro de cada uno de los operadores x, y, z y t es
infinitamente degenerado.

Las transformaciones que dejan la forma cuadrética (2.2) y 14 invariantes
son transformaciones de Lorentz covariantes sobre las variables 7y, 12, 13 ¥y
no. Cuando las variables transformadas n;, 1}, 75, 175, 74 son sustituidas en la
ecuacién (2.3), se encuentra que x, y, z y t se vuelven transformaciones de
Lorentz contravariantes. Es evidente que los nuevos operadores z’, 3/, 2’ y t/
que se forman mediante el reemplazo de 7o, 71, 72, 13, 74 en la ecuacion (2.3)
por 1y, n1, 175, M5, M4 son expresiones lineales con coeficientes reales constantes
en x, ¥y, zyt,yson consecuentemente operadores Hermiticos si z, y, 2z y t son
hermiticos. Las funciones en donde esos operadores operan son invariantes
izquierdos excepto por cambios en el argumento. Por lo tanto, vemos que a/,
y', 2y t' que son operadores Hermiticos de la misma forma en las variables
M6, M1 My M5, Ma como lo son x, y, z y t en las variables 1y, 11, 72, 73, N4,
tienen el mismo espectro que estos. Definimos seis operadores adicionales a
través de las ecuaciones

= i(130/ 0y — 120/
(10/dns — 130/ 0m
(120/0m — m O/

i(no0/0n +ma/Ong
(
(

Y

1

bl

=1 R

Y

= i(100/On2 + 120/
=1 7]08/8773 + 7}3(9/8770

Y

, (2.4)

SERSrLor
I

Ahora, L, L,, L., M., M,, M, son, con excepciéon del factor de 2m, los
elementos infinitesimales del grupo de Lorentz tetra-dimensional. Esto puede
ser mostrado tomando en cuenta que cada uno de de los operadores anteriores
conmuta con la forma cuadratica (2.1) donde los valores de z, y, z y t dados
por (2.3) son usados. Esto es otra forma de afirmar la invariancia de la forma
cuadrética (2.1). Se observa que L,, Ly, L,, M,, M,, M, no involucran a 7,
y que como una consecuencia de la transformacion de Lorentz donde deja la
forma (2.2) y n4, invariantes deja la forma cuadrética (2.1) invariante, y como
ya se ha mostrado, deja el espectro de operadores x, y, z y t invariante. Vemos
de este hecho que las suposiciones usuales que conciernen a la naturaleza
continua de espacio-tiempo no son necesarias para la invariancia de Lorentz.



Los 10 operadores definidos en (2.3) y (2.4) tienen un total de 45 conmu-
tadores. Solo seis de esos conmutadores difieren de los ordinarios y son los
siguientes:

. (2.5)

Vemos de esos conmutadores que si tomamos el limite a — 0, nuestra cuan-
tizacion del espacio tiempo cambia al espacio tiempo continuo ordinario.

Los conmutadores para las cantidades L,, L,, L., M,, M,, M, son las
de los elementos infinitesimales del grupo de Lorentz, y por esa razén in-
troducimos el factor de i en esta definicién. Esto es: L., L,, L. tienen las
propiedades usuales del momento angular cuantico. Los conmutadores que
involucran uno de los operadores x, y, z o t, con uno de los operadores L,
Ly, L., M,, M,, M, son independientes de a, la unidad natural de longitud.
Esto es, todos los operadores pasan en el limite a — 0 a sus expresiones
usuales.

Ademas de las 10 cantidades definidas en (2.3) y (2.4) definimos cuatro
operadores adicionales; teniendo las propiedades de transformacién de opera-
dores de desplazamiento de espacio o tiempo, o equivalentemente, operadores
de energia y momento:

P, = (1/a)(m/na),
Py = (1/a)(n2/na),
P, = (1/a)(ns/m),
Py = (1/a)(no/na)- (2.6)

Por medio de manipulacién algebraica uno puede mostrar que

La: = sz - ZPy;
Mz - th + tpm;
etc. (2.7)



El momento angular tiene la expresién usual en términos de coordenadas y
momentos. Uno debe tener cuidado cuando ordene los factores en (2.7) debido
a que ellos no conmutan. Las cuatro cantidades P,, P,, ., P, conmutan unas
con otras, y tienen los mismos conmutadores con L,, L,, L., M,, M,, M,
como hacen las expresiones usuales para los operadores de desplazamiento de
espacio o tiempo. Adicionalmente cada uno tiene un espectro continuo que
va de menos infinito a mas infinito. Estos conmutadores con las coordenadas
y tiempo no son las mismas que las usuales y estdan dadas por

[z, P = [l + (a)*F7];
t.P] = [l - (a)*F];
[z, P,)] = [y, Pu] = i(a)* P, Py;
[z, P] = [Py, t] = i(a)*P,P;
etc. (2.8)

Aqui notamos que si todos los componentes del momento son pequenos com-

paradas con A/a y la energia es pequena comparada con fic/a entonces esos
conmutadores se aproximan a los que estan dados en la mecéanica cuantica
ordinaria. Ademds, como tomamos el limite a — 0 esos conmutadores cam-
bian a sus valores estandar. EI hecho de que esos nuevos conmutadores entre
coordenadas y momentos difieren de las antiguas apreciablemente solo pa-
ra grandes valores del momento, y que ellos difieren por grandes cantidades
cuando | p |> h/a implica que una teoria de campo basada en la cuanti-
zacion del espacio-tiempo dard substancialmente el mismo resultado que la
teoria de campo usual para todos los procesos que no involucren grandes
componentes del momento, pero produciran efectos apreciables para proce-
sos que involucren grandes componentes del momento. Deberiamos esperar
que las formulas atomicas y moleculares usuales no sufriran cambios nota-
bles, mientras las expresiones para la autoenergia, polarizacion del vacio, y
posiblemente las fuerzas nucleares seran considerablemente alteradas. Alte-
raciones en las cantidades antes mencionadas son ciertamente necesarias para
poner de manifiesto el efecto no-conmutativo.

Para este punto las propiedades de invariancia del espacio-tiempo cuan-
tizado han sido consideradas solo con respecto a las rotaciones y transforma-
ciones de Lorentz que dejan el origen fijo. Un continuo de traslaciones no es
admisible en este espacio, de hecho uno puede probar que si x, y, z y t son
tales que la forma cuadratica (2.1) es invariante bajo desplazamientos infini-
tesimales, el espacio debe ser un continuo. Traslaciones del origen pueden ser
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introducidas como sigue. Sea S(7y, 172,13, 74) una funcién homogénea mono-
valuada unimodular arbitraria de grado cero y las variables g, 11, 12, 73 Y 4.
Sea A cualquiera de los operadores definidos por las ecuaciones (2.3), (2.4) o
(2.6), y forman el nuevo operador A’ = SAS en donde S significa el comple-
jo conjugado de S. Se puede mostrar que los operadores primados satisfacen
exactamente las mismas relaciones de conmutaciéon como hicieron los opera-
dores originales y que ellos pueden ser Hermiticos. Los operadores primados
tienen exactamente las mismas propiedades de transformacion con respecto a
las transformaciones de Lorentz como hicieron los operadores originales. En
particular los operadores de desplazamiento p,, py, p., p: no cambian por este
proceso. Este es un resultado que debemos demandar para los operadores de
desplazamiento de espacio y tiempo. Si elegimos S = explim arctan(n; /n4)],
encontramos que este resultado es una traslacién de ma en la direccién z. Es-
to no debe ser esperado, no es esto posible en el espacio, para encontrar una
funcién S que corresponde a la forma de los valores traslacionales definidos
por z, y, z y t simultdneamente. La relacién entre dos marcos de referencia
diferentes no pueden ser establecidos mas precisamente que las relaciones de
conmutacion entre las coordenadas permitidas.

2.2. No Conmutatividad en Campos de Dirac

Para fines de este trabajo es importante analizar la Lagrangiana que des-
cribe a un electrén que se propaga en un campo electromagnético. Puesto
que posteriormente restringiremos nuestro anélisis al caso de atomos hidroge-
noides, es conveniente definir el Hamiltoniano de ese sistema en esta seccién.
Estas tareas las realizaremos en el contexto de teorfa de campos no conmu-
tativa. La Lagrangiana usual para un sistema cuyas coordenadas conmutan
esta dada por:

Lo.an, (2.9)

o 1.
& = (100, — eA) = m)y = JFF, —

donde A" = (¢, A) es el tetra-potencial y F'* = 0t A” — 9" A* es el tensor de
campo electromagnético. El segundo y tercer término se refiere a la energia
cuantica de los campos electromagnéticos y al término que fija la norma
respectivamente. Estos términos resultan irrelevantes para nuestro analisis y
los omitiremos en lo subsecuente. Nos centraremos solo en el potencial escalar
¢ que dé cuenta de la interaccién entre el nicleo y el electron en cuestion.
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Bajo estas consideraciones entonces tenemos que la ecuacién de Schrédinger
se puede expresar en términos del Hamiltoniano de Dirac

Oy

iy = Ho = (Ho+ V)0, (2.10)
donde
Hy=—ia-V + pm (2.11)
' A
V = ieBo = 1'6576, (2.12)

siendo r la distancia entre el nicleo y el electron. A partir de las ecuaciones
(2.5) podemos definir una matriz antisimétrica de tal forma que

[z, 2] =i, (2.13)

y tomamos a 0" simplemente de forma similar al tensor de campo electro-
magnético con campos e (eléctrico) y b (magnético).

0 —e, —e, —e,
y e, 0 b, —b
g — e —b. 0 bxy , (2.14)

e. b, —by O

y de acuerdo a (2.13) estos se relacionan con M; y L; como e; = a*M; y
b; = a’L;. Podemos definir nuestras cordenadas no conmutativas como un
desplazamiento de las coordenas iniciales mas un término que depende de
0" de la siguiente manera

G — gt — %eﬂ”ay, (2.15)
y el corrimiento para A, como
A 1
A=A, + éeaﬁaaaﬁAM, (2.16)

El Lagrangiano y el Hamiltoniano de Dirac pueden resolverse en el espa-
cio conmutativo y las propiedades no conmutativas pueden ser realizadas a
través de términos relacionados con #'. En este trabajo le agregaremos a las

'En esta, tesis no tenemos como objetivo presentar la demostracién de como cambian el
Lagrangiano y Hamiltoniano bajo la dindmica no conmutativa, para ver una demostracion
de esto ver [5].
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ecuaciones (2.9) y (2.10) un operador referente al espacio no conmutativo
dado de la siguiente manera

0= Lop

5 s (2.17)
con oM = %[”y“, 7. Agregando este término tenemos que nuestros ecuaciones
(2.9) y (2.10) se ven como:

2 = S (10, — eA) —m) — D Byt (2.18)

H=(—ia-V + Bm+ifo + %Ba’“’ew)w = z’%—zf, (2.19)

Entonces el operador de no conmutatividad causara un efecto en los estados
de la particula cuyos efectos seran apreciables a altas energias. En el capitulo
4 resolveremos la ecuacion de Dirac para el atomo de hidrégeno y trataremos
el término dado en (2.13) como una perturbacion.

13



Capitulo 3

Simetrias de Lorentz y CPT en
teoria de Campos

En este capitulo damos una breve descripcion de lo que son las simetrias
discretas de Lorentz C', P y T o también consideradas como las simetrias
discretas de Lorentz. En la tltima seccion incluimos en el lagrangiano de
Dirac el término de campo no conmutativo y observamos como se rompe la
invariancia de esas simetrias.

3.1. Invariancia de Lorentz

Dos observadores O y O que se encuentran en diferentes sistemas iner-
ciales describiran el mismo evento fisico con diferentes coordenadas espacio

temporales.
o =Nt (3.1)

es una transformaciéon activa de Lorentz entre los dos conjuntos de coordena-
das. El grupo de Lorentz completo incluye rotaciones R, boosts L y reflexiones
espaciales I, y temporales [;. El intervalo bajo éstas TL es el intervalo de
tiempo propio

dS? = g, da"dz" = gW,A”aA“ﬂd:cad:z:ﬁ. (3.2)

De esto, gag = gu A, A" 5. Esto significa que 0%5 = A, *A";, implica (A™1)*, =

A% En notacién de matrices 4 x 4. Si g representa g, y A representa A",
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con ésta notacién tenemos (AT es la transpuesta de A),

g=Agh, AT =gAg,
det(g) = det(A"g\) = det(A)det(g)det(N) = det(g)det(N)?,  (3.3)

consecuentemente, det(A) = +1.

Las transformaciones continuas son transformaciones de identidad (boosts
y rotaciones espaciales), tales que det(A) = 1, son llamadas propias, y se ob-
tienen mediante la sucesion de transformaciones infinitesimales. Las transfor-

maciones con det(A) = —1 son llamadas impropias, estas no son continuas, es
decir, no se obtienen de transformaciones infinitesimales (paridad e inversién
espacial).

Nuestra tarea es construir una correspondencia que relacione el conjunto
de observaciones de una particula de Dirac hechas por dos observadores O y
O/

U(x) = P'(2"), (3.4)
la regla de transformacion nos debe llevar a soluciones que son formalmente
iguales para los dos observadores. Pedimos que la transformacién entre ¢ y
1)’ sea lineal

¥(2') = ¥/(Az) = S(A)() = S(Ap(A~'a), (3.5)
S(A) es una matriz 4 x 4, que debe tener una inversa tal que
d(x) = STHA)Y (2") = STHAWY (M), (3.6)

de (3.5) y (3.6) observamos claramente que S(A~!) = S~!(A). Para encontrar
S tomamos el Lagrangiano de Dirac en términos de 1

L = '[y"(i0, — eA,) —m]. (3.7)
Transformamos
L = DSTN, (10, — eA,) — m]SY, (3.8)
y vemos que .Z es invariante si podemos encontrar S tal que
STHANYS(A) = A", (3.9)

En las siguientes secciones trataremos con transformaciones impropias de
paridad e inversién temporal.

15



3.2. Paridad

La idea detras de la simetria de paridad es que las ecuaciones de la fisica
de particulas deben ser invariantes ante la inversion de espejo. Esto se debe
a la prediccién de que la imagen de espejo de una reaccién (como una reac-
cién quimica o un decaimiento radiactivo) ocurre en la misma razén que la
reaccion original.

El concepto de paridad fue introducido en el contexto de fisica de particu-
las por Wigner en 1927 y hasta 1956 la conservacion de paridad era con-
siderada una de las leyes de conservacion geométrica fundamentales de la
naturaleza (similar a la conservacion de energia y momento). Sin embargo,
en 1956, en una revision critica y cuidadosa y la existencia de datos expe-
rimentales, los fisicos tedricos Tsung-Dao Lee y Chen Ning Yang revelaron
que la conservacion de paridad habia sido verificada en decaimientos para las
interacciones fuerte y electromagnética, pero no habia sido examinado en las
interacciones débiles. ellos propusieron muchas posibles pruebas experimen-
tales directas. La primera prueba basada sobre el decaimiento-3 de nicleos de
cobalto-60 que fue llevada a cabo por un grupo lidereado por Chien-Shiung
Wu, demostré que las interacciones débiles violan la simetria de paridad.

Cuando el campo de Dirac se acopla con un campo de Maxwell, queremos
que el Lagrangiano quede invariante después de una transformacion de Lo-
rentz que involucra paridad (transformacién discreta), es decir (x,y, z,t) —
(—x,—y,—z,1):

ot = A 1, (3.10)
con A", nuestra matriz de paridad que nos invierte el signo de x definida
como:

A, = (3.11)

b(x) = ' (2') = S(A)(x). (3.12)

Para encontrar una forma explicita para el operador de paridad P para el
campo de Dirac, serd conveniente decir que cualquier elemento de O(3,1)
(que incluye operaciones de paridad con detO = —1) tiene el siguiente efecto
en la matriz de Dirac:

STHA)YS(A) = A" 4. (3.13)
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Separando la parte espacial de la temporal tenemos

[ —
S71A08 =AY (3.14)
de esto vemos que
. S1=0 y {y,S}=0. (3.15)
El operador de paridad explicito deseado es
S=¢e%0=p (3.16)

donde € es un factor de fase irrelevante. La accién de la transformacién de
paridad sobre un campo espinorial esta dado por:

V() = €99%P(x), (3.17)

La cual es llamada operacién de paridad. Si aplicamos el operador de paridad
dos veces, por supuesto nos regresara a donde estabamos:

P*=1. (3.18)

Se sigue que los eigenvalores de P son +1. Por ejemplo, escalares y pseudo-
vectores tienen eigenvalor +1, mientras que vectores y pseudoescalares tienen
eigenvalor —1.

La violacion de una simetria en un sistema mecanico cuantico puede ser
restaurado si otra simetria S puede ser encontrada tal que la combinacion
de las simetrias SP permanezca inalterada. Esto es un punto sutil de la
estructura del espacio de Hilbert que fue realizado inmediatamente después
del descubrimiento de la violaciéon de P, y fue propuesta la conjugacién de
carga como la simetria que restaura el orden.

3.3. Conjugacién de carga

La conjugacion de carga es una simetria simple que reemplaza todas las
particulas por su antiparticula en el mismo estado, donde el momento, la
posicion, etc. permanecen inalteradas.

Debe haber una expresion formal para esta simetria que nos permita cons-
truir la funciéon de onda del positrén. Como ya hemos visto la Lagrangiana
que describe a un electrén en un campo electromagnético es:

&L =Yy (i0, — eA,) —mlp para e, (3.19)
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De manera similar esperamos que la Lagrangiana que describe al positrén
sea de la forma

L = [y(i0, + eA,) —ml' para e (3.20)

Para encontrar la relacién entre ¢ con carga e y v’ con carga —e, debemos
tomar el complejo conjugado en (3.19)

L= (10, + eA,) — mlyr. (3.21)
Para que esta simetria sea invariante de Lorentz hacemos el cambio
P = S(A)*, (3.22)

y sustituimos en (3.21)
L =S| (i0, + eA,) — m]STY. (3.23)
La condicién de invariancia que surge de comparar (3.21) con (3.20) esta
dada por
Syt STl = Ak, (3.24)
Del conjunto de matrices de Dirac v* la tinica que cumple con esta relacion
es 2. De ésta forma

5.9 =0,
{89 ={s.7"} = {87’} =0, (3.25)
y por ende podemos decir que
Y = iyRr. (3.26)
Definimos el operador de conjugaciéon de carga como C' = iy?4°. Con esto
vemos que: B
Y = Cy%* = CyT. (3.27)
El operador de carga cumple con
C=-C"'=-Cct=_Cn (3.28)

Al igual que con P, si aplicamos C' al espinor ¢ dos veces regresamos al
estado original, y entonces

C?=1. (3.29)
Por lo tanto los valores propios de C' son +1. Al igual que P, sin embargo,
muchas de las particulas en la naturaleza claramente no son estados propios
de C, por ejemplo el fotéon. Entonces diremos que solo las particulas que
tienen su propia antiparticula pueden ser estados propios de C.
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3.4. CP

La simetria CP fue propuesta en 1957 por Lev Landau como la verdadera
simetria entre materia y antimateria. En otras palabras un proceso en donde
todas las particulas son cambiadas por sus antiparticulas se supuso que es
equivalente a ver la imagen en el espejo del proceso original. Aplicando si-
multaneamente al Lagrangiano las transformaciones de conjugacion de carga
C'y de paridad P éste adquiere la forma

L = Y[y A(i0, — eA,) — m]yY. (3.30)
Para que sea invariante bajo C'P, se debe cumplir
S(A)Y*ASTHA) = —*. (3.31)

El operador de C'P para esta simetria es, como era de esperarse, dado por
Scp = ie*%4%, de modo que:

Y = ey 2", (3.32)

La violacién de C'P descubierta en 1964 fue relacionada al hecho que kaones
neutros pueden tansformarse en sus antiparticulas (en donde cada quark es
reemplazado por su antiquark) y viceversa, pero tal transformacién no ocurria
exactamente con la misma probabilidad en ambas direcciones.

3.5. Inversiéon temporal

Ahora analizamos el efecto de hacer la transformacion de inversion tem-
poral, i. e. ' = —t. Una transformacién tal nos lleva de 1 (t) a ¢'(t'),

() = TY(t), (3.33)

donde 7Ot = TO*T~!, con O cualquier operador, .7 es una matriz
antiunitaria y 7" es una matriz ordinaria.

TiT P =T(—i)T"' = —i,
T = Ty*. (3.34)
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Tomamos el Lagrangiano de Dirac y le aplicamos esta transformacion

()" (10, — eAy) —mly(t)
= (VT HTWi0, — eA,) —m]| T (TY)

=TT T NTiT 70, — eA),) —m|Ty*

= /[Ty T 1 (—id, — eAl)) —m]y/, (3.35)
de esto se ve que

' =Ty, (3.36)

Donde 7" es una transformacién de Lorentz T'(A). El campo se transforma
como eA] (t) = eA* A, (t), y las parciales como 0, = —A*,0,, A es la matriz
(3.11).

L = [Ty AN T71(id, — eA,) — m]y'. (3.37)

Para que esta ecuacién permanezca invariante bajo inversién temporal se
debe cumplir

T,Yi*T—l _ —’Yi,
TY™T 1 =40, (3.38)

o lo que es igual

[Ta 70] = [Ta 72] =0,
(T4 ={T,"’} =0 (3.39)

La solucién explicita del operador de inversién temporal es T = iyl43, v
entonces

Y =iyt (3.40)

3.6. CPT

En la naturaleza, estas simetrias discretas son violadas. Paridad es maxi-
mamente violada por interacciones débiles, y la combinaciéon de C'P es violada
en los decaimientos del mesén K. Sin embargo, hay un teorema remarcable en
que los estados de cualquier teoria cuantica de campos es invariante bajo la
combinacion de las operaciones de C'PT' bajo dos condiciones muy generales:
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1. La teoria debe ser local, tener un Lagrangiano Hermitico, y ser inva-
riante bajo transformaciones propias de Lorentz.

2. La teoria debe ser cuantizada con conmutadores por integracion de
campos de espin y cuantizada con anticonmutadores por medio de in-
tegracién de campos de espin.

Esto es, las teorias cuanticas de campos violan las anteriores simetrias
separadadamente, pero cualquier teoria cuantica que obedece estas condicio-
nes generales debe ser invariante bajo C'PT. Ahora, en esta simetria, trans-
formamos el lagrangiano de Dirac bajo paridad (P), conjugacién de carga
(C) e inversién temporal (7'), es decir, hacemos el cambio Sz, = —z,
(2" ¢, 2, t) = (—x,—y,—2,—t)) y ScA, = —A,. El lagrangiano de Dirac
queda

L = [-4"(id, — eA,) — m]y'. (3.41)
La funcién de onda invariante se transforma bajo CP'T como
¢/(x,7 t,) = SCPT1/1<x7 t)7 (3.42)
L = Sepr[~"(i0, — eAy) — m]Sgi,. (3.43)
El operador Sy que deja invariante el lagrangiano de Dirac cumple:
Serr"Sgpr = =, (3.44)
o lo que es igual
{S,v"} =0. (3.45)

El operador S.pr que cumple con esta relacién anticonmutacion es +° enton-
ces nuestra funcion de onda es

U(X ) = = (x, 1), (3.46)

3.7. Simetrias en el campo No Conmutativo

La aplicacién de las transformaciones de Lorentz en una teoria no con-
mutativa es mas complicada que la usual debido a que el parametro 6*” lleva
indices de Lorentz. Los dos distintos tipos de transformaciones de Lorentz
(pasivas o activas) existen. Por ejemplo, la ecuacién (2.13) es totalmente co-
variante bajo las transformaciones de Lorentz propias: rotaciones o boosts del
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marco de referencia observado dejan inalterada la fisica debido a que tanto
los operadores de campo como 0" transforman de manera covariante. Sin
embargo, esos cambios de coordenadas difieren profundamente para rotacio-
nes o boosts de una configuracién de particula y campo localizado con un
observador fijo. Las otras, llamadas transformaciones de Lorentz impropias,
no afectan a 6" y por lo tanto modifican la fisica. En efecto, 8 provee
una direcciéon tetra-dimensional del espacio tiempo en cualquier marco iner-
cial fijo. Cualquier teoria no conmutativa por lo tanto viola las simetrias de
Lorentz impropias.

Veamos como cambia 0" bajo una transformacién de paridad. Definimos
6r1 como

0 €y €y e,

—e, 0 b, —by
—e, —b, 0 by '
—e, by, —by O
El operador de paridad en una teoria no conmutativa cambia, ponemos nues-
tro nuevo operador de paridad como el producto de el operador de paridad

para el campo libre con el operador de paridad referente al término de no
conmutatividad, la ecuacion de onda con los operadores de paridad se ve

(Xt = KPy(x,t), (3.48)

0" — " = (3.47)

donde K es la matriz de paridad que cumple K 'K = I;,4 v que solo actiia
sobre el elemento de interaccién no conmutativa 0 y P es el operador de
paridad para el campo libre definido en (3.16). Sustituyendo la ecuacién de
onda en el Lagrangiano dado en la ecuacién (2.18) y pidiendo la invarianza
de K10 K = 9" encontramos que la matriz que cumple esta condicién es

K = i . (3.49)
~1

Que es la misma dada en (3.11), asi pues, K = A* . Con estos dos operadores
la ecuacién de onda se ve

U (—=x,t) = e K" (x,t). (3.50)

La transformacién de 6 bajo paridad la podemos apreciar de la ecuacién (2.13),
donde al hacer el cambio z° — 20 y 2 — —2' los elementos de la matriz nos cambian
como e; — —€; y b; — b;.
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Para la simetria de inversion temporal se puede demostrar facilmente que
cuando hacemos el cambio ¢ — —t v 2° — ¢ 0" es otra vez 0*. Entonces
el operador de inversion temporal va a estar dado por K junto con el opera-
dor para campo libre dado por (3.40), por lo que la ecuacién de onda bajo
inversién temporal queda dada por

V(x, —t) = iKy'yP*(x, t). (3.51)

Para la conjugacién de carga, debido a que el término no conmutativo en el
Lagrangiano no contiene ningiin parametro de carga, el operador es el mismo
que para el campo libre (3.28). La violacién de P y T y por lo tanto para
CP debido a 0" era esperado por lo dicho anteriormente, pero veamos que
pasa para C'PT.

Los términos de la extensién del modelo estandar violan C'PT si y sélo si
los coeficientes para la violacién de Lorentz llevar un ntimero impar de indi-
ces [7]. Dado que es imposible construir un coeficiente para combinaciones
de 0" se sigue inmediatamente que cualquier teoria no conmutativa realista
necesariamente conserva C'PT'. Por el contrario, todas las otras combinacio-
nes de las simetrias discretas C', P, T' se puede romper en una teoria no
conmutativa general.

Esto lo podemos ver cuando aplicamos a la ecuacion de onda nuestras
tres transformaciones discretas de Lorentz

V'(—x,—t) = Ky"'YK¥%)(x, 1)
- K2'7577Z)(X7 t)
= ¥PU(x, ). (3.52)

Por lo que cumplimos con nuestra invariancia bajo la simetria de C'PT.
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Capitulo 4

Atomo de Hidrégeno

En este ultimo capitulo encontraremos una escala para la unidad natural
de longitud introducida en el capitulo 2 usando la dinamica del atomo de
hidrogeno a partir del Hamiltoniano de Dirac con el potencial Coulombiano
y agregaremos en forma de perturbacion el operador de no conmutatividad
dado en la ecuacién (2.10). La forma de encontrar la solucién de la ecua-
cién de Dirac para un campo central fue inspirada en el libro de Greiner [9]
de mecdanica cuantica relativista. Sin embargo en la tltima seccion de éste
capitulo se presenta el calculo del corrimiento de los niveles de energia del
atomo de hidrégeno. Los resultados son nuevos y son la principal contribucién
de esta tésis.

4.1. Separacion de variables para la ecuacion
de Dirac con potencial central

El Hamiltoniano de Dirac en este caso es
Hp=6&-p+ fmo+V(r) (4.1)

donde V(1) = eAy(r). Debido a la simetria esférica del campo, el operador de
momento angular J y el operador de paridad P = ¢i*f (r — —x) = ei“"vopo
con respecto al origen de coordenadas conmutan con el Hamiltoniano. por lo
tanto, estados con energia definida, momento angular y paridad se producen.

Las correspondientes funciones de onda son denotadas por [9]

i = ( Yjim (X, 1) ) ’ (4.2)

le’m (X7 t)
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aqui Vi, ¥ Xjrm son los dos espinores que van a ser determinados. Debido
a que v¥j,, debe tener una buena paridad y el vector de paridad se lee P =
e?3Py (Py cambia x en —x), tenemos

Vi (X ) = My, ) 0 Pojun(a’) = My ('), (4.3)

: o (10N o (djm(x, t)) : ( Pothjim (%, 1) )

P - ip J R 17 0%y ’
Ui ‘ (O 1) Po (Xﬂ’m<xa t) ‘ —Poxjim (%, 1)
w'lm(x7 t) )

W , 4.4
oim=A (P08 (1.
donde | A |= 1. Uno debe reconocer claramente el contenido de (4.3): que

demanda la ”"buena paridad”de la funcién de onda que significa que la ecua-
cién de onda es funcién propia del operador de paridad P. La ecuacién (4.4)
muestra que la paridad de dos espinores ¢ji,, debe ser igual a la paridad
negativa de xjim,. Tambien podemos entender la declaracién en la siguiente
manera: Empezando con la ecuacién de Dirac estacionaria H p = K1, las
matrices & en (4.1) estan dadas explicitamente por

a:(ﬁ%). (4.5)

De ésta forma de acuerdo a (4.1) la ecuacién de Dirac es equivalente al
sistema

“P)x +mop + Ve = Eop,
-p)p —mox +Vx = Ex, (4.6)

o)

)

(E—mo—V)p =(6-D)x,

(E+mo—V)x = (6-D)p. (4.7)
Debido a que el operador & -p cambia de paridad, estas ecuaciones muestran
que los dos espinores ¢ y x deben tener paridad opuesta.

Las funciones propias del momento angular y del operador de paridad
son los bien conocidos espinores esféricos. Para evitar la confusién con la
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funcién de onda completa 9, denotaremos los espinores esféricos como €2,
que estan definidos como

Qun = (147 | m'mam)Yiwxy,,, (48)

’
mi,mis

Aqui los dos espinores X1y, SN funciones propias del operador de espin

) N
S =6%/4y S3=65/2; ellos se ven explicitamente como:

(1 (0
wi=lo ) xa-s={1)

La paridad de ;,,, estd dada por Yj,:
PoQin = (—1)! Q. (4.9)

Hacemos el siguiente ansatz

Djtm = 19(7T)Ljim (;) ;

r
Xjl'm = —f(T>sz/m <;) s (410)
con
b g 20+3)—1=1+1 para j=1+3,

Repitamos esto una vez méas: Debido a (4.8) cualquiera de j = H—% 0j = l—%.
Sij=I1+ %, el momento orbital angular I de xjym es I" = [+ 1. Esta es la
Unica forma de realizar la paridad opuesta de xy comparada con ¢. El valor
I = 1—1 debe ser excluido, debido a que el momento angular total j = [+ %
no puede ser construido por ' =1 -1y S = % Los argumentos siguen un
patrén similar para el segundo caso de (4.11). Entonces uno tiene que:

~ A " . r n o~ . -
6 - Pojim =6 D ig(r)Qim (=) ) = (6 Dig(r)Qjm + i9(r)6 - PQLjim
T

dg(r) (A r

P2 (64 2) Qi + 1918 - D, (412)

Con respecto a (4.8) los espinores esféricos son eigenfunciones de los operado-
res L?, J? y S? = (36)? con eigenvalores '(I'+1), j(j+1) y 2 respectivamente.
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Para completar el esquema otra vez daremos la forma explicita de €2j;,,, para

loscasosusualesjzl%—%yjzl—% (jZ%)i

Y
Ql+%,l,m = f=my ; (4.13)

2j lmts

j—m—HY
A\ 2j+2 im—3

O 1y, = s 2. (4.14)
2% ]+m+lY L
2j+2 " lm+3

Los factores en la raiz de (4.13) son los coeficientes de Clebsch-Gordon
en forma explicita. Ahora haremos uso de las siguientes relaciones entre los

espinores esféricos
r

(a— - ;) Qjim = —jim, (4.15)

que es facil de probar, ya que (& - r/r) es un operador escalar de paridad
negativa. Con (4.15) tenemos que:

. o f. T
—(6 - D)Qjim = (6 - D) (0 - ;) Qjirn. (4.16)
Ahora tomamos la ya conocida relacion
(6-A)(6-B)=A-B+i6-(AxB) (4.17)
y cambiamos (4.16) en
550 — (5.5 ie (5% ) 0
(6 D) = (B~ +i6 - (B x =) ) Lm. (4.18)

Conp=—iVyL=rxp, (4.18) puede ser transformada en

. A a 1
(b1 +1i6 - (b x1)) Qjrm

1
= (<i(Vx) =i V = i& - (v X B) Qi

2 1.
= —i|—-+-L-6| Q. 4.19
Z<T+T 0') il ( )



De

FP=@L+is) =1*+l6)?+6 L (4.20)

se sigue que
L-6Qu, = (-1~ (16))Qum (4.21)
= {0+ =10+ 1) = 33 Qm. (4.22)

Ahora y en lo siguiente es conveniente definir un niimero cuantico k por

) —(l+1 ara j=1+1
/<a=:|:(j+§)={ (l ) hara ;:l_g (4.23)

Obviamente siempre hay
|kl=j+3 o j=lr|—3 (4.24)

Con esto y tomando I' = 2j — 1 en cuenta uno puede reescribir el valor de
expectacién en el lado derecho de (4.22). Para j = [ + 3 uno tiene

)t g+ 1) =20 +3) — R0 +3) —1+1] - §
=P+ i+I+H+i+i-(0+1)(1+2) -3
—P42A-1P-21—-1-2=—(14+2)=kr—1. (4.25)

Similarmente para j =1 — i:

(=) +3)—R0-3)—IRA-3) —I+1] -]
=P-1-(-1l-2=l-1=k-1 (4.26)
Ahora (4.19) puede ser escrita como
2+1L-6)Qum =1+ K)Qim. (4.27)

Si en (4.22) hubieramos empezado con 2, habriamos obtenido (2 4 L -
)i = (1 — K)Qjpp, por el mismo procedimiento. En la literatura la si-
guiente notacién es frecuentemente usada para (4.27): uno escribe

Xﬁ,m = lem, X*N,m = le/m (428)

y definimos el operador A
kR=1+L-0, (4.29)
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Entonces debido a que (4.27) es ecuacién de eigenvalores

RXrm = —KXkms RX_wm = KX — —K,m (4.30)
donde
[0 = G+ para j=l+1 o
_{ ! = +(j+3) para j=1—3 y o rl=its

Consecuentemente, los espinores esféricos de (4.10) pueden ser denotados por
Xeym = Ljim ¥ X—r,m ¥ podemos por tanto escribir los cuatro espinores para
un campo central como:

i = <<lem(xa t)) _ ( ig(r)jim (3) )
a Xjtrm (X, 1) —f(r)Qrm(3)
_ ( ig(r)Xn,m >=+i( 9(r)Xem >
_f(r)x—n,m if(T)X—n,m
A veces usaremos esta notacion alternativa. Con esto y (4.18) y (4.15), la
ecuacion (4.12) finalmente toma forma

SR dg(r) rk+1
(6 D)@jim = —jirm ( o + . g(?“)) : (4.31)
Anélogamente se puede derivar la siguiente expresién para (6 - P)x:
A A . df (r k—1
(6 - D)Xjrm = =18 <% - f(r)) . (4.32)

Ahora las expresiones (4.31) y (4.32) son insertadas en (4.7). Las funciones
angulares de ambos lados de la ecuacion pueden ser eliminadas. Entonces
obtenemos las ecuaciones diferenciales para las funciones radiales f y ¢:

dgd—@ +(1+ @@ —[E+my— V(r)f(r) =0,
TO 0D me vl =0, @)

Con las sustituciones

G=rg y F=rf con (4.34)
G dg(r) dF df (r)
ar 7 tr ar Y A T U dr ’
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finalmente tenemos que:

T 1 EG() 1B+ mo ~ VIIF () =0
%ff) — ZF(r)+ [E—mo = V()]G(r) = 0. (4.35)

Estas son el par frecuentemente usado de ecuaciones diferenciales para la
funciéon de onda radial F' y G de la ecuacién de Dirac en el caso de un
potencial con simetria esférica V' (r). En la literatura uno ocasionalmente
pone G =uy y F' = us.

4.2. Solucién de las ecuaciones radiales para
una particula de Dirac en un potencial

de Coulomb

La energia de interacién de Coulomb de un nticleo de radio despreciable y

una particula de carga —e es V = —Ze?/r, por lo que las ecuaciones radiales
para una particula de Dirac son

dG K Za

— =-2G+ [E+mo + —} F(r),

dr r r

dFF Kk Za

—=-F—-|E— —| G 4.36

= tr [Boms 2 ), (4.36)

donde av & 1/137 es la constante de estructura fina. Primero examinaremos la
solucién de las ecuaciones (4.36) para r pequena, i.e. cerca del origen (r ~ 0).
En este caso el término con E 4+ m( puede ser omitido y uno tiene

dG kK YA
Yo 2800 =
o + rG . (r) =0,
dFF &k Zo
— — —F 4+ — =0. 4.
i + . G(r)=0 (4.37)

Usando una expansion en serie de potencias como un ansatz de la solucion
de (4.37), el primer término de esta serie en la regién cerca del origen motiva
al ansatz G = ar” y F = br”. Usando esto se sigue que

ayr’ ' 4+ kar't = Zabr Tt = 0,
byr? ™t — kbt 4+ Zaar™t = 0 (4.38)
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a(y+ k) —bZa =0, aZa+b(y—k)=0. (4.39)
El determinante de los coeficientes debe desaparecer, dando
72 = K% — (ZQ>27
v = £V — (Za)? = £,/(j + })? - 222 (4.40)

Ya que la funcién de onda tiene que ser renormalizable debemos elegir el signo
positivo para 7. Para la solucién negativa v = — | v | esto implica que F?* +
G? ~ 121l cercana a r = 0, que darfa una integral divergente para la norma
si]y|< % Sin embargo, debemos mencionar que para k> = 1y Zav/3/2 o
Z 2 118, soluciones regulares con 7 negativa parecen posibles. De hecho, el

tener F2 4+ G2 ~ r—2V1=Z9% inteorable todavia para r — 0, la desigualdad
2y/1 — (Za)? < 1 debe ser cumplida, esto conduce a (Z)? > 2. Solo diremos
un posible argumento: esas soluciones deben ser descartadas por los
siguientes postulados: no solo la integral de normalizacién [ ¢t Hpyd®r debe
existir, sino también el valor de expectacién de cada operador parcial con
Hp, especialmente el valor de expectacion de la energia de Coulomb:

/q/ﬂ <_ZT€2) wdz = /(F2 +G?) (—2762) dr.

Note que el factor usual 7? para el elemento de volumen, acorde a (4.35),
esta ya contenido en (F? 4+ G?). El integrando se comporta como 727~ dr
en el limite » — 0, dando una contribucién finita solamente si 2y — 1 > —1,
i.e. v > 0. Esto, por otro lado, significa que solo la raiz positiva en (4.40)
es fisicamente aceptable. Ademds, uno puede concluir de la relacién (4.40)
que para estados con j + % = 1 solo soluciones anteriores de Z = a~! ~
137 pueden ser construidas. Para valores grandes de Z la raiz llega a ser
imaginaria y las funciones de onda no son mas normalizables. Para (Za)? >
k2, en general la parte real de la funcién de onda muestra un comportamiento
oscilatorio de la forma Re(F,G) ~ cos(| v | Inr) para r pequena. Para
resolver (4.36) hacemos la siguiente sustitucion:

0=2X\r con \=(m— E*Y2 (4.41)
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Con do/dr = 2\ y d/dr = 2\d/dp y dividiendo por 27 se sigue que

iGlo) _ Etm | Za
0 = 0@+ [ 0 +?} F(e),
d]:lég) _ [E g)\mo n %} G(o) + %F(@ (4.42)

Usando de esta forma las ecuaciones uno puede tener un comportamiento
de F(p) y G(p) para 9 — oo, si despreciamos los términos proporcionales a
1/0 las ecuaciones diferenciales (4.42) se ven

dF(o)  E—my

Combinadas con (4.41) se sigue inmediatamente que

*G(o)  F? —mgG 1

Uno tiene dos posibles soluciones con G(g) ~ ei|9|2, pero solo la exponencial
decreciente puede ser usada debido a que solo esta es renormalizable. Un
resultado similar se tiene para F'(p). Esto motiva al ansatz

G(o) = (mo+ E)2e2(¢1(0) + 62(0)),
F(o) = (mo — E)"?e($1(0) — ¢2(0)), (4.43)

si lo insertamos en (4.42) tenemos:

(mo + E)l/Qefg/z {—%(% + ¢2) + % + %}
[+ B o By o
(mo — E)I/QB_Q/Q {—%((%51 — ¢2) + % - %}
[ |:E g}\mo + %] (mO+E)1/26—g/2(¢1 +¢2)
+g(m0 — E)e—0/2(¢1 — 2). (4.44)
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Dividiendo por e~¢? y ademaés la primera ecuacién por (mg + E)Y? y la

segunda por (mg — E)/? deja el resultado

~5 (or+on)+ T+ 2

e B L ]
3 (Gi-e)+ Pt -

el R

Por otro lado tenemos

(mO—E)1/2 . mO—E

(mo+ E)/2 )\
y
(m0+E)1/2 - m0+E
(mo— E)Y2 A
y por lo tanto
1 doy | dos
—5 ( ¢1+¢2)+d—g+d—g
E A - F
= —g(¢1 + ¢2) + { ;—)\mg —a} %@51 — $2),
1 dpr  deo
—5 ( ¢1—¢2)+d—g—d—g
E— A E
== {Tmo _a} %(% + ¢2) + g(% — ¢2).
Sumando ambas ecuaciones de (4.47) da
dr
— _2_’%52 o+ @M(% — )
0 0 A
A E
- ?&(mo—;—)(ﬁbl + ¢2),
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(4.46)

(4.47)
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mientras que restandolas tenemos

dpy
= —2—,{&51 — ¢+ @(mo—)\_E)(éﬁl — ¢2)
= Mwl + ). (1.9
Sumando todas obtenemos
dor YA E Zamy
d_g_<1 >¢1 (Q Ao >¢2’
% _ <_E n Zamo) b1 + ZaEgb? (4.50)
0 0 Ao

Para encontrar las soluciones para ¢, y ¢2 hacemos el ansatz de una expan-
cién en serie de potencias. Separando un factor ¢, que describe el compor-
tamiento de la solucién para o — 0, escribimos

Gr=0") amo™,  dr=0" > Bmo™ (4.51)

m=0 =0

Insertando esto en (4.50) da
Z(m + 7)amgm+yil
— Zamg _ @ iy 0™
- (n + ZO;mO) > Bume™
S B + 7)o"

- (—/i+ Zamo) S o™+ @Zﬁm m{(4.52)

A

Comparando los coeficientes concluimos que

Zaok Z
am<m + 7) = Q-1 — %am - <’i - amO) ﬁrm

Bn(m+7) = (—m + Zci\mo) QU + ZL)\Eﬁm. (4.53)
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De la segunda ecuacién de (4.53) se sigue que

Bm  —k+Zamg/N Kk — Zamgy/\ (4.54)
Oy m+y—ZaE/N o —m ] '
con Sk
n =227 7. (4.55)
A
Para m = 0 uno obtiene
Bo _ k—Zamg/X _ K — (n’—i—’y)mo/E‘ (4.56)

Qg n’ n’

Insertando el resultado (4.54) en la primera ecuacién de (4.53)

ZaE Z — Zamo/\
U [m+fy+—a +</~c+ amo) (H armo/ )]zozml (4.57)

A A n' —m

O

AT Z2 2,2
Qi [<m+7+ %) (n' —m) + x* — ;mo} = apm_1(n —m). (4.58)

Calculamos ambos paréntesis en el lado izquierdo de (4.58)

ZaE\ [ ZaE ZaFE\?
<m+7+ i >< i —7—m>——2m7—m2—72+(%) , (4.59)

con v2 = k% — (Za)? y se sigue que

o [—m(ny +m) + (Za)® + (ZLAE)? - (ZO;mO)ZI 1 (0 —m),

(4.60)
Que se puede resumir como
(W =m) (=n)™(n' —1)...(n" —m)
fm = Cm(2y + m)am_1 o oml(2y +1)..(2y +m) o
~ (I=n)2—=7n)...(m —n)
o ml(2y+1)...(2y +m) ao- (4.61)
De acuerdo con (4.54) f3,, se encuentra que es
By = (—1) (k — Zamg/X\) (=1)™(n/ — 1)...(n — m) a0, (4.62)

n' —m m!(2y +1)...(2y + m)
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Usando (4.56) esto queda

n'(n—1)...(n" —m+1)

Bm = (=1)"™ m!l(2y +1)...(2y +m)

Bo. (4.63)

Las series de potencias (4.61) y (4.63) resultan ser la funcidn hipergeométrica
confluente [10]

1 2
F(a,c;x)zl—l—gx—i-mx——i-... . (4.64)
c c

(c+1) 2!

Con esto encontramos que

01 =o' F(1—n',2y+1;0),

¢2 = Boo " F(—n',2v +1; 0) (4.65)
— Zamg /A
- (%) a0 F(—n', 2y + 1: 0). (4.66)

Con el fin de que la funciéon de onda siga siendo normalizable debemos
pedir que las series para ¢; y ¢o se termine; por lo tanto las funciones hiper-
geométricas tienen que ser simples polinomios. Esto solo puede ser logrado si
n’ es un entero no negativo, i.e. n’ =0, 1, 2, .... Definimos el niimero cudntico
principal

n=n'+|k|=n"+j+3, n=123,.. . (4.67)

Con esto podemos calcular los eigenvalores de energia de (4.55) y obtener

Zak .
0
y consecuentemente
(Za)? + (n—j = 5 +)’]E> =mg(n — j — 5 +7)°, (4.69)
— /2
(Za)? 1
UG (Zap
n=1223,.. |,
,%::l:(j—i—%) =+1,4£2,43,... (4.70)
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El signo negativo en (4.70) debe ser excluido porque, para nucleos cargados

positivamente (Za > 0), energias negativas E no cumplen la ecuacién original
(4.68), debido a que el lado de la derecha es positivo. Por lo tanto escribimos
el signo negativo en (4.70) en paréntesis, y por tanto obtenemos la formula
de estructura fina de Sommerfeld para eigenvalores de energia de electrones
en atomos con un potencial de Coulomb y nicleos puntuales. Finalmente
queremos citar la expresiéon completa para las funciones de onda radiales.
Aqui las funciones de onda estan normalizadas de acuerdo a la prescripcion
[¢TpdV =1, lo que explicitamente implica para f(r) y g(r) que

/ (f* + g?)ridr = 1. (4.71)
0

Esto conduce a la expresion final para la funcion de onda radial normalizada.
g(r) } _ N

fr) ) TEy+1)

(mo £ E)I'(2y +n' + 1)

4my (n’+;)m0 <(n'+§’)m0 — Ii) n'!

X

!/
X (2Ar) e { (m+—bj)W) — /ﬁ) F(—n',2v +1;2\r)

Fn'F(1—n' 2y +1; 2)\r)}. (4.72)

Con el fin de calcular los valores de los estados ligados de la energia Ey;,q
cuando Z < 1 expandimos la férmula de la energia como:

E —my ! (Za)? 1 3
=—(Z — — ) 4.
mo (Za) {2712 + 2n3 \j + % 4dn (4.73)

El primer término en (4.73) representa la férmula de Bohr para los ni-
veles de energia calculados acorde a la ecuacion de Schrodinger. En conse-
cuencia, las correcciones relativistas para los niveles de energia en un campo
de Coulomb son del érden de (Z«)?. Esas correcciones son solamente impor-
tantes para pequenos numeros cuanticos principales y en nucleos pesados.
Ademas notamos que las funciones de onda relativistas f(r) y ¢g(r) muestran
para | k |= 1 una débil (pero de cuadrado integrable) divergencia en el origen
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r = 0, en contraste con el caso no relativista. Los estados son clasificados en
completo acuerdo con los niveles del dtomo de hidrégeno (Z = 1).

Los eigenvalores de energia solo dependen del niimero cuantico principal
n, de | K |, y sobre un Z. En la tabla (4.1) se muestran los valores de la
energia de los estados ligados del electrén en el atomo de hidrégeno Z = 1, en
la notacién espectroscopica el primer niimero representa el niimero cuantico
principal, la letra se refiere al valor del momento magnético [ y el subindice
esa dado por el valor de j.

Cuadro 4.1: Clasificacién de estados ligados del electron de acuerdo a la
ecuacion de Dirac para Z=1 (dtomo de hidrégeno)

Notacion n 1 j n' Kk  Epna(eV)
1S, 10 1/2 0 -1 -13.606
251/2 2 0 1/2 1 -1 —3,402
2Py s 2 1 1/2 1 1  —3402
2]33/2 2 1 3/2 0 -2 —3,401
351/2 3 0 1/2 2 -1 —1,512
3Py, 31 12 0 1 —1512
3P3/2 3 1 3/2 0 -2 —1,512
3d3/2 3 2 3/2 0 2 —1,512
3ds.2 3 2 52 0 -3  —1512

Hay una degeneracion de los niveles con igual | k |, pero diferente [,
aqui, por ejemplo, 2571/, y 2P /5 tienen el mismo valor de la energfa pero con
paridad opuesta.

4.3. Correcciones debidas a la no conmutati-
vidad del espacio-tiempo

El Hamiltoniano de Dirac para el a&tomo de hidrégeno agregando la parte
de interaccion no conmutativa puede ser descrito como el hamiltoniano libre
(4.1) mas el operador referente a la no conmutatividad, esto es:

H=Hp+H (4.74)
donde escribimos a H' como

H = 10", (4.75)
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con 16" = [z, x| la matriz antisimétrica dada por

0 —e, —ey —e,

ex O b, —b,

ey, —b, 0 b, ’
e. b, —by, O

0, = —i (4.76)

y ot = %[7“, 7], los elementos diagonales de esta matriz son iguales a 0 y
desarrollando para los términos que incluyen a 7° tenemos que:

P55 (50 (5 ()
((()) (2)

Es facil comprobar que 0% = —¢%. El desarrollo para los elementos que no
incluyen a +° se ve

i 0 o 0 o (0 ol 0 of
2 —a 0 —al 0 —al 0 —a' 0
—gigd 0 _ —gigt 0
0 —odo’ 0 —dlot
o E _[Uivo-j] 0
2 0 —[o?, o]
i —2jctik gk 0
9 0 — 24tk gk

giikghk ()
(), -

Podemos expresar (4.75) por componentes como

ij

o

N | .

H = %O'lwewj = %[O’Oie()i + 010(91'0 + O'ij(gij]

cioo(01) rbeo (1) am

Para determinar el cambio en los niveles de energia en el &tomo de hidrégeno
ocasionada por los efectos de la no conmutatividad del espacio-tiempo, toma-
remos al operador en H’ como una perturbacién. Usamos entonces teoria de
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perturbaciones para calcular la energia E’, tomamos el valor de expectacion
de nuestro operador (4.79)

(B) = (gm | H' | 05
=t liewo (1) =beo (3]) 10

B . 01 10 ¢jﬁm
= ((Pjim> Xjim) | i€ -0 (1 O> —bro (0 1) | <inl/m)>

= (@) Lo | (),
i

(G [ b | ( ). (130)

Xiirm

Donde @i, ¥ X;jirm son los espinores dados en la ecuacion (4.10), y debido a
que 0, y 0, tienen elementos en la contradiagonal y los arménicos son funcio-
nes ortogonales se puede mostrar facilmente que [ d3ijlm0’x,ij7i7m = 0. Por
lo tanto, solo podemos construir una solucion cuando tenemos la orientacion
enz:.e-o =e,0,c080 yb-o =b.,0,cosf', para 0 < 0, 8/ < 7. Por ahora solo
nos enfocaremos cuando 6 y 6" son /2

o, 0 g Gl
. § o, 0 ig(r) s,
_bz/vd3x(—zg (") =7 (1)) ( 0 az) (—f(T)QJ;m)
(4.81)
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Usando explicitamente los 2’s dados en las ecuaciones (4.16) y (4.17) tene-
mos

E = z'ez/ dx
1%

—bz/d%
1%

L igy/ERY;
G e S | =

— = lm+ S
3 J—my/
AVArY: YE,erQ
_f 3’—m+1 - .
+1lyx x  [j+m+1 2j+2 ~lm—3
G = e R
f 2j+2 -3’ f 2j+2 “lmts f Jtmtl )

= iez/ d3x{
1%
i9° S Y Yo — 19T Y Vi
S Y iy i —mYmYm }
b /Vd%{ P\ m%?‘mfﬁm—%—f\/ TV T Y s Vi

+f2 j—m+1l [j— m+1 Jj+m+1 J+m+1 - .
2j+2 2j+2 l,m—% =3 2542 2742 lm+ Lints |-

(4.82)

)~<
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Usando que los armonicos esféricos estan débilmente normalizados f d3xY2,mYlA "=
5l,i(5m,rh

2 m m+1 m-41
g = [T (o [ - ]
—m—+1 m +m—+1 j—m
_fg[ ]2j+J2r \/ﬁ_ \/]gj-s-; \/]TJ }

b [T { e [ - )+ 2 e - o) )

:O—bz{%/ooogf( 2dr——/ F2(r er]. (4.83)

Recurriendo a la normalizacién de las funciones radiales (4.71) y viendo que
para Z = 1y los primeros valores de n se tiene [~ g*r?dr ~ 1 (este dato se
consiguié numéricamente) tenemos

m

E =b,—. (4.84)

J
Esto corrige a los niveles de energia cuandon =1,2,3,...,1=0,1,2,....n—1
y por lo tanto m = £l y j = [+ 1/2, asi que £’ = ibzmle Entonces la
correccion en los niveles de la energia es la suma de la energia libre mas la
energia debida a la no conmutatividad

E=FEy+F. (4.85)

La energia en términos de la longitud de onda A\ es

hc% — E(ny) — E(ny), (4.86)

donde E(ns) es la energia del electron en el estado excitado y E(ng) es la
energfa del estado base del electrént.

El experimento nos d4 las longitudes de onda en el espectro con un error
experimental +A\ debido a las imprecisiones que se tengan a la hora de
hacer la medicién, este se calcula mediante la ecuacién

1

E(ns) — E(n) £ AE = he

A
L

A iAA/)\
1
hc—

e

} (4.87)

LAqui ya regresamos al sistema MKS de unidades.
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Por lo que la imprecisién en el valor de la energia esta dada por

AN
El experimento [11] arroja los siguientes datos para diferentes ny en el caso
cuando n; = 1.

Cuadro 4.2: Datos experimentales de la longitud de onda medida en el espec-
tro del atomo de hidréogeno y el error experimental calculado para diferentes
transiciones del electron.

Transicion MA) AXNA)
2—=1 1215,66 0,06
3—1 1025,83 0,06
41 972,54 0,07
51 94976 0,07
6—1 937,82 0,08

Con esto, podemos comparar (4.84) con (4.88) para poder ver en que
rango se encuentra la unidad de longitud vista en el capitulo 2. Asi tenemos
que

21 A\

b— = pe22
a1 N

(4.89)

Como b, = a*/h tenemos que

| 20+ 1AMX
a=nh Cz—lv, (490)

Para cada transicién tenemos un promedio para a ~ 3,2743 x 1073'm. Adn
estamos a tres érdenes de magnitud del valor esperado para a que se espera
que esté en la escala de Planck ~ 1073*m.
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Capitulo 5

Consideraciones finales y
conclusiones

El estudio de efectos fisicos en el espacio no conmutativo ha atraido mu-
cha atencién en los anos recientes, debido a que los efectos del espacio no
conmutativo pueden llegar a ser significativos no solo en la escala de cuer-
das sino que también a niveles de muy altas energias (TeV y niveles més
altos de energia). Ademads de teoria de campos, hay muchos trabajos dedica-
dos al estudio de varios aspectos de la mecanica cuantica en un espacio no
conmutativo con la coordenada temporal usual (conmutativa).

Las simetrias discretas de Lorentz se pueden violar en el espacio no con-
mutativo por separado, pero la simetria de C'PT no se viola debido a que el
parametro no conmutativo #*” acarrea un nimero par de indices de Lorentz.

El fenémeno de la no conmutatividad tiene efectos en las lineas espectrales
para el dtomo de hidrégeno, sin embargo éstos no pueden ser detectados de
forma experimental, esto es debido a que ain estamos a tres ordenes de
magnitud del valor que se espera que esté la unidad fundamental de longitud
propuesta por Snyder [2] causante del fendmeno de la no conmutatividad
que debe estar en el érden de la escala de Plank 107**m. Entonces se debe
hacer mas preciso el experimento con el fin de ver la correccién en las lineas
espectrales, y poder discutir sobre la cota de los efectos de no conmutatividad
que hemos obtenido mediante mecanica cuantica.

En trabajos tedricos recientes, se ha establecido una cota para posibles
efectos (no necesariamente proviniendo de la no conmutatividad, sino de
gravedad u otros) de 2 TeV basada en procesos de dispersion b — S+ de alta
energfa [12]. Comparando nuestra cota con la que obtuvieron en el trabajo
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mencionado, vemos que nuestro resultado es mucho mas restrictivo por varios
érdenes de magnitud (~ 10" TeV) lo que indica, si nuestros resultados son
correctos, que es mas accesible experimentalmente buscar efectos de violacién
de Lorentz debido a otros efectos que no son debido a la no conmutatividad

del espacio tiempo, cabe mencionar que éste es el principal resultado de ésta
tesis.
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