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INTRODUCCIÓN

El principio de Coherencia Cercana de Filtros (NCF , por sus siglas en

inglés), fue introducido por Andreas Blass, como respuesta a un problema de

Análisis Funcional.

Dada una función f : ω → ω, y un filtro U sobre ω, se define la imegen

de U bajo f , denotado f(U), como el la colección de de subconjuntos de ω

que tienen preimagen bajo f en U .
El principio de Coherencia Cercana de Filtros, afirma que para cua-

lesquiera dos ultrafiltros no principales U y V , existe una función finito a

uno f (esto es, cada elemento de Im(f) tiene preimagen finita), de manera

que f(U) = f(V). Esta afirmación resulta tener importantes consecuencias

en diferentes areas de las Matemáticas.

Matemáticos familiarizados con algunos tipos especiales de ultrafiltros no-

tarán que este principio no puede ser demostrado en ZFC. Por ejemplo, la

existencia de dos ultrafiltros selectivos no equivalentes en el orden de Rudin-

Keisler, nos proporciona un contraejemplo a NCF . Sin embargo, como es

sabido, la existencia de ultrafiltros selectivos resulta independiente de ZFC,

por lo que aún queda lugar para cuestionar la consistencia de NCF realtiva

a ZFC. Este problema fue resuelto por Saharon Shelah, en 1984, de manera
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viii INTRODUCCIÓN

afirmativa, es decir, si ZFC es una teoŕıa consistente, entonces también lo

es la teoŕıa ZFC +NCF .

El propósito del trabajo presente es demostrar la independencia respecto

a ZFC, la teoŕıa usual de Conjuntos, del principio de Coherencia Cercana de

Filtros. El trabajo está dividido en tres caṕıtulos.

El el primer caṕıtulo, se presentan la notación que utilizaremos y algunos

conceptos preliminares, sin abundar en detalles, tratando de cubrir solamente

los conceptos fundamentales que serán necesarios en el desarrollo del resto

del trabajo. Sin embargo, se supondrá que el lector se encuentra familiarizado

con conceptos generales de Teoŕıa de Conjuntos y Teoŕıa de Modelos.

En el caṕıtulo 2, se enuncia el principio de Coherencia Cercana de Fil-

tros, y se prueba que este no puede ser demostrado en ZFC, probando que

dos populares principios (la Hipótesis de Continuo y el Axioma de Martin)

implican la negación de NCF . Aunque la demostración de CH =⇒ ¬NCF

seguramente es de dominio público, posiblemente podŕıa atribuirse a An-

dreas Blass (ver Preliminares, 1.1). En [Bla86] se menciona que el Axioma

de Martin y otra vasta cantidad de hipótesis implican ¬NCF , aunque no se

consigna demostración alguna.

El caṕıtulo 3, está dedicado a probar la consistencia de NCF relativa

a ZFC. Se establecen algunos aspectos importantes del forcing de Miller,

como ser propio (de hecho satisface una propiedad un poco más fuerte, el

axioma A) y la preservación de p-puntos. También trabajamos con la itera-

ción con soporte numerable del forcing en cuestión. Tomamos una versión un

poco diferente de nombres hereditariamente numerables a la que se adopta

en [BS87b], y la construcción de un conjunto denso de cardinal ℵ1 en Mα
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también es un poco distinta. Sin embargo, la finalidad de lidiar con tales

conceptos permanece inalterada.
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Caṕıtulo 1

PRELIMINARES

1.1. Marco histórico.

El principio de Coherencia Cercana de Filtros, fue introducido por An-

dreas Blass en [Bla86], y surge como solución al problema de encontrar dos

subideales propios del ideal de operadores compactos en un espacio de Hilbert

complejo, de forma que su suma directa sea el ideal de operadores compactos

[Ala71]. Previamente, A. Blass junto con Gary Weiss demostró que bajo

CH existen tales ideales. En 1986, Blass publica “Near Coherence of Filters

I: Cofinal Equivalence of Models of Arithmetic”, en el cual presenta NCF ,

aśı como una serie de equivalencias y consecuencias. Entre otras cosas , de-

muestra que NCF está intimamente relacionado a la clasificación de modelos

de la aritmética módulo equivalencia cofinal. También expone algunas conse-

cuencias con respecto a invariantes cardinales del continuo. Blass demuestra

en [Bla87] que el problema del ideal de operadores compactos es equivalente

a la negación de NCF .

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

En 1984, Saharon Shelah (ver [And]) demuestra la consistencia relativa

de NCF con ZFC, aunque su demostración es publicada hasta 1987, en el

art́ıculo [BS87b]. La noción de forcing ah́ı utilizada fue construida con la

intención de probar también la consistencia de otra hipótesis, la existencia

de pλ-puntos simples, siendo λ = ℵ1,ℵ2. Posteriormente publican una de-

mostración más sencilla, utilizando el forcing de Miller.

Al parecer, NCF ha encontrado importantes aplicaciones en diferentes

ramas de las Matemáticas, desde Teoŕıa de Modelos, pasando por Análisis

Funcional, hasta la Topoloǵıa de Conjuntos, en especial lo que refiere a la

compactación de Stone-Cech de los números naturales.

Las consecuencias que de NCF se desprenden, han servido de motivación

a T. Banakh y L. Zdomskyy, que califican a NCF como “uno de los más

exitantes y contraintuitivos principios conjuntistas”. Ellos generalizan ligera-

mente el concepto de filtro, proponiendo los semifiltros, para los cuales definen

una relación de coherencia, que generaliza a NCF . También exponen algunas

aplicaciones de sus resultados a otros campos de las Matemáticas ([Tar09]).

1.2. Notación y conceptos preliminares.

1.2.1. Conceptos generales de Teoŕıa de Conjuntos.

La teoŕıa de referencia utilizada en este trabajo es la Teoŕıa de Conjuntos

usual ZFC (los axiomas de Zermelo-Freankel incluyendo el axioma de Elec-

ción). Obviamente algunas veces necesitaremos hipótesis adicionales a ZFC,

y cuando esto sea necesario se indicará, ya sea en el teorema a demostrar, o

como convenio a partir de cierto punto.
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Utilizaremos la notación estándar en la Teoŕıa de Conjuntos: el śımbolo

∈ está destinado a la relación de pertenencia usual, ⊆ denota la contención

de conjuntos, ∪ es la unión, ∩ la intersección, por A \ B la diferencia de

conjuntos, y P(A) será el conjunto potencia del conjunto A. BA denota el

conjunto de todas las funciones de A en B, y si f ∈ BA, y C ⊆ A, f�C será la

restricción de f al conjunto C.

De la vasta cantidad de hipótesis independientes de ZFC, las únicas que

usaremos serán la “Hipótesis del Continuo(CH)” y el “Axioma de Martin

(MA)”.

La Hipótesis del Continuo es la siguiente afirmación:

CH : 2ℵ0 = ℵ1.

Es bien sabido que esta hipótesis fue introducida por George W. Can-

tor, y que casi llegó a la locura en sus árduos intentos por demostrarla. Sin

embargo, no fue hasta 1930, que Kurt Gödel dio el primer gran avance sig-

nificativo en la investigación de CH, demostrando que CH es relativamente

consistente con ZFC (de hecho, demostró que la forma generalizada de CH

era relativamente consistente a ZFC). Tuvieron que pasar otros 30 años para

que Paul Cohen finalmente demostrará que ¬CH es también relativamente

consistente con ZFC.

El Axioma de Martin fue introducido por D. A. Martin y R. M Solovay

en 1970. CH implica trivialmente MA, pero en 1971, Solovay y Tenennbaum

demostraron la consistencia de MA+ 2ℵ0 > ℵ1. El Axioma de Martin, en su

forma más común, involucra conjuntos preordenados.

Recordemos que un conjunto preordenado es un par ordenado 〈P,≤〉,
donde ≤ es un subconjunto de P × P , que es una relación reflexiva y transi-
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tiva. Como es usual, abusaremos de la notación y escribiremos simplemente

P en lugar de 〈P,≤〉. A los elementos de P los llamamos condiciones. Dado

un conjunto D ⊆ P , diremos que D es denso si para cualquier p ∈ P existe

q ∈ D que extiende a p, es decir, q ≤ p. Dos condiciones p, q ∈ P son in-

compatibles, p ⊥ q, si no existe una tercer condición r que extienda a las dos

primeras. En caso contrario p y q serán compatibles, y lo denotaremos por

p ‖ q. Diremos que P es separativo si dados p y q tal que p no extiende a q,

existe r ≤ p incompatible con q. Una anticadena A ⊆ P es un conjunto de

condiciones incompatibles dos a dos. Una anticadena maximal es una anti-

cadena maximal respecto a la contención. Un conjunto D ⊆ P es predenso

si dada cualquier condición p ∈ P existe q ∈ D compatible con p.

Convenimos en que todos los conjuntos preordenados que aqúı utilizare-

mos serán separativos y tendrán un elemento máximo denotado por 1.

Un conjunto preordenado satisface la condición de la κ cadena, abrevia-

do κ-c.c. si toda anticadena tiene cardinalidad estrictamente menor que κ.

Cuando κ = ω1, decimos que se satisface la condición de la cadena numerable

(c.c.c.).

Un conjunto G ⊆ P es un filtro si cumple lo siguiente:

i) 1 ∈ G.

ii) Si p, q ∈ G, entonces existe r ∈ G tal que r ≤ p y r ≤ q.

iii) Si p ∈ G y q ≥ p, entonces q ∈ G.

Dada una familia D = {Di : i ∈ I} de conjuntos densos en P , G será un

filtro D-genérico si para cada i ∈ I, Di ∩G �= ∅.
La versión que utilizaremos del Axioma de Martin es la siguiente:
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MA : Si P un conjunto preordenado que tiene la condición de la cadena

numerable y D una familia de conjuntos densos en P , de cardinalidad

estrictamente menor que 2ℵ0 , entonces existe un filtro D-genérico.

Dado un conjunto A, un filtro sobre A es un filtro sobre el orden parcial

〈P(A) \ {∅},⊆〉. Diremos que un filtro F es principal si existe a ∈ A tal que

F = {B ∈ P(A) : a ∈ B}, en caso contrario llamaremos a F libre o no

principal. Un filtro F es llamado maximal, o ultrafiltro, si no existe otro

filtro G que extiende propiamente a F . Un hecho bien conocido, demostrado

por A. Tarski, es que el axioma de Elección implica que todo filtro puede

ser extendido a un ultrafiltro. A lo largo de este trabajo nos enfocaremos

en filtros sobre ω. En particular, denotaremos por Fcof al filtro que consta

exactamente de los subconjuntos cofinitos de ω.

Por último haremos mención de una función ρ : ω → ω × ω que resul-

tará de utilidad en el tercer caṕıtulo. Para cada natural n, exiten k, l números

naturales únicos tales que n = k2 + l, y 0 ≤ l ≤ 2k. Esto lo probamos por

inducción sobre n. Para n = 0, tenemos k = l = 0. Supongamos que es

cierto para n, y sean k, l tales que n = k2 + l, y 0 ≤ l ≤ 2k. Entonces

n+1 = k2 + l+1. Si l < 2k, entonces l+1 ≤ 2k, por lo que n+1 = k′2 + l′,

siendo k′ = k y l′ = l+1. Si l = 2k, entonces n+1 = k2 +2k+1 = (k+1)2,

y n + 1 = k′2 + l′, siendo k′ = k + 1 y l′ = 0. La función ρ la definimos

como sigue: si 0 ≤ l < k, entonces ρ(n) = (k, l), y si k ≤ l ≤ 2k, entonces

ρ(n) = (l − k, k). Notemos que ρ(0) = (0, 0) y ρ(0) = (1, 0). También, si

ρ(n) = (k, l), entonces n > máx{k, l}, para todo n ≥ 2.

Con la función anterior, definimos también una partición de ω que nos

será útil para la construcción de un conjunto denso de cierto conjunto pre-
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ordenado. Para cada n ∈ ω, definimos Bn = {k ∈ ω : (∃m ∈ ω)(ρ(k) =

(m,n))}. Hacemos B = {Bn : n ∈ ω}. Notemos que esta partición satisface

que n ∈ Bj, para algún j ≤ n.

1.2.2. Teoŕıa elemental de modelos.

Un modelo de la Teoŕıa de Conjuntos, es un conjunto M , junto con una

interpretación de la relación ∈, en el cual todos los axiomas de ZFC son

verdaderos. Para nosotros, la interpretación de ∈, será la interpretación usual

de pertenencia de conjuntos.

Dado un conjunto A, definimos recursivamente una sucesión de conjuntos

{An}n∈ω como sigue:

An =

⎧⎪⎨
⎪⎩
A si n = 0,

⋃
An−1 si n > 0.

Definimos la clausura transitiva de A, denotada cltr(A), a ser el conjunto
⋃

n∈ω An. Fácilmente se ve que cltr(A) es el mı́nimo conjunto transitivo que

contiene a A.

Dado un cardinal regular no numerable λ, definimos el conjunto de todos

los conjuntos de cardinalidad hereditariamente menor que λ, H(λ), como el

conjunto formado por todos los A, tales que |cltr(A)| < λ. Se demuestra que

H(λ) es un conjunto transitivo, y que satisface todos axiomas de ZFC a

excepto el axioma del conjunto potencia. De hecho, H(λ) es un modelo de

ZFC si y sólo si λ es un cardinal inaccesible.

Dado un modelo M de un fragmento de ZFC, y N ⊆ M, diremos
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que N es un submodelo elemental de M, N ≺ M, si para cada fórmula

ψ(x1, . . . , xn), y a1, . . . , an ∈ N , tenemos

N � “ψ(a1, . . . , an)” ⇐⇒ M � “ψ(a1, . . . , an)”

Recuerdese que la expresión N � “ψ” significa que la fórmula ψ es ver-

dadera en el modelo N .

Un teorema que resulta de particular importancia en la Teoŕıa de Modelos

es el teorema de Löwenheim-Skolem, en su versión descendiente. Utilizaremos

este teorema libremente para demostrar algunas propiedades de los forcing

propios y el lema de fusión para iteraciones con soporte numerable.

Teorema 1.2.1 (Löwenheim-Skolem). Para cualquier cardinal regular no

numerable λ y cualquier X ⊆ H(λ), hay un submodelo elemental M ≺ H(λ),

tal que X ⊆ M y |M|≤ máx{|X|,ℵ0}.

1.2.3. Forcing.

En 1964, Cohen demostró que la Hipótesis del Continuo resultaba inde-

pendiende de los axiomas de ZFC. En su demostración introdujo un méto-

do totalmente nuevo y poderoso denominado forcing. Este método consiste

básicamente en construir nuevos modelos a partir de un modelo base ya ex-

istente V , adjuntando un nuevo conjunto G, no existente en el modelo V . El

modelo obtenido de esta manera es denotado V [G] y se le llama extensión

genérica. El conjunto G es un filtro sobre un orden parcial P existente en

el modelo V , que tiene la propiedad de intersectar todos los subconjuntos

densos de P que están en V , y es llamado filtro P-genérico sobre V (o filtro
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genérico sobre V cuando no haya confusión). Procedemos a describir breve-

mente los conceptos básicos de la teoŕıa.

Definimos la clase de los P-nombres de manera recursiva sobre la relación

de pertenencia ∈ como sigue: ẋ es un P-nombre si es un conjunto de pares

ordenados (a, b) de tal manera que a es un P-nombre y b es una condición en

P . Notemos que podemos definir recursivamente un nombre canónico para

cada elemento de M, dado por x̌ = {(y̌, 1) : y ∈ x}. Para el filtro genéri-

co G tenemos el nombre canónico Ġ = {(p̌, p) : p ∈ P}. A la clase de los

P-nombres se les denota por V P . Al lenguaje obtenido del lenguaje {∈} agre-

gando cada P-nombre como una constante, se le llama lenguaje de forcing.

Dado un P-nombre ẋ, y un filtro genérico G definimos la interpretación

de ẋ bajo G recursivamente como ẋG = {ẏG : (∃p ∈ P)((ẏ, p) ∈ ẋ)}. Es cos-
tumbre definir la extensión genérica V [G] de un modelo V , como el conjunto

formado por todas las interpretaciones de los P-nombres del modelo base V .

La relación de forcing es la herramienta fundamental al momento de es-

tablecer resultados de consistencia, ya que establece un nexo directo entre

las fórmulas del lenguaje de forcing, y los elementos de la noción de forcing.

Aunque esta relación puede ser definida completamente en ZFC, es decir,

puede ser formalizada utilizando los axiomas de ZFC, no entraremos en estos

detalles, y diremos que una condición p ∈ P fuerza una fórmula ψ(ȧ1, . . . , ȧn),

si para cada filtro G P-genérico sobre V , se tiene que V [G] � ψ(ȧ1G, . . . , ȧnG),

y lo denotaremos por p � ψ(ȧ1, . . . , ȧn). Notemos que bajo interpretación con

un filtro genérico, una fórmula del lenguaje de forcing se convierte en una

fórmula de la Teoŕıa de Conjuntos, teniendo como universo de discurso V [G].

De lo anterior es fácil ver que para demostrar que una fórmula particular ψ
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es consistente relativa a ZFC, basta con construir una noción de forcing P
de tal manera que existe una condición p ∈ P tal que p � ψ.

Entre las propiedades importantes de la relación de forcing que utilizare-

mos se encuentran las siguientes:

i) Si q ≤ p y p � ψ, entonces q � ψ.

ii) No existe p ∈ P que fuerce ψ y ¬ψ a la vez.

iii) Para cualquier condición p y cualquier fórmula ψ, existe q ≤ p tal que

q � ψ ó q � ¬ψ

iv) p � ψ si y sólo si el conjunto de condiciones q ≤ p tal que q � ψ es

denso debajo de p.

v) p � ψ ∧ φ si y sólo si p � ψ y p � φ.

vi) p � ∀xψ(x) si y sólo si para todo ȧ ∈ V P , p � ψ(ȧ).

vii) p � ∃xψ(x) si y sólo si existe q ≤ p y ȧ ∈ V P tal que q � ψ(ȧ).

Se demuestra que V [G] resulta ser un modelo de ZFC, siempre y cuando

V ya lo era con anterioridad.

Otras caracteŕısticas de la extensión genérica V [G] son las siguientes:

i) V y V [G] tienen los mismos ordinales.

ii) Todos los elementos de V están en V [G].

iii) V [G] resulta ser el mı́nimo modelo que extiende a V y contiene a G.

Por último presentamos el lema de completitud existencial, que utilizare-

mos en el lema 3.4.11.
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Teorema 1.2.2 (Completitud existencial). Sean p ∈ P y ψ(x) una fórmula

tales que p � “∃xψ(x)”. Entonces existe un P-nombre τ̇ tal que p � “ψ(τ̇)”.



Caṕıtulo 2

LA CONSISTENCIA DE

¬NCF

2.1. Consistencia de ¬NCF .

Definiciones.

(1) Sean A y B conjuntos. Decimos que A está casi contenido en B, si A\B
es finito, y lo denotamos por A ⊆∗ B.

(2) Una familia de conjuntos F tiene la propiedad de la intersección finita

fuerte (PIFF), si cada dos elementos de F tienen intersección infinita.

(3) Si un conjunto U es tal que para cada V ∈ F se tiene U ⊆∗ V ,

llamaremos a U una pseudointersección de F .

(4) Una función f : ω → ω es finito a uno si para cada n ∈ f [ω], f−1({n})
es finito.

11
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Cada subconjunto infinito A = {ak}k∈ω ⊆ ω (enumeración creciente)

define una función finito a uno como sigue

fA(n) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
0 si n ∈ [0, a0]

k si n ∈ [ak−1 + 1, ak]

Como hay c subconjuntos infinitos de ω, existen c funciones finito a

uno.

(5) Sean U un filtro y f ∈ ωω. Definimos la imagen de U bajo f como sigue:

f(U) = {A ∈ P(ω) : f−1[A] ∈ U}.

Como f−1 preserva intersecciones y contenciones, f(U) es un filtro.

También f−1 preserva complementos, por lo que si U es un ultrafiltro,

entonces f(U) es un ultrafiltro.

(6) Dados dos filtros U y V sobre ω que contienen todos los conjuntos

cofinitos, diremos que U y V son cercanamente coherentes si existe una

función f finito a uno tal que f(U) ∪ f(V) tiene la propiedad de la

intersección finita (PIF ).

Presentamos a continuación el principio de Coherencia Cercana de Filtros

como la siguiente afirmación:

NCF: Dos filtros cualesquiera U y V, cada uno de los cuales contiene al

filtro Fcof , son cercanamente coherentes.

Es fácil ver la siguiente equivalencia de NCF .
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Teorema 2.1.1. NCF es verdadero si y sólo si para cualesquiera dos ul-

trafiltros no principales U y V, existe un función finito a uno f tal que

f(U) = f(V).

Demostración. Supongamos que NCF es verdadero y sean U ,V ultrafiltros

no principales. Entonces existe una función finito a uno tal que f(U) ∪ f(V)
tiene la PIF , pero por la observación en el punto (5) de las definiciones

anteriores, tenemos que f(U) y f(V) son ultrafiltros, por lo tanto deben de

ser iguales (de ser diferentes f(U) ∪ f(V) no tendŕıa la PIF ).

Supongamos ahora que para cualesquiera dos ultrafiltros U y V existe una

función finito a uno f , de forma que f(U) = f(V). Sean F y G filtros sobre

ω, cada uno de los cuales contiene a Fcof . Tomemos F̄ y Ḡ ultrafiltros que

extienden a F y G, respectivamente. Por hipótesis, existe una función finito

a uno f , la cual cumple que f(F̄) = f(Ḡ). Entonces f(F) ∪ f(G) ⊆ f(F̄),

por lo que f(F) ∪ f(G) tiene la PIF .

El resto del caṕıtulo está destinado a probar que NCF no puede ser

demostrado a partir de ZFC. Para demostrar esto necesitaremos el siguiente

lema.

Lema 2.1.2 (Booth). Toda familia numerable con la PIFF tiene una pseu-

dointersección infinita.

Demostración. Sea A = {An : n ∈ ω} una familia con la PIFF. Definamos

recursivamente una sucesión {ai}i∈ω como sigue:

a0 ∈ A0

an ∈ ⋂n
i=0 Ai ; an �= ai, i ≤ n− 1
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Claramente el conjunto formado por los ai es una pseudointersección de

la familia A, dado que a partir de n todos los términos de la sucesión están

dentro de An.

El siguiente teorema es debido a Andreas Blass.

Teorema 2.1.3 (A. Blass). CH implica ¬NCF .

Demostración. Construiremos por recursión dos familias de conjuntos F y

G con la PIFF, de tal forma que para cada función f finito a uno, existen

U ∈ F y V ∈ G tal que f [U ]∩ f [V ] = ∅. Aśı, los filtros generados por F y G
no serán cercanamente coherentes.

Sea Λ = ω1 \ {α ∈ ω1 : α es ordinal ĺımite} y tomemos {fα}α∈Λ una

enumeración de las funciones finito a uno. Tomemos f0 y sean U0 y V0

conjuntos infinitos tal que f0[U0] ∩ f0[V0] = ∅ (esto lo podemos hacer en

virtud de que Im(f0) es infinito, dado que f0 es finito a uno: basta tomar

A ⊆ Im(f0) infinito de forma que Im(f0)\A es infinito; hacemos U0 = f−1[A]

y V0 = f−1[Im(f) \ A]). Supongamos que hemos construido Uα y Vα para

todo α < β, de manera que si γ ∈ Λ y γ < β, entonces fγ[Uγ] ∩ fγ[Vγ] = ∅.
Para β escogemos Uβ y Vβ como sigue:

(i) Si β = α + 1. Tenemos dos casos según sea Zβ = fβ[Uα] ∩ fβ[Vα] finito

ó infinito:

a) Zβ es finito. En este caso tomamos Uβ = Uα y Vβ = f−1
β [fβ[Vα] \

fβ[Uα]].

b) Zβ es infinito. Tomemos X ⊆ Zβ infinito tal que Zβ \X es infinito,

y sean Uβ = f−1
β [X], Vβ = f−1

β [Zβ \X].
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(ii) Si β es ordinal ĺımite. Como antes de β tenemos solo una cantidad

numerable de ordinales, las familias {Uα}α<β y {Vα}α<β son numera-

bles, y además tienen la PIFF. Aplicando el lema 2.1.2, obtenemos

X y Y pseudointersecciones de {Uα}α<β y {Vα}α<β, respectivamente.

Tomamos Uβ = X y Vβ = Y .

Hacemos F = {Uα}α<c y G = {Vα}α<c. Por la manera en que se cons-

truyeron, es claro que cualesquiera dos filtros generados por F y G no son

cercanamente coherentes.

Cabe mencionar que si en lugar de CH suponemos el axioma de Martin,

la demostración anterior puede ser adaptada para obtener MA =⇒ ¬NCF .

En efecto, lo único que debemos cambiar es la manera en la cual escogemos

los conjuntos en el paso ĺımite. Diremos que una sucesión s ∈ ω<ω es rápida

si es estrictamente creciente y no contiene 2 términos consecutivos. Definimos

el siguiente conjunto:

P = {r ∈ ω<ω : r es rápida}

Dotamos a P del orden parcial dado por contención inversa, es decir, s ≤ r

si y solo si r ⊆ s. La modificación procede de la manera siguiente:

(ii’) Sea β < c ordinal ĺımite. Sean {Uα}α<β y {Vα}α<β como como en (ii)

de la demostración anterior, con la posible excepción de que β puede

ser no numerable. Para cada α < β sea Dα = {s ∈ P : máx(s) ∈
Uα y s(|s|− 2) ∈ ω \Uα}. Cada Dα es denso. Ahora, para cada s ∈ Dα,

tomemos Eα,s = {r ∈ Dα : r < s} ∪ {r ∈ P : r⊥s}. Entonces cada

Eα,s es denso en P. Tomemos la familia de conjuntos D = {Eα,s : α <
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β, s ∈ Dα} ∪ {Dα}α<β. Entonces D tiene cardinalidad estrictamente

menor que c. Por MA existe G filtro D-genérico. Tomemos f =
⋃

G.

Dado que G es una familia de funciones compatibles, f es una función.

Sea U = Im(f). Veamos que U ∩ Uα es infinito para cada α < β.

Fijemos α. Inductivamente construimos una sucesión {sk : k ∈ ω} ⊆ G

tal que para cada k, máx(sk) ∈ Uα. Esto lo hacemos como sigue:

a) Para k = 0, tomamos s0 ∈ Dα ∩G.

b) Supongamos que hemos construido el término n-ésimo de la suce-

sión. Tomemos a sn, y escojamos sn+1 ∈ Eα,sn ∩G.

De esta manera, cada sn tiene su máximo en Uα, y dado que la sucesión

{sk : k ∈ ω} es estricamente creciente respecto a la contención, U ∩Uα

es infinito. Notemos también que por la manera en que se construyó Dα,

U \Uα es no vaćıo, y por la manera en que se eligió P, U �= ω. Hacemos

Uβ = U . Para construir Vβ procedemos de manera similar.

Aśı, queda demostrado el teorema mencionado.

Teorema 2.1.4. MA implica¬NCF. �

Como se ha dicho en la sección 2 del caṕıtulo anterior, tanto CH co-

mo MA son relativamente consistentes con ZFC, por lo que tambén lo es

cualquiera de las consecuencias de estas dos hipótesis. Tenemos por lo tanto,

que Con(ZFC + CH) =⇒ Con(ZFC + ¬NCF ), y Con(ZFC +MA) =⇒
Con(ZFC + ¬NCF ), con lo que establecemos el objetivo del caṕıtulo.

Teorema 2.1.5. Si ZFC es una teoŕıa consistente, entonces también lo es

la teoŕıa ZFC + ¬NCF. �



Caṕıtulo 3

LA INDEPENDENCIA DE

NCF

Al término del caṕıtulo anterior se mencionaron algunas hipótesis que

implican la negación de NCF . Estas hipótesis pueden considerarse a la vez

información heuŕıstica en el estudio de la consistencia deNCF . En [Bla86], A.

Blass demuestra que NCF implica que existen ultrafiltros con bases de cardi-

nalidad estrictamente menor que d. En ese mismo art́ıculo prueban también

que NCF implica la desigualdad estricta entre b y d. Todos estos resultados

proporcionan información que descarta los modelos de Laver, Cohen, Math-

ias, Random reals y Sacks como posibles modelos en los cuales investigar la

consistencia de NCF , dejando un modelo ya existente en el cual experimen-

tar: el modelo de Miller.

La primer prueba de la consistencia de NCF no fue realizada de la mane-

ra anterior, pero no por eso el valor heurístico de la información del parrafo

precedente puede ser despreciado. La primera demostración de Con(ZFC) ⇒

17
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Con(ZFC + NCF ) fue dada conocer en [BS87b]. En ese mismo art́ıculo se

demuestra que la existencia de pℵ1-puntos y pℵ2-puntos es consistente. La

noción de forcing alĺı utilizada fue construida con la intención de probar la

consistencia relativa a ZFC de las dos hipótesis, mutuamente incompatibles,

haciendo solamente ligeras modificaciones en las demostraciones.

En [BS87a], Blass y Shelah presentan una demostración más sencilla. El

propósito de este caṕıtulo es estudiar tal demostración. Comenzaremos por

presentar el forcing de Miller y los resultados que necesitaremos de él.

3.1. El forcing de Miller

En lo subsecuente se presentará y estudiará el forcing de Miller, que nos

mantendrá ocupados en la primera parte de este caṕıtulo. Esta noción de

forcing fue introducida por Arnold W. Miller en 1984, en su art́ıculo “Ratio-

nal Perfect Set Forcing”. Él mismo lo describe como “una noción de forcing

intermedia entre el forcing de Sacks y el forcing de Laver”. Una idea topológi-

ca de como construir este forcing es tomar conjuntos perfectos P ⊆ 2ω de tal

manera que los racionales (sucesiones de 0’s y 1’s eventualemente iguales a 0)

que contienen los conjuntos P , son densos en P . Sin embargo, una construc-

ción combinatoria resulta más útil. No se realizará un estudio exhaustivo de

tal orden parcial, pero si se analizarán todas las propiedades que nos serán

de utilidad. El lector interesado puede consultar [Mil84] para un estudio de-

tallado.

Sea T ⊆ ω<ω. Diremos que T es un árbol si T es no vaćıo, y para cada

s ∈ T y n < |s| tenemos s�n ∈ T . Notemos que ∅ ∈ T para todo árbol T .
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Los elementos de T son llamados nodos. Si T tiene un nodo s ∈ T no vaćıo,

tal que para todo t ∈ T t ⊆ s o s ⊆ t, y s es ⊆-maximal en T con respecto a

esta propiedad, s será llamado tronco de T .

Si r, s ∈ T , decimos que r es sucesor de s si existe n ∈ ω tal que s�n = r.

Si s ⊆ r, diremos que r es una extensión de s en T . Para cada nodo s ∈ T

definimos el conjunto de sucesores de s en T como succT (s) = {n ∈ ω :

s�n ∈ T}. Un nodo s será de ramificación infinita si succT (s) es infinito.

Dado X ⊆ ω, definimos SP (T,X) como el conjunto de nodos en T de

ramificación infinita con máximo en X. Si X = ω escribimos simplemente

SP (T ).

Sean T un árbol y s ∈ T un nodo, definimos el nivel de ramificación de s

en T , denotado RT (s), a ser el número

RT (s) = |{i ≤ |s| : succT (s�i) es infinito}|.

Sea n ≥ 1. El n-ésimo nivel de ramificación de T será el siguiente con-

junto:

NT (n) = {s ∈ T : RT (s) = n y s es minimal con esta propiedad}.

Es decir, NT (n) son todos los nodos de ramificación infinita tales que

antes de cada uno de ellos hay exactamente n − 1 nodos de ramificación

infinita. Para n = 0 convenimos NT (0) = ∅.
Si T es un árbol y si para cada nodo s ∈ T existe r ∈ T extensión de s

que es de ramificación infinita, diremos que T es árbol superperfecto.

Definición 3.1.1. Definimos el forcing de Miller M, como el conjunto for-

mado por todos los árboles superperfectos que constan de sucesiones finitas

estrictamente crecientes, parcialmente ordenado por contención.
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Sean T ∈ M y s ∈ SP (T ), definimos Ts como el conjunto {r ∈ T :

r ⊆ s o s ⊆ r}. Es inmediato que Ts es árbol superperfecto, tiene tronco

s y que Ts ≤ T . Con esto tenemos que el conjunto de todos los árboles

con tronco es un conjunto denso en M, por lo que si G es M-genérico sobre

V , G intersecta a tal denso, y debido a que G es filtro, si dos condiciones

con tronco están en G, un tronco debe extender al otro. Por lo tanto el

conjunto {s ∈ ω<ω : (∀T ∈ G)(s ∈ T )} es no vacio, y por la genericidad

de G, determina una función estrictamente creciente en ω que no pertenece

al modelo base, dada por
⋃{s ∈ ω<ω : (∀T ∈ G)(s ∈ T )}. Esta función la

denotaremos por Ḡ.

Si A ⊆ T es un conjunto de nodos incomparables en T , y {qs : s ∈
A} es un conjunto de condiciones en M tal que qs ≤ Ts, llamaremos la

amalgamación de {qs : s ∈ A} en T al árbol AmT ({qs : s ∈ A}) = ⋃{qs :

s ∈ A}. De esta definición se sigue que AmT ({qs : s ∈ A}) ∈ M y que

AmT ({qs : s ∈ A}) ≤ T .

Lema 3.1.2. Si T y S son tales que NT (n) = NS(n) para algún n > 0,

entonces NT (k) = NS(k) para todo k ≤ n.

Demostración. La demostración es por inducción sobre n. Para n = 1 es

inmediato: NT (0) = ∅ = NS(0). Supongamos que es cierto para n. Basta

demostrar que NT (n + 1) = NS(n + 1) implica NT (n) = NS(n) . Tomemos

s ∈ NT (n), por ser T árbol superperfecto, existe t ∈ NT (n+1) que extiende a

s. Entonces t�|s| ∈ S, y como s = t�|s|, tenemos s ∈ S. De la misma manera

vemos que para cada m ∈ succT (s), s
�m ∈ S, por lo que s tiene infinitos

sucesores en S. Por ser s = t�|s| para algún t ∈ NS(n + 1), RS(s) ≤ n.

Supongamos RS(s) < n, entonces existe r ∈ NS(n) que extiende a s, y por
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cada m ∈ succS(r) tenemos un nodo tm ∈ NS(n + 1) que extiende a r�m,

por lo que r�m ∈ T para cada m ∈ succS(r), por lo que r ∈ SP (T ), como

extiende a s, antes de r hay n nodos de ramificación infinita, por lo tanto

RT (r) = n+1, y r ∈ NT (n+1) = NS(n+1), lo cual es una contradicción. Por

lo tanto RS(s) = n, y por ser s de ramificación infinita en S, s ∈ NS(n). Con

esto hemos demostrado que NT (n) ⊆ NS(n). La otra contención se demuestra

de manera similar.

Definición 3.1.3. Para cada n ∈ ω definimos una relación de orden ≤n

como sigue:

S ≤n T ⇐⇒ S ≤ T y NS(n) = NT (n)

Gracias al lema anterior, S ≤n T implica S ≤k T para toda k ≤ n.

Entonces ≤n ⊆ ≤k para toda k ≤ n, en particular, para cada n ∈ ω, se

cumple ≤n+1 ⊆ ≤n. De esta manera, obtenemos una sucesión decreciente

{≤n}n∈ω de órdenes parciales sobre M. Observese que ≤0=≤.

Una sucesión {T n}n∈ω ⊆ P tal que T n ≥n T n+1 para toda n es llamada

una sucesión de fusión. El siguiente lema muestra una propiedad importante

de las sucesiones de fusión en el forcing de Miller.

Lema 3.1.4 (de fusión). Para cualquier {T n}n∈ω ⊆ M, sucesión de fusión,

existe una condición T ω ∈ M tal que T ω ≤n T n para cada n ∈ ω.

Demostración. Tomemos T ω =
⋂

n∈ω T
n. Si s ∈ T ω, entonces para todo

k < |s|, s�k ∈ T ω, por ser cada T n árbol, por lo que T ω es árbol. Veamos

que T ω es un árbol superperfecto. Sea s ∈ T ω, y n = RTω(s). Tomemos

r ∈ NTn+1(n+1) extensión de s. Por el lema 3.1.2, r es nodo de ramificación
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infinita en T n+2, y cada nodo sucesor t de r en T n+2 tiene una extensión

rt ∈ NTn+2(n+2). Nuevamente por el lema 3.1.2, NTn+2(n+2) está contenido

en todo Tk para k ≥ n + 2, por lo que {rt : t ∈ succTn+2(r)} está contenido

en T ω, y por ser T ω árbol, cada t nodo sucesor de r en T n+2 está en T ω. Por

lo tanto T ω es árbol superperfecto.

Corolario 3.1.5. El conjunto de árboles superperfectos tales que todos sus

nodos de ramificación son de ramificación infinita es denso en M.

Demostración. Sea T ∈ M. Construyamos una sucesión de fusión recursi-

vamente. Tomemos un nodo s ∈ SP (T ). Hagamos T 0 = T y T 1 = Ts.

Supongamos que hemos construido la sucesión hasta el término n-ésimo de

tal manera que para cualquier nodo s ∈ NTn(n), si para algún k ≤ |s|, s�k es

de ramificación, entonces es de ramificación infinita. Para cada s ∈ NTn(n) y

cada k ∈ succTn(s) sea r(s, k) ∈ SP (T n) extensión de s�k. Definimos T n+1

como el siguiente árbol:

T n+1 = AmTn({T n
r(s,k) : s ∈ NTn(n+ 1) ∧ k ∈ succTn(s)}).

Por la manera en que se construyó T n+1 es claro que T n+1 ≤n T n. También

cumple que para cada s ∈ NTn+1(n+1) todos los nodos de ramificación antes

de s son de ramificación infinita. Por el lema de fusión existe una condición

T ω tal que T ω ≤n T n para todo n. Todos los nodos de ramificación de T ω

son de ramificación infinita.

Definición 3.1.6. Decimos que un árbol T ∈ M tiene estructura de intervalo

si existe una partición {Ik}k∈ω de ω en intervalos finitos de tal forma que para

cada nodo s ∈ T de ramificación infinita se tiene lo siguiente:
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a) Si máx(s) ∈ Ik, entonces para cada m > k, |succT (s)∩ Im| = 1, y para

cada m ≤ k, succT (s) ∩ Im = ∅.

b) Para cada n ∈ succT (s), existe b ∈ T de ramificación infinita tal que

s ⊆ b y máx(b) está en el mismo intervalo que n.

El conjunto de los árboles con estructura de intervalo lo denotaremos por

IS.

Teorema 3.1.7. IS es denso en M.

Demostración. Sea T ∈ M. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer

que T tiene tronco t y que todos sus nodos de ramificación tienen una in-

finidad de sucesores. Construiremos recursivamente una sucesión decreciente

T = T 0 ≥ T 1 ≥ T 2 . . . tal que para cada k ∈ ω, T k tiene definida una estruc-

tura de intervalo parcial sobre un subárbol finito, dada por k + 1 intervalos

consecutivos.

Definamos I0 a ser el intervalo [0, a0], donde a0 = máx(t). Tomemos

n0 = mı́n succT (t), y sea r ∈ T tal que t�n0 ⊆ r, r tiene longitud mı́ni-

ma y succT (r) es infinito. Si existieran varios con la misma longitud mı́nima,

tomamos el que tiene el menor término máximo. Tomemos ahora a1 = máx(r)

y hagamos I1 = [a0 + 1, a1]. Obtenemos T 1 de la siguiente manera:

(i) Para cada n ∈ succT (t), si n > a1, tomamos Tt�n. Llamemos A a esta

familia de condiciones. Es decir, sea A = {Tt�n : n > a1}.

(ii) Para n ∈ succT (r), si n > a1, tomamos Tr�n. La familia de condiciones

obtenida la llamamos B. Es decir, sea B = {Tr�n : n > a1}.

(iii) Hacemos T 1 = AmT (A ∪ B).
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De manera general, supongamos que hemos construido hasta el término

k-ésimo de la sucesión, tenemos I0, I1, . . . , Ik intervalos que proporcionan

estructura de intervalo parcialmente a la condiciones construidas y que los

nodos de ramificación infinita en T k que tienen su máximo en Ik = [ak−1 +

1, ak], tienen todos sus nodos sucesores después de ak.

Primero, para cada s ∈ SP (T k, [0, ak−1]) tomemos As = {m ∈ succT k(s) :

ak < m}. Sea a ∈ ω tal que para todo s ∈ SP (T k, [0, ak−1]), As∩ [ak+1, a] �=
∅.

Ahora, para cada s ∈ SP (T k, [0, ak−1]), tomemos un solo ns ∈ As, y

sea rs ∈ T k de forma que s�ns ⊆ rs, rs es de ramificación infinita y tiene

longitud mı́nima. Escojamos b ∈ ω para el cual todo máx(rs) ≤ b, siendo

s ∈ SP (T k, [0, ak−1]).

Para cada s ∈ SP (T k, Ik) tomemos ms = mı́n succT k(s), y sea ts ∈ Tk

tal que s�ms ⊆ ts, ts es de ramificación infinita y tiene longitud mı́nima.

Tomemos c ∈ ω de forma que para todo s ∈ SP (T k, Ik), máx(ts) ≤ c.

Tomemos ak+1 = máx{a, b, c}. Definimos T k+1 como sigue:

(i) Para cada s ∈ SP (T k, [0, ak−1]), si m ∈ succTk(rs) es tal que m ≥
ak+1, tomamos T k

r�s m
. Sea A1 = {T k

r�s m
: s ∈ SP (T k, [0, ak−1]) ∧ m ∈

succTk(rs) ∧m ≥ ak+1}.

(ii) Para cada s ∈ SP (T k, [0, ak]), si m ∈ succTk(s) es tal que m ≥ ak+1

tomamos T k
s�m. Hacemos A2 = {T k

s�m : s ∈ SP (T k, [0, ak]) ∧ m ∈
succTk(s) ∧m ≥ ak+1}.

(iii) Para cada s ∈ SP (T k, Ik), si m ∈ succT k(ts) es tal que m ≥ ak+1, esco-

gemos T k
t�s m

. Tomamos A3 = {T k
t�s m

: s ∈ SP (T k, Ik)∧m ∈ succT k(ts)∧
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m ≥ ak+1}.

(iv) Para cada s ∈ SP (T k, Ik), si m ∈ succT k(s) es tal que m ≥ ak+1

tomamos T k
s�m. Hacemos A4 = {T k

s�m : s ∈ SP (T k, Ik)∧m ∈ succTk(s)

∧m ≥ ak+1}.

(v) Hacemos T k+1 = AmT k(A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4).

Una vez construida la sucesión {T n}n∈ω, tomamos T ω =
⋂

n∈ω T
n. Vea-

mos que T ω tiene estructura de intervalo dada por {In}n∈ω. Sean k ∈ ω y s ∈
SP (T ω, Ik). Entonces en T k+1, por la manera en que se construyó, s tiene un

solo nodo sucesor en Ik+1, y todos los demás después de ak+1. Análogamente,

en T k+2, s tiene el mismo nodo sucesor en Ik+1, uno solo en Ik+2, y todos los

demás después de ak+2. Para cualquier n ≥ k y m ∈ [ak + 1, n], s tiene un

solo nodo sucesor con máximo en Im dentro del árbol T n, y todos los demás

tienen máximos mayores a an. Por ser T ω la intersección de todos los T n,

s tiene un solo nodo sucesor en In para cada n ≥ k. También, para cada

m ∈ succTω(s), si m ∈ In, n > k, al construir el intervalo In se aseguro que

existiera un nodo de ramificación infinita t con máximo en In, que extendiera

a s�m, y que todos sus sucesores estuvieran después de an, por lo que la

segunda condición de la definición también se cumple.

Lema 3.1.8. Dados un conjunto X ∈ [ω]ω y T ∈ IS, existe un árbol S ∈
IS, S ≤ T tal que cada intervalo Jk intersecta al conjunto X.

Demostración. Sea {In : n ∈ ω} una sucesión de intervalos que estructuran

a T . Hagamos J ′
k = Ink

tal que X ∩ Ink
�= ∅. Construiremos una sucesión de

fusión T = T 0 ≥0 T
1 ≥1 T

2 ≥2 . . . . Sea s ∈ T nodo de ramificación infinita
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que tiene su máximo en J ′
0 y tomemos T 1 = AmT ({s�n : n ∈ succT (s) ∧

(∃k > 0)(n ∈ J ′
k)}). Supongamos que hemos construido el término n-ésimo

de la sucesión de tal manera que para cada s ∈ NTn(n) cada j ∈ succTn(s)

está en un J ′
k. Para cada s ∈ NTn(n+ 1), sea As el conjunto de sucesores de

s que están en uno de los J ′
k. Tomemos T n+1 = AmTn({T n

s�j : j ∈ As, s ∈
NTn(n+1)}).

Sea S =
⋂

n∈ω T
n. Sea Jk la unión de los intervalos entre J ′

k−1(sin incluir)

y J ′
k(inclusive) para k ≥ 1, y J ′

0 = {n ∈ ω : n ≤ máx(J0)}. Entonces {Jn}n∈ω
da estructura de intervalo a S.

Regresemos con nuestra función genérica Ḡ. Al ser Ḡ una función estric-

tamente creciente, nos define una partición de ω en intervalos finitos, dada

por

Ik =

⎧⎪⎨
⎪⎩
[0, Ḡ(0)] si k = 0,

(Ḡ(k − 1), Ḡ(k)] si k > 0.

Con esta partición definimos una nueva función fG, dada por fG(n) = k

si n ∈ Ik. El siguiente lema presenta una propiedad muy importante de fG.

Lema 3.1.9. Sean X ⊆ ω y U un ultrafiltro no principal, ambos en el modelo

base V . Sea G conjunto M-genérico sobre V . Entonces existe un conjunto

Y ∈ U tal que fG[Y ] ⊆ fG[X].

Demostración. Sean X ⊆ ω y U como en las hipótesis. Demostraremos que

el conjunto

{T ∈ M : (∃Y ∈ U)(T � “fG(Y ) ⊆ fG(X)”)}
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es denso. Tomemos una condición T ∈ M. Gracias a los dos lemas precedentes

podemos suponer que T ∈ IS y que todos los intervalos Ik intersectan a X.

Por ser U un ultrafiltro,
⋃

k∈ω I2k ∈ U ó
⋃

k∈ω I2k+1 ∈ U . Denotemos por Y ′

a la unión que está en U . Por el lema anterior existe una extensión S de

T tal que todos los intervalos que estructuran a S intersectan a Y ′. Como

S � “S ∈ G”, S también fuerza cualquier consecuencia de “S ∈ G”. De esta

manera, S � “Ḡ ⊆ ⋃
S”. Tomemos uno de los intervalos Ik contenidos en Y ′,

y que están después del intervalo en el cual está el máximo del tronco t de

S. Por la manera en que se eligio S, cada sucesor de s ∈ SP (S, Ik−1) tiene su

máximo a partir del intervalo Ik+1, por lo que el intervalo [máx(s),m] siendo

m ∈ succS(s), siempre contiene al intervalo Ik completo. Por lo tanto, S �
“(∃n ∈ ω)(Ik ⊆ (Ḡ(n), Ḡ(n + 1)])”. Como supusimos que X intersectaba a

todos los intervalos Ik, tenemos que S � “(∃n ∈ ω)(Ik∩X∩(Ḡ(n), Ḡ(n+1)] �=
∅)”. Como antes de máx(t) hay solamente una cantidad finita de intervalos

Ii y U es no principal, el conjunto Y = {n ∈ Y ′ : n > máx(t)} está en U . Por
la definición de fG, S � “fG(Y ) ⊆ fG(X)”.

En [Tom93], ha sido demostrado que siempre que un forcing agrega nuevos

reales al modelo base, también se destruyen ultrafiltros. Lo anterior en el

sentido de que si U es un ultrafiltro en el modelo base, U no necesariamente

genera un ultrafiltro en la extensión genérica. Denotaremos por 〈U〉 el filtro
generado por U en la extensión genérica.

El siguiente teorema goza de elevado grado de importancia para nuestro

propósito, ya que nos dice que al extender una vez con el de Miller, los

ultrafiltros del modelos base son acercados coherentemente en la extensión

genérica, mediante la misma función. Resulta ser uno de los puntos clave en
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la demostración que presentamos de Con(ZFC) =⇒ Con(ZFC +NCF ).

Teorema 3.1.10. Si U , V son ultrafiltros no principales que están en el

modelo base, entonces 〈U〉 y 〈V〉 son cercanamente coherentes en V [G].

Demostración. Sean U , V ultrafiltros no principales en el modelo base V .

Entonces 〈U〉 y 〈V〉 son filtros en la extensión genérica. Sea X ∈ fG(〈U〉).
Existe Z ∈ U tal que Z ⊆ f−1

G [X]. Por el lema anterior existe Y ∈ V tal que

fG[Y ] ⊆ fG[Z] ⊆ X. Por lo tanto fG(〈U〉) ⊆ fG(〈V〉), por lo que U y V son

cercanamente coherentes.

3.2. Miller y filtros en el modelo V [G].

Lema 3.2.1. Sea T ∈ M. Si SP (T ) es partido en dos conjuntos, entonces

existe un árbol S ≤ T tal que SP (S) está contenido en uno solo de los dos

conjuntos.

Demostración. Sea A,B una partición de SP (T ). Si existe un nodo s ∈ T

tal que Ts ∩ SP (T ) ⊆ A ó Ts ∩ SP (T ) ⊆ B, entonces Ts es la extensión

buscada. En cambio, si para cualquier nodo s ∈ T existen extensiones tanto

en A como en B, construimos una sucesión de fusión como sigue:

i) Tomamos s ∈ A, y hacemos T 0 = T y T 1 = Ts.

ii) Para cada sucesor n ∈ succTs(s) tomamos rn ∈ A extensión de s�n,

y hacemos T 2 = AmT 1({T 1
rn : n ∈ succTs(s)}). Claramente cada rn ∈

SP (T 2).
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iii) Supongamos que hemos construido hasta el término T n de tal manera

que los k-nodos de ramificación para k ≤ n, están todos en A. Para

cada s ∈ NTn(n) y cada k ∈ succTn(s), tomamos rs,k ∈ A extensión de

s�k, y hacemos T n+1 = AmTn({T n
rs,k

: s ∈ NTn(n), k ∈ succTn(s)}).

Tomemos S =
⋂

n∈ω T
n. Por la manera en que se construyó S, tiene todos

sus nodos de ramificación infinita en A.

Lema 3.2.2. Sean T ∈ M y Ẋ un M-nombre tal que T � “Ẋ ⊆ ω”. Entonces

para cada nodo s ∈ SP (T ), existe una extensión R ≤ Ts y un conjunto Ys ⊆ ω

de tal forma que s ∈ SP (R), y para todo n ∈ ω, y casi todo1 m ∈ succR(s),

se tiene Rs�m � “Ẋ ∩ n = Ys ∩ n”.

Demostración. Tomemos s ∈ SP (T ), y para cada n ∈ succT (s), sea Rn ≤
Ts�n una extensión que decide2 si “k ∈ Ẋ”, para cada k ≤ n. Tomemos

n0 = mı́n succT (s). Existen 2n0+1 combinaciones distintas en las cuales

pueden aparecer los elementos de [0, n0] en Ẋ. Como n0 es el mı́nimo de

los sucesores de s en T y cada Rn decide a [0, n] ∩ Ẋ, existen una infinidad

de condiciones Rn las cuales deciden a [0, n0] ∩ Ẋ en la misma manera. Sea

{Rf0(k) : k ∈ ω} una subsucesión tal que todos los Rf0(k) deciden a [0, n0]∩ Ẋ

en la misma manera. Tomemos S0 = Rf0(0). Ahora, tomemos el intervalo

[0, f0(1)]. De forma análoga, existe una infinidad de condiciones Rf0(k) que de-

ciden a [0, f0(1)]∩Ẋ en la misma manera. Tomemos {Rf1(k) : k ∈ ω} subsuce-
sión de tal forma que todos sus elementos deciden igualmente a [0, f0(1)]∩Ẋ,

y hagamos S1 = Rf1(1). De forma general, supongamos que tenemos constru-

1Esto es, todos a posible excepción de una cantidad finita.
2Para abreviar, diremos que la condición Ts�n decide a [0, n] ∩ Ẋ.
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idos, para j ≤ n, Sj y subsucesiones {Rfj(k) : k ∈ ω}, de tal manera que para

cada j < n,

i) {Rfj+1(k) : k ∈ ω} es subsucesión de {Rfj(k) : k ∈ ω}.

ii) Para cada k ∈ ω, Rfj(k) decide a [0, fj−1(j)] ∩ Ẋ, para j > 0.

iii) Sj = Rfj(0).

Tomemos el intervalo [0, fn(n+1)], repitiendo el argumento ya menciona-

do, encontramos una subsucesión {Rfn+1(k) : k ∈ ω} de tal forma que todos

sus términos deciden a [0, fn(n + 1)] ∩ Ẋ en la misma manera. Hagamos

Sn+1 = Rfn+1(0).

Una vez construida la sucesión {Sn : n ∈ ω}, tomemos R = AmT ({Sn :

n ∈ ω}). Afirmamos que R cumple lo requerido. En efecto, por la manera

en que se eligieron los Sn, cada uno decide cuales elementos del interva-

lo [0, fn(n + 1)] pertenecen Ẋ. Notemos que succR(s) =
⋃

n∈ω succSn(s).

Como cada una de las funciones fj que aparecen en la construcción es es-

trictamente creciente, tenemos que fj(k) ≥ k, para todo k ∈ ω. Tomemos

Ys = {k ∈ ω : (∃n ∈ ω)(Sn � “k ∈ Ẋ”)}. Sea n ∈ ω y consideremos Sn. En-

tonces Sn decide a [0, fn(n)]∩ Ẋ, por lo que también decide cuales elementos

en el intervalo [0, n) están en Ẋ, los cuales son precisamente Ys ∩ n. Para

cada k ≥ n, Sk decide a [0, fn(n)] ∩ Ẋ en la misma manera que lo hace Sn,

por lo que para todo k ≥ n, se tiene Sk � “Ẋ ∩ n = Ys ∩ n”.

Lema 3.2.3. Sea Ẋ un M-nombre y T ∈ M tal que T � “Ẋ ⊆ ω”. Entonces

existe una extensión S ≤ T tal que para todo s ∈ SP (S), existe un conjunto

Ys ⊆ ω de forma que para todo n ∈ ω, y casi todo m ∈ succS(s), se tiene
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Ts�m � “Ẋ ∩ n = Ys ∩ n”

Demostración. Construimos una sucesión de fusión como sigue:

i) T 0 = T .

ii) Supongamos construido T n. Para cada s ∈ NTn(n), sean Rs y Ys como

en el lema anterior, y hagamos T n+1 = AmTn({Rs : s ∈ NTn(n)}).

Claramente S =
⋂

n∈ω T
n satisface el teorema.

Lema 3.2.4. Si U es un p-punto, entonces U genera un ultrafiltro en la

extensión genérica.

Demostración. Sean U un ultrafiltro en el modelo base, Ẋ un M-nombre y

T ∈ M tal que T � “Ẋ ⊆ ω”. Demostraremos que existe una condicón R ≤ T

y un conjunto A ∈ U tales que R � “A ⊆ Ẋ” ó R � “A ∩ Ẋ = ∅”. Por el

lema anterior, existe una extensión R1 ≤ T tal que para cada s ∈ SP (R1)

existe Ys de manera que para cada n ∈ ω, y para casi todo m ∈ succR1(s),

R1
s�m � “Ẋ ∩ n = Ys ∩ n”. Tomemos A = {s ∈ SP (R1) : Ys ∈ U} y

B = SP (R1) \ B. Por el lema 3.2, existe R2 ≤ R1 tal que SP (R2) ⊆ A

ó bien SP (R2) ⊆ B. Supongamos que SP (R2) ⊆ A. El caso SP (R2) ⊆ B

se trata de manera analoga, tomando ω \ Ys, para cada s ∈ B. Sea Y ∈ U
pseudointersección de A. Construimos una sucesión de nodos {sn : n ∈ ω} y

una sucesión {kn : n ∈ ω}. Para esto tomemos nuestra función ρ, la biyección

entre ω y ω × ω mencionada en el caṕıtulo 1. Procedemos de la siguiente

manera:

i) Tomamos un nodo arbitrario s ∈ SP (R2), y hacemos s0 = s1 = s,

k0 = 0. Podemos suponer que Y ⊆ Ys0 .
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ii) Supongamos que hemos construido hasta el término sn+1 de la sucesión

de nodos, y hasta el término kn de la sucesión de naturales. Cons-

truiremos sn+2 y kn+1. Tomemos ρ(n + 2) = (m, l). Dado que n +

2 > máx{m, l}, tenemos que sm ya ha sido definido. Tomemos j ∈
succR2(sm) de tal forma que R2

s�k j
� “Ẋ ∩ kn = Ysm ∩ kn”. Sea t ∈

SP (R2) que extiende a s�mj, y hagamos sn+2 = t. Escogemos kn+1 de

forma que Y \ kn+1 ⊆ Ysn+2 .

Tomemos el árbol R3 = {sk�n : k ∈ ω ∧ n < |sk|}. Por la manera en

que se construyó la sucesión {sk : k ∈ ω}, R3 es un árbol superperfecto, y

exitiende a R2.

Debido a la forma en que se escogieron los nodos de la sucesión, tenemos

que R3
sn+2

� “Ẋ ∩ kn = Ysm ∩ kn”, siendo ρ(n + 2) = (m, l). También, para

n′ tal que ρ(n′) = (n+2, l′), tenemos que R3
sn′ � “Ẋ ∩ kn′−2 = Ysn+2 ∩ kn′−2”

por lo que R3
sn′ � “Ysm ∩ kn = Ysn+2 ∩ kn”, lo cual puede ocurrir si y sólo si

Ysn+2 ∩ kn = Ysm ∩ kn. Por lo tanto, si ρ(n+ 2) = (n, l), entonces Ysm ∩ kn =

Ysn+2 ∩ kn, y Y \ kn+1 ⊆ Ysn+2 .

Para cada n ∈ ω, consideremos la sucesión (π0 ◦ρ)(n), . . . , (π0 ◦ρ)k(n), . . .
Dado que la sucesión es estrictamente decreciente, tendremos (π0◦ρ)k(n) = 0

ó (π0 ◦ ρ)k(n) = 1, para algún k. De esta manera partimos a ω en dos

conjuntos: C = {n ∈ ω : (∃k ∈ ω)((π0 ◦ ρ)k(n) = 0)}, y D = {n ∈ ω : (∃k ∈
ω)((π0 ◦ ρ)k(n)) = 1)}. Notemos que si n ∈ C, entonces (π0 ◦ ρ)(n) ∈ C; lo

mismo aplica para D.

Con la sucesión {kn : n ∈ ω} y la partición anterior, partimos el conjunto

Y de la siguiente manera:

Y0 = Y ∩⋃
n+2∈D[kn, kn+1)
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Y1 = Y ∩⋃
n+2∈C [kn, kn+1)

Afirmamos que para cada n ∈ C, Y0 ⊆ Ysn , y para cada n ∈ B, Y1 ⊆ Ysn .

Esto lo probamos por inducción sobre n. Para n = 0 y n = 1, es trivial, ya que

Y ⊆ Ys0 = Ys1 . Supongamos que es cierto para todo k ≤ n+1, lo probaremos

para n+2. Si n+2 ∈ C, entonces m = (π0 ◦ρ)(n+2) ∈ C, y sn+2 extiende a

sm, por lo que tendremos Ysm∩kn = Ysn+2∩kn, y kn+1 es elegido de forma que

Y \ kn+1 ⊆ Ysn+2 . Como n+ 2 ∈ C, tenemos que [kn, kn+1)∩ Y0 = ∅, y por lo

tanto Y0 = (Y0∩kn)∪(Y0\kn) = (Y0∩kn)∪(Y0\kn+1) ⊆ (Ysm∩kn)∪(Y \kn+1) ⊆
(Ysn+2 ∩ kn) ∪ Ysn+2 = Ysn+2 . Para n+ 2 ∈ D se prueba de manera análoga.

R3 tiene una extensión S0 cuyos nodos de ramificación están en {sk : k ∈
C}, y otra extensión S1 con nodos de ramificación en {sk : k ∈ D}. Por ser
U ultrafiltro, Y0 ∈ U ó Y1 ∈ U . Supongamos Y0 ∈ U . Veamos que S0 � “Y0 ⊆
Ẋ”. Supongamos que no es aśı. Entonces existe una extensión S ′ ≤ S0 y

un natural n ∈ Y0 tales que S ′ � “n /∈ Ẋ”. Por otro lado, sea s ∈ SP (S ′),

entonces s ∈ SP (S0), y s = sk para algún k ∈ C, y para m ∈ succS′(s)

suficientemente grande tenemos S ′
s�m � “Ẋ ∩ (n + 1) = Ysk ∩ (n + 1)”, por

lo que S ′
s�m � “Ẋ ∩ (n + 1) = Ysk ∩ (n + 1) ∧ n /∈ Ẋ”, y por lo tanto

S ′
s�m � “n /∈ Ysk”, lo cual ocurre sólo si n /∈ Ysk , lo cual contradice que

Y0 ⊆ Ysk para todo k ∈ C. Por lo tanto S0 � “Y0 ⊆ Ẋ”.

3.3. Miller es propio.

En la sección anterior demostramos que si U es un p-punto en el modelo

base, entonces U genera un ultrafiltro en la extensión genérica V [G], siendo

G filtro M-genérico.
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Podemos decir más acerca del ultrafiltro 〈U〉, y es el hecho de que 〈U〉
resulta ser un p-punto también. Esta sección tiene dos objetivos: primero,

establecer que el forcing de Miller es propio; y segundo, que el ultrafiltro

generado por U es un p-punto. Comenzamos con algunas definiciones.

Definición 3.3.1. Sean P una noción de forcing, λ > 2|P| un cardinal re-

gular de tal manera que P ∈ H(λ), y M ≺ H(λ) un submodelo elemental

numerable en el cual P ∈ M. Decimos que una condición q ∈ P es (M,P)-

genérica si para cada conjunto D denso en P tal que D ∈ M, D ∩ M es

predenso debajo de q. Diremos que el forcing P es propio si cada M ≺ H(λ)

tal que P ∈ M, cada p ∈ P ∩M tiene una extensión (M,P)-genérica.

Definición 3.3.2. Sea P una noción de forcing. Decimos que P satisface el

Axioma A, si tiene las siguientes propiedades:

a) Existe una sucesión de órdenes {≤n}n∈ω tal que ≤0=≤ y ≤n+1 ⊆ ≤n.

b) Para cada sucesión {pn}n∈ω satisfaciendo pn+1 ≤n pn, existe pω tal que

pω ≤n pn para toda n.

c) Para cualesquiera p ∈ P , A ⊆ P anticadena maximal y n ∈ ω existe

qn ≤n p tal que el conjunto {r ∈ A : qn ‖ r} es a lo más numerable.

El siguiente teorema nos dice que todo forcing que satisface el Axioma A

es propio.

Teorema 3.3.3. Toda noción de forcing P que satisface el Axioma A es

propio.
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Demostración. Sean λ > 2|P| y M ≺ H(λ) numerable tal que P ∈ M. Sea

{Dn : n ∈ ω} una enumeración de todos los conjuntos densos que están enM
y tomemos una condición arbitraria p ∈ P ∩M. Para cada n, sea An ⊆ Dn

tal que An ∈ M y M � “An es anticadena maximal” (tal anticadena

existe por elementaridad). Como H(λ) � “P tiene satisface el axioma A”,

por elementaridad M � “P satisface el axioma A”. Construiremos por

recursión una sucesión de fusión de condiciones que están el el submodelo

M. Hagamos p0 = p, y supongamos que hemos construido hasta el término

n-ésimo de la sucesión, de manera que p0 ≥0 p1 ≥1 . . . pn−1 ≥n−1 pn, y para

cada k ≤ n, M � “{a ∈ Ak : a ‖ pk} es numerable”. Ya que P satisface

el axioma A en M, por el inciso c) de la definición tenemos M � “(∃q ∈
P)(q ≤n pn) ∧ {a ∈ An+1 : a ‖ q} es numerable”. Tomemos pn+1 ∈ P ∩M
que testifica lo anterior. Notemos que {a ∈ An+1 : a ‖ pn+1} es definible con

parámetros en M, por lo que {a ∈ An+1 : a ‖ pn+1} ∈ M, y por lo tanto

{a ∈ An+1 : a ‖ pn+1} ⊆ An+1 ∩M, y An ∩M es predenso debajo de pn+1.

Por el inciso b), existe una condición pω ≤n pn para todo n. Sea q ≤ pω,

entonces para cada n, existe a ∈ An compatible con q, y como q ≤ pn, a es

compatible con pn, por lo tanto a ∈ An∩M, con lo cual tenemos que An∩M
es predenso debajo de pω. Por lo tanto P es propio.

Ahora procederemos a demostrar que el forcing de Miller es propio de-

mostrando que M satisface el axioma A.

Teorema 3.3.4. El forcing M satisface el Axioma A.

Demostración. Gracias a la definición 3.1.3 y al lema 3.1.4, los primeros dos

puntos de la definición están establecidos y solamente tenemos que comprobar
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el tercer inciso. Sean T ∈ M y A ⊆ M una anticadena maximal. Tomemos n

número natural, y sea {sk}k∈ω una enumeración de NT (n). Para cada k ∈ ω y

m ∈ succT (sk), existe ak,m ∈ A compatible con Ts�k m. Sea qk,m ∈ M de forma

que qk,m ≤ Ts�m y qk,m ≤ ak,m, y hagamos T n = AmT ({qk,m : k ∈ ω,m ∈
succT (sk)}). Notemos que {qk,m : k ∈ ω,m ∈ succT (sk)} es una familia de

condiciones incompatibles dos a dos; más aún, cualesquiera dos de ellas no

tienen ramas en común. Si a ∈ A es compatible con T n, tomemos r ≤ T n

y r ≤ a. Si t ⊆ r es una rama de r, entonces por lo dicho anteriormente t

está contenido en un solo qk,m, y para cualquier u ∈ t con s�km ⊆ u, si v ∈ r

es nodo de ramificación infinita y u ⊆ v, entonces v ∈ qk,m. Por lo tanto

r ∩ qk,m es un árbol superperfecto, y por la forma en que se escogio qk,m,

tenemos r ∩ qk,m ≤ ak,m, por lo que a y ak,m son compatibles. Como A es

anticadena, la única posibilidad es a = ak,m. Entonces {a ∈ A : T n ‖ a} es

numerable, lo cual completa la demostración y M satisface el axioma A.

Lema 3.3.5. Si P es una noción de forcing propio, entonces todo conjunto

numerable de elementos de V en la extensión genérica está contenido en un

conjunto numerable de V.

Demostración. Basta con demostrar que para cada función en V [G] de ω en

V , su imagen está contenida en un conjunto numerable en V . Sean ḟ un

P-nombre para una función con dominio ω y codominio contenido en V , y

p ∈ P una condición tal que p � “ḟ es una función”. Tomemos λ > 2|P| y

sea M ≺ H(λ) numerable con P , ḟ , p ∈ M. Para cada n ∈ ω definamos el

siguiente conjunto,

Dn = {q ∈ P : (q ≤ p) ∧ (∃a)(q � “ḟ(n) = a”)} ∪ {q ∈ P : q ⊥ p}



3.3. MILLER ES PROPIO. 37

Entonces Dn es denso en P y definible en M, por lo tanto Dn ∈ M. Sea

q ∈ P , q ≤ p una condición (M,P)-genérica. Tomemos An ∈ M tal queM �
“An ⊆ Dn es anticadena maximal”. Entonces An ∩M es predenso debajo

de q. Sea Bn = {r ∈ An : r ‖ q}. Observese que para cada r ∈ Bn, existe un

solo ar en el modelo base de forma que r � “ḟ(n) = ar”. Consideremos la

siguiente fórmula

φn(x, y) := (x ∈ Bn ∧ x � “ḟ(n) = y”) ∨ (x /∈ Bn ∧ x = y).

Por el axioma de reemplazo, Sn = {a : (∃r ∈ Bn)(φn(r, a))} = {a : (∃r ∈
Bn)(r � “ḟ(n) = a”)} es un conjunto en V , y por ser Bn numerable, Sn es

numerable. Sea r ≤ q. Por ser Bn predenso debajo de q, r es compatible con

algún s ∈ Bn. Sea t extensión común a r y s. Entonces existe as ∈ Sn tal que

t � “ḟ(n) = as”, por lo que t � “ḟ(n) ∈ Sn”. Aśı, el conjunto de condiciones

que fuerzan ḟ(n) ∈ Sn es denso debajo de q, por lo que q � “ḟ(n) ∈ Sn”,

para cada n ∈ ω. Por lo tanto q � “Im(ḟ) ⊆ ⋃
n∈ω Sn”.

Teorema 3.3.6. El ultrafiltro generado por U en la extensión genérica es un

p-punto.

Demostración. Sea Ẋ un M-nombre y una condición p ∈ M tales que p �
“Ẋ ⊆ 〈U〉 ∧ |Ẋ| = ℵ0”. Encontraremos una extensión q ≤ p y un conjunto

B ∈ U de manera que q � “(∀A ∈ Ẋ)(B ⊆∗ A)”. Por la elección de p, p fuerza

la existencia de una enumeración de Ẋ, es decir, p � “(∃ḟ)(ḟ enumera a Ẋ)”.

Por otro lado, p también fuerza que p � “(∀n ∈ ω)(∃Ȧn ∈ U)(Ȧn ⊆ ḟ(n))”,

con lo cual p fuerza la existencia de una función ġ de ω a U , tal que p �
“(∀n ∈ ω)(ġ(n) ⊆ ḟ(n))”. Por el lema 3.19, tenemos que existe una extensión

q ≤ p, y un conjunto numerable A en V , tal que q � “Im(ġ) ⊆ A”. Tomemos
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B ∈ U pseudointersección de U ∩A. Tenemos B ⊆∗ A, por lo que q � “(∀A ∈
A ∩ U)(B ⊆∗ A)”, por lo tanto q � “(∀n ∈ ω)(B ⊆∗ ḟ(n))”, que es lo que

buscabamos.

3.4. La iteración del forcing de Miller.

Ahora comenzaremos a estudiar la iteración del forcing de Miller, sin

profundizar en detalles propios de la teoŕıa general del forcing. Se hará uso

libremente de teoremas generales de la teoŕıa de iteraciones de forcing. Todo

aquel interesado puede consultar [She92], [Abr10], [BJ95], para las pruebas

de estos teoremas.

El propósito de las iteraciones de forcing es simplificar(en un sentido

a precisar), la extensión sucesiva por medio de nociones de forcing. Esto

es, si tenemos un modelo V , podemos extender por medio del forcing a un

modelo genérico V [G0], el cual puede ser extendido a otro modelo V [G0][G1],

y aśı sucesivamente, con lo cual obtenemos una sucesión de modelos V ⊂
V [G0] ⊆ V [G0][G1] . . . V [G0] . . . [Gn]. El proposito de la iteración es encontrar

una noción de forcing P en el modelo V de tal manera que V [G0] . . . [Gn] sea

equivalente a una sola extensión de V mediante P . El el caso finito esto

siempre es posible, mientras que en el caso infinito la situación se vuelve un

poco más complicada, con lo cual surgen diferentes maneras de tratar este

caso, cada una con diferentes propósitos.

Definición 3.4.1. Sea P una noción de forcing en V , y Q̇ un P-nombre

para una noción de forcing. Definimos P ∗Q̇ como todos los pares ordenados

(p, q̇) tales que p ∈ P y P � “q̇ ∈ Q̇”.
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Notemos que la definición anterior deja abierta la posibilidad de que P∗Q̇
sea una clase propia, ya que pueden existir nombres para elementos de Q̇ con

rango arbitrariamente grande. Esto podemos arreglarlo escogiendo aquellos

nombres de rango mı́nimo o fijando un ordinal α suficientemente grande de

tal manera que cada nombre que sea forzado a estar en Q̇, tenga un nombre

equivalente en Vα. En realidad, el requisito que resulta indispensable es que

cada nombre ṙ tal que para alguna condición p, se tiene p � “ṙ ∈ Q̇”, entonces

exista q̇ P-nombre de rango mı́nimo (o siguiendo alguna otra convención),

de tal manera que P � “q̇ ∈ Q̇” y además p � “ṙ = q̇”. Este requisito resulta

indispensable para evitar comportamientos no deseados en las iteraciones (e.

g., la no preservación de condiciones de cadena), y también para garantizar

comportamientos deseados (e. g. preservación de ser propio).

Teorema 3.4.2. Sean P y Q̇ como en la definición anterior. Sean Gun filtro

P genérico sobre V , y H filtro Q̇G genérico sobre V [G]. Entonces existe un

filtro P∗Q̇ genérico, denotado G∗Ḣ, de tal manera que V [G][H] = V [G∗Ḣ].�

Para tratar el caso ĺımite, se tienen variar maneras de hacerlo. En general,

todas ellas difieren en lo que se llama el soporte de la iteración. Nosotros

uilizaremos la iteración con soporte numerable.

Definición 3.4.3. Sea α un ordinal. Definimos recursivamente lo que es una

iteración con soporte numerable de longitud α. Para todo β < α, supongamos

definido Pβ, iteración con soporte numerable de longitud β (para el caso

β = 0, hacemos P0 = {∅}). Diremos que Pα = 〈Pβ, Q̇β : β < α〉 es una

iteración de longitud α con soporte numerable si cumple lo siguiente:

1) Cada f ∈ Pα es una función con dominio α.
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2) Si α = β + 1, entonces Pβ = {f�β : f ∈ Pα}, y existe un Pβ-nombre

Q̇β para un ordena parcial, tal que f ∈ Pα si y solo si f�β ∈ Pβ, y

f�β � “f(β) ∈ Q̇β”. Si f, g ∈ Pα, diremos que g ≤α f si y solo si

g�β ≤β f�β y g�β � “g(β) ≤ f(β)”.

3) Si α es un ordinal ĺımite, entonces para todo β < α, Pβ = {f�β : f ∈
Pα}. Diremos que g ≤α f si y solo si para todo β < α, g�β ≤β f�β.

4) supp(f) = {β < α : f(β) �= 1β} es a lo más numerable.

Fácilmente se demuestra que para cualquier ordinal β, Pβ+1 es isomorfo

a Pβ ∗ Q̇β.

El siguiente teorema es debido a S. Shelah, y es uno de los pilares en

la teoŕıa del forcing propio. Una demostración puede ser encontrada en el

art́ıculo “Proper forcing”, de Uri Abraham [Abr10].

Teorema 3.4.4 (S. Shelah). Sea P = 〈Pα, Q̇α : α < β〉 una iteración de

forcings con soporte numerable cada uno de los cuales cumple que Pα �
“Q̇α es propio”. Entonces P es propio. �

Pensaremos en los reales como funciones de ω en 2. Aśı, un nombre para

un real es un nombre para una tal función. Un tipo de P-nombres muy usados

son los nice names. Dado un nombre ḟ para un real, diremos que ḟ es un nice

name si es de la forma {((n, ba), a) : a ∈ An}, siendo cada An una anticadena

y ba es el valor que a decide para ḟ en n. Dado un nombre ḟ y una condición

p ∈ P tales que p � “ḟ ∈ 2ω”, siempre podemos encontrar un nice name f̃

de forma que p � “ḟ = f̃”. Esto lo hacemos como sigue: para cada n ∈ ω

consideramos el conjunto
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Dn = {q ≤ p : q decide el valor de ḟ(n)} ∪ {r ∈ P : q ⊥ p}.

Dn es un conjunto denso en P . Sea An ⊆ Dn una anticadena maximal.

Tomemos f̃ = {((n, bq), q) : n ∈ ω, q ∈ An, q ≤ p y q � “ḟ(n) = bq”}. Sean
r ≤ p y n ∈ ω. Existe s ∈ An compatible con p, y por la manera en que se

construyó Dn, tenemos s ≤ p. Sea t ∈ P tal que t ≤ s y t ≤ r. Entonces,

por la manera en que se eligió An, t � “ḟ(n) = bs”, y por la manera como

se construyó f̃ , t � “f̃(n) = bs”, por lo que t � “ḟ(n) = f̃(n)”. Por lo tanto,

el conjunto de condiciones que fuerzan “ḟ(n) = f̃(n)” es denso debajo de p

para cada n ∈ ω,de lo cual deducimos p � “ḟ = f̃”.

Si además tenemos que nuestro forcing P es propio, entonces para todo

P-nombre ḟ existe un P-nice name f̃ numerable y una condición p tales que

p � “ḟ = f̃”. Más aun, el conjunto de condiciones para las cuales existe un

nice name equivalente a ḟ es un conjunto denso.

La siguiente definición generaliza este tipo de nombres para iteraciones

de forcing. A partir de ahora V será un modelo de ZFC +CH, y Mα será la

iteración con soporte numerable de longitud α, del forcing de Miller en ese

modelo.

Definición 3.4.5. Sea ḟ un Pα-nice name para un real. Diremos que ḟ es un

Pα-nombre hereditariamente numerable si para cada n ∈ ω, la anticadena An

es a lo más numerable, y para cada condición p ∈ An, y cada ordinal β < α,

p(β) es un Pβ-nombre hereditariamente numerable. Denotaremos por HN α

el conjunto de Pα-nombres hereditariamente numerables, y por Nα a todas

las condiciones p ∈ Pα tales que para cada β < α, p(β) es un Pβ-nombre

hereditariamente numerable.

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que el conjunto de condiciones



42 CAPÍTULO 3. LA INDEPENDENCIA DE NCF

Nα es un subconjunto denso de Mα, y que para cada ordinal α < ω2, la

cardinalidad de Nα es a lo más ℵ1.

Definición 3.4.6. Sea Pα = 〈Pβ, Q̇β : β < α〉 una iteración con soporte

numerable de forcings que satisfacen el axioma A. Sean F ∈ [α]<ω y n ∈ ω.

Definimos la relación de orden ≤n,F de la siguiente manera

(∀p, q ∈ Pα)(q ≤n,F p) ⇐⇒ (q ≤ p) ∧ (∀β ∈ F )(q�β � “q(β) ≤n p(β)”)

En base a la definición anterior, tenemos el siguiente lema de fusión para

iteraciones con soporte numerable:

Lema 3.4.7. Sean Pα una iteración con soporte numerable de forcings que

satisfacen el axioma A, {nk ∈ ω : k ∈ ω} sucesión estrictamente creciente,

{pk : k ∈ ω} ⊆ Pα, y {Fk : k ∈ ω} ⊆ [α]<ω sucesiones tales que

1. Para todo k ∈ ω, pk+1 ≤nk,Fk
pk.

2. Fk ⊆ Fk+1.

3.
⋃

k∈ω supp(pk) =
⋃

k∈ω Fk.

Entonces existe una q ∈ Pα tal que q ≤nk,Fk
pk, para cualquier k ∈ ω.

Demostración. Construimos la condición q por recursión. Tomemos α0 =

mı́n
⋃

n∈ω supp(pn). Si α0 = 1, entonces la sucesión pnα0 es una sucesión de

fusión de Pα0 , y por lo tanto existe q1 tal que q1 ≤n pnα0 para toda n ∈ ω. Si

α0 ≥ 1, entonces para cada n, pn�α0 = 1α0 . En este caso, pn�α0 = 1α0 fuerza

que la sucesión pnα0 forma una sucesión de fusión, por lo que también fuerza

que existe una condición qα0 tal que qα0 ≤n pnα0 para cada n ∈ ω. Para el

caso γ = β + 1, qγ se construye de manera similar, y para γ ordinal ĺımite

tomamos simplemente la unión de las condiciones ya construidas.
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Necesitaremos los siguientes teoremas para probar el lema 3.4.11, una

demostración de ellos se puede encontrar en [She92].

Teorema 3.4.8. Una condición p ∈ Pα+1 es (M,Pα+1)-genérica si y solo si

p�α es (M,Pα)-genérica y p�α � “p(α) es (M[Gα],Qα)-genérica” �

Teorema 3.4.9. Sean P una noción de forcing propio y M ≺ H(λ) tales que

P ∈ M. Sea G filtro P-genérico sobre V . Hagamos M[G] = {ẋ : ẋ ∈ M}.
Entonces M[G] ≺ H(λ)V [G] = H(λ)[G]. �

Teorema 3.4.10. Sean α un ordinal, β < α, y Pα una iteración con soporte

numerable de forcings propios. Sea M ≺ H(λ) forma que α, β,Pα ∈ M.

Tomemos p ∈ M ∩ Pα. Si q ∈ M ∩ Pβ es (M,Pβ)-genérica y q ≤ p�β,
entonces existe q′ ∈ Pα-genérica tal que q′ ≤ p y q = q′�β. �

Lema 3.4.11. Sean Mα, F ∈ [α]<ω, p ∈ Mα, y n ∈ ω. Sea M ≺ H(λ)

submodelo elemental numerable tal que p,Mα, F ∈ M. Entonces existe una

condición q ≤n,F p que es (M,Mα)-genérica.

Demostración. Notemos que si T,M ∈ M, entonces para cualquier n ∈ ω

existe una condición S (M,M)-genérica tal que S ≤n T . En efecto, dado que

cada condición en M es numerable, T ⊆ M, por lo que para cada s ∈ Nn(T ),

y cada m ∈ succT (s), tenemos Ts�m ∈ M, y para esta condición existe

una extensión (M,M)-genérica Rs�m. Tomemos S = AmT ({Rs�m : s ∈
Nn(T ) ∧m ∈ succT (s)}), esta es la extensión buscada.

La prueba es por inducción sobre α. Sean n ∈ ω y F ⊆ α finito.

1. α = β + 1. Tenemos dos casos:
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a) F ⊆ β. Por hipótesis de inducción, existe q′ ≤n,F p�β que es

(M,Mβ)-genérica. Por el teorema 3.4.10, existe q ≤ p que es

(M,Mα)-genérica, y q�β = q′. Esta es la condición buscada.

b) β ∈ F . Sea F ′ = F \{β}. Por hipótesis de inducción existe q′ ≤n,F ′

p�β que es (M,Mβ)-genérica. Tomemos un filtro G Mβ-genérico

que contiene a q′. Por teorema 3.4.9, M[G] ≺ H(λ)V [G]. También,

dado que F ⊆ M por ser F finito, y β ∈ M, y por lo tanto

Ṁβ (el Mβ-nombre para el forcing de Miller) pueder ser definido

en M, y aśı MV [G] ∈ M[G]. También p(β) ∈ M, por lo que

p(β)G ∈ M[G]. Por la observación al principio de la demostración,

existe r ≤n p(β)G que es (M[G],MV [G])-genérica. Dado que el

único requerimiento sobre G fue que q′ ∈ G, tenemos que

q′ � “∃r ∈ Ṁ tal que r ≤n p(β) y es (M[G],M)− genérica”.

Por lema de completitud existencial, existe ṙ Mβ-nombre tal que

q′ � “ṙ ∈ Ṁ, ṙ ≤n p(β) y es (M[G],M)− genérica”.

Por lo que q = q′�ṙ es (M,Mα)-genérica debido al lema 3.4.8, y

también q ≤n,F p. La condición q satisface el teorema.

2. Para α ordinal ĺımite, al ser F finito, existe γ < β para el cual F ⊆ γ.

Aplicamos la hipótesis de inducción para obtener q′ ≤n,F p�γ que sea

(M,Mγ)-genérica, y utilizamos el teorema 3.4.10 para obtener q ≤ p tal

que q�γ = q′ y es (M,Mα)-genérica. Esta es la condición requerida.

Lema 3.4.12. Sean α un ordinal, A ⊆ Pα anticadena maximal, p ∈ Mα, y

F ∈ [α]<ω, entonces existe una condición q ≤n,F p tal que {a ∈ A : a ‖ q} es
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numerable.

Demostración. Tomemos un submodelo elemental numerable M ≺ H(λ) tal

que p,Mα, F, A ∈ M. Por el lema anterior, existe q ≤n,F p que es (M,Mα)-

genérica, por lo que A∩M es predenso debajo de q. Afirmamos que {a ∈ A :

a ‖ q} ⊆ A ∩M. Sea a ∈ A, a ‖ q. Entonces existe r ≤ a, q. Por otro lado,

existe b ∈ A ∩M compatible con r, por lo que existe s ≤ r, b, pero entonces

s ≤ r ≤ a y s ≤ b, y por lo tanto a y b son compatibles. Esto solo puede

ocurrir solo si b = a, por ser A anticadena, por lo que a ∈ A ∩M.

Lema 3.4.13. Sean Mα+1, q ∈ Mα+1 y {pn : n ∈ ω} una sucesión de

condiciones en Mα+1. Para cada n ∈ ω y cada s ∈ ω<ω sea Ṅn(pnα) un Mα-

nombre para el n-ésimo nivel de ramificación de pnα,y An
s ⊆ Mα anticadena

maximal. Supongamos lo siguiente:

a) Para cada n ∈ ω y cada s ∈ ω<ω, cada condición a ∈ An
s decide el valor

de verdad de la fórmula “s ∈ Ṅn(pnα)”.

b) Para cada n ∈ ω, pn+1 ≤n+1,{α} pn, y q ≤n,{α} pn.

c) Para cada n ∈ ω, y cada s ∈ ω<ω, el conjunto {a ∈ An
s : a ‖ pn+1} es

numerable y predenso debajo de pn+1.

Entonces qα puede ser reemplazado por un Mα-nombre numerable equi-

valente respecto a q�α.

Demostración. Dado que q ≤n,{α} pn para cada n ∈ ω, tenemos que q�α �
“Ṅn(qα) = Ṅn(pnα)”, y como para cada s ∈ ω<ω, {a ∈ An

s : a ‖ pn+1} es

numerable, también lo es {a ∈ An
s : a ‖ q}, por ser q ≤ pn+1. Denotemos por



46 CAPÍTULO 3. LA INDEPENDENCIA DE NCF

Bn
s al conjunto {a ∈ An

s : a ‖ q ∧ a � “s ∈ Ṅn(pnα)”}. Tomemos el siguiente

nombre:

q′α = {(s�k, a) : (s ∈ ω<ω) ∧ (k ≤ |s|) ∧ (∃n ∈ ω)(a ∈ Bn
s )}.

Afirmamos que q�α � “qα = q′α”. Sea G ⊆ Mα un filtro genérico tal que

q�α ∈ G. Tomemos s ∈ qαG, entonces existe r ∈ Nk(qαG) que extiende a s,

para algún k. Como Nk(qαG) = Nk(pkαG), existe una condición a ∈ Ak
r ∩ G

tal que a � “r ∈ Ṅk(pkα)”, por lo que a ‖ q�α, y por lo tanto para todo

m ≤ |r|, tenemos (r�m, a) ∈ q′α. Pero al ser r extensión de s, s = r�m, para

algún m, por lo que (s, a) ∈ q′α. Por lo tanto s ∈ q′αG, con lo que tenemos

qαG ⊆ q′αG. Tomemos ahora s ∈ q′αG. Entonces existen r ∈ ω<ω, k ≤ |r|,
y a ∈ Bn

r ∩ G para algún n, tales que s = r�k y a � “r ∈ Ṅn(pnα)”. Aśı,

tenemos r ∈ Nn(pnαG) = Nn(qαG), y por lo tanto s ∈ qαG, con lo cual tenemos

la contención q′αG ⊆ qαG. Por lo tanto q�α � “qα = q′α”.

Lema 3.4.14. Sea p = 〈pβ〉 ∈ Mα una condición, β0 < α, F ∈ [α]<ω y

k, n0 ∈ ω. Sea Ṅk(pβ0) un Mβ0-nombre para el k-ésimo nivel de ramificación

de pβ0. Entonces existe una condición q ≤n0,F p, tal que para cada s ∈ ω<ω

existe una anticadena numerable As predensa debajo de q tal que todas sus

condiciones deciden la verdad de “s ∈ Ṅk(pβ0)”.

Demostración. Sea {sn : n ∈ ω} una enumeración de ω<ω. Sea B = {Bi : i ∈
ω} la partición de los naturales que introducimos en la sección preliminar.

Recordemos que para cada n ∈ ω, se cumple n ∈ B0∪ . . .∪Bn . Para cada n,

sea A′
n anticadena maximal (en Pβ0) tal que sus elementos deciden la fórmula

“sn ∈ Ṅn(pβ0)”. Construimos una sucesión de fusión como sigue:
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1. Para n = 0, hacemos F0 = F , y escogemos q0 ≤n0,F0 p de tal manera

que para cada j ≤ n0, {a ∈ A′
j : a ‖ q1} sea numerable. Pedimos

además que F0 ⊆ supp(q0).

2. Para n = 1, sea f0 biyección entre B0 y supp(q0). Hacemos F1 = F0 ∪
{f0(0)}, y escojemos q1 ≤n0+1,F1 q0, de forma que el conjunto {a ∈
A′

n0+1 : a ‖ q1} sea a lo más numerable.

3. Supongamos que hemos construido el término n-ésimo de la sucesión.

Sin perder generalidad podemos suponer que supp(qn) \ supp(qn−1) es

infinito. Sea fn una biyección entre Bn y supp(qn) \ supp(qn−1). Hace-

mos Fn+1 = Fn ∪ {fj(n)}, siendo j ≤ n tal que n ∈ Bj. Escogemos

qn+1 ≤n0+n+1,Fn+1 qn de forma que el conjunto {a ∈ A′
n0+n+1 : a ‖ qn+1}

sea a lo más numerable.

Notemos que la sucesión obtenida satisface las hipótesis del lema 3.4.7.

En efecto, a partir de la construcción es obvio que qk+1 ≤nk,Fk
qk, siendo

nk = n0+k, y también que Fk ⊆ Fk+1. Veamos que
⋃

k∈ω supp(qk) =
⋃

k∈ω Fk.

La contención ⊇ es inmediata, pues cada Fk está contenido en supp(qk).

Para la otra contención, tomemos α ∈ ⋃
k∈ω supp(qk), entonces existe un solo

k ∈ ω de tal manera que α ∈ supp(qk) \ supp(qk−1). Tomemos a fk, que es

la biyección entre Bk y supp(qk) \ supp(qk). Entonces existe m ∈ ω de tal

manera que fk(m) = α, y por la construcción de los Fk, tenemos Fm+1 =

Fm ∪ {fk(m)}, con lo cual queda demostrada la contención que faltaba. Por

lo tanto existe una condición qω tal que qω ≤nk,Fk
qk para toda k. Por ser

qω ≤ qk para todo k ∈ ω, tenemos Aj = {a ∈ A′
j : a ‖ qω} es numerable para

cada j ∈ ω. También, por construcción, tenemos da qω ≤n0,F0 p.
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Finalmente estamos preparados para demostrar que Nα es un denso en

Mα.

Teorema 3.4.15. Sean α un ordinal, Mα la iteración con soporte numerable

del forcing de Miller de longitud α, y p ∈ Mα. Entonces existe una condición

q ∈ Nα tal que q ≤ p.

Demostración. Inducción sobre α. Supongamos que el resultado es cierto

para todo β < α. Tomemos p = 〈pβ : β < α〉 ∈ Pα. Sea nuevamente B la

partición de ω del primer caṕıtulo, y {sk : k ∈ ω} una enumeración de ω<ω.

Construimos una sucesión de fusión como sigue:

i) Para n = 0, hacemos q0 = p, F0 = ∅.

ii) Para n = 1, sea f0 una biyección entre B0 y supp(p). Sea F1 = {f0(0)},
y consideremos la coordenada q0f0(0) de q0. Sea Ṅ0(q0f0(0)) un Mf0(0)-

nombre para el primer nivel de ramificación de q0f0(0), y para cada

k ∈ ω, tomemos una anticadena maximal Ak
f0(0)

formada por condi-

ciones hereditariamente numerables en Mf0(0) (es decir, formada por

condiciones en Nf0(0)), tal que cada uno de sus elementos decide la ver-

dad de la fórmula sk ∈ Ṅ0(p0f0(0)). Tomemos una condición q1 enMα tal

que q1 ≤1,F1 q0, y para cada k ∈ ω, el conjunto {a ∈ Ak
f0(0)

: a ‖ q1} es

numerable. Con esto tenemos totalmente determinado el 0-ésimo nivel

de ramificación de pf0(0) por medio de anticadenas numerables.

iii) De forma general, supongamos que hemos construido hasta el término

n-ésimo de la sucesión,

qn ≤n,Fn qn−1 ≤n−1,Fn−1 . . . ≤2,F2 q1 ≤1,F1 q0 ≤0,F0 p
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Construiremos qn+1. Sin perder generalidad, supongamos que supp(qn)\
supp(qn−1) es infinito, y tomemos fn una biyección entre Bn y supp(qn)\
supp(qn−1). Hagamos Fn+1 = Fn ∪ {fj(n)}, siendo j tal que n ∈ Bj.

Para cada β ∈ Fn+1, tomamos un Mβ-nombre Ṅn(qnβ) para el n-ésimo

nivel de ramificación de qnβ, y para cada k ∈ ω, consideremos una

anticadena maximal Ak
β (de condiciones en Nβ) tal que cada elemento

de Ak
β decide la verdad de la fórmula “sk ∈ Ṅn(qnβ)”. Por lema 3.4.14,

existe qn+1 tal que qn+1 ≤n+1,Fn+1 qn, y para cada β ∈ Fn, y cada k ∈ ω,

el conjunto {a ∈ Ak
β : a ‖ qn+1} es numerable.

Una vez construida la sucesión {qk : k ∈ ω}, notemos que esta es de

tal manera que qk+1 ≤k+1,Fk+1
qk, y además,

⋃
k∈ω supp(qk) =

⋃
k∈ω Fk. Lo

primero es obvio por la construcción. Lo segundo se demuestra de la misma

manera en que se hizo en el lema 3.4.14. Por lo tanto, la sucesión {rk :

k ∈ ω} satisface todas las condiciones del lema 3.4.7, por lo que existe una

condición qω tal que qω ≤n,Fn qn, para toda n ∈ ω. Por lema 3.4.13, utilizando

la misma construcción que ah́ı se hace, para cada β ∈ supp(qω) existe un

nombre numerable q′β equivalente a qβ, respecto a qω�β, y por la manera

en que se escogieron las anticadenas, cada uno de esos nombres será here-

ditariamente numerable. Reemplazando cada qωβ por su respectivo nombre

hereditariamente numerable q′β obtenemos la condición buscada.

Lema 3.4.16. Para cualquier α < ω2, HN α y Nα tienen cardinalidad a lo

más ℵ1.

Demostración. Lo probaremos por inducción sobre α. Supongamos que el

resultado es cierto para todo β < α. Veamos primero que |Nα| = ℵ1. Como
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cada condición p ∈ Nα es una sucesión de nombres en
⋃

β<α HN β, basta con

acotar el numero de sucesiones de longitud α, con soporte numerable y rango
⋃

β<α HN β. Dado que α < ω2, tenemos que |[α]≤ω| = ℵ1. Por otro lado,

para cada A ∈ [α]≤ω, tenemos ℵ1 funciones de A en
⋃

β<α HN β. Por lo tanto

tenemos a lo más ℵ1 funciones de α en
⋃

β<α HN β con soporte numerable.

Ahora veamos que |HN α| = ℵ1. Como Nα tiene cardinalidad ℵ1, ten-

dremos que existen ℵ1 conjuntos numerables de condiciones en Nα, en par-

ticular, tendremos a lo más ℵ1 anticadenas numerables formadas por condi-

ciones en Nα, por lo que también tendremos a lo más ℵ1 sucesiones de an-

ticadenas numerables. Cada una de estas sucesiones define ℵ1 nombres nu-

merables (contando todas las posibles combinaciones en que cada elemento

de cada anticadena puede decidir). Por lo tanto tenemos ℵ1 Mα-nombres

hereditariamente numerables.

El siguiente resultado es un hecho muy conocido en la teoŕıa de Forcing.

Una demostración puede ser consultada en [Jec02].

Teorema 3.4.17. Toda noción de forcing que satisface la κ-c.c. preserva

todos los cardinales ≥ κ. �

Notemos que del lema 3.4.16 se deduce que para todo α < ω2,Nα satisface

la condición de la ℵ2-c.c. Este también resulta ser el caso para α = ω2,

pero hay que trabajar un poco más. Necesitaremos el siguiente lema, cuya

demostración se puede encontrar en [Kun80].

Lema 3.4.18. (del Δ− sistema) Sean κ y λ cardinales tal que λ es regular

y para todo ν < λ, se cumple la desigualdad ν<κ < λ. Si B es un conjunto

de cardinal λ tal que |b| < κ para todo b ∈ B, entonces existe un subconjunto
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A de B de cardinalidad λ, y un conjunto r, tales que para todo a, b ∈ A,

b ∩ b = r (A es llamado un Δ-sistema). �

Lema 3.4.19. Nω2 satisface la ℵ2-c.c.

Demostración. Sea S = {pi ∈ Nω2 : i < ω2}. Para cada i < ω2 sea si el

soporte de la condición pi, y hagamos B = {si : i < ω2}. Con la notación del

lema anterior, sean κ = ℵ1 y λ = ℵ2. Entonces las condiciones sobre λ y κ son

satisfechas, por lo que existe un subconjunto A ⊆ B que forma un Δ-sistema.

Sea r la ráız de dicho sistema. Tomemos R = {pi ∈ S : si ∈ A}. Tomemos

α < ω2 tal que r ⊆ α. Tomemos la función F : R → Nα tal que F (p) = p�α.
Esta función no es inyectiva, ya que va de un conjunto de cardinalidad ℵ2 a

uno de cardinalidad ℵ1. Por lo tanto, existen dos condiciones pi y pj en R

tales que pi�α = pj�α. Definamos la siguiente condición:

s(β) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

pi(β) si β < α,

pi(β) si β ≥ α ∧ β ∈ si,

pj(β) si β ≥ α ∧ β ∈ sj,

1β en cualquier otro caso.

Esta condición extiende tanto a pi como a pj. Por lo tanto Nω2 satisface

la condición de la ℵ2 cadena.

Corolario 3.4.20. Nω2 preserva todos los cardinales.

Demostración. Por lema 3.3.4, Nω2 es propio, y por lema 3.3.5, preserva a

ℵ1. Por el lema anterior, Nω2 preserva todos los ordinales mayores o iguales

a ℵ2.
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El siguiente lema es de caracter general y no sólo involucra al forcing de

Miller.

Lema 3.4.21. Sean β ordinal de cofinalidad no numerable, Pβ = 〈Pα, Q̇α :

α < β〉 una iteración con soporte numerable de forcings propios, y G un filtro

Pβ-genérico. Entonces para cualquier real f ∈ V [G] existe un ordinal γ < β

tal que f ∈ V [Gγ].

Demostración. Sea ḟ un P-nombre para un real y p ∈ P tal que p � “ḟ ∈
2ω”. Sin pérdida de generalidad, supongamos que ḟ es un nice-name. Tome-

mos λ > 2|P|, y sean M ≺ H(λ) numerable tal que p, ḟ ,P ∈ M, y q ≤ p

(M,P)-genérica. Como cada anticadena An que aparece en ḟ es definible en

M (An = {a ∈ P : (∃ba ∈ 2ω)((n, ba), a) ∈ ḟ)}), tenemos que cada anticade-

na An pertenece aM. Para cada n ∈ ω tomemos la anticadena A′
n = An∩M,

y formemos el nombre f̃ = {((n, ba), a) ∈ ḟ : a ∈ A′
n, n ∈ ω}. Como cada una

de las anticadenas A′
n es numerable, y los soportes de las condiciones son nu-

merables, existe γ < β que contiene a todos los soportes de las condiciones en

las anticadenas A′
n. Tomemos el nombre f̃γ = {((n, ba), a�γ) : ((n, ba), a) ∈ f̃}

y sea G filtro P-genérico tal que q ∈ G. Como cada una de las anticadenas

A′
n es maximal respecto a q, y sus condiciones deciden los valores de f̃ , para

cada n ∈ ω existe an ∈ G ∩ A′
n an � “f̃(n) = bn”, por lo tanto an�γ está en

Gγ, y por la forma en que se construyó f̃γ, an�γ decide ese mismo valor para

f̃γ(n). Por lo tanto f̃γ es interpretado por Gγ de la misma manera en que f̃

es interpretado por G. Por otro lado, notemos que q � “ḟ = f̃”, ya que las

anticadenas A′
n son maximales debajo de q. Por lo tanto ḟG = f̃Gγ .

Lema 3.4.22. Dado G un filtro genérico sobre Nω2 y un conjunto de reales
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F en la extensión genérica, para cualquier ordinal α < ω2 existe γ ∈ ω2 \ α,
tal que F ∩ V [Gα] ∈ V [Gγ].

Demostración. Sea F un conjunto de reales en V [G], y Ḟ un Nω2-nombre

para F como antes. Tomemos α < ω2, y para cada ḟ ∈ HN α consideremos

una anticadena maximal (en Nω2) Aḟ que decide la veracidad de la fórmula

“ḟ ∈ Ḟ”.

Para cada ḟ ∈ HN α, la anticadena Aḟ tiene cardinal a lo más ℵ1. Por el

lema 3.4.16, HN α tiene cardinalidad a lo más ℵ1. Por lo tanto S =
⋃{Aḟ :

ḟ ∈ Nα} contiene a lo más ℵ1 condiciones distintas. Como el soporte de

la iteración Mω2 es numerable, existe un ordinal γ < ω2 que contiene los

soportes de todas las condiciones en S. Tomemos el siguiente conjunto en

V [Gγ]

Fγ = {ḟGα : (ḟ ∈ HN α) ∧ (∃p ∈ Gγ)(p �ω2 “ḟ ∈ Ḟ”)}

Veamos que Ḟ ∩ V [Gα] = Fγ. Tomemos ḟ ∈ HN α y supongamos ḟGα ∈
Fγ. Entonces existe q ∈ Gγ que fuerza(en Nω2) “ḟ ∈ Ḟ”. También existe

p ∈ G ∩ Aḟ tal que p � “ḟ ∈ Ḟ”. Por la manera en que se eligió γ, se tiene

p ∈ Gγ. Como p decide si “ḟ ∈ Ḟ”, y es compatible con q, p no puede decidir

ḟ /∈ Ḟ , por lo que tenemos que p �ω2 “ḟ ∈ Ḟ”. Dado que ḟGα = ḟG, tenemos

que Fγ ⊆ F ∩ V [Gα].

Tomemos ahora ḟ ∈ HN α, y supongamos ḟG ∈ F ∩ V [Gα]. Entonces

existe una condición p ∈ G ∩ Aḟ tal que p �ω2 “ḟ ∈ Ḟ”. Ninguna condición

q ∈ Gγ fuerza “ḟ /∈ Ḟ”, ya que todo q ∈ Gγ es restricción de alguna condición

q′ ∈ G, y q′ es compatible con p, con lo cual q es compatible con p. Por lo

tanto ḟGα ∈ Fγ, y F ∩ V [Gα] ⊆ Fγ.
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Lema 3.4.23. Sea G un filtro Nω2-genérico sobre V . Entonces para cada

F ∈ V [G] conjunto de reales existe un conjunto C de ordinales en ω2 cerrado

bajo sucesiones de longitud ω1 y no acotado, tal que para cada α ∈ C, F ∩
V [Gα] ∈ V [Gα].

Demostración. Primero veamos que el conjunto de ordinales α < ω2 para los

cuales F ∩ V [Gα] ∈ V [Gα] es no acotado. Tomemos α ∈ ω2. Construiremos

una sucesión {γβ : β < ω1} creciente de ordinales tal que para cada β < ω1,

se cumple F ∩ V [Gγβ ] ∈ V [Gγβ+1
]. La construcción es como sigue:

i) Para β = 0 hacemos γ0 = α.

ii) Para β + 1 ordinal sucesor, tomamos el mı́nimo ordinal γβ+1 > γβ tal

que F ∩ V [Gγβ ] ∈ V [Gγβ+1
] (tal ordinal existe gracias al lema 3.27).

iii) Si β es ordinal ĺımite tomamos γβ = sup{γε : ε < β}.

Afirmamos que δ = sup{γβ : β < ω1} cumple F ∩ V [Gδ] ∈ V [Gδ].

Tomemos un real f ∈ F∩V [Gδ]. Por la manera en que se eligio δ, cf(δ) > ℵ0,

por lo que existe un ordinal η < δ para el cual f ∈ V [Gη], y podemos

suponer que η = γβ, para algun β < ω2. Es claro que f ∈ F ∩ V [Gγβ ], que

es un conjunto en V [Gγβ+1
], y por lo tanto, F ∩ V [Gδ] ⊆

⋃
β<ω1

F ∩ V [Gγβ ].

Dado que F ∩ V [Gγ] ⊆ F ∩ V [Gδ] para todo γ < δ, tenemos la igualdad

F ∩ V [Gδ] =
⋃

β<ω1
F ∩ V [Gγβ ]. Como V [Gδ] extiende a todos los modelos

V [Gβ] para β < δ, y para cada β < ω1, F ∩ V [Gγβ ] ∈ V [Gδ], por el axioma

de reemplazo tenemos que {F ∩ V [Gγβ ] : β < ω1} es un conjunto de V [Gδ]

(para ver esto sólo hay que notar que F ∩ V [Gγβ ] puede ser definido en

V [Gδ] de la misma manera en que se definió Fγ en el lema anterior). Aśı,
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⋃
β<ω1

F ∩ V [Gγβ ] pertenece a V [Gδ]. Por lo tanto F ∩ V [Gδ] ∈ V [Gδ].

Hagamos C = {α < ω2 : F ∩ V [Gα] ∈ V [Gα] ∧ cf(α) = ℵ1}. El parrafo
anterior demuestra que C es no acotado. Para ver que C es ω1-cerrado sea

{γβ}β<ω1 ⊆ C una sucesión creciente. Procediendo de la misma manera que se

hizo en el párrafo anterior, vemos que δ = sup{γβ}β<ω1 es tal que F∩V [Gδ] ∈
V [Gδ], con lo cual el lema queda demostrado.

El siguiente teorema fue demostrado por W. Rudin, en 1956, en su art́ıculo

“Homogeneity problems in the theory of Cech compactifications”[Rud56].

Teorema 3.4.24. La Hipótesis del Continuo implica la existencia de p-

puntos.

Demostración. Sea I = {Aα : α < ω1, α es ordinal sucesor} una enu-

meración de de [ω]ω, y tomemos F el filtro de los conjuntos cofinitos en ω.

Construiremos inductivamente una sucesion de extensiones de F , cada una

con la PIFF . La construcción es como sigue:

i) Para α = 0, tomamos F0 = F ∪ {A0}.

ii) Para α + 1, supongamos que ya hemos construido hasta el término

α de la sucesión de tal manera que Fβ ⊆ Fα para todo β < α, Fα

tiene la PIFF y es cerrado bajo intersecciones finitas. Tomemos Aα+1.

Veamos que no pueden existir B,C ∈ Fα de tal forma que Aα+1 ∩B =

∅ y (ω \ Aα+1) ∩ C = ∅. Supongamos que existen tales conjuntos,

entonoces Aα+1 ⊆ ω \ B y ω \ Aα+1 ⊆ ω \ C, por lo que C ⊆ Aα+1, y

aśı C ∩ B ⊆ Aα+1 ∩ B ⊆ ω \ B ∩ B = ∅, lo cual no puede ser ya que

B ∩ C ∈ Fα. Por lo tanto, para todo B ∈ Fα, ó bien Aα+1 ∩ B �= ∅,
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ó bien (ω\Aα+1)∩B �= ∅. En el primer caso hagamos S = Fα∪{Aα+1},
y en el segundo S = Fα∪{ω\Aα+1}. Tomemos Fα+1 como la cerradura

de S bajo intersecciones finitas.

iii) Para α ordinal ĺımite, hagamos S =
⋃

β<α Fβ. Como S es numerable,

tiene una pseudointersección A. Tomemos Fα como la cerradura de

S ∪ {A} bajo intersecciones finitas.

Sea {Fα}α<ω1 la sucesión construida. Afirmamos que U =
⋃

α<ω1
Fα es

un ultrafiltro. En efecto:

a) ∅ /∈ U . Si fuera ∅ ∈ U , existiŕıa α < ω1 para el cual ∅ ∈ Fα, lo cual no

puede ser. También ω ∈ U , ya que para algún α < ω1, ω = Aα, y por

lo tanto ω ∈ Fα.

b) Si A,B ∈ U , entonces A ∩ B ∈ U . Existe α < ω1 tal que A,B ∈ Fα, y

por lo tanto A ∩ B ∈ Fα ⊆ U .

c) Si A ∈ U y A ⊆ B, entonces B ∈ U . Dado que la sucesión {Fα : α < ω1}
es creciente respecto a la contención, y A ∈ Fα para algún α, no existe

β para el cual B ∈ Fβ, ya que de lo contrario tomando γ adecuado,

tendŕıamos A, ω \ B ∈ Fγ, y por lo tanto ∅ = A ∩ ω \ B ∈ Fγ , que

contradice que Fγ satisface la PIFF . Entonces, si α es tal que B = Aα,

por la manera en que se construyó la sucesión {Fα : α < ω1}, al

construir Fα se decide si B ∈ Fα ó ω \ B ∈ Fα, como lo último no

puede ocurrir, tenemos forzosamente B ∈ Fα. Por lo tanto B ∈ Fα.

d) Para todo A ⊆ ω, A ∈ U ó ω \ A ∈ U . Si A = Aα, entonces en Fα

está A ó ω \ A.
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Sólo resta ver que U es p-punto. Sea A ⊆ U numerable. Por ser ω1 regular,

existe un ordinal α < ω1 para el cual A ⊆ Fα. Tomemos β < ω1 ordinal

ĺımite mayor que α. Por la manera en que se construye Fβ, el conjunto
⋃

γ<β Fγ tiene una pseudointersección S ∈ Fβ. En particular, S también es

pseudointersección de A. Por lo tanto U es un p-punto.

Diremos que una noción de forcing preserva p-puntos, si siempre que ten-

emos un p-punto U en el modelo base, U genera un ultrafiltro en la extensión

genérica, es decir,

P � “{X ∈ P(ω) : (∃A ∈ U)(A ⊆ X)} es un ultrafiltro”

Por el lema 3.2.4, tenemos que M preserva p-puntos.

El siguiente teorema fue demostrado por Shelah y Blass en [BS87b], y

una demostración puede ser consultada en [BJ95].

Teorema 3.4.25. Sea Pα = 〈Pβ, Q̇β : β < α〉 una iteración con soporte nu-

merable de forcings propios, tal que Pβ � “Q̇β preserva p-puntos”. Entonces

Pα preserva p-puntos. �

Corolario 3.4.26. Cualquier iteración con soporte numerable del forcing de

Miller preserva p-puntos. �

Lema 3.4.27. Sean Mω2 y G Mω2-filtro genérico sobre V . Si U es un p-punto

en V , y V es un ultrafiltro en V [G], existe una función f finito a uno en V [G]

que acerca coherentemente a U y a V.

Demostración. Sean U y V como en las hipótesis. Denotaremos por Ū el

ultrafiltro generado por U en V [G], y por Ūα el ultrafiltro generado por U en

V [Gα] (tales conjuntos son ultrafiltros gracias al corolario). Por el corolario
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3.4.26, Ūα es un p-punto en V [Gα] para cada α ≤ ω2. Sean CŪ y CV los

conjuntos cerrados no acotados proporcionados por el lema 3.4.23. Veamos

que para cada α ∈ CŪ se cumple Ūα = Ū ∩ V [Gα]. Claramente tenemos

Ūα ⊆ Ū ∩ V [Gα], dado que Ū ∩ V [Gα] es un filtro y contiene a U , por lo

que el filtro generado por U en V [Gα] está contenido en Ū ∩ V [Gα]. Por

otro lado, Ūα es un ultrafiltro y no existe filtro en V [Gα] que lo extienda

propiamente. Por lo tanto debemos tener la igualdad entre los dos filtros.

También, para cada α ∈ CV , V ∩ V [Gα] es un ultrafiltro: sea A ∈ P(ω)V [Gα],

entonces A ∈ V [G], y como V es ultrafiltro en V [G], A ∈ V ó ω \ A ∈ V . Si
A ∈ V , tenemos A ∈ V ∩ V [Gα]. Si ω \A ∈ V , como ω \A ∈ V [Gα], se sigue

ω \ A ∈ V ∩ V [Gα].

Tomemos C = CŪ ∩ CV . Sea α ∈ C suficientemente grande de tal manera

que V ∩ V [Gα] sea no vaćıo. Claramente se tiene Ū ∩ V [Gα] = Ūα ∈ V [Gα]

y V ∩ V [Gα] ∈ V [Gα]. Por el teorema 3.1.10, en V [Gα+1] existe una función

f finito a uno que acerca coherentemente a todos los filtros generados por

filtros de V [Gα], en particular a Ūα y a V∩V [Gα]. Afirmamos que esta misma

función acerca coherentemente a Ū y V en V [G].

Primero veamos que f(U) genera un ultrafiltro en V [G]. Para cualquier

A ∈ P(ω)V [G], tenemos f−1[A] ∈ Ū ó f−1[ω \A] = ω \ f−1[A] ∈ Ū . Suponga-
mos f−1[A] ∈ Ū , entonces, por ser Ū generado por U , existe X ∈ U tal que

X ⊆ f−1[A], por lo tanto f [X] ⊆ A. Para el otro caso, similarmente obtene-

mos f [X] ⊆ f [ω \ f−1[A]] ⊆ ω \ A. Por lo tanto f(U) genera un ultrafiltro

en V [G], al cual denotaremos por P .

Sea 〈V ∩ V [Gα]〉 el filtro generado por V ∩ V [Gα] en V [Gα+1]. Por el

teorema 3.1.10, tenemos f(Ūα+1) = f(〈V ∩ V [Gα]〉), por lo tanto f(U) ⊆
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f(〈V ∩ V [Gα]〉) ⊆ f(V). Tenemos entonces que el ultrafiltro P generado por

f(U), está contenido en f(V). Dado que P y f(V) son ultrafiltros, se deduce

que P = f(V). Es claro que f(Ū) = P . Por lo tanto f(Ū) = f(V).

Finalmente, estamos preparados para probar que NCF es válido en el

modelo de Miller, lo cual será el último teorema que presentamos.

Teorema 3.4.28. V [G] � “NCF”.

Demostración. Sea nuevamente U un p-punto en V . Seguimos la misma no-

tación del lema anterior. Tomemos F y V ultrafiltros no principales en V [G].

Sean CŪ , CF y CV cerrados no acotados dados por el lema 3.4.23. Hagamos

C = CŪ ∩ CF ∩ CV . Entonces para cada ordinal α ∈ C, Uα y F ∩ V [Gα]

son cercanamente coherentes en V [Gα+1], y también lo son Uα y V ∩ V [Gα].

Como son acercados coherentemente por la misma función f , tenemos que

f(〈V ∩ V [Gα]〉) = f(Uα) = f(〈F ∩ V [Gα]〉), en V [Gα+1]. Usando el mismo

argumento del lema anterior vemos que f(F) = f(V). Por lo tanto NCF es

válido en V [G].
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