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Resumen

En la presente tesis se considera el problema de hallar los polinomios ortogo-
nales en un intervalo acotado, a partir de la matriz resolvente (MR) del problema
de momentos de Hausdorff. La MR representa una matriz polinomial 2 x 2 de la
forma

y(z) 0(z)

donde los elementos a, f, ¥ y 6 son polinomios, y llevan la informacién de los
momentos.

La matriz resolvente es usada para dar la solucién de un problema de momentos
de Hausdorff en términos de la funcién asociada

e - ( az) f2) )

_ a(@)w(z) + (2)

~ y@(z) +6(2)

donde w pertenece a una cierta clase de funciones holomorfas ( clase de funciones
Rla, b] y Sla, b], ver Anexo).

En esta tesis se obtienen los polinomios ortogonales correspondientes al caso
nimero impar de momentos, caso escalar.

I(0,z)

Una nueva forma para la MR, del caso mencionado (ver lema 3.1 ) permite el
desarrollo en polinomios ortogonales de manera andloga como en [8].

En los casos de la MR de un ntimero par o impar de momentos destacan para
cada problema, dos familias de polinomios ortogonales de primera especie respec-
to de medidas positivas o distribuciones distintas; y dos familias de polinomios,
llamados de segunda especie.



Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo daremos un enfoque breve sobre la historia y actualidad de
los polinomios ortogonales y del problema de momentos de Hausdorff.

1.1. Breve reseiia de los polinomios ortogonales

Vamos a comenzar dando una de las definiciones de la familia de polinomios
ortogonales.

Definicion 1.1. Dada una sucesion de polinomios {P,(x)}>_, con grado P,(x) = n, diremos
que {P,(x)}_, es una sucesion de polinomios ortogonales con respecto a una distribucién
u si se cumple que:

f P, (x) P (x)du(x) = 6mKsy, nm=0,1,2,...
R

donde 6, es el simbolo de Kronecker (6,,, =1 si n=m y 0 si n#m).

Con los polinomios ortogonales su historia se remonta al siglo XVIII y estd es-
trechamente relacionada con la resoluciéon de problemas de inmediata aplicacion
préctica ( teorfa de la gravedad de Newton).

La teoria de polinomios ortogonales, ademas de estar estrechamente relaciona-
da con las ecuaciones diferenciales, también estd vinculada con la teoria de aprox-
imaciones y la de fracciones continuas, es mds, la conexién con esta tltima dan
lugar al nacimiento de la teoria general sobre polinomios ortogonales.

Dentro de la gran familia que forman los polinomios ortogonales (respecto a
medidas soportadas sobre el eje real) se encuentran los polinomios ortogonales
clasicos, que a su vez estan divididas en discretos y continuos.
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Con la familia de polinomios ortogonales cldsicos continuos, se debe a que
satisfacen una ecuacién diferencial y en ellos se encuentran por nombrar algunos:

(a) Legendre
(b) Hahn

(c¢) Hermite
(d) Chebyshev
(e) Jacobi

(f) Laguerre

Y con respecto a los polinomios ortogonales cldsicos discretos, se debe a que su
ortogonalidad viene dada mediante sumas, o bien son solucién de una ecuacién
en diferencias.

(a) Chebyshev
(b) Hahn
(c) Charlier

(d) Meixner

1.2. Breveresena del problema de momentos de Haus-
dorff

El matematico ruso Chebyshev fue, aparentemente, el primero en consider el
problema de momentos.

b b b
cozf f(u)du, c1:f uf(u)du, ck:f ukf(u)du.

El concepto de problema de momentos lo introdujo Stieltjes en 1894, el cual
introdujo el concepto de integral de Stieltjes [1].

Dar una distribuciéon de masa positiva en la recta [0, o), significa dar una
funcién no decreciente o(u) (u > 0) tal que el incremento o(f) — o(a) representa
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Chebyshev [1821 - 1894]

—

Stieltjes [1856 - 1894]

La interpretacién mecanica del problema
de Chebyshev [1] se describe asi: Sean
dados la longitud, el peso, el lugar del
centro de gravedad y los momentos de
inercia de una barra rectilinea con densi-
dad desconocida que cambia de un punto
a otro. Se requiere hallar la funcién den-
sidad, es decir,

En su manuscrito sobre fracciones con-
tinuas Stieltjes escribi6:. “Vamos a lla-
mar problema de momentos al siguiente
problema: Encontrar la distribuciéon de
una masa positiva en el intervalo [0, o),
si son dados sus momentos de orden
k(k=0,1,2,...).”

para cualquier a > 0y f > a la masa que corresponde al intervalo [a, f]. La masa
completa del conjunto [0, o) se representa en la forma

ﬁ—)oo

mientras que

ltm[o() — o(0)] = fo do(u),

fo ) udo(u), f(; ) w*do(u),

representan los momentos estéticos de la distribucién de masa considerada y el
momento de inercia respecto del punto u = 0. Stieltjes llama momento generaliza-

do de orden k a la integral

j; ) utdo(u).

Consecuentemente en el problema de Stieltjes se tiene una sucesién de ntiimeros
sk (k =1,2,...) y se busca una funcién no negativa o(u), para u > 0, tal que se

satisface

f wdow)=s, (k=0,1,2,...)
0

El matematico aleman Felix Hausdorff (8 de noviembre de 1868, 26 de enero

de 1942)
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Resolvi6 el problema de momentos: Da-
da una secuencia de numeros {s J‘}I;':o hal-
lar una medida positiva u (o funcién
monoétona no decreciente de variacién
acotada p(t)) sobre [0, 1] tal que

. 1
Hausdorff [1868 - 1942] sj = f Hd(u), j=0,...,k

0

Nuestro enfoque para el desarrollo de los polinomios ortogonales en el inter-
valo [a, b] estd basado en la técnica de los Problemas de Momentos de Hausdorff,
cuya solucién estd en términos de la funcién asociada

_ 2)w(z) + B(2)

@) +0(2)

donde w pertenece a una cierta clase de funciones holomorfas (clase de funciones
Rla, b] y Sla, b], ver Anexo).

La relacion que existe entre la funcién asociada s(z) y la funcién distribucién
0(z) es la siguiente:

s(z)

Dado s € RJa, b], 1a distribucion ¢ satisface la ecuacién
b
s(z) = f (1 —z)'do(7)

y normalizado por la condicién

o(t) = (ot +0)—o(t—0))/2, 0(0) =0,

es determinado tnicamente por la siguiente férmula inversa de Stieltjes:

t

o(t) = %lirr(} Ims(x +ie)dx, t €a,b].

Con esta notacién el problema de momentos de Hausdorff puede formularse
como sigue:

Describir el conjunto R([a, b], {S]-}']?:O) de la transformada de Stieltjes para toda
medida no negativa en M([a, b], {sj}’]?:())
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Las MR que utilizamos en el presente trabajo son las obtenidas en [3], [4].

Los polinomios ortogonales, caso matricial para el caso par de momentos, se
obtuvo como parte de una tesis de doctorado de H. Thiele (Universidad de Leipzig,
20006), [8].

Los polinomios ortogonales para el caso impar de momentos, en su versioén
matricial, se anunciaron por primera vez por el Doctor. Abdén Choque Rivero en
el seminario CA “Ecuaciones de Fisica y Matemaéticas del IFM” en mayo del 2010.

En el desarrollo de la tesis, en particular en los capitulos 3 y 4 se usa la técnica
de la Desigualdad fundamental de Potapov [3], [4].

La organizacion de la tesis es como sigue: En el capitulo 1 se da la introduccién
de la tesis. En el capitulo 2 describimos los conceptos del momento funcional y
la ortogonalidad de polinomios. En el capitulo 3 se calculan y se presentan los
polinomios ortogonales sobre un intervalo acotado en el caso par de momentos.
En el capitulo 4 se calculan y se presentan los polinomios ortogonales sobre un
intervalo acotado en el caso impar de momentos. Y en el capitulo 5 se muestran
las conclusiones, aplicaciones y aportaciones y al final de la tesis se incluye un
apéndice el cual se manejan conceptos y definiciones usadas en la tesis.



Capitulo 2

El momento Funcional y
Ortogonalidad

2.1. Momento Funcional

Los polinomios que consideraremos son polinomios con coeficientes reales.

Definicion 2.1. Sea {u,}, , una sucesion de niimeros reales, y definamos la siguiente
aplicacion £: IT — IR, donde IT es el espacio de los polinomios con coeficientes reales tal
que

LIX"] = n=0,12,...
a1 L1 ()] + a2 L[ (¥)]
para todo niimero real o; y todo polinomio 1t;(x) (i = 1,2). Entonces £ se llama el momento

funcional lineal determinado por la sucesion de momentos {u,}. El niimero u, se llama
el momento de orden n.

Ll (x) + axma(x)]

Ejemplo:

_ 1

Sea u, =5, para n=0,1,2,...

Consideremos el funcional [x"] = fol x"dx.
La condicién (i) se cumple directamente.
La condicién (ii) se cumple por las propiedades de la integral.

De esto se sigue inmediatamente que si 7t(x) = 2,’;0 cx*, entonces

n

r@] = ) cuine

k=0
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Definicion 2.2. Unasucesion {P,(x)} ", sellama una sucesion de polinomios ortogonales
con respecto a un momento funcional & si para todo los enteros m y n no negativos se
satisfacen

(i) P,(x) es un polinomio de grado n,
(ii) L [P(x)P,(x)]=0 param # n,
(iti) L[P%(x)] # 0.
Una sucesién de polinomios ortogonales lo abreviaremos como SPO y usare-

mos la frase "{P,(x)} es una SPO para £”. De las condiciones (ii) y (iii) de la
definicién (2.2) se observa que

L[P(x) Py (x)] = KiiOpun, K, # 0.
Ahora notemos algunas equivalencias de la definicién (2.2).
Teorema 2.1. Sea £ un momento funcional y sea {P,(x)} una sucesion de polinomios.

Entonces las siquientes afirmaciones son equivalentes:

(a) {P,(x)} es una SPO con respecto a £,

(b) L[r(x)P,(x)] = Oparatodo polinomio r(x) de gradom < n, mientras que L[ (x)P,(x)] #
Osim=mn,

(c) L[x"P,(x)] = K,0,,, donde K, #0, m=0,1,...,n.

Demostracion

(@) = (b)
Para demostrar esta implicacién primero demostremos el siguiente lema

Lema 2.1. Sea F;(x) una familia de (j + 1) polinomios de grado j
FO(X)IFl(x)/ v /F](x)
entonces cualquier polinomio Q,,(x) de grado m < j se presentan de manera unfvoca como

Qm(x) = aoFo(x) + a1F1(x) + a2Fo(x) + ... + ay-1Fp-1(x) + anFr(x), an #0

Demostracion:

Sea

k) ,.2 C(k—l) k-1

Fe(x) = ¢ + ¢+ cPa? 4+ 001 4 (03

(k)
. c,” #0

"
y sea
Qu(x) =q0 + q1x + q2x2 +...+ qm_lxm_l +qux", qu #0
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Entonces

Go + G1X + @ + ...+ G X"+ g X"

= 06c® + e 4 V] 4 ay[c? + Px + (P 4.
a,[cl" + c(m)x + L+ I 4 e m)x’"]
= (0) +arc) +arcVx + azc(z) + azc( X+ a4+
Ay ( ) + amc(m)x + amc(m)x2 +.+ amc(m Dym=1 4 amc(m)x’”
= [aoc(o) + a4 c(l) + azcg) +...+ amcom)] +
[a1c(1) +a, c(z) + amcgm) Jx +
[azc(z) + a; c(g) .+ amc(zm) 12+ .+ a ™,

Igualando coeficientes tenemos,

(0) O] @ 4 (m)  _

+aycy’ + axC, T
(1) +a, c(z) St amc(m) = q
2
2C(2)+ ..+ﬂmC(2 ) = 0
amcgf) = qm

El cual es equivalente al siguiente sistema

0 (1) @
D@
0 C1) () cim) a I
0 0 (2) c(zm) a | =| 92
0 0 0 ...cm)Can G
) B C

Como c,({k) #0parak=0,...,mya, # 0y haciendo uso de las propiedades de
los determinantes obtenemos que det(A) # 0, lo que significa que el sistema tiene
una tnica solucién para (ag, as, . . . , Am).

Con esto queda demostrado el Lema 2.1.

Asi que continuando con la demostracién del teorema, tenemos por hipétesis
que {P,(x)} es una SPO con respecto a £ y haciendo uso del Lema 2.1, si 7t(x) es un
polinomio de grado m < 1, entonces existen constantes ¢ tal que

m

n(x) = Z Pu(x), cm # 0.

k=0
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Multiplicamos ambos lados de la ecuacién por P,(x) y aplicando £, tenemos

Ur(P,(0] = ) alPP,()] = 0, sim <n,
k=0

=, L[P2(x)] £ 0, si m=n.

() = ()

Como £[nt(x)P,(x)] = 0 para todo polinomio 1t(x) de gradom < n,y L[n(x)P,(x)] #
0 si m = n, entonces haciendo 7t(x) = P,,(x) y asociando ambas condiciones obten-
emos que L[x"P,(x)] = K,;,0,,,, donde K, #0, m=0,1,...,n.

(©) = (@)

Para esta implicacién demostraremos las condiciones (iii), (ii) y (i) de la defini-
cién (2.2) y sea L[x"P,(x)] = Ky,6yn, K, #0.

(iii) Notemos que x™ es un polinomio de grado m, entonces haciendo m = n
Y e Py()] = Lx"Py(x)] = K, # 0
k=0
por tanto L[P%(x)] # 0.

(ii) Para cualquier polinomio P,,(x) de grado menor que P,(x) y por la definicién
de 0., L[Py(x)P,(x)] = 0.

(i) Vamos a mostrar que P,(x) es un polinomio de grado n. Supongamos que
P, (x) es de grado g, es decir;

Py(x) = co + c1x + 0x* + ...+ cox + 07 + 0x7* + ...+ 0x"

y tenemos por hipétesis que L[x"P,(x)] = K0,y donde K, # O, m
0,1,...,n.

el cual es equivalente al siguiente sistema
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Ho M1 ... Uy Co 0
H1 U2 oo g C1 0
He  Hee1 oo Hg G |=| 0
Ug+1  Hg+2 oo+ Hoge1 0 0
Un  Hn+1 --- Hnag 0 K,
A B c

Para que el sistema tenga solucién debe cumplir que el

rg(A, C) = rg(A) (2.1)
esto por la compatibilidad del sistema (ver Apéndice).

Sea I el rango de A, denotado por rg(A) = I. Tenemos que | < g+ 1 debido a que
la matriz A tiene g + 1 columnas (g < n).

Es puede de verificar (2.1) mediante el uso del método de Gauss-Jordan de la
matriz (A, C), es decir;

o 1 ... g O Mo M1 ... i1 M1 ... Hg O
1551 Uz e ‘qu.,.1 0 0 62 e 6[ 61_,_1 N @q 0
‘qu ‘l.lq+1 ce ‘leq 0 ~ 0 0 62(1_1) 621 ce 62q 0
[,lq+1 ‘llq+2 “en qu‘*’l 0 0 0 0 0 cen 0 0
Pn  Hpsl --- Horg Ky o 0 ... 0 0O ... 0 1

La ecuacién (2.1) se satisface si la matriz A tiene rango completo, es decir
rg(A) = n + 1 entonces

n+1=rg(AC)=rg(A)=n+1.

Pero si rg(A) = n + 1 entonces det(A) = A, # 0, por tanto P,(x) es un polinomio
de grado n y con esto {P,(x)} es una SPO con respecto a £. Asi se completa la
demostracién del teorema.m

Teorema 2.2. Sea {P,(x)} una SPO con respecto a L. Entonces para cada polinomio 7t(x)

de orden n,
n

LOEDICRAC)

k=0
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donde
_ Yr()P(x)]

P

es decir que un polinomio cualquiera Ti(x) de orden n se puede escribir como combinacion
lineal de los polinomios ortogonales.

k=0,1,2,..,n (2.2)

Demostracion

Sea 7t(x) un polinomio de grado 1, entonces existen constantes c; tal que

n

mi(x) = Z cPr(x), ¢, #0.

k=0

Multiplicando ambos lados de la ecuacién por P, (x) y aplicando £ obtenemos

n

Ln(x)P,,(x)] = Z ckL[Pr(x)Py(x)] =0, para n<m,
k=0

=, L[P2(x)], para n=m.

Como £[P?(x)] # 0, obtenemos (2.2).m

Corolario 2.1. Si {P,(x)} es una SPO para &, entonces cada P,(x) estd determinado
uinicamente por un factor arbitario no cero. Es decir, si {Q,(x)} es también una SPO para
L, entonces existen constantes c, # 0 tal que

Qu(x) =c,Py(x), n=0,1,2,.. (2.3)

Demostracion

Si {Q,(x)} es una SPO para £, entonces por el Teorema (2.1),

LPr(x)Qu(x)] =0, para k<n.

Asi, haciendo 7(x) = Q,(x) en el Teorema (2.2), tenemos

n

Qu(x) = ) ckPe(x) = coPo(x) + c1P1(x) + ... + CuP(x)
k=0
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y como

_ QuM)Pr(x)]
Cp = ——5——"—

, k=0,1,2,..,n
LPi()]

entonces queda demostrado el corolario.m

OBS 1. Es claro que si {P,,(x)} es una SPO para &, entonces también lo es {c, P,,(x)}
para cada sucecién de constantes ¢, # 0.

OBS 2. Ahora bien, si {P,(x)} es una SPO y a,, denota el coeficiente principal de
P,(x), entonces

Po(x) = a,'Py(x)

nos da los correspondientes SPO ménicos, {P,(x)}.

2.2. Existencia de Sucesiones de Polinomios Ortogo-
nales

Definamos el siguiente determinante como

Ho H1 ... Hn
n ‘ul ‘UZ v [Jn+1
An = det (yz-ﬂ-)il],zo = . . . . (2-4)
Hn o Mt oo Ho

El siguiente teorema garantiza la existencia tinica de una sucesiéon de poli-
nomios ortogonales siysélosiA, #0, n=0,1,2,....

Previamente mediante como ejemplo mostraremos que esta condicién es im-
portante.

Ejemplo:
Sea L[x"] = a"(n > 0), y sea P,(x) = Y i_,cx’. De acuerdo al teorema 2.1 la

secuencia {P,(x)} es una SPO si y solo si

n
L"P,(x)] = Z ad ™ = Kb, Ko 20,  m<n. (2.5)
k=0

Demostraremos que esta relacion no se satisface. En efecto, reescribiendo en forma
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matricial (2.5), tenemos,

a a1 ¢ 0
a? a2 || o 0
: : : : - : ) (2'6)
-1 -2 2
ar— a a-" Cy K,
N— A
A B c

Utilizando la propiedad de los determinantes, tenemos que

1 a ... a"t 1 1 ... 1
a a a*2 a a ... a
— an(n—l)/Z =0.
an—l an—Z a2n a2n—2 a2n—2 aZn—Z

Vemos que el det(A) = 0 o denotado de otra manera, A, = 0. Este sistema
no tiene solucién para n > 0 ya que rg(A, C) # rg(A). Por lo tanto mediante el
funcional dado no se puede construir una SPO.

Teorema 2.3. Sea £ un momento funcional con una sucesion de momentos {,}. Entonces
existe una SPO para & siy sélosi A, #0, n=0,1,2, ...

Demostracion
Supongase que existe una SPO para &, tenemos que probar que A, # 0.

Entonces sea P, (x) = Yj_o cuxx*,  cun £ 0,
multiplicamos en ambos lados de la ecuacién por x™ y aplicando el funcional £

n

Py = ) Cukttion = Kubun, Ky #0,  m<n. (2.7)
k=0

Esto ultimo se sigue por la condicién del Teorema (2.1), el cual es quivalente al
siguiente sistema

o M1 ..o M Cno 0
ptl [fz . [Jn:+1 C,?l _ 0 ' 2.8)
Hn [vln+1 s HZn Cun Kn
~— N————
A B C

Para que el sistema tenga solucién el rg(A,C) = rg(A), pero resulta que el
rg(A) = n + 1 ya que C es combinacién lineal de A, entonces det(A) = A, # 0y se
sigue entonces que es tnica.
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De manera reciproca, supongamos que A, # 0,y sea P,(x) = ZZ:O CakX*,  Cun # 0
entonces multiplicamos en ambos lados de la ecuacién por x™ y aplicando el
funcional &,

’Q[xmpn(x)] = ZZ:O Cnktk+m = Kn/ Kn * O/
y por (c) del teorema 2.1 existe la SPO para £. =

Teorema 2.4. Sea {P,(x)} una SPO para L£.Entonces para cualquier polinomio 7t(x) de

grado n,

ai’lbi’lAi’l
An—l ’

donde a, denota el coeficiente principal de m,(x) y b, denota el coeficiente principal de

P,(x).

2[7711(7‘7)1311(9‘7)] = anﬁ[xnpn(x)] =

Ag=1, (2.9)

Demostracion

Sea
10,(x) = a,x" + 11,,.1(x)

donde ,_1(x) es un polinomio de grado n — 1, entonces tenemos

8[7-[11(3‘7)1311(35)] = anﬁ[xnpn(x)] + Q[nn—l(x)Pn(x)] = ang[xnpn(x)]-

0

Entonces por (c) del teorema (2.1)
LIx"Py(x)] = Koy, Ky #0

haciendom =n
L[x"P,(x)] = K,

donde K, se puede calcular utilizando la Regla de Cramer (ver Apéndice) en la

ecuacion (2.8), es decir
C?’H‘ZAH
K, = AL n>1

validoparan =0y A_; = 1.
Por tanto

Ci’lﬂ AH

[, (x)P,(x)] = a,L[x"P,(x)] = a,K, = a, .
An—l

Entonces haciendo c,,, = b, se demuestra el teorema. m
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Corolario 2.2. [9] Sea {P,(x)},s0 una sucesion de polinomios ortogonales asociado a la
distribucion u. Entonces

1
Py(x) = = D(x) (2.10)
S9 S1 ... Sy
S1 Sy ... Su+1
donde D,(x) = | : R nx1
Sp-1 Sn ... S2p-1
1 x x"

D_1:1,D0:1

2.3. Problema de Momentos de Hamburger

En 1894 y 1895, Stieltjes propuso y resolvié completamente el siguiente prob-
lema que él denominé “Problema de Momentos”:

Dada una sucesion {s j}}"’ , de nimeros reales. Encontrar condiciones necesarias

y suficientes para exista una funcién o(t) no decreciente sobre [0, o) tal que
f tjda(t)zs]-, j=0,1,...,n
0

Posteriormente , en 1920-1921, H. Hamburger hizo la contribucién de extender
al intervalo de integracion a todo el eje real (—oo, 00):

+00
f Hdo(t) = Sj, j=0,1,...,n.

(o]

Observacién. Los problemas de momentos anteriores son determinados si su
solucion es tinica, de otro modo se dice que es indeterminado.

Teorema 2.5. El problema de momentos de Hamburger tiene solucion si y sélo si los
determinantes Ay satisfacen

o M1 .. Hn
A= Hzl l’iZ . !’li’i+1 > O, k = 0, 1’ 2/
TR T

Observacion 1. En el caso donde Ay> 0, k € IN U {0} la distribucién o(t) no es
Unica, es decir, una misma sucesién de momentos pueda representarse mediante
una cantidad no numerable de distribuciones diferentes.
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2.4. Problema de Momentos de Hausdorff Truncado

Dados sg,s1,...,5 € R o C una sucesién de momentos, hallar el conjunto
de medidas positivas o(t) (funciones no decrecientes (ver Apéndice)) tal que

b
;= f Hdo(t), j=0,1,...n.

En esta tesis no consideramos el problema de hallar (), mas bien, nuestro
objetivo es construir los polinomios ortogonales directamente de los momentos.

Usualmente en lugar de buscar o(t), se busca una funcién holomorfa en C\[a, b]
denominada la funcién asociada I(o, z):

_ a@)w(@) +p(2)
y(@)w(z) +06(2)

donde w es una funcién analitica arbitraria w : C; — C, U {oo} tal que cuando

I(0,2)

b
n=2j+1, a)(z):fd‘u(t), Vie NU {0}

t—z

b
n=2j, a)(z):(b—z)f %, VjeNN.

p(t) recorre el conjunto de todas las medidas positivas sobre [a, b]

Teorema 2.6. El problema de momentos de Hausdorff tiene solucién con un niimero finito
de momentos sy, s1, . .., Sk 51 y s6lo si:

a) en el caso par de momentos, es decir, cuando k = 2j, las matrices H,; y Hy; son
positivas semidefinidas. Estas matrices estin definidas en la seccion 3.1.

b) en el caso impar de momentos, es decir, cuando k = 2j + 1, las matrices Hy; y Hy
son positivas semidefinidas. Estas matrices estdn definidas en la seccion 4.1.

Demostracion
La demostracion se encuentra en [7].

En adelante vamos a asumir que H; ; y H, ; son positivos definidos. Esta condi-
cién garantiza la existencia de un ndmero infinito de soluciones del problema de
momentos de Hausdorff, (ver [7]).
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2.5. Matrix resolvente

La matriz resolvente, introducida por M.G.Krein [7], representa una matriz
polinomial 2 X 2 de la forma

uj(z):(ij:g; gjg;) jeN.

Donde a, f, ¥ y 6 son polinomios de grado menor o igual a ;.

A continuacién describimos las matrices resolventes que corresponden al prob-
lema de momentos de Hausdorff en las casos par e impar de momentos, ver [3],[4].

Para el problema de momentos de Hausdorff, caso par de momentos es decir;
50,51,---,52+1, J = 0,1la MR tiene la forma:

V() = 1 - (z - a)u; [R{(@D]'H; ;R;(a)v; i, [R{(@)]'H; IR (@),
= —(b - 2)(z — a)v;[R]-(Z)]*HZ‘}R]-(a)v]- 1+ (z- a)v;[Rj(Z)]*Hl"}R]-(a)uL]-

donde los elementos de esta matriz se describen en la seccién (3.1), suponemos
que H, ; y H; j son positivos definidos, es decir, existe la inversa de ambas matrices.

Para el problema de momentos de Hausdorff, caso impar de momentos es
decir; sg,S1,...,5,, n>0,la MR tiene la forma:

| an@) Bu(2)
H) = |yn(z> 6.2 ]

donde

a,(z) = 1= (z=a); [Riu(2)]'Hy,Ryu(a)01,,

Bu(z) = (b—a)so + (i3, + 28003, )[Ro,u(2)] Hy ,Ro (@) (120 + a02,180)},
Y@ = —(z=a)v; [Riu(@)]'Hy,Riu(a)01,,

ou(@) = (b=2)(b=a)" 1+ (z =)0} ,[Ro,u(2)]"Hy,Ron(@)(tt20 + a02,50)}-

los elementos de esta matriz también se describen en la seccién 4.1.

Un objetivo importante de esta tesis consiste en hallar una representaciéon
de la MR mediante polinomios ortogonales y polinomios de segunda especie,
por ejemplo, en el caso impar de momentos demostraremos que la MR tiene la
siguiente forma:
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a(z) = 1-(@-a)) QP @),
j=0

B = b-a) s+ ) Q5 (2)Qu @),
j=0

Y@ = —(z-0a) ) P; (DPa),
j=0

6u(z) = (b-2)b-a)[1+(Ez-0a) ) P (2)Q@).
j=0

aqui Qx; y Py parak = {1,2}, j € N U {0} se describen en (3.21) y (3.22).

La equivalencia de estas dos tltimas formas las demostraremos en la seccién
41y4.2.



Capitulo 3

Polinomios ortogonales sobre un
intervalo acotado. Caso par de
momentos

En este capitulo obtendremos los polinomios ortogonales, a partir de la matriz
resolvente en el caso par de momentos, es decir cuando tenemos los momentos
SO/Sll---/SZj+1/ ] > 0.

El resultado principal de este capitulo, los teoremas 3.1 y 3.2, se obtuvieron
como parte de la Tesis de doctorado H.Thiele, Universidad de Leipzig, 2006. En
este capitulo se utiliza la matriz resolvente que aparecen en el trabajo [3].

3.1. Matrices auxiliares
Sean los momentos s, s1,82,...,824+1, Jj = 0. Entonces paraa < by Vj €
{0,1,...,n} definimos las matrices

Hj=[skaly,o  Kj = [semll

Hl,j = —(/'lH]' + K]', y HZ,]' = bH] - K]',

Sea
Uip = —So, (3.1)
Upp = So, (3.2)
v = 1, (3.3)
T, = O. (3.4)

Asiparatodoje{l,2,...,n}
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R [0 ] EN [ 0
S1 So 51 So
ul,]' =—| S |+a4 S1 , uZ,j =| S |=pb 51 , (35)
S] S]_l | Sj S]—l
1
y
el 0] o

SeaR;: C — CU*V*U*D) tal que Vj € {1,2,...,n}

Ri(z) = (I-=zT)™" (3.8)
Ejemplo:
sy s So S1 S
Hy = s, H, = [ SO Sl ], Hy=1|s s s3|[.
! 2 S» S3 54
S1 Sz S3
S S
Ko =5y, K; = [ Sl SZ ], Ky=1|s s3 s4].
2 3 S3 S4 Ss

Sop S S1 S»
Hll():—IZSo'l'Sl, HM:—al 0 ! ]-i—[ l

51 S Sp 83
S50 S1 S1 S2

HZ,O = bSQ — 51, H2,1 = b — .
51 S S2 83

La matriz resolvente ¥j € {0,1,...,n}.

De aqui en adelante asumimos que H;; > 0y Hy; > 0.

1- (Z — a)u;j[Rj(Z)]*Hz‘,}Rj(a)vj u;,].[Rj(Z)]*Hl_}R]‘(III)uL]‘
—(b-2)(z - a)v;[R]-(Z)]*HZ‘}R]-(a)v]- 1+(z- a)v;[R]-(Z)]*Hl‘}Rj(a)uL]-
3.9)

Vj(Z) =

Introducimos
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5j Sj+1 5j Sj+1
T e P 1.1 B S (3.10)
52j-1 52j 52j-1 52j
Dyj = —asyj + 211 Yy  Daj=bsy—sojs1. (3.11)
| Hij-1 Y, | Hyj-1 Yo
Hi ;= l YL' Dy y Hyj=1 < D, (3.12)

AsiparaVje({l,2,...,nfyke (1,2}

donde Hy, j €s una matriz Hermitiana, entonces

0. = Hij Yy ]
P= * + 1 1
kij i Yk,]' Y Hk] 1ij + Dk] Y Hk] 1Yk/]‘
donde Lij =Dy - Y, Hk_] Yii>0
_ — Hyja Y ]
i Y* ) Yz]Hk Yk]'+Lk]'

_ 'Hm “1 ch_]lyk,j]
k]

. H b OulHﬁlykff].
_Yk]ijl 1 0 Lgj || O 1

Por lo tanto

1 ‘ 1 H'Y
Hk,]':[ O][Hk,]—l O ][ k,j-1 k]] (314)

YiH, V| 0 Lyflo 1

Para calcular la inversa de H; j, hagamos

S P A A e
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Entonces
ij]l. = (ABC) ' =C'B AL
donde
1 0 H! 0 1 —H'.Y;;
A—1: L , B—lzl k,j-1 ~ l’ C—1:| k,j—1= %] ]
l _Yk,ij}—l 1 l 0 Lk,} 0 1
Asi
[ — -1
H = U —Hgi || B ?1 *1 -1 °
i 0 1 0 L || -YiHio 1
[ Hej H Hja Yl Vi —Hj oy Yigly ]
- —1v* -1 -1
| _Lk, j Yk, ij, -1 Lk, j
_ [ Heja O l+[ Hi;}—lykifLiijZ,]l'HE}—l _Hi}—llykrf]
| 0 0 ~LeiYi e Lej
[H! 0 -H' Y | .
= ko']l o]+[ £n D L=Ys e 10
Por lo tanto
H1 0 —H' Y,
-1 _ k,j—1 k,j—1"kJ “11_ v+ 17-1
H _l 0] 0 +[ 11 | Yk,].Hk,j_l,l]. (3.15)

De la ecuacién (3.9) podemos escribir la matriz resolvente de la siguiente forma

via=| 38 53 | 619

donde
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aj(z) = 1—(z—a)u;].[R]-(Z)]*H_l.R-(a)v]-
. ([ HY. 0 -H;' Yoi . _ R
= 1-(z-au; [R;(2)] ([ 20] ! 0 ]+[ 2]11 & le,}[_Yz Hyia )Rj(a)vj
. W HL.0
= 1-(z-auy[Ri(2)] [ 2(')] ! 0 ]Rj(a)vj
-H;1 Y,
—(z—a)u;,j[R,(zn*[ 2 2’]] Y3 Hy L IR @),
~H;' Y,
= a1(@) — (2 - )[R [ 2172 ]L [-Y; H;' ) 1R (@) (3.17)
Bia) = u) [RGTHIR @),
. ol HiL, 0 -H71 Yy, .
= erj[R]‘(Z)] ([ 1(’)] 1 0 ]+l 1]11 L l [ Y H1] 17 ])Rj(a)ullj
. LI HE 0
= 1, [R(2)] l T o ]Rj(a)um
—H7' Yy
+u§,j[Rj<zn*[ 1t ]L (-3 HiLy, 1R (@),
-H' Y
_ 5j_1(z)+u;,].[Rj(Z)]*| b ”] =Y HL LR @ (3.18)
7i@ = —(b-2)(z-a)vj[R;(D)]'Hy R, (a)v]

- (-9 R T [ 21 ] [ 212 ] Y5 3] 1) R 0
= —(b—z)(z—a)v;[Rj(Z) » HZ_O] ! 0 lR (a)o;
-H;! Y,
—(b - 2)(z — a)v[R;(2)] 211 152 ]L;}.[—Y;,].H;}_l, 11R(a)v;

Y
= yj_l(z)—(b—z)(z—a)v;[R]-(Z)]*[ H2]11 2]] [ Y, Hz_] 1 1R(@)v;.  (3.19)
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0;(z)

1+(z- a)v;[Rj(Z)]*H_lR-(a)ulj
- etmamor | P 8[| o e,
= 1+ @z -av[R@I [ H10] 1 0 lR (@)uq,j
-H1 Y,
+(z—a)v;[Rj(Z)]*[ 1']1‘1 L ] [ Y] Hl_] 1 1R (@)uy,j

% =\T* H11 1Y1,j e
= 6j_1(z)+(z—a)vj[Rj(z)] ]1 Ly [ Y] H1] v 1R (@)uy, ;. (3.20)

3.2. Polinomios ortogonales. Caso par

Ya que Hy; > 0 y Ly = Dy; — Y,*(]Hk1 Yij > 0 entonces definimos los

polinomios como

Pio(z) = (-aso+s1)""?,
Pyy(z) = (bso—s1)™?,
Quoz) = —(-aso+s1)™?
Qoo(z) = (bso —s1)™s0.

50,

Pk,]‘(Z) = (Dk] Y Hk_] 1ij)_1/2[ Y* H_

rj-17 LIR}(2)v;
(L) 2=V Hy 1,1]R]-(z)v]-, (3.21)

Qrj(z) = (Dy;— Y, Hk_] 1ij)_1/2[—YZ Hk_] 1 1R (2)uy

= (L) PI=Y, He o, 1R (), (3.22)

parak € {1,2} y paratodo j € {1,2,3,...}. Los Py j(z) y Ok (z) son polinomios ya
que
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(Lx;)™"* —  esun escalar

% -1 5
[~} jHij 1, 11— esunvector fila
Rj(z) —  esuna matriz
u; —  esun vector columna

Pii@) = [Le)™?1=Yy Hy o URy(2)og

—H1! .
Z);»[R]-(Z)]*[ Hk,jl—1Yk,] ](Lk,j)_l/z, (3.23)

Q@) = L) I=Y; Hy iy, 1Rk (2)v, I
. | THe Ya _
= uy [R;(2)] [ k’]l_l ! ](Lk,j) 1z, (3.24)

Lema 3.1. La matriz resolvente (3.9) admite la siguiente forma de escritura

10 ) + Z]: [ —(z = 2)Q; [(2)P2(a) Q) 1(2)Quila) (3.25)

Vf(z’:(o 1) L] ~(b =G =Py, (DPosla) (== a)P; (DQu(a)
Demostracion

Para demostrar el lema, vamos recurrir a las ecuaciones (3.17)- (3.20) el cual
podemos notar que se transforman en lo siguiente

* =\ 1% _H_1 Y /‘ — % —
afz) = aja(2) = (z - a)u; [R(2)] l 2']1‘1 2 ]Lzl}[—YzleZ}_l,1]R]-(a)v]-

* =\1* _H_1 Y /' - - £3 —_
aj1(2) - (z - a)u [Ry(2)] [ 2/11—1 2 ]sz/sz}/z[—YzleL}_l,1]Rj(a)vj

* _H_l Y j - - * —_
j1(2) = (z = a) 4y [R;(2)] [ 241—1 21 lel}/z sz/z[—YzleZ}_l,1]Rj(a)v]-

Q@ F2@

aj1(z) = (z = a)Q; (2)P2,j(a), (3.26)
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* Nk _Hl_l‘—lylff -1 « r7-1
,Bj(z) = ﬁj—l(z)+u1,]'[Rj(Z)] ]1 L1,]'[_Y1,]'H1,j_1/ 1]Rj(a)ul,j
-H1 Y,
= ﬁj—l(z) + u;,]‘[Rj(z)]*[ 1]11 K ]Li}/z Ll_,l/z[ Y1] 1] 17 ]Rj(a)ul,j
Q@ Q1,j(a)
= Pj-1(2) + Qy ;()Q(a), (3.27)
" —\# Hz 1Y2] -1 « 171
vi@) = yja@)-0-2)(z- a)vj[Rj(Z)] | ]1 ]Lz,j[_yz,]‘Hz,j_y 1R;(@)v;
arar | HaiaY2i |y 2
= 7i-1(2) —(b—z)(z—a)vj[R]-(z)] l ]1 ' le’] [- Y2] 2 1,1]R (a)v;
7@ P
= Y1) - (b= - )P (D)P2,@), (329)
-H71 Y,
5,2) = () +( —a)v;[Rj(zn*[ 1 ] Y3 H L IR @

-HY Y1 ] 0.
51_1<z>+<z—a>v;[Rj<z>1*[ L ]L VLY H IR @,

P Q1,j(a)

0j-1(z) + (z — )P ((2)Qu, (). (3.29)

Por lo tanto la ecuacién (3.16) se transforma en lo siguiente

V() aj1(2) = (z = a)Q; (2P, j(a) Bi1(2) + Q] [(2)Qu,i(a) ]
T @ = 0-2)E - 0P OP2@) 5j1(2) + = )P, (2)Qu,(0)
[ OC]'_1(Z) ﬁj_1(Z) ] " [ _(Z - a)QZ,]'(Z)PZ,j(a) Q;,]'(Z)Ql,j(a) ]
| 7j-1(2) 6j-1(2) —(b=2)(z = a)P; (D)P»(a) (z—a)P] (2)Q,(a)
| 1-GE-aQ; (2)P,,() Q1 ;(8)Q,i(a) ]
| —(b=2)z=a)P; (2)Pj(@) 1+ (z-a)P] (2)Qu(@) |

Por tanto Y z € C la matriz resolvente V,; tiene la forma:
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(10) & -E-0Q,@Pu@) Q; (B)Qi4(0)
Vf‘(z)‘(o 1 )*Z[ (b -2 - WPy, (P (- P, (2)Qua) |

k=0

Lema 3.2. El siguiente resultado es vilido

1 1 " —asy + S1 —asq1 + Sy s —AaSy; + Sm+1
bl ¢ —asy + Sy —asy + S3 ce —ASy+1 + Sm+2
[ |dew - . . .
a : :
n pm —ASp-1 + Sy —aSy + Sp+1 ctr —ASpym—1 T Sp+m
—ASy + Sp+1 —ASp41 tSu2 cct —ASpyim T Spim+l
Demostracién
1 17 do(t)  tdo(t) --- t"do(t)

fb tdo(t)  t2do(t) --- t"ldo(t)

—
syl
f
a
~~
=
I

[ldoty  ['tdot) - [ #do(p)
Lb tdo(t) fab 2do(t) - fa 11 (¢)

Lb tndG(t) Lb tn+1d0(t) R Lb tn+md(7(t)

—asy + S —asy + Sy ce e —AaSy, + Syl
—asy + Sy —aS, + S3 <o —ASy+1 t Sma2
= . ‘|
—ASy + 8p4+1 —ASp+1 T Sp+2 ct —ASpyim T Spam+1

Lema 3.3. Es vilida la siguiente identidad

H' W=|00 1|, VneN
00 - 0
00 - 0
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Demostracién
1 0 - 0
01 - 0
W = Hia| 0 0 1
0 0 - 0
0 0 - 0
10
01
—asy + 51 —as1 + Sy —AaS;—1 + S X
—as1 + Sy —asy + S3 —AaS,;; + Sm+1 i
= 00
—aSy-1 + Sy —AaSy + Sp41 —ASp+m-2 T Sn+m-1 .
00
—asy + S —asy + Sy —AaSy, + S+l
—as1 + Sy —asy; + S3 —AaSy+1 + Sm+2
= .1
—AaSy +Spy1 —ASp+1 t Su+2 0 —ASutm-1 Tt Sntm
Lema 3.4. Es cierta la siquiente identidad
—asy + 51 —asy + Sy cee —AaS,;; + S+
—as1 + Sy —asy + S3 <. —AaSy+1 + Sm+2
+ py-1
[_Yl,nHl,n—lf 1]
—ASy t Spe1 —ASp+1 T Spy2  —ASpim T Spam+l
Demostracién
—asy + S —asy + Sy <o —AaSy, + Syl
—as1 + Sy —asy + S3 ce —ASy+1 t S+
+ 17-1
[_Yl,nHl,n—l’ 1]
—aSy + Sp+1 —ASp+1 t Su+2 tr —ASpym T Sntm+l

@)
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W
— [y gl
= Ylf”HL”‘l’l]( (=a8y + Sps1, —ASp41 + Spa2,** , ~ASpem + Spmis1) )
= _Y;,nHl_,qu + (a8, + Sp41, —ASp41 + Sps2,* , ~ASpim + Spamt1)
= =Y, 0 0 -+ 1 [+ (=asy + Sus1, —aSus1 + Sus2,** , —ASpem + Spim+1)
00 0
00 -~ 0
1 0 - 0
01 -0
= —(=as, + Sus1, —aSu41 + Sus2, , ~ASpsm + Sugme)[ O 0 o0 1
00 0
0 0 - 0

+(=as, + Sy+1, —ASn+1 + Sn+2,** , —ASptm + Spam+1)

= —(—as, + Su+1, —ASu+1 + Sus2,* , —ASpsm + Snem+1)
+(=as, + Sp+1, —=ASp+1 + Spt2,** , —ASpsm + Spm+1)
= 0O.g

Teorema 3.1. Sea H; ,, positiva hermitiana . Sea o(t) una funcién monétona no decreciente
sobre [a,b] tal que ¥j € {0,1,...,2n} existe la integral fab do(t)y

b
f Hdo(t) = —as; + sjn
a

entonces los polinomios {PL]-}?ZO son ortogonales respecto a o(t).

Demostracion

Sean,meNconn>m
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[ P(Dda(dP;, (1) =

f Lo =Y5 H oy TR Bondo () (Lo P1= Y3, H o 1R ()0
a

b
f Lo =Y Hh o Ry (B0,do () Ro(ton) (L 1=, H o, 1)
b
= LY 1) [ ROmo R0 | (LY i 1)

b
_ L_l/z[ Y* Hl_n 1’1] fRn(t)vnda(t)(Rm(t)vm)* ([ Y 1m 1/1])*LI,}11/2

1 ’ -H! Yim |, 1p
= LY[-Y;,Hiho 1] f Rn(t)vnda(t)(Rm(t)vm)*[ b ILL Y
1 *
. oLt t ~H' Yy ..
= L=y Hy) 1] f . |do(t)] . [ bt ]Lljf.
t" tm

Por el lema 3.2, 3.3 y 3.4, tenemos,

b
[ Putotir, o) = o

El teorema queda demostrado.

De manera andloga se puede demostrar que
b
f Py (Hdo ()P o(t) = 0, Viel{l,2,...,n}.

Cuandon,m € NU {0} conn < m

*

b b
f Puu(DAa(OP;, (1) = ( f Py, (o ()P}, ()

Teorema 3.2. Sea H,, positiva hermitiana. Sea o(t) una medida no negativa sobre [a, b]
tal que Vj € {0, 1, ..., 2n} existe la integral fah tdo(t) y

b
f tjdG(t) = bS]‘ — Sj+1

entonces los polinomios {P, ]} son ortogonales respecto a o(t).
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Demostracion

La demostracién es analoga al teorema anterior.m

3.3. Ejemplo

Ahora apliquemos los teoremas anteriores para obtener los polinomios clasicos
de Legendre en el intervalo [0,1], sean dadosa =0, b =1y los momentos

1 1 1 1 1

1
so=1, 5122, 52=3, 5324, 54=5, 55:6' S = 5

10101
1 33 i i1
Hioy = 5, Hap=|1 1|, Hpa2=|3 1 35|
2 3 4 1 11
4 5 6
11
1 3
Hyp = 1, Hyi=|1 1/, Hy,=|5 3 1|
2 3 111
3 4 5

Y podemos verificar que los Hy, son definidos positivos de acuerdo al criterio
de Silvester.

1 1 1

= - D = -, D = —

Dy, 1’ 12=¢ 1373
1 1 1
Dy, = 1 Dy, = 307 D, = 56

Tomando en cuenta (3.1),(3.2),(3.4),(3.6) encontramos los siguientes elementos
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1
1 I 1
Y. = o, Yip = 1] Yi3= 6
5 1
7
1
1 < P
erl = g/ YZ,Z = L 7 Y2/3 = %
20 L
42
. 1 00
Ro(x) = 1, Rl(z>=(z 1), Rz =1z 10
z2 1

1
-1 .
up = -1, Ui :( 1 ), Uip 2{ -3 ]
2 1
3
1 11
o = 1, U= 11, Upp =| —5 |-
2 1
6

Sea V,(z) la matriz resolvente, escrito para j = 2

v B 1 = zuj ,[Ra(2)]'H; ,R2(0)0, uy,[Ro(2)"Hy SR ()1t
22 = | (1 - 2205 [Ra(D I H R O)0s 1+ 203 [Ra(@)] Fl; LR (0}t

Sea la matriz resolvente para j = 2 en término de los polinomios ortogonales.

10 )+i( ~2Q; (2)P24(0) Q;,k(Z)Ql,k(c)))

Va(z) = (o 1) &\ ~(1-22P;,(@)P24(0) 2P}, (2)Qu(0)
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Pl,O(t) = \/E
2
P1,1(t) = 6(—§+t)
B 3 6t
PLo(t) = 10\/8(10 5+t).
Py(t) = V2.
1
Pz/l(t) = 6(—§+t)
B 14t
lez(t) = 10\/8(10 5 +t)

El polinomio P; ,(t),
intervalo [0, 1], es decir; fol tPy,Pysdt =0,

1
f tP1 0Py 1dt
0

1
f tPL()Pdet
0

1
f tPy 1Py 2dlt
0

n > 0 es ortogonal respecto a la medida do(t) = tdt en el
J#s.

! 2
f6\/§t[——+t]dt
0 3
2 1 1
6\/5[——f tdt+f tzdt]
3 0 0

gﬁl—%(%)%]

f 10\/_t[i——+t2]dt

1
10 V12| = ftdt——ftzdt+ft3dt
10 J,

vz 56 (3)-5(5) 4]

1
2 3 6t
f060\/8t( 3+t)(10 5+t)dt
1 (! 11 28 (! !
60 V6 |—= tdt + — tzdt—— Bdt Pt
\/_[ 5[0 10 J, 15f0 +f0 l

si[-4{2)+ B -2 )+ ()

512/ 10\3
0.
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De igual forma el polinomio P,,(f), n > 0 es ortogonal respecto a la medida
do(t) = (1 — t)dt en el intervalo [0, 1], es decir; fol(l — )P, ;P dt =0, j#s.

fol(l—t)Pz,OPz,ldt = f6\/_ —t)[—1+t]dt
6\/_[——fdt+ ftdt ftzdt]

V2[5+5(5)- )]

= 0.
1
f (1= HPyoPoodt = f 10 V12(1 - ) [_ = 2] it
0
= 0.
fl(l_t)P P dt _ f160\/g(1_t)(_1+t)(i_g+t2)dt
0 wee 0 3 10 5
= 0.

Sin embargo hace falta determinar la medida de los siguientes polinomios para
que sean ortogonales

Qo) = -V2

ot = oo

Qua(t) = 10\/6(—% 17—8—9)
Qo) = V2

Qi) = 6(—g+t)

Q) = 10V6 (——1—3(; t2)

Por tanto se puede observar que no se obtuvieron los polinomios de Legendre.



Capitulo 4

Polinomios ortogonales sobre un
intervalo acotado. Caso impar de
momentos

Ahora en este capitulo obtendremos los polinomios ortogonales a partir de la
matriz resolvente en el caso impar es decir sy, s1,...,52, 1 >0.

4.1. Matrices auxiliares

Sean los momentos sy, 51, - . ., Son y sea Ry, : C —> Cxmtl) - f e (1,2} tal que
Ri.(z) = (I-zT,)7", n>0. 4.1)
Ryu(z) = (I-2zT,1)7Y, n>1. (4.2)

donde
Ryp(z) = 1. (4.3)
T, = O. (4.4)

_ len 0

T, = [ o l n> 0. (4.5)
(4.6)

Sea
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v = 1 (4.7)

v, = 0, si p<O. (4.8)
1 0U1,n-1

0 = = ’ , Vn € IN. 4.9

o ( Onxl ) ( Onxl ) " ( )

Vo = Uip-1 Vn € IN. (410)

Para cada n € IN y cada sucesion {s j}]z.”o de niimeros reales, sea

S0 51 Sn
- 51 52 Sp+1
HO,n - .

Sy Sp+1 ... Sop

Sin e Ny sis; fg; I es una sucesiéon de nimeros reales, entonces
S Sn cee o Syl
~ 52 53 ... Spy2
Hl,n = . .
Sn+l Sn+2  --- S2n+l

Ademads, para cada n € N y cada secuencia {s j}jg 2 de numeros reales,

S» S3 oo Sopgn

~ 53 S4 ... S2m43
HZ,n = . .

Sn+2 Su+3  --- Son42

Por tanto, para todo ntimero real a y b tal que a < b, para cada entero positivo
n,y para toda secuencia {s ]-}]ZQO,

Hl,n = H()/n, Vn > 0. (411)
HZ,O = 0. (412)
HZ,n = —GlbI:IO,n_l + (ﬂ + b)Hl,n—l - I:IZ,n—lz Vn € IN. (413)

Sin es un entero positivo y si {s ]-}]2.2

usaremos la siguiente notacion:

, €s una sucesion de nimeros reales, entonces
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Vj,k € Ny, con j <k,

5j

Sjt+1
Yijm = Y 2k = ()81 - 50). (414)

Sk
yim = 0, si k<j (4.15)

Ademaés, sea

o = 0, (4.16)
n, = ( 0 ) Vn €N, (4.17)

—Yion-1]
o = 0. (4.18)
Upy = —aburyg — (@ +b)Yon-11+ Y, — YneN. (4.19)
Proposicién 4.1. Sea {Sj}?:o una sucesion de niimeros reales y sea fq = ( ? 61 ) una

matriz tal que los bloques de las matrices de Hankel Hy,, y H,,, ambos son Hermitianos
positivos. Para cada k € {1,2}, Uy, : C — C>* definido por

C[k,n(z) = IZ + Z(Z - a)(uk,n/ Uk,n)*[Rk,n(z)]*H]:j,Rk,n(a)' (uk,n/ Uk,n)jq (420)
es una matriz polinomial de 2 X 2 de grado no mayor que n + 2 — k.

Lema 4.1. Sea {s ,}5:0 una sucesion de niimeros reales tal que los bloques de las matrices
de Hankel H, ,, y H, ,, ambos son Hermitianos positivos. Entonces la matriz

Bl = vln[Rl,n(a)]*Hl_,lan,n(a)vl,n

es hermitiana positiva y la matriz

My = {(b—a)v; ,[Rx(@)] Hy Ry (@0}
{1+ (b - a)(©; ,[Run(@)] Hy  Rin(@)itrn — 03 ,[Ro (@) Hy  Ro (@),
—av) ,[Ran(@)]"Hy, "R 1(@)02,450)}
es Hermitiana.

Lema 4.2. Sea {s]»}fgo una sucesion de niimeros reales tal que los bloques de las matrices

de Hankel H, ,, y H,, ambos son Hermitianos positivos. Sea M definido por lema (4.1),
sea
M, = —as,, N; =—(b - a)_lv;,n[Rl,n(a)]*Hl_/iRl,n(a)vl,n (4.21)

(1 M (1 M\ 1 0
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Observacién Sea {s j}fgo una sucesién de ntimeros reales tal que los bloques de

las matrices de Hankel H; ,, y H, , son hermitianas positivas. Sea k € {1,2}, sea Uy
la matriz polinomial definido por (4.20), sea A la matriz definido por (4.22), y sea
Uk, = l:lk,nAk. Entonces con célculos sencillos se muestra que U, , y U,, admite la
representacion

u? ) ul) (2) u? (z) u? ()
" — M M n = /M <@ 4.2
Uin(z) ( ul) () U3 (@) y () u () Uy () (4.23)

21n 21,n

ul @ = 1-@-auy,[Ri.@]Hy R w@)or,.
Uy (@ = (1-@E-au,[Ryu@Hy R u(@)01,)M;

+(z = @)}, [Rw(@)]"Hy ARy (@)1
Uy (2) = —(z-a)0;,[Ryu@]Hy Ry u(@)v1,.
U (2) = —(z—a)0;,[Ra@]'Hy LR u(@)v1,,M
+1+ (z = a)0} ,[Ry,o (DT Hy LRy (@)t
U? () = (1-(z—a),[Rou(@] HyhRaou(@)02,)(1 + MaNy)

+(z — @)ty ,[Ron(2)]' Hy Ry (@)1, N>
U (2 = (1-(-au,[Rou@)] HypRou(@)vs,)Ma

+(z = )it ,[Ro,u(2)"Hy , Ro (@)1t

UP (2) = —(z— )0}, [Rou(@)] HypRoun(@)vs,(1 + MaNy)
+(1 + (z — )0}, [Rou(2)]"H; ) Ron()142,)N.
UD (@) = —(z—a)vh,[Ron(@)] HypRou(@)vr,: My

—(z
+1+ (2 = 2)0; ,[Ro,n(2)] H; , Ro (@) th2, -

Proposicién 4.2. Sea {sj}]z.zo una sucesion de niimeros reales tal que los bloques de las
matrices de Hankel Hy ,, y Hy ,, ambos son Hermitianos positivos. Entonces V,, : C — C**?
estd definido por

~ Vitu(z) V ,n(Z)
w@—(ﬁ;@ ﬁ;®)

donde



4.- POLINOMIOS ORTOGONALES SOBRE UN INTERVALO ACOTADO.
34 CASO IMPAR DE MOMENTOS

Vi) = (z=-a)b-2)(1-(z-au,)Ri(2)] Hy,Ri,.(a)01,,)
+250(z = 2)0}; ,[R1 w(2)]"Hy Ry n(a)01, .

Vigu(2) = (z=a)(b-2) (M = (z = a)u; )[Ryu(D)] Hy Ry u(@)0r,,My
+(z — a)uy ,[Ryu(2)] Hy ) Ry u(@)uiy )
~250(—(z — a)vy ,[R1,w(2)]'Hy , Ry 1 (@)01,,M
+1 + (2 = a)0} ,[Ruu (D) Hy Ry u(@)tir, )

Vou(z) = —(z- a)vln[Rl,n(z)]*Hi}lRl,n(a)vl,w

Vou(z) = —(z=a)v;,[Ri.(2)]'Hy)Ryu(@)01,,M
+1+(z— a)vln[Rl,n(Z)]*Hi}qu,n(a)ul,n/

es una matriz polinomial 2 X 2 de grado no mayor que n + 3. Ademds, las siguientes
afirmaciones son vilidas:

(a) Para todo niimero complejo z, las identidades

1 —soz z—a)b—-2z) 0
Vu(2) =( 0 10 )( ( )0( ) 1 )Ul,n(z) (4.24)
Y
v =t T L, (@.25)
b—a
dondeU,, = U, ,A1 y Uy, =UpuAs vy Uy, U A,y Apsondefinidos
por (4.20) y (4.22).

(b) Para cada z € C\ {a, b} la matriz V,(z) es no singular.

Lema 4.3. Tiene lugar la siquiente identidad

Vu(z) = Uy ,(2), n>0.

Demostraciéon

De las ecuaciones (4.24) y (4.25) del articulo [4] se tiene lo siguiente

( 1 —soz )( (z=a)b-2) 0

0 1 0 1 ) ul,n (Z) = UZ,H(Z) (b - az)(z - a)

‘)

<

iyl
2

es decir,
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<

((z—a)o(b—z) (1))U1,n(2) _ ((1) ng)uzﬂ(z)((b—a%(z—a) 0Z )’

il
Q

Donde tenemos,

[ G@=aN b=z 0\[1 soz (b-a)(z—a) 0

ul,n(z) - O 1 )( O (i )UZ,n(Z)( O lbi%g )/
(e -2) e -2 sz | U, UDL@) | b-a)z-a) 0
Lo ! de el 0 e
[ -2 - a)[UR (@) + 502U ()] (z—a)Hb - ) [US) (2) + sozU,  (2)]
- (b-a)z-a)Uy) (2) (b-2)b-a)'Uy), () '

Con esto observamos

() + spz u® (2)]

21,n

(@) +s0zUyy (2] = (1= (z = )uj ,[Reu(@]Hy Ry w(@)or )My

(b-2)b-au?

11,n

(z =) (b -a)'[Uy)

1-(z-a)u; ,[Ri ()] Hy Ry u(@)or,,

12,n
+(z = )t} ,[Run(@)] Hy ARy (@)1t
b-a)z-a)UY (2) = —(z-a)0},[Ryu@]Hy,Ryu(@)01,
b-2)0b-a)"Uy () = —(z-a)0;,[Riu@]HypRyn(@)or, My + 1

+(Z - Q)U;,n [Rl,n(Z)]*Hl_;,Rl,n(a)ul,n-.

Como los elementos de la parte izquierda y derecha del lema son iguales,
escribimos la matriz resolvente de la siguiente forma

Uy u(z) = ( i g ) (4.26)

an(z) = 1-(z—a)uy,[Ry,(2)]'H,Ri (@)1,

Bu(z) = (b—a)so+ (i3, + 25005 ,)[Rou(2)]"Hy  Ron(@) (Ui 0 + a02,450)},
yu(2) = —(z-a)vy, [Rl,n(Z)]*Hl_,}lRl,n(a)vl,n/

on(z) = (b—=2)(b—a)" {1+ (z = a)v;,[Roun(2)]"Hy, Ro (@) (tz,n + a03,50)}-
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Introducimos
Sn
Sp+1
Y1 , Diu=sy, nxL (4.27)
| Son-1 |
e
Sn
You s Dy, = Son-2, n>2. (4.28)
| é\2n—3 ]
donde
S, —abs, + (a + b)s,41 — Suy2, n > 0. (4.29)
Y21 S0- (4.30)
il 4(2) Up  + 280V0 - (4.31)
i ,(2) Uy, + 2800, . (4.32)
Entonces de (4.31) y (4.32) la matriz resolvente de (4.26) queda de la siguiente
forma

ay(z) = 1= (z=a)u; ,[Ri(D)]"Hy,Ruu(a)01,,

ﬁn(z) = (b - [1)_1 {SO + ﬁ;n(Z)[Rz,n(Z)]*Hz_;RZ,n(a)ﬁLn(a)};

ya@) = —(z=-a)v; [Riu(2)]'Hy R u(@)01,,

ou(z) = (b=2)(b—a)" {1+ (z =)} ,[Rou(2)]"Hy,Ra,n(a)0h2,0(a)}.

Vamos a reescribir los elementos a,, B, 1 Y O
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an(z) = 1-(z—a)u;,[Ri(@]HyRi (@01,
= 1-@z-au,[Ri.(D]
H1 0 -H7' v, |._ . 7o
([ 161 ! 0 ] + [ L nl h ‘|L1,,11[_Y1,HH1;_1/ 1]) Rl,n(a)vl,n
. | Ht 0
= 1- (Z - a)uLn[Rl,n(Z)] [ 10n ! 0 lRl,n(a)vl,n

-H1 Y . po—
_(Z - a)u;n [Rl,n(z)]* [ Ln-1 b ] LI}z[_Yl,nHl,}q—ll 1]R1,n(a)vl,n

1
= an1(2) = (2 = Juy , [Rin@)F
H 1 Y n % —
[ - nl v l Ll "[ Y Hl n—1s 1]R1,n(a)vl,n- (433)

Bu() = (b—a)so + 1, (D)[Ron(2)] Hs ,Ro @)z (@)
= (b—a)so + 03 ,(D[Rn(D)]'

([ Hy, 0 ]Jr[ H2n11Y2,n ]Lgﬂﬂ[—l@ WHah )Rz,n(a)ﬁz,n(a)}

0 0
-1
= (b - a) {so + ”2 n(Z)[RZ n(z)] l HZ(,)n—l 8 IRZ,n(a)ﬁz,n(a)
+Ll2 (Z) RZn Z)] [ 2n 1Y2n ILE;[_Y; Hz_n 17 RZ,n(a)ﬁLn(a)}

= Bpa(@)+ B —a) 2,,1(2’)[Rz,n(2)]’e

Hz}q You |7 « Ty N
1 Lyul=Y5, H2n 17 1Rz ()il n(a)}- (4.34)

yu(@) = —(z—a)v} ,[Ry,(2)]'H Ry u(@)or,
. (] HL 0 -H' Y, |._ .
= —(z-a)v} ,[Rix(2)] l 161 1 0 ]+[ 1”11 K ]Ll,,lq[—YLnHL}i_l,ll Ry q(a)v1,,
) _[H' o
= _(Z_a)vlln[Rl,n(Z)] 161 ! 0 ]Rl,n(a)vl,n
o [ HE Y ]
—(z - a)vl,n [Rl,n(z)] K nl e l Ll,;[_yl,nHl,ili—l’ 1Ry u(@)o1,

: yH(z)—(z—a)v;,n[Rl,Azn*[ Hfﬂllylf" ]L =Y, Hil 1R @)or,.  (4.35)
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(b= 2)(b—a)" {1+ (z = 2)0} ,[Ro,u(2)]"Hy, Ro,u (a)112,(a)
= (b-2)b-a) 1+ (z-a)v;,[Ryu(2)]

I—I_1 —H_l Y n
(| 261—1 8 ]+ l 2l N lL;}q[—YE,nHz_},_l,1])R2,n(ﬂ)ﬁ2,n(a)}

On(2)

-1 * =\1* H_l_ 0 7
= (b-2)(b-a) {1+ (z-a)v;,[R.(2)] l 2(')” ! 0 le,n(ﬂ)MZ,n(ﬂ)

* =\ 1% _H_l Y n — % — A
+(z — a)v; ,[Ro.n(2)] [ 2'”1‘ 1% ] Ly [=Y5  Hy 1, 1Ro,(@) 0 (a))

= 0pm1(2) + (b= 2)(b = ) {(z — a)v} . [Ron(2)]
|

You |, - R .
2,n1—1 > ] LZ,}q[_YZ,nHZ,;lq—ll 1]R2,n (a)uZ,n(a)}- (436)

4.2. Polinomios orgonales. Caso impar de momentos

Ya que Hy, >0 y Ly, = Dy, — YZHHI;}[_lYk,n > (0 entonces definimos los
polinomios como

Pio(z) = s, 172,
Pyo(z) = 0.
Qio(z) = 0.
Qoo(z) = 0.

Pk,n(z) = (Dk,n - Y;;nngl_lYk,n)_l/z[_YZ,nH];;_lz 1]Rk,n (Z)vk,n
= (L) P[=Y;  Hin 1) 1R n(2) 0k (4.37)

Qua(z) = (Din =Y, Hih Yia) V2 [=Y; Hi by 1R (2
= (Ll,n)_l/z[_Y;,nHii_lr 1]R1,n(z)u1,n- (438)

QZ,n(z) = (DZ,n - YZ,,ZHQ_}I_lY2,n)_1/2[_Y§,nH2_;_1/ 1]R2,n(z)ﬁ2,n(z)
= (Low) 2[=Y5,Hy )y, 1R 1(2)0,1(2). (4.39)
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parak € {1,2} y¥n € N.
P, (&) = [(Lia) =Y, Hen_y URen(@)0rn]"
-H1 Y
= v;z,n[Rk,n(Z)r[ bt T ](Lk,n)-”z. (4.40)
Q1,@ = [Lin)P[=Y; Hyp 1, URLu(@)ur,]
-H! v, _
> uz,n[Rl,AZ)r[ ot ](Ll,n) 2 (4.41)
Q;,n(z) = [(LZ,n)_l/Z[_Y;nHz_n 17 ]RZn(Z)ﬁZn(Z)*
SR . Y
= 1 ,(D[Ro(2)] l 2” 15 4% l(LG) 1z, (4.42)
entonces las ecuaciones (4.33)-(4.36) se transforman en lo siguiente:
[ —-H! Y, ]._
an(2) = aa(@ = @ -0u,[Ru@T| L,
[_Y; nH1_111 17 1]R1,n (a)vl,n
—H1!
= 0@~ ) Ry @] | L
[ Y* H1_,11 17 Rl,n(a)vl,n
. I I 5 e 2 B
= an_1<z)—(z—a)ul,n[Rl,ncz)][ N ]LJ/Z
Q1,®
L_1/2[ Y* Hl_n 17 1]R1,n(a)vl,n
Pl,n(a)
= ay-1(2) — (z = 2)Q7 ,(2)P1,4(a). (4.43)
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Bn(2)

V(2)

Brs® + (b= 0, ()[Re, O | _Hﬁ{lyz’" |1z
T=Y3,H3" 3, 11Rs u(a)i0(a)]
Bu-1(2) + (b — a) {113, D [Ron (D) _H;”flyz’" [
[=Y3, HyL 1Ry (@)1, (@))
Bua(2) + b =) 1, B [Re, ()] | Y2 |15
Q;,@

L3P1-Y; Hy L IR, (@) 02,0(a))

QZ,n (a

Bu-1(2) + (b= 2)7'Q;,,(D)Q2n(a)-

Vn-1 (Z) - (Z - {’Z)U;n [Rl,n(z)]*

Yn-1(2) = (z = a)v) , [Rya(2)]

I-

Yn1(2) = (z = a) 01, [Ryu(2)]

[ 171
Hl,n—l

1

Yl,n

[-Y1,H;, 1 1R

T

1n-1

Yl,n

)

-1
Ll,n

1n (a)vl,n

| I”I ]
Y;, Hil, 1R

[ —Hiln_lyl,n ]L—l/z

1

-1/27-1/2
L, "L,

1n

1n (a)vl,n

1n

. L;l/z [_Y;,nHl_,}z—ll 1 ]Rl,n (a)vl,n

P’i,n )

Vn-1 (Z) - (Z -

Pl,n(a)

)P} ,(2)Py,.(a).

(4.44)

(4.45)
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* =\ 7% [ _H_l Y n ] —
0u(2) = 0u1(2) + (b =2)(b~0) Mz~ a0, [Reu@T | 25" | L
'[_Y;nHz_;_y 1]R2,n (a)iZZ,n (ﬂ)}
1 . | “HE You |2y o1
= 0,1(2) + (b - 2)(b - 2){(z - 2)} ,[R,u(2)] " Ly Ly
'[_Y;:,nHz_;_lf 1]R2,n (El)ﬁz/n (a)}
-H' Y., |._
= 6n_1(z)+(b—z)(b—a)‘l{(z—a)v;,n[Rz,n(zﬂ*[ 2 ]L;/Z
P, @)
Ly P[=Y5 ,Hy 1, 1Ry (a) i, (a)
Q2,n(ﬂ)
= 041(2) + (b - 2)(b - ) (z = )P}, (2) Q2 (a). (4.46)

Por lo tanto la matriz resolvente de la ecuacién (4.26) se transforma en lo
siguiente

_ [ an@-c-00;,0P,0 Bt (@) + (0= 0)71Q;, (2@
Un(z) = [yn1(z>—<z—a)P;1,n(z>Pl,n(a> 6,41(z)+<b—z>(b—a)1<z2—a>P;,n(z>Qz,n(u>] (4.47)
012) Prr(2) ~(z-0)Q; ,@P1x(@) (b-0)1Q;,(Q2(@)
1508 &6 ]+[ =P @OPL@) (-2 -0 0Py, @@ |(448)

Consecuentemente VY z € C la matriz resolvente U, , tiene la form:

_ [ 1-e-0zL 0 er@ (b=a) 50 + Ly Q3 (2)Qa (@)}
U ,(z) = [ -0 P @Py0)  6-6-0 1+ Goa T r @@ | (449)
Lema 4.4.
1 17 S9 S1 Sy
bt t 51 S» S+l
f . ldo(t)] . = ) . m.+
a : : : : . :
t" t Sy Sn+l " Sp+m

Demostracion
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1 17 tdo(t) ---  t"do(t)
fh t do(t t _ f I tda(t) tZdG(t) tm“flc(t)
' f” t’.” t”da(t) t”“do-(t) . t“+mdo(t)
[aoty  ['tdo®) - [ evdo(t)

fbtdo(t) fbtzda(t) e [T o)

[ #dot) f t”“da - [ o)

So 51 o S
51 S2 r Smyl
= . . . . -a
Sp Su+l  * Su+m
Lema 4.5. Es vilida la siguiente identidad
1 0 - 0
01 - 0
Hl'n W=[0O0 - 1], Vn € IN.
00 --- 0
00 - 0

Demostracion
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Lema 4.6. También es cierta la siquiente identidad

Demostracion

1

0

- f{Ln—l 0

0

0

So S1

51 52

Sp—-1 Sn
S0 S1
51 52
Sp Sn+1

[_Y;,nHl_,i—l’ 1]

[-Y;,H

-1
1n-1/

1]

50
51

Sn

50
51

Sn

Sn
Sp+1

Sp+m-1

51
S

Sn+1

51
52

Sn+1

Sm

Sm+1

Sp+m

Sm
Sm+1

Sn+m

(@)
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- [—Yz,nH;;_l,u(

= -1, H

1n

= _(Sn/ Spt1 0 Sn+m) + (Sn/ Spt+1 0

= 0.m

-1

1,n-1

1
0

0
0

0
1

0
0

W

(Sn/ Spt+1 0 Sn+m) )

0
0

- _(Sn/ Sp+1 7 Sn+m) 0

0

W + (Sy, Sn+1 -+ Snem)

+ (Sn/ Spt+1 00 Sn+m)

0

1 + (Sn/ Sp+1 " Sn+m)

0

Sn+m)

Teorema 4.1. Sea Hy ,, positiva hermitiana. Sea do(t) una medida no negativa sobre [a, b]
tal queda Vj € {0, 1, ..., 2n} existe la integral fab tdo(t) y

b
f Hdo(t) = S

entonces los polinomios {PL]'}]Z.ZO son ortogonales respecto a do(t).

Demostracion
Sean,meNconn>m
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[ Pradda(t)P;, (1) =

b
f LM [=Y  Hy by 1Ru(O01,udo(t) (L P =Y  Hi by 1R (D01,

b
f L =Y3,H oy TR (B01,d0 () Ry (D1,0)" (L3P T= Y, iy 1)
b
= _1/2[ Y* H1_n 1/1] fRl,n(t)vl,nda(t)(Rl,m(t)vl,m) ( 1/2 1"1 1’1])

b
= LY Hy 1] f R (01,180 (1) Ry (D01,)" | (= Y3, Hi ki, 11) L2
a

b _
- R -H' Yi,. ] _
= L 1/2[ Y Hln 1 fRl,n(t)vl,nda(t)(Rl,m(t)vl,m) | 1”‘1 b ]L}n/z
|t E [ -HL Y
= Li}/l/z[—Y;nHl_’;_l,ll f : dG(t) : l 1,m—1"11Lm lL—l/Z

t" "

Por lo tanto por el lema 4.4, 4.5y 4.6

0.m

b
f Po(Ddo(t)P;, (1)

Por tanto queda demostrado el teorema. De manera andloga se puede de-
mostrar que

b
f P (Odo®P () =0, Vi€ (L2,...,n)

Cuandon,m e N U {0} conn < m

*

b b
f pl,n(t)da(t)p;m(t):( f Py u(t)do(H)P],(F)

Teorema 4.2. Sea H,, positiva hermitiana. Sea o(t) una medida no negativa sobre [a, b]
tal queda Vj € {1,2, ..., n} existe la integral fab tido(t)

b L
y fa t'do(t) = §; entonces los polinomios {Pz,]-}?zo son ortogonales respecto a do(t).

Demostracion
La demostracién es analoga al teorema anterior.m
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4.3. Ejemplo

Nuevamente volvamos a ocupar la matriz resolvente para el caso impar para
obtener los polinomios clasicos de Legendre en el intervalo [0, 1], sean dados
a=0, b=1ylosmomentos

1 1 1 1

1 1
so=1, s =2 Sz=§, 53=4, S4=5, S5=6, 56 = 5

Entonces de acuerdo a (4.11), (4.12) y (4.13), construyamos las matrices de
Hankel Hy,

1 1 11
1 L 1 2 3 4
1 1L L 23 1111
Hiyy = 1, Hi= 1 i , Hip= 5 3 71 |r Hi3= i i i i
2 3 1 1 1 3 4 5 6
3 4 5 11 1 1
4 5 6 7
Hopo = so, Hip =51, Hyo = s5.
A S0 51 A 51 S2 A 52 S3
HO,l = ’ H],l = s HZ,] = .
51 82 S2 53 53 54
Sp S1 S2 S1 S» S3 Sy S3 S4
Hy, = | s1 8 s3 |, Hip=|5 S83 84|, Hyp=|5S3 s4 S5
| S2 S3 5S4 S3 S4 Ss S4 S5 Sg
1
Hyp = 0, Hyi =~
6
1 1 1 1 1 1
R I I R
Hop = |1 111 1| Hes={z31z|-57 5]
3 4 4 5 1 1 1 1 1 1
1 5 6 5 6 7

Y podemos verificar que los Hy, son definidos positivos de acuerdo al criterio
de Silvester.

1 1
Dii = =, Diy=-<,
11 3/ 1,2 5
1 1
Dy = -, Dyy=—
2,1 6/ 2,2 20;
1 1
D2,3 = 42/ D1,3 = ;
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Tomando en cuenta (4.1.26) y (4.1.27) encontramos los siguientes elementos

i

—

Il
N| =

~

=

N

I
—_————
> =0 =
SN —

~

i

—_
[¢8)

I
—_—
[N S L SN
N——

- 100 - 100
Rl,l(z) = (Z 1 )/ Rl,z(z): ZZ 1 (1) ’ R1,3(Z): ZZ z 1 0
S 2 22z 1
10 1 00
Rop(z) = 1, R2,2(2)=(Z 1 ), Ry5(z) = z U P
z- z 1

N 1
iy = 0, Yoo = 1, Yo1 = ( 1 ), Yoo = [
2

Vi3 = [

WI[=N =
S—
~
WIFRN = =
|

W IR =N =
~

Vipg = ’ Yip = (

(@)

=
5
=
Il
P
|
I o
SN—
~
=
5
N
Il
-~
o
N= =
N——
~
=
5
(e8]
I
[

I~
—
—
Il
—_
O =
~——————
i~
—
N
Il
—_—
S O -
N ———
I
[iy
W
Il
o O O

1
1
1 = 1, 02,2=(0), 02,3:[0]
0
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Sea U; 3(z) la matriz resolvente, escrito paran = 3

Uy 5(2) = 1 -z} 5[Ri s H 3R15(0)01,5 {50 + (145 5 + 25005 5)[Ro3(2)]"Hy 3R23(0)(142,3))
13 - ~20} 5[R13()I"H; 3R1,3(0)01 5 (1= 2){1 + 203 3[Ro3(2)]"H; R 3(0)(142,3))

Sea la matriz resolvente para n = 3, en término de los polinomios ortogonales

1-(z-a) £, Q; (DP1,j0) (b —a)Mso + L7 Q3 (2)Qa(@))

u1,3 (Z) = [ —(z — a) Z?:O P;/],(Z)Pllj(a) (b - Z)(b — u)‘l{l +(z—a) Zj:() P;/].(Z)Qzl]'(u)}

Pio(t) = 1
1
Pl,l(t) = 2\/§(—§+t)
Pl,Z(t) = 6\/5(% —t+t2)
1 3t 32
P1,3(t) = ZOW(_E+€_7+t)
3
Pyo(t) = 5
30( 3
P21(t) = 4 E(—g'f't)

El polinomio P;,(t), n > 0 es ortogonal con respecto a la medida o(t) =t es

.l . . .
decir; fo Py,Pido(t) =0, k #s.Y estos mismos son los polinomios de Legendre
que queriamos obtener.
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1
f P1oP1dt
0

1
f Pl,OPLZdt
0

1
f Py Py 3dt
0

1
f P11 Py odt
0

folz\@[—%ﬂ]dt
2\/5[—% 1dt+f01tdt]

[
0.

1
f6\/§[1—t+t2]dt
. 6

1
6‘/5[2 dt—ftdt+ft2dt]

6\/5[1—— —]

23
0.

1 2
fzo\ﬁ(—i+§—3—t+t3)dt
. 5 2

20\/—[——[ dt + ftdt——f tzdt+f t3dt]
20¥7|-55+5(5)- 3 (3)+ (3]

0.

follz\/ﬁ(—lw)(%—ﬂﬁ)dt
12\/_l——fdt+ ftdt——ftZdt+ft3dt]
12V55 |- +5(3)-2(5) (3

0.

Por otro lado tenemos la siguiente familia de polinomios

Qio(H) = —2V3
Qui(t) = 6‘/5(1—t)

Qi) = 20V7 (—@ +t— t2)
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Qa0(t)
Q241 (t)

Qaa(t)

Q23(t)

0

Vil

30( a4 t

9\"18 " 3
5 133(61

+ t2)

61 _u 38

60 30 2

2 2

+ t3)

Sin embargo los polinomios Py ,(t), Q1,,(t) y Q2.(f) con n > 0 hace falta deter-
minar sus medidas respectivas para que sean ortogonales.



Capitulo 5

Conclusiones

En el presente trabajo se obtuvieron cuatro familias de polinomios ortogonales
para cada caso, par e impar respectivamente a partir de la matriz resolvente.

P1,(z) vy Pyu(z) n>0,
Qiu(z) v Qou(z) n>0.

Por ejemplo, los polinomios de Legendre P, ,(z) corresponden al caso impar
de momentos sy, s1,...,5, n > 0 con distribucién o(z) = z, o funcién de peso
h(z) = 1. Recordemos que do(z) = h(z)dz para o-diferenciable. Los polinomios P, ,
tienen peso h(z) = (b — z)(z — a).

Ambos polinomios P;,(z) y P,,(z) pertenecen a la familia de polinomios de
Jacobi (ver Apéndice): Py ,(z) = Pgo’o), P;,(2z) = P(ll’l) cona = =1, b = 1. De esta
manera podemos afirmar que la relacion entre Py ,(z) y P,,(z) es muy estrecha.
Ambos se derivan de una misma matriz resolvente.

5.1. Aplicaciones

Los resultados obtenidos se pueden aplicar en Ecuaciones Diferenciales, teoria
de aproximaciones, en Fisica e ingenieria y en la teoria de control [5].

5.2. Aportacion

En este trabajo hemos hallado la familia de polinomios P, j(t) respecto a la
medida y con momentos
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b
f t’dy(t) = —abs; + (a + b)sj11 — 542, 0<1<2j=-2

También encontramos que cada familia de polinomios ortogonales P; ;(t) estan
estrechamente relacionados con Q1 i(t) y Q,,i(t) los cuales en general no son ortog-
onales respecto de o(t) =t y o(t) = (b — t)(t — a)dt.



Apéndice

.1. Funciones holomorfas, analiticas

Definicién .1. Sea la funcién f : Q3 — C, C diferenciable. Su derivada en el punto z, € Q

se llama lim e 2 1G0) — f'(z)

Definicién .2. La funcionf : QO — C se llama holomorfa en el dominio ) si f es holomorfa
en cada punto de Q).

Teorema .1. Si una funcién es holomorfa en el dominio Q) entonces es infinitamente
diferenciable en Q).

Definicién .3. La funcion f(z) definida en el dominio de Q) C C se llama analitica en una
vecindad de cada punto z, € Q se desarrolla en una suma exponencial de la forma

f(x) = co+ci1(z — z0) + caz — 20)* + ...
Vz € |z — zo| < €(zp),
tal que la serie converge, (c; € C).

Teorema .2. Para que la funcion f : Q)+ C sea holomorfa es necesario y sufuciente que
esta funcion sea analitica. Ademds la suma exponencial que aparece en la definicion de una
funcion analitica es la serie de Taylor de la funcién f:

f(z) = f(z0) + f/(Zo)(Z —Z) + %f”(zo)(z —z0)* + .., |z — zo| < €(20)

.2. Laintegral de Stieltjes

Definicién .4. Una funcion f : [a,b] se llama de variacion acotada cuando existe
una constante C € R tal que cualquiera que sea la particion P € P([a,b]) siendo
P={xp,x1,...,x,},cona =xy <x; <...<x, =Dbsecumple que

Y G0 - fea)| < C
k=1
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Sea [a, b] un intervalo acotado de IR. Consideremos la funcién o(t) definida en
[a, b] que crece mon6tonamente.

Sea la funcién f : [4,b] = R acotadaen [a,b]. Seaa =ty <t <..., <t <...<
t, = b una particion del intervalo [g,b], cuyo didmetro de particién denotamos

comod = n}éx |tiv1 — ti.
i=1,..., n

La suma integral de Stieltjes se llama a la suma

Y F@lott) = oti)), G € (b bl
i=1

Definicién .5. La funcion f se llama integrable en el sentido de Stieltjes si existe el limite
de las sumas integrales

b
i 3 ACo®) ot} = [ fdot

En la definicién anterior asumimos que f y o no tienen puntos comunes de
discontinuidad.

Clase de funciones R[a, b] y S[a, b]

Clase R[a, b]. Esta clase de funciones s : C \ [2,b] — C son tales que satisfacen
las siguientes condiciones:

(i) s esholomorfaen C )\ [a,b],

(ii) Ims(z) > 0 paraImz >0,
(iii) s(f) > 0 para cada t € (—o0,a),
(iv) —s(t) > 0 para cada t € (b, +o0).

Teorema .3. Una funcién s pertenece a Rla, b] si y sélo si existe una medida o € M|a, b]
tal que

b
s(z) = f (t —2z)"'do(t) para todo z € C\ [a,b], (1)

donde M([a, b] denota el conjunto de medidas positivas sobre [a, b].

La funcién holomorfa z + s(z) definido por (.1) es llamada la transforma-
da de Stieltjes de medida o que pertenece a M]a,b]. Asi, por el Teorema .3, la
transformada de Stieltjes de una medida o € M|a, b] pertenece a la clase R]a, b].
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3. Criterio de Sylvester

Sea A = [a;;] una matriz compleja Hermitiana de n X n. A es definido positivo
siy so6lo si

a0 iy
>0,...A,=| + .. + |>0.

g1+ Opp

a1 a2

A =a;; >0 A =
’ dx1 A

4. Polinomios de Jacobi

Los polinomios ménicos de Jacobi (P constituye una familia dependiente
de dos pardmetros @ > -1, > —1 y son ortogonales respecto al funcional definido
positivo

1
L[P(x)] = f 1 P(x)h(x)dx

con h(x) = (1 = x)*(1 + x)f, donde h(x) se llama funcién peso.

.5. Compatibilidad del sistema

Teorema .4. (Teorema de Rouche-Frobenius). Un sistema de m ecuaciones lineales con n
incégnitas es compatible si y sélo si, el rango de la matriz A del sistema coincide con el
rango de la matriz B ampliada. Ademds:

(a) Siel rango de A es n y coincide con el rango de la matriz ampliada, el sistema es
compatible determinado.

(b) Si el rango de A coincide con el rango de la matriz ampliada y es menor que n, el
sistema es compatible indeterminado.

.6. Regla de Cramer

Dado un sistema de ecuaciones Ax = b donde A es la matriz de coeficientes del
sistema, x = (x1,X2,...,X,) es el vector columna de las incégnitas y b es el vector
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columna de los términos independientes, es decir;

a1 di A1pn X1 b1

a1 Aaxp azy X b,

ap1 An2 Ayn Xn bn
~—— ~——

A X b

Entonces la solucién al sistema se presenta asi:

oo det )
7 det(A)’ i

donde A; es la matriz resultante de reemplazar la j-ésima columna de A por el
vector columna b. Hagase notar que para que el sistema sea compatible determi-
nado, el determinante de la matriz A ha de ser no nulo.
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