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Resumen

En la presente tesis se considera el problema de hallar los polinomios ortogo-
nales en un intervalo acotado, a partir de la matriz resolvente (MR) del problema
de momentos de Hausdorff. La MR representa una matriz polinomial 2 × 2 de la
forma

U(z) =
(
α(z) β(z)
γ(z) δ(z)

)
,

donde los elementos α, β, γ y δ son polinomios, y llevan la información de los
momentos.
La matriz resolvente es usada para dar la solución de un problema de momentos
de Hausdorff en términos de la función asociada

I(σ, z) =
α(z)ω(z) + β(z)
γ(z)ω(z) + δ(z)

donde ω pertenece a una cierta clase de funciones holomorfas ( clase de funciones
R[a, b] y S[a, b], ver Anexo).

En esta tesis se obtienen los polinomios ortogonales correspondientes al caso
número impar de momentos, caso escalar.

Una nueva forma para la MR, del caso mencionado (ver lema 3.1 ) permite el
desarrollo en polinomios ortogonales de manera análoga como en [8].

En los casos de la MR de un número par o impar de momentos destacan para
cada problema, dos familias de polinomios ortogonales de primera especie respec-
to de medidas positivas o distribuciones distintas; y dos familias de polinomios,
llamados de segunda especie.



Capı́tulo 1

Introducción

En este capı́tulo daremos un enfoque breve sobre la historia y actualidad de
los polinomios ortogonales y del problema de momentos de Hausdorff.

1.1. Breve reseña de los polinomios ortogonales

Vamos a comenzar dando una de las definiciones de la familia de polinomios
ortogonales.

Definición 1.1. Dada una sucesión de polinomios {Pn(x)}∞n=0 con grado Pn(x) = n, diremos
que {Pn(x)}∞n=0 es una sucesión de polinomios ortogonales con respecto a una distribución
μ si se cumple que:∫

R

Pn(x)Pm(x)dμ(x) = δn,mKn, n,m = 0, 1, 2, . . .

donde δn,m es el sı́mbolo de Kronecker (δn,m = 1 si n = m y 0 si n � m).

Con los polinomios ortogonales su historia se remonta al siglo XVIII y está es-
trechamente relacionada con la resolución de problemas de inmediata aplicación
práctica ( teorı́a de la gravedad de Newton).

La teorı́a de polinomios ortogonales, además de estar estrechamente relaciona-
da con las ecuaciones diferenciales, también está vinculada con la teorı́a de aprox-
imaciones y la de fracciones continuas, es más, la conexión con esta última dan
lugar al nacimiento de la teorı́a general sobre polinomios ortogonales.

Dentro de la gran familia que forman los polinomios ortogonales (respecto a
medidas soportadas sobre el eje real) se encuentran los polinomios ortogonales
clásicos, que a su vez están divididas en discretos y continuos.
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Con la familia de polinomios ortogonales clásicos continuos, se debe a que
satisfacen una ecuación diferencial y en ellos se encuentran por nombrar algunos:

(a) Legendre

(b) Hahn

(c) Hermite

(d) Chebyshev

(e) Jacobi

(f) Laguerre

Y con respecto a los polinomios ortogonales clásicos discretos, se debe a que su
ortogonalidad viene dada mediante sumas, o bien son solución de una ecuación
en diferencias.

(a) Chebyshev

(b) Hahn

(c) Charlier

(d) Meixner

1.2. Breve reseña del problema de momentos de Haus-

dorff

El matemático ruso Chebyshev fue, aparentemente, el primero en consider el
problema de momentos.

c0 =

∫ b

a
f (u)du, c1 =

∫ b

a
u f (u)du, ck =

∫ b

a
uk f (u)du.

El concepto de problema de momentos lo introdujo Stieltjes en 1894, el cual
introdujo el concepto de integral de Stieltjes [1].

Dar una distribución de masa positiva en la recta [0,∞), significa dar una
función no decreciente σ(u) (u ≥ 0) tal que el incremento σ(β) − σ(α) representa
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Chebyshev [1821 - 1894]

La interpretación mecánica del problema
de Chebyshev [1] se describe ası́: Sean
dados la longitud, el peso, el lugar del
centro de gravedad y los momentos de
inercia de una barra rectilı́nea con densi-
dad desconocida que cambia de un punto
a otro. Se requiere hallar la función den-
sidad, es decir,

Stieltjes [1856 - 1894]

En su manuscrito sobre fracciones con-
tinuas Stieltjes escribió:. ”Vamos a lla-
mar problema de momentos al siguiente
problema: Encontrar la distribución de
una masa positiva en el intervalo [0,∞),
si son dados sus momentos de orden
k (k = 0, 1, 2, . . .).”

para cualquier α ≥ 0 y β > α la masa que corresponde al intervalo [α, β]. La masa
completa del conjunto [0,∞) se representa en la forma

lı́m
β→∞[σ(β) − σ(0)] =

∫ ∞

0
dσ(u),

mientras que ∫ ∞

0
udσ(u),

∫ ∞

0
u2dσ(u),

representan los momentos estáticos de la distribución de masa considerada y el
momento de inercia respecto del punto u = 0. Stieltjes llama momento generaliza-
do de orden k a la integral ∫ ∞

0
ukdσ(u).

Consecuentemente en el problema de Stieltjes se tiene una sucesión de números
sk (k = 1, 2, . . .) y se busca una función no negativa σ(u), para u ≥ 0, tal que se
satisface ∫ ∞

0
ukdσ(u) = sk, (k = 0, 1, 2, . . .)

El matemático alemán Felix Hausdorff (8 de noviembre de 1868, 26 de enero
de 1942)
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Hausdorff [1868 - 1942]

Resolvió el problema de momentos: Da-
da una secuencia de números {sj}kj=0 hal-
lar una medida positiva μ (o función
monótona no decreciente de variación
acotada μ(t)) sobre [0, 1] tal que

sj =

1∫
0

tjd(μ(t)), j = 0, . . . , k

Nuestro enfoque para el desarrollo de los polinomios ortogonales en el inter-
valo [a, b] está basado en la técnica de los Problemas de Momentos de Hausdorff,
cuya solución está en términos de la función asociada

s(z) =
α(z)ω(z) + β(z)
γ(z)ω(z) + δ(z)

,

donde ω pertenece a una cierta clase de funciones holomorfas (clase de funciones
R[a, b] y S[a, b], ver Anexo).

La relación que existe entre la función asociada s(z) y la función distribución
σ(z) es la siguiente:

Dado s ∈ R[a, b], la distribución σ satisface la ecuación

s(z) =
∫ b

a
(τ − z)−1dσ(τ)

y normalizado por la condición

σ(t) = (σ(t + 0) − σ(t − 0))/2, σ(0) = 0,

es determinado únicamente por la siguiente fórmula inversa de Stieltjes:

σ(t) =
1
π

lı́m
ε→0

∫ t

a
Im s(x + iε)dx, t ∈ [a, b].

Con esta notación el problema de momentos de Hausdorff puede formularse
como sigue:

Describir el conjunto R([a, b], {sj}kj=0) de la transformada de Stieltjes para toda
medida no negativa en M([a, b], {sj}kj=0)
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Las MR que utilizamos en el presente trabajo son las obtenidas en [3], [4].

Los polinomios ortogonales, caso matricial para el caso par de momentos, se
obtuvo como parte de una tesis de doctorado de H. Thiele (Universidad de Leipzig,
2006), [8].

Los polinomios ortogonales para el caso impar de momentos, en su versión
matricial, se anunciaron por primera vez por el Doctor. Abdón Choque Rivero en
el seminario CA “Ecuaciones de Fı́sica y Matemáticas del IFM“ en mayo del 2010.

En el desarrollo de la tesis, en particular en los capı́tulos 3 y 4 se usa la técnica
de la Desigualdad fundamental de Potapov [3], [4].

La organización de la tesis es como sigue: En el capı́tulo 1 se da la introducción
de la tesis. En el capı́tulo 2 describimos los conceptos del momento funcional y
la ortogonalidad de polinomios. En el capı́tulo 3 se calculan y se presentan los
polinomios ortogonales sobre un intervalo acotado en el caso par de momentos.
En el capı́tulo 4 se calculan y se presentan los polinomios ortogonales sobre un
intervalo acotado en el caso impar de momentos. Y en el capı́tulo 5 se muestran
las conclusiones, aplicaciones y aportaciones y al final de la tesis se incluye un
apéndice el cual se manejan conceptos y definiciones usadas en la tesis.



Capı́tulo 2

El momento Funcional y
Ortogonalidad

2.1. Momento Funcional

Los polinomios que consideraremos son polinomios con coeficientes reales.

Definición 2.1. Sea {μn}∞n=0 una sucesión de números reales, y definamos la siguiente
aplicación L : Π → R, donde Π es el espacio de los polinomios con coeficientes reales tal
que

L[xn] = μn, n = 0, 1, 2, . . .
L[α1π1(x) + α2π2(x)] = α1L[π1(x)] + α2L[π2(x)]

para todo número realαi y todo polinomioπi(x) (i = 1, 2). EntoncesL se llama el momento
funcional lineal determinado por la sucesión de momentos {μn}. El número μn se llama
el momento de orden n.

Ejemplo:

Sea μn =
1

n+1 , para n = 0, 1, 2, . . .

Consideremos el funcional L[xn] =
∫ 1

0
xndx.

La condición (i) se cumple directamente.

La condición (ii) se cumple por las propiedades de la integral.

De esto se sigue inmediatamente que si π(x) =
∑n

k=0 ckxk, entonces

L[π(x)] =
n∑

k=0

ckμk.
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Definición 2.2. Una sucesión {Pn(x)}∞n=0 se llama una sucesión de polinomios ortogonales
con respecto a un momento funcional L si para todo los enteros m y n no negativos se
satisfacen

(i) Pn(x) es un polinomio de grado n,

(ii) L [Pm(x)Pn(x)]= 0 para m � n,

(iii) L [P2
n(x)] � 0.

Una sucesión de polinomios ortogonales lo abreviaremos como SPO y usare-
mos la frase ”{Pn(x)} es una SPO para L”. De las condiciones (ii) y (iii) de la
definición (2.2) se observa que

L[Pm(x)Pn(x)] = Knδmn, Kn � 0.

Ahora notemos algunas equivalencias de la definición (2.2).

Teorema 2.1. Sea L un momento funcional y sea {Pn(x)} una sucesión de polinomios.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) {Pn(x)} es una SPO con respecto a L,

(b) L[π(x)Pn(x)] = 0 para todo polinomioπ(x) de grado m < n, mientras queL[π(x)Pn(x)] �
0 si m = n,

(c) L[xmPn(x)] = Knδmn, donde Kn � 0, m = 0, 1, . . . ,n.

Demostración
(a)⇒ (b)

Para demostrar esta implicación primero demostremos el siguiente lema

Lema 2.1. Sea Fj(x) una familia de ( j + 1) polinomios de grado j

F0(x),F1(x), . . . ,Fj(x)

entonces cualquier polinomio Qm(x) de grado m ≤ j se presentan de manera unı́voca como

Qm(x) = a0F0(x) + a1F1(x) + a2F2(x) + . . . + am−1Fm−1(x) + amFm(x), am � 0

Demostración:

Sea
Fk(x) = c(k)

0 + c(k)
1 x + c(k)

2 x2 + . . . + c(k−1)
k−1 xk−1 + c(k)

k xk, c(k)
k � 0

y sea
Qm(x) = q0 + q1x + q2x2 + . . . + qm−1xm−1 + qmxm, qm � 0
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Entonces

q0 + q1x + q2x2 + . . . + qm−1xm−1 + qmxm

= a0c(0)
0 + a1[c(1)

0 + c(1)
1 x] + a2[c(2)

0 + c(2)
1 x + c(2)

2 x2] + . . . +

am[c(m)
0 + c(m)

1 x + c(m)
2 x2 + . . . + c(m−1)

m−1 xm−1 + c(m)
m xm]

= a0c(0)
0 + a1c(1)

0 + a1c(1)
1 x + a2c(2)

0 + a2c(2)
1 x + a2c(2)

2 x2 + . . . +

amc(m)
0 + amc(m)

1 x + amc(m)
2 x2 + . . . + amc(m−1)

m−1 xm−1 + amc(m)
m xm

= [a0c(0)
0 + a1c(1)

0 + a2c(2)
0 + . . . + amc(m)

0 ] +

[a1c(1)
1 + a2c(2)

1 + . . . + amc(m)
1 ]x +

[a2c(2)
2 + a3c(3)

2 + . . . + amc(m)
2 ]x2 + . . . + amc(m)

m xm.

Igualando coeficientes tenemos,

a0c(0)
0 + a1c(1)

0 + a2c(2)
0 + . . . + amc(m)

0 = q0

a1c(1)
1 + a2c(2)

1 + . . . + amc(m)
1 = q1

a2c(2)
2 + . . . + amc(m)

2 = q2

... =
...

amc(m)
m = qm.

El cual es equivalente al siguiente sistema

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c(0)
0 c(1)

0 c(2)
0 . . . c(m)

0
0 c(1)

1 c(2)
1 . . . c(m)

1
0 0 c(2)

2 . . . c(m)
2

...
...

...
. . .

...
0 0 0 . . . c(m)

m

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸����������������������������︷︷����������������������������︸

A

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a0

a1

a2
...

am

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸︷︷︸

B

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

q0

q1

q2
...

qm

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸︷︷︸

C

.

Como c(k)
k � 0 para k = 0, . . . ,m y am � 0 y haciendo uso de las propiedades de

los determinantes obtenemos que det(A) � 0, lo que significa que el sistema tiene
una única solución para (a0, a1, . . . , am).

Con esto queda demostrado el Lema 2.1.

Ası́ que continuando con la demostración del teorema, tenemos por hipótesis
que {Pn(x)} es una SPO con respecto a L y haciendo uso del Lema 2.1, si π(x) es un
polinomio de grado m < n, entonces existen constantes ck tal que

π(x) =
m∑

k=0

ckPk(x), cm � 0.



4 2.- EL MOMENTO FUNCIONAL Y ORTOGONALIDAD

Multiplicamos ambos lados de la ecuación por Pn(x) y aplicando L, tenemos

L[π(x)Pn(x)] =
m∑

k=0

ckL[Pk(x)Pn(x)] = 0, si m < n,

= cnL[P2
n(x)] � 0, si m = n.

(b)⇒ (c)

ComoL[π(x)Pn(x)] = 0 para todo polinomioπ(x) de grado m < n, yL[π(x)Pn(x)] �
0 si m = n, entonces haciendo π(x) = Pm(x) y asociando ambas condiciones obten-
emos que L[xmPn(x)] = Knδmn, donde Kn � 0, m = 0, 1, . . . ,n.

(c)⇒ (a)

Para esta implicación demostraremos las condiciones (iii), (ii) y (i) de la defini-
ción (2.2) y sea L[xmPn(x)] = Knδmn, Kn � 0.

(iii) Notemos que xm es un polinomio de grado m, entonces haciendo m = n

L[
n∑

k=0

ckxkPn(x)] = L[xnPn(x)] = Kn � 0

por tanto L[P2
n(x)] � 0.

(ii) Para cualquier polinomio Pm(x) de grado menor que Pn(x) y por la definición
de δmn, L[Pm(x)Pn(x)] = 0.

(i) Vamos a mostrar que Pn(x) es un polinomio de grado n. Supongamos que
Pn(x) es de grado q, es decir;

Pn(x) = c0 + c1x + c2x2 + . . . + cqxq + 0xq+1 + 0xq+2 + . . . + 0xn

y tenemos por hipótesis que L[xmPn(x)] = Knδmn donde Kn � 0, m =
0, 1, . . . ,n.

L[xm
q∑

k=0

ckxk] =
q∑

k=0

ckL[xmxk] =
q∑

k=0

ckμm+k = Knδmn

el cual es equivalente al siguiente sistema
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⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

μ0 μ1 . . . μq

μ1 μ2 . . . μq+1
...

...
. . .

...
μq μq+1 . . . μ2q

μq+1 μq+2 . . . μ2q+1
...

...
. . .

...
μn μn+1 . . . μn+q

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸���������������������������︷︷���������������������������︸

A

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c0

c1
...

cq

0
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸︷︷︸

B

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0
...
0
0
...

Kn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸�︷︷�︸

C

.

Para que el sistema tenga solución debe cumplir que el

rg(A,C) = rg(A) (2.1)

esto por la compatibilidad del sistema (ver Apéndice).

Sea l el rango de A, denotado por rg(A) = l. Tenemos que l ≤ q+ 1 debido a que
la matriz A tiene q + 1 columnas (q < n).

Es puede de verificar (2.1) mediante el uso del método de Gauss-Jordan de la
matriz (A,C), es decir;⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

μ0 μ1 . . . μq 0
μ1 μ2 . . . μq+1 0
...

...
. . .

...
μq μq+1 . . . μ2q 0
μq+1 μq+2 . . . μ2q+1 0
...

...
. . .

...
...

μn μn+1 . . . μn+q Kn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≈

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

μ0 μ1 . . . μl−1 μl . . . μq 0
0 ĉ2 . . . ĉl ĉl+1 . . . ĉq 0
...
...
...

...
...

...
...
...

0 0 . . . ĉ2(l−1) ĉ2l . . . ĉ2q 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0 0
...
...
...

...
...

...
...
...

0 0 . . . 0 0 . . . 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

La ecuación (2.1) se satisface si la matriz A tiene rango completo, es decir
rg(A) = n + 1 entonces

n + 1 = rg(A,C) = rg(A) = n + 1.

Pero si rg(A) = n + 1 entonces det(A) = Δn � 0, por tanto Pn(x) es un polinomio
de grado n y con esto {Pn(x)} es una SPO con respecto a L. Ası́ se completa la
demostración del teorema.�

Teorema 2.2. Sea {Pn(x)} una SPO con respecto a L. Entonces para cada polinomio π(x)
de orden n,

π(x) =
n∑

k=0

ckPk(x)
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donde
ck =

L[π(x)Pk(x)]
L[P2

k(x)]
, k = 0, 1, 2, ...,n (2.2)

es decir que un polinomio cualquiera π(x) de orden n se puede escribir como combinación
lineal de los polinomios ortogonales.

Demostración

Sea π(x) un polinomio de grado n, entonces existen constantes ck tal que

π(x) =
n∑

k=0

ckPk(x), cn � 0.

Multiplicando ambos lados de la ecuación por Pm(x) y aplicando L obtenemos

L[π(x)Pm(x)] =
n∑

k=0

ckL[Pk(x)Pm(x)] = 0, para n < m,

= cmL[P2
m(x)], para n = m.

Como L[P2
m(x)] � 0, obtenemos (2.2).�

Corolario 2.1. Si {Pn(x)} es una SPO para L, entonces cada Pn(x) está determinado
únicamente por un factor arbitario no cero. Es decir, si {Qn(x)} es también una SPO para
L, entonces existen constantes cn � 0 tal que

Qn(x) = cnPn(x), n = 0, 1, 2, ... (2.3)

Demostración

Si {Qn(x)} es una SPO para L, entonces por el Teorema (2.1),

L[Pk(x)Qn(x)] = 0, para k < n.

Ası́, haciendo π(x) = Qn(x) en el Teorema (2.2), tenemos

Qn(x) =
n∑

k=0

ckPk(x) = c0P0(x) + c1P1(x) + ... + cnPn(x)
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y como

ck =
L[Qn(x)Pk(x)]
L[P2

k(x)]
, k = 0, 1, 2, ...,n.

entonces queda demostrado el corolario.�

OBS 1. Es claro que si {Pn(x)} es una SPO paraL, entonces también lo es {cnPn(x)}
para cada suceción de constantes cn � 0.

OBS 2. Ahora bien, si {Pn(x)} es una SPO y an denota el coeficiente principal de
Pn(x), entonces

P̂n(x) = a−1
n Pn(x)

nos da los correspondientes SPO mónicos, {P̂n(x)}.

2.2. Existencia de Sucesiones de Polinomios Ortogo-

nales

Definamos el siguiente determinante como

Δn = det
(
μi+ j

)n

i, j=0
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

μ0 μ1 . . . μn

μ1 μ2 . . . μn+1
...

...
. . .

...
μn μn+1 . . . μ2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2.4)

El siguiente teorema garantiza la existencia única de una sucesión de poli-
nomios ortogonales si y sólo si Δn � 0, n = 0, 1, 2, ....

Previamente mediante como ejemplo mostraremos que esta condición es im-
portante.

Ejemplo:

Sea L[xn] = an (n ≥ 0), y sea Pn(x) =
∑n

k=0 ckxk. De acuerdo al teorema 2.1 la
secuencia {Pn(x)} es una SPO si y solo si

L[xmPn(x)] =
n∑

k=0

ckak+m = Knδmn, Kn � 0, m ≤ n. (2.5)

Demostraremos que esta relación no se satisface. En efecto, reescribiendo en forma
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matricial (2.5), tenemos,
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 a . . . an−1

a a2 . . . an−2

...
...
. . .

...
an−1 an−2 . . . a2n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
︸������������������������︷︷������������������������︸

A

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
c0

c1
...

cn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
︸︷︷︸

B

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0
0
...

Kn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
︸︷︷︸

C

. (2.6)

Utilizando la propiedad de los determinantes, tenemos que∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a . . . an−1

a a2 . . . an−2

...
...
. . .

...
an−1 an−2 . . . a2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= an(n−1)/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
a a . . . a
...

...
. . .

...
a2n−2 a2n−2 . . . a2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Vemos que el det(A) = 0 o denotado de otra manera, Δn = 0. Este sistema
no tiene solución para n > 0 ya que rg(A,C) � rg(A). Por lo tanto mediante el
funcional dado no se puede construir una SPO.

Teorema 2.3. Sea L un momento funcional con una sucesión de momentos {μn}. Entonces
existe una SPO para L si y sólo si Δn � 0, n = 0, 1, 2, ...

Demostración
Supongase que existe una SPO para L, tenemos que probar que Δn � 0.

Entonces sea Pn(x) =
∑n

k=0 cnkxk, cnn � 0,
multiplicamos en ambos lados de la ecuación por xm y aplicando el funcional L

L[xmPn(x)] =
n∑

k=0

cnkμk+m = Knδmn, Kn � 0, m ≤ n. (2.7)

Esto último se sigue por la condición del Teorema (2.1), el cual es quivalente al
siguiente sistema

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
μ0 μ1 . . . μn

μ1 μ2 . . . μn+1
...

...
. . .

...
μn μn+1 . . . μ2n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
︸�����������������������︷︷�����������������������︸

A

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
cn0

cn1
...

cnn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
︸�︷︷�︸

B

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0
0
...

Kn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
︸︷︷︸

C

. (2.8)

Para que el sistema tenga solución el rg(A,C) = rg(A), pero resulta que el
rg(A) = n + 1 ya que C es combinación lineal de A, entonces det(A) = Δn � 0 y se
sigue entonces que es única.
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De manera recı́proca, supongamos queΔn � 0, y sea Pn(x) =
∑n

k=0 cnkxk, cnn � 0
entonces multiplicamos en ambos lados de la ecuación por xm y aplicando el
funcional L,

L[xmPn(x)] =
∑n

k=0 cnkμk+m = Kn, Kn � 0,

y por (c) del teorema 2.1 existe la SPO para L. �

Teorema 2.4. Sea {Pn(x)} una SPO para L.Entonces para cualquier polinomio π(x) de
grado n,

L[πn(x)Pn(x)] = anL[xnPn(x)] =
anbnΔn

Δn−1
, Δ−1 = 1, (2.9)

donde an denota el coeficiente principal de πn(x) y bn denota el coeficiente principal de
Pn(x).

Demostración

Sea
πn(x) = anxn + πn−1(x)

donde πn−1(x) es un polinomio de grado n − 1, entonces tenemos

L[πn(x)Pn(x)] = anL[xnPn(x)] + L[πn−1(x)Pn(x)]︸�������������︷︷�������������︸
0

= anL[xnPn(x)].

Entonces por (c) del teorema (2.1)

L[xmPn(x)] = Knδmn, Kn � 0

haciendo m = n
L[xnPn(x)] = Kn

donde Kn se puede calcular utilizando la Regla de Cramer (ver Apéndice) en la
ecuación (2.8), es decir

Kn =
cnnΔn

Δn−1
, n ≥ 1

válido para n = 0 y Δ−1 = 1.

Por tanto

L[πn(x)Pn(x)] = anL[xnPn(x)] = anKn = an
cnnΔn

Δn−1
.

Entonces haciendo cnn = bn se demuestra el teorema. �
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Corolario 2.2. [9] Sea {Pn(x)}n≥0 una sucesión de polinomios ortogonales asociado a la
distribución μ. Entonces

Pn(x) =
1√
Δn−1Δn

Dn(x) (2.10)

donde Dn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s0 s1 . . . sn

s1 s2 . . . sn+1
...

...
. . .

...
sn−1 sn . . . s2n−1

1 x . . . xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 1

D−1 = 1, D0 = 1

2.3. Problema de Momentos de Hamburger

En 1894 y 1895, Stieltjes propuso y resolvió completamente el siguiente prob-
lema que él denominó “Problema de Momentos“:

Dada una sucesión {sj}∞j=0 de números reales. Encontrar condiciones necesarias
y suficientes para exista una función σ(t) no decreciente sobre [0,∞) tal que∫ ∞

0
tjdσ(t) = sj, j = 0, 1, . . . ,n.

Posteriormente , en 1920-1921, H. Hamburger hizo la contribución de extender
al intervalo de integración a todo el eje real (−∞,∞):∫ +∞

−∞
tjdσ(t) = sj, j = 0, 1, . . . ,n.

Observación. Los problemas de momentos anteriores son determinados si su
solución es única, de otro modo se dice que es indeterminado.

Teorema 2.5. El problema de momentos de Hamburger tiene solución si y sólo si los
determinantes �k satisfacen

�k=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

μ0 μ1 . . . μn

μ1 μ2 . . . μn+1
...

...
. . .

...
μn μn+1 . . . μ2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≥ 0, k = 0, 1, 2, ...

Observación 1. En el caso donde �k> 0, k ∈N ∪ {0} la distribución σ(t) no es
única, es decir, una misma sucesión de momentos pueda representarse mediante
una cantidad no numerable de distribuciones diferentes.
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2.4. Problema de Momentos de Hausdorff Truncado

Dados s0, s1, . . . , sn ∈ R o C una sucesión de momentos, hallar el conjunto
de medidas positivas σ(t) (funciones no decrecientes (ver Apéndice)) tal que

sj =

∫ b

a
tjdσ(t), j = 0, 1, . . .n.

En esta tesis no consideramos el problema de hallar σ(t), más bien, nuestro
objetivo es construir los polinomios ortogonales directamente de los momentos.

Usualmente en lugar de buscar σ(t), se busca una función holomorfa enC\[a, b]
denominada la función asociada I(σ, z):

I(σ, z) =
α(z)ω(z) + β(z)
γ(z)ω(z) + δ(z)

donde ω es una función analı́tica arbitraria ω : C+ −→ C+ ∪ {∞} tal que cuando

n = 2 j + 1, ω(z) =
∫ b

a

dμ(t)
t − z

, ∀ j ∈N ∪ {0}

y

n = 2 j, ω(z) = (b − z)
∫ b

a

dμ(t)
t − z

, ∀ j ∈N.

μ(t) recorre el conjunto de todas las medidas positivas sobre [a, b]

Teorema 2.6. El problema de momentos de Hausdorff tiene solución con un número finito
de momentos s0, s1, . . . , sk si y sólo si:

a) en el caso par de momentos, es decir, cuando k = 2 j, las matrices H1, j y H2, j son
positivas semidefinidas. Estas matrices están definidas en la sección 3.1.

b) en el caso impar de momentos, es decir, cuando k = 2 j + 1, las matrices H1, j y H2, j

son positivas semidefinidas. Estas matrices están definidas en la sección 4.1.

Demostración
La demostración se encuentra en [7].

En adelante vamos a asumir que H1, j y H2, j son positivos definidos. Esta condi-
ción garantiza la existencia de un número infinito de soluciones del problema de
momentos de Hausdorff, (ver [7]).
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2.5. Matrix resolvente

La matriz resolvente, introducida por M.G.Krein [7], representa una matriz
polinomial 2 × 2 de la forma

Uj(z) =
(
α j(z) β j(z)
γ j(z) δ j(z)

)
, j ∈N.

Donde α, β, γ y δ son polinomios de grado menor o igual a j.

A continuación describimos las matrices resolventes que corresponden al prob-
lema de momentos de Hausdorff en las casos par e impar de momentos, ver [3],[4].

Para el problema de momentos de Hausdorff, caso par de momentos es decir;
s0, s1, . . . , s2 j+1, j ≥ 0, la MR tiene la forma:

Vj(z) =
[

1 − (z − a)u∗2, j[Rj(z̄)]∗H−1
2, jRj(a)vj u∗1, j[Rj(z̄)]∗H−1

1, jRj(a)u1, j

−(b − z)(z − a)v∗j[Rj(z̄)]∗H−1
2, jRj(a)vj 1 + (z − a)v∗j[Rj(z̄)]∗H−1

1, jRj(a)u1, j

]

donde los elementos de esta matriz se describen en la sección (3.1), suponemos
que H2, j y H1, j son positivos definidos, es decir, existe la inversa de ambas matrices.

Para el problema de momentos de Hausdorff, caso impar de momentos es
decir; s0, s1, . . . , s2n, n ≥ 0, la MR tiene la forma:

U1,n(z) =
[
αn(z) βn(z)
γn(z) δn(z)

]
,

donde

αn(z) = 1 − (z − a)u∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)v1,n,

βn(z) = (b − a)−1{s0 + (u∗2,n + zs0v∗2,n)[R2,n(z̄)]∗H−1
2,nR2,n(a)(u2,n + av2,ns0)},

γn(z) = −(z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)v1,n,

δn(z) = (b − z)(b − a)−1{1 + (z − a)v∗2,n[R2,n(z̄)]∗H−1
2,nR2,n(a)(u2,n + av2,ns0)}.

los elementos de esta matriz también se describen en la sección 4.1.

Un objetivo importante de esta tesis consiste en hallar una representación
de la MR mediante polinomios ortogonales y polinomios de segunda especie,
por ejemplo, en el caso impar de momentos demostraremos que la MR tiene la
siguiente forma:
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αn(z) = 1 − (z − a)
n∑

j=0

Q∗1, j(z̄)P1, j(a),

βn(z) = (b − a)−1{s0 +

n∑
j=0

Q∗2, j(z̄)Q2, j(a)},

γn(z) = −(z − a)
n∑

j=0

P∗1, j(z̄)P1, j(a),

δn(z) = (b − z)(b − a)−1{1 + (z − a)
n∑

j=0

P∗2, j(z̄)Q2, j(a)}.

aquı́ Qk, j y Pk, j para k = {1, 2}, j ∈N ∪ {0} se describen en (3.21) y (3.22).

La equivalencia de estas dos últimas formas las demostraremos en la sección
4.1 y 4.2.



Capı́tulo 3

Polinomios ortogonales sobre un
intervalo acotado. Caso par de
momentos

En este capı́tulo obtendremos los polinomios ortogonales, a partir de la matriz
resolvente en el caso par de momentos, es decir cuando tenemos los momentos
s0, s1, . . . , s2 j+1, j ≥ 0.

El resultado principal de este capı́tulo, los teoremas 3.1 y 3.2, se obtuvieron
como parte de la Tesis de doctorado H.Thiele, Universidad de Leipzig, 2006. En
este capı́tulo se utiliza la matriz resolvente que aparecen en el trabajo [3].

3.1. Matrices auxiliares

Sean los momentos s0, s1, s2, . . . , s2 j+1, j ≥ 0. Entonces para a < b y ∀ j ∈
{0, 1, . . . ,n} definimos las matrices

Hj = [sk+l]
j
k,l=0, Kj = [sk+l+1] j

k.l=0,

H1, j = −aHj + Kj, y H2, j = bHj − Kj,

Sea

u1,0 = −s0, (3.1)
u2,0 = s0, (3.2)

v0 = 1, (3.3)
T0 = 0. (3.4)

Ası́ para todo j ∈ {1, 2, . . . ,n}
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u1, j = −

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

s0

s1

s2
...
sj

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+ a

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
s0

s1
...

sj−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, u2, j =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

s0

s1

s2
...
sj

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
− b

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
s0

s1
...

sj−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (3.5)

vj =

[
1

0 j×1

]
, (3.6)

y

Tj =

[
01× j 0
Ij 0 j×1

]
. (3.7)

Sea Rj : C −→ C( j+1)×( j+1) tal que ∀ j ∈ {1, 2, . . . ,n}

Rj(z) = (I − zTj)−1 (3.8)

Ejemplo:

H0 = s0, H1 =

[
s0 s1

s1 s2

]
, H2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
s0 s1 s2

s1 s2 s3

s2 s3 s4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

K0 = s1, K1 =

[
s1 s2

s2 s3

]
, K2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
s1 s2 s3

s2 s3 s4

s3 s4 s5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

H1,0 = −as0 + s1, H1,1 = −a
[

s0 s1

s1 s2

]
+

[
s1 s2

s2 s3

]
.

H2,0 = bs0 − s1, H2,1 = b
[

s0 s1

s1 s2

]
−

[
s1 s2

s2 s3

]
.

La matriz resolvente ∀ j ∈ {0, 1, . . . ,n}.
De aquı́ en adelante asumimos que H1, j > 0 y H2, j > 0.

Vj(z) =
[

1 − (z − a)u∗2, j[Rj(z̄)]∗H−1
2, jRj(a)vj u∗1, j[Rj(z̄)]∗H−1

1, jRj(a)u1, j

−(b − z)(z − a)v∗j[Rj(z̄)]∗H−1
2, jRj(a)vj 1 + (z − a)v∗j[Rj(z̄)]∗H−1

1, jRj(a)u1, j

]
(3.9)

Introducimos
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Y1, j = −a

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
sj

sj+1
...

s2 j−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
sj+1

sj+2
...

s2 j

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Y2, j = b

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
sj

sj+1
...

s2 j−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
−

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
sj+1

sj+2
...

s2 j

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (3.10)

D1, j = −as2 j + s2 j+1 y D2, j = bs2 j − s2 j+1. (3.11)

H1, j =

[
H1, j−1 Y1, j

Y∗1, j D1, j

]
y H2, j =

[
H2, j−1 Y2, j

Y∗2, j D2, j

]
(3.12)

Ası́ para ∀ j ∈ {1, 2, . . . ,n} y k ∈ {1, 2}

Hk, j =

[
Hk, j−1 Yk, j

Y∗k, j Dk, j

]
(3.13)

donde Hk, j es una matriz Hermitiana, entonces

Hk, j =

[
Hk, j−1 Yk, j

Y∗k, j Y∗k, jH
−1
k, j−1Yk, j +Dk, j − Y∗k, jH

−1
k, j−1Yk, j

]

donde Lk, j = Dk, j − Y∗k, jH
−1
k, j−1Yk, j > 0

=

[
Hk, j−1 Yk, j

Y∗k, j Y∗k, jH
−1
k, j−1Yk, j + Lk, j

]

=

[
Hk, j−1 0
Y∗k, j Y∗k, j

] [
1 H−1

k, j−1Yk, j

0 1

]

=

[
1 0

Y∗k, jH
−1
k, j−1 1

] [
Hk, j−1 0

0 Lk, j

] [
1 H−1

k, j−1Yk, j

0 1

]
.

Por lo tanto

Hk, j =

[
1 0

Y∗k, jH
−1
k, j−1 1

] [
Hk, j−1 0

0 Lk, j

] [
1 H−1

k, j−1Yk, j

0 1

]
. (3.14)

Para calcular la inversa de Hk, j, hagamos

A =
[

1 0
Y∗k, jH

−1
k, j−1 1

]
, B =

[
Hk, j−1 0

0 Lk, j

]
, C =

[
1 H−1

k, j−1Yk, j

0 1

]
.
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Entonces

H−1
k, j = (ABC)−1 = C−1B−1A−1.

donde

A−1 =

[
1 0

−Y∗k, jH
−1
k, j−1 1

]
, B−1 =

[
H−1

k, j−1 0
0 L−1

k, j

]
, C−1 =

[
1 −H−1

k, j−1Yk, j

0 1

]
.

Ası́

H−1
k, j =

[
1 −H−1

k, j−1

0 1

] [
H−1

k, j−1 0
0 L−1

k, j

] [
1 0

−Y∗k, jH
−1
k, j−1 1

]

=

[
H−1

k, j−1 +H−1
k, j−1Yk, jL−1

k, jY
∗
k, jH

−1
k, j−1 −H−1

k, j−1Yk, jL−1
k, j

−L−1
k, jY

∗
k, jH

−1
k, j−1 L−1

k, j

]

=

[
H−1

k, j−1 0
0 0

]
+

[
H−1

k, j−1Yk, jL−1
k, jY

∗
k, jH

−1
k, j−1 −H−1

k, j−1Yk, j

−L−1
k, jY

∗
k, jH

−1
k, j−1 L−1

k, j

]

=

[
H−1

k, j−1 0
0 0

]
+

[ −H−1
k, j−1Yk, j

1

]
L−1

k, j [−Y∗k, jH
−1
k, j−1, 1].

Por lo tanto

H−1
k, j =

[
H−1

k, j−1 0
0 0

]
+

[ −H−1
k, j−1Yk, j

1

]
L−1

k, j [−Y∗k, jH
−1
k, j−1, 1]. (3.15)

De la ecuación (3.9) podemos escribir la matriz resolvente de la siguiente forma

Vj(z) =
[
α j(z) β j(z)
γ j(z) δ j(z)

]
, (3.16)

donde
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α j(z) = 1 − (z − a)u∗2, j[Rj(z̄)]∗H−1
2, jRj(a)vj

= 1 − (z − a)u∗2, j[Rj(z̄)]∗
([

H−1
2, j−1 0
0 0

]
+

[ −H−1
2, j−1Y2, j

1

]
L−1

2, j[−Y∗2, jH
−1
2, j−1, 1]

)
Rj(a)vj

= 1 − (z − a)u∗2, j[Rj(z̄)]∗
[

H−1
2, j−1 0
0 0

]
Rj(a)vj

−(z − a)u∗2, j[Rj(z̄)]∗
[ −H−1

2, j−1Y2, j

1

]
L−1

2, j[−Y∗2, jH
−1
2, j−1, 1]Rj(a)vj

= α j−1(z) − (z − a)u∗2, j[Rj(z̄)]∗
[ −H−1

2, j−1Y2, j

1

]
L−1

2, j[−Y∗2, jH
−1
2, j−1, 1]Rj(a)vj. (3.17)

β j(z) = u∗1, j[Rj(z̄)]∗H−1
1, jRj(a)u1, j

= u∗1, j[Rj(z̄)]∗
([

H−1
1, j−1 0
0 0

]
+

[ −H−1
1, j−1Y1, j

1

]
L−1

1, j[−Y∗1, jH
−1
1, j−1, 1]

)
Rj(a)u1, j

= u∗1, j[Rj(z̄)]∗
[

H−1
1, j−1 0
0 0

]
Rj(a)u1, j

+u∗1, j[Rj(z̄)]∗
[ −H−1

1, j−1Y1, j

1

]
L−1

1, j[−Y∗1, jH
−1
1, j−1, 1]Rj(a)u1, j

= β j−1(z) + u∗1, j[Rj(z̄)]∗
[ −H−1

1, j−1Y1, j

1

]
L−1

1, j[−Y∗1, jH
−1
1, j−1, 1]Rj(a)u1, j. (3.18)

γ j(z) = −(b − z)(z − a)v∗j[Rj(z̄)]∗H−1
2, jRj(a)vj

= −(b − z)(z − a)v∗j[Rj(z̄)]∗
([

H−1
2, j−1 0
0 0

]
+

[ −H−1
2, j−1Y2, j

1

]
L−1

2, j[−Y∗2, jH
−1
2, j−1, 1]

)
Rj(a)vj

= −(b − z)(z − a)v∗j[Rj(z̄)]∗
[

H−1
2, j−1 0
0 0

]
Rj(a)vj

−(b − z)(z − a)v∗j[Rj(z̄)]∗
[ −H−1

2, j−1Y2, j

1

]
L−1

2, j[−Y∗2, jH
−1
2, j−1, 1]Rj(a)vj

= γ j−1(z) − (b − z)(z − a)v∗j[Rj(z̄)]∗
[ −H−1

2, j−1Y2, j

1

]
L−1

2, j[−Y∗2, jH
−1
2, j−1, 1]Rj(a)vj. (3.19)
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δ j(z) = 1 + (z − a)v∗j[Rj(z̄)]∗H−1
1, jRj(a)u1, j

= 1 + (z − a)v∗j[Rj(z̄)]∗
([

H−1
1, j−1 0
0 0

]
+

[ −H−1
1, j−1Y1, j

1

]
L−1

1, j[−Y∗1, jH
−1
1, j−1, 1]

)
Rj(a)u1, j

= 1 + (z − a)v∗j[Rj(z̄)]∗
[

H−1
1, j−1 0
0 0

]
Rj(a)u1, j

+(z − a)v∗j[Rj(z̄)]∗
[ −H−1

1, j−1Y1, j

1

]
L−1

1, j[−Y∗1, jH
−1
1, j−1, 1]Rj(a)u1, j

= δ j−1(z) + (z − a)v∗j[Rj(z̄)]∗
[ −H−1

1, j−1Y1, j

1

]
L−1

1, j[−Y∗1, jH
−1
1, j−1, 1]Rj(a)u1, j. (3.20)

3.2. Polinomios ortogonales. Caso par

Ya que Hk, j > 0 y Lk, j = Dk, j − Y∗k, jH
−1
k, j−1Yk, j > 0 entonces definimos los

polinomios como

P1,0(z) = (−as0 + s1)−1/2,

P2,0(z) = (bs0 − s1)−1/2,

Q1,0(z) = −(−as0 + s1)−1/2s0,

Q2,0(z) = (bs0 − s1)−1/2s0.

Pk, j(z) = (Dk, j − Y∗k, jH
−1
k, j−1Yk, j)−1/2[−Y∗k, jH

−1
k, j−1, 1]Rj(z)vj

= (Lk, j)−1/2[−Y∗k, jH
−1
k, j−1, 1]Rj(z)vj, (3.21)

Qk, j(z) = (Dk, j − Y∗k, jH
−1
k, j−1Yk, j)−1/2[−Y∗k, jH

−1
k, j−1, 1]Rj(z)uk, j

= (Lk, j)−1/2[−Y∗k, jH
−1
k, j−1, 1]Rj(z)uk, j, (3.22)

para k ∈ {1, 2} y para todo j ∈ {1, 2, 3, ...}. Los Pk, j(z) y Qk, j(z) son polinomios ya
que
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(Lk, j)−1/2 −→ es un escalar

[−Y∗k, jH
−1
k, j−1, 1] −→ es un vector fila

Rj(z) −→ es una matriz
uk, j −→ es un vector columna

P∗k, j(z̄) = [(Lk, j)−1/2[−Y∗k, jH
−1
k, j−1, 1]Rk, j(z̄)vk, j]∗

= v∗j[Rj(z̄)]∗
[ −H−1

k, j−1Yk, j

1

]
(Lk, j)−1/2, (3.23)

Q∗k, j(z̄) = [(Lk, j)−1/2[−Y∗k, jH
−1
k, j−1, 1]Rk, j(z̄)vk, j]∗

= u∗k, j[Rj(z̄)]∗
[ −H−1

k, j−1Yk, j

1

]
(Lk, j)−1/2. (3.24)

Lema 3.1. La matriz resolvente (3.9) admite la siguiente forma de escritura

Vj(z) =
(

1 0
0 1

)
+

j∑
k=0

[ −(z − a)Q∗2,k(z̄)P2,k(a) Q∗1,k(z̄)Q1,k(a)
−(b − z)(z − a)P∗2,k(z̄)P2,k(a) (z − a)P∗1,k(z̄)Q1,k(a)

]
. (3.25)

Demostración

Para demostrar el lema, vamos recurrir a las ecuaciones (3.17)- (3.20) el cual
podemos notar que se transforman en lo siguiente

α j(z) = α j−1(z) − (z − a)u∗2, j[Rj(z̄)]∗
[ −H−1

2, j−1Y2, j

1

]
L−1

2, j[−Y∗2, jH
−1
2, j−1, 1]Rj(a)vj

= α j−1(z) − (z − a)u∗2, j[Rj(z̄)]∗
[ −H−1

2, j−1Y2, j

1

]
L−1/2

2, j L−1/2
2, j [−Y∗2, jH

−1
2, j−1, 1]Rj(a)vj

= α j−1(z) − (z − a) u∗2, j[Rj(z̄)]∗
[ −H−1

2, j−1Y2, j

1

]
L−1/2

2, j︸���������������������������������︷︷���������������������������������︸
Q∗2, j(z̄)

L−1/2
2, j [−Y∗2, jH

−1
2, j−1, 1]Rj(a)vj︸���������������������������︷︷���������������������������︸

P2, j(a)

= α j−1(z) − (z − a)Q∗2, j(z̄)P2, j(a), (3.26)
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β j(z) = β j−1(z) + u∗1, j[Rj(z̄)]∗
[ −H−1

1, j−1Y1, j

1

]
L−1

1, j[−Y∗1, jH
−1
1, j−1, 1]Rj(a)u1, j

= β j−1(z) + u∗1, j[Rj(z̄)]∗
[ −H−1

1, j−1Y1, j

1

]
L−1/2

1, j︸���������������������������������︷︷���������������������������������︸
Q∗1, j(z̄)

L−1/2
1, j [−Y∗1, jH

−1
1, j−1, 1]Rj(a)u1, j︸�����������������������������︷︷�����������������������������︸

Q1, j(a)

= β j−1(z) +Q∗1, j(z̄)Q1, j(a), (3.27)

γ j(z) = γ j−1(z) − (b − z)(z − a)v∗j[Rj(z̄)]∗
[ −H−1

2, j−1Y2, j

1

]
L−1

2, j[−Y∗2, jH
−1
2, j−1, 1]Rj(a)vj

= γ j−1(z) − (b − z)(z − a) v∗j[Rj(z̄)]∗
[ −H−1

2, j−1Y2, j

1

]
L−1/2

2, j︸�������������������������������︷︷�������������������������������︸
P∗2, j(z̄)

L−1/2
2, j [−Y∗2, jH

−1
2, j−1, 1]Rj(a)vj︸���������������������������︷︷���������������������������︸

P2, j(a)

= γ j−1(z) − (b − z)(z − a)P∗2, j(z̄)P2, j(a), (3.28)

δ j(z) = δ j−1(z) + (z − a)v∗j[Rj(z̄)]∗
[ −H−1

1, j−1Y1, j

1

]
L−1

1, j[−Y∗1, jH
−1
1, j−1, 1]Rj(a)u1, j

= δ j−1(z) + (z − a) v∗j[Rj(z̄)]∗
[ −H−1

1, j−1Y1, j

1

]
L−1/2

1, j︸�������������������������������︷︷�������������������������������︸
P∗1, j(z̄)

L−1/2
1, j [−Y∗1, jH

−1
1, j−1, 1]Rj(a)u1, j︸�����������������������������︷︷�����������������������������︸

Q1, j(a)

= δ j−1(z) + (z − a)P∗1, j(z̄)Q1, j(a). (3.29)

Por lo tanto la ecuación (3.16) se transforma en lo siguiente

Vj(z) =
[

α j−1(z) − (z − a)Q∗2, j(z̄)P2, j(a) β j−1(z) +Q∗1, j(z̄)Q1, j(a)
γ j−1(z) − (b − z)(z − a)P∗2, j(z̄)P2, j(a) δ j−1(z) + (z − a)P∗1, j(z̄)Q1, j(a)

]

=

[
α j−1(z) β j−1(z)
γ j−1(z) δ j−1(z)

]
+

[ −(z − a)Q∗2, j(z̄)P2, j(a) Q∗1, j(z̄)Q1, j(a)
−(b − z)(z − a)P∗2, j(z̄)P2, j(a) (z − a)P∗1, j(z̄)Q1, j(a)

]

=

[
1 − (z − a)Q∗2, j(z̄)P2, j(a) Q∗1, j(z̄)Q1, j(a)
−(b − z)(z − a)P∗2, j(z̄)P2, j(a) 1 + (z − a)P∗1, j(z̄)Q1, j(a)

]
.

Por tanto ∀ z ∈ C la matriz resolvente Vj tiene la forma:
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Vj(z) =
(

1 0
0 1

)
+

j∑
k=0

[ −(z − a)Q∗2,k(z̄)P2,k(a) Q∗1,k(z̄)Q1,k(a)
−(b − z)(z − a)P∗2,k(z̄)P2,k(a) (z − a)P∗1,k(z̄)Q1,k(a)

]
.�

Lema 3.2. El siguiente resultado es válido

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∫ b

a

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
t
...
tn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
dσ(t)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
t
...

tm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∗⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−as0 + s1 −as1 + s2 · · · −asm + sm+1

−as1 + s2 −as2 + s3 · · · −asm+1 + sm+2
...

...
. . .

...
−asn−1 + sn −asn + sn+1 · · · −asn+m−1 + sn+m

−asn + sn+1 −asn+1 + sn+2 · · · −asn+m + sn+m+1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Demostración

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∫ b

a

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
t
...
tn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
dσ(t)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
t
...

tm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∗⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∫ b

a

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
dσ(t) tdσ(t) · · · tmdσ(t)
tdσ(t) t2dσ(t) · · · tm+1dσ(t)
...

...
. . .

...
tndσ(t) tn+1dσ(t) · · · tn+mdσ(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∫ b

a
dσ(t)

∫ b

a
tdσ(t) · · · ∫ b

a
tmdσ(t)∫ b

a
tdσ(t)

∫ b

a
t2dσ(t) · · · ∫ b

a
tm+1dσ(t)

...
...

. . .
...∫ b

a
tndσ(t)

∫ b

a
tn+1dσ(t) · · · ∫ b

a
tn+mdσ(t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−as0 + s1 −as1 + s2 · · · −asm + sm+1

−as1 + s2 −as2 + s3 · · · −asm+1 + sm+2
...

...
. . .

...
−asn + sn+1 −asn+1 + sn+2 · · · −asn+m + sn+m+1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.�

Lema 3.3. Es válida la siguiente identidad

H−1
1,n−1W =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 1
0 0 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, ∀n ∈N.
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Demostración

W = H1,n−1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 1
0 0 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−as0 + s1 −as1 + s2 · · · −asm−1 + sm

−as1 + s2 −as2 + s3 · · · −asm + sm+1
...

...
. . .

...
−asn−1 + sn −asn + sn+1 · · · −asn+m−2 + sn+m−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 1
0 0 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−as0 + s1 −as1 + s2 · · · −asm + sm+1

−as1 + s2 −as2 + s3 · · · −asm+1 + sm+2
...

...
. . .

...
−asn + sn+1 −asn+1 + sn+2 · · · −asn+m−1 + sn+m

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.�

Lema 3.4. Es cierta la siguiente identidad

[−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−as0 + s1 −as1 + s2 · · · −asm + sm+1

−as1 + s2 −as2 + s3 · · · −asm+1 + sm+2
...

...
. . .

...
−asn + sn+1 −asn+1 + sn+2 · · · −asn+m + sn+m+1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 0.

Demostración

[−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−as0 + s1 −as1 + s2 · · · −asm + sm+1

−as1 + s2 −as2 + s3 · · · −asm+1 + sm+2
...

...
. . .

...
−asn + sn+1 −asn+1 + sn+2 · · · −asn+m + sn+m+1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=
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= [−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]

(
W

(−asn + sn+1,−asn+1 + sn+2, · · · ,−asn+m + sn+m+1)

)

= −Y∗1,nH−1
1,n−1W + (−asn + sn+1,−asn+1 + sn+2, · · · ,−asn+m + sn+m+1)

= −Y∗1,n

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 1
0 0 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+ (−asn + sn+1,−asn+1 + sn+2, · · · ,−asn+m + sn+m+1)

= −(−asn + sn+1,−asn+1 + sn+2, · · · ,−asn+m + sn+m+1)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 1
0 0 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+(−asn + sn+1,−asn+1 + sn+2, · · · ,−asn+m + sn+m+1)

= −(−asn + sn+1,−asn+1 + sn+2, · · · ,−asn+m + sn+m+1)
+(−asn + sn+1,−asn+1 + sn+2, · · · ,−asn+m + sn+m+1)

= 0.�

Teorema 3.1. Sea H1,n positiva hermitiana . Sea σ(t) una función monótona no decreciente
sobre [a, b] tal que ∀ j ∈ {0, 1, . . . , 2n} existe la integral

∫ b

a
dσ(t) y

∫ b

a
tjdσ(t) = −asj + sj+1

entonces los polinomios {P1, j}2n
j=0 son ortogonales respecto a σ(t).

Demostración

Sea n,m ∈N con n > m
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∫ b

a
P1,n(t)dσ(t)P∗1,m(t) =

=

∫ b

a
L−1/2

1,n [−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]Rn(t)vndσ(t)

(
L−1/2

1,m [−Y∗1,mH−1
1,m−1, 1]Rm(t)vm

)∗

=

∫ b

a
L−1/2

1,n [−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]Rn(t)vndσ(t)(Rm(t)vm)∗

(
L−1/2

1,m [−Y∗1,mH−1
1,m−1, 1]

)∗

= L−1/2
1,n [−Y∗1,nH−1

1,n−1, 1]
(∫ b

a
Rn(t)vndσ(t)(Rm(t)vm)∗

) (
L−1/2

1,m [−Y∗1,mH−1
1,m−1, 1]

)∗

= L−1/2
1,n [−Y∗1,nH−1

1,n−1, 1]
(∫ b

a
Rn(t)vndσ(t)(Rm(t)vm)∗

) (
[−Y∗1,mH−1

1,m−1, 1]
)∗

L−1/2
1,m

= L−1/2
1,n [−Y∗1,nH−1

1,n−1, 1]
(∫ b

a
Rn(t)vndσ(t)(Rm(t)vm)∗

) [ −H−1
1,m−1Y1,m

1

]
L−1/2

1,m

= L−1/2
1,n [−Y∗1,nH−1

1,n−1, 1]

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∫ b

a

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
t
...
tn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
dσ(t)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
t
...

tm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∗⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
[ −H−1

1,m−1Y1,m

1

]
L−1/2

1,m .

Por el lema 3.2, 3.3 y 3.4, tenemos,

∫ b

a
P1,n(t)dσ(t)P∗1,m(t) = 0.�

El teorema queda demostrado.

De manera análoga se puede demostrar que
∫ b

a
P1,n(t)dσ(t)P∗1,0(t) = 0, ∀ j ∈ {1, 2, . . . ,n}.

Cuando n,m ∈N ∪ {0} con n < m∫ b

a
P1,n(t)dσ(t)P∗1,m(t) =

(∫ b

a
P1,m(t)dσ(t)P∗1,n(t)

)∗
= 0.

Teorema 3.2. Sea H2,n positiva hermitiana. Sea σ(t) una medida no negativa sobre [a, b]
tal que ∀ j ∈ {0, 1, ..., 2n} existe la integral

∫ b

a
tjdσ(t) y

∫ b

a
tjdσ(t) = bsj − sj+1

entonces los polinomios {P2, j}2n
j=0 son ortogonales respecto a σ(t).
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Demostración

La demostración es análoga al teorema anterior.�

3.3. Ejemplo

Ahora apliquemos los teoremas anteriores para obtener los polinomios clásicos
de Legendre en el intervalo [0, 1], sean dados a = 0, b = 1 y los momentos

s0 = 1, s1 =
1
2
, s2 =

1
3
, s3 =

1
4
, s4 =

1
5
, s5 =

1
6
, s6 =

1
7

H1,0 =
1
2
, H1,1 =

[
1
2

1
3

1
3

1
4

]
, H1,2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
2

1
3

1
4

1
3

1
4

1
5

1
4

1
5

1
6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

H2,0 = 1, H2,1 =

[
1 1

2
1
2

1
3

]
, H2,2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1

2
1
3

1
2

1
3

1
4

1
3

1
4

1
5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Y podemos verificar que los Hk,n son definidos positivos de acuerdo al criterio
de Silvester.

D1,1 =
1
4
, D1,2 =

1
6
, D1,3 =

1
8

D2,1 =
1
12
, D2,2 =

1
30
, D2,3 =

1
56

Tomando en cuenta (3.1),(3.2),(3.4),(3.6) encontramos los siguientes elementos
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Y1,1 =
1
3
, Y1,2 =

(
1
4
1
5

)
, Y1,3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1
5
1
6
1
7

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Y2,1 =
1
6
, Y2,2 =

(
1

12
1

20

)
, Y2,3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

20
1

30
1

42

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

R0(z) = 1, R1(z) =
(

1 0
z 1

)
, R2(z) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0
z 1 0
z2 z 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

u1,0 = −1, u1,1 =

( −1
−1

2

)
, u1,2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−1
−1

2−1
3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

u2,0 = 1, u2,1 =

(
1
−1

2

)
, u2,2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1
−1

2−1
6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

v0 = 1, v1 =

(
1
0

)
, v2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Sea V2(z) la matriz resolvente, escrito para j = 2

V2(z) =
(

1 − zu∗2,2[R2(z̄)]∗H−1
2,2R2(0)v2 u∗1,2[R2(z̄)]∗H−1

1,2R2(0)u1,2

−(1 − z)zv∗2[R2(z̄)]∗H−1
2,2R2(0)v2 1 + zv∗2[R2(z̄)]∗H−1

1,2R2(0)u1,2

)

Sea la matriz resolvente para j = 2 en término de los polinomios ortogonales.

V2(z) =
(

1 0
0 1

)
+

2∑
k=0

( −zQ∗2,k(z̄)P2,k(0) Q∗1,k(z̄)Q1,k(0)
−(1 − z)zP∗2,k(z̄)P2,k(0) zP∗1,k(z̄)Q1,k(0)

)
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P1,0(t) =
√

2.

P1,1(t) = 6
(
−2

3
+ t

)
.

P1,2(t) = 10
√

6
( 3
10
− 6t

5
+ t2

)
.

P2,0(t) =
√

2.

P2,1(t) = 6
(
−1

3
+ t

)
.

P2,2(t) = 10
√

6
( 1
10
− 4t

5
+ t2

)
.

El polinomio P1,n(t), n ≥ 0 es ortogonal respecto a la medida dσ(t) = tdt en el
intervalo [0, 1], es decir;

∫ 1

0
tP1, jP1,sdt = 0, j � s.

∫ 1

0
tP1,0P1,1dt =

∫ 1

0
6
√

2t
[
−2

3
+ t

]
dt

= 6
√

2
[
−2

3

∫ 1

0
tdt +

∫ 1

0
t2dt

]

= 6
√

2
[
−2

3

(1
2

)
+

1
3

]
= 0.∫ 1

0
tP1,0P1,2dt =

∫ 1

0
10
√

12t
[ 3
10
− 6t

5
+ t2

]
dt

= 10
√

12
[

3
10

∫ 1

0
tdt − 6

5

∫ 1

0
t2dt +

∫ 1

0
t3dt

]

= 10
√

12
[ 3
10

(1
2

)
− 6

5

(1
3

)
+

1
4

]
= 0.∫ 1

0
tP1,1P1,2dt =

∫ 1

0
60
√

6t
(
−2

3
+ t

) ( 3
10
− 6t

5
+ t2

)
dt

= 60
√

6
[
−1

5

∫ 1

0
tdt +

11
10

∫ 1

0
t2dt − 28

15

∫ 1

0
t3dt +

∫ 1

0
t4dt

]

= 60
√

6
[
−1

5

(1
2

)
+

11
10

(1
3

)
− 28

15

(1
4

)
+

(1
5

)]
= 0.
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De igual forma el polinomio P2,n(t), n ≥ 0 es ortogonal respecto a la medida
dσ(t) = (1 − t)dt en el intervalo [0, 1], es decir;

∫ 1

0
(1 − t)P2, jP2,sdt = 0, j � s.

∫ 1

0
(1 − t)P2,0P2,1dt =

∫ 1

0
6
√

2(1 − t)
[
−1

3
+ t

]
dt

= 6
√

2
[
−1

3

∫ 1

0
dt +

4
3

∫ 1

0
tdt −

∫ 1

0
t2dt

]

= 6
√

2
[
−1

3
+

4
3

(1
2

)
−

(1
3

)]
= 0.∫ 1

0
(1 − t)P2,0P2,2dt =

∫ 1

0
10
√

12(1 − t)
[ 1
10
− 4t

5
+ t2

]
dt

= 0.∫ 1

0
(1 − t)P2,1P2,2dt =

∫ 1

0
60
√

6(1 − t)
(
−1

3
+ t

) ( 1
10
− 4t

5
+ t2

)
dt

= 0.

Sin embargo hace falta determinar la medida de los siguientes polinomios para
que sean ortogonales

Q1,0(t) = −√2

Q1,1(t) = 6
(1
6
− t

)

Q1,2(t) = 10
√

6
(
− 1

30
+

7t
10
− t2

)

Q2,0(t) =
√

2

Q2,1(t) = 6
(
−5

6
+ t

)

Q2,2(t) = 10
√

6
(1
3
− 13t

10
+ t2

)

Por tanto se puede observar que no se obtuvieron los polinomios de Legendre.



Capı́tulo 4

Polinomios ortogonales sobre un
intervalo acotado. Caso impar de
momentos

Ahora en este capı́tulo obtendremos los polinomios ortogonales a partir de la
matriz resolvente en el caso impar es decir s0, s1, . . . , s2n, n ≥ 0.

4.1. Matrices auxiliares

Sean los momentos s0, s1, . . . , s2n y sea Rk,n : C −→ C(n+1)×(n+1), k ∈ {1, 2} tal que

R1,n(z) = (I − zTn)−1, n ≥ 0. (4.1)
R2,n(z) = (I − zTn−1)−1, n ≥ 1. (4.2)

donde

R2,0(z) = 1. (4.3)
T0 = 0. (4.4)

Tn =

[
01×n 0
In 0n×1

]
, n ≥ 0. (4.5)

(4.6)

Sea
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v1,0 = 1 (4.7)
v1,p = 0, si p < 0. (4.8)

v1,n =

(
1

0n×1

)
=

(
v1,n−1

0n×1

)
, ∀n ∈N. (4.9)

v2,n = v1,n−1 ∀n ∈N. (4.10)

Para cada n ∈N y cada sucesión {sj}2n
j=0 de números reales, sea

H̃0,n =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
s0 s1 . . . sn

s1 s2 . . . sn+1
...

...
...

...
sn sn+1 . . . s2n

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Si n ∈N y si {sj}2n+1
j=1 es una sucesión de números reales, entonces

H̃1,n =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
s1 s2 . . . sn+1

s2 s3 . . . sn+2
...

...
...

...
sn+1 sn+2 . . . s2n+1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Además, para cada n ∈N y cada secuencia {sj}2n+2
j=2 de números reales,

H̃2,n =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
s2 s3 . . . s2n+2

s3 s4 . . . s2n+3
...

...
...

...
sn+2 sn+3 . . . s2n+2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Por tanto, para todo número real a y b tal que a < b, para cada entero positivo
n, y para toda secuencia {sj}2n

j=0,

H1,n = H̃0,n, ∀n ≥ 0. (4.11)
H2,0 = 0. (4.12)
H2,n = −abH̃0,n−1 + (a + b)H̃1,n−1 − H̃2,n−1, ∀n ∈N. (4.13)

Si n es un entero positivo y si {sj}2n
j=0 es una sucesión de números reales, entonces

usaremos la siguiente notación:
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∀ j, k ∈N2n con j ≤ k,

y[ j,k] =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
sj

sj+1
...
sk

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
y z[ j,k] = (sj, sj+1, . . . , sk). (4.14)

y[ j,k] = 0, si k < j. (4.15)

Además, sea

u1,0 = 0, (4.16)

u1,n =

(
0

−y[0,n−1]

)
, ∀n ∈N. (4.17)

u2,0 = 0. (4.18)
u2,n = −abu1,n−1 − (a + b)y[0,n−1] + y[1,n], ∀n ∈N. (4.19)

Proposición 4.1. Sea {sj}2n
j=0 una sucesión de números reales y sea J̃q =

(
0 −i
i 0

)
una

matriz tal que los bloques de las matrices de Hankel H1,n y H2,n ambos son Hermitianos
positivos. Para cada k ∈ {1, 2}, Ũk,n : C −→ C2×2 definido por

Ũk,n(z) = I2 + i(z − a)(uk,n, vk,n)∗[Rk,n(z̄)]∗H−1
k,nRk,n(a)· (uk,n, vk,n) J̃q (4.20)

es una matriz polinomial de 2 × 2 de grado no mayor que n + 2 − k.

Lema 4.1. Sea {sj}2n
j=0 una sucesión de números reales tal que los bloques de las matrices

de Hankel H1,n y H2,n ambos son Hermitianos positivos. Entonces la matriz

B1 = v∗1,n[R1,n(a)]∗H−1
1,nR1,n(a)v1,n

es hermitiana positiva y la matriz

M1 = {(b − a)v∗1,n[R1,n(a)]∗H−1
1,nR1,n(a)v1,n}−1

{1 + (b − a)(v∗1,n[R1,n(a)]∗H−1
1,nR1,n(a)u1,n − v∗2,n[R2,n(a)]∗H−1

2,nR2,n(a)u2,n

−av∗2,n[R2,n(a)]∗H−1
2,nR2,n(a)v2,ns0)}

es Hermitiana.

Lema 4.2. Sea {sj}2n
j=0 una sucesión de números reales tal que los bloques de las matrices

de Hankel H1,n y H2,n ambos son Hermitianos positivos. Sea M1 definido por lema (4.1),
sea

M2 = −as0, N2 = −(b − a)−1v∗1,n[R1,n(a)]∗H−1
1,nR1,n(a)v1,n (4.21)

A1 =

(
1 M1

0 1

)
, y A2 =

(
1 M2

0 1

) (
1 0

N2 1

)
. (4.22)
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Observación Sea {sj}2n
j=0 una sucesión de números reales tal que los bloques de

las matrices de Hankel H1,n y H2,n son hermitianas positivas. Sea k ∈ {1, 2}, sea Ũk,n

la matriz polinomial definido por (4.20), sea Ak la matriz definido por (4.22), y sea
Uk,n = Ũk,nAk. Entonces con cálculos sencillos se muestra que U1,n y U2,n admite la
representación

U1,n(z) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ U(1)
11,n(z) U(1)

12,n(z)
U(1)

21,n(z) U(1)
22,n(z)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ y U2,n(z) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ U(2)
11,n(z) U(2)

12,n(z)
U(2)

21,n(z) U(2)
22,n(z)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ (4.23)

donde

U(1)
11,n(z) = 1 − (z − a)u∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1

1,nR1,n(a)v1,n.

U(1)
12,n(z) = (1 − (z − a)u∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1

1,nR1,n(a)v1,n)M1

+(z − a)u∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)u1,n.

U(1)
21,n(z) = −(z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1

1,nR1,n(a)v1,n.

U(1)
22,n(z) = −(z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1

1,nR1,n(a)v1,nM1

+1 + (z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)u1,n.

U(2)
11,n(z) = (1 − (z − a)u∗2,n[R2,n(z̄)]∗H−1

2,nR2,n(a)v2,n)(1 +M2N2)

+(z − a)u∗2,n[R2,n(z̄)]∗H−1
2,nR2,n(a)u2,nN2.

U(2)
12,n(z) = (1 − (z − a)u∗2,n[R2,n(z̄)]∗H−1

2,nR2,n(a)v2,n)M2

+(z − a)u∗2,n[R2,n(z̄)]∗H−1
2,nR2,n(a)u2,n.

U(2)
21,n(z) = −(z − a)v∗2,n[R2,n(z̄)]∗H−1

2,nR2,n(a)v2,n(1 +M2N2)

+(1 + (z − a)v∗2,n[R2,n(z̄)]∗H−1
2,nR2,n(a)u2,n)N2.

U(2)
22,n(z) = −(z − a)v∗2,n[R2,n(z̄)]∗H−1

2,nR2,n(a)v2,nM2

+1 + (z − a)v∗2,n[R2,n(z̄)]∗H−1
2,nR2,n(a)u2,n.

Proposición 4.2. Sea {sj}2n
j=0 una sucesión de números reales tal que los bloques de las

matrices de Hankel H1,n y H2,n ambos son Hermitianos positivos. Entonces Vn : C −→ C2×2

está definido por

Vn(z) =
(

V11,n(z) V12,n(z)
V21,n(z) V22,n(z)

)

donde
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V11,n(z) = (z − a)(b − z)(1 − (z − a)u∗1,n)[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)v1,n)

+zs0(z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)v1,n.

V12,n(z) = (z − a)(b − z)(M1 − (z − a)u∗1,n)[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)v1,nM1

+(z − a)u∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)u1,n)

−zs0(−(z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)v1,nM1

+1 + (z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)u1,n).

V21,n(z) = −(z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)v1,n.

V22,n(z) = −(z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)v1,nM1

+1 + (z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)u1,n,

es una matriz polinomial 2 × 2 de grado no mayor que n + 3. Además, las siguientes
afirmaciones son válidas:

(a) Para todo número complejo z, las identidades

Vn(z) =
(

1 −s0z
0 1

) (
(z − a)(b − z) 0

0 1

)
U1,n(z) (4.24)

y

Vn(z) = U2,n(z)
(

(b − a)(z − a) 0
0 b−z

b−a

)
, (4.25)

donde U1,n = Ũ1,nA1 y U2,n = Ũ2,nA2 y Ũ1,n, Ũ2,n,A1, y A2 son definidos
por (4.20) y (4.22).

(b) Para cada z ∈ C \ {a, b} la matriz Vn(z) es no singular.

Lema 4.3. Tiene lugar la siguiente identidad

Vn(z) = U1,n(z), n ≥ 0.

Demostración

De las ecuaciones (4.24) y (4.25) del artı́culo [4] se tiene lo siguiente

(
1 −s0z
0 1

) (
(z − a)(b − z) 0

0 1

)
U1,n(z) = U2,n(z)

(
(b − a)(z − a) 0

0 b−z
b−a

)
,

es decir,
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(
(z − a)(b − z) 0

0 1

)
U1,n(z) =

(
1 s0z
0 1

)
U2,n(z)

(
(b − a)(z − a) 0

0 b−z
b−a

)
,

Donde tenemos,

U1,n(z) =
(

(z − a)−1(b − z)−1 0
0 1

) (
1 s0z
0 1

)
U2,n(z)

(
(b − a)(z − a) 0

0 b−z
b−a

)
,

=

(
(z − a)−1(b − z)−1 (z − a)−1(b − z)−1s0z

0 1

) ⎛⎜⎜⎜⎜⎝ U(2)
11,n(z) U(2)

12,n(z)
U(2)

21,n(z) U(2)
22,n(z)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
(

(b − a)(z − a) 0
0 b−z

b−a

)
,

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ (b − z)−1(b − a)[U(2)
11,n(z) + s0zU(2)

21,n(z)] (z − a)−1(b − a)−1[U(2)
12,n(z) + s0zU(2)

22,n(z)]
(b − a)(z − a)U(2)

21,n(z) (b − z)(b − a)−1U(2)
22,n(z)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Con esto observamos

(b − z)−1(b − a)[U(2)
11,n(z) + s0zU(2)

21,n(z)] = 1 − (z − a)u∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)v1,n

(z − a)−1(b − a)−1[U(2)
12,n(z) + s0zU(2)

22,n(z)] = (1 − (z − a)u∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)v1,n)M1

+(z − a)u∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)u1,n.

(b − a)(z − a)U(2)
21,n(z) = −(z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1

1,nR1,n(a)v1,n

(b − z)(b − a)−1U(2)
22,n(z) = −(z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1

1,nR1,n(a)v1,nM1 + 1

+(z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)u1,n.�

Como los elementos de la parte izquierda y derecha del lema son iguales,
escribimos la matriz resolvente de la siguiente forma

U1,n(z) =
(
αn βn

γn δn

)
(4.26)

donde

αn(z) = 1 − (z − a)u∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)v1,n,

βn(z) = (b − a)−1{s0 + (u∗2,n + zs0v∗2,n)[R2,n(z̄)]∗H−1
2,nR2,n(a)(u2,n + av2,ns0)},

γn(z) = −(z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)v1,n,

δn(z) = (b − z)(b − a)−1{1 + (z − a)v∗2,n[R2,n(z̄)]∗H−1
2,nR2,n(a)(u2,n + av2,ns0)}.
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Introducimos

Y1,n =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
sn

sn+1
...

s2n−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, D1,n = s2n, n ≥ 1. (4.27)

Y2,n =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ŝn−1

ŝn
...

ŝ2n−3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, D2,n = ŝ2n−2, n ≥ 2. (4.28)

donde

ŝn = −absn + (a + b)sn+1 − sn+2, n ≥ 0. (4.29)
Y2,1 = s0. (4.30)

û2,n(z) = u2,n + zs0v2,n. (4.31)
û∗2,n(z̄) = u∗2,n + zs0v∗2,n. (4.32)

Entonces de (4.31) y (4.32) la matriz resolvente de (4.26) queda de la siguiente
forma

αn(z) = 1 − (z − a)u∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)v1,n,

βn(z) = (b − a)−1{s0 + û∗2,n(z̄)[R2,n(z̄)]∗H−1
2,nR2,n(a)û2,n(a)},

γn(z) = −(z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)v1,n,

δn(z) = (b − z)(b − a)−1{1 + (z − a)v∗2,n[R2,n(z̄)]∗H−1
2,nR2,n(a)û2,n(a)}.

Vamos a reescribir los elementos αn, βn, γn y δn
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αn(z) = 1 − (z − a)u∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)v1,n

= 1 − (z − a)u∗1,n[R1,n(z̄)]∗([
H−1

1,n−1 0
0 0

]
+

[ −H−1
1,n−1Y1,n

1

]
L−1

1,n[−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]

)
R1,n(a)v1,n

= 1 − (z − a)u∗1,n[R1,n(z̄)]∗
[

H−1
1,n−1 0
0 0

]
R1,n(a)v1,n

−(z − a)u∗1,n[R1,n(z̄)]∗
[ −H−1

1,n−1Y1,n

1

]
L−1

1,n[−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]R1,n(a)v1,n

= αn−1(z) − (z − a)u∗1,n[R1,n(z̄)]∗[ −H−1
1,n−1Y1,n

1

]
L−1

1,n[−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]R1,n(a)v1,n. (4.33)

βn(z) = (b − a)−1{s0 + û∗2,n(z̄)[R2,n(z̄)]∗H−1
2,nR2,n(a)û2,n(a)}

= (b − a)−1{s0 + û∗2,n(z̄)[R2,n(z̄)]∗([
H−1

2,n−1 0
0 0

]
+

[ −H−1
2,n−1Y2,n

1

]
L−1

2,n[−Y∗2,nH−1
2,n−1, 1]

)
R2,n(a)û2,n(a)}

= (b − a)−1{s0 + û∗2,n(z̄)[R2,n(z̄)]∗
[

H−1
2,n−1 0
0 0

]
R2,n(a)û2,n(a)

+û∗2,n(z̄)[R2,n(z̄)]∗
[ −H−1

2,n−1Y2,n

1

]
L−1

2,n[−Y∗2,nH−1
2,n−1, 1]R2,n(a)û2,n(a)}

= βn−1(z) + (b − a)−1{û∗2,n(z̄)[R2,n(z̄)]∗[ −H−1
2,n−1Y2,n

1

]
L−1

2,n[−Y∗2,nH−1
2,n−1, 1]R2,n(a)û2,n(a)}. (4.34)

γn(z) = −(z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗H−1
1,nR1,n(a)v1,n

= −(z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗
([

H−1
1,n−1 0
0 0

]
+

[ −H−1
1,n−1Y1,n

1

]
L−1

1,n[−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]

)
R1,n(a)v1,n

= −(z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗
[

H−1
1,n−1 0
0 0

]
R1,n(a)v1,n

−(z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗
[ −H−1

1,n−1Y1,n

1

]
L−1

1,n[−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]R1,n(a)v1,n

= γn−1(z) − (z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗
[ −H−1

1,n−1Y1,n

1

]
L−1

1,n[−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]R1,n(a)v1,n. (4.35)
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δn(z) = (b − z)(b − a)−1{1 + (z − a)v∗2,n[R2,n(z̄)]∗H−1
2,nR2,n(a)û2,n(a)

= (b − z)(b − a)−1{1 + (z − a)v∗2,n[R2,n(z̄)]∗([
H−1

2,n−1 0
0 0

]
+

[ −H−1
2,n−1Y2,n

1

]
L−1

2,n[−Y∗2,nH−1
2,n−1, 1]

)
R2,n(a)û2,n(a)}

= (b − z)(b − a)−1{1 + (z − a)v∗2,n[R2,n(z̄)]∗
[

H−1
2,n−1 0
0 0

]
R2,n(a)û2,n(a)

+(z − a)v∗2,n[R2,n(z̄)]∗
[ −H−1

2,n−1Y2,n

1

]
L−1

2,n[−Y∗2,nH−1
2,n−1, 1]R2,n(a)û2,n(a)}

= δn−1(z) + (b − z)(b − a)−1{(z − a)v∗2,n[R2,n(z̄)]∗[ −H−1
2,n−1Y2,n

1

]
L−1

2,n[−Y∗2,nH−1
2,n−1, 1]R2,n(a)û2,n(a)}. (4.36)

4.2. Polinomios orgonales. Caso impar de momentos

Ya que Hk,n > 0 y Lk,n = Dk,n − Y∗k,nH−1
k,n−1Yk,n > 0 entonces definimos los

polinomios como

P1,0(z) = s−1/2
0 .

P2,0(z) = 0.
Q1,0(z) = 0.
Q2,0(z) = 0.

Pk,n(z) = (Dk,n − Y∗k,nH−1
k,n−1Yk,n)−1/2[−Y∗k,nH−1

k,n−1, 1]Rk,n(z)vk,n

= (Lk,n)−1/2[−Y∗k,nH−1
k,n−1, 1]Rk,n(z)vk,n. (4.37)

Q1,n(z) = (D1,n − Y∗1,nH−1
1,n−1Y1,n)−1/2[−Y∗1,nH−1

1,n−1, 1]R1,n(z)u1,n

= (L1,n)−1/2[−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]R1,n(z)u1,n. (4.38)

Q2,n(z) = (D2,n − Y∗2,nH−1
2,n−1Y2,n)−1/2[−Y∗2,nH−1

2,n−1, 1]R2,n(z)û2,n(z)

= (L2,n)−1/2[−Y∗2,nH−1
2,n−1, 1]R2,n(z)û2,n(z). (4.39)
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para k ∈ {1, 2} y ∀n ∈N.

P∗k,n(z̄) = [(Lk,n)−1/2[−Y∗k,nH−1
k,n−1, 1]Rk,n(z̄)vk,n]∗

= v∗k,n[Rk,n(z̄)]∗
[ −H−1

k,n−1Yk,n

1

]
(Lk,n)−1/2. (4.40)

Q∗1,n(z̄) = [(L1,n)−1/2[−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]R1,n(z̄)u1,n]∗

= u∗1,n[R1,n(z̄)]∗
[ −H−1

1,n−1Y1,n

1

]
(L1,n)−1/2. (4.41)

Q∗2,n(z̄) = [(L2,n)−1/2[−Y∗2,nH−1
2,n−1, 1]R2,n(z̄)û2,n(z̄)]∗

= û∗2,n(z̄)[R2,n(z̄)]∗
[ −H−1

2,n−1Y2,n

1

]
(L2,n)−1/2. (4.42)

entonces las ecuaciones (4.33)-(4.36) se transforman en lo siguiente:

αn(z) = αn−1(z) − (z − a)u∗1,n[R1,n(z̄)]∗
[ −H−1

1,n−1Y1,n

1

]
L−1

1,n

.[−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]R1,n(a)v1,n

= αn−1(z) − (z − a)u∗1,n[R1,n(z̄)]∗
[ −H−1

1,n−1Y1,n

1

]
L−1/2

1,n L−1/2
1,n

.[−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]R1,n(a)v1,n

= αn−1(z) − (z − a) u∗1,n[R1,n(z̄)]∗
[ −H−1

1,n−1Y1,n

1

]
L−1/2

1,n︸������������������������������������︷︷������������������������������������︸
Q∗1,n(z̄)

.L−1/2
1,n [−Y∗1,nH−1

1,n−1, 1]R1,n(a)v1,n︸��������������������������������︷︷��������������������������������︸
P1,n(a)

= αn−1(z) − (z − a)Q∗1,n(z̄)P1,n(a). (4.43)
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βn(z) = βn−1(z) + (b − a)−1{û∗2,n(z̄)[R2,n(z̄)]∗
[ −H−1

2,n−1Y2,n

1

]
L−1

2,n

.[−Y∗2,nH−1
2,n−1, 1]R2,n(a)û2,n(a)}

= βn−1(z) + (b − a)−1{û∗2,n(z̄)[R2,n(z̄)]∗
[ −H−1

2,n−1Y2,n

1

]
L−1/2

2,n L−1/2
2,n

.[−Y∗2,nH−1
2,n−1, 1]R2,n(a)û2,n(a)}

= βn−1(z) + (b − a)−1{û∗2,n(z̄)[R2,n(z̄)]∗
[ −H−1

2,n−1Y2,n

1

]
L−1/2

2,n︸����������������������������������������︷︷����������������������������������������︸
Q∗2,n(z̄)

.L−1/2
2,n [−Y∗2,nH−1

2,n−1, 1]R2,n(a)û2,n(a)︸�����������������������������������︷︷�����������������������������������︸
Q2,n(a)

}

= βn−1(z) + (b − a)−1Q∗2,n(z̄)Q2,n(a). (4.44)

γn(z) = γn−1(z) − (z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗
[ −H−1

1,n−1Y1,n

1

]
L−1

1,n

.[−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]R1,n(a)v1,n

= γn−1(z) − (z − a)v∗1,n[R1,n(z̄)]∗
[ −H−1

1,n−1Y1,n

Iq

]
L−1/2

1,n L−1/2
1,n

.[−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]R1,n(a)v1,n

= γn−1(z) − (z − a) v∗1,n[R1,n(z̄)]∗
[ −H−1

1,n−1Y1,n

1

]
L−1/2

1,n︸������������������������������������︷︷������������������������������������︸
P∗1,n(z̄)

.L−1/2
1,n [−Y∗1,nH−1

1,n−1, 1]R1,n(a)v1,n︸��������������������������������︷︷��������������������������������︸
P1,n(a)

= γn−1(z) − (z − a)P∗1,n(z̄)P1,n(a). (4.45)
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δn(z) = δn−1(z) + (b − z)(b − a)−1{(z − a)v∗2,n[R2,n(z̄)]∗
[ −H−1

2,n−1Y2,n

1

]
L−1

2,n

.[−Y∗2,nH−1
2,n−1, 1]R2,n(a)û2,n(a)}

= δn−1(z) + (b − z)(b − a)−1{(z − a)v∗2,n[R2,n(z̄)]∗
[ −H−1

2,n−1Y2,n

1

]
L−1/2

2,n L−1/2
2,n

.[−Y∗2,nH−1
2,n−1, 1]R2,n(a)û2,n(a)}

= δn−1(z) + (b − z)(b − a)−1{(z − a) v∗2,n[R2,n(z̄)]∗
[ −H−1

2,n−1Y2,n

1

]
L−1/2

2,n︸������������������������������������︷︷������������������������������������︸
P∗2,n(z̄)

.L−1/2
2,n [−Y∗2,nH−1

2,n−1, 1]R2,n(a)û2,n(a)︸�����������������������������������︷︷�����������������������������������︸
Q2,n(a)

= δn−1(z) + (b − z)(b − a)−1(z − a)P∗2,n(z̄)Q2,n(a). (4.46)

Por lo tanto la matriz resolvente de la ecuación (4.26) se transforma en lo
siguiente

U1,n(z) =
[
αn−1(z) − (z − a)Q∗1,n(z̄)P1,n(a) βn−1(z) + (b − a)−1Q∗2,n(z̄)Q2,n(a)
γn−1(z) − (z − a)P∗1,n(z̄)P1,n(a) δn−1(z) + (b − z)(b − a)−1(z − a)P∗2,n(z̄)Q2,n(a)

]
(4.47)

=
[
αn−1(z) βn−1(z)
γn−1(z) δn−1(z)

]
+

[ −(z − a)Q∗1,n(z̄)P1,n(a) (b − a)−1Q∗2,n(z̄)Q2,n(a)
−(z − a)P∗1,n(z̄)P1,n(a) (b − z)(b − a)−1(z − a)P∗2,n(z̄)Q2,n(a)

]
.(4.48)

Consecuentemente ∀ z ∈ C la matriz resolvente U1,n tiene la form:

U1,n(z) =
[

1 − (z − a)
∑n

j=0 Q∗1, j(z̄)P1, j(a) (b − a)−1{s0 +
∑n

j=0 Q∗2, j(z̄)Q2, j(a)}
−(z − a)

∑n
j=0 P∗1, j(z̄)P1, j(a) (b − z)(b − a)−1{1 + (z − a)

∑n
j=0 P∗2, j(z̄)Q2, j(a)}

]
. (4.49)

Lema 4.4.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∫ b

a

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
t
...
tn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
dσ(t)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
t
...

tm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∗⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
s0 s1 · · · sm

s1 s2 · · · sm+1
...

...
. . .

...
sn sn+1 · · · sn+m

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Demostración
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⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∫ b

a

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
t
...
tn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
dσ(t)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
t
...

tm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∗⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∫ b

a

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
dσ(t) tdσ(t) · · · tmdσ(t)
tdσ(t) t2dσ(t) · · · tm+1dσ(t)
...

...
. . .

...
tndσ(t) tn+1dσ(t) · · · tn+mdσ(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∫ b

a
dσ(t)

∫ b

a
tdσ(t) · · · ∫ b

a
tmdσ(t)∫ b

a
tdσ(t)

∫ b

a
t2dσ(t) · · · ∫ b

a
tm+1dσ(t)

...
...

. . .
...∫ b

a
tndσ(t)

∫ b

a
tn+1dσ(t) · · · ∫ b

a
tn+mdσ(t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
s0 s1 · · · sm

s1 s2 · · · sm+1
...

...
. . .

...
sn sn+1 · · · sn+m

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.�

Lema 4.5. Es válida la siguiente identidad

H−1
1,n−1W =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 1
0 0 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, ∀n ∈N.

Demostración
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W = H1,n−1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 1
0 0 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
s0 s1 · · · sn−1

s1 s2 · · · sn
...

...
. . .

...
sn−1 sn · · · sn+m−2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 1
0 0 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
s0 s1 · · · sn

s1 s2 · · · sn+1
...

...
. . .

...
sn sn+1 · · · sn+m−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.�

Lema 4.6. También es cierta la siguiente identidad

[−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
s0 s1 · · · sm

s1 s2 · · · sm+1
...

...
. . .

...
sn sn+1 · · · sn+m

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 0.

Demostración

[−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
s0 s1 · · · sm

s1 s2 · · · sm+1
...

...
. . .

...
sn sn+1 · · · sn+m

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=
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= [−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]

(
W

(sn, sn+1 · · · sn+m)

)

= −Y∗1,nH−1
1,n−1W + (sn, sn+1 · · · sn+m)

= −Y∗1,n

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 1
0 0 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+ (sn, sn+1 · · · sn+m)

= −(sn, sn+1 · · · sn+m)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 1
0 0 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+ (sn, sn+1 · · · sn+m)

= −(sn, sn+1 · · · sn+m) + (sn, sn+1 · · · sn+m)
= 0.�

Teorema 4.1. Sea H1,n positiva hermitiana. Sea dσ(t) una medida no negativa sobre [a, b]
tal queda ∀ j ∈ {0, 1, ..., 2n} existe la integral

∫ b

a
tjdσ(t) y

∫ b

a
tjdσ(t) = sj

entonces los polinomios {P1, j}2n
j=0 son ortogonales respecto a dσ(t).

Demostración
Sea n,m ∈N con n > m



4.2. POLINOMIOS ORGONALES. CASO IMPAR DE MOMENTOS 45

∫ b

a
P1,n(t)dσ(t)P∗1,m(t) =

=

∫ b

a
L−1/2

1,n [−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]R1,n(t)v1,ndσ(t)

(
L−1/2

1,m [−Y∗1,mH−1
1,m−1, 1]R1,m(t)v1,m

)∗

=

∫ b

a
L−1/2

1,n [−Y∗1,nH−1
1,n−1, 1]R1,n(t)v1,ndσ(t)(R1,m(t)v1,m)∗

(
L−1/2

1,m [−Y∗1,mH−1
1,m−1, 1]

)∗

= L−1/2
1,n [−Y∗1,nH−1

1,n−1, 1]
(∫ b

a
R1,n(t)v1,ndσ(t)(R1,m(t)v1,m)∗

) (
L−1/2

1,m [−Y∗1,mH−1
1,m−1, 1]

)∗

= L−1/2
1,n [−Y∗1,nH−1

1,n−1, 1]
(∫ b

a
R1,n(t)v1,ndσ(t)(R1,m(t)v1,m)∗

) (
[−Y∗1,mH−1

1,m−1, 1]
)∗

L−1/2
1,m

= L−1/2
1,n [−Y∗1,nH−1

1,n−1, 1]
(∫ b

a
R1,n(t)v1,ndσ(t)(R1,m(t)v1,m)∗

) [ −H−1
1,m−1Y1,m

1

]
L−1/2

1,m

= L−1/2
1,n [−Y∗1,nH−1

1,n−1, 1]

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∫ b

a

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
t
...
tn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
dσ(t)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
t
...

tm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∗⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
[ −H−1

1,m−1Y1,m

1

]
L−1/2

1,m

Por lo tanto por el lema 4.4, 4.5 y 4.6

∫ b

a
P1,n(t)dσ(t)P∗1,m(t) = 0.�

Por tanto queda demostrado el teorema. De manera análoga se puede de-
mostrar que ∫ b

a
P1,n(t)dσ(t)P∗1,0(t) = 0, ∀ j ∈ {1, 2, . . . ,n}.

Cuando n,m ∈N ∪ {0} con n < m
∫ b

a
P1,n(t)dσ(t)P∗1,m(t) =

(∫ b

a
P1,m(t)dσ(t)P∗1,n(t)

)∗
= 0.

Teorema 4.2. Sea H2,n positiva hermitiana. Sea σ(t) una medida no negativa sobre [a, b]
tal queda ∀ j ∈ {1, 2, ...,n} existe la integral

∫ b

a
tjdσ(t)

y
∫ b

a
tjdσ(t) = ŝ j entonces los polinomios {P2, j}2n

j=0 son ortogonales respecto a dσ(t).

Demostración
La demostración es análoga al teorema anterior.�
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4.3. Ejemplo

Nuevamente volvamos a ocupar la matriz resolvente para el caso impar para
obtener los polinomios clásicos de Legendre en el intervalo [0, 1], sean dados
a = 0, b = 1 y los momentos

s0 = 1, s1 =
1
2
, s2 =

1
3
, s3 =

1
4
, s4 =

1
5
, s5 =

1
6
, s6 =

1
7

Entonces de acuerdo a (4.11), (4.12) y (4.13), construyamos las matrices de
Hankel Hk,n

H1,0 = 1, H1,1 =

[
1 1

2
1
2

1
3

]
, H1,2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1

2
1
3

1
2

1
3

1
4

1
3

1
4

1
5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , H1,3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1

2
1
3

1
4

1
2

1
3

1
4

1
5

1
3

1
4

1
5

1
6

1
4

1
5

1
6

1
7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Ĥ0,0 = s0, Ĥ1,0 = s1, Ĥ2,0 = s2.

Ĥ0,1 =

[
s0 s1

s1 s2

]
, Ĥ1,1 =

[
s1 s2

s2 s3

]
, Ĥ2,1 =

[
s2 s3

s3 s4

]
.

Ĥ0,2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
s0 s1 s2

s1 s2 s3

s2 s3 s4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , Ĥ1,2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
s1 s2 s3

s2 s3 s4

s3 s4 s5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , Ĥ2,2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
s2 s3 s4

s3 s4 s5

s4 s5 s6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

H2,0 = 0, H2,1 =
1
6

H2,2 =

[
1
2

1
3

1
3

1
4

]
−

[
1
3

1
4

1
4

1
5

]
, H2,3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
2

1
3

1
4

1
3

1
4

1
5

1
4

1
5

1
6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ −
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
3

1
4

1
5

1
4

1
5

1
6

1
5

1
6

1
7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Y podemos verificar que los Hk,n son definidos positivos de acuerdo al criterio

de Silvester.

D1,1 =
1
3
, D1,2 =

1
5
,

D2,1 =
1
6
, D2,2 =

1
20
,

D2,3 =
1
42
, D1,3 =

1
7
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Tomando en cuenta (4.1.26) y (4.1.27) encontramos los siguientes elementos

Y1,1 =
1
2
, Y1,2 =

(
1
3
1
4

)
, Y1,3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1
4
1
5
1
6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
Y2,1 =

1
12
, Y2,2 =

(
1
20
1
30

)
.

R1,1(z) =
(

1 0
z 1

)
, R1,2(z) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0
z 1 0
z2 z 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , R1,3(z) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0
z 1 0 0
z2 z 1 0
z3 z2 z 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

R2,1(z) = 1, R2,2(z) =
(

1 0
z 1

)
, R2,3(z) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0
z 1 0
z2 z 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

û1,0 = 0, y0,0 = 1, y0,1 =

(
1
1
2

)
, y0,2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1
1
2
1
3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

y1,1 =
1
3
, y1,2 =

(
1
2
1
3

)
, y1,3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1
2
1
3
1
4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

u1,1 =

(
0
−1

)
, u1,2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0
−1
−1

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , u1,3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0
−1
−1

2−1
3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

v1,1 =

(
1
0

)
, v1,2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , v1,3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1
0
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

v2,1 = 1, v2,2 =

(
1
0

)
, v2,3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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Sea U1,3(z) la matriz resolvente, escrito para n = 3

U1,3(z) =
(

1 − zu∗1,3[R1,3(z̄)]∗H−1
1,3R1,3(0)v1,3 {s0 + (u∗2,3 + zs0v∗2,3)[R2,3(z̄)]∗H−1

2,3R2,3(0)(u2,3)}
−zv∗1,3[R1,3(z̄)]∗H−1

1,3R1,3(0)v1,3 (1 − z){1 + zv∗2,3[R2,3(z̄)]∗H−1
2,3R2,3(0)(u2,3)}

)

Sea la matriz resolvente para n = 3, en término de los polinomios ortogonales

U1,3(z) =
[

1 − (z − a)
∑3

j=0 Q∗1, j(z̄)P1, j(a) (b − a)−1{s0 +
∑3

j=0 Q∗2, j(z̄)Q2, j(a)}
−(z − a)

∑3
j=0 P∗1, j(z̄)P1, j(a) (b − z)(b − a)−1{1 + (z − a)

∑3
j=0 P∗2, j(z̄)Q2, j(a)}

]

P1,0(t) = 1

P1,1(t) = 2
√

3
(
−1

2
+ t

)
.

P1,2(t) = 6
√

5
(1
6
− t + t2

)

P1,3(t) = 20
√

7
(
− 1

20
+

3t
5
− 3t2

2
+ t3

)

P2,0(t) =

√
3
2
.

P2,1(t) = 4

√
30
19

(
−3

8
+ t

)

P2,2(t) =
5
2

√
133
2

(
−1

5
+ t + t2

)

El polinomio P1,n(t), n ≥ 0 es ortogonal con respecto a la medida σ(t) = t es
decir;

∫ 1

0
P1, jP1,sdσ(t) = 0, k � s. Y estos mismos son los polinomios de Legendre

que queriamos obtener.
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∫ 1

0
P1,0P1,1dt =

∫ 1

0
2
√

3
[
−1

2
+ t

]
dt

= 2
√

3
[
−1

2

∫ 1

0
dt +

∫ 1

0
tdt

]

= 2
√

3
[
−1

2
+

1
2

]
= 0.∫ 1

0
P1,0P1,2dt =

∫ 1

0
6
√

5
[1
6
− t + t2

]
dt

= 6
√

5
[
1
6

∫ 1

0
dt −

∫ 1

0
tdt +

∫ 1

0
t2dt

]

= 6
√

5
[1
6
− 1

2
+

1
3

]
= 0.∫ 1

0
P1,0P1,3dt =

∫ 1

0
20
√

7
(
− 1

20
+

3t
5
− 3t2

2
+ t3

)
dt

= 20
√

7
[
− 1

20

∫ 1

0
dt +

3
5

∫ 1

0
tdt − 3

2

∫ 1

0
t2dt +

∫ 1

0
t3dt

]

= 20
√

7
[
− 1

20
+

3
5

(1
2

)
− 3

2

(1
3

)
+

(1
4

)]
= 0.∫ 1

0
P1,1P1,2dt =

∫ 1

0
12
√

15
(
−1

2
+ t

) (1
6
− t + t2

)
dt

= 12
√

15
[
− 1

12

∫ 1

0
dt +

2
3

∫ 1

0
tdt − 3

2

∫ 1

0
t2dt +

∫ 1

0
t3dt

]

= 12
√

15
[
− 1

12
+

2
3

(1
2

)
− 3

2

(1
3

)
+

(1
4

)]
= 0.

Por otro lado tenemos la siguiente familia de polinomios

Q1,0(t) = −2
√

3

Q1,1(t) = 6
√

5
(1
2
− t

)

Q1,2(t) = 20
√

7
(
−11

60
+ t − t2

)
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Q2,0(t) = 0

Q2,1(t) =

√
3
2

(1
2
+ t

)

Q2,2(t) = 4

√
30
19

(
−41

48
+

t
8
+ t2

)

Q2,3(t) =
5
2

√
133
2

(
−61

60
− 11t

30
+

3t2

2
+ t3

)

Sin embargo los polinomios P2,n(t), Q1,n(t) y Q2,n(t) con n ≥ 0 hace falta deter-
minar sus medidas respectivas para que sean ortogonales.



Capı́tulo 5

Conclusiones

En el presente trabajo se obtuvieron cuatro familias de polinomios ortogonales
para cada caso, par e impar respectivamente a partir de la matriz resolvente.

P1,n(z) y P2,n(z) n ≥ 0,

Q1,n(z) y Q2,n(z) n ≥ 0.

Por ejemplo, los polinomios de Legendre P1,n(z) corresponden al caso impar
de momentos s0, s1, . . . , s2n, n ≥ 0 con distribución σ(z) = z, o función de peso
h(z) = 1. Recordemos que dσ(z) = h(z)dz para σ-diferenciable. Los polinomios P2,n

tienen peso h(z) = (b − z)(z − a).

Ambos polinomios P1,n(z) y P2,n(z) pertenecen a la familia de polinomios de
Jacobi (ver Apéndice): P1,n(z) = P(0,0)

1 , P2,n(z) = P(1,1)
1 con a = −1, b = 1. De esta

manera podemos afirmar que la relación entre P1,n(z) y P2,n(z) es muy estrecha.
Ambos se derivan de una misma matriz resolvente.

5.1. Aplicaciones

Los resultados obtenidos se pueden aplicar en Ecuaciones Diferenciales, teorı́a
de aproximaciones, en Fı́sica e ingenierı́a y en la teorı́a de control [5].

5.2. Aportación

En este trabajo hemos hallado la familia de polinomios P2, j(t) respecto a la
medida μ con momentos
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∫ b

a
tldμ(t) = −absl + (a + b)sj+1 − sl+2, 0 ≤ l ≤ 2 j − 2

También encontramos que cada familia de polinomios ortogonales P1, j(t) están
estrechamente relacionados con Q1, j(t) y Q2, j(t) los cuales en general no son ortog-
onales respecto de σ(t) = t y σ(t) = (b − t)(t − a)dt.



Apéndice

.1. Funciones holomorfas, analı́ticas

Definición .1. Sea la función f : Ω→ C,C diferenciable. Su derivada en el punto z0 ∈ Ω
se llama lı́m

Δ→0

f (z0+Δz)− f (z0)
Δz = f ‘(z0)

Definición .2. La función f : Ω→ C se llama holomorfa en el dominioΩ si f es holomorfa
en cada punto de Ω.

Teorema .1. Si una función es holomorfa en el dominio Ω entonces es infinitamente
diferenciable en Ω.

Definición .3. La función f (z) definida en el dominio deΩ ⊂ C se llama analı́tica en una
vecindad de cada punto z0 ∈ Ω se desarrolla en una suma exponencial de la forma

f (x) = c0 + c1(z − z0) + c2(z − z0)2 + . . .

∀z ∈ |z − z0| < ε(z0),

tal que la serie converge, (cj ∈ C).

Teorema .2. Para que la función f : Ω �→ C sea holomorfa es necesario y sufuciente que
esta función sea analı́tica. Además la suma exponencial que aparece en la definición de una
función analı́tica es la serie de Taylor de la función f :

f (z) = f (z0) + f
′
(z0)(z − z0) +

1
2

f
′′
(z0)(z − z0)2 + ..., |z − z0| < ε(z0)

.2. La integral de Stieltjes

Definición .4. Una función f : [a, b] se llama de variación acotada cuando existe
una constante C ∈ R tal que cualquiera que sea la partición P ∈ P([a, b]) siendo
P = {x0, x1, . . . , xn}, con a = x0 < x1 < . . . < xn = b se cumple que

n∑
k=1

∣∣∣ f (xk) − f (xk−1)
∣∣∣ ≤ C

.
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Sea [a, b] un intervalo acotado de R. Consideremos la función σ(t) definida en
[a, b] que crece monótonamente.

Sea la función f : [a, b] �→ R acotada en [a, b]. Sea a = t0 < t1 < . . . , < ti < . . . <
tn = b una partición del intervalo [a, b], cuyo diámetro de partición denotamos
como d = máx

i=1,...,n
|ti+1 − ti|.

La suma integral de Stieltjes se llama a la suma

n∑
i=1

f (ζi)[σ(ti) − σ(ti−1)], ζi ∈ (ti, ti−1].

Definición .5. La función f se llama integrable en el sentido de Stieltjes si existe el lı́mite
de las sumas integrales

lı́m
d→0

n∑
i=1

f (ζi)[σ(ti) − σ(ti−1)] =

b∫
a

f (t)dσ(t).

En la definición anterior asumimos que f y σ no tienen puntos comunes de
discontinuidad.

Clase de funciones R[a, b] y S[a, b]

Clase R[a, b]. Esta clase de funciones s : C \ [a, b] → C son tales que satisfacen
las siguientes condiciones:

(i) s es holomorfa en C \ [a, b],

(ii) Im s(z) ≥ 0 para Im z > 0,

(iii) s(t) ≥ 0 para cada t ∈ (−∞, a),

(iv) −s(t) ≥ 0 para cada t ∈ (b,+∞).

Teorema .3. Una función s pertenece a R[a, b] si y sólo si existe una medida σ ∈ M[a, b]
tal que

s(z) =
∫ b

a
(τ − z)−1dσ(τ) para todo z ∈ C \ [a, b], (.1)

dondeM[a, b] denota el conjunto de medidas positivas sobre [a, b].

La función holomorfa z �→ s(z) definido por (.1) es llamada la transforma-
da de Stieltjes de medida σ que pertenece a M[a, b]. Ası́, por el Teorema .3, la
transformada de Stieltjes de una medida σ ∈ M[a, b] pertenece a la clase R[a, b].
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.3. Criterio de Sylvester

Sea A = [aij] una matriz compleja Hermitiana de n × n. A es definido positivo
si y sólo si

Δ1 = a11 > 0, Δ2 =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ > 0, . . .Δn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n
...
. . .

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0.

.4. Polinomios de Jacobi

Los polinomios mónicos de Jacobi {P(α,β)
n }n≥0 constituye una familia dependiente

de dos parámetros α > −1, β > −1 y son ortogonales respecto al funcional definido
positivo

L[P(x)] =
∫ 1

−1
P(x)h(x)dx

con h(x) = (1 − x)α(1 + x)β, donde h(x) se llama función peso.

.5. Compatibilidad del sistema

Teorema .4. (Teorema de Rouche-Frobenius). Un sistema de m ecuaciones lineales con n
incógnitas es compatible si y sólo si, el rango de la matriz A del sistema coincide con el
rango de la matriz B ampliada. Además:

(a) Si el rango de A es n y coincide con el rango de la matriz ampliada, el sistema es
compatible determinado.

(b) Si el rango de A coincide con el rango de la matriz ampliada y es menor que n, el
sistema es compatible indeterminado.

.6. Regla de Cramer

Dado un sistema de ecuaciones Ax = b donde A es la matriz de coeficientes del
sistema, x = (x1, x2, . . . , xn) es el vector columna de las incógnitas y b es el vector
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columna de los términos independientes, es decir;

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸��������������������︷︷��������������������︸

A

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2
...

xn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸︷︷︸

x

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
b1

b2
...

bn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸︷︷︸

b

Entonces la solución al sistema se presenta ası́:

xj =
det(Aj)
det(A)

, j = 1, 2, . . . ,n.

donde Aj es la matriz resultante de reemplazar la j-ésima columna de A por el
vector columna b. Hágase notar que para que el sistema sea compatible determi-
nado, el determinante de la matriz A ha de ser no nulo.
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