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Resumen

La modelaciéon matematica es una representacion mental de la realidad fisi-
ca utilizando ecuaciones diferenciales parciales (EDP). En el universo exis-
ten una infinidad de fenémenos que pueden ser modelados con EDPs. Estos
fenémenos pueden ser difusién, vibraciones, equilibrio térmico, fenémenos
de transporte en reservorios fracturados, difusion de un contaminante en un

acuifero, transferencia de calor, entre otros.

Existen algunos métodos analiticos que resuelven EDPs muy sencillas: ho-
mogéneas en regiones de geometria simple, sin embargo, sabemos que en la

naturaleza dificilmente se presentan estos casos idealizados.

El método de volimenes finitos (MVF) es un método integral que combi-
na la sencillez de las diferencias finitas con la precision y flexibilidad de los
elementos finitos. Es una poderosa técnica numérica para resolver ecuaciones
en derivadas parciales (EDP) o de sistemas de EDO (Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias), en forma de aproximaciones utilizando ecuaciones algebraicas.
El MVF se considera la técnica mas versatil de discretizaciéon utilizada en la
Dinamica Computacional de Fluidos, porque se basa en la misma formulacion
del volumen de control usada en la dindmica analitica de fluidos tradicional.
La caracteristica mas importante del MVF es que la solucién resultante res-

peta local y globalmente la conservacion de la masa, del momentum, de la



iv

energia y de la concentracién de solutos. En su versién mas simple, el MVF
es similar al método de diferencias finitas; en su versiéon més avanzada es
similar al método de elementos finitos, con una funciéon de ponderacion igual

al.

Hay que destacar el hecho de que no existe una forma sistematica tnica para
obtener el sistema algebraico discreto aproximado por el MVF, de hecho, la
intuicion fisica, los conocimientos técnicos y la praxis del problema, son el
ingrediente clave para obtener un esquema que satisfaga las propiedades de
precisiéon, robustez y bajo costo computacional requeridos en la aproximacion

de un problema con este método.

Al igual que en otros métodos, en el MVF es necesaria la construccion de una
malla, la cual consiste en una particién geométrica del dominio espacial don-
de se encuentran las variables y donde la funcién incoégnita esta claramente
definida. Los elementos de la malla se denominan técnicamente voliimenes
finitos de control. La integracién de la EDP sobre cada volumen finito resulta
en una ecuacién de balance. Luego, el conjunto de ecuaciones de equilibrio se
discretiza con respecto. El MVF se utiliza ampliamente en diversas ramas de
la fisica y de la ingenieria, tales como mecanica de fluidos, transferencia de
masa y calor en acuiferos, en reservorios geotérmicos y de hidrocarburos. El
MVF puede adaptarse a problemas de gran complejidad e inusual geometria,
por ello son un instrumento muy poderoso en la solucién de importantes
problemas de dinamica de fluidos en medios porosos y sistemas de fluidos

generales, incluyendo también fluidos bioldgicos.

En el presente trabajo se abarcan de manera breve los principios de con-
servacion de masa, momento y energia, se muestra la deduccién heuristica

de la ecuacion del calor, la cual, es una ecuaciéon parabdlica, porterirmente,



se generaliza para tres dimensiones. También se habla de las ecuaciones de
transporte de calor por conduccion y por conveccion, y se introduce la ecua-

cion general de flujo de calor.

Se estudian los elementos matematicos basicos necesarios para aplicar el MVF
como el teorema de la divergencia y el teorema del valor medio para integra-
les. Se describe de manera detallada un algoritmo general del MVF, aplicado
a todo tipo de regiones. Se estudian diversos problemas en una dimension

resueltos con el MVF.

Posteriormente, para un problema bidimensional se introduce el concepto
de mallas convexas légicamente rectangulares, las cuales en este trabajo fue-
ron generadas con el programa UNAMalla 4.0 [1] para Windows, también se
incluye una breve descripcion de los funcionales empleados por UNAMalla

para optimizar las mallas generadas.

Una vez generadas las mallas en dos dimensiones se procede a resolver un
problema sencillo de Poisson, se muestran los resultados obtenidos y se com-
paran con los obtenidos por Sanzén (referencia [2]) usando el método de

diferencias finitas modificado.

Finalmente, se plantea un problema préactico de evaluacién del campo geotérmi-
co de los azufres y se resuelve con ayuda del programa THOUGH2 (referencia

[3]), el cual puede ser un buen trabajo a futuro para resolver con ayuda de
UNAMalla
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Capitulo 1
Introduccion

La historia de las ecuaciones diferenciales comenzé en el siglo XVII cuando
Newton, Leibniz y los Bernoulli resolvieron algunas ecuaciones diferenciales
sencillas de primero y segundo orden que se presentaron en problemas de
geometria y mecéanica. Estos primeros descubrimientos, iniciados alrededor
de 1690, hicieron creer que las soluciones de todas las ecuaciones diferenciales
originadas en problemas geométricos y fisicos podrian expresarse por medio
de las funciones elementales del Calculo. Por ello, gran parte de los primeros
esfuerzos fueron orientados al desarrollo de técnicas ingeniosas para resolver
ecuaciones diferenciales por medio de recursos sencillos, como son la adicion,
multiplicacion, composicion e integracién, aplicadas tan sélo un nimero fini-

to de veces a las funciones ordinarias del Célculo diferencial e Integral.

Los métodos especiales, tales como la separacién de variables y el empleo
de factores integrantes, fueron ideados de manera mas o menos casual a fines
del siglo XVII. Durante el siglo XVIII, fueron desarrollados procedimientos
mas sistematicos, principalmente por Euler, Lagrange y Laplace. Pronto se
vio que relativamente pocas ecuaciones diferenciales podian resolverse con

recursos elementales. Poco a poco, los matematicos fueron dandose cuenta



2 Introduccién

que era en vano el empeno de intentar descubrir métodos para resolver todas
las ecuaciones diferenciales. En lugar de ello, encontraron mas provechoso
averiguar si una ecuacion diferencial dada, tenia o no solucién y, cuando la
tenia, intentar la deduccion de propiedades de la solucién a partir de la misma
ecuaciéon diferencial. Con ello, los matematicos empezaron a considerar las
ecuaciones diferenciales como fuentes de nuevas funciones, muchas veces en
forma de series infinitas. En el Apéndice, como punto de referencia historica
comparativa, incluyo una breve descripcion de los principales métodos exac-

tos.

La modelacién matematica es una representaciéon mental de la realidad fisi-
ca utilizando ecuaciones diferenciales parciales (EDP). En el universo exis-
ten una infinidad de fenémenos que pueden ser modelados con EDPs. Es-
tos fenémenos pueden ser difusién, vibraciones, equilibrio térmico, fenéme-
nos de transporte en reservorios fracturados, difusiéon de un contaminante
en un acuifero, transferencia de calor, entre otros. La modelacion es posi-
ble integrando conocimientos en ciencia, tecnologia, matematicas avanzadas
y computacion. Por eso se le llama a este proceso modelado matematico
numérico y computacional. Debido a la dificultad intrinseca de los proble-

mas reales se involucran forzosamente métodos numéricos y computacionales.

Existen algunos métodos analiticos que resuelven EDPs muy sencillas: ho-
mogéneas en regiones de geometria simple, tales como rectangulos, prismas,
circulos, cilindros, esferas o variaciones de ellas. Sin embargo, sabemos que

en la naturaleza dificilmente se presentan estos casos idealizados.

Es por esto que en el campo de los métodos numéricos se han desarrollado
técnicas para encontrar una aproximacion a la solucion de EDPs aplicadas

a problemas reales. Entre los métodos mas conocidos se encuentran el de
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diferencias finitas, elementos finitos, método de elementos de frontera, méto-
dos sin malla y el que nos ocuparé dentro de este trabajo, superficies finitas

integradas o volumenes finitos.

La mayoria de éstos métodos requiere una discretizacion del dominio en el que
se define una EDP, ésta discretizacién define una malla dentro del dominio.
En el caso de diferencias finitas y elementos finitos las ecuaciones involucra-
das en la EDP quedan definidas en los nodos de la malla y es ahi donde se
aproxima la solucion, pero en el caso de volimenes finitos, la aproximacién

se realiza en el volumen interior de cada elemento.

Cabe mencionar que en problemas sencillos ninguno de éstos métodos es
mejor que los otros, sin embargo, conforme aumenta la dificultad del proble-
ma a resolver se debe analizar éste para determinar el esquema mas adecuado
y 6ptimo, ademas de que no es absolutamente necesario restringirse al uso de
uno u otro, desarrollando asi métodos hibridos que aprovechen las ventajas

numéricas de los esquemas usados.

Las diferencias finitas surgen de manera natural a partir de la serie de Taylor.
Una de las ventajas que se pueden encontrar al aplicar el método de diferen-
cias finitas clasicas es que se pueden implementar muy facilmente y arrojan
excelentes resultados cuando la region donde se define el problema es de geo-
metria sencilla, de preferencia rectangular. Sin embargo, se genera un error
considerable, por ejemplo, para regiones curvas usando mallas rectangulares.
Ademas, si se quiere construir un esquema de mayor precisién se presentan
dificultades ya que se carece de un método eficiente y unificado para tratar

las condiciones de frontera internas.

El método de elementos finitos es el mas general y popular para regiones
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de geometria mas complicada, brindando de esta manera un sinfin de aplica-
ciones, sin embargo su implementacion no es muy sencilla, sus matematicas

son dificiles y requiere un volumen considerable de céalculos.

La técnica de volimenes finitos también es un método integral que com-
bina la sencillez de las diferencias finitas con la precisién y flexibilidad de los
elementos finitos. Una de las grandes ventajas de utilizar volimenes finitos
es que satisfacen automaticamente los principios de conservaciéon de masa,
momento y energia, es por esto que se considera el mas adecuado para ecua-
ciones de difusividad y se emplea con éxito en problemas de mecanica de
fluidos, flujo subterraneo y sistemas hidrotermales. También es valido para
procesos transitorios con intervalos de tiempo pequenos y para procesos qua-
siestaticos con intervalos de tiempo grandes. Otra de las grandes ventajas
de este método es que es facilita el manejo de discontinuidades y se puede

aplicar con sencillez a medios heterogéneos y a problemas de escalamiento.

La experiencia de siglos ha puesto de manifiesto que es dificil obtener resul-
tados de tipo general relativos a las soluciones de las ecuaciones diferenciales,

salvo para unos pocos tipos.

En un principio, se pensé en desarrollar un método integral de diferencias
finitas para aproximar EDPs, es por esto que al principio el método fue co-
nocido como Método de Diferencias Finitas Integradas (referencia [6]). Las
bases tedricas del método de diferencias finitas integradas (MDFI) descri-
ben una técnica numérica muy poderosa para resolver problemas de flujo
de masa y energia en toda clase de medios continuos, incluyendo flujos en
medios porosos. El método combina las ventajas de una formulacion integral
con la simplicidad de las diferencias finitas y es muy conveniente para mane-

jar sistemas heterogéneos multidimensionales compuestos por materiales no
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isotrépicos.

La comparacion del MDFI con el muy conocido Método de Elementos Finitos
(MEF) indica que ambos son similares conceptualmente y difieren principal-
mente en el procedimiento de medir los gradientes espaciales. E1 MDFT asume
cierto criterio para estabilidad local y un esquema iterativo explicito-implici-
to muy eficiente para avanzar en el tiempo. Si tal esquema puede ser incor-
porado en una nueva versién del MEF, seria posible descubrir una técnica
numérica mejorada que combine las ventajas inherentes de ambos métodos.
En esta técnica hibrida se empieza a trabajar en nuestra facultad de ciencias

(referencia [5]).

El andlisis numérico del flujo de fluidos a través de un medio poroso en
problemas de geometria complicada se facilita utilizando formulaciones inte-
grales. Probablemente el método integral mas utilizado es el MEF, el cual se
basa en varias técnicas: variacionales, de Galerkin, espectrales, beta splines,

etc.

MacNeal en 1953 (citado en referencia [6]), fue el primero en trabajar con
el MDFT y lo clasific6 como una red de diferencias finitas asimétrica. Uti-
lizé ésta aproximacion para resolver problemas de segundo orden con valores
en la frontera. Subsecuentemente, el método ha sido exitosamente utilizado
para resolver problemas de transferencia de calor, y una buena descripcién de
la aproximacién y aspectos relacionados puede ser encontrada en Dusinberre
(1961) (citado en referencia [6]).

También en la referencia [6] se encuentra que Edwars en 1972 utilizé el MDFI
desarrollando un poderoso cédigo computacional llamado Trump para cal-

cular distribuciones transitorias y estacionarias de temperatura en sistemas
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multidimensionales. Trump podia manejar transferencia de calor conductiva,
convectiva y radiactiva. Desde la década de los anos 1970 y hasta la fecha,
ésta técnica numérica ha sido utilizada en varios codigos de simulacién im-
portantes en varias partes del mundo, por ejemplo en el Laboratorio Nacional

de Lawrence Berkeley en California (referencia [6]).

1.1. Clasificacion de las EDPs

Consideremos un operador lineal que tiene la siguiente forma:
L [u] = augy + 2bugy, + cuyy + duy +euy, + fu=g (1.1)

Donde a,b, ..., f, g son funciones dadas que dependen de las variables z, y, y
u(z,y) es la funcién incognita. Ademas los coeficientes a, by ¢ que dependen

de z, y, u(z,y), % =U,y g—; = u, 1o son cero simultaneamente.

El operador
Lo [u] = augy, + 2bug, + cuy, (1.2)

que consiste solo en los términos de segundo orden del operador L, es cono-

cido como parte principal de L.

ou ou

Calculemos ahora las diferenciales totales de las funciones g y e

al pasar

del punto (z,y) al punto (z + dx,y + dy):

ou 0%u 9%u
d( ) = axde+ &E@ydy (1.3)

ox

ou 0%u 0%u

P, 14
d((‘?y) 8x8ydx+ adey (1.4)

El sistema formado por 1.2, 1.3 y 1.4 puede resolverse directamente y calcular
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todas las derivadas segundas de u. Por ejemplo:

a d ¢
dr du, 0
92w _ 0 du, dy | (L5)
drdy a 2b c
de dxr 0
0 dxr dy
Sea
a 2b c
A=|dx dx 0 (1.6)
0 dx dy

Ahora bien, estas soluciones son generales y permiten tedricamente calcular

: Pu Pu Bu
las derivadas 23, 02 Dz

el determinante no se anule. Si el desplazamiento (dx,dy) ocurre sobre una

de u, en cualquier vecindad de (x,y) para la cual

direccién en la cual el determinante A no se anule, se dice que esa es una
direccion caracteristica y entonces las segundas derivadas parciales de u estan
determinadas. Esas caracteristicas se obtienen anulando el determinante:
ou\> 0%u
A=0 = al|l—) —2b +c=0 1.7
(81)) 0xdy (1.7)

Esta ecuacién diferencial permite pues calcular la pendiente de las direcciones

caracteristicas y su solucién es:

dr b+ b —ac
—=— (1.8)
dy a

En base a este sencillo resultado se pueden clasificar las EDPs de segundo

orden segun las direcciones de sus curvas caracteristicas.

Muchas propiedades de las soluciones de 1.1 son determinadas por el signo del
discriminante §(L) := b?—ac de la ecuacién. La clasificacién de las ecuaciones

se da a partir del signo de 6(L).
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Definicién 1 Sea Q C R?, decimos que la ecuacién 1.1 en el punto (z,y) €
Q es

» Hiperbdlica si §(L)(x,y) = b(z,y)* — a(z,y)c(z,y) > 0. Esto es, exis-
ten dos direcciones caracteristicas de pendientes reales y distintas. Este
tipo de ecuaciones generalmente representan problemas fisicos de pro-

pagacion vibratoria u ondulatoria.

» Parabdlica si 6(L)(x,y) = b(z,y)* — a(z,y)c(z,y) = 0. Solamente
existe una caracteristica de pendiente real. Estas ecuaciones describen

fenomenos de difusion con evolucion en los cuales interviene el tiempo.

» Eliptica si 6(L)(x,y) = b(x,y)? —a(x,y)c(z,y) < 0. Habrdn dos valores
complejos para las caracteristicas las cuales no permiten la existencia
de direcciones reales. Estas ecuaciones representan fenomenos de equi-

librio o de distribucion de alguna propiedad fisica en el espacio.

Ahora podemos clasificar con facilidad las ecuaciones de onda, del calor y de

Laplace.

La ecuacién de onda. Consideremos el movimiento ondulatorio de un cuer-

po eléstico en el dominio 2 C R". La EDP que modela el movimiento es:
uy = AAu F=(21,..,2,) €Q, tER (1.9)

Donde w4 denota la segunda derivada parcial respecto al tiempo y Au de-
nota la suma de las segundas derivadas parciales respecto a la posicion. El
coeficiente ¢ > 0 se determina a partir de las propiedades fisicas del material

y se interpreta como la velocidad de las ondas en el material.

Podemos ver facilmente que la ecuacion de onda es hiperbdlica.
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La ecuacién del calor. Consideremos la evolucion de la temperatura en un
cuerpo 2 C R™. Sea u(Z,t) la temperatura en el punto & € R" en el instante

t > 0. La EDP que modela la evolucién de la temperatura es:
w=kAu ¥=(x1,.,2,) €Q, t>0 (1.10)

Donde la constante k depende de las propiedades fisicas del material del cuer-

po. En la seccion 3.1 se deduce ésta ecuacién con mayor detalle.

La ecuacion del calor es parabdlica.

La ecuacion del potencial o de equilibrio.Cuando el estado del cuerpo
en estudio permanece estacionario en el tiempo, decimos que se trata de un
fenémeno de equilibrio, ya sea térmico o elastico. La EDP que modela el
equilibrio es:

Au=0 u=u(Z), = (x1,..,2,) € (1.11)

La ecuacién 1.11 es conocida como la ecuacién de Laplace, cuando se trata de

una ecuacién no homogénea, entonces se le conoce como ecuacion de Poisson
Au=—F(Z) u=u@), ¥=(x1,...,2,) €S (1.12)

Donde el término F(¥) representa la accién de una fuerza externa o término

fuente sobre el objeto.

La ecuacién de Laplace es eliptica.

En el apéndice, como referencia historica, para poder comparar resultados
numéricos aproximados del MVF con las soluciones obtenidas con los méto-
dos tradicionales se presenta una breve descripcion de algunos métodos ele-

mentales de solucion analitica.
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Capitulo 2

Los grandes principios de

conservacion

En este capitulo se abarcan de manera general los principios de conservacion
de masa, momento y energia en medios porosos. En este trabajo se incluye
una aplicaciéon del método de voliimenes finitos a medios porosos como par-
te de un convenio de cooperacion técnica con el IIE. Cabe mencionar que
para medios no porosos basta con tomar una porosidad nula y obtendremos
éstos principios de conservacion en su forma cldsica. Para mayores detalles

consultar la referencia [7].

2.1. Forma general de un principio de conser-
vaciéon

Sea N la cantidad total de alguna propiedad (masa, energia, cantidad de
movimiento) dentro del sistema en el tiempo t, sea p la densidad y 7 la
cantidad de esta propiedad, por unidad de masa , en todo el fluido. La rapidez

de aumento de N para el sistema se formula en términos del volumen de
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control.

% = %/‘/npdv + /Snpﬁ-dA (2.1)
Es decir, la ecuacion 2.1 indica que la rapidez de aumento de NN, dentro de
un sistema, es exactamente igual a la rapidez de aumento de la propiedad
N dentro del volumen de control, mas la rapidez neta del flujo neto de N a
través de la frontera del volumen de control. Mas adelante mostraré que la

ecuacion 2.1 se representa exactamente con el MVFE.

2.2. La variacion del contenido de masa en el

fluido

Sea My [kg] la masa de un fluido contenido en los poros de una roca y py
[kg/m?] su densidad, el contenido liquido de masa m por unidad de volumen
Vg de la roca porosa es:

My My Mo, [l

= - 2.2
VB VBVf Vf m3 ( )

mpy

Donde ¢ es la porosidad del medio, en este caso se supone un medio total-

mente saturado.

Biot introdujo en 1941 una variable poroeldsticas adimensional ( (zeta en
griego) que defini6 como «el volumen de liquido que entra en los poros por
unidad de volumen de material» (referencia citada en [7]), o «la variacién del
contenido de agua», o para un fluido genérico, «la variaciéon del contenido
del fluido», ecuacién 2.2. Si my y pp son la masa contenida y la densidad del
fluido en un estado de referencia, respectivamente, entonces la variacién del
contenido de fluido en los poros ( se define como:

¢ M=o _ Amy  prAp + pApy

Po Po Po

(2.3)
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En otras palabras, ¢ es el volumen de fluido transportado dentro o fuera del
reservorio (referencia citada en [7]). La variacién de my se produce por los

cambios en la densidad del fluido y la porosidad.

2.3. La derivada advectiva de la densidad

El fluido y la roca en un reservorio se asume que se encuentran en un medio
continuo, ésta es la hipotesis de continuidad. Ambos estdan cambiando en el
espacio y el tiempo. Los cambios en la roca son, en general, muy lentos y
pequenos en comparacién con los cambios en el fluido, pero tenemos que
tomar en cuenta los cambios para estudiar los esfuerzos poroelasticos. Para
entender las deformaciones de roca, imaginese el flujo de la lava de un volcan.
Se introduce aqui un concepto matematico muy importante que es util para
representar esas variaciones. La derivada de adveccion o conveccion de la
densidad en cada fase, liquido o sélido, es la tasa global de cambio o derivada
total en el tiempo de la densidad en la fase considerada como una funcion del
espacio y del tiempo p(z,y, 2,t). Se puede calcular esta derivada total Dp/Dt
utilizando el concepto de diferencial y la regla de la cadena para funciones

de varias variables:

) ) ) B
p(F(t),t) = dpla,y,2,t) = a—gdx + 8_5dy + a—gdz + a—fdt N

_Opds Opdy _0pdz  Opdi_0p o

D
P YV T (24)

—_r 1) = 2L =
Dt v E) = S Yoy a Tosar T ordl o

= r d z >
Donde 7 = (5. %, %) v 7(t) = (x(t), y(t), 2(1)).
El vector ¥ es el campo de velocidades de fase y 7(t) es el vector de posicién
cambiante de cualquier particula de la roca porosa. De esta formula se deduce

que la derivada de adveccion se origina por los cambios de densidad con el
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tiempo, experimentando una variacion espacial debido al movimiento de fase.
Siv = 0 o el gradiente de densidad es nulo, entonces la derivada de adveccién

es igual a la derivada parcial tradicional en el tiempo.

2.4. Principio de conservacion de la masa en

rocas porosas

La densidad total de una roca porosa debe definirse teniendo en cuenta la
presencia del fluido (py) en los poros junto con la fase sélida (ps). La densidad
global es un promedio de dos densidades p = ¢p; + @sps. La masa total
M = M+ My es la suma de las masas de las dos fases, en el tiempo t > 0.

Sus definiciones matemaéticas son:

Masa del sélido: My = [ @sps(7,t)dV, (2.5)
Vs
Masa del fluido: M; = / ops (T, t)dV (2.6)
Vy

Sea v; = Or/0t la velocidad vectorial de una particula en la fase del volumen
Vi(i = f,s). Si la masa en cada fase se conserva, entonces se mantiene cons-
tante bajo el movimiento. Por lo tanto, la derivada advectiva D/Dt de cada
una de las integrales de las ecuaciones 2.5 y 2.6 son cero. Esta derivada se

calcula para cada velocidad de fase v;(i = f, s) mediante la ecuacion 2.4:

DM, D
. —- = iPi _’,t d
i = D Viwp(r )av
D D DJ
= | = leipid]dVo = / <— (pipi) J + (;ini_>dv
/Vo pi lpirilldVo v \ Dt Dt
DM, D DJ
Dr VO<Dt(sop) +90th> (2.7)
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donde:

DJ - D 0 - .
= JV -0, y— (wipi) = =7 (wipi) + V (@ip;) - Ui

av = J(t)d —
V= J0)dw, Dt Dt ot

El término J(t) es el determinante de la matriz Jacobiana que transforma el
volumen inicial Vj en el volumen deformado V' (¢). El lector interesado puede

consultar cualquier libro de céalculo avanzado para obtener més detalles sobre

estos conceptos. Por lo tanto:

DM; Ilpipi)) & , - _
W = /VZ ( ot +V- (@zpzvz) dV =0 (28)

Esta ecuacion es la forma integral del principio de conservacién de la masa
de una roca porosa, valida en cualquier parte del continuo fluido-roca. Supo-
niendo que V; es cualquier parte arbitraria de la fase ¢ en la roca porosa, el
integrando de la ecuacién 2.8 debe ser idéntico a cero, por lo tanto:

d(pipi) | & D (pipi) 5 -

o " V- (pipit;) = D T (pipi) V-7, =0 (2.9)

Donde la derivada advectiva es:

D (pipi) _ O(pipi) | & N
Dt - 82& +V((pzpz> U; y (210)

V- (eipili) = V (@ipi) - T + @ipiV - T; (2.11)

La ecuacion 2.9 también es conocida como la ecuacién de continuidad que
expresa el mismo principio de conservacion de la masa de la ecuacién 2.8 en

forma de una ecuacién diferencial parcial. Esta ley puede estar directamente
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relacionada con las deformaciones del volumen del fluido y de la fase solida
en la roca porosa. Aplicando la ecuacién 2.9 a la fase liquida (i = f):
D (¢py) = .5, - —LDppy) 1 Dy

_ Vi, = Vb= =—— 27 212
Dt (eps) V- Us %= o D m; DI (2.12)

Por lo tanto, la divergencia de la velocidad de fase del fluido es igual a la
derivada advectiva de la masa de fluido por unidad de masa. Si asumimos
que la porosidad es constante:

—Uy D —Uy D 1 DUf

Vi = —L (i) = — L () = 2.1
VT = ) —2 ot T D (2.13)

En este caso, la divergencia de la velocidad de fase del fluido es igual a la
derivada advectiva del volumen especifico vy = 1/p; del fluido. Si asumimos

que la masa de fluido es constante:

Pof %% B

-V Dt Dt

La divergencia de la velocidad de fase del fluido es igual a la derivada advec-
tiva de la deformacién volumétrica cuando el fluido de masa My es constante.
Esto se debe a:

- AVB DEB 1 DVB
Vo = 10
Vg Dt Vg Dt

V'UB:&B:

Si asumimos que la masa del fluido y la porosidad son constantes:
- -V: D 1 DVy D
v.ﬁf:_f_<%>:__f:ﬁ (2.15)
@M Dt \" Vy Vi Dt Dt
En este caso, la divergencia de la velocidad de fase del fluido es igual a la

derivada advectiva de la deformacion volumétrica del fluido.
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Aplicando la ecuacién 2.9 a la fase sélida (i = s), cuando la masa sélida y la

porosidad son constantes:

D -

Ty (Psps) = = (@sps) V- T
N -1 D —
o Dt o MDI\ V,
D 1 LDV 1 DV,

Por lo tanto, la divergencia de la velocidad de fase sélida es igual a la deri-

vada advectiva de la deformaciéon volumétrica sélida:

- 1 /DV, De
= () = 2.1
Vil =y ( Dt ) Dt (2.16)

La variable ¢4 se define como la deformacion volumétrica (dilatacién o com-
pactacién) de la fase sélida. Si la roca se supone que es no deformable o
incompresible, entonces DV;/Dt = 0 y la divergencia de la velocidad del
solido es nula. Esta es la aproximacién mas comun en ingenieria de yaci-
mientos. Si en la ecuacién 2.9 se supone que la porosidad es constante y que

la densidad no cambia con el tiempo:
V- (pifi) =0 (2.17)

Las ecuaciones 2.12 - 2.17 son otras formas de la ecuacién de continuidad, y
dan una interpretacién fisica muy clara de la divergencia de la velocidad de

deformacion de las dos fases.



18 Los grandes principios de conservacion

2.5. Conservacion del momentum y la ley de

Darcy

2.5.1. Conservacion del momentum

La segunda ley de Newton para un sistema, se usa como base para encontrar
la ecuacién de la cantidad de movimiento lineal para un volumen de control
por medio de la ecuacién 2.1. Sea N la cantidad de movimiento lineal muv del
sistema y sea 1 = v la cantidad de movimiento lineal por unidad de masa.

Entonces, usando la segunda ley de Newton y la ecuacién 2.1 tenemos:

d(mv) 0
F — vV + -dA 2.1
E ; n / pvd /Spm; d (2.18)

Es decir, la fuerza resultante que actiia sobre un volumen de control es igual
al cambio en el tiempo de la cantidad de movimiento lineal dentro del vo-
lumen de control, mas el flujo neto de la cantidad de movimiento lineal a

través del volumen de control.

2.5.2. Ley de Darcy

La ley de Darcy es una ecuacién obtenida experimentalmente que describe

el flujo de fluidos a través de un medio poroso.

En rocas porosas, el flujo real de fluidos ocurre a nivel microscépico, a través
de una escabrosa trayectoria y una malla compleja de poros interconectados

y fisuras de diferentes dimensiones.

Es tipico representar el flujo de fluido en los poros como un proceso continuo
usando el promedio de las propiedades volumétricas en lugar de la geometria

detallada de las particulas solidas en el medio poroso. Cuando insertamos los
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parametros adecuados en la ecuacion apropiada, es posible obtener el pro-

medio del flujo de las particulas entendiéndolo como un fenémeno global.

La ley de Darcy es comunmente usada para describir el flujo de agua, aceite

y gases en acuiferos, en petroleo y en reservorios geotermales.

La ley de Darcy contiene la definicion cientifica de la permeabilidad k usada
en ingenieria de reservorios. Es una relacion proporcional entre la tasa de
descarga instantédnea @, a través del flujo de una seccién de drea A[m?| de
un medio poroso, la viscosidad del fluido y la caida de presién (py —p;) sobre

una distancia dada L:

3

Q= 2=y {m—} (2.19)
Ky To — X1 S

Donde @, es la descarga volumétrica (volumen del fluido por segundo) y
L = x5 — 1 es la longitud del espacio sobre el cual se da la caida de presion.
El signo negativo se debe a que el flujo siempre va de la zona de mayor
presion a la de menor presion. Dividiendo cada lado de la ecuacién por el

area y usando una notacién compacta tenemos:

%_ k. Ap kg Op m

U A T ) (2:20)

vy es llamado el flujo de Darcy, o descarga volumétrica por unidad de area,
o velocidad de Darcy, o velocidad de filtracién; y Ap/Ax = V,p es el vector
gradiente de presién en una dimensién. El flujo de Darcy es un promedio de
la velocidad de flujo que ocurre tinicamente en una porcion de la seccion de
area A en la columna del poro. Los granos sélidos ocupan la parte restante
de A. La porcion de édrea efectiva del flujo es ¢ A. Entonces, la relacion entre
el promedio de la vy del fluido a través de la columna porosa y la aparente

descarga v4 = vy, donde vy4 es la velocidad de Darcy.



20 Los grandes principios de conservacion

La ley de Darcy es una expresiéon de la conservacién del momento cuando
la energia cinética del fluido es despreciada. En un espacio tridimensional,
la gravedad debe tenerse en cuenta porque la caida de la presion vertical
causada por la gravedad afecta el flujo. En este caso, la ley de Darcy para
una sola fase fluida en un medio poroso anisétropo de tensor de permeabilidad
K es:

— 1 - —
vy =-—K- (Vp - Pf9> (2.21)
s

Donde K es el tensor de la permeabilidad absoluta en cualquier punto (x, y, 2)
del medio poroso, g es la aceleracion de la gravedad en la misma direccién del
radio de la Tierra. La validez de la ley de Darcy ha sido probada en muchos
experimentos y ha mostrado su exactitud para un dominio amplio de flujos

(referencia [7]).

La ecuacion 2.21 también es valida para un flujo bifasico. En el caso del
agua, el subindice f representa la fase liquida (f = 1) o la fase vapor (f = v).
Dicha ecuaciéon es muy usada para definir el flujo vectorial de un fluido en
cada punto seguido a través de un diferencial de area dS en los alrededores
de un diferencial de volumen dVp de cualquier reservorio poroso fracturado,
como se muestra en la figura 2.1. Este vector de flujo es igual a la cantidad
de masa pasando cada segundo a través de la unidad de area y es vélida

también para los flujos no-Darcianos:

o . kjg
Fa = pyiy {%] (2.22)

2.6. Principio de conservacién de la energia

La primera ley de la termodinamica para un sistema afirma que el calor @)

agregado a un sistema, menos el trabajo W realizado por éste, sélo depende
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FractL{Las

Figura 2.1: Diferencial de volumen de un material poroso.

de los estados inicial y final del sistema. Esta diferencia en los estados del
sistema, independiante de la trayectoria, debe ser una propiedad del sistema

y es llamada energia interna F. La primera ley en forma de ecuacion, es

La energia interna por unidad de masa se llama e; por lo que aplicando la

ecuacion 2.1, N = EF y n = e tenemos

dE 0
e dA 2.24
dt at/Vpe +/Spev (224)

o bien, mediante la ecuacién 2.23

50 oW dE 0
_oW _dE 0 dA 2.2
5t ot di 6t/vpedv+/spevd (225)
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El trabajo realizado por el sistema sobre sus alrededores puede separarse en
dos partes: el trabajo W, realizado por fuerzas de presion sobre las fronteras
en movimiento y el trabajo Wj realizado por fuerzas cortantes. El trabajo

realizado por fuerzas de presion en el tiempo 0t es
oW, = (5t/pv-dA (2.26)

Por las definiciones de los términos de trabajo, la ecuaciéon 2.25 se convierte

5Q W, 0 /pedV—i—/ <1_?+e) o-dA (2.27)
v s \P

en

S5t ot ot

En ausencia de efectos nucleares, eléctricos, magnéticos y de tensién super-
ficial, la energia interna e de una sustancia pura es la suma de las energias
potencial, cinética e intrinseca. La energia intrinseca u por unidad de masa
se debe a las fuerzas y al espaciamiento molecular (dependientes de p, p, o
T):

2

e:gz+%+u (2.28)



Capitulo 3

Ecuaciones parabdlicas y

energia térmica

En la naturaleza existen basicamente tres modos de transferencia del calor:
por conduccién, por conveccion y por radiacién. Los ingenieros térmicos o
mecanicos y algunos fisicos se ven confrontados con frecuencia a problemas
que inmiscuyen una u otra forma de transmision calorifica. Aqui damos una
deduccion simple e intuitiva de una ecuacion diferencial parcial que describe

la transferencia de calor por conduccién ya sea en sélidos o fluidos.

3.1. Ecuacién general de difusiéon - convec-
cién (adveccion)

Consideremos primero un medio unidimensional, por ejemplo, una varilla
metalica o un tubo muy delgado por el cual circula un fluido; al instante
t; en el punto x; existe una temperatura 77; similarmente en x5 hay una
temperatura T en el instante t5. En la direccién x hay un flujo de calor

debido a una fuente colocada en F.
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N
1]
R
L

Figura 3.1: Varilla

Donde el flujo de calor por unidad de superficie en la direccion z esta dado

por
Q(z,t) = cpT (3.1)

donde ¢ es el calor especifico a presién constante por unidad de drea [J -
kg=' > C7'] y p es la densidad [kg - m™3], ver el capitulo 2 de la referencia
[7].

Tenemos que el flujo de calor por unidad de area en el intervalo de tiempo

to — t1 es:
q _ 1Q2—Ch (3.2)
A Aty—t '
La ley de Fourier establece que:
q -1
= =—k — 3.3
1 Pa— + e(z2 — 21) (3.3)

Donde € es un término de error que disminuye con (xs — 1) y k es la cons-

tante de conductividad térmica [W -m~-° C~1].

Igualando las ecuaciones 3.2 y 3.3 obtenemos:

lQQ _Ql _ _kTZ _Tl

Atg—tl To — X1

+e(xy — 1) (3.4)
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Calculando los limites tenemos:

L. Q=01 . Ty =T ,
Ao =~ Mg, g Tl A )
1dQ oT
S A 35
7 A O (3:5)

Por otra parte tenemos que, por termodindmica clasica, la variacion lineal

de ¢ es proporcional al cambio instantaneo de la temperatura:

oT  dq d oT

Donde p es la densidad [kg-m 3] del material y c es el calor especifico, definido
como la cantidad de calor que hay que suministrar a una unidad de masa de
alguna sustancia o sistema termodindmico para elevar su temperatura en un
grado Celsius, sus unidades son [J - kg~! -2 C~1].

Finalmente obtenemos:

or 0T
ot~ Tox2

Donde 7 es el coeficiente de difusividad térmica dado por:

0=t (38)

La ecuacién 3.7 es conocida como la ecuacién de conduccion del calor en una

(3.7)

dimension; para 2 y 3 dimensiones puede deducirse de forma mas general y
rigurosa, haciendo uso de las leyes generales de conservacién de la termo-

dindmica y mecanica de medios continuos materiales.

Sea 2 un volumen material ocupado por un sélido o un fluido. La frontera

del volumen 2 es la superficie cerrada I' y 77 la normal exterior a I' (ver figura
3.2).
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Figura 3.2: Dominio {2

Sea () la cantidad de calor recibida por el material a través de la frontera

I', de tal manera que el cambio instantaneo de cantidad de calor recibido es

Q) Lo
E——/Fq-ndf (3.9)

Con ¢ igual al flujo de calor instantaneo por unidad de superficie. El signo

dado por:

menos es debido a que consideramos 77 como exterior a I' y el flujo ¢ de sen-

tido contrario, es decir, entrando a €2 por I'.

Utilizando el teorema de la divergencia podemos transformar la integral sobre

la superficie, en una integral sobre todo el volumen:
/ 7 idl = / div(§)d2 (3.10)
r Q

Donde div(q) en coordenadas cartesianas es:

aQI aql/ 8(] z aQi

V-7= = = L = 9, 3.11
1= 5z + oy + 0z  Oux; 1 (3.11)
Con
qz a1 x T
q= dy = qQ | Y = T2 (3.12)

P q3 z T3
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En donde hemos impuesto la convencién tensorial de suma sobre indices re-

petidos.
Por otra parte, el flujo ¢ puede calcularse con la siguiente ley experimental:

7=-K-VT (3.13)

La cual es conocida como la ley de Fourier generalizada, donde el tensor de

conductividad térmica del medio material considerado es:

ke 0 0 ki 00
K=10 %k, 0[|=]0 ko 0=k, i=1,2,3.
0 0 k.. 0 0 ka3
(3.14)
Sustituyendo la ecuacién 3.13 en la 3.10 obtenemos entonces:
/ divgdQ = — / div(K - VT)dS) (3.15)
Q Q

Por otra parte, la segunda ley de la termodindmica de medios continuos,
establece que: 10 5
— = = s 3.16

Con p la densidad del medio y u su energia interna por unidad de masa.

Finalmente igualando 3.15 con 3.16 deducimos:

a —

/—(pu)dQ = / div(K - VT)dQ (3.17)
o Ot Q

La cual es la ley integral de la conduccion del calor en tres dimensiones. Si

las funciones involucradas son continuas, entonces las integrales son validas

sobre todo volumen arbitrario €2, y entonces validas localmente, de donde:

%(pu) = div(K - VT) (3.18)
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Para simplificar el problema podemos suponer que se trata de un medio

isotrépico y entonces:

1
K=Fk| 0 (3.19)
0

o = O
_= O O

k deviene entonces simplemente el coeficiente de conductividad térmica.

Si p es constante y u = u(7T") entonces la termodindmica establece que:

ou ou T

Y a menudo se escribe que Ou/0T = c,(z,y, 2,t) es el coeficiente de calor

especifico por unidad de volumen constante.

De donde
oT R o*T  9*°T  O°T
Pergr = k div(VT) =k (8x2 + 05 + 822) (3.21)
Es decir:
T
pcp%—t = kAT (3.22)

La cual es la ecuacion del calor en dos o tres dimensiones y puede escribirse

también como:

— =nAT (3.23)

Donde la difusién del medio 7 esta dada por:

n= LS (3.24)

P Cp

Aqui ¢, es el calor especifico a presién constante.
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3.2. Conduccién de calor y ley de Fourier

Debido a que la presente tesis se aplica a reservorios y sistemas geotérmi-
cos, en esta seccién y en la 3.3 nos referimos a campos geotérmicos de rocas
porosas, como el de Los Azufres. Cabe aclarar que la ley de Fourier es una

ley més general y se aplica a muchos otros fenémenos que no son geotérmicos.

La conduccion del calor es un proceso de transporte macroscopico. La agi-
tacion molecular produce energia térmica, que se transporta de un lugar a
otro en una roca porosa. La conduccion se refleja en cambios en la tempe-
ratura del medio, este transito de la energia siempre se lleva a cabo en la
direccién de la disminucion de la temperatura. Si la temperatura varia en
dos puntos distintos dentro de la roca porosa, se produce la conduccién de
calor desde el punto mas caliente al punto mas frio. El proceso fisico de la
conduccién del calor es diferente en las rocas soélidas, liquidos y gases. Esto
se debe a la actividad molecular es diferente en cada uno de los tres estados
(ver referencia [8]). La ecuacién fundamental que describe este proceso es la
ley experimental de Fourier de la conduccién de calor en una (1D), dos (2D),

o en tres dimensiones (3D):

en 1D: qr, = —kT%
en 2D o 3D: i = —Krp - VT
kr, 0 0 0, T
en3D: Kr=| 0 ky 0 |, VI=| o7 |, 0.T=%
0 0 kp 0., T

La matriz Ky es el tensor de conductividad térmica para un medio no
isotropico y es diferente para cada roca. La conductividad térmica tiene uni-
dades de [J-m™-s7' - K7 o [W-m™!-°C7!, ya que ambas escalas de
temperatura son paralelas (K =° C'+273.15) y el cambio de temperatura es

una relacién uno a uno. El incremento de un grado Celsius es exactamente
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igual al incremento de un Kelvin. El vector gradiente térmico VT cuantifica
la variacién de la temperatura en tres direcciones espaciales (z,y, z), tiene
unidades de [°C-m~! = K-m™!]. El vector gr es el flujo de calor y tiene unida-
des de energfa por unidad de area [I¥-m~2|. El signo negativo aparece debido
a que el calor siempre fluye en la direccion en la que la temperatura dismi-
nuye. Con respecto a la temperatura de la superficie terrestre, el gradiente
geotérmico normal promedio es de 25°C - km~! de profundidad. En zonas
geotérmicas anormales, este gradiente es mayor. Por ejemplo, en el campo
hidrotermal de Los Azufres, México, sus valores estdn entre 87°C - km~! y
138°C - km~!. El flujo de calor promedio en el Cinturén Volcdnico Mexicano
es de 0.10 W - m~2 en la superficie, mientras que el flujo de calor submarino
estimado en el Golfo de California es de 0.34 W - m™2, Suérez 2000 y Suérez
2004 (referencias citadas en [7]). En cuanto a toda la Tierra, el flujo de calor
promedio de los continentes es de 0.06 W - m~2 y de 0.10 W - m~2 para los
mares. La potencia térmica total aproximada de la Tierra es de 45 x 102/,

Lautrup 2005 (referencia citada en [7]).

3.3. Ecuaciones de transporte de calor

La transferencia de energia térmica de una regién caliente de una roca porosa
a una zona mas fria de la misma roca se llama transporte de calor. La transfe-
rencia siempre se origina a partir de las distintas temperaturas existentes en
el sistema roca/fluido. Este fendmeno es un asunto muy intuitivo y su percep-
cién experimental se encuentra en los fundamentos de la termodindmica de
roca porosa. El transporte de calor se produce a través de tres mecanismos:
conduccién , que es la energia transferida por las vibraciones moleculares a
través de una roca o liquido, de conveccion , que es la energia transferida por
el fluido en movimiento, la radiacién , que es la energia transferida a través

de las ondas electromagnéticas, o cualquier combinacién de estos modos.
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3.3.1. Calor por conduccion

La Ley fundamental de la conduccién de calor es un resultado experimental
que indica que el flujo de calor en una roca continua se debe a las diferencias
de temperatura existentes en el medio. La transferencia de energia se produce
a partir de las zonas de mayor temperatura a las zonas de menor tempera-
tura. El matematico y fisico francés Jean Baptiste Joseph Fourier, quien fue
el primer cientifico en experimentar con la conduccion de calor, formulé un
modelo preciso para este tipo de transferencia de energia y resolvié su mode-
lo utilizando por primera vez la técnica de las series de Fourier. Su director
de tesis fue Joseph Lagrange y Fourier fue el maestro de Dirichlet Gustav y
de Claude Louis Navier. Joseph Fourier descubrié el efecto invernadero en
la Tierra en 1824, afirmando que «... una atmdsfera sirve para calentar un
planeta ... los gases en la atmédsfera podrian aumentar la temperatura de la
superficie de la Tierra. » (referencia [9]). El flujo de energia es igual a la con-
ductividad térmica multiplicado por el gradiente de temperatura de la roca.
El enunciado de la conduccién de calor es expresado matematicamente en la

ecuacion 3.13.

El flujo vectorial de calor tiene unidades de [W - m™2], los componentes de
K7, que es el tensor de conductividad térmica de la roca porosa, tiene uni-
dades de [W - m~! -2 C71]. Sea Q el dominio de conductividad de una roca
porosa y sea I' = 09 su frontera. Sea Qg [J] la energia térmica de Q que

se puede intercambiar con su entorno. El flujo instantaneo de energia va de

entrada/salida de €:
d — — — — J
dt r Q S
Se utilizé el teorema de la divergencia para transformar la primera integral
en esta ecuacion. Existe una relacion termodinamica basica que conecta Qg

a las propiedades térmicas de la roca y a la generacién volumétrica de calor
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QH(Qf,y, Z) = qH/V;“

dQE . (9 o =, =,
— = /Q a(cpprT)dQ— /Q \Y (KT VT)dQ+ /Q QudQ) (3.26)

Siempre y cuando la ecuacién 3.26 sea valida para un dominio arbitrario 2, a
partir de esta propiedad integral de la roca, se deduce el modelo matemético

para la transferencia de calor en rocas porosas:

Son) =9 (ke 91) +Qu [ L] (3.27)

El modelo 3.27 es una ecuacion diferencial parcial que describe la distribucion
espacial y la variacién de la temperatura en el dominio 2. Hay que tener en
cuenta que si T' es constante, a ambos lados de la ecuacién 3.27 se convierten
en nulos y Qp = 0. Debido a las relaciones termodindmicas utilizadas para
obtenerlos, esta ecuacién también describe la distribucion de calor en la region
ocupada por las rocas porosas. El tensor de conductividad térmica K es
especifico para €2, puede depender de las coordenadas espaciales en cualquier
punto (x,y,z) € Q y por lo general tiene la forma de una matriz diagonal,
con componentes distintos de cero (kr,, kr,, kr,) en la diagonal principal. En

tres dimensiones, la ecuacién 3.27 se convierte en el siguiente sistema:

) kr, 0 0 by, 0, T
o7 (cneT) = Qu = Vilo ky 0-VT=V-| kpo,T
0 0 kp kr.0,T

0 or 0 or 0 or
= (bno |+ = (kr,o ) + = (k. 2
Oz (sz Gx) * dy (kTy ay) * 0z <sz 32) (3:28)

En algunas circunstancias, la roca porosa es mas o menos homogénea e isétro-
po, su densidad y su calor especifico son constantes y K¢ = kI, (I es la matriz

identidad) y la ecuacién del calor se simplifica:
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T kre = k 2
_:_Tv.vjq_&’ 6p = —L [m?]
ot pey PCp PCp
oT J 0
= = =0VT+Qn, [<] (3.29)
ot kr s

El coeficiente o7 es el coeficiente de difusividad térmica del dominio €2 dis-
cutido en la seccién (2.1.8) del capitulo 2 de la referencia [7]. La conduccién
siempre disminuye con la densidad. El agua liquida y el vapor son menos
conductores que la roca solida. A 200°C', el kr de la roca volcanica es de 1.8
W -m~t->C~! en las mismas condiciones, el kr del agua liquida es de 0.65
W .-m=t-2C~! yel kpr del vapor de agua es de 0.05 W - m~! . C~L, refe-
rencia [7]. La forma matemética de la ecuacion del calor es andloga a otros
fenémenos que aparecen en los acuiferos y los sistemas geotérmicos, como el
flujo de agua subterranea y de la ecuacién de transporte de solutos. La ley
de conduccién de calor de Fourier es andloga a la ley de Darcy y a la ley de
Fick de la difusion. Varios ejemplos y soluciones fundamentales de 3.29 para
los dominios simples se encuentran en la referencia [10]. Las referencias com-
pletas de la transferencia de calor en general se encuentran en la referencia

[11], que es un libro electrénico gratuito.

3.3.2. Calor por conveccion

La energia térmica transportada por conveccién es un mecanismo fundamen-
tal en los sistemas geotérmicos. Este tipo de transferencia de calor se asocia
con la circulacion de fluidos calientes en el reservorio. En condiciones natura-
les, el calor es transportado por el movimiento originado por los cambios de
densidad del fluido y el empuje producido por el calentamiento de fluidos en
las regiones mas profundas del reservorio. La flotabilidad hace que los fluidos
profundos calientes con menor densidad asciendan formando celdas de con-

veccion. La ebullicién y condensacion son las transferencias por conveccion
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asociados con el transporte de calor durante el cambio de fase del fluido. Por
ejemplo, cuando el liquido se evapora, gana calor por vaporizacion, cuando el
vapor se condensa, se libera el calor latente de vaporizacién. Hervir el agua
es un mecanismo de transferencia de energia muy eficiente. La cantidad de
calor liberada es la misma que la cantidad de calor absorbido durante la eva-
poracién. La ecuacion basica para la conveccién es la ley del enfriamiento de
Newton:
dQg J

— = hrA(T = Ty), H (3.30)

El término hr[J - s7'-m™2.2C~!] es el coeficiente de transferencia de calor,
Qr es la energia térmica transferida por conveccion, A es el area de la su-
perficie de la roca donde el calor se transfiere, T" es la temperatura de la roca
y T es la temperatura media del fluido en movimiento en el medio poroso.
Si hay equilibrio térmico en el sistema fluido-roca, T" - T y la velocidad de
transferencia de calor por conveccién es igual a cero. Esta formula clasica
de enfriamiento se aplica solo bajo condiciones de laboratorio y no es muy
util en sistemas geotérmicos reales, ya que es muy dificil de medir todos los
parametros incluidos en la férmula. Muy a menudo, la hipdtesis de equilibrio
térmico instantaneo entre las rocas porosas y el liquido se hace en simu-
laciones numéricas. Por lo tanto, es necesario simplificar la solucién de las
ecuaciones involucradas. La férmula generalmente utilizada para el estudio

de la conveccion en los yacimientos geotérmicos es la siguiente:

flujo de energfa por conveccién: Q= psUrhy, (3.31)

bowk]]  [EW
mp s % m2
Qs es el flujo vectorial de energia por conveccién relacionado con el movi-
miento del fluido, U es la velocidad de Darcy, ps es la densidad del fluido y

hy su entalpia especifica. La conveccién en medios porosos, s6lo puede ocurrir
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en los fluidos durante el transporte de calor por la circulacién del liquido en
combinacion con la conduccién en el liquido, y entre la roca y el fluido. El
flujo total de calor combinado en el sistema roca/fluido es la conveccién mas

la conduccioén:
flujo total de la energia de un fluido: Ef = psUshy — ky - VT (3.32)

El coeficiente k¢ es la conductividad térmica del fluido. Esta férmula se uti-
liza en la siguiente seccion para desarrollar las ecuaciones de flujo en los

yacimientos geotérmicos de una y dos fases.

3.4. Ecuacion general del flujo de calor

La ecuacién general del flujo de calor en yacimientos geotérmicos incluye la
conduccién y conveccién a través de un término de adveccion relacionados con
el transporte de energia por el fluido en movimiento en los poros (referencia
[11]). Este proceso de transferencia de energia combinada es modelado por

la ecuacion diferencial parcial siguiente:

aT — — — _’
oP g~ V- (KT : VT) + V- (eppT?) = Qu (3.33)
Donde el vector ¢ representa la velocidad del fluido de Darcy y Qg[W - m ™3]
es la produccién volumétrica de energia térmica. Esta ecuacién es valida no
solo en rocas heterogéneas, porosas anisotropicas, sino también en el movi-
miento de fluidos viscosos gobernado por las ecuaciones de Navier-Stokes, en

la micro-escala de los poros o en el pozo, por ejemplo.

Para incluir la conveccion en el vector de flujo de calor es necesario anadir el
correspondiente efecto de adveccién relacionado con la velocidad del fluido

ce1n 61 l”eSQIVOI‘iOZ
Gr = —Kr - VT + c,pT'7 (3.34)
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Estas dos ecuaciones completan nuestro andlisis de los fenémenos de trans-

ferencia de calor en rocas porosas.



Capitulo 4

Fundamentos matematicos de

los volumenes finitos.

4.1. Introducciéon

El método de los volimenes finitos (MVF) es una poderosa técnica numérica
para resolver ecuaciones en derivadas parciales (EDP) o de sistemas de ecua-
ciones diferenciales ordinarias (EDO), en forma de aproximaciones utilizando

ecuaciones algebraicas.

El MVF se considera la técnica més versatil de discretizacion utilizada en
la dindmica computacional de fluidos (DCF), porque se basa en la misma
formulacién del volumen de control usada en la dindmica analitica de fluidos
tradicional. La caracteristica mas importante del MVF es que la soluciéon
resultante respeta local y globalmente la conservacién de la masa, del mo-
mentum, de la energia y de la concentracion de solutos. Esta propiedad es
satisfecha exactamente en cualquier volumen finito de control, asi como en
todo el dominio computacional para cualquier nimero finito de voliimenes.

Incluso una malla burda del dominio exhibe balances integrales exactos.
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En su version mas simple, el MVF es similar al método de diferencias finitas
(MDF); en su versién més avanzada es similar al método de elementos finitos

(MEF), con una funcién de ponderacién igual a 1.

El MVF calcula valores discretos de la EDP sobre un dominio representa-
do por una malla cuyos elementos o celdas son de geometria mas sencilla,
triangulos, rectangulos, cuadrilateros, pentagonos o poligonos generales con-
vexos. En principio, cualquier volumen convexo, incluso con curvatura, puede
usarse en este método numérico. Intuitivamente, una superficie convexa sig-
nifica que la curvatura de su frontera es hacia afuera, figura 4.1 (izquierda).
Un volumen convexo es aquel donde cualquier par de puntos contenidos en
él, pueden unirse con una recta sin salirse del volumen, un ejemplo de un

volumen no convexo puede verse en la figura 4.1 (derecha).

Volumen Convexo. Volumen no Convexo.

Figura 4.1: Ejemplos de volimenes.

El término «Volumen Finito (o VF)» se refiere al pequeno volumen que con-
tiene a cada punto nodal de una malla. En el MVF, la EDP original se
integra sobre cada uno de esos volimenes. Luego, las integrales de volumen
de la EDP se transforman, mediante el teorema de la divergencia, en inte-
grales de superficie sobre las fronteras que delimitan a cada VF. Por ello

también se le conoce como Método de Superficies Finitas Integradas (MSFI)
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y, antiguamente, también como Diferencias Finitas Integradas (DFI).

En el MVF| las integrales de superficie son evaluadas como lo que son, flujos
a través de la frontera total de cada volumen finito, en términos de las canti-
dades promediadas sobre cada VF. Debido a que el flujo de masa y de energia
que entra o sale en un determinado volumen es idéntico a la suma total de flu-
jos que salen o entran de los volimenes adyacentes, el MVF se cataloga como

un método numérico acorde con las leyes de conservacion arriba mencionadas.

A diferencia del MEF, el MVF resuelve la EDP calculando los valores de las
funciones y flujos promediandolos en cada VF y su frontera. Otra ventaja del
MVF es que es facil de formular incluso en mallas heterogéneas no estruc-
turadas. Comparandolo con las DF, el MVF no requiere una estructura fija

en la malla, aunque también puede usarse facilmente una malla estructurada.

Lo que es especifico del MVF con respecto a las DF es que la aproximacion
se realiza en las ecuaciones integradas de equilibrio local, en lugar de hacerlo
en la EDP misma. En el MVF se discretizan los flujos en las fronteras de los
VF, en lugar de discretizar al operador diferencial mismo. El sistema alge-
braico resultante de ecuaciones aproximadas depende de un conjunto finito
de incognitas, las cuales pueden ser lineales o no lineales, dependiendo del

problema original.

Hay que destacar el hecho, del cual uno se percata con la experiencia, de
que no existe una forma sistemdtica tinica para obtener el sistema algebraico
discreto aproximado por el MVF y que es deducido del sistema continuo de
la EDP. De hecho, la intuicion fisica, los conocimientos técnicos y la praxis
del problema, son el ingrediente clave para obtener un esquema que satisfaga

las propiedades de precision, robustez y bajo costo computacional requeridos
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en la aproximacion de un problema con este método. Esto es particularmente
cierto en el manejo de las condiciones de frontera (CF). En el MVF las CF
pueden ser muy heterogéneas, porque los valores de las variables se conservan

dentro del volumen finito mismo, no en los nodos.

Por todas estas ventajas en el método de VF es la técnica perfecta cuando
se modelan problemas donde la conservacién de los flujos es de gran impor-
tancia, asi como para computar soluciones discontinuas derivadas de flujos
compresibles, o en EDP que contengan coeficientes discontinuos, sobre mallas
burdas, mal estructuradas, distorsionadas y en interfaces con perturbaciones
y heterogeneidades. En todos estos casos el MVF nos lleva a la construccion

de esquemas de aproximacion robustos y flexibles.

Al igual que en otros métodos, en el MVF es necesaria la construccion de una
malla, la cual consiste en una particién geométrica del dominio espacial don-
de se encuentran las variables y donde la funcion incognita esta claramente
definida. Los elementos de la malla se denominan técnicamente voliimenes

finitos de control.

La integracion de la EDP sobre cada volumen finito resulta en una ecuaciéon
de balance. Luego, el conjunto de ecuaciones de equilibrio se discretiza con
respecto a una serie de incognitas en los nodos de cada VF'. La cuestion clave
y principal es la aproximacién de los flujos en las fronteras de cada volumen

de control.

Como ya se establecié mas arriba, para que el MVF sea eficaz y preciso, es
requisito indispensable que los flujos numéricos se conserven, es decir, el flujo
efectivo global que entra o sale en un volumen de control debe ser igual a

la suma algebraica de los flujos de todos los volimenes vecinos, de manera
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coherente en toda la malla.

El MVF es una técnica bien adaptada para la simulacion numérica de di-
versos tipos de EDP (elipticas, parabdlicas o hiperbdlicas) que representen
leyes de conservacién. E1 MVF se utiliza ampliamente en diversas ramas de
la fisica y de la ingenieria, tales como mecéanica de fluidos, transferencia de
masa y calor en acuiferos, en reservorios geotérmicos y de hidrocarburos. El
MVF puede adaptarse a problemas de gran complejidad e inusual geometria,
por ello son un instrumento muy poderoso en la solucién de importantes
problemas de dinamica de fluidos en medios porosos y sistemas de fluidos

generales, incluyendo también fluidos bioldgicos.

El primer paso en el MVF consiste en dividir el dominio de la EDP en una
serie de volumenes finitos de control donde el valor promedio de la funciéon
o variable fisica de interés se encuentra aproximadamente en el centroide del
volumen finito. Esta posicion es ambigua porque es parcialmente desconocida

y deriva del teorema del Valor Medio para integrales.

igui i i T iferenci uaci

El siguiente paso consiste en integrar la forma diferencial de las ecuaciones
que gobiernan el fenémeno en cada VF. Se pueden usar funciones de inter-
polacion para describir la variacién de la funcién-variable a través de las
fronteras, o bien, simples promedios entre cada par de centroides de dos VF

adyacentes.

La ecuacién resultante se denomina ecuacién discretizada. De esta forma, la
ecuacion discretizada expresa un principio de conservacion para la variable
dentro del VF de control. Las etapas a seguir en la construccién del MVF se

describen enseguida.

1. Seleccion y definicion del fenémeno fisico, quimico o de multifisica que
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10.

se quiere modelar con EDP.

Definicién del dominio computacional de la EDP, es decir, de la geo-

metria de la regién a modelar.

Generacion de la malla, o sea la creacién de la subdivisién del dominio

en cierto nimero de VF.

Especificacién de las condiciones de frontera adecuadas en los VF que

representan la frontera del dominio.

Integraciéon de las EDP sobre los VF del dominio y sobre las fronteras

del dominio.

Transformacion de las ecuaciones integrales en un sistema de ecuaciones

algebraicas.

Integraciéon en el intervalo de tiempo t — t + At de las ecuaciones

algebraicas (casos transitorios).

Inclusién de condiciones iniciales en esas ecuaciones y de la discretiza-

cién temporal (explicita o implicita) a usar.
Solucién de este sistema algebraico por métodos directos o iterativos.

Graficacién, visualizacion, andlisis y discusion de la solucién aproxima-

da.

En esta seccion se abarcan los conceptos matematicos del MVF y se resuelven

cuidadosamente algunos ejemplos para ilustrar casi todas las caracteristicas

esenciales del MVF en una dimensién. Se incluyen problemas estacionarios

de difusién pura (Laplace y Poisson), problemas de difusién con conveccién

y problemas que dependen del tiempo, llamados también transitorios o no
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estacionarios.

Aunque estan resueltos en 1D, la soluciéon numérica y grafica de estos pro-
blemas permiten comprender a fondo como manejar el MVF en problemas
dificiles sin necesidad de generar primero una malla. El planteamiento y solu-
cion de EDP en dos dimensiones es mucho maés sencillo una vez comprendido
el arte y mecanismo de resolucién en 1D. Se haran ejemplos en dos dimen-

siones en una 2da etapa con el auxilio de UNAMalla 4.0.

Teorema 1 Riemann (10.). Sea un punto M €T sobre la curva que es la
frontera del dominio plano €2, donde M = (x,y), si s es la abscisa curvilinea
sobre I' entonces x(s), y(s) y tendremos:

dx dy

dr = —ds, dy= pi ds, ds* = daz* + dy?
s

Figura 4.2: Dominio 2

Por tanto el vector tangente unitario en M que se muestra en la figura 4.2,

L1 dx . 1 dy
T =— = n=—-—
ds dy ds —dx

es igual a:
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Donde 77 es el vector normal unitario en el mismo punto M en I'. Reempla-

zando estos vectores en el teorema de Riemann tenemos:

/(f,g).ﬁds:/r(f;l—z— Z—‘z) dsz/ﬂﬁ(f,g)da (4.1)

Es decir, si f y ¢ son las componentes de un vector @ de R? — @ = (f,g)

/ ﬁ-ﬁds:/ﬁﬁdg (4.2)
o0 Q

Este resultado también es conocido como el teorema de la divergencia en dos

obtenemos:

dimensiones.

Establece que la integral de la divergencia de un vector @ dentro del dominio
Q, es igual a la componente normal del mismo vector u sobre la frontera 0S2.
Este resultado, aunque fue deducido en dos dimensiones, también es vélido

en R3.

Teorema 2 Valor medio para integrales. Sea f : R" — R, definida
sobre Q) € R™, continua y acotada, y con €2 un conjunto convexo, entonces

existe {?G Q tal que el valor f (E) es el valor promedio de f en €):

1) = 1 [ 1@ (1.3

4.2. Algoritmo general del método de volume-

nes finitos (MVF)

El MVF requiere primero generar una malla que represente aproximadamen-
te la geometria real del dominio €2. Pero a diferencia del método de diferen-
cias finitas, aqui no se requieren mallas rectangulares, sino que puede usarse

practicamente en cualquier clase de celdas con fronteras arbitrarias, curvas,
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Figura 4.3: Malla general para MVF

irregulares, rectas, mallas estructuradas o no estructuradas, etc., un ejemplo
de una malla general es la figura 4.3.

La ventaja principal del MVF se divide en dos partes: la primera es de na-
turaleza fisica pues el método respeta integramente las leyes de la conserva-
ci6n (masa, momentum, energia). La segunda es que permite trabajar con
geometria de elementos casi arbitrarios, siempre y cuando se respeten las
condiciones de ortogonalidad de los flujos a través de las interfaces. Sea por

ejemplo la malla mixta de la figura 4.3:

Sobre esta malla resolveremos:

=

%dV—i—/ V-(ucﬁ)dv—/ qdV (4.4)
v Ot Vi Vi

Donde & = Vv, resolvemos primero el flujo:

V- (uVv)dV = / uVv - ndS = / u—dS 4.5

Con d; la distancia del centro de V; al centro de V; y d; la distancia del centro
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de Vj al centro de V;

ov ov
/Wiu%dS:;/ o ——dS = Zuzdﬂi@j (4.6)

u;, Vi, vj son valores promedios convenientes al cruzar cada interfase d;;. Los

otros dos términos se aproximan muy facilmente (T. valor medio)

ou du;
—dV = ZV;, dV = q,;V; 4.7
i o /Viq g (4.7)

La EDP aproximada con MVF es:

N

du; v; — Vs
iy w——28: = q;V, (4.8)
dt Z d; +d; J

du;
di

este trabajo se hace mediante diferencias finitas clasicas.

La aproximacion del término se puede hacer con diferentes métodos, en

Para simplificar el problema utilizaremos volimenes con fronteras simples
cuyas areas, centros geométricos y distancias inter-centros, se puedan calcular
facilmente. En la figura 4.4, se muestran los elementos geométricos claramente
indicados. Los puntos (4, j) son las coordenadas del centro geométrico ¢;; de
cada volumen Vjj, coni =1, Ny j=1 M.
Sea la siguiente EDP general en R3
Oou OF(u) 0G(u) 0H(u)
ot + ox * oy + 0z

Esta es una EDP no lineal, dificil, no homogénea, donde u(z,y, z,t) € C?(),
= (z,y,2),t > 0.



Fundamentos matematicos de los volumenes finitos

47

G100

Figura 4.4: Malla logicamente rectangular

Notese que la EDP 4.9 es equivalente a la siguiente expresién vectorial mas

compacta:

Donde:

b =| Gu) |, A=|0 Q)

H(u) 0

SV 0w =V [A@) - Vu] +4,

(4.10)

Muchas leyes de la fisica de medios continuos obedecen a este tipo de EDP,

como ya se ilustré en el capitulo anterior. La EDP se puede simplificar me-

diante la siguiente transformacion.

Sea el vector funcional d(u) = (f(u), g(u), h(u)), donde:

() = F(u) ~ P(u) 2"
g(u) = Glu) - Q(U)Z—Z
ou
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Entonces: p Of(w)  Oglu)  Oh(u)
U u g(u U .
- = 4.11
Es decir, de manera compacta:
ouw =

Por ejemplo, el principio de conservacion de la masa en forma diferencial

tiene la forma de la EDP compacta 4.12:

%+V (pU) = ¢, (4.13)

Donde p(Z,t) es la densidad del material, ¥ es el campo de velocidades del
objeto que fluye y ¢, es un término fuente. Si el medio continuo es poroso

de porosidad ¢ > 0 entonces este principio se escribe:

gt () + V - (pp?) = g (4.14)

Sea V; un elemento de volumen de la particién Q = UY | V; ala cual se le llama
malla de €2, donde cada volumen V; es convexo y no se traslapa con ningin
otro V}, es decir V;NV; =0, i # j. Las coordenadas del centro geométrico de
Vi son referidos por (i, 7). Por tanto a cada V; también lo podemos denotar
como Vi; o como V7 VQ C R2.

Integrando sobre V; la EDP 4.12 obtenemos:
—dV —|—/ V- d(u)dV = / qmdV (4.15)

Por el teorema de la divergencia:

/ﬁ@@)dvz/ & - dS (4.16)
Vi oV,

Como estamos en RZOD 0DV, =

/w (01(;(;6) - a(y ))d dy = fé (f (w)dy — g(u)dz) (4.17)
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donde U($,y), Fl = 8‘/; = ABCDA = Fl U FQ U Fg U F4, pues Fl = AB,
I'y=BC,I's=CD, 'y = DA. Como se muestra en la figura 4.5, donde las

I'; son rectas.

Figura 4.5: Curva I’

Observamos entonces que al integrar la EDP 4.12 regresamos al teorema de

Riemann, del cual partimos, para cada V;:

dx

% ; udV + /F (f(u(x,y))% - g(u(w,y))a) ds (4.18)

Aplicando el teorema del valor medio para la integral fV, u(z,y)dV, sabemos
que en cada V; existe un punto (§;,7;) € V; donde u(z,y) alcanza su valor

medio:

1
o [ v =) (4.19)
Vi Jv,

Sea u; = u(&;,n;), entonces la EDP 4.12 se transforma en:

0 ou,
E/Viu(x,y)dv — T +?§i (fdy — gdx)
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En dos dimensiones V; es en realidad un area de espesor unitario, pues:
Vi =1-A;, = A; el area rodeada por I';. Nos queda por computar la in-

tegral de linea fr.’ esto es relativamente sencillo para esta malla:

Valores medios sobre I':

]{i(fdy—gdx)Zzi:/rj(fdy—gdaf)Z/Fl +/FZ +/FS +/F4

Las cuales se aproximan mediante la siguiente expresion:
= (faBAyap — gapAwap) + (fecAysc — gpcAzpc) +

(fepAyep — gepAzep) + (fpAAYDA — gpaATpA)

Donde Ayap = yg — ya, Axap = T — X 4,..., etc. Los términos fag, gas,
fBc, -, fpa, gpa son los valores promedio de cada funcién entre las interfaces
I'n=A8,...T'y=DA.

Rt el
2

Promedios por ejemplo en C'D: Pop = , cp = 7

Muchos otros promedios son posibles. Por ejemplo tenemos la siguiente rela-

cién entre el promedio continuo, geométrico, logaritmico y aritmético:

2 pj — i Pi + @;
< oo < J < J
T L =Vavis Inp; —lng; = 2

Pi ®j

Donde ¢ es la variable a promediar, en este caso f o g.

También existe el promedio ponderado:

fi = 0pi + (1 = 0)yp;, 0 < [0,1]

Sif= % obtenemos el promedio aritmético simple.
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La calidad de la aproximaciéon numérica de cualquier EDP, depende de la
malla y sus cualidades, por ejemplo, una cualidad clave para una malla he-

cha con tridngulos es evitar que tenga angulos demasiado agudos.

En principio, UNAMalla (ver capitulo 5) puede generar mallas adecuadas y
la informacién numérica necesaria para resolver la EDP 4.14 en dos dimen-
siones. El término Ou/dt se puede aproximar mediante una diferencia finita
y no representa mayor problema mas que la rapidez y convergencia de los

calculos.

4.3. Programacién del algoritmo del MVF (en
Matlab)

En las paginas anteriores se esboza la forma en que se construye, matemati-
camente, el MVF partiendo de una EDP general de conservaciéon. Las leyes
fisicas de conservacién a las cuales se aplica el MVF son esencialmente ma-
sa, momentum, energia y difusién de solutos (contaminantes). Para darle un
sentido fisico general a la EDP 4.14 en tres dimensiones, modificamos ligera-

mente su formulacién.

Sea p(z,t) la densidad del medio (fluido o sélido) y w(Z, t) la propiedad fisica
que se propaga en el medio que ocupa el dominio 2 C R3, entonces la EDP

general de transporte de la funcién u(Z,t) es:

o - - -
a(pu) +V - (pud) = V- (K- Vu) + ¢ (7, 1) (4.20)
— 2 3 4

1

El significado fisico de esta ecuacién de transporte puede traducirse en sim-

ples palabras:
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Tasa de incremento Tasa neta del flujo
1 odecrementodeu -+ 2 de usaliendo o entrando =

del volumen de control

Tasa de incremento Tasa de incremento o
3 odecrementodeu + 4 decremento de u debida a

debida a la difusion fuerzas externas o internas

K es el coeficiente tensorial de la difusién (hidrdulica, térmica o molecular).
La funcién u representa presién, densidad, temperatura, concentracion del

soluto o energia interna.

Integrando la EDP 4.20 sobre un volumen de control (VC) de €2 tenemos:

0 v H)dV = | V- (K- Vu x
/Va(pu)dV—l—/VV-(puv)dV—/VV (K-V )dV+/qu( ,H)dV (4.21)

Aplicando el teorema de la divergencia mostrado anteriormente, obtenemos:

2/puanL/ puf}'-ﬁdS:/ (K-ﬁu)-ﬁdSnL/qm(f,t)dV (4.22)
ot Jy ov ov Jv )

[\ J/ [

1 3 3 1
Tasa de cambio Componente del flujo
1 de uenel VC + 2 de u en la direccion =

i (adveccion)

Tasa neta de cambio de u Tasa de cambio de u
3 en V debida a la difusion <+ 4 debida a fuerzas externas

del flujo en la direcciéon 77 o internas

Esta forma integral representa una ley general de conservacion en el volumen

de control, el cual es un concepto macroscopico y no tiene nada que ver con
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la estructura molecular ni atémica de la materia. En seguida se plantean y

resuelven una serie de problemas que ilustran el MVF.

4.3.1. Algoritmo para problemas transitorios con MVF

Recordemos la EDP general de transporte integrada
8 =d
/ —(pu)dV +/ pud - idS :/ (K- Vu) -ﬁd5+/ gmdV  (4.23)
o, Ot 29, 09, Q

Consideremos que u(Z,t) estd variando con el tiempo ¢ € [0, taz] y SUponga-
mos una variacion temporal pequena dada por un paso de tiempo t — t+ At.

Integrando con respecto a t la ecuacion anterior:

t+At 8 t+At
/ (/ —(pu)dt) dV +/ (/ pUv - ﬁdS) dt =
o, \Jt ot ¢ o0,
t+AL . t+AL
/ ( / (K - V) -ﬁdS) dt + / / gV dt
t o0Q; t Q;

El primer término de la izquierda, por el teorema fundamental del calculo es:

/Qi </tt+At %(pu)dt) av = /Q [(pu>t+m B put] JV —

/ﬂi (/ttwt %(pu)dt) AV = (o)™ — (prug)') AV (4.24)

Donde p;, u; significan valores promedio en el VF ;. Para ilustrar el método
general de discretizacion en el tiempo consideramos la siguiente EDP de flujo

de calor en un medio unidimensional:

ou 0 ou
gy = 5 (Ko ) + (4.25)

x € [a,b] =Q, tel0,tnal

Integrando sobre cada €2; de la malla en 1D:

t+AL au
I :/ (/ C —) dVv
t a ] p pat
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t+At t+At
:/ /3 &2 av dt+/ /qdedt
t Q; 8x aZC
t+At (9u t+At
- / ( dS) dt + / / G dV dt (4.26)
¢ 83:

=1, = / peplu(t + At) — u(t)]|dV = picpi[ui(t + At) — w;(t)]AV

i

= I = picyilui(t + At) — u;()]AV = picpi(uf™ —uf) AAz

Donde p;, ¢yi, u; son valores promedio en €, uf = u;(t), ul™ = u;(t + At),

Asi obtenemos:

t+At ou t+At
picpi(uftt — i) Ah; = / ( K—ds) dt + / / mdV dt =
t o0, O t Q
t+At
/ (AK8“> (AK@>
t 8x 6’x ot

t+At L t+At o t+At
/ AEKEMdt—/ AOKOMdtJr/ GmiAhdt =
t di-i—l t di—l t

t+At
t

k+1 _ ) k+1 ko _ ok
GAeKeM +(1— Q)Ae}(eu At—
diq dit1

k+1 )kt ub — b

Uu Uu
AK, Pt 1— @)+ izl
( o 0T

) At + (qu“ +(1- H)Qf) A;h; At
Suponiendo que el area transversal es la misma en todo el dominio unidi-
mensional [a, b] podemos dividir todas las ecuaciones entre AA?

" Ax; k+1—p Ax; k 0K, k+1_‘9K6uk+1
1Cpi At 7 pz At di—i—l 1+1 di+1 7

_|_
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K K K0 K0
1_6_516 —(1=9 ek _ o k+1 o k+1_
( )di+1 U’L+1 ( )di—i-l U; di—luz + di—l i—1
K, K,
(1- Q)d uf + (1 - 9)_d uf g+ Azifgpst + Axi(1— 0)qh,
i—1 i—1

Con Az; = h;, At = 7, factorizando:

h; K
icpi— +0 | —— || v =
[p pi (dz’ﬂ + dK_1>]

K, K,
(Ouls! + (1= 0)uf,,) + —= (QufT) + (1 — O)ul ) +
dit1 di—1

h; K,
iCpi— — (1 —0) | ————
[p cp T ( ) (di""l + dlf_ol>

Observemos que aparecen los mismos coeficientes ¢;, a;y1, b1 para areas

iguales A = A, = A,:

uf +h; (Ogh + (1 —0)gk,)  (4.27)

me

Ke | K, K, K,
5 a; == )
digy  diy YT dig di_y

C; =

Sean: d; = picpi% + 0¢;, 6; = picpi% — (1 = 0)¢;. Con esta notacién para los
coeficientes de la ecuacién algebraica discretizada del problema transitorio
queda:

di™ = ap [Qul] + (1= 0)ub ] + by [Gult) + (1 —0)ub ] +

1

Siulf + [0gkt + (1= 0)g",] h (4.28)

me me

Si el término fuente ¢,,; no depende del tiempo, solo del espacio, entonces el

ultimo coeficiente de la ecuacién anterior se simplifica:

(]ﬁu‘ = q',i# =Gmi = [0¢mi + (1 —0)@mi] hi = @mihs
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La ecuacion 4.28 discretiza en el tiempo y el espacio a la EDP de difusién en
1D.

Podemos reordenar la ecuacion 4.28 para separar claramente los que depen-

den del tiempo t y los que dependen de At
hi
Di = picpi? + Cig, 0 7& 0

FF = (D; — Cuf + agpa (1 — O)uf g + by (1 — 0)uf_y + il
FF = D™ — a1 0ulf) — by 0l (4.29)

Todas las variables y coeficientes que dependen del tiempo presente t — k
estan incluidas en la funcién FF¥ y sélo depende de k. Por lo tanto, conocien-
do la distribucién inicial de u(z,t) para t =0 — k = 0, la 4.29 nos permite
calcular simultdneamente los valores de u(x,t) en los nodos de los VF €,

Q;11 v €1 en el tiempo siguiente t + At — k + 1.

Cuando el parametro # = 0.5 se dice que se trata de un algoritmo de Crank-
Nicolson, este algoritmo es importante histéricamente pues fue el primero en
desarrollarse siguiendo el esquema planteado en la ecuacién 4.29. Representa
un promedio aritmético simple de la influencia de ambos tiempos (¢, t+ At) /2

sobre el comportamiento de u(z,t) al evolucionar en el tiempo

i bi— ,
FF = D™ — %ufjﬁf — 21uf_+11, i=1,..,n. (4.30)

Fl.’f = (D; — ¢) uf + Tﬂufﬂ + TIUf,l + Gmihi
hi

i K h
donde D; — ¢; = PiCpi = — % >0 = i < PiCpi

n PiCpi 1.2
L= T < EERA
El algoritmo de Crank-Nicolson esta basado en la diferenciacién central y por
consiguiente, su precisién es de orden h?. Si el fenémeno de difusién es len-

to, es conveniente usar el algoritmo de Crank-Nicolson, pero si el fenémeno
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ocurre con difusion rapida o abrupta, es mas robusto y seguro un algoritmo

implicito (0 = 1).

El siguiente sistema tridiagonal es valido V8 € (0, 1], en particular para el

algoritmo de Crank-Nicolson es necesario tomar § = 1/2:

k+1 k
Dy —ayf 0 0 0 0 U Fy
—b10 Dy —asb 0 0 0 Us F
0 —by0 D3 —a4b 0 0 U3 B Fy
0 0 b8 Dy —as 0 | | w | R
0 0 0 —bs0 Ds —agh Us F5
0 0 0 0 —bs0  Dg Ug Fy
(4.31)

4.3.2. Ejemplos de Aplicacién del MVF

Conduccion pura con generacion de calor en 1D

Consideremos el siguiente problema de Poisson:

dz dx
u(a) = uq,  u(b) =y (4.33)

d [ d
(Kﬁ>+%zq z€lab] =0 (4.32)

El MVF consiste en dividir el dominio €2 = [a, b] en una malla formada por
VEF. Los volumenes finitos pueden ser de longitud diferente y sus nodos se
colocan en el centro de cada VF: 2 = U} €,

En este punto inicial es muy conveniente establecer una notaciéon o sistema

de simbolos que pueda usarse en forma general.

Denotamos a cada VF como el elemento geométrico €2; cuyo volumen en V;,

I'.; v I'y; son sus fronteras este y oeste respectivamente; d.; v d,; las distancias
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VE Q.
. frontera

¥

//
- .
L L

nodos

o =

U,
|
b

Figura 4.6: Ejemplo de un volumen en 1D.
respectivas entre el centro C; de €2; y cada frontera.

Frecuentemente 9,; = dei, pero en el MVF esta condicién puede no cumplir-
se. Finalmente (d;_1, d;.1) son las distancias del centro C; de €2; a los centros
Ci—1 y Cij11 de sus VF vecinos. La longitud o tamano o volumen en 1D de

(), es en este caso unidimensional: Ax; = 0, + 0 = V; = h;.

Noétese que con esta notaciéon d;_| = x; — x;_1, dir1 = i1 — ;.

En el MVF los centros C; son llamados nodos y pueden o no estar en el centro

geométrico de €2;.

La siguiente etapa consiste en integrar la EDP discretizada sobre todos los

volimenes de la malla. Para el caso de 1D el proceso es muy simple:

—/i Kd—ud+/ d—AK@F€+</d (4.34)

Ty i
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Figura 4.7: Simbologia de un volumen en 1D.

Nétese que en este caso tenemos dV = dx, por lo tanto:

(AK@) — (AKd—u> + ¢; Az, Ax = AV (4.35)
dz ) dr ),

Los primeros dos términos de la ecuaciéon anterior significan valores en la
frontera de €2;, ¢; es el valor promedio de la fuente ¢, en el volumen de
Q;, A es el area seccional de cada frontera I', y I'. respectivamente. Esta
discretizacion tiene un significado fisico importante; por ejemplo, si T es la
temperatura representada por u, entonces AK (du/dx) es un flujo de calor a
través del area A, K es la conductividad térmica; entonces la ecuacion ante-
rior nos dice que el flujo de calor que entra por una frontera, menos el calor
que sale por la otra es igual al calor producido dentro del VF. Esta es una

ecuacion de balance o equilibrio para la temperatura sobre €2;.

Si K es heterogéneo en €); entonces sera diferente en cada frontera y puede

estimarse como el valor promedio entre €2; y sus vecinos €2;_1, €2;11

K+ Kipq w1 — u;

du du
AK— ~AK,. —| =~ A. 4.36
( dl’) r. dx . 2 di+1 ( )
AR~k | o g B i i (4.37)
dz r, dx T, 2 di—l
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K;, K;_1 y K;y1 son los valores promedio de K en €);, €2, _; vy €1 respec-
tivamente; (u;11 — u;)/d;+1 es el valor aproximado de la derivada normal
(du/dz)r,, ete.

En caso de que C; no sea el centro geométrico del volumen (;, es conveniente

calcular K, y K. con un promedio ponderado.

Finalmente llegamos a la siguiente ecuacién algebraica que es la representa-

cion de la EDP original discretizada usando el MVF.

ARSI p g, ST AV =0 (4.38)
dit1 di—1

Como la incégnita es u; = u(z;); valor aproximado de u en el VF Q;:

Uit + GAV (4.39)

(AeKe N AOKO> AK, n A K,
dit1 di— ' dit1 " di—
Identificando los coeficientes respectivos como ¢;, a;11, b;_1 esta ecuacion

algebraica se puede escribir de manera mas compacta como:
Cil; = Qjr1Uii1 + bi,lui,l + qlA‘/, Vi = 2, n—1 (440)

n es el numero de VF considerados en la malla, u; y u, son los valores en la

frontera.

Ordenando obtenemos el sistema de ecuaciones algebraicas tridiagonal cuya

solucion nos proporciona los valores aproximados de u en cada volumen finito.

—C1 Qo 0 0 0 Up ¢1 — boug
by —cy as 0 0 Us q2
by —c3 ay 0 ol ouz | = q3
by —cs a5 2! d4

0 0 0 b4 —Cs Us 5 — AglUg
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up v ug son las condiciones de frontera incluidas en el sistema algebraico.

A continuacién se muestra un cédigo hecho en Matlab para resolver el si-

guiente problema de Poisson explicito:

d du
— | K— = 02l =Q
d:c( dx)—l—qm 0, x € (0,0.02]

u(a) =T, =100°C,  w(b) =T, =200°C

% Dividiremos nuestro intervalo en 5 partes iguales
clear

clc

u0=100; uL=200; area=1l; k=0.5;

a=0; b=0.02; m=5; % Numero de elementos

g=10"6; h=(b—a)/m; vol=areaxh;

T=@(x) 1004+42.5%x(1074)*x—(1076)*x."2; %Solucidn exacta

x=[a h/2:h:b b]; % Centros de la Malla en una dimensidn

T=T(x);T=T(:);

% Arreglo para VF
a=[3 2+ones (1l,m—2) 3];

A=diag(—a) + diag(ones(m—1,1),1) + diag(ones(m—1,1),-1);

A=sparse (A);

b=[—2+ul0—(g+h"2/k);—(gxh"2/k) xones (m—2,1) ; —2*«ulL— (gxh"2/k) ];

o

% Resolvemos el sistema de ecuaciones

u=A\b; u=[ul;u(:);ull;

% Graficamos la solucidn exacta y la aproximada
plot (x,u, "«',x,T,"'.")

title('Solucidén de EDP')

xlabel ('m') % Etiqueta el eje horizontal

ylabel ('°C') % Etiqueta el eje vertical

legend ('VF', 'Exacta') % Leyendas

disp('Donde el error absoluto es')

error_absoluto=abs (T—u)

(4.41)
(4.42)
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disp('El cual se reduce si se aumenta el numero de nodos')

El cual produce la siguiente grafica y el error absoluto de:

4.0
4.0
error_absoluto = 4.0
4.0
4.0
Solucidn de EDP
280 T T T T T T _* T T
+ +
+
240} g
4+
+
220} i g
+
+ VF
200 - + Exacta T
180 F g
160 F g
+
+
140+ g
120 g
100 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0002 0.004 0006 0008 001 0012 0014 0016 0018 002

m

Figura 4.8: Solucién exacta y aproximada, n=>5.
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Auemntando el nimero de elementos al doble obtenemos:

o

260

240

220

200

180

160

140

120

100

1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0

error_absoluto =

Solucidn de EDP

* VF *
+ Exacta

1 1 1 1 1 1 Il 1 1
0.002 0004 0006 0008 001 0012 0014 0016 0.018 0.02
m

Figura 4.9: Solucién exacta y aproximada, n=10.
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En este sencillo problema de Poisson (eliptico) unidimensional en [a,b] =

Q) C R!, se puede mejorar la aproximacién aumentando el ntimero de VF.

Conduccién con conveccién/adveccién estacionaria en 1D

Consideremos un proceso fisico de conduccién acompanado de conveccion

(flujo de energia) o adveccién (flujo de solutos).

En el primer caso hay conveccién cuando ademas de la transferencia de calor
por conduccién (difusién de energia térmica), en un fluido, existe movimien-
to del fluido, descrito por un campo vectorial de velocidades ¥(Z,t). En el
segundo caso supongamos un contaminante (soluto) que se disuelve por difu-
sién en un fluido en movimiento (solvente); entonces, ademés de la difusién

hay adveccién del soluto debido a la velocidad del fluido.

La EDP que describe este fendémeno estacionario en una dimension es:

—

V.- (put) =V -(K-Vu), wu(z,t) VYzéela,b =90 (4.43)
u(a) = uq, u(b) = uy (4.44)

En este caso supondremos una velocidad de flujo constante en 1D v = v, = v
y un coeficiente de difusién K = KT uniforme y constante. Integrando la

ecuacion 4.43 y aplicando el teorema de la divergencia obtenemos:
/ put-idS = [ (K-Vu)-7dS, v (4.45)
BQi 8Qi

La ecuacion 4.45 representa el balance de flujos en cada VF. El problema en
este ejemplo de difusién con adveccion es el computo efectivo de la funcion
u(z) en cada una de las interfaces o fronteras I'; = 0€); de cada VF. Si se
trata del flujo de un fluido entonces u(z) es concentracién de soluto y p es la

densidad del fluido. Hay que agregar ademas el principio de conservacion de
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la masa fluida, que en este caso estacionario es:

div(pt) =0 =
fm (p0)dV = [, pU-7dS = (pvA)ei — (P A)o; = 0 (4.46)

Fronteras: Dado E; = I'y;, 0; = I'y;, son las fronteras derecha (ei) e izquierda
(oi) de cada VF Q.

La discretizacion de la integral derecha de la ecuacién 4.45 nos queda:

du du
A)ei — A AK AK 4.4
(o)~ (puo) = dw) -( dm) (4.47)
Las unidades del término [,ouvA] = [k%umm | = k—sgu, donde u tendrd uni-
dades de concentracion: Z—g klg m3, etc.

El célculo aproximado de u(z) en cada frontera lo hacemos como un promedio
aritmético simple al cruzar I',; o I';:

U; + Uiyt U; + Ui—1

u|ei = 2 ) u|oi = 2

(4.48)

Suponiendo que el area total en todas las fronteras es la misma, la ecuacién

4.47 nos queda:

Ui + Ujgq U; + Uj—q Uip1 — Uy
Peilei—(=— — PoiVoi =K d - K d
2 2 i1 i1

(4.49)

Por el principio de conservacién de la masa: pejVe; = poilVoi = pv, reempla-

zando en la ecuacién anterior obtenemos:

pv—"“’l i 1:—<dfr1+dfl>ui+d 1uz+1+ Uz 1 =
(5 ) o= (s = o (5 ) (150

Cill; = Qiy1Ui1 + bi1Ui1, Vi=2n-—1
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Es la EDP de difusién con conveccién/adveccién discretizada para todos los

nodos internos de la malla unidimensional de n voliimenes finitos.

Falta discretizar las condiciones de frontera en I', y I'y respectivamente. Su-

pongamos condiciones de Dirichlet en €:

u|ra ) U'rb

La EDP discretizada para el nodo 1 que corresponde al volumen finito €2,

vecino a la frontera I, es:

(ug —uy) — —(ug — ug) (4.51)

Notese que en I', usamos directamente el valor u, que suponemos conocido

en esa frontera (condicién de Dirichlet). Agrupando términos tenemos:

K K pv K pv K
— 4+ —+ = =|——-= — 4.52
(ngrdoJFZ)u1 <d2 2>UQ+(do+pv>ua 452
Por tanto el primer coeficiente de la matriz para esta frontera es:
K K pv
= — 4+ —+— 4.53
C1 d2 + d(] + 9 ( )
La ecuacion discretizada para el nodo n que corresponde al volumen finito
Q,, es:
Uy, + Uy K K
PUUp L1 — PU L (Ung1 — Up) — —(Up — Up_1) (4.54)

2 B dn+1

Agrupando términos tenemos:

K K pv K pv K
-\, = Uy T — 4.55
<dn+l * dp—1 2 ) ! (dn—l * 2 ) ot <dn+1 pv) o ( )

Por tanto el ultimo coeficiente de la matriz en la diagonal correspondiente a

la frontera I'y es: e e
pv
- — 4.56
dn—i—l * dn—l 2 ( )

Cp =
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En seguida se muestra el cédigo hecho en Matlab para resolver el ejemplo

numérico con los siguientes datos:
la,b] =[0,L], v=01m/s, a=0, b=L=10m,

p=10kg/m? K=01kg/m/s

clear

u0=1; ul=0; area=1l; k=0.1; v=0.1; rho=1l; a=0; b=1;
m=5; % Numero de elementos

h=(b—a) /m; vol=areaxh;

%Solucidn exacta

T=Q@ (x) 1—((exp(rhoxv+x/k)—1)/ (exp(rhoxvxb/k)—1));
x=[a h/2:h:b b]; % Coordenadas de los centros
T=T(x);T=T(:);

% Definimos el numero de Peclet como Pe=rhoxvxh/k
Pe=rhoxv*h/k;

% Arreglo para VF

a=[8 4xones (1,m—2) 8];
A=diag(—a)+diag([4—Pe; (2—Pe) xones (m—2,1)1,1)+
diag ([ (2+Pe) *ones (m—2,1);4+Pe]l,—-1);

A=sparse (A); b=[—(4+Pe)*ul; zeros (m—2,1);—(Pe—4)*ulL];
% Resolvemos el sistema de ecuaciones

u=A\b; u=[ul;u(:);ull;

% Graficamos la solucidn exacta y la aproximada
plot (x,u, '+«',x,T,"'+")
disp('Donde el error absoluto es')

abs(T(2:m+1)—u(2:m+1))
En una malla uniforme: d;v; = d;_1 = h, dy = hy = d,,+1, h=0.2 para n=>5.
Con las condiciones de frontera: u, = 1 y up = uy = 0. La solucién exacta

de este problema es:
27183 — ¢ u—u,  Erplpvr/K —1]

_ _ 4.57
D) = 7ss = Eaplpol K —1] (4:57)
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El sistema matricial para VF es:

80 38 0 0 0 u —4.2
22 —40 18 0 0 s 0
0 22 —40 18 0 us | =1 o0 (4.58)

0 0 22 —40 18 s 0
0 0 42 =80 us 0

0.8931

0.7750

= @=| 0.6306

0.4541

0.2384

El nimero de Peclet en fluidos y su utilidad en el MVF. El nimero
adimensional de Peclet mide la intensidad numérica relativa entre conveccién

y difusion. Se define como:

pU
Pe =
“T%/n

Donde h = d;y; = d;_; es la distancia media entre los nodos de la malla.
v — 0 cuando no hay conveccién, difusién pura Pe — 0. £k — 0 cuando no

hay difusion, conveccion pura Pe — oo.

En términos practicos, se ha encontrado que el esquema central o promedio
aritmético para estimar u en la frontera I'; serd estable y preciso sélo si el
numero de Peclet es menor que 2, esto se traduce en velocidades de flujo

bajas y/o pequenas relativamente a la malla.

En el ejemplo anterior, para v = 0.1 m/s, cuando n aumenta, la apromacién
se acerca cada vez més a la solucién exacta. Sin embargo, si la velocidad del
flujo aumenta, el esquema presenta divergencia y oscilaciones. Esto puede

corregirse refinando la malla, o bien, utilizando otro método para aproximar
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u en la frontera de €);.

A continuacién se muestran los resultados obtenidos al tomar v

v = 2.5, para n=>5s:

09

08
07

06}
o 05}

04t

03
0.2
01

0

Solucidn de EDP

) + VF
+ + Exacla

++

0

01 02 03 04 05 06 07 08 09
m

Resultados para v =0.1 m/s.

Figura 4.10: Resultados obtenidos, n=5.

0.0457
0.0214
eapss(v =0.1) = | 0.0081
0.0441
0.0879

14

121

06

04

02

0

Solucién de EDP
*
1= * * * i

4

u-a |

+  Exacta

(53

| \ s | | . \ \ \
0 01 02 0.3 04 05 0.6 07 08 09

m

Resultados para v =2.5 m/s.

Capss(V = 2.5) =

Duplicando el niimero de elementos, n=>5, obtenemos:

0.0011
0.0084
0.0137
0.0373
0.1645
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Solucion de EDP Solucién de EDP
- - _ - 14 T T T
v
09+ *
4 12
; +  Exact
el * ) xacta 5+ i i = % i 1
06} + 08} + VF
o 05} + O + Exacta
N 06}
04t ¥
t
03 L
* 04
02t k5
02
01
0 . . | ; | . : | ; 0 s . | | | | | i
0 01 02 03 04 05 06 07 08 0.9 0 01 02 0.3 04 05 06 o7 03 09

m

Resultados para v =0.1 m/s.

m

Resultados para v =2.5 m/s.

Figura 4.11: Resultados obtenidos, n=10.

0.0255 9.898 x 1010
0.0194 4.887 x 107°
0.0127 4.167 x 1078
0.0052 2.374 x 1077
0.0031 3.979 x 1076
Gabslg(v = 01) = eabsl(](v = 25) = .
0.0122 1.321 x 10
0.0222 3.944 x 1074
0.0333 1.927 x 1074
0.0456 4.263 x 1072
0.0592 1.145 x 1071

Vemos que para velocidades de flujo bajas o con nimeros de Peclet Pe < 2
(v=0.1) y aumentando el nimero de elementos n, la solucién numérica se va
aproximando cada vez mejor a la solucién analitica. Para Pe > 2 (v=2.5) la

aproximacion diverge.
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En las figuras 4.10 y 4.11 se ve claramente como para v=2.5 m/s la solucién

numérica diverge de la analitica.

A continuacién vemos algunos resultados obtenidos variando la velocidad, y

por tanto, el nimero de Peclet:

Comparacion entre u(x) y ue(x) Comparacion entre ufx) y ue(x)
LH— o [ BwE——T I
T T
wE T = T
£ T LH 1 —
Ry e
: . \K . o \
g < z
& S = -.\’
4 1 - 04 - 1 T \
=025 mi Selsticd !.A v=05 m Sohueidd B
. \
] - |
Pa=05 Pa=l0
,
\
N
00 9 o |
[ (1 o4 § 5 10 00 02 ) 08 .34
x z
Comparacion emire uix) y ueix) Comparacitn entre ulx) ¥ we(x)

w————& [ " § " | - WE————%————§-—r —§ T (3

sy ~, i Ar

[ Neu T Setwoid Exscn : 1 valdms ‘Soluooe Exicn
|

Figura 4.12: Resultados obtenidos para diferentes valores del nimero de Peclet.

Conduccion transitoria en 1D

Considérese el siguiente problema de difusién transitoria (parabélico) que
ocurre en un dominio unidimensional [0, L] =  C R': Una placa delgada se
encuentra inicialmente a una temperatura uniforme de 200°C'. En el instante

t = 0 la temperatura en su frontera derecha se reduce bruscamente a 0°C.
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La otra frontera permanece aislada. Calcular la distribuciéon no estacionaria

de la temperatura en toda la placa. La EDP del modelo es::

pcp% = % (K%) ) u(z,t) Ve el0,L] =9 (4.59)
u(z,0) = 200°C, 2490 — 0°C, ¢t € [0, tynas] (4.60)
w(L,t) = 0°C (4.61)

Para esta ecuacion se obtuvo por el método de separacién de variables (ver

apéndice) la solucién:

= (=1)mHt 2m — 1 LK (2mo1y?
e, t) = 0 ( m) 1 COS( o m>e (G )
7'[' J—

m=1

A continuacion se muestra el codigo hecho en Matlab para resolver esta EDP:

clear
clc
% Pardmetros fisicos y geométricos
k=10; 1=0.02; rho=10"4; cp=10"3;ta=200; tb=0; a=1;
x0=0; n=10; h=1/n;dt=2;tmax=120;
% Construimos la malla en el espacio y el tiempo
xi=[0:h:1]; tj=[0:dt:tmax];
m=length(tj); $ Cantidad de tiempos que queremos calcular
% Solucidén al tiempo t=0 y condiciones de frontera
ut=[ta*ones (1l,n+1);zeros (m—1,n+1)];
for i=1:m—1
for j=2:n
ut (i+1, j)=ut (i, j) + (k+xdt/ (rhoxcp+h"2)) * (ut (i, J+1)—2+ut (i, j) +ut (i, J—1));
end
end
% Grafica de la solucidn obtenida
surf (xi, tj,ut)
title('Solucidén de EDP')

xlabel ('x') % Etiqueta el eje x
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ylabel ('t') % Etiqueta el eje y
zlabel ('u(t)') % Etiqueta el eje z

Graficamos la solucion obtenidas:

Solucion de EDP

Figura 4.13: Solucién numérica de la EDP.

Comparando la solucién obtenida con la solucién exacta obtenemos:

Comparaciin entre wuixt) ¥ veixt)

& @ [ e = =
e L . e
! I ™ L] °
e e ® $
° St Bae L ] e
[ ° i L]
L] e L

Figura 4.14: Comparacién entre la solucién numérica y la exacta de la EDP (t=60

s, izquierda; t=5,10,20,40,80,120s, derecha).
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Conduccion con conveccién transitoria en 1D

La EDP general de difusién-conveccion es la mas general para VF y gobierna

casi todas las leyes de conservacion.

g(pm +V - (pud) = V(K- V) + g (4.63)

En una dimensién queda de la siguiente manera:

f—;(pu) + %(puv) = a% (K%) + Gm (4.64)
u(z,t), r€la,b]=0QCR t €10, tmaz),

La discretizacion en el tiempo es muy similar a la realizada en ejemplos ante-
riores para problemas transitorios, se calcula usando un algoritmo totalmente
implicito (@ = 1). Sin embargo, para mejorar la precisién y estabilidad en el
célculo de u(z,t) en cada frontera 2;, se introduce una técnica distinta del
simple promedio aritmético. Esta técnica se llama QUICK (quadratic ups-

team interpolation for convective kinetics).

Si la velocidad es positiva en ambas fronteras del VF €;, v;_1 > 0y v;01 > 0,
entonces se interpola usando los valores en §2;_», €2;_1 y {); para evaluar u\FH,
y otra interpolacién cuadrética en €2;_1, ; y €;,1 para u]rm. El algoritmo
QUICK es el siguiente:

_ 6 3 1
ulg; = §ui-1 + §ui — Uiz

u‘ei = guz + guiﬂ - %Uz’_l (465)

Este esquema es vélido en una malla uniforme dando d;;; = d;_; y el nodo
(), estd situado en el centro.

El algoritmo QUICK maés rapido y estable es el siguiente:

3 2 1
= Uiy + SU — SUjimy — SUj—2,  para (pv)e >0

or 8 8 8



Fundamentos matematicos de los volumenes finitos 75

it 3 2 1 (o) > 0
Ul = Uy 8uz+1 8“1 8“7, 1, para (pv)e;
’ ot 3 2 1 ( ) <0
ulog = Ui + Quim1 = Qi = Quigy,  para (pv)o
3 2 1
ul,; = Uip1 + < 8 guiﬂ SUHQ’ para (pv)y < 0 (4.66)

En el siguiente problema de difusién-advecciéon no estacionario se usa sola-

mente éste ultimo esquema QUICK.

Considérese un problema de difusiéon con adveccion y condiciones de frontera
mixtas en el dominio 2 = [0, L]. La EDP del problema estd dada por la

ecuaciéon 4.64. La condicién inicial y las condiciones de frontera son:
Ju

u(z,0) =0, wu(0,t)=0, e —(L,t)=0

La fuente de calor interna se distribuye linealmente en el dominio {2, su ecua-
cién es: g(x) = —200z + 100, z; =0.6 m, x5 =0.2 m, L =1.5 m, v =2 m/s,
p=1kg/m? K =0.03 kg/ms.

kg °C

Las unidades de la fuente de calor son: [q] = ~% .

Integrando la ecuacién 4.64 sobre cada VF central se obtiene:

/Qi < /t o g(PU)dt) dv + /t o ( /a . puvdS) dt =
/t - ( gzds ) dt + /t o ( /Q i Q(a:)Adx) dt (4.67)

Dividiendo entre AAt (p y v constantes) para una malla uniforme:

h t+At dt
o =)+ [ ool = pol)a] §; =
t

T

t+At ou ou dt t+AL dt
[165),-(5) [+ [ s =
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o2 Wl — ) + 0 [ — ()] =
9% (uft! —ufth) — 9% (uft' —uft) + g;h (4.68)

Donde 7 = At, ¢; = sz q(x)dx, 0 = 1.

La ecuacion discretizada 4.68 es, en este contexto unidimensional, bastante
general en un esquema totalmente implicito. Restan por calcular los términos
de flujo pvu|Fi en cada frontera. Aunque pueden usarse diferentes promedios,
aqui se utiliza la técnica de interpolacion cuadratica descrita por la ecuacién

4.66 para (pv > 0) en ambas fronteras:

h 3 2 1
o= (u’?“ _ uf) " (uic—o—l gUfif _ Skt gufjll) _

o, o\ g i
3 2 1
pu (Ufff + gufﬂ - gufff - gufle) =

K

5 ( k1 k+1) - (uf“ . ufiﬁl) + qih

 \Wit1 i
Agrupando y factorizando se obtiene la discretizacion implicita:

h 3 2K 3 K 7 K
(,0; + gpv + T) U?—H + (gpv - E) ufj-—ll - <§pv + E) ufj—ll—'—

1 h
+§pvuff21 = p—uf + qih (4.69)
T

Las condiciones de frontera hay que calcularlas explicitamente en ambas I';.

Paraelnodol -1y —>i1=1 =

(ur™ =+ (Jus™ = (Oug™ + (Ouff = (uf + b

Si la condicion de frontera en z = 0 es ug = 0, para calcular ulfgl se hace

una interpolacion lineal entre ugy y uy, la ecuacion es:
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Reemplazando: ug = 0, g = 0 — y = h“—/12(93 — 0), por tanto, cuando
Yy=u_ = h“—/IQ(—h/Z) = —u.

El valor u_; actia como un espejo para el nodo 1 cuyo valor es u;. Luego,

reemplazando en la ecuacién anterior se obtiene:

h 3 2K 3 K 7 K 1
<P; T3t T) uy (gpv - E) us - (gpv + E) u’é“—gpvu’fﬂ =

h
p—uf + qh
T

ho2 9K 3 K oh
= (on g B )bt (G ) = St )

Es decir:d; = p% + %pv + %, as = %pv — %

h
Ff = P;Ulf +aqih

Veamos la condicién de frontera en x = L, i = n:

ou

ox r,

El flujo en la frontera este para x = L es nulo, reemplazando en la ecuacion

4.68 obtenemos:

o (W ) 1 o () — ] =0 &

. : (uiﬂ . uk+1) T guh

n—1

k+1 k+1

Con u, | = u, " = factorizando y agrupando:

h 6 K 7 K pu
(P; +gpvt E) ultt — <§pv + E) ultl 4 guffjé =

h
PRk + goh = FF (4.71)
-
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ph 6 K 7 K pU
d —_ — —_ _ b_ _ — _ oy = —
= Oy T+8PU+h> n—1 8pv+h’ Cn-2 = 73

Queda por calcular la distribucién espacial de la fuente de calor ¢(x). Supon-

dremos que es de la forma lineal ¢(x) = mx + b en [0, L].

Si zg =0, g(xo) = 100, si 1 =0.6, g(x1) = —20; de donde: g(x) = —200z +
100 si € [0,0.6]. Si 2-0.6+0.2=0.8, entonces ¢(x;) = —20, g(z2) = 0, de
donde: ¢(z) = 100x — 80 si x €[0.6,0.8].

Finalmente: ¢(z) = 0 si x €[0.8,L], L=1.5 m. Esta fuente de calor es variable
en [0,L] y debe reemplazarse cuidadosamente en las ecuaciones discretizadas
4.69, 4.70 y 4.71 y las condiciones de frontera. El sistema lineal es ahora

tetradiagonal debido a la presencia del término u; o en el esquema QUICK.

Tenemos:
di a; 0 0 0 0 a7 R\
—by dy a3 0 0 0 Us E
g —by d3 a4 0 0 O U3 F;
0 ¢ by di a5 0 O Uy =| £ (4.72)
0 cs —by ds ag O Us Fy
0 0 0 ca —bs dg a7 Ug F
0 0 0 0 ¢ —bg dr uy Fr
Donde
FF = %uf +qih, 1=1,n.
Los coeficientes de la matriz tetradiagonal son:
d1=pﬁ+gpv+%, dn:pﬁ+§pv+£
T 8 h T 8 h
h 3 2K 3 K

diZP;+§PU+T, 1=2,n—1; Qi1 = 2PV = 77 i =1,n.
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bi_1 = zpv + 5, 1=2,n; cj9= 1,ov, 1= 3,n.
8 h 8
El siguiente problema de difusion transitoria con conveccién de calor, ocurre
en un dominio unidimensional [0, L] = Q@ C R'. Un medio conductor grueso,
de espesor L, equiparable a un dominio unidimensional, se encuentra inicial-
mente a una temperatura de 0 °C' con una fuente interna de produccién de
calor variable, distribuida en {2 dada por la funcién Q(z). La temperatura en
su frontera izquierda (Oeste) permanece a 0 °C. La frontera derecha (Este)
permanece aislada con un flujo de calor nulo. En el instante ¢ = 0 la fuente

de calor Q(x) empieza a funcionar.

Calcular la distribucion no estacionaria de la temperatura en todo el medio
conductor empleando un algoritmo implicito de discretizacién en el tiempo
0 = 1, junto con el esquema QUICK de Hayase para computar por interpo-

lacién la conveccidn, cuya velocidad de flujo es constante y vale 2 m/s. La
EDP del modelo es:

p% + puva% = a% (Kg—z) + q(z) (4.73)
u(x,t), rel0,L]=QCR t €10, tmaz),
u(z,0) =0, Su(L,t)=0 vt >0

El algoritmo hecho en Matlab para resolver este problema es el siguiente:

clear

clc

% Pardmetros fisicos y geométricos

Ta=0; Tb=0; K=0.03; rho=1l; v=2; A=1l; x0=0; L=1.5; n=25;
h=L/n; tau=0.1; tmax=5; theta=1;

% Malla para el espacio [x0,L]

xi=[h/2:0.06:h/2+ (n—1)*h];

% Malla para los tiempos: cortos si tau<0.5,
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[)

% largos si tauxl en [0,tmax]
tj=[0.1l:tau:tmax];
% Vector solucidn en el tiempo t0=0, incluye CF
u=Taxones (1,n+1); utO=u;
% Coeficientes de la matriz tetradiagonal,
%$ u es el vector soluciédn.
d=zeros (l,n); a=zeros(l,n—1); c=zeros(l,n—2); b=a;
% Diagonal Principal:
for i=2:n-1
d (i) =rhoxh/tau+(3/8) xrhoxv+2+K/h;
end
% Diagonal superior e inferior:
for i=1:n-1
a(i)=(3/8)*rhoxv—K/h;
b(i)=(7/8) *rhoxv+K/h;

end
% Subdiagonal inferior:
for i=1:n-2

c(i)=rhoxv/8;
end
d(l)=rho*h/tau+ (2/8) *rho*v+2+K/h;
d(n)=rho*h/tau+ (6/8) xrho*v+K/h;

% Construimos la matriz tetradiagonal:

MT=diag (d)+[zeros (n—1,1) diag(a);zeros(l,n)];

Fi=d; g=u;

MT=MT—[zeros (1l,n);diag(b) zeros(n—1,1)]+[zeros(2,n);

diag(c) zeros(n—2,2)1;
% Vector fuente, variable g(x)
for i=1l:n
if O<xi(i) && xi(1)<0.6
q(1)=—200%xi(i)+100;
elseif 0.6<xi (i) && xi(i)<0.8
g(i)=100%xx1i(1i)—80;

else
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end
Jj=2;
while j<tmax/tau
for i=1:n
Fi(i)=u(i)*rhoxh/tauth*qg(i);
end
ukl=MT\Fi';
for i=1:n
ut (j,1)=ukl (1);
end
ut (j,n+l)=2%ut (j,n)—ut (j,n—-1);
for i=1l:n+1
u(i)=ut (j,1);
end
J=3+1;
end
% Solucidén VF para nodos internos
t0=tmax; % Tiempo para graficar la solucidn
tg=t0/tau;
udVFI=[xi"'" ut(n,1l:n)'];
for i=1l:n+l
utO (i)=ut (t0/tau, i) ;
end
% Agregamos las condiciones de frontera en (x=0,L)
ulL=2*ut (t0/tau,n)—ut (t0/tau,n—1);
udVFI=[x0 Ta;udVFI; L ulL];
plot (udVFI(:,1),udVFI(:,2),"*x")
title('Solucidén de EDP por VFI')
xlabel ('m') % Etiqueta el eje horizontal

ylabel ('°C'") % Etiqueta el eje vertical

a ut:
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Obteniendo la siguiente aproximacion de la EDP al tiempo t = t,,4..

Solucion de EDP por VFI

14 T

o B,

12F +
_*_

°c

B S N S T SO A e §

0 0.5

Figura 4.15: Solucién de la EDP de conveccién difusion transitoria (t = tmaz)-

Para otros valores de ¢ se obtuvo lo siguiente:

Selucion wlx1) por VF1

Sohichin Aproamats

P s AT 1w (3

Solucién al tiempo t = 0.2 s.

Sclscidn wixt) por VFI

Schuciin Apremiman

- P LT, 1 e

.
LA I e
et O

Solucién al tiempo t = 0.4 s.
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Solocidn ufx.t) por VFI

Solucin uix.t) per VI

o ® 1 -

1 & - .. B - . =

. . * e
s L I wh e

. . . L | .
L ] L]
'E . T . & : . .:c
: i .
i . p I L
- Sotaride Spredlieach L] Satain Apriamass -
o MF, T o e A 3 =
L]
i il o
L]
Solucién al tiempo t = 0.6 s. Solucién al tiempo ¢t = 0.8 s.
Slehu-im uix1) por V1 Solocién ulxt) por VEL
dre, " Ulete: |

5 = " e b » 8 g Te e e aeg, |

. ., A . | *le o, b
1) o s = AL L |- Wy
4 = T - . B =
| [ ] mm 1S Y Mwm 1

L] L]

Solucién al tiempo ¢t = 1.0 s.

Selacitm uix.t) por VFI

..
- -
s . ! } |
Te v ss s s ses e g,
-

1o !

L
'

.
. t
. Eetmcin Aprmicats
e BT, = l
L]

m 0 0 T i Tr p m

Solucién al tiempo t = 1.5 s.

Solucién al tiempo ¢ = 1.2 s.

Figura 4.16: Solucién de la EDP a diferentes valores de ¢.
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Ecuacion de Poisson en 2D usando UNAMalla

Considérese la ecuacion de Poisson no homogénea:

V- <§u(x,y)> V(x,y) € 0
flz,y) = 2e* Y(x,y) € 00

Integrando la EDP 4.74 sobre cada volumen V;; obtenemos:

/ V- (Vu(z,y))dV :/ 10e**tvqV
Vij

Vi,

Aplicando el teorema de la divergencia obtenemos:

1
Z/ Vu(x,y)-ndV:/ 10e**tvqV
k=1 Y Siik Vi

Aplicamos el teorema del valor medio para integrales para obtener:

4
Z Si,j,le_L cn = ‘/i,j (10€2x+y) .

%,J
k=1

Desarrollando esta expresion se obtiene:

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)

S (LD VDY g (T D UG

dyi,jfl dxifl,jfl

_— (u(i —1,j)— u(i,j)) + Sy, (u(z’,j +1)— u(i,j)) _

dyz‘—l,j—l d$¢—1,j

C (e2rtY .
10V; (e )i.j
Para simplificar nuestra ecuacion introducimos las siguientes variables

_Sx B—@

A= 2" —
dy dx

C:Ai,j+l+Bi+l,j7 z:l,,m—l, ]:1,,n—1,
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Y al término 10V; ;(e**t¥), ; le llamaremos simplemente Vg, ;. Reescribiendo

obtenemos:

Ao (i1 — wig) + Bicyjo (Wi — wij)
Aicrj1 (Wimay — wig) + Bicaj (Ui — uig) = Vi
Agrupando términos tenemos:
Aic1j1tiong + Bicijoitig-1 — (Aijo1 + Ciorjo + Bioyj)ui g+
Bi1juiji + Aijoativr; = Vi
Finalmente obtendremos un sistema de ecuaciones:

wei=7q (4.78)

Donde para un ejemplo de 3 x 3 volimenes w tienen la siguiente forma:

"By B, 0 Ay 0O 0 0 0 0
Bis —Ess Bis 0 A 0 0 0 0
0 By ~Bys 0 0 Ay 0 0 0
Asy 0 0 —Euy Bys 0 Ay 00
0 Az 0 Byy —FEss DBags 0 Az 0
0 0 Ay 0 Byy —Egs 0 0 Ay
0 0 0 Ay 0 0 —E;; By 0
0 0 0 0 Az 0 Bss —FEgg DBss
0 0 0 0 0 Ass 0 Bss —Lgg

Resolvamos este problema en un dominio simple para 5X5 elementos (ver

figura 4.17), el sistema de ecuaciones a resolver es el siguiente:
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08 09

07

06

04

03

02

(= = R - R B - HE = - ]

05

0.1

Figura 4.17: Cuadrado de 5 por 5 elementos.
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U —21.6317
U3 —19.8444
U4 —32.7179
Uas —124.8444
U3 —5.9737
U33 2.4719
U3y 4.0755
. U3s . —48.4989
U= Y=
Uy —4.6523
Uy3 1.9251
Ugs 3.174
Uygs —37.771
Usg —8.7593
Us3 —6.9687
Usy —11.4894
Uss —52.4345

Obteniendo un error cuadratico medio de 0.2838. A continuacion se muestra

una tabla con los valores obtenidos refinando la malla.

No. nodos | Error cuadratico medio
5 0.2838
10 0.0593
20 0.0135
40 0.0032
80 7.8364x107*

Tabla 4.1: Resultados para el cuadrado unitario.

Hasta este punto no hemos hecho uso de los funcionales de optimizacion
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puesto que se trata de un dominio simple. Ahora veamos un ejemplo para un
dominio méas complicado y veamos el comportamiento del error modificando

los funcionales de optimizacion de la malla y el nimero de nodos.

Tomaremos como dominio el campo geotérmico de los Azufres (ver Capitulo

7) en la zona de Tejamaniles.

Figura 4.18: Dominio donde se desea resolver la EDP.

Para generar la malla se hizo uso del programa UNAMalla 4.0 (ver Capitulo
5).

Una vez generada la malla, se extraen las coordenadas de los nodos con
ayuda de la rutina «leemalla.m» (ver referencia [13]). En base a estos datos
y se calcularon las coordenadas de los centros y las dreas de cada elemento
para encontrar una aproximacion con el MVF a la solucion de la EDP 4.74,

la cual se comparé con la solucién exacta dada por:
fla,y) = 22t

Las coordenadas de los centroides internos se calcularon encontrando el punto

de interseccion de las diagonales de cada cuadrilatero.
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Figura 4.19: Célculo de los centroides.

La rutina en Matlab es la siguente:

function [x,yl]l=intersec(x0,y0,x1,vy1l,x2,v2,x3,y3)

o

$ Esta es una rutina que calcula el punto de
% interseccidén de dos rectas
ml=(yl—y3)/(x1—x3); m2=(y2-y0)/ (x2—x0);
x=(y2—yl+ml+«x1—m2+x2) / (ml—m2) ;

y=mlx (x—x1)+yl;

return

Para calcular los centros en la frontera se utilizo:

function [cx,cyl=cenfro(vx,vy,cx,cy)
[m,n]=size (vx);

%esquinas

cx=[zeros(l,n+l);zeros(m—1,1) cx zeros(m—1,1);zeros(l,n+1l)];

cy=[zeros(l,n+l);zeros(m—1,1) cy zeros(m—1,1);zeros(l,n+l)];

cx(1l,1)=vx(1,1);cy(1,1)=vy(l,1);
cx(l,n+l)=vx(l,n);cy(l,n+l)=vy(1l,n);
cx(m+l,1l)=vx(m,1);cy(m+l,1l)=vy(m,1);
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cx(m+l,n+l)=vx(m,n);cy(m+l,n+l)=vy(m,n);
% fronteras arriba y abajo
for j=2:n
[ex(1,3),cy(1l,])]l=portho(vx(1l,3J—=1),vy(1l,J—=1),vx(1,7]),
vy (l,3),cx(2,3),cy(2,7)); $frontera superior
[cx(m+1l,]),cy(mtl, j) I=portho (vx(m, j—1),vy (m, j—1),vx(m, j),
vy (m, 3),cx(m, j),cy(m, j)); Sfrontera inferior
end
% fronteras izquierda y derecha
for i=2:m
[cx(i,1),cy(i,1)]=portho(vx(i-1,1),vy(i—-1,1),
vx(i,1),vy(i,1),cx(i,2),cy(i,2)); Sfrontera izquierda
[cx(i,n+l),cy(i,n+1l) ]=portho(vx(i—1,n),vy(i—-1,n),vx(i,n),
vy(i,n),cx(i,n),cy(i,n)); Sfrontera derecha
end

return

El area de cada elemento de la malla se calculé mediante el producto cruz

de los lados de cada cuadrilatero:

Figura 4.20: Célculo de las areas.
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~ ~

i
B lazb, — byay|

— N 1
A=axi]=3] e a| =525
by, by
Las distancias internodales se calcularon tomando la distancia de un punto
(centroide) a una recta (frontera), la rutina que realiza este célculo es dpr.m

¥

IR A

il i+

Vi,

I’i‘-‘-]._,f
Longitudes interfaciales.

Distancias internodales.
Figura 4.21: Elementos geométricos.

Cabe mencionar que para este ejemplo bidimensional se considera un espesor
unitario, por lo tanto, las superficies interfaciales son sélo la longitud de la

frontera de cada celda.

Finalmente se construye y se resuelve el sistema de ecuaciones. La rutina

completa hecha en Matlab es la siguiente:
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clear
clc
% Este programa resuelve una ecuacidén de Poisson con el MVF
% Asignamos las coordenadas de los vértices de la malla
% (Datos obtenidos de UNAMalla)
[v,vyl=leemalla;
[m,n]=size (vx);
% Calculamos las coordenadas del centro de cada elemento
for i=l:m—1
for j=1:n-1
[cx(i,]J),cy(i,]J)]l=intersec (vx (i+1l,]J),vy(i+1l,]),
vx(i,3),vy(i,3),vx (i, 3+1),vy (i, J+1),vx(i+1,j+1),
vy (1+1, j+1));
end
end
% Calculamos los centros en las fronteras
[cx,cyl=cenfro(vx,Vvy,Ccx,CVy);
% Calculamos el drea (volumen) de cada elemento
for i=l:m-1
for j=1l:n—-1
vol (i, J)=area (vx(i+l, 3),vy (i+1l,J),vx (i, 3),
vy (i, 3),vx (i, 3+1),vy (i, j+1),vx(i+1l, j+1),vy (i+1, 3+1));
end
end
%Calculo de las distancias internodales
for i=l:m—-1
dx(i,1)=dpr(vx(i+l,1),vy(i+1l,1),vx(i,1),vy(i, 1),
cx (1i+1,2),cy(i+1,2));
for j=2:n-1
dx (i, j)=dpr (vx(i+1,3),vy(i+1l,3),vx(i,]),vy (i, ]),
cx (i+1, 3+1),cy (i+1, j+1)) +dpr (vx (i+1, j+1), vy (i+1, j+1),
vx (i, j+1),vy(i,3+1),cx(i+1l, j+1),cy (i+1, J+1));
end
dx (i, n)=dpr(vx(i+l,n),vy(i+l,n),vx(i,n),vy(i,n),

cx (i+l,n),cy(i+1,n));
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end

for j=1l:n-1
dy (1, j)=dpr (vx (1, 3+1),vy (1, j+1),vx (1, 3),vy (1, 3),
cx(2,3+1),cy(2,3+1));
for i=2:m-1
dy (i, j)=dpr (vx (i, j+1),vy (i, J+1),vx(1,J),vy (i, ),
cx (i+1, J+1),cy (i+1, 3+1)) +dpr (vx (i+1, j+1), vy (i+1, j+1),
vx (i+l,3),vy(i+1l,3J),cx(i+1l, 3+1),cy (i+1,J+1));
end
dy (m, j) =dpr (vx (m, j+1) , vy (m, j+1),vx (m, j), vy (m, J),
cx(m, j+1),cy(m, j+1));
end
% Calculamos las longitudes (superficies) interfaciales
[sx,sy]l=sintn(vx,vy);
% Condicidén de frontera
f1=Q@ (x,y) 2xexp (2+x+y);
uex=fl (cx,cy); uvi=uex;
% Calculamos los coeficientes de la matriz
A=sx./dy; B=sy./dx;
% Término no homogéneo (Eq. Poisson)
gl=Q@(x,y) 10*xexp (2xx+y) ;
% Formamos el lado izgquiedo del sistema de ecuaciones
w=sizqg(A,B,m,n);
% Formamos el lado derecho del sistema de ecuaciones
ys=sder (A, B,uex,m,n);
vg=vol.*gl (cx(2:m,2:n),cy(2:m,2:n));
vg=vg';vg=vg(:);
YS=vVg—ys;
% Resolvemos el sistema de ecuaciones
u2=reshape(w\ys,n—l,m—l)';
uvf(2:m,2:n)=u2;
mesh (¢cx, cy,uvf)
title('Solucidn de EDP')
xlabel ('"x")
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ylabel ('y")

zlabel ('Solucidén Numérica de la EDP')

% E1l error cuadrdtico medio es:

sgrt (sum(sum( ((uvf(2:m,2:n)—uex(2:m,2:n))."2) .xvol)))

A continuacion se muestran las gréaficas de los resultados obtenidos para cada

funcional con distinto nimero de nodos en la malla.

II"‘

(pnseessassy.

!’)’}'t‘t’l’ll’”‘_v’"g
2

5 nodos 20 nodos

40 nodos 70 nodos

Figura 4.22: Funcional Hw de Ortogonalidad.



Fundamentos matematicos de los voliimenes finitos 95

20 nodos

40 nodos 70 nodos

Figura 4.23: Funcional Hw de Area-Ortogonalidad.
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5 nodos 20 nodos

40 nodos 70 nodos

Figura 4.24: Funcional Sw de Ortogonalidad.
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20 nodos

40 nodos 70 nodos

Figura 4.25: Funcional Sw de Area-Ortogonalidad.

En la tabla 4.3.2 se muestra el error cuadratico medio para cada funcional

utilizado con diferentes mallas.
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Funcional No. de nodos  Error cuadratico medio
5x 5 0.4551
Hw 20 x 20 0.2706
Ortogonalidad 40 x 40 0.2179
70 x 70 0.1992
5x5 0.4453
Hw 20 x 20 0.2674
) 40 x 40 0.2275
Area-Ortogonalidad
70 x 70 0.2058
5x5 0.3715
Sw 20 x 20 0.1647
Ortogonalidad 40 x 40 0.0932
70 x 70 0.0756
5x5 0.4273
Sw 20 x 20 0.2112
, 40 x 40 0.1245
Area-Ortogonalidad
70 x 70 0.0916

Tabla 4.2: Resultados de Tejamaniles.

Como se observa en la tabla 4.3.2, utilizando el funcional Sw de ortogonali-

dad se obtienen los mejores resultados.

Hasta este momento sélo hemos calculado los errores respecto a la solucién
exacta de la EDP, sin embargo, no conocemos que tan buena es nuestra
aproximacién comparada con otros métodos. A continuacién se muestran los
valores obtenidos con diferencias finitas modificadas de algunos contornos

variando los funcionales y el numero de nodos de la malla.
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Malla | Volumenes finitos | Diferencias Finitas | Elementos Finitos
eng21 8.20e-02 3.5785e-03 3.1932e-03
engdl 7.64e-02 5.1518e-03 6.2110e-03
eng61 6.96e-02 2.0846e-03 2.1049e-03
eng81 6.98e-02 1.9914e-03 1.9263e-03
hab21 3.969e-01 1.0018e-02 5.2255e-03
hab41 4.291e-01 3.5754e-03 2.0041e-03
hab61 5.911e-01 1.6282¢-03 7.6226e-04
hab81 4.372e-01 8.6311e-04 5.6206e-04
swa2l 9.885e-01 5.7347e-03 1.3480e-02
swadl 1.1109 2.1289e-03 3.0394e-03
swabl 1.1337 7.5514e-04 1.6732e-03
swa81 1.1524 4.4288e-04 9.2521e-04
Tabla 4.3: Resultados con el funcional Hw.
Malla | Volimenes finitos | Diferencias Finitas | Elementos Finitos
eng21 1.142¢-01 7.1855e-03 9.5443e-03
engdl 1.599e-01 4.8560e-03 6.7055e-03
eng61 1.562e-01 3.1750e-03 6.2997e-03
eng81 1.541e-01 8.3640e-02 6.9738e-03
hab21 4.201e-01 1.0830e-02 1.1359e-02
hab41 4.983e-01 1.0354e-02 2.3659e-02
hab61 4.283e-01 4.3224e-03 1.2202e-02
hab81 6.247e-01 6.3992e-03 1.3619e-02
swa2l 1.2746 3.4500e-03 2.4662e-03
swadl 1.532 8.9557e-04 1.5728e-03
swabl 1.3848 1.0314e-03 4.0173e-03
swa81 1.645 3.1143e-04 8.6128e-04

Tabla 4.4: Resultados con el funcional Sw
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Capitulo 5

Generacion de mallas
estructuradas con UNA Malla
4.0.

5.1. Introduccion

En la naturaleza muchos de los fenémenos que se presentan pueden ser mo-
delados con EDPs, sin embargo, estos fenémenos cominmente ocurren en
dominios de geometria complicada. Es por esto que buscamos discretizar el
dominio en pequenas regiones de geometria simple, a ésta discretizacion se le
conoce como malla y es de suma importancia al utilizar métodos numéricos
para aproximar la solucion de una EDP. En este trabajo se utilizan mallas
cuyos elementos son rectangulos, a estas mallas se les conoce como mallas

l6gicamente rectangulares.

En esta seccion se describe de manera muy breve la generaciéon variacional

de mallas, para mayores detalles el lector puede consultar la referencia [14].
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5.2. Generacion variacional discreta

Definicién 2 Una malla continua Z(&,n) = (2(&,n),y(&,n))" sobre una re-

gion Q C R? es una biyeccion continua

con x(0Uy) = 0Q donde 02 denota la frontera de Uy es el cuadrado unitario
[0,1] x [0, 1].

o
S
>

U:

Figura 5.1: Malla sobre la regién €2

De las mallas existentes en el dominio €2 solo nos interesan aquellas que cum-

plen con ciertas caracteristicas.

Primero requerimos que a dos puntos diferentes de U, tengan como imagen
puntos diferentes en 2. Se puede ver que la imagen de dos lineas que no se

cruzan en Us no se cruzaran en ). Asi, se requiere que x sea 1-1.

Otra de las cosas que se requieren es que x llene a €2; es decir, que = sea un

mapeo sobre €.
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Las mallas que cumplen con estas dos propiedades se llaman mallas conve-
xas, y por el contrario, las que no, se llaman mallas no convexas. Una malla
no convexa es aquella que esta doblada, es decir, algunos de sus elementos se
traslapan. En los métodos numéricos para resolver EDP’s este tipo de mallas

no son de utilidad.

Por otro lado, se desea que la imagen de una curva suave en U; sea una curva
suave en (; esto es, se requiere que las funciones (&, n), y(&,n) tengan de-

rivadas continuas al ser consideradas como funciones de £ y 1 separadamente.

Una funcién que ademéas cumpla con ésta tercera caracteristica es llamada

un difeomorfismo entre Uy y €

Una malla de orden m X n es un conjunto GG de puntos en el plano,
G={P;|1<i<m,1<j<n}, (5.2)

donde los puntos p1 ;,pm.j,7 = 1,...,n representan los lados inferior y supe-
rior, los puntos p; 1, pin,? = 1,...,m representan los lados izquierdo y derecho
de la malla. Los puntos restantes p; ;,2 = 2,...,m —1,7 = 2,...,n — 1 son los

puntos interiores de la malla.

Una malla de m x n determina (m — 1)(n — 1) celdas, de tal forma que el

nimero total de celdas generadas es N = (m — 1)(n — 1).

En la solucion numérica de EDP’s se prefieren mallas que tienen la propie-
dad de que sus lineas coordenadas son ortogonales, debido a que el error de
truncamiento se reduce. En particular, para el MVF, son muy convenientes
este tipo de mallas ya que al desarrollar el método se pide aproximar una

derivada en la direccién normal a la frontera, como se vié en el capitulo 4;
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en este trabajo se utilizaran mallas en dominios irregulares que son lo més
ortogonales posibles, ya que en la practica, encontrar una malla ortogonal

para una region dada puede ser extremadamente dificil.

En este trabajo se entendera como un funcional continuo a una funcién de

la forma -
I(x) :/ / L (z¢, zyy, Ye, yp) dnd€ (5.3)
o Jo
que a cada malla = : Uy — € le asocia un numero real. Donde L es una fun-

ciéon que contiene ciertas propiedades que se desean controlar para obtener

mallas adecuadas para la regiéon 2.

El problema consiste en encontrar z* que minimice el valor de I(x) y que
conforme la frontera, ademas = debe tener un valor predeterminado en la

frontera U,. En otras palabras, hay que calcular x* tal que

I(xx) = min I(x) (5.4)

x
En la generaciéon variacional discreta se propone primeramente discretizar el
funcional a minimizar y resolver el problema de optimizacién multivariada.
Es decir, el funcional continuo 5.3 se reemplaza por una funcién de m x n
variables

F(Pl,hPl,Qa'"7-P’i,n7P2,17P2,27"'aPQ,n)'"7Pm,17Pm727"‘7Pm,TL):

m—1n—1

> i (5.5)

i=1 j=1

donde f; ; es una aproximacion al valor de L en la celda del cuadrado unitario

(&—1:mj-1)  (G-1,m5) » (& 1) (& mjima) (5.6)
Los puntos { P ;},{Pn;}i=1,2,....n{P1} {Pn} i1 =1,2,...,m se cal-

culan de tal forma que minimicen a F.
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La minimizacién de F' se realiza partiendo de una malla inicial generada de
manera discreta y después se utiliza un método de optimizacion multivariada

a gran escala.

5.2.1. Funcional de area

El funcional clésico de area en su versién discreta es

> al (5.7)

Al minimizar este funcional, se busca obtener una malla en la cual sus celdas
tengan todas la misma area, o en su defecto, que la malla sea lo més cercana
posible a tener celdas de igual area. La existencia de una malla ideal para
este funcional, depende de la frontera de la region y de las distribuciones de

los puntos en dicha frontera.

Una malla ideal G* para cada funcional de area es aquella en la cual las areas
de todas sus celdas son iguales. Esto quiere decir

area (§2)
(m—1)(n—1)

=a (5.8)

oy =
Por lo tanto la constante de normalizacién es:

N
K=>) a’=Na’ (5.9)
q=1

Y el funcional de drea normalizado queda

N

1
Fa =+ > al (5.10)

q=1
La desventaja de generar mallas con este funcional es que se requiere de un
nimero de iteraciones grande y casi en ningun caso se llega a mallas convexas

(ver referencia [14]).
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5.2.2. Funcional de ortogonalidad

El funcional de ortogonalidad es

N N
oA =) 0 (5.11)
q=1 q=1

Al minimizar este funcional, se busca obtener una malla en la cual sus celdas

sean todas rectangulos. La suma correspondiente para esta malla es cero y

no es posible encontrar una constante de normalizacién con el mismo pro-

cedimiento que para el funcional de area. Sin embargo, el funcional de area

y ortogonalidad son del mismo orden de magnitud, lo que sugiere usar co-

mo constante de normalizacién para el funcional de ortogonalidad la misma

que para el funcional de area, quedando asi el funcional de ortogonalidad

normalizado como:

N
1
Fo= > o (5.12)
q=1

El uso de la version discreta del funcional de ortogonalidad de manera aislada
no conduce a buenas mallas para casi ninguna regién, pero su combinacién

con otros funcionales si lo hace (ver referencia [14]).

5.2.3. Funcional de area ortogonalidad

La familia de funcionales de drea ortogonalidad es aquella cuyos funcionales

tienen la forma:

FD =nFpe+(1—-7)F, (5.13)

El cual es un promedio ponderado del funcional de area y el de ortogonalidad,
cuando no se especifica el valor de 7, se entiende que se refiere al promedio

aritmético, es decir, 7 = 0.5.
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A pesar de que este funcional es una combinacién de dos que no producen
mallas suaves, los funcionales de area ortogonalidad da lugar a mallas relati-
vamente suaves con celdas cuyas areas tienen poca variacién con un nimero
de iteraciones menor al del funcional de area. Es por esto que para el MVF
este tipo de mallas resultan ser las mas convenientes, sin embargo, mas ade-
lante se vera que el método puede aplicarse sin ningin problema a mallas no

necesariamente suaves.

5.3. UNAMalla 4.0

El sistema UNAMalla es el resultado de un gran esfuerzo de un grupo de
trabajo de profesores y alumnos de diversas facultades del pais como son:
la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional Auténoma de México
(FC-UNAM), la Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas de la Universidad
Michoacana de San Nicolds de Hidalgo (FCFM-UMSNH), la Facultad de
Ciencias de la Universidad Auténoma de Coahuila (FC-UAC) y el Institu-
to de Cibernética y Fisica de Cuba (ICyF-Cuba), al construir programas o
modulos que realizan tareas especificas para la generacién de mallas razona-
bles en regiones planas. Este grupo de trabajo llamado «Grupo UNAMalla»
es encabezado por el Dr. Pablo Barrera de la UNAM y seguido por el Dr.
José Gerardo Tinoco Ruiz y el Dr. Francisco Javier Dominguez Mota de la
UMSNH.

Las mallas generadas por el sistema poseen diferentes caracteristicas geométri-
cas que pueden combinarse de acuerdo al tipo de aplicaciéon en que seran
utilizadas, en particular el grupo esta interesado en la solucion numérica de
ecuaciones diferenciales parciales sobre una regién arbitraria usando métodos

de diferencias finitas y de volimenes finitos.
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Las mallas son generadas mediante un proceso de optimizacién no lineal a
partir de una malla inicial la cual no necesariamente es convexa, hasta lograr
una malla suave convexa y de calidad en area, empleando funcionales discre-

tos definidos sobre las celdas de la malla.

Dentro del proceso de generacién de mallas se involucran diversos temas ta-
les como: algebra lineal, métodos de optimizacién de gran escala y geometria
computacional entre otros, lo que permite la interaccién entre investigadores
de diferentes especialidades, asi como la formacién y superacion de estudian-

tes.

Para mayores detalles el lector puede consultar la referencia [1].

5.3.1. Guia rapida del sistema UNAMalla 4.0

El programa UNAMalla 4.0 es un software gratuito que se encuentra dispo-

nible en la referencia [1] para los sistemas operativos Windows, Linux y Mac.

Una vez descargado, el usuario tendra una carpeta llamada UNAMalla4.0
dentro de la cual encontrara la aplicaciéon llamada ContourCreator; esta apli-
cacion es la que se utiliza para definir el contorno o frontera del dominio en

el cual se quiere generar una malla.

Al hacer doble click en el icono ContourCreator nos aparecera una ventana
como la de la figura 5.2, en la cual se podré crear un contorno propio o cargar

uno creado previamente.
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mummw@ ! | et
QWpo@D>oER

i

| = DB K\ e -@

Figura 5.2: ContourCreator

La figura 5.3 muestra el contorno del campo geotérmico de Los Azufres,

Michoacdn zona sur.

Qo0 R

unteed Corar 0 |

RRW X\ I - 7

e

- O

Dominio en marca de agua. Contorno del dominio.

Figura 5.3: Creacién del contorno.

Cabe destacar que cada punto del contorno se debe ir seleccionando uno a
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uno, pero para facilitar el trabajo, es posible cargar una imagen del dominio
y quedara como marca de agua en la pantalla de dibujo, como se puede ver
en la figura de la izquierda 5.3, de esta manera es mucho mas facil ir selec-

cionando cada uno de los puntos del contorno.
El contorno es la frontera del dominio sobre el cual se quiere trabajar.
Al cargar el contorno, el programa dira que las fronteras no estan bien defi-

nidas, esto quiere decir que debemos asignar fronteras superior e inferior y

derecha e izquierda, como se muestra en la figura 5.4.

Figura 5.4: Definicion de las fronteras.

Esto es debido a que el programa hace un mapeo del cuadrado unitario al
contorno, donde cada frontera va a cada lado del cuadrado unitario. Como se
ve en el ment de la figura 5.4 de la derecha las fronteras pueden ser definidas

de manera automatica o definirlas de acuerdo a la conveniencia del usuario.

También en esta ventana es posible hacer algunas modificaciones al contorno,
como lo son: suavizamiento, agregar o quitar mas puntos y generar una malla

inicial indicando la cantidad de nodos deseados.
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En la figura 5.5 (izquierda) se muestra la cantidad de puntos inicial de nuestro
contorno y la cantidad puntos del contorno que quedan al hacer la reduccion

de puntos (figura 5.5 derecha).

" UNAMata ol L 0
Fde View Contour Mesh Help |
= [ = e Y
- W_‘r\l) \ PF 5 'a s 3 Q Bitt Q
| Unted Comrcon [ | B x
> =
| 37 Chesce the method i reduce Chesce the method to reduce
..... oy -
O e, N s
it R r———— L | o
~ 5 | (ke B | o | (i &
l Parameters 12 Parameters
T H e 7 A k7
L Rl L0070 o 1® R L00W
q RE L0200 * R1 10200
q - .".'P_m E0:  ooom i B 0.00m
EL  Q0N0 + Et: 0.0100
' ST o o0a0
: Prevew [ Frevew
Orignal Ponts: 117 Orginal Points: 137
toew Ports: 23 ew Ponts: 22
Orignal Area: 0,4113 Crignal Ares 04113
New Area: 04212 Heew Area: 04212
[ g —

Figura 5.5: Reduccién de puntos.

En la figura 5.6 (izquierda) se muestra la cantidad de nodos que elegimos para

generar la malla y en la figura 5.6 (derecha) se muestra una malla inicial de

nuestro dominio.

— —_—
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.| '~|
|[a) T2
i1 e
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< e
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Q e

|

! =

Cantidad de nodos. Malla inicial.

Figura 5.6: Generacién de la malla.
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Esta malla inicial no es necesariamente convexa en un principio, las celdas
rojas son celdas no convexas y en este caso es necesario optimizar la malla
seleccionando uno de los seis funcionales de optimizacién, algunos de ellos
descritos anteriormente en esta seccion. El funcional se elige de acuerdo a las

necesidades del usuario.

Por conveniencia para este trabajo utilizaremos el funcional S, que combina
area con ortogonalidad. A continuacién el programa comenzard a optimizar
la malla por medio de iteraciones e indicard cuando la malla cumpla con
cierto grado de convexidad. Cuando esto ocurre, se guarda la malla obtenida

en un archivo .red, el cual contiene las coordenadas (z,y) de cada uno de los

nodos.
" UNAMata (E=SEER
File ‘View Comtour Mesh Help |
amfres.con arufesced [ -] X|
® Optmazaton |
Q Functional: (g% w + (1-0)A0) -I
e [0+ (1) Aren
T la™H_w + (1) Orthe
J £-convex: o H_w + (10)*A0
a*5_w + (1-0)"Lenght
Methed : | 075w + (1-0}"Ortha
L ; [
q L Osfautt | |
|
q Start | comcel |
2 dlll
_Q_ Options of Visualzasen |
@ Step by Step |
Frst and Last |
|
Define the Step to View: |
A ot i |

Figura 5.7: Seleccién del funcional.

En la figura 5.8, la celda de color naranja indica la celda de menor area y la de
color rosa indica la de mayor area, en esta figura podemos encontrar también
las opciones de optimizacion empleadas para generar dicha malla, como lo

son: el nimero de nodos, el funcional, el método, niimero de iteraciones, etc.
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|| Optimization is Finish.The mesh is t-convex

Figura 5.8: Malla optimizada.

A continuacién se muestran algunos ejemplos de contornos y mallas generadas
con ayuda del programa UNAMalla 4.0 con el funcional S,, que combina area

con ortogonalidad.
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Capitulo 6
Conclusiones.

Al resolver la EDP de Poisson en una dimensién, se ve que el error absoluto
se comporta de manera constante, y que se reduce aumentando el nimero de

elementos de la malla unidimensional.

Para el caso de conducciéon con conveccion, la solucion depende del niimero de
Peclet, definido en términos de la velocidad del fluido, difusividad, densidad
y longitud de cada elemento de volumen, esto hace que al resolver numérica-
mente EDPs de este tipo se debe tomar en cuenta el balance de todos estos
parametros para evitar la inestabilidad del método. El balance debe ser tal
que el numeero de Peclet Pej2, es decir, se deben considerar velocidades bajas

relativas a la malla.

En la EDP de difusién transitoria la solucién numérica se aproxima a la so-
lucién analitica empleando un algoritmo explicito para discretizar la du/ot
y resolviendo un simple sistema algebraico. La solucién por VF se presenta
en una matriz numérica cuyos renglones contienen la distribucion espacial de
temperaturas y cuyas columnas contienen la evolucion de la temperatura en

cada nodo del VF entre 0 y t,,.. = 120 segundos. Sin embargo, la experien-
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cia muestra que el algoritmo explicito solamente da buenos resultados con
pasos de tiempo cortos, de 1 o 2 segundos para estas condiciones de frontera.
Para pasos de tiempo mayores, es menester emplear un algoritmo totalmente

implicito o bien uno de tipo Crank-Nicolson.

Para el caso de la ecuacion de Poisson en el cuadrado unitario se ve que

conforme aumenta el niimero de nodos el error disminuye.

Al resolver la EDP en un dominio més complicado (Tejamaniles) se observa
que el funcional utilido para optimizar la malla influye un poco en el error,
en este caso se ve que el funcional Sw de ortogonalidad es el que reduce més

los errores.

Como se puede observar en las tablas 4.3 y 4.4 inicamente para la malla de
inglaterra se observan mejoras relativas al funcional con el MVF, es decir, de
acuerdo con los datos el funcional Hw es mejor que el Sw para la malla de
Inglaterra. Para las otras dos regiones no se observa algiin cambio relevante
de acuerdo al funcional, puesto que los resultados con ambos funcionales son

del mismo orden de magnitud.

También podemos ver que para la malla del cisne con el MVF se observan
los errores mas grandes, esto puede ser debido a que la malla optimizada

presenta una cantidad considerable de celdas muy elongadas.

Al comparando los resultados obtenidos con el MVF con los obtenidos con
el MDF o con el MVF debemos tomar en cuenta que con el MVF se calcula
la solucién dentro de cada celda, mientras que con los otros dos se calcula en
los nodos de la malla; aun asi, esperariamos obtener resultados con errores

por lo menos del mismo orden de magnitud, sin embargo, ese no ha sido el
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Ccaso.

Hemos obtenido errores més grandes con el MVF que con cualquiera de los
otros dos métodos, esto puede ser debido a algin error en la programacion
del algoritmo, por el esquema de aproximacion utilizado, o bien, por el tipo

de mallas utilizadas.

Queda como trabajo a futuro utilizar otros esquemas del MVF para mejorar
los resultados, ademas, aplicar este método para un problema real el cual se

describe en el capitulo 7.
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Capitulo 7

Simulaciéon numérica y
evaluacion del campo

geotérmico de Los Azufres

Los Azufres se localiza en el estado de Michoacan a 2800 metros sobre el nivel
del mar (msnm) (referencia [15]), es un yacimiento hidrotermal asociado a
un complejo volcanico, contenido dentro de un paquete de rocas andesiticas
afectadas por intenso fracturamiento y cubierto parcialmente con riolitas casi
impermeables; sin embargo, hay comunicacién con la superficie a través de
estrechas fisuras que pasan por la capa sello, permitiendo pequenas descargas

atmosféricas.

El reservorio consiste en un yacimiento principal profundo que descarga, por
conveccion, fluidos ascendentes a través de volumenes de roca estrechamente
relacionados a subsistemas fracturados, definiendo dos regiones geotérmicas

interconectadas: Maritaro al norte y Tejamaniles al sur.

El gradiente geotérmico anormal del campo, engendra isotermas de geometria
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domica, deformadas por la alteracién hidrotermal, a su vez causada por flui-
dos ascendentes, produciendo las dos zonas principales de alteracion y des-
carga. Procesos convectivos poco profundos, forman una regién bifasica bien
definida en la zona sur, localizada entre 1600 y 2300 msnm. Al sur del ya-
cimiento la zona de conveccion es estrecha y genera fumarolas, plumas de

vapor, lagos de lodo caliente y suelos vaporizantes (referencia [15]).

El proceso convectivo consiste en flujo vertical ascendente acompanado de
condensacién parcial de vapor, que libera una fraccién de gas (CO;) y de

calor.

Desde el punto de vista de la produccién eléctrica, el campo geotérmico de
Los Azufres, es el segundo yacimiento mexicano més importante después de
Cerro Prieto, B. C.

7.1. Estructuras geoldgicas

En la zona del campo geotérmico existen tres sistemas de fallas normales y
fracturas, que se asocian con la tectonica regional de la zona central del eje

Neovolcanico (figura 7.1).



Simulacion numérica y evaluaciéon del campo geotérmico de Los
Azufres 123

321 w0 a2 23 323 327
1 1 T =T

2 191

2 189

2 |87

P T " ] =7 00 20
Rolitas Yerbobueno n Poze Perforade
Riohite Agoa Frig >) Follas
Tokes Agun Frig 7 Frocturns
Docrte Te junanles O Zone de AltEracion L] 1kn

Andesitas del Sub-basenento O Cumept gt Agus

Figura 7.1: Mapa geoldgico del campo geotérmico de Los Azufres, Mich. (referen-
cia [15]).

Desde el punto de vista geotérmico, es poco probable que la cdAmara magmati-
ca asociada a la estructura caldérica sea la fuente directa de calor que produce
las altas temperaturas en el campo. Esto se concluye debido a que los flujos
piroclasticos relacionados con ella tienen probablemente edades superiores
a 2 millones de anos. Por lo tanto, el sistema geotérmico debe relacionarse

con la actividad volcanica riolitica mas reciente, la cual podria asociarse a
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un nuevo aporte de magma, independientemente del proceso volcéanico que

generd la caldera.

7.2. Delimitacion del yacimiento

En el campo geotérmico de Los Azufres, se han realizado estudios aero-

magnéticos, gravimétricos y de resistividad mediante sondeos eléctricos ver-

ticales (SEV).

Los estudios eléctricos han arrojado mayor detalle en la definicién de la geo-
metria del sistema geotérmico (referencia [15]). Con los SEV han sido identi-
ficadas dos zonas de baja resistividad: zona Maritaro-Laguna Verde al norte
y zona Agua Fria-Tejamaniles al sur. La perforaciéon de pozos profundos en
el area ha permitido comprobar que los minimos resistivos, en ambas zonas,

estan asociados con el ascenso de fluidos geotérmicos.

7.3. Estimacion de la potencia eléctrica fac-

tible de instalar en Tejamaniles

En esta seccion, se presenta una evaluacién, que segun la referencia [16], se
realizé en el ano 1994 sobre las potencias maximas factibles de instalar en el
sector sur del campo geotérmico de Los Azufres, Mich. Para este yacimiento,
se consideraron por separado las evaluaciones de la zona sur y norte, pues de
hecho, constituyen dos yacimientos con caracteristicas diferentes (referencia
[17]). En las pdginas siguientes se presenta una sintesis de la primera evalua-

cion.

El enigma principal, al iniciar la explotacién comercial de cualquier sistema
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hidrotermal, es el tamano del recurso geotérmico, en términos de masa y
calor disponibles, y la estimaciéon de la fraccion de energia que puede ser re-
cuperada y transformada en electricidad. Una vez iniciada la explotacién se
va disponiendo de un volumen creciente de datos de produccién y de pardme-
tros del yacimiento. La incégnita esencial consiste en saber durante cuanto
tiempo podra el reservorio ser explotado segin el esquema de generacion se-

leccionado.

Particularmente en la zona sur del campo, Tejamaniles-Agua Fria, los gra-
dientes geoeléctricos de mayor importancia se asocian con las fallas de Agua
Fria, Los Azufres y El Chinapo, todas con orientacién este-oeste. En tanto
que el grupo de fallas de Puentecillas, Tejamaniles, Agua Ceniza y Los Azu-
fres se exhiben eléctricamente como la zona de mayor conductividad en la
porcién central de la zona sur (referencia [17]). Las fallas El Viej6n, El Vam-
piro y Agua Ceniza, de orientacién NE-SW, muestran también su influencia

a través de contrastes de resistividad (figura 7.1).

Este sector sur queda restringido eléctricamente al oeste por la presencia del
domo riolitico Mesa del Bosque, en tanto que al este el limite se relaciona con
la prolongacion de la falla Laguna Verde, orientada sensiblemente norte-sur,

asi como por la presencia del Domo El Jilguero.

Las fronteras dadas al modelo del yacimiento en la zona sur, Tejamaniles-
Agua Fria (figura 7.2), estdn basadas en los gradientes eléctricos y en los
analisis realizados a las diversas representaciones tanto de resistividades apa-
rentes como las obtenidas mediante el modelo unidimensional de los SEV en

correspondencia con los aspectos geoldgicos y de produccién.
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Figura 7.2: Delimitacién por geofisica de Tejamaniles (referencia [17]).

Los Azufres es el primer reservorio geotérmico en roca volcanica fracturada
que produce electricidad en México. Hasta 1994, sus 98 MW e instalados re-
presentaban el 13 % de la capacidad geotermoeléctrica del pais y la energia
que gener6 en 1993 (ver [16]), significé casi el 11 % de los 5876.6 GWh de
electricidad producida por recursos geotérmicos. Tejamaniles, tenia una ca-
pacidad instalada de 73 MWe. Con un gasto promedio de 645 T'/h de vapor
generd, en 1993 (ver [18]), un total de 428.8 GWh con un factor de planta
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promedio del 75 %.

Este sector se encuentra en explotacion desde 1982, siendo su comporta-
miento general bastante estable, a pesar de que el 75% de la extraccién se
encontraba concentrada en el corredor de Puentecillas, quedando amplias
zonas inexploradas tanto en su parte norte como en su parte sur. Esa vir-
tual reserva se ha incluido parcialmente en los modelos empleados que se

describen a continuacion.

7.3.1. Descripcién de los calculos

Para estimar la potencia eléctrica méaxima que es factible instalar en Te-
jamaniles, se procedié en dos partes. En la primera, mediante un sencillo
modelo volumétrico aplicable a medios porosos conteniendo fluido en dos
fases, se calcul6 el comportamiento promedio de toda la zona, sujeta a es-
quemas crecientes de extraccién. Este método proporcioné una cota superior

para estimar la potencia maxima factible de instalar.

El segundo método consistié en efectuar simulaciones numéricas tridimen-
sionales a partir de la malla correspondiente, observando principalmente el
comportamiento de la presion de cada una de las zonas productoras. Es-
ta técnica permite observar y comparar el abatimiento heterogéneo de los
sectores donde se encuentran los pozos y deducir cuando requieren ser reem-

plazados.

En base a una divisién vertical de Tejamaniles se calcularon los diferentes
contenidos en masa fluida y en calor para cada estrato vertical en que se divi-
dio al reservorio. Esta manera de proceder tomo en cuenta, aproximadamente,

la distribucién de propiedades petrofisicas y caracteristicas termodinamicas
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reales detectadas en diferentes profundidades del yacimiento. La conductivi-
dad hidraulica y la capacidad de Tejamaniles para ceder energia y producir

electricidad, dependen inversamente de la profundidad.

7.3.2. Definicién de niveles

Como se muestra en la figura 7.3, el sector Tejamaniles se dividio en siete

niveles de particularidades mineralégicas y termodinamicas diferentes.

Figura 7.3: Modelo volumétrico en capas de Tejamaniles.

En base a esta division de Tejamaniles en sectores verticales, se calculan los
diferentes contenidos en masa fluida y en calor para cada capa o nivel. Esta

manera de proceder toma en cuenta aproximadamente, la distribucion de
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propiedades petrofisicas y caracteristicas termodinamicas reales detectadas

en los diversos estratos de este yacimiento.

7.3.3. Modelo volumétrico

Se consider6 el yacimiento como un volumen tnico de roca saturada de fluido
con cierta porosidad. Las condiciones termodinamicas promedio del reservo-
rio lo situaron dentro de la zona bifasica, con una calidad de vapor inicial
cercana al 5%. En condiciones de sistema cerrado, durante la extraccién
de fluido la presién y la temperatura se abaten hasta alcanzar condiciones
de abandono del campo. El modelo volumétrico o de dimensién cero, no
considera permeabilidades reales ni tampoco la respuesta real del sistema,
heterogénea en los diferentes estratos. Tampoco toma en cuenta la distribu-
cion espacial de la historia de produccion, aunque si considera el efecto de la

reinyeccién (referencia [18]).

Con el modelo volumétrico se calcularon las posibles respuestas del reservo-
rio sujeto a varios grados de explotacion. Se planted una capacidad instalada
inicial de 90 MW e y se fue incrementando hasta 350 M W e. El yacimiento no
present6 ningin problema para soportar hasta 300 MWe durante 20 anos,
siendo esta tultima capacidad la senalada como limite superior para explotar
el yacimiento. Segun este modelo es posible instalar entre 330 y 350 M We,

pero durante un lapso menor a 18 y 17 anos respectivamente.

En las tablas siguientes (7.1 y 7.2) (referencia [16]) se muestran los pardme-
tros promedio usados en la evaluacién volumétrica. Notese que el modelo
empleado requiere sélo condiciones promediadas para todo el volumen asig-

nado al yacimiento, esas son las mostradas en la tabla 7.2.
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, Volumen | Porosidad| Densidad | Calor es- | Factor o
AreaQ (km?) (%) roca pecifico | (ad) !
km
(k) (kg/m?) | (3/kg/E)

11.2 22.8 7.2 2500 1165 0.01

Tabla 7.1: Pardmetros petrofisicos promedio en Tejamaniles

Presién| Tempera- Calidad | Fraccién | Entalpia | Consumo Presién

(bar) | tura de inyeccion| inyeccién| especifico | abandono
(Ec)
vapor | (ad) (kJ/kg) | (T/hMWe)| (bar)
100 311 4.8 0.33 305 9.0 20

Tabla 7.2: Parametros termodinamicos promedio en Tejamaniles

7.3.4. Modelo numérico

Se partio del estado termodinamico del campo obtenido hasta finales de 1994
con 90 MWe instalados. A partir de ese momento se estudié la respuesta del
reservorio a cantidades crecientes de extraccion de fluido. En todos los casos,
se considerd un sistema cerrado y adiabatico lateralmente. No hay recarga
horizontal y solo existe comunicacion vertical con el Hornfels profundo a
través del acuitardo; y con la atmésfera a través de la capa sello. No se inclu-
ye ningun flujo de calor extra, aparte del gradiente conductivo normal en la
profundidad del sistema. Hay recarga vertical profunda de fluido, pero ésta
es muy pequena, siendo su efecto sélo apreciable a largo plazo (103 anos).
La produccién considerada fue suficiente para generar desde 90 MW e hasta
290 MWe, siendo esta ultima cifra, hasta 1994, una cota superior para la

potencia factible que puede instalarse en el campo.
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Se mantuvo el objetivo de la inyeccion en Tejamaniles que es el de mantener
la presion en el yacimiento sin disminuir la entalpia de las zonas productoras.
La inyeccién se dosificé considerando que el 33 % de todo el fluido extraido
se reinyectaba en forma de liquido. El area en explotacién fue apenas una

tercera parte del area asignada al yacimiento.

El area total del yacimiento asignada a Tejamaniles, se estimé en unos 11.2
km?, cubriendo aproximadamente un volumen total de 22.8 km? de roca ca-
liente conteniendo fluido comercialmente explotable. La cantidad de pozos
tanto productores como inyectores requeridos en la simulacién se estimé en

base a un consumo especifico de 9 T'/h/MWe.

Para simplificar el andlisis y facilitar la comprensién de la respuesta de todo
el sector, se calculd la evolucién promedio de todos los pozos que intervinie-

ron en la produccion para cada capacidad instalada.

En la zona al sur de uno de los pozos la potencia maxima instalable fue
de 290 MWe casi durante 20 anos, para la misma presién de abandono de
20 bar (referencia [16]), mencionada en la tabla 7.2. La variacién de presion
calculada para todo el campo entre 1995 y 2015, oscil6 entre 23.7 bar (1.2
bar/ano) para 90 MW'e instalados, y 50 bar (2.5 bar/ano) para 290 MWe
de capacidad instalada. El efecto de instalar 10 MW e suplementarios para
alcanzar los 300 MWe, complicé numéricamente la estabilidad dinamica del
yacimiento, pues varias zonas que en el caso anterior evolucionaban bien,
presentaron gran inestabilidad depresiondndose bruscamente por debajo de
la linea de 10 bar. Por esta razén, en este modelo, la potencia méxima ins-
talable fue de 290 MWe.
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Sin considerar la reserva sur antes descrita, se disminuye el volumen explota-
ble del yacimiento y por consiguiente la cantidad de fluido disponible. En ese
caso la potencia méxima instalable fue de 180 MWe durante 19 anos, al al-
canzar la presion de abandono de 20 bar. La variacién de la presiéon promedio
entre 1995 y 2015, segun (referencia [16]), oscila entre 27 bar (1.4 bar/ano)
para 90 MWe, y 48 bar (2.4 bar/ano) para 180 MWe de potencia instalada.

Ambos escenarios de explotacion fueron perfectamente viables en este mo-
delo de yacimiento, el cual no tiene recarga natural en el sistema cerrado.
Sin embargo, como la falla Los Azufres no tenia, hasta 1994, una existen-
cia comprobada, la hipdtesis considerada en el primer escenario conlleva que
la construccion de 290 MWe en Tejamaniles implica un alto riesgo pues la

incertidumbre sobre esa zona del reservorio es grande.

Potencia Vapor No. de po- | Liquido No. de po-
instalada extraido zos produc- | reinyectado | zos inyecto-
MWe T/h tores? (T/h) res?

73 650 14 353 3

90 810 18 450 3

120 1080 21 538 3

150 1350 25 672 4

180 1620 29 908 6

210 1890 31 944 6

240 2160 36 1079 7

270 2430 43 1216 10

290 2610 50 1306 13

Tabla 7.3: Potencia instalable en Tejamaniles, produccién inyeccién (referen-

cia [16]) inferidas.
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7.3.5. Resultados

Para mayor detalle de los siguientes resultados el lector puede consultar la
referencia [16].

En Tejamaniles se dispuso de 65 MW e repartidos entre tres plantas a contra-
presion de 5 MW e cada una y una planta a condensacion de 50 M We. La ma-
sa total extraida era de 932 T'/h (670 T'//h de vapor). Generd 234x 10°kW h.
Si se extraia masa de todos los pozos que se habfan producido (incluyendo
inyectores), se tenian 307 7T'/h adicionales, dando un total de 977 T'/h de
vapor, suficientes para poder instalar un total de 96 MWe, lo cual equivale

a generar 345x 10°kWh. Esta es la capacidad demostrada.

La masa fluida que se estim6 que contenia la zona, era de 453 millones de
toneladas. Esta cantidad, suponiendo que el 50 % en promedio del transporte
como vapor aprovechable era suficiente para generar 127 MWe durante 20
anos. Este resultado no toma en cuenta la posible recarga natural del sistema,
ni la reinyeccién que se estuvo efectuando desde 1982, ver referencia [18]. La

generacion seria igual a 457x10°%kW h. Esta es la capacidad asegurada.

La energia térmica disponible era de 422x106.j7érmicos  Fgste valor, multi-
plicado por la fraccién de conversiéon encontrada, equivale a instalar una
potencia eléctrica de 180 MWe durante 20 afios, generando 648x10°kW h.

Esta es la capacidad factible o posible.

Al incluir la probable reserva al sur de Tejamaniles y la hipdtesis de que
todos los niveles pueden explotarse, implicaba la posibilidad de instalar en la
zona, una potencia eléctrica total de 321 MW e durante los mismos 20 anos,
generando 1.156 x 10kWh. Esta es la capacidad hipotética.

Estos resultados se muestran en la figura 7.4.
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Diferentes capacidades de generacion eléctrica (MWe)
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Figura 7.4: Capacidad probada, posible, probable (referencia [18]).

Entre las cuatro opciones presentadas (demostrada, asegurada, factible e hi-
potética), la primera se consideré probada y la segunda muy restringida.
Instalar 180 MW e resulto la alternativa concebible mas realista, porque pa-
ra llegar a ella se tomaron en cuenta parametros petrofisicos medidos, datos
de produccion de todos los pozos, pérdidas de energia ocurridas y los distin-

tos factores de eficiencia en cada nivel.

Hasta Julio de 1991 (referencia [18]), Tejamaniles habia generado 1’341,332
MW h de energia eléctrica. Esta cifra, para 180 MW e, representaba a penas
el 9.7% del total que podia generarse durante los 9 anos de operacién de las
plantas, y era el 4.4% de la energia eléctrica disponible originalmente. La

reserva eléctrica total del sector se estimé de 30,188.7 GW h disponibles.
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Con respecto a la energia térmica que sale de los pozos, del total (1021
MWt), se disipa el 42.5% durante el proceso de conversion; el 37.8% se
evapora; el 10.8 % se reinyecta y el 9% se transforma en electricidad. De la
energia térmica disponible en el yacimiento, se recupera en forma de energia

eléctrica, el 2.6 % (referencia [5]).

7.4. Estimaciéon de la energia contenida en

Maritaro

En esta seccién se reporta la metodologia, el modelo sintético conceptual y
los resultados obtenidos mediante el modelado matemético y la simulacién
numérica de Maritaro, sector norte del sistema hidrotermal de Los Azufres,
Mich., México (referencia [5]). Para realizar esta simulacién numérica se em-
pled el cédigo de VF TOUGH, desarrollado por K. Pruess (referencia [4]) en

el Laboratorio Nacional Lawrence Berkeley en California, EUA.

Se realiz6 una evaluacion, hasta Diciembre de 1997, de la capacidad energéti-
ca contenida en este reservorio y se estimo, dentro de margenes tolerables de
error, la longevidad y cantidad aproximada de energia 1til que pudiera trans-

formarse en electricidad.

El probable estado inicial y el periodo de explotacion 1980-1996 fueron repro-
ducidos satisfactoriamente por el modelo numérico. El estado termodinamico
natural estimado para el yacimiento, antes del inicio de su explotacion co-
mercial, caracteriza a un reservorio de liquido comprimido, a una presién
promedio de 92 bar, a temperatura media de 301°C' y una entalpia promedio
de 1344 kJ/kg. Las zonas mas calientes se sitian hacia el centro-este y las

mas frias hacia el oeste del campo. El volumen minimo de reservorio explota-
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ble se calculd en 49 km? y el méximo, incluyendo la posible zona occidental

de reserva, es de 74 km3.

Se estudiaron numéricamente varios escenarios de explotacion factible, desde
75 hasta 400 MW e. El escenario de 280 M W e conforma la capacidad maxima

instalable en el yacimiento actualmente conocido.

7.4.1. Antecedentes

Los procesos geotérmicos ocurren y evolucionan en forma aleatoria. Esto
significa, entre otras cosas, que es imposible predecir exactamente como se
comportara en el futuro tal o cual pozo o alguna zona geotérmica en par-
ticular, no obstante, se pueden hacer predicciones mas o menos razonables
acerca de su posible comportamiento empleando modelos que encierren leyes
de probabilidad estadistica y realizar deducciones con margenes tolerables de

error.

La generacion geotermoeléctrica depende directamente de la calidad y canti-
dad de vapor extraible de los pozos productores, la cual a su vez depende de
la distribucion natural de porosidades y permeabilidades en el yacimiento. El
comportamiento del reservorio, observado a través del gasto de vapor medido
en cada pozo, evoluciona en el tiempo en funcién de multiples factores que

pueden sintetizarse en la siguiente férmula general:

vapor = variables 4+ intervenciones +  datos + ruido...

extraido de entrada externas faltantes
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El gasto de vapor es la variable de salida , las variables de entrada son la
masa y la energia presentes en el yacimiento y la forma de terminacién del
pozo; la recarga natural y la reinyeccién artificial son las intervenciones ex-
ternas; los datos faltantes es lo que no se midi6 y el ruido es causado por las
multiples manipulaciones que se hacen en los pozos y el deterioro natural de
los mismos. Este panorama ilustra el por qué la evolucién del fluido nunca

puede determinarse con exactitud.

Sobre el yacimiento geotérmico de Los Azufres, se realizaron varias simulacio-
nes numeéricas entre 1981 y 1996. En total se habian hecho hasta Diciembre
de 1997 (referencia [16]), 18 estudios numéricos para tratar de evaluar la ca-
pacidad del reservorio en la generacion de electricidad, mas algunas docenas
de estudios particulares sobre aspectos especificos del reservorio, el cual ha
sido uno de los mas estudiados del pais. Las conclusiones de estas evaluacio-
nes sobre el potencial del campo, senalaron la factibilidad de instalar entre
100 y 670 MW e para generar electricidad durante 20 anos. Sélo dos de estos

estudios consideraron localmente la naturaleza fracturada real del reservorio.

La presente seccion reproduce esos resultados con la intencion de ilustrar una
aplicaciéon importante de esta tesis dentro del convenio de colaboracion con

el Instituto de Investigaciones Eléctricas (IIE) de Cuernavaca, Mor., México.

7.4.2. Modelo conceptual de Maritaro

Para la realizacion del presente trabajo se analiz6 la informacién proveniente
de algunas revistas de Geotermia de la Comisién Federal de Electricidad, y
del articulo [16]. Todos estos resultados junto con el andlisis y mapeo de los
registros eléctricos, ayudaron a configurar la geometria de Maritaro, ilustrada

en la figura 7.5. A parte se procesd y analizé completa la informacién de
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produccion e inyeccion entre 1980-1996, asi como los valores de los parametros
petrofisicos medidos en algunos de los pozos de este sector del campo. A
continuacion se presenta una sintesis de esos modelos, filtrando solamente la
informacion relevante desde el punto de vista de la Ingenieria de Simulacion

y Modelado de Yacimientos Geotérmicos.

117 m 1013 1045 648 465 469 a_z4__ss_o_r324 342 342 544 1155 m

721 m

505

742

1M57 m

SIMBOLOGIA
[] uimite da Yocimisnte -—— Folla normal —— Froctura * Pozo parforado O Pozo de grodients + Pozo Inyeclor | _ | Uhnsas da Malla

o 1 2| km

Figura 7.5: Maritaro, zona norte de Los Azufres, Mich. (referencia [16])

Los detalles correspondientes a cada especialidad, deberan consultarse direc-

tamente en las fuentes indicadas.

7.4.3. Modelo térmico

Segun los resultados de estudios termométricos, la separacion entre los secto-
res norte y sur, apreciable en superficie por la presencia de un espesor mayor

de riolitas en la porcién central, desaparece a mayor profundidad.
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En las configuraciones de isotemperaturas de 2300 a 2600 msnm se encon-
traron dos zonas convectivas separadas, correpondientes a Maritaro y Teja-
maniles. Para la configuracién de zonas profundas desde 400 a 1750 msnm,
la temperatura aumenta sobre toda el area, abriéndose hacia el oriente los
contornos con las mas altas temperaturas. De ahi se concluye que la fuente
de calor, formada por una intrusion riodacitica a unos 600°C, se sitia entre
las direcciones E y SE del campo, a profundidad desconocida, quizas a mas
de 6000 mbnt. A una profundidad de entre 900 y 1500 mbnt, las condicio-
nes favorables para la explotacion se prolongan a lo largo de los corredores
definidos por las fallas La Cumbre y Maritaro, hasta los pozos 40 y 59-60

respectivamente (figura 7.5).

7.4.4. Condiciones termodinamicas iniciales en

Maritaro

La distribucion inicial de permeabilidad y porosidad, con las pocas medicio-
nes existentes determina el comportamiento futuro de las diferentes zonas dis-
cretizadas. La historia de produccién del campo especifica el comportamiento
individual de los pozos y sus zonas de aporte, indicando cémo esté evolucio-
nando. De ahi se pueden inferir condiciones del yacimiento, pero no de una
manera Unica, sino proporcionando varias posibilidades y valores acerca de

los parametros no medidos y las variables escondidas del yacimiento.

Esta seccion se presenta solamente uno de los posibles estados quasi-estables
del reservorio en Maritaro. Es uno de los estados posibles porque, aunque el
yacimiento estd definido de una manera tinica en el espacio y en el tiempo,
solo puede ser conocido en forma incompleta y fraccionaria. Esto es debido

a la imposibilidad de medir, de manera continua, todos sus parametros.
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Las condiciones termodinamicas iniciales de Maritaro se obtuvieron por sinte-
sis de los modelos térmico, geoquimico y mineraldgico, acoplados a los regis-
tros de Presion-Temperatura hechos en todos los pozos hasta Diciembre de
1997. Tales registros fueron filtrados a condiciones de fondo estables, con

mucho tiempo de reposo y en pozo cerrado o, a lo mas, purgado por 0.64cm.

Se obtuvieron perfiles de presién y temperatura en funcién de la profundidad,
representativos de las zonas donde hay pozos perforados con mediciones. Des-
pués, por simulacién numérica, luego de obtener un estado numéricamente
estable, se calculd la distribuciéon de propiedades termodindmicas en todo el

volumen asignado al reservorio en distintos estratos.

7.4.5. Modelado y simulacion numérica de Maritaro

Para la evaluacion del sector norte del campo geotérmico de Los Azufres
se efectuaron varias actividades previas: recopilacién, analisis y sintesis de
informacion disponible; elaboracién del modelo conceptual actual; analisis
y procesamiento de los archivos de produccién y de inyeccién; construccion
de una malla representando la zona a simular; obtenciéon por via numérica
de un estado termodindmicamente estable; simulacién numérica de las con-
diciones iniciales; calculo volumétrico de la capacidad energética del sector;
reproduccién del periodo de explotacion 1980-1996 y prediccién del periodo

de explotacién 1997 - 2022, bajo distintos escenarios de extraccion de fluido.

7.4.6. Fronteras

Abajo del estrato F subyacen el Hornfels directamente bajo el yacimiento, y
la base de las fronteras. Estos elementos se denotan como HORNF y OUTHR

respectivamente. Ambos son necesarios para definir las condiciones de fron-
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tera profundas del sistema. El Hornfels aporta la recarga de calor principal
para todo el reservorio, tiene permeabilidad casi nula y muy pobre porosidad.
Se construyeron fronteras laterales, representadas por bloques de dimensio-
nes mayores, de entre 4 y 5 km de longitud y de 0.8 a 1.5 km de espesor.
Las fronteras N, E y W estdn a presion constante, mientras que la frontera
sur representa burdamente al sector Tejamaniles. La frontera mas fria es la
W, la mas caliente es la S. Debido a que se traté de enfatizar los detalles del

yacimiento, las fronteras no aparecen dibujadas en la figura 7.5.

Para el caso de Maritaro, el considerar fronteras laterales resulté crucial,
debido al gradiente de temperaturas horizontal existente entre el E, mas
caliente, y el W, mas frio. De acuerdo a la técnica de VF empleada en la
discretizacion de ecuaciones empleada, simplificando para la temperatura T’
de un volumen V rodeado por una superficie S:

- - dT;; dT;;: T, —T;
/V-VTdV:/VT%dSzZai = Y _ g I(1.1)
v s D

7j
dn dn ij

La ecuacion 7.1 representa el valor medio del gradiente de temperatura en
la, direcciéon normal n a la frontera S, D;; es la distancia entre los centros
de dos elementos adyacentes f3;; engloba los pardmetros térmicos. En alguna
frontera lateral i = F' (frontera) y j =Y (yacimiento) hay dos posibilidades
de frontera: cerrada o abierta a temperatura Ty, la cual puede ser a su vez

variable o constante:

- = dTpy T — Ty
VTV == = - 7.2
/V \YARY in Bry Dy (7.2)

Para frontera abierta, a condiciones constantes o variables: Ty = Tr — oy
(x,y, ), a representando a los coeficientes fisicos correspondientes. En cam-
bio en el caso de frontera cerrada: Ty = Tr. En este ultimo caso, al simular
el estado inicial, los bloques de yacimiento cercanos a la frontera tenderan

siempre a uniformizar sus valores. Para Maritaro, la opcién mas realista es
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considerar fronteras abiertas a condiciones mas o menos constantes, pero
distintas en cada frontera, con el propdsito de reproducir el gradiente de

temperatura observado.

7.4.7. Parametros asignados a la malla

Las tablas 7.4 y 7.5, resume los parametros asignados a las diferentes porcio-

nes de la malla.

Roca Tipo | Densidad Porosidad ~ Conduct. Calor Esp.
kg/M? (%) Térmica (J/kg/°C)
(W/m/°C)
CTRNA 2114 0.19 1.00 1165
MARTB 2237 0.15 1.44 1165
MARTC 2391 0.11 1.80 1165
MARTD 2545 0.07 1.83 1165
MARTE 2775 0.05 2.13 1165
ACUIT 2929 0.001 3.12 1165
FALLA 2237 0.50 1.44 1165
RESVA 2740 0.012 1.99 900
HORNF 3175 0.001 3.12 1000
HORNE 3000 0.001 3.12 1000
OUTHR 3400 0.001 1.00 1000
FRSUR 2412 0.001 1.00 1000
OESTE 2412 0.001 1.00 1000
FESTE 2412 0.001 1.00 1000
NORTE 2412 0.001 1.00 1000

Tabla 7.4: a) Pardmetros de la malla para Maritaro, referencia [16]
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Roca Tipo K.(m?) K,(m?) K.(m?)
CTRNA 2x 1071 2x 10718 2x107%
MARTB 1 %1012 1 %1078 1 x 10712
MARTC 1x10712 1x10718 2 x 10712
MARTD 2% 1071 2 x 10718 2 x 1071°
MARTE 1 %1071 1 %1078 1x 1071
ACUIT 1 %1018 1 %1018 1x10°'8
FALLA 1 %101 1x10°1° 1x 1071
RESVA 1x1071 1x10°18 1 %1071
HORNF 1x10°% 1x10°% 1 x 10730
HORNE 1x10°% 1x10°% 1 x 107
OUTHR 1x107% 1x107% 1 x 1073
FRSUR 1x107% 1x107% 1 x 1073
OESTE 1x 1073 1x 1072 1 x 10730
FESTE 1x107% 1x107% 1 x107%
NORTE 1x107% 1x107% 1 x107%

Tabla 7.5: b) Pardmetros de la malla para Maritaro, referencia [16]

El primer tipo de roca CTRNA se refiere al estrato mas somero del campo,

formado por andesitas cuaternarias. Los tipos de roca MARTB, C, D, E

y ACUIT representan los distintos espesores en que se dividié al sector en
orden creciente de profundidad (figura 7.6). El tipo FALLA es el corredor
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de alta permeabilidad asignado a las fallas Maritaro y La Cumbre. RESVA
representa el sector de reserva desconocida entre la prolongacion de Maritaro
y El Chino, al W del pozo Az-40. HORNF y HORNE son los elementos de
Hornfels a distintas temperaturas. OUTHR es el estrato inferior bajo la zona
de reserva. Los elementos frontera se representan por los ultimos cuatro tipos

de roca respectivamente.

T

Figura 7.6: Distribucién vertical de pozos perforados en Maritaro (referencia [16]).

7.4.8. Simulacién de condiciones termodinamicas ini-

ciales en Maritaro

Para establecer con precisién las condiciones termodinamicas iniciales del
sector norte, se utilizaron varias fuentes. La primera consistié en tomar los
valores de las temperaturas estabilizadas y sus interpolaciones a distintas
profundidades. Enseguida se compararon con las mediciones hechas a fondo

de pozo cerrado o, a lo mas, purgado por 0.625 cm.
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Esta primera distribucion de valores, se introdujo al simulador utilizado
TOUGH2 (ver [3]), junto con los demds pardmetros y se procedié a esta-
bilizar el sistema en computadora, incluyendo presiones y todos los demas

parametros petrofisicos.
Subsecuentes reajustes permitieron definir un estado inicial estable, que re-
produjera razonablemente, desde el punto de vista del modelado numérico,

todos y cada uno de los datos arrojados por los pozos perforados.

El perfil vertical de presion y temperatura obtenido de los registros en todos

los pozos, junto con los perfiles calculados, se ilustran en las figuras 7.7 y 7.8.

Acuitardo
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Figura 7.7: Perfil vertical de presiones en Maritaro

El estado inicial es presentado por contornos 3D en las figuras 7.9, 7.10, 7.11
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Figura 7.8: Perfil vertical de temperaturas en Maritaro

y 7.12 para la presién y la temperatura respectivamente. El contorno de va-

por no se incluye pues casi todo el reservorio se encontraba inicialmente en

la region de liquido comprimido.

Es importante hacer notar que, numéricamente, un estado termodinamico

inicial no es tunico, sino que depende tanto de las condiciones arbitrarias

iniciales, como de cualquier otro ajuste posterior que se haga en cualquier

parametro petrofisico o del fluido. El aqui referido reproduce dentro de rangos

razonables de error, las condiciones termodinamicas medidas en el fondo de

los pozos, bajo las condiciones antes indicadas.
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Figura 7.9: A. Distribucién inicial de presiones
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Figura 7.10: B. Distribucién inicial de presiones



Simulacién numérica y evaluaciéon del campo geotérmico de Los
Azufres 149

Figura 7.11: A. Distribucién inicial de temperaturas
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Figura 7.12: B. Distribucién inicial de temperaturas

En las graficas se observa que, en su estado inicial, en todos los estratos

predomina ampliamente la fase liquida. Sélo en los estratos mas someros A y
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B hay trazas de vapor, del 20 al 40 % de saturacién, entre la zona definida por
los pozos Az-41, 30 y 57. Fuera de esa zona el vapor disminuye rapidamente de
10% a 0%. En el estrato C ya el vapor es insignificante incluso por debajo
de la misma zona anterior. En los estratos mas profundos todo el fluido
estd en fase liquida. Las zonas de mayor presién inicial se encuentran en los
estratos profundos y sistematicamente convergen hacia el centro de la zona
que estaba hasta 1997 en explotacion. La presién disminuye siempre hacia
el W del campo. Algo similar ocurre para la temperatura; las zonas mas
calientes se sitian hacia el centro-E y las mas frias hacia el W. Todo ello en

concordancia cualitativa con el modelo geoldgico y térmico.

7.4.9. Modelo volumétrico de Maritaro

En la estimacién de la capacidad de Maritaro, se consideraron en los calcu-
los, condiciones de yacimiento restringidas como son, recarga nula, sistemas
cerrados, volimenes conservadores, permeabilidades y porosidades promedio

bajas.

La presion y temperatura promedio iniciales en este yacimiento corresponden
a la regién de liquido comprimido: P = 92 bar, T = 301 °C'. De Tablas
termodindmicas se obtiene una densidad del fluido: pfuiae = 714 kg/m® |
y una entalpfa media igual a hgis = 1344 kJ/kg. Para la estimacion de
la energia térmica presente en este sistema, se emplearon las dos ecuaciones

bésicas siguientes como modelo volumétrico:

B kJ
Fluido : v Dprey [$] (7.3)
E, kJ
Roca : i =(1-)p.c, T, {$} (7.4)

La aplicacién de ambas férmulas proporciona la variable densidad de energia

calorifica por unidad de volumen de yacimiento, en donde ® es la porosidad,
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Pfiuido 1a densidad, efiqo €s la energia especifica del fluido, Cioeq €l calor
especifico de la roca y T la temperatura promedio. La porosidad promedio

se calculé para una longitud vertical L = 2500 m:

T 1 2000 ﬁ 112500
d=— 7447 = ———— 7% =
L /0 p L(a+1) o

22.09 x 1075 - (2500) 2.44455

=7.32 .
2500 - 2.44455 7327 (7.5)

La densidad de la roca, la presién y la temperatura del fluido son modelos

lineales, sus valores medios se calcularon de la férmula general:

@:%/OL(@ZJFB)CZZ:(O;—inrﬂTZ), Z=1)  (16)

De esta forma se obtienen los siguientes valores iniciales:

Densidad roca: pr = 2544.5 kg/m?

Presién fluido: P=91.7 bar

Temperatura: T=300.97°C

Densidad fluido: pr=T13.6 kg/m?

Entalpia fluido: hy=13442 kJ/kg

Energia fluido: ey =hy+ P/py = 1357 kJ/kg

Se requiere ademas conocer las condiciones minimas bajo las cuales ya no es
posible seguir explotando al reservorio, ni extraerle energia. Estas se consi-
deraron, en base a los resultados de las secciones siguientes, a la presién de
40 bar en dos fases, con un 50 % de saturacién de vapor promedio en todo el

campo. Los valores correspondientes a ese estado final son:
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Densidad roca: pr = 2544.5 kg/m?
Presion fluido: P=40 bar
Temperatura: T=250.3°C
Densidad fluido: pr =409.4 kg/m?
Entalpia fluido: hy =1129.4 kJ/kg
Energia fluido: ef=hy+ P/p;=1139.2 kJ/kg

La energia del fluido inicial se obtiene multiplicando la densidad de energia
por el volumen de roca total asignado al yacimiento. Para este modelo, se
consideraron dos posibilidades, ambas dentro de un espesor de 2.5 km abar-
cando solamente los estratos B, C, D y E. La primera restringe el volumen
del yacimiento al drea de la zona actualmente explotada (sin la reserva al W
del Az-40), que corresponde a 19.43 km?; esto da un volumen Vi = 48.6 km?3.
La segunda considera la posibilidad de explotar también la zona de reserva,
esto proporciona un area de 29.44 km? y un volumen hipotético de reservorio

Vi = 73.6 km?. La energfa del fluido recuperable es entonces:
AFEt1ido = PA (prey) Vi = 36.745%x 10V,
La energia recuperable de la roca es:
AFE,oeq = (1 — ®) p,C. ATV, = 139.6x10°V,

La energia total recuperable del sistema roca-fluido seria entonces, para am-

bos volumenes:

EY = AEflm'do + AETOCG = 8.57x10'%J
EH = AEfluido + AEroca = 1298X1018J

Para calcular la fraccién de energia transformable en electricidad se utilizé el

mismo factor que el calculado para Tejamaniles, ng = 2.6 %. De ahi se deduce
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la capacidad instalable durante 25 anos en ambos escenarios:

~0.026 x 8.57 x 10'8
25 x 365.25 x 86400

— 282.4 MWe (7.7)

Y

~0.026 x 12.98 x 10®
25 x 365.25 x 86400

" = 427.8 MWe (7.8)

Estas cifras proporcionan una envolvente maxima para la capacidad instala-
ble en Maritaro, desde el punto de vista de la recuperacion de calor util y la

transformacion de energia térmica en eléctrica.

7.4.10. Reproduccion del periodo de explotacion 1980-
1996

La segunda etapa de la simulacién consistié en reproducir el comportamien-
to de las zonas donde se encuentran los pozos, en el periodo de explotacién
comprendido entre 1980, fecha en que se hicieron los primeros desarrollos en
Maritaro, y principios de 1996, fecha de las 1ltimas mediciones disponibles
hasta Diciembre de 1997.

De Enero a Diciembre de 1996, Maritaro gener6 214,945 MW h con un factor
de planta del 98 %. La continua extraccién con inyeccién que se ha efectuado
desde los inicios de la explotacion del reservorio ha afectado notablemente a
casi todos los pozos de la zona norte. La disposicién de pozos perforados en el
sector norte, se ilustra en la figura 7.6. La tabla 7.6 presenta la forma en que
fueron entrando en operacion las distintas plantas en el sector. Enseguida se

presenta un resumen de la historia de produccion de Maritaro.
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Unidad Pozos Quapor (T'/h) | Entrada a
operacion

3 (Mitsubishi | Az-5y Az-48 | 62 10/08/82

5 MWe)

4 (Mitsubishi | Az-13y Az-32 | 62 17/08/82

5 MWe)

5 (Mitsubishi | Az-9, 41, 45y | 62 26/08 /32

5 MWe) 56

8 (Mitsubishi | Az-4 y Az-28 | 67 01/12/89

5 MWe)

9 (Mitsubishi | Az-32y Az-43 | 66 24/04/90

5 MWe)

Tabla 7.6: Pozos conectados a unidades en Maritaro

7.4.11. Comportamiento observado vs comportamien-

to calculado

Al hablar del ajuste de las funciones termodinamicas encontradas en el pozo,
contra las calculadas en el yacimiento, éstas no se refieren al pozo en si, sino
solamente a la formacién circundante. Los efectos y defectos locales del pozo
como son factor de dano, incrustaciones, derrumbes, etc., no se pueden tomar

en cuenta en este tipo de modelados.

Las graficas comparativas pozo-reservorio son solamente indicativas de lo
que pudiera estar ocurriendo en la formacion si la permeabilidad y porosidad
fueran ahi excelentes y no hubiera ningin danio en el pozo. A estas condicio-
nes corresponden los casos en los que hay buena concordancia entre ambas

graficas. En cambio, los casos en los cuales hay mala concordancia o ningiin
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ajuste posible en cualquiera de los parametros termodinamicos entre el pozo
y la formacion, indican claramente que los efectos locales en el pozo son los
que predominan y, por lo antes senalado, no pueden ser reproducidos por el

simulador.

Debido a la naturaleza de los procesos termodindmicos senalados en las con-
diciones iniciales, la variable critica para ajustar es casi siempre la entalpia.
El fluido que entra a los pozos es frecuentemente, una mezcla de diferentes
fluidos a distintas condiciones. Su evolucién es igualmente compleja la cual
a su vez es alterada rapidamente por el efecto de la inyeccion y la naturaleza

fracturada del reservorio volcanico.

La comparacion se efectud presentando en una misma gréfica, la evolucién de
los perfiles de presion, y entalpia de fondo de pozo, y las mismas respectivas

variables calculadas por simulacién numérica.

Con propositos de referencia, también se grafica la presién de cabezal. De
ahi se calcularon presiones, temperaturas y entalpias en el fondo de los pozos

considerados.

Se muestran dos ejemplos del ajuste de la historia de produccion de la zona
norte, ilustrados por las figuras 7.13, 7.14, 7.15 y 7.16, correspondientes a
dos pozos Aviejos, el Az-4 y el Az-28.
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7.4.12. Discusiéon de la evolucion de Maritaro entre
1980-1996

El comportamiento heterogéneo de algunos pozos es reflejo de mecanismos
de transporte de fluido a través de fracturas y fallas y a dano en el pozo.
Excepto el Az-41, todos los pozos productores de la zona norte, son bifasi-
cos, el vapor generdndose desde la formacion. Durante 1990-1996, 9 de los
13 pozos productores de la zona norte, han disminuido su gasto de vapor y
su presiéon de fondo, indicando abatimiento en las zonas de drene respectivas
dentro del yacimiento. Las excepciones son los pozos Az-5, 13, 28 y 32 en
donde el vapor o ha permanecido constante o se ha incrementado. El liquido

disminuyé en diferente medida, en todos los pozos productores exceptuando

al Az-9, Az-28, Az-43 y Az-45.

La presion de fondo en todos los pozos, exceptuando al Az-41 (14 bar) y al
Az-56 (13 bar), estd por encima de los 20 bar y actualmente se le encuentra
en un amplio intervalo entre los 24 bar en el Az-4 y 62 bar en el Az-45.
La presion promedio a fondo de pozo resulta de 40 bar, lejos ain de los 92
bar de presién media estimada para la zona norte. En general,el gradiente
pozo-yacimiento no es tan fuerte como en Los Humeros y puede considerarse
normal en un medio fracturado con buena permeabilidad en la formacién,

exceptuando a los pozos productores mas profundos como el Az-56 y Az-48.

La entalpia de fondo calculada, manifiesta un comportamiento general estable
oscilante, indicando la llegada intermitente de liquido a las zonas de extrac-
cion. Los tnicos pozos donde la entalpia ha disminuido respecto a valores
iniciales, son el Az-9 y el 51. Los pozos donde se ha mantenido constante-
mente a la alza son los dominados por vapor: Az-13, 19, 32, 41, 45 y 48.

El pozo Az-5 a partir de 1992 tendié a irse hacia vapor dominante y alta
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entalpia, pero a partir de 1995 invirti6 esa tendencia.

La temperatura, dentro de un intervalo de 10 a 20°C, ha sido casi constante
en casi todos los pozos. Excepciones notables ocurren en el Az-4 donde dis-
minuy6 40°C', debido a la depresion continua en el fondo del pozo, y en el
Az-13 donde se ha incrementado, debido a la tendencia que tiene este pozo

de irse hacia la zona de vapor supercaliente.

7.4.13. Estado termodinamico de Maritaro en 1996

Las figuras 7.17, 7.18 y 7.19, condensan el estado termodinamico de Maritaro
en 1996, segun fue estimado por el modelo numérico. Ahi se encuentran gra-
ficados los contornos tridimensionales de presion, temperatura y saturacion
de vapor en los cuatro principales estratos productores, B, C y D donde se
encuentran terminados casi todos los pozos perforados y de donde se extrae

el 95 % del fluido producido por el sector.

Al comparar la presién inicial que habia en 1980 (figura 7.9) con la de 1996
(figura 7.17) en el estrato B a 2250 msnm, se observa que casi no ha habido
cambios. El inico pozo productor en ese estrato es el Az-41, el cual produce
solo vapor, bajo un régimen de flasheo casi total desde la formacién. Soélo
se observa un decremento en la temperatura al W del Az-40 (figuras 7.11 y
7.17), inducido por la inyeccién mas profunda en ese sector, y reflejada por

un corrimiento de la isoterma de 200°C' hacia la derecha.

Para el vapor, en cambio, hubo un cambio mas sustancial pues se amplian
las pequenas zonas de vapor pre-existente en 1980, en todo ese estrato. Esto
es consecuencia del delicado equilibrio de la fase liquida desde 1980, la cual

se encontraba muy cerca de condiciones bifdsicas, de tal manera que fue
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suficiente un ligero cambio de presion y temperatura, de medio bar o menos
de 1°C, para inducir el cambio de fase. El maximo de vapor se localiza por

el Az-41.
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Estrato B a 2250 msnm.

PRESION

TEMPERATURA (°C)

SATURACION

Figura 7.17: Termodindmica de Maritaro en 1996 (Estrato B a 2,250 msnm)
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Estrato C a 1750 msnm.

SATURACION

Figura 7.18: Termodindmica de Maritaro en 1996 (Estrato C a 1,750 msnm)
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TEMPERATURA (%C)

SATURACION
DE VAPOR (%)

Figura 7.19: Termodindmica de Maritaro en 1996 (Estrato D a 1,250 msnm)
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En el estrato C los cambios han sido mas notables en presion y temperatura,
sobre todo hacia el W del campo donde tiene lugar la reinyeccion. Por ello la
presién se incrementa entre los pozos Az-40 y Az-15, observandose un maxi-
mo absoluto bajo este tltimo. Eso deformé totalmente las curvas isobaricas
entre 1980 (figura 7.9) y 1996 (figura 7.18) en un amplio sector, del centro al
W del campo. Hacia el E en cambio, se aprecian abatimientos de presion y

de temperatura debidos a la extraccion continua de fluido.

Para el vapor ocurre algo similar a lo que pasa en el estrato superior, lo cual
es normal pues ambas zonas estan muy bien conectadas entre si a través de
fracturas y fallas, siendo las de mayor permeabilidad de todo el sector. Se
aprecia un maximo de vapor bajo el Az-41 y sélo liquido entre el Az-40 y el
Az-15.

Para el estrato D, a 1250 msnm, el efecto de la inyeccion también es nota-
ble. Otro maximo de presion aparece bajo el pozo Az-15, con la consiguiente
deformacién de isobaras entre el Az-60, 61 y 40 (figura 7.19). Sin embargo,
practicamente en todo el sector, la disminucion de temperatura es menos im-
portante, debido principalmente a que el agua inyectada a esta profundidad
ha recuperado suficiente energia y no alcanza a afectar térmicamente a la

formacion.

La depresion ocurre otra vez hacia el E del campo, alcanzando un minimo
relativo de 60 bar en un corredor casi coincidente con la falla Maritaro. A esta
profundidad sélo se encuentra vapor alrededor de los pozos productores que
tocan esa zona, Az-56, Az-9 hacia el centro-S; debajo del Az-41, 30, 4, 21 y 57.
Hay un méximo relativo del 30 % de saturacion por el Az-43. Excepto en estas
porciones, casi todo el estrato D permanece en estado liquido (figura 7.19).

Abajo de este estrato, solo hay liquido comprimido, exceptuando pequenas
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porciones con vapor.

7.4.14. Prediccion de la evoluciéon del campo durante
el periodo 1997-2022

La siguiente etapa de la simulacion, consistié en predecir la posible evoluciéon
de Maritaro al ampliar la capacidad eléctrica instalada, intensificando la ex-
traccion de fluido. Para ello se construyeron varios escenarios, todos basados
en las condiciones iniciales de 1996 (figuras 7.17, 7.18 y 7.19).

Las capacidades que se investigaron fueron para 75, 100, 150, 200, 250, 280 y
400 MWe. Para calcular el vapor necesario, se tomé un consumo especifico

de 11 T'/h/MW e promedio para las futuras plantas.

La tabla 7.7 resume la cantidad minima de pozos necesarios, mezcla, liquido
y vapor constante en superficie que requiere cada unos de los escenarios

considerados.
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Potencia | Vapor No. de | Liquido No. de Po- | Minimo a
Instalada | Extraido | Pozos Rein- zos Inyec- | Inyectar
(MWe) (T/h) Producto- | yectado tores ° (T/h) ©

res 4 (T/h)
75 825 16 325 5 325
100 1100 21 700 7 700
150 1650 31 1050 10 1044
200 2200 42 1400 13 1044
250 2750 52 1750 17 1044
280 3080 58 1960 19 1500
400 4400 83 2800 27 2600

Tabla 7.7: Potencia instalable en Maritaro, produccién/inyeccién inferidas

El criterio numérico para localizar nuevos pozos productores, consistié en
agregar pozos nuevos en zonas de menor depresién y reemplazando pozos en
zonas donde la depresion es mayor. Estas localizaciones se encuentran desde
luego sesgadas por la asignacion inicial de permeabilidades, y son sélo un

factor indicativo o una sugerencia hipotética.

7.4.15. Evolucion del sector con 75 MWe instalados

Este primer caso requeriria el minimo de pozos nuevos, explotando solamente
las zonas donde se encuentran actualmente los pozos productores (tabla 7.7,
referencia [16]), pero tendrian que repararse o desviarse los pozos impermea-
bles.

La presién alcanza una superficie isobarica minima de 20 bar, a todo lo

largo de la falla La Cumbre en los estratos B y C al cabo de los 25 anos de
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explotacién (figura 7.20, referencia [16]). Esto indica la probable necesidad

de reemplazar a los pozos ahi terminados.

Figura 7.20: Distribucién de presiones en el ano 2022 con 75 MWe instalados

La temperatura, debido a los efectos combinados de extracciéon e inyeccion,
presenta minimos relativos hacia el E del pozo Az-15, marcando claramente

la dispersion del frente térmico en los estratos C y D. Globalmente, el yaci-
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miento mantiene una distribucién de temperaturas mas que suficiente para

continuar con su explotacion.

En el ano 2022, el vapor se distribuye en todo el estrato B, alcanzando un
maximo absoluto en el corredor definido por las fallas Maritaro y La Cumbre,

entre los pozos Az-15 y Az-43 (figura 7.21, referencia [16]).

Figura 7.21: Distribucién de vapor en el ano 2022 con 75 M W e instalados

Siendo el pozo Az-15 un inyector demasiado somero, todo el liquido inyectado
se distribuye a través de La Cumbre, hacia las zonas productoras, impidiendo
su acumulacién. En cambio, hacia el W el liquido inyectado inhibe, aunque

no totalmente, el flasheo en la formacion, formandose dos minimos de vapor
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bajo los pozos inyectores Az-40 y Az-60.

En el estrato C, la distribucion del vapor es similar, aunque mas restringida,
a la del estrato B del centro hacia el E del campo. Hacia el W el vapor
disminuye, manteniéndose una porcién de puro liquido entre los inyectores
Az-15 y Az-60. Esta porcién se amplia mas en el estrato D, cubriendo la
mitad del campo. Del E para abajo el reservorio es de liquido comprimido,

excepto en las pequenas excepciones visibles en la figura 7.21 (referencia [16]).

7.4.16. Evolucion del sector con 280 MW e instalados

El segundo caso mas importante es la posible instalacion de 280 MWe. Esta
capacidad requerirfa de varios pozos extras (tabla 7.7, referencia [16]) y de

nuevas zonas de aporte.

La figura 7.22 (referencia [16]) muestra la disposicién aproximada de esas
zonas, segun los resultados de la simulaciéon numérica. Los nuevos pozos se
tendrian que distribuir sobre las zonas de influencia de las fallas principales
E-W: Coyotes, Maritaro, La Cumbre, Dorada, El Chino y Laguna Larga.
Esto es perfectamente congruente con el modelo conceptual del yacimiento y

con la distribucién de permeabilidades.
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Figura 7.22: Distribucién de presiones en el ano 2022 con 280 M We instalados

Se intentaron otras formas de colocar pozos en zonas alejadas de falla, pero

la produccién pronto decayé abajo de las isobaras de abandono.
La presién final calculada para el ano 2022 (figura 7.22, referencia [16]), es
diferente a las anteriores debido a dos razones principales:

= se extrae mayor cantidad de fluido,

= de zonas a distinta profundidad.

En el estrato B, las superficies isobaricas mantienen niveles adecuados en

todo el campo, pues ahi sélo se explotan dos pozos, el Az-41 y el AzD52.
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En los estratos C y D mas explotados, se forma un minimo relativo entre las
fallas Maritaro y La Cumbre, llegando a la presién de abandono de 30 bar
en ese amplio e importante corredor, indicando que se esta en los limites de

la capacidad maxima tolerable por el sector.

En el estrato E, aunque los contornos baricos son mayores, también se alcan-
zan presiones de abandono en las zonas principales de produccion. En estos
tres ultimos estratos se forman maximos relativos de presion justo bajo los
pozos inyectores (figura 7.22, referencia [16]). La distribucién de tempera-
turas en cambio, sigue siendo adecuada en todos los estratos, pues no hay
enfriamientos abruptos, ni siquiera en las porciones de reinyecciéon continua.
Solamente se forma un minimo relativo de 215°C' bajo los pozos Az-15y Az-
52, marcando la difusién del frente térmico de menor temperatura generado

por la inyeccién en el primero y por la extraccién en el segundo.

El vapor amplia la extension de su saturacion en el ano 2022, presentandose
ahora un maximo absoluto del 100 % en el estrato B, entre los pozos Az-28,
19 y 32 (Figura 11b). Nuevamente al W del pozo Az-15, el vapor disminuye
por efecto de la inyeccién, con un minimo absoluto en la porcion vertical del
Az-40.

Simultaneamente en los estratos C y D se forma una amplia zona monofasi-
ca de vapor puro, coincidente con los minimos de presion, circundando los

principales pozos productores.

En el estrato E esa zona también existe pero es mucho menor. Al W del
Az-15 coexiste una vasta region de liquido comprimido que se amplia hacia

abajo, segun se ilustra en la figura 7.23 (referencia [16]).
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Figura 7.23: Distribucién de vapor en el ano 2022 con 280 M W e instalados

7.4.17. Evolucion del sector con 400 MWe instalados

El tercer escenario por discutir es la instalacion de 400 MWe, la cual reque-
rirfa del maximo posible de pozos perforados (tabla 7.7, referencia [16]) en
los corredores de fallas, y la hipotesis suplementaria de que las zonas entre
las fallas principales E-W, tengan también suficiente permeabilidad para ser
explotadas. Ademas la reinyeccién se convierte en un factor critico, pues re-
sulta imprescindible inyectar todo el liquido extraido cerca o en las zonas de

mayor depresion (figura 7.24, referencia [16]).
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Figura 7.24: Distribucién de presiones en el ano 2022 con 400 M We instalados

Practicamente en todas las zonas de extraccion de los estratos B, C y D,
los contornos de presion alcanzan condiciones de abandono, inferiores a 30
o 40 bar segun la profundidad. Solamente el estrato E mantiene en el ano
2022, condiciones adecuadas para continuar su explotacion, pero siendo éste
el sector con menor permeabilidad, incrementar mas el gasto implica caidas
de presion mayores. Incluso las zonas de inyeccién continua tienen presiones

menores a las de los casos anteriores, a pesar de que se inyecta mas liquido.
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Esto prueba numéricamente, que la posibilidad de instalar los 400 MWe, es

la mas riesgosa.

La temperatura sigue manteniendo una distribucién adecuada de valores para
la explotacion térmica del reservorio. Hay minimos relativos bajo los pozos
Az-15, Az-40 y Az-60 por la reinyeccién, y bajo el Az-13, 45, 49, 52 y 54
por la extraccién. La distribucion de isotermas se complica en los estratos
inferiores debido a los efectos combinados de la inyeccién distribuida mas

extensamente.

La zona de vapor puro se amplia bajo la extraccién solicitada, abarcando
ahora todo el centro del campo en explotacién y la saturacién de vapor
alcanza el 90 % en la falla El Chino, y el 85 % en Los Coyotes (figura 7.25,
referencia [16]). Ello presenta la dificultad extra de que cada vez habria menos
liquido en estratos someros, los pozos de reposicién tienen que perforarse
mas profundos, en zonas de menor permeabilidad. Hacia el W del Az-15 el
efecto de la inyeccién es similar a los casos anteriores en ese estrato. En la
regién occidental comprendida bajo los contornos de 65-60 % del estrato B,
solamente se considerd una zona de recarga, y no de produccion directa. Esto
debido a la carencia de pozos perforados y a que el modelo conceptual indica
condiciones desfavorables para la explotacién. En el estrato E, el liquido se
extiende mas ampliamente que en el caso anterior, debido a que en este

escenario, se inyecta mas fluido a esa profundidad, inhibiendo al vapor.
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Figura 7.25: Distribucién de vapor en el ano 2022 con 400 M We instalados

Los escenarios de explotacion de 75 a 280 MW e son viables en este modelo
de yacimiento, el cual no tiene recarga natural. Sin embargo, como la zona
al W del pozo Az-40 abajo de la falla Maritaro, no tiene una existencia
comprobada, la hipdtesis considerada en el tltimo escenario conlleva que
la construccion de 400 MWe en el sector, implica un alto riesgo pues la

incertidumbre sobre esa zona del reservorio es grande.

7.4.18. Discusion de la evolucion global del sector su-

jeto a distintos regimenes de explotacién

Los contornos de presién, temperatura y saturacion de vapor, muestran una

imagen termodindmica global del reservorio al inicio y al final de un periodo
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de explotacion. También pueden mostrar el estado del yacimiento en cual-

quier tiempo que se desee graficar.

La figura 7.26 (referencia [16]) muestra la evolucién completa de presiones
promedio estimadas para cada estrato en que se dividié a Maritaro, en funcién

de cuatro capacidades instaladas exploradas numéricamente.

Capacidad Tnstalada
T5 Mwa
100 MW,
150 MW
200 MW
250 MW
200 MW
400 M.

M
PebOvEN

PRESION (bar)
=

R o o o 0 o R P R S S S

ARNO

Figura 7.26: Presiones promedio estimadas para cada estrato en Maritaro.

Para cada escenario de explotacion, se consideraron distintas zonas de extrac-
cién, segun fueron requeridas por el modelo, con el fin de evitar abatimientos

bruscos. Las presiones medias iniciales por tanto, son distintas.

La grafica 7.26 (referencia [16]) muestra que los mayores abatimientos ocu-
rren durante la explotacion con 400 y 280 MWe. Ambas curvas cortan las
isobaras de abandono de 40 y 30 bar deteniéndose, a los 25 anos de extrac-
cion, en la de 20 bar. Esto indica, como ya se discutié antes, que ambas
capacidades agotan amplias zonas de extraccion y requeriran pozos de repo-

sicién aproximadamente en el ano 2014.
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Las curvas de los otros escenarios de 75 a 250 MW e, permanecen por encima
de la isobara de 30 bar. Obviamente, la evolucién éptima del reservorio, ocu-
rre con la instalacion de 75 y 100 M We, pues la presiéon media se estabiliza

en ambos casos, luego de cierto tiempo de iniciada la extraccion.

Finalmente la figura 7.27 (referencia [16]) ilustra de qué manera depende la
presién final, al cabo de 25 anos de explotacién, de las distintas capacidades
geotermoeléctricas instaladas, en los principales estratos productores. Los re-
sultados pueden ser obvios: a mayor capacidad, mayor depresion, enfriamien-
to y produccién de vapor. Pueden ser ttiles para localizar rdapidamente los
valores termodindamicos correspondientes a capacidades no planeadas, dentro

del amplio rango que este trabajo consideré.
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Figura 7.27: Presién final al cabo de 25 anos de explotacion.
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7.4.19. Conclusiones de este capitulo

El yacimiento geotérmico de Los Azufres esta formado por dos sectores cono-
cidos como Maritaro y Tejamaniles. Al sector Maritaro lo intersectan grandes
fallas locales y regionales, predominando las orientadas E-W. En términos ge-
nerales, la permeabilidad en esta region es menor y menos extendida que en

el sur del campo.

La méaxima permeabilidad encontrada en Maritaro, estd asociada a zonas de
influencia de las fallas mas importantes. Una excepcion ocurre en las cer-
canias del pozo Az-15 donde aparece una porcién somera semi-sellada que
desvia el flujo vertical hacia el sureste, descargando hacia la zona del pozo

Az-41, donde existe fracturamiento somero importante y extenso.

Los pozos productores profundos son de baja permeabilidad y no alcanzan
grandes gastos. Los mas profundos son totalmente impermeables. Los estratos

explotables del campo estan limitados verticalmente por esta caracteristica.

De acuerdo con la productividad de los pozos y las pérdidas de circulacion, la

permeabilidad vertical de Maritaro se extiende solamente hasta 2500 metros
de profundidad.

La presion promedio calculada para Maritaro es de 92 bar, la temperatura
media de 301°C' y la entalpia promedio es igual a 1344 k.J/kg; caracterizando

a un reservorio conteniendo liquido comprimido.

El modelado numérico de sus condiciones iniciales indica que, en casi todos
los estratos del reservorio, predomina ampliamente la fase liquida. Sélo en el
estrato somero hay un poco de vapor, con el 30 % de saturacion en la zona

definida por los pozos Az-41, 30 y 57. Fuera de esa zona el vapor disminuye
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y el fluido esté en fase liquida.

Las zonas de mayor presién inicial son profundas y sistematicamente conver-
gen hacia el centro de la zona actualmente en explotacion. La presién y la

temperatura disminuyen siempre hacia el W del campo.

Las zonas mas calientes se sitiian hacia el centro-E y las mas frias hacia el
W. Actualmente la presion promedio a fondo de pozo resulta de 40 bar, lejos
de la presion media estimada para el yacimiento. Se considera una evolucion
normal en un medio fracturado con buena permeabilidad anisotrépica. Esta

evolucién fue reproducida satisfactoriamente por el modelo numérico.

Durante los anos 1991-1997, 9 de los 13 pozos productores de la zona norte,
disminuyeron su gasto de vapor y su presion de fondo, indicando abatimiento
en las zonas de drene respectivas dentro del yacimiento. Las excepciones son
los pozos Az-5, 13, 28 y 32 en donde el vapor o ha permanecido constante
o se ha incrementado. El liquido disminuyé en diferente medida, en todos
los pozos productores exceptuando al Az-9, Az-28, Az-43 y Az-45. En 1996,
Maritaro produjo 214 945 MW h, con un factor de planta del 97.9 %.

Para el modelo volumétrico se consideraron dos volimenes posibles de yaci-
miento, ambos dentro de un espesor de 2.5 km. El primero restringe el area
a la zona actualmente explotada, quitando la reserva al W del Az-40, que
corresponde a 19.43 km?, lo cual da un volumen de 48.6 km?. La segunda
considera la posibilidad de explotar la zona de reserva, proporcionando un
drea de 29.44 km? y un volumen hipotético de reservorio igual a 73.6 km?3.
De ahi se deducen una energia térmica recuperable igual a 8.57x10'8.J, para
el primer caso y de 12.98x10'8.J, para el segundo. Para calcular la fraccién

de energia transformable en electricidad se utilizé el mismo factor calculado
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para Tejamaniles del 2.6 %. Se deduce que la capacidad instalable durante 25
anos en el primer escenario es de 280 MWe, y de 430 MW e para el segundo,

en numeros redondos.

Los escenarios de explotacion de 75 a 250 MWe son viables en este modelo
de yacimiento, el cual no tiene recarga natural. El escenario de 280 MWe
conforma la capacidad méaxima, riesgosa, instalable en el yacimiento cono-
cido hasta 1997. La capacidad de 400 MW e representan el limite extremo,
hipotético y mas riesgoso para explotar a Maritaro, suponiendo favorable la
zona de reserva. Sin embargo, como la zona al W del pozo Az-40 abajo de la
falla Maritaro, no tiene una existencia comprobada, la hipotesis considerada

en el ultimo escenario conlleva implicito un alto riesgo.

El problema técnico de Maritaro no es el agua ni el calor, sino la distribucién
de permeabilidades. El aspecto practico en la localizacion de pozos sera mas
bien restringido por las dificultades topograficas del terreno. Maritaro es un
sistema hidrotermal con un gran potencial, siendo factible triplicar y hasta

cuadruplicar la capacidad instalada con un riesgo moderado.
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Nomenclatura.

Simbolo Significado

f=Lv Fase del fluido= liquido, vapor.

g Aceleracion de la gravedad.

hy Entalpia especifica del fluido.

K Tensor de permeabilidad absoluta.

k¢ Conductividad térmica del fluido.

M Masa total.

M; Masa del fluido.

M, Masa del solido.

mg Masa inicial del fluido.

my Masa del fluido por unidad de volumen.

P Presion hidrostatica.

Q Cantidad de calor.

QE Energia térmica que se puede intercambiar con el entorno.

Qu Generacion volumétrica de calor.

Q. Tasa de descarga volumétrica.

T Temperatura.

u Energia interna por unidad de masa.

Vi Volumen global sélido + poros.

Vi Volumen del fluido.

Vs Volumen del sélido.

U Velocidades de fase.

VA Velocidad de Darcy.
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Simbolo Significado
vy Velocidad del fluido en los poros.
€ Deformacion volumétrica.
) Porosidad efectiva.
© Porosidad.
p Densidad global.
00 Densidad inicial del fluido.
Of Densidad del fluido.
Ps Densidad del sélido.
vy Volumen especifico del fluido.
¢ Poroelasticidad.
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