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Resumen

Quarks, Piones y Ecuaciones de Schwinger-Dyson

por Khépani RAYA MONTANO

La Cromodindmica Cudntica (QCD) se encarga del estudio de las interacciones gober-
nadas por la fuerza fuerte, una de las cuatro fuerzas fundamentales de la naturaleza. Los
ingredientes mas fundamentales de dicha fuerza son los quarks, que interactiian entre
si intercambiando sus respectivos mediadores de fuerza, o gluones. Los quarks, sin em-
bargo, no se encuentran aislados en la naturaleza. Sélo podemos encontrarlos formando
particulas hechas de ellos, llamadas hadrones. Asi, la QCD se encarga del estudio de los

hadrones y sus constituyentes, los quarks.



Para la década de los sesentas, previo al nacimiento de la QCD, las interacciones electro-
magnéticas habian sido descritas exitosamente mediante una teoria de norma llamada
Electrodindmica Cudntica (QED). Sin embargo, la descripcién matemética de las inter-
acciones fuertes permanecia poco clara. En ésta época se propusieron diferentes modelos
que reprodujeran las propiedades estaticas y el espectro conocidos de los hadrones. Un
modelo muy exitoso fue el Modelo de Quarks [IH3]. En este modelo los hadrones estaban
hechos por quarks, entes puramente matematicas, y se clasificaban de acuerdo al isospin.
Se derivaron relaciones entre las masas de los hadrones y sus constituyentes [4, 5]. Su
éxito radica en que se clasificaron todos los hadrones conocidos, e incluso se predijo la
existencia del barién 2~ (asi como su masa), lo cual le valié el premio nobel a GellMann
en 1969.

La estadistica de Fermi-Dirac no se respetaba. Nambu-Han lo arreglaron al trabajar
con nueve quarks [6] (en lugar de tres). A finales de la década, experimentos de coli-
sién entre electrones y protones y neutrones (ntcleos atémicos) demostraron que éstos
no son fundamentales, y se concluyé que los quarks entonces eran entidades fisicas, no
sélamente matematicas. Gracias a ésto, se empezo a interpetar el grupo de color, pro-
puesto por GellMann-Fritzsch, como un grupo de norma. En esta teoria, la interaccién
de quarks se genera por un octeto de bosones de norma no masivos, gluones [7], y se le
llamé Cromodindamica Cuédntica o QCD. Los gluones ademads interacttian entre si, hecho
que lleva a la reduccién del acoplamiento cuando se incrementa la energia, es decir, la
teorfa es asintéticamente libre. Esto se descubrié por Gross-Wilczek [8,[9] y Politzer [10]
en 1973. Asi, a altas energias los quarks y gluones se comportan casi como particulas

libres.

Los trabajos de los sesentas permitieron describir las propiedades estaticas de los hadro-
nes, que hoy se asocia con QCD no perturbativo (o a bajas energias); mientras que los
trabajos de los setenta nos dieron una descripcion de los constituyentes fundamentales,
que corresponde a QCD perturbativo (o altas energias). Hoy en dia, los experimentos
modernos en Jefferson Lab., Babar y Belle II estudian la transicién entre QCD no per-
turbativo y QCD perturbativo a través de factores de forma. Por ello, en esta tesis
estudiaremos a los quarks y a las particulas mas ligeras formadas por ellos, los piones,

y dejaremos todos los ingredientes listos para el cdlculo de factores de forma.
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Capitulo 1

QCD y ESD

1.1. Introducciéon

Las interacciones fuertes pueden ser descritas mediante la Cromodindmica Cudntica
(QCD). Esta es una Teorfa de Norma, no Abeliana, que ha sido muy exitosa en las
dltimas décadas. Su éxito radica principalmente en el limite de libertad asintética, don-
de se puede hacer un tratamiento perturbativo con relativa facilidad, pues es en este
limite donde las predicciones de la teoria concuerdan ampliamente con los resultados
experimentales. Sin embargo, resulta importante también tener en cuenta el régimen no
perturbativo de QCD, pues es en este régimen donde podemos entender las interacciones
de los hadrones y sus constituyentes. Desafortunadamente, no existe una manera directa
(v relativamente facil) de abordar este problema, aunque si existen prometedores inten-

tos como las simulaciones de Lattice y las Ecuaciones de Schwinger-Dyson (ESD).

Nuestra manera de abordar el estudio no perturbativo de QCD, a nivel de quarks,
es mediante las Ecuaciones de Schwinger-Dyson. Estas corresponden a la ecuacion de
movimiento de una Teoria Cudntica de Campos. Son ademds, un conjunto infinito de
integrales acopladas de las funciones de Green de la teoria; la funcién de dos puntos
esta relacionada con la de tres puntos, la de tres puntos con la de cuatro puntos y asi su-
cesivamente. Para extraer la fisica de esta torre de ecuaciones, se debe encontrar una
manera de manejar esta infinitud; es decir, debemos encontrar una forma de truncar
la torre infinita, sin perder informacién escencial sobre la fisica que se desea describir.
Nuestro interés en particular es la Generacién de Masas, fenémeno que surge cuando se
rompe la Simetria Quiral, y que se estudia de una manera muy natural mediante las

Ecuaciones de Schwinger-Dyson.
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Debido a que en la naturaleza no es posible encontrar los quarks libres, pues estos
siempre se encuentran formando particulas compuestas de ellos (hadrones), es de nues-
tro interés también poder describir la fisica a este nivel; para ésto, hemos elegido a los
piones como nuestro objeto de estudio. Para describir piones, y en general cualquier
mesén, recurrimos a la Ecuacién de Bethe-Salpeter, que es la ecuaciéon que describe es-
tados ligados de dos particulas, o bien, la ESD para la funcién de cuatro puntos. Los
piones son de gran interés en la fisica hadrénica debido a su naturaleza como Bosén de
Goldstone. Cuando se rompe la simetria quiral, es necesaria la existencia de los piones;
y cuando esta simetria se rompe ademas de manera explicita mediante la masa de los
quarks, autométicamente tenemos piones masivos, pero ligeros en comparacién con los
demads hadrones. De ésta forma, podemos relacionar la existencia de los piones y la Ge-

neracién de Masas mediante un tinico fenémeno, que es la Ruptura de la Simetria Quiral.

Comenzaremos hablando sobre el Lagrangiano de QCD, sus términos y el significado
fisico de ellos; se describirda ademaés la Ecuacién de Schwinger-Dyson para el propagador
del quark. En el siguiente capitulo, se estudiara dicha ecuacién con el modelo propuesto
por Maris y Roberts [11] y el trabajo de Maris y Tandy [12] (MT), se presentan algunos
resultados y refinamientos para dicho modelo. Finalmente, estudiaremos la naturaleza

del pién mediante su Ecuacién de Bethe-Salpeter correspondiente.

1.2. Lagrangiano de QCD

La informacién sobre la dindmica de un sistema se encuentra codificada en la densidad

lagrangiana, en el caso de QCD, ésta se puede escribir como:

1 1
L= = En - E(O“AZ)Q — (0"1a) (Outa) — 9 fabe(Opila) Af e
Ny
+ Y G (" Dy — my)
j=1

Estudiemos cada uno de sus términos:

1. El primer término contiene la dindmica de los campos de norma (gluones, repre-
sentados por Afj), es decir, su energia cinética y sus auto interacciones. Notamos
que Fy, = 0,A7 — 0, A}, + gfabcAZA‘,i. Aqui, g es el acoplamiento, y a =1,---8 el

indice de color.

2. El segundo término, es el término que fija la norma, siendo £ el parémetro cova-
riante de norma: £ = 0 corresponde a la Norma de Landau, £ = 1 a la Norma de

Feynman.
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3. Los campos 7,, corresponden al campo fantasma de Faddeev-Popov. Sus términos
cinéticos son de la forma de un Lagrangiano para campos escalares cargados, sin
masa, por lo que pareceria ser un campo bosdnico, sin embargo es fermiénico

debido a su naturaleza como ntimero de Grassman.

4. Los campos wlj son los campos fermidnicos (quarks). De esta manera, el dltimo
término corresponde al Lagrangiano de Dirac, donde el término de interaccion
D4} esta dado como Dyyy) = 0u4] — ig Ripy Af,. Ny corresponde al ntimero de

sabores y | es nmero de colores, 1=1,2,3.

5. Aqui fupe son las estructuras constantes completamente antisimétricas del grupo

de norma de QCD. Tenemos las siguientes relaciones:

[R*,R"] = ifwcR",
R*R* = CpI
Tr[R°RY] = %(5@ ,

facdfbcd = C1Adab .

En la representacién fundamental de SU.(V):

N2 -1

Ca=N, Cp=—x

Para QCD N = 3, por lo tanto Cy =3y Cp = 4/3.

Sabemos que los calculos de observables fisicas en QCD mas alld del nivel arbol encuen-
tran divergencias ultravioletas. Sin embargo, QCD es una teoria renormalizable, por lo
que podemos anadir contra términos con la misma forma que el Lagrangiano original,
que nos remuevan estas divergencias, de tal manera que sigamos teniendo un Lagran-
giano que sea consistente con los resultados experimentales. Al Lagrangiano original,

mas el Lagrangiano de contra términos, le llamaremos el Lagrangiano Desnudo.

L—>L+Lor=LB.
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A este nuevo Lagrangiano lo podemos factorizar de la siguiente manera:

1 a a 14 v
Lo = = 250,40 - 9,A5)(9" AL — 0" AL)

1
= 3219 abe(Ou AL = O AG) A AL

1 v
- Z 592fabcfadeA/IlA§AgAe

— e 200" AL = Za(0" ) Oun) = Er9 e Oy A
Ny
+ ) (1Zapi i Ou] + Z1rigl] REAMULAL — Zagmd]v])
j=1
Los coeficientes Z; corresponden a las constantes de renormalizacién, que es donde se
codifican los infinitos que teniamos anteriormente. Cada una de estas constantes de re-
normalizacién es una funcién del regulador ultravioleta y del punto de renormalizacién
u, es decir Z; = Z;(u, A). Si queremos que el nuevo Lagrangiano luzca igual al Lagran-
giano original, tenemos que absorber las constantes de renormalizacién en la redefinicién

de los campos y parametros involucrados. Esto lo logramos, redefiniendo los campos y

los parmetros del Lagrangiano de la siguiente manera:

» Para los campos: A“BM = Zg/QAZ, ng = 2,;;/277“, Ypj = 221{,3,%-.

» Para los parametros: gp = Z,9, mp; = Zm;mj, §p = Zglf
El subindice B se refiere a las cantidades desnudas. Por razones obvias, las constantes
de renormalizacién, reciben los siguientes nombres:

= Z3 : Constante de renormalizacion del campo del gluén.

= Z3 : Constante de renormalizacién del campo del fantasma.

» Zyrj : Constante derenormalizacién del campo del quark.

» Z, : Constante de renormalizacién de la constante de acoplamiento.

» Z,,, : Constante de renormalizacion de la masa del quark.

= Z. : Constante de renormalizacién del pardmetro de norma.
Los campos se reedefinen de tal manera que se asegura que los coeficientes de los términos

cinéticos correspondientes en el Lagrangiano Desnudo sean iguales a la unidad. Aparecen

también otras constantes de renormalizacion, y son:

= Z; : Constante de renormalizacién del vértice de tres gluones.
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= Z5 : Constante de renormalizacién del vértice de cuatro gluones.
= Zg : Constante de renormalizacién del término que fija la norma.

Z : Constante de renormalizacion del término de interaccién gluén-fantasma.

» Zipj : Constante de renormalizacién del vértice quark-gluén.
» Z4; : Constante de renormalizacién del término de masa del quark.
Estas 1ltimas constantes no son independientes, son determinadas por el requerimento

de covarianza de norma local del Lagrangiano de QCD. Tenemos, por ejemplo, para el

término del vértice de tres gluones:

1 Zl a a b vc 1 a a b vc
_imngabc(auABy_auABu)A%A = _§ngabc(aﬂABu_al/ABu)A% AB ’ (1'1)
93

que implica que Z1 = ZgZé.f/ % Para el vértice de cuatro gluones:

1 Z5

d 1 d qv
1 =2 Qg%fabcfadeAbBu CBl/fél‘té Ag = 792BfabcfadeAbBu CBVA% ABe ’ (12)
12223 4

asi tenemos Z5 = Zng. Para el término de interaccién del quark-gluén, tenemos:

Zip . . . 4
731/293¢J31R7H”WB;€A“B# = 9BV R U A%,. (1.3)
2420724

que implica Z1pj = 2425 FjZ§/ 2 En el caso del término gluén-fantasma, se tiene:

zl _ b — b
~ 1/2 ngfabc(aun%)A% nBC = g%fabc(aﬂn%)A% UBC ) (1'4)
2,232,

y asi tenemos 2, = Zgé’gZ;/ % El término de masa para quarks nos da:

4 Y 0
- 5 MBj = MpBj ) 1.5
Zpnj Zar; U Y V¥ (1.5)

que implica Z4; = Z,,; ZoF;. Para el término que fija la norma:

1 Z
2 Z¢ 23

1
(0" A5 p)* = —2*5(3“1423)2 : (1.6)
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por lo que Zg = Z¢Z3. Resumimos las relaciones entre las constantes de renormalizacion:

z, = 2,237 (1.7)
Zs = Z2Z3, (1.8)
2 = 2,2,2)7, (1.9)
Zs = ZZs, (1.10)
Zipj = Z,Z0023% (1.11)
Zij = Zm;Zor;. (1.12)

Manipulando algebraicamente estas relaciones, al dividir pares de ecuaciones entre si,

obtenemos: B
Z1 212 ZiFj

§3_Z~3_ZI_ZQF]"

(1.13)

A este conjunto de identidades se les conoce como Identidades de Slavlov-Taylor. Ga-

rantizan la universalidad de la constante de acoplamiento g.

Habiendo escrito el Lagrangiano de QCD de esta manera, estudiaremos la ESD para
el propagadror del quark en la siguiente seccién en términos de las cantidades renorma-

lizadas y, por lo tanto, finitas.

1.3. Ecuacion de Schwinger-Dyson

La ESD para el propagador del quark, en su forma desnuda (en el espacio Euclidiano),
se escribe:
-1 1 d'q B A
55" 0:0) = S530) + [ 5% 9b (0~ 0. )DJ 0 = 0.0) 5,85 (6 AT, (a.i )
(1.14)
donde A es el regulador de corte y los demés simbolos tienen su significado usual. Escri-

bamos las cantidades desnudas, en términos de las renormalizadas:

—1 4 "
SZ(;;;M) = So_Bl(P) + / (;iﬂ_(;zl[zgg(l) — ¢, W*[Z3Dyu(p — q, “)]7’% (1.15)
x[22rS(q, )] {F'/(Zi’m] :

Las constantes de renormalizacién Z dependen del corte A y del punto de renormali-
zacién p; por simplicidad en la notacién, obviaremos esa dependencia. El propagador

So_l(p), esta dado por:

Sop(p) =iy -p+mp=iv-p+ Zum(y), (1.16)
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donde Z,, (1, A) m(p) = mp(A). Multiplicamos por Zyp, y reagrupamos las constantes

de renormalizacion:

B . [ d
S~ p, 1) = Zopliy - p+ Zmm(p)) + 2} 2302321 / ﬁf(p —q,p)  (117)

XDy (p — ¢, u)j’ms(q, (P, q, ) -

Ahora, utilizando el hecho de que Z1r = 2,25 FZ;/ 2 v Zor 2, = 24, tenemos

4 a
S p, ) = Zap(iv - p) + Zam(p) + Z1p / (5734921?#”(19 —q, M)%ws(q, WL (p, g, 1) -

(1.18)
La ecuacién corresponde a la ESD, renormalizada, para el propagador del quark
1] y [12]. En el limite quiral:

4 2@

S™Hp, ) = Zor Sy H(p) + Zir / (373492 (P = ) Dy (p = 0, 1) 570, )T (P, 4, 1) -
(1.19)

La constante Z4 ha desaparecido explicitamente de la ecuacién y en principio sélo tene-
mos que calcular Z9p, sin embargo, Z4 cobra importancia para el calculo del condensado.

En secciones posteriores se explicarda como calcular Z4, asi como Zop.

Si utilizamos las relaciones de Slavlov-Taylor, podemos escribir la ecuacion de Gap como:

B B ZipZ d4 e
S™Yp, ) = Zor Sy (p)+ s 2F/ a

Z (2w)492Dﬂv(1’—qaﬂ)7wS(q, w)T(p,q,p) , (1.20)
3

que es la ecuacién que aparece en el trabajo de Fischer et al. [13].

1.3.1. Representaciones

La ecuacién corresponde, diagramdaticamente a la figura y engloba todos las
posibles autointeraccciones del quark. De esta manera, se relaciona la funcién de un
punto con la de dos puntos, la de dos puntos con la de tres puntos, y asi sucesivamente;
por lo que, tenemos una torre infinita de relaciones entre las Funciones de Green corres-

pondientes.

Para poder resolver la ESD y extraer la informacion fisica, se debe encontrar enton-
ces, una manera sistematica y consistente de truncar la torre infinita de ecuaciones.

Esto se discutiré a detalle en el capitulo siguiente.
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P-q

p p q

F1GURA 1.1: Ecuacién de Schwinger-Dyson para el propagador del quark.

En muchas ocasiones, resulta conveniente escribir el propagador del quark como:

_ . iy p+ M(p?, u?
S~ pop) =iv-p AP* p?) + B(p® p?) = 77 ,E?) ). (1.21)

Donde la funcién de masa M (p?, u?) y la Renormalizacién de la Funcién de Onda

Z(p?, u?) se relacionan con A(p?, u?) y B(p?, 4?) de la siguiente forma:

1
Z 2, 2 — ,
¥ 17) A(p?, 12)
B(p?, u?)
M 27 2 — Y .
¥ 17) A(p?, 12)

Otra manera que se observa frecuentemente en la literatura es:

S(p,p) = —iv-poy(p*, 1) + os(p*, %) , (1.22)

donde o, (p?, u?) y os(p?, u?) son la parte vectorial y escalar del propagador, respectiva-

mente, y se escriben como:

o (p2 HQ) Z(p2’M2) — A(pza/‘LQ)

o p*+M2(p? p?)  p?A%(p?,p?) + B2(p?, p?)
Z(p?, 1i®)M (p*, pi? B(p?, p?

) = (p*, u*)M(p*, p*) (r*, 1*)

P2+ M2 (p?,p?)  prAR(p?, p?) + B2 (p?, p?)

Por lo pronto trabajaremos con A y B y sus relaciones con M y Z. En las siguientes

partes, veremos a mas detalle la parte de renormalizacién.

1.3.2. Renormalizacion

Para remover las divergencias de las observables fisicas de manera consistente, anadimos
un Lagrangiano de contratérminos y de esta manera terminamos con un Lagrangiano
desnudo. Puesto que QCD es una teoria renormalizable es posible realizar ésto, y para
garantizar concordancia con los resultados experimentales, la fisica no debe depender de

este proceso.
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Intuitivamente, uno espera que para un valor suficientemente largo de u, el propaga-
dor del quark completo tenga una forma de propagador libre, porque esperamos poder
reproducir lo que sabemos de la teoria de perturbaciones. Lo que nos lleva a la siguiente

condicién de renormalizacion:

STHP ez =iy p+m(p) (1.23)

donde m(u) = M(u?). La condicién anterior implica que:

B(p? p®) = m(p) .
La idea general, es entonces, poder cumplir:

i p+ M@ p®) iv-p+M@p?)
Z(p?, 1?) Z(p*p?)

S p?) = (1.24)
pues la renormalizabilidad multiplicativa del propagador del quark requiere que la fun-
cién de masa sea independiente del punto de renormalizacion. Esta invarianza, asi como

otros resultados se discutirdn en el capitulo siguiente.

Hasta ahora, tenemos una torre infinita de ecuaciones a resolver con una condicién
de renormalizacién . Existen diversas maneras de abordar el truncamiento de la
torre infinita de ecuaciones, se pueden proponer formas especificas para el propagador
del gluén o el vértice quark-gluon, por ejemplo. En el siguiente capitulo, truncaremos
esta torre infinita usando el Modelo de Maris y Tandy [12], y veremos ademds a qué nos

lleva la condicién de renormalizacion.



Capitulo 2

Truncando la ESD

2.1. Modelo de Maris y Tandy

Como hemos mencionado anteriormente, para extraer informacién sobre la torre infinita
de ESD, tenemos que buscar una manera de truncarlas. Esto es, proponer una forma
conveniente para alguna de las partes, en nuestro caso: vértice quark-gluén o propagador
del gludén. La forma que elijamos, tiene que ser tal que lo que deseamos resolver se vea
afectado lo menos posible por el truncamiento y asi no perdamos informacion fisica que

pudiera ser relevante.

Un punto de partida que nos facilita ampliamente el trabajo, es proponer que en el
vértice quark-gluén no existan interacciones. Esto es, tomar en lugar del vértice com-

pleto, el vértice desnudo:

I'v(g,p) = -

Por otra parte, podriamos considerar el propagador del gluén como el propagador libre:

Dyu(q) — Dy, (q) = —qlg (guu -(1-¢ q’;?) :

A estas dos aproximaciones juntas, se le conoce como la Aproximaciéon Arcoiris. Este
truncamiento funciona bien en la Norma de Landau (£ = 0), por lo que serd la norma
que utilizaremos, aunque seguimos comprometiendo hasta cierto punto los resultados

que obtenemos, por lo que se debe buscar una manera de arreglar esta situacion.

Basandonos en el trabajo de Maris y Roberts [I1], y de Maris y Tandy [12] (MT),

se propone lo siguiente:

10
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1. Se toma el vértice quark-gluén como el vértice desnudo.

a

I'’(q,p) — ZlF?’YV .

La constante Z;r aparece para garantizar renormalizacion.

2. Tomamos el propagador del gluén como el propagador libre, y realizamos el si-

guiente reemplazo:
Z1r 9°(p— ) Dy(p —q) = Glp — ) D}, (p—q) -

Aqui, G(p — q) juega el papel de acoplamiento efectivo, mas adelante se le dard forma

explicita. Por lo pronto, retomemos la ecuacién de Gap (1.19)):

3 B d4q 2@
S~ (p, 1) = ZorSy5(p) + Z1r / WQQ(P = @)Dy (p = ¢, 1) 5 75(g, WTw (s 1) -
(2.1)
Realizamos los reemplazos propuestos, y tenemos:
A a
ZlF/ 9°(p — ) Dy (p — ¢, 15 S (e WL (ps g, 1) = (2.2)
q
A 0 2@ 2@
Zir | G =)D P — 4 1) 5 7S8(a 1) 5w
q

donde hemos usado la notacion:

Tomamos ([2.2) y sustituimos en la ecuacién (2.1]), y tenemos:

a

_ _ 4 A A
S (p, 1) = ZarSyp(p) + 331F/ G =)D (p = ¢ 1) 5 S Wy (23)
q

La ecuacién anterior corresponde diagramaticamente a la figura [2.1

P-q

p p q

FicuraA 2.1: Ecuacién de Schwinger-Dyson para el propagador del quark, en la apro-
ximacién arcoiris.

La ecuacién ([2.3) es una ecuacién matricial en cuyo sistema de ecuaciones escalares
asociado no existe independencia lineal. Para extraer las ecuaciones independientes,

multiplicamos por la matriz identidad y por g =i y-p y tomamos las respectivas trazas.
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Esto nos da las dos ecuaciones acopladas, que son:

M (p*, 1) 2iF 2 [T o G(&?) 2 Z (K ) M (K, pi?)
= Z — [ dk d k
Z(p?, 12 i) g /0 vy = k2 + M2(k?, p?)
1 21F 2/7r .2 G(q2) 2 Z(kQ,;ﬂ)
= 1 dk d k
Z(p*, p?) P / o WY T My M?(k?, p?)
k - .
q

donde hemos cambiado la variable de integracion ¢ — k y asi, redefinido ¢ — k — p.

Recordemos que M (p?, ) y Z(p?, 4?) son la Funcién de Masa y Renormalizacién de
la Funcién de Onda, respectivamente; y que las constantes de renormalizacién Z1pap
dependen de A y u, aunque no hemos escrito esta dependencia por simplicidad en la

notacion.

Cuando reemplazamos el vértice quark-gluén completo por su contrapate desnuda, au-
tomaticamente nos colocamos en la aproximaciéon Abeliana de QCD. En esta aproxi-
macién Zip = Zop. Por lo que, en términos de A(p?, u?) y B(p?, u?), tenemos las

ecuaciones:

1

A(p*,1i?) = 72022 Zop(1+1a(p*, 11%)) (2.5)
2 2
BOPw) = Gt = Zar(ms + 1o ) (2.6)

donde I4(p?, %) y Ig(p?, u?) tienen la forma:

L% %) = 1/dk2fA(p2,k2)k:2 A(K?, 1i2) 7 (2.7)
6m3p2 K2AZ(K2, 12) + B2(k2, 1)
y ademds, fa, B(p?, k%) corresponden a integrales angulares, que son:
fa* k%) = /Oﬂ dy sin® 1) G;q;) (k p+ 2W> : (2.9)
B k) = /Oﬂdwsinzw Gf;:), q=k-p. (2.10)

Para determinar completamente al sistema de ecuaciones integrales (2.5)), es necesario

tener una ecuacién adicional que nos permita relacionarlas con Z;r. Esta ecuacion, se
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obtiene de la condicién de renormalizacién ((1.23)):

L= A(? 1) = Zop(1+La(p? 1)) (2.11)

1
= Z e — 2.12
2F 1+IA(M2,,U2) ( )

Con la expresion anterior, hemos determinado por completo el sistema de ecuaciones a
resolver, ahora tenemos tres ecuaciones con tres incégnitas. En el limite quiral Z4 no
aparece explicitamente en la ecuacién, pero fuera de este limite si lo hace y puede ser

determinada con la otra parte de la condicién de renormalizacién ((1.23):

m() = Zar (mp(A) + Ip(s2.12%)) | (2.13)

multiplicando en ambos lados por Zy4:

Zim(p) = Z4[Zor (mp(A) + Ip(? 17))] (2.14)

Zopmp(N) = Z4[Zop (mp(A) + Ig(p?, 1°))] = (2.15)
_ mp(A)

VS R (210

Habiendo escrito esta expresion, juntamos el sistema (2.5) con las ecuaciones (2.11)) y

(12.16)), vy tenemos el sistema:

AW p?) = Zop[l+ La(0® k)], (2.17)
B, u®) = Zap[mp(A) + Ip(* k)],
Zp = L
L+ Ta(p?, p?)
zZ, - mp(A)

mp(A) + Ip(p?, u?)

Este es el sistema a resolver, sélo resta darle una forma a G(g?). De forma més explicita,

para A2, 2) y B, i), tenemos:
1
2 2 _ 2 2 1.2\1.2 2 2
A2 =z (Vb o [RLGRPRGY) )
1
B p?) = Zop <mB(A) o 3/d/€2f (p2’]<;2)k205(k27lu2)> ’

Zy = 1+ /defA(u2,k2)kQJU(k2,p2),

67T3p2
o= # i 2 2 1.2y1.2 2 2
Z4 - mB(A) < (A) + o 3 /dk fB(,LL ,k’ )k O'S(kj , b )>

La manera en la que hemos escrito el sistema es muy simétrica y comoda de manejar,

aunque en principio uno deberfa poder escribir Z4 en términos de m(u) y no de mp(A).
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Para ello, de la ecuacién [2.13] tenemos:

m(u) = ZQF (mB(A) + IB(,U?MU'Z)) ’
m(p) = Zym(p) + Zoplp(p?, u?) ,
Z, = mzu) (m(u) — ZorIp(p?, 1?)) - (2.19)

Claramente, la expresién no es valida en el limite quiral. Ademés, en este limite, su
célculo en principio no es necesario, pues no aparece de manera explicita. Sin embargo,
Z, juega un papel cuando calculamos el condensado, por lo que tenemos que encontrar
una manera alternativa de calcular esta constante. Para ello, utilizaremos la expresién

a un lazo [11]:

log[u?/A
- M _ (2.20)
log[AZ/ AQCDQ]
Conociendo Z; podemos determinar también mp(A) y Zp,:
Z4m(u) = ZQFmB(A) (221)
Z
= mp(A) = Z"mp) (2:22)
2F
Zpm(p) = mp(A) (2.23)
Zy
= Zn=—= 2.24
Zor (2.24)

Finalmente, de la relacion:
Z1p = Z2FZgZ§/2 ;

determinamos que Zng/ 221 (En nuestro caso Zip = Zop). Las constantes Z, y Z3
permanecen indeterminadas pero relacionadas entre si, pues se hizo la sustitucién para
el acoplamiento y propagador del gluén juntos. Ahora sélo nos resta darle una forma
conveniente al acoplamiento con el propagador del gluén; ésto se discutira en la siguiente

seccion.

2.1.1. Acoplamiento efectivo

Siguiendo la discusién de [I1] y [12], tenemos que asegurarnos que al escoger una forma
para G(k?), el comportamiento de a(k?) para QCD en el ultravioleta (G (k%) — 4ma(k?),
para k? > 2 — 4 GeV?) se reproduzca; para ello hay que valerse de que se conoce el
comportamiento de a(k?) en la teorfa de perturbaciones. Por otra parte, las restricciones
para el infrarrojo, las podemos obtener de estudios del propagador del gluén y del
vértice quark-gluén; también de estudios fenomenoldgicos que nos permitan reproducir

cantidades conocidas como el condensado quiral < gg >° y constantes de decaimiento
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lepténico del pién (véanse [I1] y [14]). De esta manera, escribimos G(k?) como:

G (k2 472 2, 2 m
,ig) = FDReN +(2”)21/21n[7+(17+k2/AgQCD>2]F (), (225)
FU?) = [1— exp(—k/(md)/K (2.26)

Por comodidad, definamos Gr(k?) = Gnp(k?) + Gp(k?), donde:

G (k2
GT(kQ) = ](gg )
2
GNP(kQ) — 4i6D erka/uﬂ
w
Gp(k?) = (27)? Jm F(k?).

1/2In[r + (1 + k%/A30p)?]

Gxp (k%) corresponde a una aproximacién tipo 64(k), y es donde se concentra la mayor
contribucién en el infrarrojo. Las constantes w y D son parametros del modelo, en este
caso w = 0.4 GeV y D = 0.93 GeV2.

Previamente [I1], se utilizaba ademés un término tipo delta (87*D§*(k)), que corres-
ponde a una singularidad integrable en el infrarojo. El término Gxp es una aproximacién
finita de esta delta, de esta manera, se dividia la contribucién en el infrarrojo en una
parte de anchura cero, y en una parte de anchura finita. M4s tarde, en [12] se dejé toda

la contribucién en la parte finita.

Gp(k?) corresponde a la parte perturbativa, estd escrito de manera tal que reproduz-
ca el comportamiento de a(k?) en el ultravioleta. Los pardmetros involucrados son:
Agep = 0.234GeV, 7y, = 12/(33 — 2Ny) (con Ny = 4), 7 = > — 1, my = 0.5 GeV;

valores fijados en [11] para reproducir la teoria de pertubaciones a un lazo.

En la figura observamos G'r(k?) y cada uno de sus sumandos. Vemos claramente
que Gyp(k?) lleva consigo practicamente toda la contribucién en el infrarrojo, que es la
region no perturbativa. Por otra parte, el acoplamiento en el ultravioleta disminuye. Las
figuras y muestran a los sumandos por separado.

Se observa también que G'r(k?) tiene un maximo, y dado que la contribucién de Gp(k?)
cerca del maximo es muy poca, podemos aproximar su posicion calculandolo para el
término no perturbativo tinicamente. ésto es:

dGnp (k%) 4n? k2

_ —k?/w?
= gD [1 - w?] e kW (2.27)
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por lo tanto k2, = w?, que corresponde a un radio hadrénico de ~ 0.49 fm (radio de

carga del pién 0.46 — 0.56 fm, radio de carga del protén 0.84 fm).

Hemos propuesto una forma para G(k?) y discutido algunas de sus caracteristicas. En
la siguiente parte retomaremos el sistema (2.18)) con la forma propuesta para el acopla-

miento, y presentaremos los resultados numéricos.

600
S00¢
400

Gr(9°)
w
3

0.0 05 1.0 15 2.0

FIGURA 2.2: Gluén y sus términos: Término no perturbativo Gyp (k?) (verde, lineas

y puntos), término perturbativo Gp(k?) (rojo, lineas) y término total Gr(k?) (azul,

s6lido). Como es de esperarse, en el infrarrojo, la mayor contribucién viene del término
no perturbativo.

0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

FIGURA 2.3: Término no perturbativo Gxp(k?) (azul, sélido) comparado con el término
perturbativo (rojo, lineas y puntos). La mayor contribucién en el infrarrojo viene del
término no perturbativo.
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FIGURA 2.4: Término perturbativo Gp(k?) (azul, sélido) comparado con el término no
perturbativo (rojo, lineas y puntos). La mayor contribucién en el ultravioleta viene del
término perturbativo.

2.2. Resultados Numéricos

Resolvimos el sistema ([2.18]) con el acoplamiento propuesto . Se trabajé en el limite
quiral, y también fuera de este limite usando las masas m, /4 = 3.74 MeV y m, = 95
MeV. Elegimos como punto de renormalizacion p = 19 GeV, para seguir la discusién de
[11] y [12] y p = 4 GeV para observar si en efecto hay invarianza con respecto al punto
de renormalizacion, y para seguir la discusién del modelo inspirado en Lattice propuesto

n [15]. Ademas, se espera que p = 4 GeV sea la escala mds natural para el comienzo

de la regién perturbativa. Presentamos los resultados para M (p?, u?) y Z(p?, u?).

2.2.1. Limite Quiral

En el limite quiral, calculamos la Funciéon de Masa y Renormalizaciéon de la Funcién de
Onda; calculamos también el condensado y se realizo la prueba de confinamiento. Tam-
bién se obtuvo la altura de la Funcién de Masa y el condensado en funcién del punto de

renormalizacién p, y del w del modelo propuesto (MT).

En la figura mostramos la Funciéon de Masa para p =4 y p = 19 GeV. Las alturas
fueron M (0, %) = 0.511, 0.485 GeV, para u = 4 GeV y u = 19 GeV respectivamente.
Podemos justificar invarianza con respecto a u, pues la diferencia de alturas entre las
funciones de Masa (que es el punto méas distante entre ambas), es del 5 %. La Renorma-

lizaicén de la Funcién de Onda se muestra en la figura [2.8
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Calculamos el condensado quiral:

A
—<PY>0 = ZN, /k xS0 (B, )] (2.28)
- (Z’j;‘/dk? kQJs(kQ,M2)> : (2.29)

Los resultados obtenidos: (0.255 GeV)?3 y (0.276 GeV)?3 para u =4 GeV y p = 19 GeV
respectivamente. Estos valores difieren en 8 %. Finalmente, observamos la dependencia

de la altura de la Funcién de Masa y el condensado con el pardmetro w, en las figuras

210y .12

0.5

0.4}

~

(qV]
3. 0.3}

N

802
s O

0.1}

0.0 . .
1074 0.01 1 100

FIGURA 2.5: Limite quiral. Funcién de Masa para p = 19 GeV (azul, sélido), y para
1 =4 GeV (rojo, lineas). Las alturas son de 485 y 511 MeV, respectivamente, presentan
una diferencia del 5 %.
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FiGurA 2.6: Limite quiral. Funcién de Masa para p = 19 GeV.
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FiGURA 2.7: Limite quiral. Funcién de Masa para u = 4 GeV.
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1074 0.01 1 100

Ficura 2.8: Limite quiral. Renormalizacién de la Funcién de Onda para p = 19
GeV (azul, sélido), y para p =4 GeV (rojo, lineas).

1074 0.01 1 100

p2

FiGurA 2.9: Limite quiral. Renormalizacién de la Funciéon de Onda para p = 19
GeV.
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FicUurA 2.10: Limite quiral. Renormalizacién de la Funcién de Onda para p = 4
GeV.
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Figura 2.11: Altura como funciéon de w. El cruce de los ejes representa la altura
obtenida para el valor de w seleccionado, es decir, M(0,w = 0.4) = 0.485 GeV.

0.30
0.29} e
°\3 0.28}

=y
v 0.27' '/'

0.26' ‘/'/‘

0.25

0.30 0.35 0.40 0.45 0.50

w

F1GURA 2.12: Condensado como funcién de w. El cruce de los ejes representa el con-
densado obtenido para el valor de w seleccionado, es decir, < ¢ >0 _ ,= (0.276 GeV)?

w

2.2.2. Confinamiento

En la naturaleza, los quarks no se encuentran libres, sino confinados formando particulas
hechas de ellos llamados hadrones. Para ser consistente con este hecho, debemos entonces
comprobar que en efecto estamos describiendo mediante la ESD a una particula confina-
da. Los axiomas de Osterwalder-Schrader [16], [17] nos dicen que, en el espacio euclidiano,
cualquier correlador en espacio de coordenadas debe ser positivo definido para que el
correlador esté asociado con una excitacion estable. Un caso particular de correladores
son los propagadores, asi que uno puede ver las propiedades de este propagador para ver

si es 0 no positivo definido.
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En el caso del propagador, tomamos el promedio espacial de la funcién de Schwinger:

A =1 / di2 o,(p%, k) cos(k 1) . (2.30)

™

Un cambio de signo en A(t) implica que no tenemos un propagador positivo definido,
por lo que se trata de una particula inestable, o bien, una particula confinada. Para el
caso de los quarks, la interpretacion correcta es que tenemos una particula confinada,
pues se trata de particulas fundamentales. El cambio de signo nos dice, ademas, que
la masa de la particula desarrolla una parte imaginaria. Si se trata de una particula
compuesta, la parte imaginaria de la masa corresponde al ancho de decaimiento; si es

fundamental, te mide que tan energéticamente esta confinada.

La violacién de positividad resulta mas clara cuando al tomar log |A(t)| tenemos un

pico, como se aprecia en la figura

Log|A()]

10 15 20 30 50 7.0 100

FiGUrA 2.13: Promedio espacial de la funciéon de Schwinger. La presencia de un pico
demuestra que se trata de una particula confinada.

2.2.3. Fuera del Limite Quiral

Fuera del limite quiral, se calculé la Funciéon de Masa y Renormalizacién de la Funcién
de Onda para las masas de semilla de los quarks u/d (m,/q = 3.74 MeV) y s (ms = 95
MeV), para p =4y p =19 GeV.

Al igual que en el caso quiral, las Funciones de Masa difieren alrededor del 5%, co-
mo se observa en las figuras y por lo que se puede justificar invarianza del

punto de renormalizacién.
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Para los quarks u/d, tenemos M (0, u?) = 0.520, 0.499 para p = 4 y u = 19 GeV
respectivamente; y M (0, %) = 0.681, 0.704 GeV para el caso del quark s.

En la siguiente tabla se resumen los resultados.

m(p) MeV) | M(0,u=4) (MeV) | M(0,n=19) (MeV) | Error
m(p) =0 511 485 5%
Maa(p) = 3.74 520 499 4%
mas(p) = 95 681 704 3%
0.5p———————< >
\\\
0.4' \\
< 03}
N
o
5 0.2f
0.1}
0.0 . ; z
1074 0.01 1 100

P

FIGURA 2.14: Funcién de Masa (m,,/q = 3.74 MeV) para p = 19 GeV (azul, sélido), y
para p = 4 GeV (rojo, lineas). M (0, u?) = 0.520, 0.499 GeV para y =4y u= 19 GeV

respectivamente.
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FIGURA 2.15: Funcién de Masa (m,/q = 3.74 MeV) para p = 19 GeV.
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___________________
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FIGURA 2.17: Renormalizacién de la Funcién de Onda (1,4 = 3.74 MeV) para p = 19
GeV (azul, sélido), y para p =4 GeV (rojo, lineas).

104 0.01 1 100
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FIGURA 2.18: Renormalizacién de la Funcién de Onda (1m,,/q = 3.74 MeV) para p = 19
GeV.
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FIGURA 2.19: Renormalizacién de la Funcién de Onda (m, /4 = 3.74 MeV) para p = 4
GeV.
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FI1GURA 2.20: Funcién de Masa (ms; = 95 MeV) para p = 19 GeV (azul, sdlido), y
para p = 4 GeV (rojo, lineas). M (0, u?) = 0.681, 0.704 GeV para u =4y u= 19 GeV
respectivamente.
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FIGURA 2.21: Funcién de Masa (ms = 95 MeV) para p = 19 GeV.
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FIGURA 2.22: Funcién de Masa (m, = 95 MeV) para u =4 GeV.
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FIGURA 2.23: Renormalizacién de la Funcién de Onda (ms = 95 MeV) para p = 19
GeV (azul, sélido), y para p =4 GeV (rojo, lineas).
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FIGURA 2.24: Renormalizacién de la Funcién de Onda (ms; = 95 MeV) para p = 19
GeV.
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FIGURA 2.25: Renormalizacién de la Funcién de Onda (ms = 95 MeV) para u = 4
GeV.
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FIGURA 2.26: Funciones de Masa para diferentes quarks: m, /4 = 3.74 MeV (azul,
lineas), ms; = 95 MeV (rojo, Ineas y puntos), m. = 1.18 GeV (naranja, puntos), m, =
4.18 GeV (café, delgado). El limite quiral corresponde a la curva negra sélida.
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2.3. Refinamientos

Hasta ahora, hemos estudiado la ESD para el propagador del quark. Como truncamiento
elegimos la Aproximacién Arcoiris, con el modelo MT. Este modelo se propone especifi-
camente para G(q?)/q?, y funciona bien para la Funcién de Masa y demds cantidades
que estamos calculando. En la fisica hadrénica, en particular en el calculo de los factores
de forma, el decaimiento de las cantidades medidas experimentalmente en funcion del
momento no siempre concuerda con las predicciones tedricas, por lo que se debe refinar
la teoria de manera que esté maés acorde con el experimento. Nos interesa en particu-
lar conocer el comportamiento de M (p?) como potencia de ¢2, para ello proponemos lo

siguiente:

con « € (0,1]. Cuando o = 1, recuperamos el modelo original. Cuando « decrece, tene-

mos una caida més lenta; a — 0 corresponde a la Interaccién de Contacto (IC) [18].

En la propuesta original, tenemos:

G(k? 472 k22 m
22) = DR +<2”>21/21n[7+<17+k2/Agch>2]F(’“2>’ (231
F(k?) = [1—exp(—k?/(4m}))|/k* . (2.32)

Previamente definimos G (k?) = G(k?)/k?, por lo que:

G(k*) = kKGr(k*) = (2.33)
Gk _ Gr(k?)
(kQ)a - (k2)o¢—1 ' (234)

En el limite quiral, las ecuaciones que tenemos que resolver, son:

Aq
6m

B0t) = 2 (555 [R50 e 67 )

AW 1) = Zop <1+ :5;2)/dk2f2(p2,/@2)162%(1927%2)) : (235)

i = (10529 [ae e et (2.30)
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Aq () es una constante tal que nos garantiza que las unidades sean las adecuadas y

ademds, A,(a =1) = 1. Hemos definido:

a2 12y — [Tanze G2 (. 2k-p)p-g)
152 8) —/0 w(q2)al(k p+ 2D )

N L G 2
5% K = /051n2¢(q;r)(3—>1'

Calculamos la Funcién de Masa, y normalizamos de manera que M (p? = 0,a) = M (0, 1).
A medida que « disminuye, el decaimiento es mas lento, que es el comportamiento que
queriamos lograr. Esto se puede ver en la ﬁgura En la siguiente parte, estudiaremos

en detalle la forma de la caida de la Funcién de Masa para momentos grandes.

1074 0.01 1 100
2

P

FIGURA 2.27: Funcién de Masa: o = 1 (rojo, sélido), o = 0.9 (verde, lineas y rayas),
a = 0.8 (azul, puntos) y a = 0.7 (naranja, lineas). Nétese la caida, a medida que «
disminuye.

2.3.1. Comportamiento asintéotico de la Funcion de Masa

Queremos estudiar la forma de M (p?) para valores grandes de momento, en términos de
a. De la ecuacion vemos que cuando k2 — 0o:
G(k* 1

GT(kQ) = 7 — ﬁ ln(k'Q) s (237)

por lo que de entrada, no podemos afirmar que M (p?) decaera como una ley de potencias.
Sin embargo, supongamos que éste es el caso y estudiemos hasta donde podemos llegar.

Asi, para valores grandes de p:

(2.38)
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donde A es una constante con unidades de [M (p?)]2#(@)+1,

En la figura observamos este hecho en términos de logaritmos: Para valores grandes
de p?, log M (p?) se comporta casi como una recta, que implica que M (p?) decae (apro-
ximadamente) como una ley de potencias. Por lo tanto, la idea es tomar el logaritmo

natural, y llegar a una ecuacién tipo recta.

—6F

| |
00 ~]

Log[M(p?)]
|

|
=
(@)

|
=
=

— ]

500. 600. 700. 800. 900. 1000.

p2

FIGURA 2.28: Logaritmo de la Funcién de Masa: o = 1 (rojo, sélido), o = 0.9

(verde, lineas y rayas), a = 0.8 (azul, puntos) y a = 0.7 (naranja, lineas). Para p?

grande tenemos précticamente una recta. Si fueran paralelas, tendriamos ademds 8(«)
como una recta.

Para poder hacer ésto, necesitamos volver estas cantidades adimensionales, lo cual se

consigue al dividir entre A (corte ultravioleta) y factorizar de la siguiente manera:

M (2 2841
W) _ [ A AL (2.39)
A (p2)B | [A2B+L| A
M(p*) A Jrp1-28
A |am [K} ) (2.40)
N A
~2 _
donde hemos definido:
2
ri=2\ (P)
~ A
4 = A2B(a)+1 7
5= P
= 1
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Notemos que las cantidades con tilde son adimensionales, por lo que podemos tomar el

logaritmo sin ningun problema. De esta manera:

log M (p?) = log A — Blog p* . (2.42)

Definiendo y = log M(ﬁ), a=1logA, b= —B(a) y x = log p?, obtenemos la ecuacién de
la recta:

y=a+bw, (2.43)

y asi, deteminando la pendiente habremos calculado 5(«).

Tomamos M (p?) (para p> > 500 GeV?) con a = 0.7 — 1, en saltos de 0.05, y reali-

zamos un primer ajuste. Después realizamos un ajuste adicional para obtener (o) Va.

Para éste ultimo ajuste, se propone lo siguiente:

» Aproximacién Lineal: Los puntos obtenidos para ((«) parecen estar en una

recta, por lo que se propone una aproximacién lineal (figura [2.29)).

= Aproximacion de Padé: Para tener un mejor ajuste, realizamos una aproxima-

cién P, my(z) de Padé:

2 i aiv’

B L4370 byl

y(@) = Pl my () (2.44)

En éste caso, tomamos n = m = 4, el ajuste se muestra en la figura [2.33

= Para probar nuestros ajustes, graficamos (p2)5(a)M (p?): si observamos que para
valores grandes de p?, tenemos una linea recta, quiere decir que en efecto M (p?)

decae como:

Estas graficas se muestran en las figuras y Con respecto a los ajustes, para el

caso de la aproximacién lineal, obtuvimos:
Bla) = —0.092 + 1.194c . (2.45)

Aunque parece ajustarse bien a los puntos calculados (figura [2.29)), tenemos algunos

problemas:

1. La presencia de la ordenada negativa, —0.092, indica que para o < 0.771 no hay

decaimiento.
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2. A su vez, indica que S(a = 0) # 0, y en este caso no estamos reproduciendo la

Interaccion de Contacto.

3. Enlafigura vimos que el decaimiento para f(a = 0.7) es ligeramente diferente

al esperado. ésto puede deberse a problemas numeéricos.

Para solucionar los problemas 1 y 2, fijamos la condicién (e = 0) = 0. En este caso
los puntos no se ajustan tan bien como en el caso anterior (figura [2.31)), pero hemos

obtenido una expresién amigable (y casi exacta) para ((«):
Bla) =1.083 a . (2.46)

El punto 3 no se solucioné (figura [2.32)). En el caso de la aproximacién de Padé, P(4,4),

observamos los siguientes hechos:

1. No existen valores de a para los cuales no haya decaimiento, pero S(a = 0) # 0
(figura [2.33)).

2. El ajuste para los puntos dados es muy exacto, y ademés, M (p?) si decae como

esperamos, practicamente igual al ajuste anterior (figura [2.34]).

Similarmente al caso anterior, solucionamos el primer punto imponiendo f(a = 0) =0
(figura [2.35)). Con ésto hemos arreglado todos los problemas (sin crear nuevos), con la

desventaja de no tener una expresiéon amigable como en [2.46

Al introducir el parametro «, hemos logrado tener un decaimiento mas lento, con respec-
to al momento del gluén. Propusimos algunos ajustes para la forma del decaimiento y
logramos hacer que la altura de la Funciéon de Masa fuera invariante de . Sin embargo,

también queremos que el condensado se preserve. Esto se discute a continuacion.
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Figura 2.29: Aproximacién Lineal: Esta aproximacién fija bien los puntos dados,
pero presenta varios problemas. Para o < 0.771 no hay decaimiento, ademds S(a =
0) # 0, por lo que no reproduce Interaccién de Contacto.

0.30
~ 0.25}

800. 900. 1000.

FIGURA 2.30: Caida de la Funcién de Masa en la aproximacién lineal: & = 1 (rojo,

s6lido), o« = 0.9 (verde, lineas y rayas), a = 0.8 (azul, puntos), @ = 0.75 (morado,

sélido delgado) y o = 0.7 (naranja, lineas). Para o = 0.7 el decaimiento es ligeramente
diferente al esperado.
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FIGURA 2.31: Aproximacién Lineal, con la condicién S(a = 0) = 0: No existen

valores de « para los cuales no haya caida, reproduce Interaccién de Contacto y nos

provee de una expresién amigable para 3, 5(a) = 1.083 a. Sin embargo, los puntos se
ajustan en menor medida que en los otros casos.

800. 900. 1000.

F1cUrA 2.32: Caida de la Funcién de Masa en la aproximacién lineal, con la condi-

ci6n B(a =0) = 0: o =1 (rojo, sélido), a = 0.9 (verde, lineas y rayas), a = 0.8 (azul,

puntos), @ = 0.75 (morado, sélido delgado) y o = 0.7 (naranja, lineas). Para o = 0.7
la caida es ligeramente diferente a la esperada.
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00 02 04 06 08 10

FIGURA 2.33: Aproximacién de Padé, P(4,4): Los puntos se ajustan muy bien, pero
B(a = 0) # 0, por lo que no estamos reproduciendo Interaccién de Contacto.
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FIGURA 2.34: Caida de la Funcién de Masa en la aproximacién de Padé, P(4,4):
a =1 (rojo, sélido), o = 0.9 (verde, lineas y rayas), a = 0.8 (azul, puntos), a« = 0.75
(morado, sélido delgado) y o = 0.7 (naranja, lineas).
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FIcurA 2.35: Aproximacién de Padé, con la restriccién S(a = 0) = 0: Los puntos
se ajustan muy bien; y la extrapolacion satisface las condiciones de IC.
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2.3.2. Altura y Condensado

Previo a la normalizacién correspondiente, la altura de la Funciéon de Masa variaba
drasticamente con «a. Para ciertos niimeros criticos la altura cambia draméaticamente y
a medida que « decrece, las dificultades numéricas aumentan. En la figuras y
se observa el cambio la altura (no normalizada) de las Funciones de Masa, en términos

a para diferentes rangos.

Resulta claro, de la figura que a medida que « disminuye, la caida de la Fun-
cién de Masa es cada vez menos pronunciada (y es més claro atin con el ajuste); por lo
que se espera que para o — 0 eventualmente tengamos una funcién constante, especifi-

camente M (p?,0) = M(0,1).

No sélo deseamos tener una altura invariante, queremos conservar también el valor del
condensado. Para ello lo que propusimos es variar el corte ultravioleta, para cada «, a
un punto tal que se obtenga el condensado deseado. Esto se realizé para o = 0.7, 0.8,

0.9 y 1; valores para los que determinamos completamente A(p?,a) y B(p?, a).

El caso a = 0 es imposible de calcular directamente hasta este punto, debido a complia-
ciones numéricas, por lo que fue calculado mediante OPE:

— <4y >o= lim (p*)0,(p?) .

P25 A2

Para ello, por una parte, tomamos en cuenta que para o — 0 se espera tener una Fun-
ciéon de Masa constante (c¢), y que debido a la normalizacién que estamos imponiendo
c = M(p?,0) = M(0,1). Por otra parte, suponemos que Z(p?, & = 0) también se mantie-
ne constante, y que ademas Z(p?,0) = 1. Con estas suposiciones reproducimos IC [18],

y son validas hasta un término logaritmico propio del modelo MT.

En la figura [2.38] se muestran las Funciones de Masa, con sus respectivos cortes, pa-
ra diferentes valores de a. En la figura [2.38] se muestran las Funciones de Masa, con sus

respectivos cortes, para diferentes valores de a.
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FicUrA 2.36: Altura no normalizada: Para a = 0.7 — 1, es posible calcular sin
mayor problema M (p?, ). Para algunos valores de o y a medida que decrece, surgen
complicaciones numéricas.
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F1cUrA 2.37: Altura no normalizada: En este modelo, existen algunos valores criti-
cos de « en los cuales la altura de la Funcién de Masa cambia drasticamente.
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FIGURA 2.38: Funcién de Masa: o = 1 (rojo, sélido), a = 0.9 (verde, lineas y rayas),

a = 0.8 (azul, puntos), @ = 0.7 (naranja, lineas) y v = 0 (morado, sélido delgado).

Notese la caida mas lenta a medida que « disminuye. Para o = 0, el comportamiento

y el corte ultravioleta (1.1 GeV?) son predichos como se explica en esta seccién, no
calculados directamente.
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2.3.3. Conclusiones

Con el refinamiento propuesto, 1/¢> — 1/(¢?)%, logramos que la Funcién de Masa cayera
mas lento como potencia del momento del gluén, y pudimos modelar cémo es que depen-
de para valores grandes de éste. Mediante una aproximaciéon de Padé, se encontré una

expresion que satisface nuestras necesidades.

Para valores de momento grandes, en el modelo MT, domina el término perturbativo:

Tm
GP(kz) = (27r)21/21n[7_ +(1+ k2/AgQCD)2]F<k2) )

[1— exp(—k?/(4m7))]/K* ,

F(k?)

y asf, cuando k% — oo, se tiene:

1

Gr(k*) — Gp(k®) — :
2 1n[k2/A%0 ]

(2.47)

por lo que caida no es una ley simple de potencias. Esto implica, que al ajustarse como
tal, existan pequenas desviaciones. La aproximacién de Padé, aunque no es lineal con «,

nos permitié tener una expresion que minimiza estas desviaciones.

A medida de que « decrece, la altura de la Funcién de Masa cambia dréasticamente,
como se muestra en las figuras Ademsds, hay que tener cuidado con la posible pre-
sencia de nimeros criticos, como se muestra en la figura [2.37} y soluciones multiples
[19]. Para preservar la fisica asociada con el rompimiento de la simetria quiral intacta,

introdujimos una constante de normalizacién A, («) en la ecuacién m

Ahora, para estudiar el comportamiento cuando o — 0, dejaremos de momento el Mo-
delo de Maris y Tandy, y propondremos otro modelo basado en Nambu - Jona - Lasinio
(NJL) [20].

2.4. Interaccion de Contacto

Ahora estudiaremos la caida de la Funcién de Masa, cuando la potencia del cuadrado del
momento del gluén es pequena. Para ello, nos valemos de un modelo donde el momento
del gluén no juega en la ecuacién (que nos proporciona automaticamente el caso a = 0)

v lo adaptaremos para hacer que cada vez juegue maés.

A modelos de este estilo, se les llama interaccion de contacto, pues en el diagrama
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de Feynman correspondiente a una dispersién qq, no aparece el gluén que intercambian
y simplemente se tiene un diagrama con 4 puntas que corresponden a los quarks entran-
tes y salientes. En particular, nos centraremos en el modelo de Nambu-Jona-Lasino, o
modelo NJL.

Comenzamos con el propagador renormalizado del quark:

4C] 2 ¢

2mn)i? Dy (p = ¢, 1) 5 7S (@ )T (P, g, 1) -
(2.48)

Como la interaccién de contacto no es renormalizable, tomamos todas las constantes

S7Hp, 1) = Zar(iv - p) + Zam(p) + Z1p /

de renormalizacién como 1. Y ahora A juega un papel dindmico. Tomamos el vértice

desnudo, y para la parte del gluén damos la siguiente forma:

1 Ao
2 IR
9" Du(p—q) — e (2.49)

nétese que ahora la parte correspondiente al gluén no depende méas de su momento, a
la constante mg le llamaremos masa efectiva del gludn, y es alrededor de 400 MeV. Asi,

el propagador del quark se escribe:
1 4 A
ST =iy p+tm+ o [ wS@w . (2.50)
3m
G Jq
En la Norma de Landau, después de tomar trazas tenemos que Z(p?) =1y

M(p*) =

2.51
SmG / M?2(q +q (2:51)

Al no haber contribucién del momento del gluén, la integral angular es trivial, por lo

que se tiene:

M(p?) = —_— ds—> 2.52
v") m+37r2m2G 0 88+M2(s) (2:52)
Se realiza la regularizacién del tiempo propio, ésto es:
1 7T(S+M2 (s)) / —7( s+M2 s)) Z(S)
[ — — — 2.53
s+ M?2(s) /0 s+ M?2(s)’ (2:53)

donde Ty y Trr son reguladores ultravioleta e infrarrojo respectivamente, y ademaés:

Z(S) _ e—(s—l—MQ(s))T[QJV _ e—(s—‘,—MQ(s))T?R ) (2‘54)
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De ésta manera, la ecuacién para M (p?) es:

1 > S 2 2 2 2
M(p2) = d —(s+M?(8))1iy, _ ,—(s+M?(s))Tig ) 2.55
(v°) m+37r2m2G/ 88+M2(8)[e € ] (2.55)
Este es el modelo original, que nos da como solucién una Funcién de Masa constante,

que después de algunas simplificaciones, se escribe como:

M
M =m+ ———F(M*1yv,TR) , (2.56)
3772mG
donde:
7-2 _M27_12R
F(M? 1yv, rr) = M°T(—1, M?13y) — M?T(0, M?7p) — £ : (2.57)
&

Ahora, para adaptarlo al caso donde el momento del gluén si juegue, en lugar de proponer

para la parte correspondiente al gluén, proponemos:

9’ Dyu(p — q) = (mZ) ()7’ (2.58)

donde A,(a) es una constante de renormalizacién adimensional, tal que la altura de
la Funcién de Masa se preserve con «. Notese que a« = 0 reproduce el caso anterior,

ademds, no existe divergencia cuando ¢> — 0 debido a la presencia del corte infrarrojo.

Ahora la ecuacién no admite todas las simplificaciones que hubo cuando la integral
angular correspondiente a ¢ no jugaba, sin embargo se puede resolver numéricamente

sin mayor dificultad. Asi, previo a las integrales angulares, tenemos:

16A 1

M(p*) =m + /MQkQ R )

(2.59)

Noétese que el factor de regularizaciéon del tiempo propio no depende de las variables

angulares, por lo que se puede anadir tal cual, y asi, la expresién correspondiente para

M (p?) es:

16A k%) 1
M2 k2 + k2 (q2)>

M(p*) = m + (2.60)

con Z(k?) como se definié anteriormente en m

2.4.1. Resultados

Resolvimos la ecuacién de manera que la altura de la Funcién de Masa fuera igual

que a la obtenida con el Modelo de Maris y Tandy. Para ello se fijaron los parametros:
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= mg = 59 MeV.

= Apy =823 MeV. (v = Ajy).

» Ajp =240 MeV. (1jg = AI_}%)
Las Funciones de Masa para diferentes valores de « se muestran en la figura Notese
que en a = 0, M(p?) es constante, como se habfa predicho en la seccién anterior.

Definimos mg = A~*/?m¢ y observamos como cambia este valor en funcién de «, se

muestra en la figura [2.40

0.50
__0.30}
NQ
= 0.20}f
=
0.15}
0.10f, _ _ _
104 001 1 100
2

FI1GURA 2.39: Funciones de Masa: (Naranja, rayas) o = 0.05, (Azul, puntos) o =
0.10, (Verde, puntos y rayas) a = 0.20, (Rojo, sélido) a = 0.40.

Se realizé también el ejercicio de encontrar el corte tal que el condensado se preservara,
en la figura [2.42| se muestran algunas Funciones de Masa con su respectivo corte. En la

figura [2.41] se muestra como cambia el corte en funcion de «, en ambos modelos.
)
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FiGuraA 2.40: Masa del gluén: Definimos la masa del gluén como la masa efectiva
sobre la constante de renormalizacién para la altura. Aqui se observa el cambio en
funcién de a.
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FI1GURrA 2.41: Cortes ultravioleta: Cortes ultravioleta que reproducen el condensado
deseado (0.276 GeV)? para diferentes valores de a. a < 0.5 y o > 0.5 corresponde al
modelo NJL-Like y Maris y Tandy respectivamente.
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FIGURA 2.42: Funciones de Masa: Funciones de masa con sus respectivos cortes

para obtener el condensado deseado (0.276 GeV?). (Morado, sélido delgado) a = 0,

(Naranja, rayas) o = 0.05, (Azul, puntos) a = 0.10, (Verde, puntos y rayas) a = 0.20,

(Rojo, sélido) o = 0.40. El corte ultravioleta calculado para a = 0 es alrededor de 0.89

GeV?, que difiere en 24 %, comparado con el predicho en la seccién anterior, que es 1.1
GeVZ2.
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Ecuacién de Bethe-Salpeter

3.1. De Quarks a Hadrones

Hasta ahora hemos estudiado a la Cromodindmica Cudntica a nivel de quarks. Median-
te la ESD para el propagador del quark, pudimos estudiar la Generacién Dindmica de
Masas(GDM) y el confinamiento, entre otras cosas. Vimos que los quarks se tratan de
particulas confiandas, y ésto es porque en la naturaleza es no es posible observar un

quark libre o aislado, sino en particulas compuestas de ellos llamadas hadrones.

De manera similar a la que los dtomos se mantienen juntos en una molécula debido
a la fuerza electromagnética, los quarks se mantienen juntos dentro de un hadrén debido
a la fuerza fuerte. Al ser la fuerza fuerte la que inverviene en este proceso, la teoria que

describe a los hadrones es la Cromodinamica Cuéntica.

Dependiendo de la estructura de quarks de los hadrones, los podemos clasificar en dos

tipos:
» Bariones: Compuestos de tres quarks (como los protones y neutrones).
» Mesones: Compuestos por un quark y un antiquark (como los piones).

En este trabajo estudiaremos tnicamente los mesones, particularmente los piones, que

son los hadrones mas ligeros. Existen diversar razones para esta seleccién en particular:

s La razén més banal e inmediata es que los mesones, al estar compuestos por
unicamente dos particulas, son en principio més faciles de estudiar que los bariones

(que estan compuestos de tres).

45
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= Tiempo antes del surgimiento formal de la Cromodindmica Cudntica, los mesones
ligeros (como los piones) se asociaban con los campos cuanticos que transmitian
la fuerza nuclear, de la misma manera en que se asociaban los fotones a la fuerza
electromagnética. Un ejemplo de ésto es el modelo de Yukawa, que describe la
interacciéon entre un campo escalar y un campo fermidénico, y que puede usarse
para modelar la interaccién entre nucleones utilizando como mediador de fuerza a

los piones.

= Resulta interesante que los quarks que constituyen los hadrones, mediante la GDM,
pueden adquirir una masa fisica de 300 - 400 MeV. Sin embargo, en el caso de los
piones, éstos adquieren una masa fisica de alrededor de 70 MeV, mucho mas ligeros
que cualquier otro hadréon. Este fenémeno es interesante, y tiene que ver con la

naturaleza de Bosén de Goldstone de los piones.

Los Bosones de Goldstone son particulas que aparecen de manera necesaria cuan-
do aparece una ruptura espontanea de una simetria continua. Esto se debe a que
las corrientes se conservan, pero el estado base (vacid) no es invariante bajo la
accion de las cargas correspondientes. Asi, necesariamente aparecen en el espectro

pariculas escalares no masivas, llamadas Bosones de Goldstone.

Los piones resultan de la ruptura espontanea de la simetria quiral de QCD. Esta
simetria también se rompe también explicitamente debido a la masa de los quarks,
o dinamicamente debido a la GDM. Asi, aunque los piones, en principio, son no
masivos, éstos adquieren una masa, aunque significativamente mas pequena que la

del resto de los hadrones.

Esta ultimo punto es el motivo principal por el cudl elegimos a los piones para nuestro
estudio, pues relaciona la existencia de los éstos y la Generacién de Masa, mediante una
Unica causa: Ruptura de la simetria quiral. Por éstas razones, entender a los piones

y sus constituyentes, es entender la fisica hadrénica y la QCD.

3.2. Ecuacién de Bethe-Salpeter

La ESD para el propagador del quark, nos provey6 de una descripcién completamente
relativista de la forma en que se propaga el quark entre dos puntos del espacio tiempo.
Para describir a los mesones, necesitamos una ecuacion que también nos brinde una
descripcién similar para el caso de estados ligados de dos particulas, particularmente

estados ligados de quark y antiquark (¢q). La ecuacién de Bethe-Salpeter (EBS, nos
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permite dar esta descripcién para cualquier estado ligado de dos particulas, en alguna
teoria cuantica de campos, y por ello la utilizaremos para describir mesones. En esta
ecuacion, los estados ligados se identifican como polos en la matriz de dispersién ¢q. La

EBS se escribe como:
A
19 (s P) = / K(p,q: P)S°(q + nP)T%(q: P)S"(q — (1 —m)P) . (3.1)
q

donde el término I'4%(p; P) corresponde a la amplitud de Bethe-Salpeter (ABS), que es

el vértice quark-mesén. Ademas:
= Los superindices a y b denotan que se trata de un mesén con un quark de sabor a
y un antiquark de sabor b.

» P2 = —m? es el momento total del mesén, donde m es la masa del mesén. A su

vez, p corresponde al momento relativo entre el quark y el antiquark.

= Kl pardametro 7 especifica la cantidad del momento total que se comparte entre el

quark y el antiquark. Para este trabajo, elegimos n = 1/2.

= Kl subindice M especifica el tipo de mesén. En el caso de particulas vectoriales y
axiales, también carga con un indice de Lorentz . Asi podemos escribir I',, para

particulas vectoriales y I's5,, para particulas axiales.

» K(p,q; P) es el Kernel de la EBS, y contiene todas las posibles interacciones entre

el quark y el antiquark.

Diagraméticamente, la ecuacién corresponde a la figura [3.1

p+P/2 Q\’lx p+P/2
X
[N ~
P - P 3
o
p-P/2 7= p-P/2

FiGURA 3.1: Ecuaciéon de Bethe-Salpeter.

La ecuacién (3.1]) se puede escribir como:
b A b
50 Pl = [ Kl P Pl (3:2)
q

donde 7, s, t, u son indices de color; X?\? es la funcién de onda de Bethe-Salpeter y

esta dada por:

X3t (g; P) = 5*(q+ nP)T'§}(g; P)S* (¢ — (1 — n)P) . (3.3)
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La ABS tiene una solucién correspondiente para el respectivo antimesén, I'(g; P), y
se relacionan mediante el operador de conjugacion de carga, C' = 94, de la siguiente
manera:

I (q; P) = [C™'T4}(—¢; P)C]" . (3.4)

Asi, es posible normalizar la ABS para que se describa un mesén (y antimesén) con

probabilidad unitaria, siendo la condicién de normalizacién:

0 A . .
2h, = %(/q [T (¢; —K)S (Q+nP)F1\2(q;K)Sb(q—(1—n)P)]) (3.5)
o A pA b ,
T ap </ / a7 (ks —K)Lue K7 (X1 (a3 K)]sr> , (3.6)
1% q k
donde P? = K? = —m?. En general, una normalizacién adecuada de la ABS resulta

en una corriente electromagnética conservada. Mas adelante retomaremos la ecuacién
3.2 y explicaremos como resolverla. Por lo pronto, bosquejaremos la derivacién que nos

permite llegar a ésta.

3.2.1. Derivacién

Podemos entender la EBS como la ESD para una funcién de 4 puntos (o dos particulas),

que se escribe, en el espacio de Minkowsky, de la siguiente manera:

4 R , . 4
G\y = [i81][iS2] + [191][iSa] K12GY) (3.7)
donde G%) es la funciéon de Green de dos particulas, S12 los propagadores de cada
particula y K12 el kernel que contiene las posibles interaciones entre ellas. Sabiendo que
los estados ligados aparecen como polos en la funciéon de Green, pensamos este estado
ligado como una particula de masa m, y entonces, cerca de éste polo, podemos escribir:

@ _ x(po, pi; P)X(ki, ko; P)
12 — P2 _ m2 ’

(3.8)

donde P es el momento del sistema, pg y p; son los momentos del quark saliente y entrante
respectivamente (similarmente con k; y ko) y X, X son las amplitudes de transicién de
los dos constituyentes al estado ligado, que también se les conoce como funcién de onda
de Bethe-Salpeter (ecuacién ) La conservacién de momento implica pg — p; = P =

ko — k;. De esta manera, la ecuacién anterior se escribe:

X (po, pi; P)x(ki, ko; P)

(po, pi; P)X(ki, ko; P)
P2 _ 2 .

= [i1][iSa] + [151][ia] Ko SEOPE X

(3.9)
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Cuando comparamos los residuos, obtenemos:

x(po, pi; P) = /k[is(ko)][is(ki)]Ku(po,pz';ko,kz‘) ; (3.10)

o bien, en términos de la ABS:
il'(po, pi; P) = /K(Po,Pi;k?o,ki)X(ko,k?i;P) ; (3.11)
k
con ix(po, pi; P) = S(po)I'(po, pi; P)S(p1). Escrito de otra manera:
Tk P) = [ [S(@)] i, PiS(@)K (3.12)
q
que en espacio Euclidiano nos da la forma de la ecuacién (3.1
A
M P) = [ Ka Pria ). (3.13)
q

Hemos mostrado, a grandes rasgos, una manera de llegar a la EBS. En el Apéndice A,
mostramos cémo es posible introducir el esquema de renormalizacién que utilizamos en
el caso de la ESD, al caso de la EBS. En la siguiente seccién plantearemos cémo resolver
la EBS para el caso de mesones pseudoescalares, y més adelante, se resolverd especifica-

mente para el pién.

3.3. EBS para Mesones Pseudoescalares
Para resolver la ABS de la ecuacién [3.2]
A
45 (3 P)Jew = / K(p,q; P)[S"(q +nP)T{j(a; P)S°(q — (L =n)P)]sr . (3.14)
q

usaremos la Aproximacién Arcoiris, con el modelo MT. Esto es:

» G(k? AC ¢
K. P) =S D) 5] @ 5] (3.15)
Asi, la EBS se escribe como:
A 2
. G(k X

R = - [ S D m s ) (3.16)

q
a )\C
x T4 (q; P)S"(q— (1 - mE) 5w,

donde los diferentes niimeros cudnticos de los mesones implican diferentes formas de
I‘?\z (¢; P;). Diagraméticamente, la ecuacién corresponde a la figura
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p+P/2 p+P/2

p-P/2 p-P/2

FiGURA 3.2: Ecuacion de Bethe-Salpeter en la Aproximacion Arcoiris.

La ecuacion s6lo es vélida para momentos discretos, tales que P? = —m?, don-

de m; es la masa del mesén en el estado i. Esta ecuacién puede generalizarse a valores
continuos del momento, al introducir artificialmente el parametro A\(P?), de forma que:
A G( k2)

)\C
P = = [ EE Dl 0 s ) (317
q

C

x T%%(g; P)S®(q— (1 - n)P)gvy ,

2

) = 1 significa que tenemos soluciones de

asi, cuando se cumple la condicién A\(P? = —m

Bethe-Salpeter con masa m;, siendo el valor mas pequenio de m; la masa del estado base.

La forma de T'%(g; P) es diferente para cada tipo de mesén, sin embargo es posible

escribir una forma general:

N
T3¢ P) = Ciylg; P)A'(; P) (3.18)
i=1
es decir, la ABS se ha escrito como la suma de diferentes covariantes, C’&(q; P), veces

una amplitud invariante de Lorentz, A%(q; P).

Las transformaciones C, P, T que aplican a I'%%(g; P) se dejan tnicamente a la par-
te de los covariantes. Los covariantes que cumplen debidamente estas transformaciones,
no generan una base Unica, pues una base de covariantes puede convertirse en otra me-
diante una transformacion lineal. El nimero de covariantes, denotado por IV, depende
del tipo de mesén: para el caso de mesones escalares o pseudoescalares, N = 4; para
mesones vectoriales o axiales, N = 12. Finalmente, para que las amplitudes A%(g; P) sea

invariante de Lorentz, éstas deben depender tinicamente de ¢?, P? y ¢ - P.

Resulta conveniente elegir una base ortonormal de covariantes, tal que cuando toma-

mos la traza sobre el espacio de Dirac, se cumpla:

Tr[Chy (g5 P)CY (g5 P)] = 03 (3.19)
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de esta manera, la amplitud invariante A" se escribe:

0 5 AT( -
W(k‘)R,fyA](% P), (3.20)

N
AP?)A (p; P) == /
7j=1

donde hemos definido:

)\C

, A ;
Rii(p,a; P) = [Ow; P)S S (q+nP)Chy(as P)S*q — (1 = m)P) 5 | - (3:21)

2

La ecuacién integral ha sido transformada en un conjunto de ecuaciones integrales
lineales acopladas (ecuacién [3.20). Siguiendo el trabajo de doctorado de Dennis [21], a

continuacién se explica como resolver este sistema de manera general.
El diferencial de volumen estd dado por:

A 1 A2 27 I T
/ d4q = / q2dq2/ d¢/ sin d9/ sin26 dg . (3.22)
2 Jo 0 0 0

Elegimos P, de tal que que sélo se propague en la cuarta direccién, y p, en el plano 3-4.

De esta manera:

q = |q|(cos¢ sinf sin B3, sin¢ sin@ sin 3, cosf sin 3, cos 3) , (3.23)
p = |p|(0,0,sin¢,cos ¢) ) (324)
— P(0,0,0,1), (3.25)

por lo que se tiene:

qg-P = |q|Pcosp (3.26)
-P = |p|Pcosy (3.27)
qg-p = |q||p|(cos@ sinf sini + cos B cos)) . (3.28)

De este conjunto de ecuaciones, vemos que la integracién sobre ¢ en la ecuacion [3.22] se
puede realizar analiticamente. Realizando los cambios de variable u = cos 3, v = cosf y

w = cos ¥, reescribimos la ecuacién [3.20| como:

N 1 1
. 2
AP Al(p; P) = 2;42/412@2/10&;/1 V1 — w2du (3.29)
i=1 B

G(k?)

5 DS, R, (p,q; P)Al (q; P) . (3.30)

Con los cambios de variable realizados, se tiene ademds: ¢ - P = |p|Pu, p- P = |p|Pw y

p-q = lpllal(ovT—@VI= a2 + uw).
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Manejaremos la dependencia angular con w en términos de polinomios de Chebyshev

del segundo tipo, ésto es:

Al(p; P) = A'(p*, P, w) = Y Un(w) AL (p°, P?). (3.31)
m=0
Se procede similarmente para u. La ortonormalidad de los polinomios de Chebyshev,

nos permite despejar los términos flfﬂ, y ésto nos lleva a la ecuacién:
A2
PGP =Y [ BLORE PR (33)
— 0

donde hemos definido:

Bii (p%,¢% P?) = \/1—w2dw/ dv/ V1—w2du  (3.33)

8774
G(k2)

2 D, (k)Un(w)R}3,(p, ¢; P)Up(u) .

Para realizar la integracion sobre ¢, discretizamos los momentos sobre el rango de interés
y elegimos una cuadratura. De la misma manera, discretizamos los momentos p;, tal
que p; = q; Vi. Por otra parte, tenemos que tomar un nimero finito de polinomios de

Chebyshev para realizar el cémputo. Asi, la ecuacién [3.32] se escribe como:

N N’ q
AP?AL (PR, P?) =) > Y Alg))BE, (07 ai» P2 Al (¢, P?) . (3.34)
j=1n=0 =1

Hemos convertido una ecuacién integral [3.32] en una ecuacién de elgenvalores 4 Que-
2 _ 2 ati
remos conocer el valor de —P7 = m; mas pequeno que satisfaga pues corresponde

a un mesén de masa m; en el estado base. En otras palabras, queremos conocer el valor

de P? en el cudl el eigenvalor méas grande cruza A\(P?) = 1.

A continuacién escribiremos la EBS para el pién, junto con algunas de sus propieda-
des, asi como la manera de aplicar el método de resoluciéon explicado en esta seccién

para resolverla.
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3.3.1. EBS para el Pion

En el caso de los piones, y en general para mesones pseudoescalares con JP¢ =071, la

ABS tiene la forma general:

4

T$7(¢; P) = Y Cilg; P)A'(g; P) (3.35)
i=1

T(p; P) = ivs Ex(p; P) +75 v+ PFr(p; P) (3.36)

+ Y5y pp- PGr(p; P) + 75 pacasPsHr(q; P) .

El pién neutro, 7¥, es un eigenestado de C, la conjugacién de carga, que obedece C|r° >=

+1|7% >. Por este hecho y de la ecuacién vemos que se cumple:
['%(p; P) = +T9(p; P) . (3.37)

Cuando trabajamos con el caso m, = mg, los piones cargados 7% ademés de tener la

misma masa que el pién neutro 70, tienen las mismas amplitudes invariantes.

En la ecuacion [3.36], escribimos la ABS en términos de covariantes y amplitudes, por
lo que queremos llevar la ecuacién integral a una forma de ecuaciones integrales
lineales acopladas, como se mencioné en la secciéon anterior. Para ello, sustituimos

en la ecuacién [3:20] Las trazas correspondientes en este caso son:

T = trfivs I'(p; P)] = —4E.(p; P) (3.38)
Ty=  tlysy- PP P)] = —4(P*Fe(p; P) + (p- P)*Gr(p; P),  (3.39)
Ty = trlysy-pp- PT(p; P)] = —A(p- P)*(Fx(p; P) + p°Gx(p; P)) ,  (3.40)
Ty = trlys paoasbsl(p; P)] = 4N?(p, P)H(p; P), (3.41)

donde N2(p, P) = p*’P? — (p- P)?.

Notemos que solamente el primero y cuarto covariante son ortogonales al resto, por
lo que podemos despejar Er(p; P) y Hr(p; P) sin mayor dificultad, para luego sustituir-
los en [3.20} Por otro lado, el segundo y tercero estan acoplados entre si. Para despejar
Fr(p; P) y Gr(p; P), reescribimos y como una ecuacién matricial y tomamos

la inversa:
Fw(p;P) o _p2/4 1/4 T
<G,r(p; P)) = N*(p, P) < /4 —(p~P)2P2/4> (T3> (3.42)
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Para este trabajo consideraremos unicamente la amplitud E;(q; P), que corresponde al

covariante 75, por lo que inicamente nos concentraremos en resolver:

A 2
EaiP) = 33 [ S8 0w (3.4
q

x trlivs 1S (g +nP)x(q; P)S(g — (1 —n)P)v] -

Al tomar la traza se obtiene:

B P) = 4| Sl aolos wole e P), (3
donde ¢* =q+nP,q" =q—(1—-n)Py:
+

Ops = Uvs(qi) . (345)

Como mencionamos con anterioridad, se tomard n = 1/2. La traza de la ecuacién m

asi como algunas propiedades de las matrices v, se muestran en el Apéndice B.

Al tomar tnicamente la amplitud E,(p; P) los resultados cualitativos no cambian. Por
otra parte, los resultados cuantitativos no difieren en més del 20 % [21, 22]. Por lo

pronto, explicaremos la resolucién de la ecuacién en la siguiente seccién.

3.4. Solucién a la EBS para el Pi6én

Retomemos la ecuacién [3.44}

Y B S S
E:(p;P) = 4 (¢"-q oyo, +0,0, )E:(q; P), (3.46)
q

Al trabajar tinicamente con E;(p; P), en la ecuacién se tiene N = 1, y entonces la

ecuacion [3.34] se simplifica de la siguiente manera:

N’ Nq

>‘(P2) pk:7P2 ZZA QZ B plmql ’PQ)EH(QZQ7P2)7 (3'47)
n=0 [=1

donde, los términos B, (p,i, ql2, P?) se escriben como:

(3.48)

q2 1 1 1 G(kQ)
an(p2,q2,P2) = 274 \% 1- w2dw/ dU/ V 1 —u2du 12
™ J-1 -1 -1
P2
U (w) <<q2 - 4> ofo, + aja;) Up(u) , (3.49)

X
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:t . .’
con o, definidas como en la ecuacién

Calculando cada término E,, (pi, P?), podemos obtener E(p; P) de la siguiente forma:

N/
E(p; P) = E(p*, P*,w) = Y Upn(w)Enm(p?, P?) . (3.50)
m=0

La ecuacién es una ecuacién matricial, con (N + 1) % N, eigenvalores. Nos interesa
2

conocer el valor de P? més pequeiio tal que A(P?) = 1, pues es alli cuando P? = —mj,
la masa del estado base. Esta condicién ocurre para el valor dominante de A(P?), el més
grande en valor absoluto, por lo que se puede obtener mediante el método de potencias

explicado en el Apéndice C.

Para resolver necesitamos ademéds conocer a los propagadores de quarks para cada
valor posible de ¢3 = (g & P)?, incluyendo valores negativos de P2?. Conociendo las
partes escalar y vectorial del propagador del quark, que se calcularon en el capitulo an-
terior para valores discretos del momento, en la siguiente seccién veremos cémo podemos

conocer el propagador para cada valor del momento.

3.4.1. Parametrizacion 3ccp

Para poder resolver necesitamos de entrada conocer o,(p) y os(p). En el capitulo
anterior, se calcularon A(p), B(p), M(p) y Z(p), por lo que que obtener o,(p) y os(p)
resulta inmediato. Sin embargo, sélo conoceriamos o,(p) y os(p) para valores discre-
tos de p y se requiere entonces realizar un tipo de interpolacién. El riesgo al usar este
tipo de acercamiento, es la presencia de errores de calculo debido a la interpolacién de-

bido a que hemos usado tinicamente valores positivos de p? para la resolucién de la ESD.

Se puede tener un enfoque distinto a este problema al parametrizar las soluciones en
lugar de interpolarlas. Una manera conveniente de hacerlo es utilizar la parametrizacién
3cep [22], que emplea una combinacién lineal de propagadores libres con masas complejas

conjugadas. Esto es:

3 *
2k 2y,
S(q) = : 3.51
@ ;(iv-q+mk+w-q+m7§> (3:51)
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donde my, z, son pardmetros complejos. Asi, podemos parametrizar las partes vectorial

y escalar de la siguiente manera:

3 *
Zk 2,
ou(q) = ( + » (3.52)
; @?+m:  ¢+mi
3 *
oalg) = < KMk zimy > (3.53)
s = ) )
Pt @?+mi ¢ +mi

Tenemos 12 parametros independientes que se ajustan de manera que reproduzcan el

comportamiento de las funciones invoucradas cuando ¢ — oo, ésto es:

3
M(g* - o0)=m = 2 ZRe(zkmk) =m, (3.54)
k=1
3
Z(@® »o00)=1 = 2) Re(zm)=1, (3.55)
k=1
3
¢'os(q® = 00) - C = —2ZRe(zkmz) =C, (3.56)
k=1

donde C' corresponde al condensado. En las figura [3.3] y [3.4] se muestran la parte escalar
y vectorial del propagador, respectivamente. Habiendo parametrizado los propagadores,
ya es posible resolver la ecuacién En la siguiente seccién se mostraran los resultados

numéricos obtenidos de la EBS para el caso en el que sélo se tiene E(p; P).

15

0.0f . . -
1074 0.01 1 100

p2

FicauraA 3.3: Parte escalar del propagador: (rojo, sélido) Célculo directo, (verde,
lineas) Parametrizacién 3ccp.




Capitulo 3. Fcuacion de Bethe-Salpeter 57

104 0.01 1 100

FIGURA 3.4: Parte vectorial del propagador: (rojo, sélido) Célculo directo, (verde,
lineas) Parametrizacién 3ccp.

3.5. Resultados Numéricos

3.5.1. Limite Quiral

Calculamos también E,(q; P). En éste limite, P2 — 0, la ecuacién

Ex(p;P) = 4/qA Ggf) <(q2 — P2) oy 0y +0i05> Ex(¢;P),  (3.57)

4
se simplifica considerablemente:

A 2
Bpip=0) = 4 [ S @R+ AP =0) (35)

A 2 0.2 2
- 4/q G(k)ffﬁ(f) <q2+ S(q)>E7r(q;P=0)-

k2 o3 (q?)

Al tomar P? = 0, hemos removido la dependencia angular con ésta variable, por lo que
el tratamiento numeérico se simplifica considerablemente. El resultado para este caso se

muestra en la figura 3.5

3.5.1.1. Normalizacién Candnica y f,

Calculamos también la normalizacién candnica de la ecuacién B.5

op. = 9 ( / g —K)Sa(q+nP)F“b(q-K)Sb(q—(1—77)P)]> (3.59)
K aPM q M M P2=0
A rA
v an ([ W L) (3.60)
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FIGURA 3.5: Amplitud E,(¢?, P = 0), normalizada, en el limite quiral. La similitud
con la Funcién de Masa proviene de la Identidad Axial de Ward en el limite quiral

S%(q+nP)

S"q—(1—mn)P)

FIGURA 3.6: Polarizaciéon del vacio. La normalizaciéon candnica en la aproximacion
arcoiris, corresponde al diagrama de polarizacién del vacio.

En el caso de la Aproximacién Arcoiris, el segundo término es cero, pues el Kernel de la

ecuacion no depende del momento total, asi:

A
2P, — ai( / trmm;—K)S“<q+P/2>rﬁ2<q;K>sb<q—P/2>]>P2:O (3.61)

Diagraméaticamente corresponde a un loop de quarks como se muestra en la figura |3.6

Tomando: 5 5
reescribimos [3.61] como:
) A
=7 / tr[097(q; —K)S*(q + P/2)T'35(q; K)S"(q — P/2)] : (3.63)
oP q P2=0

En general, para estados pseudoescalares se encuentra:

A —
v = b ([ iR o+ PTG R)S G- P) (3
q P2=0
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Esto lo podemos relacionar, ademés, con la energia propia del pion o la polarizacion del

vacio:

N?=2 [;}PQH(K, P)] : (3.65)
K2=p2=0

donde la polarizacién del vacio, II( K, P), estd dada como:

A
1, P) = ([ alfi— B8 @+ P K0S - (- P)]) . (366)
q
Con el calculo de la normalizacién canénica, podemos calcular f,i:

_ ZaNe

A
m2 /q Pytr[T%(q; P)S™ (a7 )55 (a™)] (3.67)

f T =
donde T'% ha sido debidamente normalizado de acuerdo a la ecuacién m

Se obtuvo como resultado fr = 0.126 GeV, que difiere en 4 % del valor experimental.

3.5.1.2. Identidad Axial de Ward-Takahashi

Hemos mencionado con anterioridad, de que la existencia de los piones asi como la
Generacién de Masas, estan relacionadas mediante una unica causa, que es la Ruptura
de la Simetria Quiral. Este hecho se observa mediante la Identidad Axial de Ward-

Takahashi, en el limite quiral:
PuTs =87 (q")(iv5) + (i75)S 7 (q7) (3.68)

donde I's, corresponde a la amplitud para una particula axial, y estd dada en su des-

composiciéon general como:

. i
DLk P) = TsluF (ks P) 4k kGl P) = ok H(k P)] - (3.69)
~ P .
+ Tout frpa T P) (3.70)

donde Fgr(k; P) corresponde a la amplitud general para el pién de la ecuacién m

Esta identidad asegura que las EBS han sido truncadas consistentemente, al cuidar que
se preserva la simetria quiral, y asegura que los piones son los bosones de Goldstone.
Ademés, nos dice que la funcién de masa y la amplitud E,(k, P = 0) son proporcionales

en el limite quiral:

frEx(k, P =0) = B(k) . (3.71)
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Como consecuencia, si hay ruptura dindmica de la simetria quiral, hay un estado ligado
de una particula pseudoescalar no masiva (bosén de Goldstone) y viceversa: la presencia
de un estado no masivo pseudoescalar indica que la simetria quiral fue rota de manera

dindmica.

3.5.2. Fuera del limite quiral

Se resolvié la ABS para el pidn, en el caso donde sélo tenemos la amplitud E(q; P). Para
ello se resolvio el sistema [3.47], utilizando Unicamente uno y dos términos de Chebyshev

en la expansion. Después se sustituyeron las amplitudes obtenidas en la ecuacién [3.50

Se observé que al utilizar uno y dos términos de Chebyshev, el resultado cambia en me-

nos del 2%, en la figura[3.7se muestra el resultado para el primer término de Chebyshev.

Se obtuvo m,; = 41 MeV, valor que discrepa 70 % con el valor experimental. Esta
diferencia es de esperarse pues la masa de los quarks u/d son muy pequenas, y aunque
la parametrizacién 3ccp es muy precisa, el ruido numérico afecta considerablemente.
Para mesones compuestos de quarks mas pesados, éste no es el caso, como se muestra en
la tesis doctoral de Souchlas [22]. Por otra parte, la diferencia entre usar una amplitud

o las cuatro, afecta a la masa del pién entre el 10 y 20 % [21].

1.0F T T T T
0.8}

< 0.6}
=)
LL]‘: 0.4¢

0.2}

0.0k

FIGURA 3.7: Amplitud E,(¢? P). Esta amplitud corresponde a una solucién a la
BSE para un pién de masa m, = 41 MeV.
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Resultados y Conclusiones

En el presente trabajo se estudié la Cromodinamica Cuéntica, la interaccién fundamental
que existe entre los quarks y gluones, particulas elementales, mediante la Ecuacion de
Schwinger-Dyson para el propagador del quark; asi mismo, al estado ligado mas ligero
de un quark y un anti-quark, es decir el pién (un hadrén) mediante la ecuacién de Bethe-
Salpeter. Es decir, mediante el enfoque particular para el pién, estudiamos la QCD a

nivel de hadrones, asi como a nivel de sus constituyentes, o quarks.

4.1. Resultados

En el primer capitulo, se escribié el Lagrangiano de QCD en una forma tal que las
observables fisicas no diverjan al calcular correcciones radiativas a nivel de un lazo y més
alld. A partir de ésto, se escribié la Ecuaciéon de Schwinger-Dyson para el propagador del
quark en términos de sus funciones y cantidades renormalizadas. En el segundo capitulo,
se propuso un truncamiento para la ESD y se refiné de dos maneras diferentes; se estudié,
principalmente, la Funcién de Masa y su invarianza con el punto de renormalizacién. En
el tercer capitulo, se estudié la Ecuacién de Bethe-Salpeter para el pién, se calculé su

masa y la constante de decaimiento lepténico de éste.

4.1.1. Ecuacion de Schwinger-Dyson para el propagador del Quark

Teniendo escrita la ESD renormalizada, en el segundo capitulo truncamos la ESD usan-
do la Aproximacién Arcoiris, que consiste en reemplazar el propagador del gluén y el
vértice quark-gluén completos, por sus contrapartes desnudas. Ademas, se introdujo un
acoplamiento efectivo, siguiendo el modelo de Maris y Tandy [12]. La diferencia con otros

trabajos [I1HI3, 21], consiste en una constante adicional Zop(u, A) en la ESD (véanse
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ecuaciones y [2.18). La presencia de esta consante fue fundamental en los célculos,
principalmente para la Funcién de Masa, donde al no incluirla se observaba una dife-
rencia muy notoria en la masa generada dindmicamente al elegir distintos puntos de

renormalizacién.

Se estudié la Funcion de Masa para distintos valores de la masa de corriente del quark,
y distintos puntos de renormalizacién p = 4,19 GeV. Se observo que las masas genera-
das dindmicamente no cambian en més del 5%, por lo que las podemos justificar como

invariantes. Los resultados se resumen en la siguiente tabla:

m(u) (MeV) M(O,un=4) (MeV) | M(0,n=19) (MeV) | Error
m(p) =0 511 485 5%
moa(p) = 3.74 520 499 4%
ms(p) =95 681 704 3%

En el limite quiral, se estudié ademas el condensado y el confinamiento. Se observé un
condensado de (0.255 GeV)? y (0.276 GeV)?3 para u = 4 GeV y pu = 19 GeV, respecti-
vamente, valores que difieren en 8 %. Mediante el criterio de la violacién del axioma de
reflexion positividad de la funcién de Schwinger, vimos ademaés que en efecto estamos

tratando con una particula confinada.

Més adelante, se estudié el cambio de la Funcién de Masa (en el limite quiral) como
potencia del momento del gluén, (¢?)%, donde o € [0,1]. Para ello, propusimos un re-
finamiento al modelo MT. Se observé que la relacién con la potencia del momento del
gluén no debe ser lineal, sino polinémica. Vimos que a medida que el valor a decrece,
surgen complicaciones numéricas que tal vez estan relacionadas con le existencias de
soluciones miltiples [19], por lo que para valores de « pequenos, propusimos un modelo
similar al de Nambu-Jona-Lasinio [20]. Juntando éstos dos ingredientes, estudiamos el
cambio de la Funcién de Masa para cualquier valor de o € [0, 1]. Durante el proceso,
se adaptaron los parametros que involucra cada refinamiento de manera que la masa

generada dindmicamente, asi como el condensado, permanecieran invariantes.

4.1.2. Ecuacién de Bethe-Salpeter para el Pion

En el tercer capitulo se estudio la EBS para el pién, empleando la Aproximacién Ar-
coiris con el modelo MT. Tomamos tnicamente la amplitud E(p; P), que corresponde
al covariante 5 de la amplitud de BS. Esto es porque se simplifican considerablemente
los célculos, ademds de que se ha observado que concentra entre el 80 y 90 % de la

contribucién total a la ABS en el infrarrojo [211, 22].
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Para la resolucion de la EBS, se tomé el propagador del quark obtenido en el capitulo
anterior para a = 1 y u = 19 GeV. Mediante la parametrizacién 3ccp, descrita en el

trabajo de Souchlas [22], extendimos el propagador para momentos en el plano complejo.

A partir de ésto, se calculé la masa del pién para m,,q = 3.74 MeV, obteniendo co-
mo resultado 41 MeV, valor que discrepa en 70 % con el valor experimental. Como se
explicé anteriormente, ésto tiene que ver con el hecho de que las masas de los quarks
u/d son muy pequenas, y por lo tanto cualquier desviacién (por minima que sea) en
la parametrizacién 3ccp, afecta de manera significativa. Esta parametrizacion funciona

mejor para quarks més pesados [22].

Por otra parte, en el limite quiral se calculé la constante de decaimiento lepténico del pién
fr, obteniendo fr = 0.126 GeV, valor que difiere en 4 % del experimental (f, = 0.131

GeV). Los resultados se resumen en la siguiente tabla:

Observable || V. Calculado (MeV) | V. Experimental (MeV) | Error

fr 126 131 4%
Mo 41 138.5 70 %

4.2. Conclusiones

De los resultados obtenidos en este trabajo, podemos concluir lo siguiente:

1. Funcién de Masa y El Punto de Renormalizacién: El esquema de renorma-
lizacion empleado para la resolucién de la ESD se probé exitoso. La inclusién de la
constante Zop adicional, por razones fisicas fundamentales, fue crucial en asegurar
que la Funcién de Masa es independiente del punto de renormalizacién. Los tra-
bajos anteriores de Maris y Tandy usan el punto de renormalizaciéon como p = 19
GeV. Uno espera que el punto de renormalizacién p = 4 GeV sea suficiente para
garantizar el comienzo del comportamiento perturbativo de QCD. Nuestro ansatz
modificado, con un factor adicional de Zor logra que las funciones de masa para
los dos valores del punto de renormalizacion, es decir gy = 19 GeV y u = 4GeV,
produzca funciones de masa que son practicamente iguales, con una diferencia de
5% o menos, dependiendo de los momentos involucrados. La independencia de la
Funcién de Masa sobre el punto de renormalizacién también se espera invocando

la renormalizacién multiplicativa del propagador del quark.



Capitulo 4. Resultados y Conclusiones 64

2. Parametrizacion de la Funcién de Masa: El objetivo final de nuestra tesis es
generar las herramientas para poder calcular factores de forma (elasticos y de tran-
sicién) de los hadrones, tanto de mesones como de bariones en un futuro cercano.
Estos cdlculos requieren el conocimiento del propagador de quark en el plano com-
plejo. Dicho célculo tiene enormes dificultades. Por lo tanto, la estrategia razonable
es representar el propagador del quark con una parametrizacién adecuada que se
pueda continuar de manera analitica en el plano complejo. Nosotros seguimos la
pista de Souchlas [22] para escribir el propagador de quark con una representacién
3cep. Posteriormente, también verificamos que es una buena representacién, salvo

a la computacién de la masa de pién que da resultados con un error de hasta 70 %.

3. Amplitud de Bethe-Salpeter: En esta tesis también resolvimos la ecuacion
relativista de Bethe-Salpeter para el estado ligado de un quark y un anti-quark.
El ntmero de las amplitudes de Bethe-Salpeter involucradas depende del espin
del estado ligado. Nosotros estudiamos el pién. Como pién tiene espin cero (es un
pseudo-escalar), se requieren cuatro amplitudes de Bethe-Salpeter para su descrip-
cién completa. Sin embargo, se sabe por experiencia que en el infrarrojo, sélo una
de estas amplitudes es dominante, la llamada E(p; P). En el ultravioleta las otras
amplitudes también juegan un papel importante. Como nosotros calculamos tinica-
mente las cantidades estaticas del pién, utilizamos s6lo Er(p; P). Cabe mencionar
que el calculo eventual de factores de forma debe involucrar todas las amplitudes
para hacer una conexién confiable con QCD asintdtica. Usando nuestro resultado,

evaluamos la masa del pién y constante de decaemiento lepténico de éste.

4. Funcion de Masa y sus consecuencias experimentales: Como hemos men-
cionado anteriormente, el objetivo principal de esta tesis es generar las herramien-
tas para realizar el calculo de factores de forma a un amplio rango del momento
cuadrado del foton que analiza al hadrén. En 2009 aparecieron los resultados expe-
rimentales de Babar [23]. Estos resultados parecian sugerir que el factor de forma

3/2 en vez de la prediccién 1/¢% de QCD asintética.

de mg — yy* decae como 1/q
Resultados posteriores de Belle [24] se acercan mads a las predicciones de QCD pero
hay que esperar resultados mas precisos y a momentos mas grandes para confirmar
o rechazar el acuerdo con QCD. Se planea realizar estas mediciones en el experi-
mento de Belle II. Es bien conocido que el decaimiento asintético del propagador
gludnico, o el acoplamiento efectivo, se transmite en el comportamiento correspon-
diente de la funcién de masa que entra directamente en los célculos de las ABS
y posteriormente de los factores de forma. Para ver qué tipo de comportamiento
asintético de los factores de forma se favorece en el experimento, creemos indispen-

sable estudiar todo el problema variando la potencia a en (¢?)® en el acoplamiento

efectivo. Nosotros ya tenemos los resultados correspondientes para la Funcién de
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4.3.

Masa del quark. Cémo se transmite esta dependencia en las ABS y factores de

forma queda verse.

A futuro

Algunas cosas que quedan para desarrollo a futuro:

. Estudiar cémo cambia la masa del pién en funcién de las masas de los quarks u/d.

A partir de aqui se puede estudiar, por ejemplo, la relacién de GellMann-Oakes-
Renner [] y las formulas de masas de Gell-Mann-Okubo, incluyendo la masa del

quark strange.

. Realizar un estudio similar al de la ESD y observar como cambia la EBS en funcion

de la potencia del momento del gluén.

. Buscar una manera alternativa a la 3ccp para extender el propagador del quark al

plano complejo para obtener mejor resultado para la masa del pién.

. Similarmente, parametrizar la amplitud E(p; P) de manera que podamos extern-

derla al plano complejo.

. Calcular el factor de forma electromagnético de forma electromagnético de los

piones cargados y el factor de forma de transicién 7° — yv* en la aproximacién

de impulso, utilizando E;(p; P) y su parametrizacion.

. Repetir los calculos incluyendo el resto de las amplitudes y realizar comparaciones

con resultados de Babar y Belle. Ademés queremos tener predicciones listas para

futuras mediciones que se van a realizar en JLab y Belle II.



Apéndice A
Renormalizacion de la EBS

El esquema de renormalizacion que usamos en la ESD del capitulo anterior, no fue
utilizado en ningin momento en la resolucién de la EBS para el pién, por lo que todas
las cantidades dependen del corte A. Para remover esta dependencia, como se hizo en el

capitulo 2, veremos cada una de las partes de la ABS:
b A b b
Th1(p; P3 A) = / K(p,q; P; A)Sg(q +nP, MT51(q; P;A)Sp(g— (1 —=n)P;A) . (A1)
q
Un primer paso, es escribir los propagadores como S(q, 1) = Z2rSp(q, A), asi:
b A b b
M P) = 2 [ KpaPIS QP @RS e - (1 -nP). (A2)
q

La parte del Kernel se divide en dos vértices quark-gluén (uno de ellos desnudo para
evitar conteo doble, uno de ellos completo), constante de acoplamiento y propagador
del gluén. Nosotros de entrada simplificamos cada parte para tener la Aproximacion
Arcoiris con el modelo MT, ésto es:
9 0 )\a )\a

K(p.a: Pi) = ~GUA D 5) () & (50 (A3
Ninguna cantidad involucrada en el Kernel esta renormalizada, en primer lugar porque
al introducir directamente este kernel simplificado, nos hemos saltado la parte en la que

se involucran las constantes de renormalizaciéon. Una manera més adecuada entonces, es

comenzar con las cantidades completas:

a

K(p,q; P; A) = —g*(k* A) Dy (k; A) (2%) @Tu(p,¢;A) , (A.4)
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que son cantidades que dependen del corte A. Para quitar esta dependencia, las escribi-
mos en términos de sus versiones renormalizadas, anadiendo las respectivas constantes

de renormalizacion:

a

2247(8)] 23Dy ()] (Aw> ©Zi0 ] (AS)

= —[22232]}] {92(1@2)%”(1@) (A;w) ® Ty (p, q)] :

para asi, quitar la dependencia con el corte A. Siguiendo los pasos de la seccion 2.1,

tomamos:

a

L,(p,q) — Z1F?%,

ZIFQQD,uZ/(k) - Gz(kQ)Dgy(k)v

por lo que ahora el kernel se escribe como:

K P) = (232021 0000 () @ (5 )] - a0

Sustituimos en y obtenemos:
b 2 52 e b b
I (p; P) = [ZgZZFZSZl_F]/ K'(p,q; P)S*(¢+nP)T;(g; P)S"(a — (1—m)P) , (A.7)
q

T kpan-- 00,0 () @ (5] (A8

es el Kernel en términos de cantidades renormalizadas.

Por una parte, tenemos que ZgQZQQFZg; = Z%F; ademds, con el vértice desnudo (apro-

ximacién Abeliana) Z1r = Zop, por lo que la ecuacién se escribe como:

A
Iy (p; P) = ZzF/ K'(p,q; P)S*(q + nP)I'$}(q; P)S* (g — (1 —n)P) . (A.9)

Asi, hemos llegado a una versién renormalizada de la ecuacién [3.1] que es la ecuacién
La forma de con respecto a[3.I] difiere inicamente en el factor Zop que aparece
multiplicando a la integral, por lo que cualquier tratamiento numérico para su resolucién

aplica igual para las dos.



Apéndice B

Matrices gamma y trazas

Ya sea en la ESD o en la EBS, para su resolucién necesitamos tomar trazas que involucran

matrices de Dirac o matrices Gamma. A continuacién se presentan algunas propiedades

de éstas matrices, asi como un ejemplo de la aplicacién de éstas.

B.1. Matrices Gamma

Las matrices gamma, {7°,7!,4% 73}, o matrices de Dirac, se definen mediante su

relacion de anticonmutacion:

{47} =AY A = 29" T

donde I es la matriz identidad de d x d y g"” el tensor métrico.

En 4 dimensiones (d = 4), ademds de estas matrices, podemos definir v°

Que verifica las siguientes propiedades:

)t = 1,
()72 = I,
(" = YA =0,

(B.1)

0~1~2~3

=ty

(B.2)
(B.3)
(B.4)

Para d # 4, en el esquema de regularizacion dimensional, se pueden usar las propiedades

de ésta matriz sin introducir ambigiiedades [25].

Algunas otras propiedades de las matrices + son:

1. Ay, =dl
68
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2. My = (2= d)y”
3. tr[# impar de v] =0
4. tr[y"y¥] = d g*

5. tr[yy" Py = d (9" 9”7 — g 9”7 + 9" g"")

B.2. Trazas

Con las propiedades anunciadas anteriormente, mostramos como ejemplo el calculo

explicito de la traza involucrada en la ecuacién y su contraccién con wa(kz).

k
X trlivs 7uS(q + nP)Ex(q; P)S(q — (1 —n)P)v] .

A 2
Er(p;P) = 411;1/ G(]Z >D2V(k> (B.5)

En este trabajo se tiene n = 1/2, y ademas:
Lal(q; P) = ivs5Ex(q; P)
S(¢*) = —iv-qto, oy,
donde ¢* = ¢+ P/2 y o, = 0ys(q™).
Queremos calcular entonces:
triys yu(—iy - q ol +o)ivsEr(q; P)(—iv-q o, +0)V], (B.6)

que se debe contraer con:
ki ky
<guu - 22> . (B7)

En primera instancia podemos sacar —FE,(q; P) de la traza. Ademads, podemos escribir

v - ¢F como: - ¢t = 7,\(]; Y 74 =4, - De esta manera tenemos que calcular:

— Ex(q; P)tr[ys yu(—ivagy o + 03 )vs(=ivpq, 0y + 05 )0 - (B.8)

+

Vemos que, con los productos cruzados o o, y o, 0, tenemos un nimero impar de

matrices gamma y por lo tanto las trazas se anulan. Asi, inicamente debemos calcular:

trlys Yu(—ingy oy + o) vs(—ivea, 0y + 0 )n] = (B.9)
tr[ys Yu(—ivaay o0 Vs (=174, 05 )n] + s (o sy )wl -
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El primer término de la suma, corresponde a la parte vectorial del propagador, mientras

que el segundo corresponde a la parte escalar.

El célculo de la parte escalar es inmediato: sacamos of de la traza y después inter-

cambiamos el orden entre 5 y 7,, que nos da un factor —1, y asi:
trlye s wl(ogoy) = trlymul(o] o) (B.10)
= Agu(oJoy) .

Contrayendo esta expresion con y multiplicando por Fr(q; P) tenemos entonces:

kuky _ _
<guy — k2 ) 49, Er(q; P)(0f o, ) = 12E,(¢q; P)(0S0y) . (B.11)
Para la parte vectorial, tr[ys v, (—ivaqT Ao )vs5(—iv,q~ poy )1, sacamos de la traza los

factores: —i, o7, 0,7, Y, 7 ¥ Ex(g; P). De esta manera:

tr(ys VsV wlax 4, o 0w =t Vs wlay 6 oy oy (B.12)
= trhwwp%]ﬂq;aiai = 49 gpv — Jup9rv + Gur9rp) j\r ofo

’L) .

Al contraerse con se tiene:

doy o, (4g"-q7) = 16" -q a0y, (B.13)
para la parte correspondiente a g,,, y para la parte correspondiente a k,k, / k2
_( k-gtk-q kg kgt ¢ -q K _ 4
4ot o, (— 2 + 2 — 2 =—4qt - q oo, , (B.14)
asi, al juntar [B.13|y [B.14] y anadir E;(q; P) obtenemos:
(16 = 4)Ex(q: P)g" - q~ 0y 0, =12E:(¢; P)g" - q 00, . (B.15)

De esta forma, juntando y obtenemos:

ky ks o
<9;w 2 >tr[% Yu(=iy - qF oy + 0l )ivs Ex(q; P)(—iv - ¢ oy +o07)v] (B.16)

= 12E:(q: P)(¢" - q ooy +0]07),
que al sustituirse en nos da la expresién del capitulo 3:

. — A G(kQ) + - 4+ - + — .
Eﬂ(pa P) - 4 k‘2 (q g OU OU + 08 US )ETF(Q7P) . (B17)
q




Apéndice C

Método de potencias

En el Capitulo 3, para resolver la EBS necesitamos resolver una ecuacién de eigenvalores
Nos interesa conocer inicamente el eigenvalor dominante, pues es en éste caso que

se tiene el momento P2 = —m?2

mas pequeno y por lo tanto corresponde al estado base.
Puesto que no estamos interesados en el resto de los eigenvalores, podemos emplear el

método de potencias.

Definicion:
Sean A1 - - - A, los eigenvalores de una matriz n x n. El eigenvalor \; se llama eigenva-
lor dominante si [A1]| > |\;|Vi # 1. Al eigenvector que corresponde a este eigenvalor,

le llamamos eigenvector dominante.

Naturalmente, no todas las matrices tienen eigenvalor dominante, como es el caso de la
matriz diag(c, —c), con ¢ # 0. En este caso, claramente los eigenvalores son A 2 = ¢, —c

y no se cumple la definicién anterior.

Dicho ésto, el método de potencias para una matriz A de dimensiones n X n, con-

siste en lo siguiente:

1. Comenzamos con un vector arbitrario no nulo zg € R™.
2. Llamamos x1 al vector que resulta de aplicar la matriz A a xg, 1 = Axy.

3. Normalizamos x; de forma que |z1| = 1.
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4. Se procede de manera similar iterativamente, ésto es:

r1 = A.’L‘o

Ty = Axl = A(Axo) = A2x0

Ty = A(AIEj,l):AjZL‘O

En cada iteracién se normaliza a uno el vector correspondiente, para evitar el riesgo de
que la magnitud del vector crezca indefinidamente. Para un j lo suficientemente grande,
nos habremos acercado mucho al eigenvector dominante, ésto es: x; — x, donde x es el

eigenvector dominante.

Finalmente, para calcular el eigenvalor dominante, utilizamos el cociente de Rayleigh:

(Ax)-x:)qx-m:)\l' (1)

T T xXr- T

La convergencia de éste algoritmo depende del cociente |A;/A;|, i@ # 1. En particular,
cuando || es cercano a |A1| se tiene una convergencia lenta. Afortunadamente, este no

es el caso de la matriz en la ecuacién
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