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Resumen

Si observamos un conjunto de datos numérico y nos preguntan ;Cudl es la
probabilidad de que el nimero 1 sea el primer digito significativo? de manera
casi inmediata contestariamos que es 1/9, pues teniendo nueve opciones, {1,...,9},
nuestra intuiciéon nos haria pensar que los nueve digitos tienen la misma probabi-
lidad. Pero esto es erréneo, en realidad es log;y(2). Estas probabilidades nos la
proporciona la ley Benford, que en un principio fue considerada como un fenémeno
matematico “curioso”, pero en la decada de los 70’s se empez6 a utilizar en apli-
caciones, principalmente en la computacion, por lo que fue necesario obtener un
mejor entendimiento de esta ley. No fue hasta los 90’s que Hill, utilizando la teoria
de Lebesgue, logro la justificacién matemaética de la ley Benford, pero no entendié

bien la naturaleza de esta ley.

El objetivo de este trabajo es entender la naturaleza de este fenémeno, para ésto
nuestra herramienta de trabajo es el andlisis de Fourier, con el que encontraremos
condiciones suficientes para que una variable aleatoria satisfaga la ley Benford. Des-
pués proponemos un modelo bastante sencillo en el grupo Zs x Zs para entender el
comportamiento de la ley Benford en este grupo. Luego, generalizaremos la idea del
modelo a los reales positivos, cumpliendo con nuestro objetivo. También hacemos
algunas simulaciones para ver que tan 1til puede ser la ley Benford en conjunto con

la prueba y? para detectar anomalias en conjuntos de datos.



Capitulo 1

Introducciéon

La ley Benford sobre el primer digito significativo describe una propiedad que
comparten muchos conjuntos de datos. En particular, de esta ley podemos deducir
que la frecuencia de la aparicién del primer digito significativo no es uniforme, es

decir, no es 1/9 como esperarfamos.

Para entender lo que dice la ley Benford nos apoyaremos en las funciones Dg ),
que al evaluarlas se obtiene el i-ésimo digito significativo de £ escrito en base /.
Por ejemplo Di,(0.00426) = 4, D?,(0.00426) = 2, D}(421) = 3 y D3(421) = 4
(421 = 3141 en base 5).

Escribiremos D? = Dj,, para referirnos a las funciones del i-ésimo digito en
base 10. Note que Dé RT = {1,...,8-1}y Dé :RT — {0,1,...8 — 1}, para
i # 1, donde R = (0, 00).

Lo que dice la ley Benford es que la frecuencia de la aparicién del primer digito

significativo esta dada como sigue

P{DHE) =) = ogy ()

coné € R yde{l,2,...,9}. Con ésto, la ley Benford se traduce en términos de

las frecuencias del primer digito significativo.

A continuacién veremos un poco de la historia que ha girado en torno a la

ley Benford, su descubrimiento y algunas de las ideas que han surgido através del
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tiempo intentando, en su mayoria de manera errénea, explicar el comportamiento
de la ley Benford. Encontraremos que la justificacion matematica se hizo casi un
siglo después de su descubrimiento introduciendo hipdtesis como invarianza bajo la

escala e invarianza bajo la base.

1.1 El descubrimiento de la ley Benford

En 1881 Simon Newcomb, astrénomo americano, publicé un articulo [24] en el
que expresa lo siguiente: “Que los diez digitos no ocurran con igual frecuencia debe
ser evidente para cualquiera que haga uso de las tablas logaritmicas.” Newcomb
informoé que las primeras paginas de las tablas logaritmicas son mas usadas que
las dltimas, con lo cual establecié: “La ley de probabilidad de la ocurrencia de los

numeros es tal que la mantisa de sus logaritmos es igualmente probable.”

Newcomb concluy6 que

P(DYE) = dp =tom (7). 0

Es decir, la probabilidad de que un ntimero real positivo £ tenga como primer digito

significativo 1 (en base 10) es aproximadamente 0.301, véase la tabla 1.



P{D'(¢) = d}
0.301

0.1761

0.1249

0.0969

0.0792

0.0669

0.0580

0.0512

0.0458

© ||| ok |w o —]|a,

Tabla 1. Frecuencias del primer digito significativo segin la ley Benford.

Recordemos qué cosa es la mantisa del logaritmo de un ntimero real positivo
€ en base 10. Si vemos a & como un producto de la forma ¢ = r x 10*, donde

1<r <10y k=max{x € Z: 10" < ¢}, entonces
log,o & =log,gr + k.

La mantisa del logaritmo en base 10 de & es log,yr. Esto se puede hacer para
cualquier base (3, con 8 > 2 entero. Por ejemplo consideremos los siguientes

numeros:
1674, 0.0784, 354.7 y 0.0003547.

Tenemos que 1674 = 1.674 x 103, 0.0784 = 7.84 x 1072, 354.7 = 3.547 x 10% y
0.0003547 = 3.547 x 10~*. Entonces, las respectivas mantisas de los logaritmos
son las siguientes: log;((1.674) = 0.224, log,((7.84) = 0.894, log,,(3.547) = 0.55 y
log,,(3.547) = 0.55.



Cabe hacer notar que Newcomb no ofrecié prueba alguna de este fenémeno
del primer digito significativo, su descubrimiento fue intuitivo. Més tarde, 57 anos
después del descubrimiento de Newcomb, la ley fue redescubierta por el fisico Frank
Benford [5] ofreciendo evidencia empirica basada en frecuencias de los primeros
digitos significativos provenientes de 20 tablas diferentes. En estas tablas incluia
areas de superficies de rios, calor especifico de compuestos quimicos, estadisticas
de la liga americana de baseball, direcciones postales, etc. Diaconis y Freeman
[9] ofrecieron evidencia de que Benford manipul6 algunos errores de redondeo para
obtener un mejor ajuste a la ley Benford, aunque los datos no manipulados son una
buena aproximacion. El articulo de Newcomb fue pasado por alto, por lo que el

fenémeno del primer digito significativo fue conocido como la ley Benford.

Newcomb también formulé la ley del segundo digito significativo. Esta ley

afirma que

10><I<;+d)+1> )

9
P{D*¢) =d} = 1 (
R
cond € {0,1,...,9}.
Aparte de la evidencia que ofrecié Benford, se ha ofrecido bastante eviden-

cia empirica adicional, como lo son algunas constantes fisicas, la vida media de

elementos radioactivos, datos contables, etc.



1.2 Algunas explicaciones de la ley Benford

Desde Benford, han surgido numerosas explicaciones acerca de las frecuencias
que aparecen en la tabla 1. Tuvo que pasar casi un siglo desde lo que observd
Newcomb hasta encontrar alguna explicacién matematica satisfactoria, lograda por
Hill en los 90’s. Aunque con ésto Hill no pudo resolver el problema de entender
bien la naturaleza de la ley Benford, en cambio si pudo encontrar el espacio de
probabilidad adecuado para la ley Benford y demostré que la tinica distribucién del

digito significativo es la logaritmica, también conocida como distribuciéon Benford.

Uno de los primeros intentos de explicar la ley Benford fue investigando el con-
junto de los niimeros naturales, intentando probar que la ley proviene naturalmente
de nuestro sistema numérico. Como un comienzo se intenté demostrar que el con-
junto de nimeros naturales con primer digito uno, {1,10,11,...,100, 101, ...}, tiene
una probabilidad de log;, 2 en los naturales. El problema con el que se encontraron

es que este conjunto no tiene alguna densidad natural, es decir, el limite

1
lim —#{i e N:i<ny D'(i) =1},

n—oo n

no existe, ya que oscila entre 1/9 y 5/9, como se puede observar en la figura 1.

Hay varias formas de definir un limite de este tipo, muchas de ellas nos conducen
al deseado log; 2, pero el problema sigue siendo el mismo para esas explicaciones:
Los métodos de suma e integracién para el caso discreto (numeros naturales) y
continuo (nuimeros reales positivos) no son tnicos y muchos de ellos no nos conducen

a la ley Benford.

Aunque probemos que el conjunto de niimeros reales positivos con primer digito

significativo d tiene una densidad log;,(1+d '), no se ha solucionado el problema de

)
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Figura 1.

entender el comportamiento de la ley Benford. No basta con medir esos conjuntos,
por lo que siguieron surgiendo hipétesis. Las hipdtesis subsecuentes se centraban
en la suposicion de que la ley Benford es una ley que se cumple en la naturaleza y

por lo tanto es universal.

El deseo por entender el fenémeno del primer digito significativo crecié expo-
nencialmente en los 70’s debido, en su mayoria, al auge de las computadoras, ya
que bajo la suposicién de que la ley Benford es una ley universal, se podian obtener
aplicaciones como el optimizar errores de redondeo al hacer operaciones, encontrar

bases 6ptimas para el almacenaje de datos, etc.

Una de las aplicaciones que se le ha visto gran futuro es la deteccién de fraude,
como lo mostré Nigrini [25] en su tesis doctoral. Actualmente se siguen proponiendo
aplicaciones basadas en la ley Benford para la deteccién de fraude. Por eso es
necesario entender la naturaleza de la ley Benford, ya que con su ayuda se pueden

desarrollar aplicaciones en diversas areas.
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1.3 Hipotesis clave

Hubo un momento en que la ley Benford estuvo en un entorno misterioso, en
el sentido de que no habia algin argumento puramente matematico que pudiese
explicar este fendmeno. Entonces ;Qué es la ley Benford? y ;Cuando un conjunto
de datos satisface la ley Benford? El dia de hoy podemos afirmar que no hay
misterio alguno y podemos atrevernos a decir que entendemos la ley Benford, pero

para ello veamos las hipdtesis que fueron la clave para abordar este fenémeno.

Quien dio la pauta para abordar la ley Benford fue Pinkham [26], con la
siguiente hipdtesis: “Si hay alguna ley universal en la naturaleza, entonces de-
beria aparecer sin importar las unidades que se utilizan para contar.” Por ejemplo,
pensemos en un conjunto de datos que satisface la ley Benford y supongamos que
los datos son expresados con el sistema Inglés. Si los datos son expresados con el
sistema MKS, el conjunto debera satisfacer la ley Benford. El convertir unidades a
otras se logra por medio de la multiplicacién de un escalar. Con esto diremos que

la ley Benford es invariante bajo la escala.

El principal problema de esta hipdtesis, como lo mostro Knuth [20], es que no
hay una medida de probabilidad que sea invariante bajo la escala en los subconjuntos
Borel de R*, ya que la medida del conjunto (0,1) deberd de ser la misma que
la medida de todo intervalo (0,t¢), con t € R™, lo cual contradice la aditividad
contable en probabilidad, por lo que la medida debe ser 0. El asumir esta hipotesis
como verdadera implicara invarianza bajo la base, es decir, si un conjunto de datos
satisface la ley Benford no importa la base que utilizemos para escribir los datos,

de igual manera satisfaceran la ley Benford. Invarianza bajo la base al igual que
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invarianza bajo la escala son propiedades que caracterizan a la ley Benford.

Con esto en mente, el problema se reduce a encontrar el dominio apropiado
para la ley del digito significativo, lo cudl hizo Hill [17]. Pensemos en el conjunto
de todos los nimeros reales positivos con primer digito significativo k£ en base 10,

{D'(&) = k}, entonces

{D'(&) =k} = | J[k k+1)x 10",

nez

conk € {1,2,...,9}. Andlogamente, consideremos los conjuntos con m-ésimo digito
significativo j, {D™ (&) = j}, conm € N\ {1} y j € {0,1,2,...,9}. Consideremos
como espacio muestral a R y sea la o-dlgebra de los eventos el o-campo generado
por {D!, D? ...}, la cual denotaremos por M. Esta o-dlgebra es conocida como
la o-algebra mantisa. Note que esta g-algebra es un sub-o-campo de los conjuntos

Borel, y que en efecto

SeM — s=J Bx10m,

neZz

para algin conjunto Borel B C [1, 10).

La o-algebra M tiene las siguientes propiedades:

i. Todo conjunto no vacio en M es infinito con puntos de acumulacion en 0 y

en oo.

ii. M es cerrada bajo multiplicacién escalar, es decir,
s>0ySeM=s5e M.
iii. M es cerrada bajo raices naturales, pero no bajo exponentes naturales

meNySeM= S/ e M.
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iv. M es auto-similar en el sentido de que si

SeM entonces 10mS =S5, paratodo m€Z.

Las contradicciones antes mencionadas respecto a invarianza bajo la escala se
han eliminado gracias a la propiedad (ii). La propiedad (iii) nos proporcionara la

invarianza bajo la base, como lo veremos en la siguiente seccidn.

También podemos formular la ley general del digito significativo (en base 10)
de la siguiente forma
. ] . .
P{DY(¢)=dy,...,DI(€) =d;} =log,, | 1+ (Z d; % 10“> . (3)
i=1
cond; €{1,2,...,9} yd; € {0,1,2,...,9} para j # 1. Un corolario interesante de

la ley general del digito significativo como lo mostré Hill [16], es el siguiente:
Corolario 1. Los digitos significativos son dependientes.

Note que de (2), la probabilidad incondicional de tener a 3 como segundo
digito significativo es aproximadamente 0.1043, mientras que por (3) la probabilidad
condicional de tener a 3 como segundo digito significativo, dado que el primer digito

es 1, es aproximadamente 0.1069.

En las figuras 2 a 5 se muestran las frecuencias para el primer, segundo, tercer
y cuarto digito segin la ley Benford. Note que cuando n crece la diferencia entre las
fecuencias tiende a ser menor, es decir, cuando n — oo la distribuciéon del n-ésimo

digito significativo tiende a ser la uniforme.



Primer Digito

Figura 2. Frecuencias del primer digito segiin Benford.

Segundo Digito

Figura 3. Frecuencias del segundo digito segin Benford.

Tercer Digito
o1k

0.09
0.08
0.07F
0.06
0.05F
0.04
0.03
0.02
0.01

Figura 4. Frecuencias del tercer digito segiin Benford.

1.4 Invarianza bajo la escala y bajo la base

Con el espacio de probabilidad apropiado, podemos ahora introducir la nocién

de invarianza bajo la escala.
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Cuarto Digito

0.1+
0.09
0.08
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01

Figura 5. Frecuencias del cuarto digito segin Benford.

Definicién 1. Una medida de probabilidad P en (R*, M) es invariante bajo la

escala si P(S) = P(sS), paratoda s >0y S € M.

Como veremos en el siguiente teorema, la invarianza bajo la escala es una

caracterizacion de la ley Benford.

Teorema 1. Una medida de probabilidad P en (R*, M) es invariante bajo la
escala si y sélo si satisface la ley Benford, es decir,

P (U [1,t) X 10”) =log,ot, paratoda te€ [1,10). (4)
nez

Para la demostracién véase Hill [17].

Invarianza bajo la base es otra hipdtesis que caracteriza a la ley Benford. Para
dejar més clara esta idea pensemos en {D!(¢) = 1}, que como vimos anteriormente
es el conjunto de nimeros positivos con primer digito significativo 1 (en base 10).

Este conjunto puede ser reescrito de la siguiente forma

{Dy =1} = J[1,2) x 107

nez
= |J11,2) x 100" U (] [10,20) x 100,
nez nez
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que resulta ser el conjunto de nimeros positivos cuyo primer digito significativo
en base 100 esta en {1,10,11,...,19}. Recordemos que el espacio de probabilidad
apropiado M lo encontramos en términos de la base 10. Ahora para generalizar esta
idea a cualquier base 8 > 2, reemplazemos 10 por 3 y log;, por loggz. A este espacio
lo representaremos como Mg. Todas las propiedades, definiciones y teoremas son
analogos al caso f = 10. Con ésto en mente podemos introducir la definiciéon de

invarianza bajo la base.

Definicién 2. Una medida de probabilidad P en (R*, Mg) es invariante bajo la

base si

P(S)=P(SY™) vparatoda meN yparatodo Se Ms.

Esta definicién no es lo suficientemente fuerte, ya que en un principio sélo se
es invariante bajo potencias de la base inicial. Con el siguiente teorema veremos
que ésto es suficiente para cualquier base. Sea 1 la delta de Dirac del conjunto
S1 = Unez{1} x B". Note que 6; estd definida para todo S € Mg por §:(S) = 1,

si S1 € S,y 0 en otro caso. Sea Py, la medida de probabilidad en (4), es decir,
P, <U [1,t) x ﬁ”) = logg(t), paratoda te€[1,5).
nez

Ahora podemos formular el teorema 2, que al igual que el teorema 1 caracteriza a

la ley Benford.

Teorema 2. Una medida de probabilidad P en (R*, Mp) es invariante bajo la
base si y sélo si
P =¢P; + (1 —q)dy,

12



para algin q € [0, 1].

Para la demostraciéon véase Hill [17]. De los teoremas 1 y 2 se siguen los

siguientes corolarios.

Corolario 2. La distribucién logaritmica es la tnica distribucién invariante bajo

la base.
Corolario 3. Invarianza bajo la escala implica invarianza bajo la base.

Con este andlisis podemos generalizar la ley Benford (1) para cualquier base
B €Z, con 8> 2 quedando de la siguiente forma

P(DYE) = d) —log (7). 5)

conde{l,2,...,5—1}.

Anélogamente, de (3) podemos formular la ley general del digito significativo

para cualquier base [ > 2 entero, quedando de la siguiente forma

=1

P{Dg(&) = di, D3(&) = da, ..., D4(€) = d;} = logg <1 + (O _di x 5]_’)_1> , (6)
cond; € {1,2,...,6 -1} yd; € {0,1,...,5 — 1}, para j # 1.

Con ésto no hemos resuelto del todo el problema del fenomeno del digito sig-
nificativo, ain sigue el problema de entender la naturaleza de la ley Benford. En
el capitulo 3 encontraremos condiciones suficientes para que una variable aleatoria
satisfaga la ley Benford. Estas condiciones suficientes podrian hacernos dudar de la
universalidad de la ley. En el capitulo 4 nos reconciliaremos con la idea de la univer-
salidad de la ley Benford con la ayuda de un modelo bastante sencillo. Finalmente

generalizaremos la idea del modelo simple a RT, abarcando el caso general.
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1.4 Aplicaciones

Desde que Newcomb descubrié este fenémeno del digito significativo, la ley
Benford parecia ser s6lo un fenémeno matematico curioso, sin ninguna aplicacion
aparente. En los anos 70’s, con el auge de las computadoras empezaron a sur-
gir aplicaciones muy interesantes. Cabe aclarar que son diversas las ramas en
las que se puede aplicar la ley Benford. Por ejemplo en computacion, teoria de
numeros, ecuaciones diferenciales, estadistica, termodinamica, etc. A continuacién

mencionaremos algunas de estas aplicaciones.

Hamming [14] ha propuesto aplicaciones de la ley Benford al problema de situar
el punto decimal (binario) en el sistema nimerico de una computadora, con el fin de
minimizar el nimero de cambios de normalizacién después de calcular un producto,
al problema de la estimaciéon de la representacion de error de nimeros en base
2 y base 16, y al problema de la propagacion de errores por redondeo. Schatte
[29] expone que al escoger como base b = 23, se optimiza con respecto al uso de
almacenamiento. Barlow y Bareiss [4] concluyeron que la computadora logaritmica
tiene errores mas pequenos en los intervalos de confianza por errores de redondeo

que la computadora con punto flotante.

Varian [31] propuso usar a la ley Benford como una prueba de sensatez para
datos, inspeccionando prondsticos de modelos matematicos como prueba de bondad
de ajuste a la ley Benford. El utilizé esta idea para inspeccionar modelos para la
produccién econémica y prondsticar areas de terrenos, entre otros usos. La idea
fundamental en estas aplicaciones es: si datos de la vida real satisfacen la ley

Benford, entonces buenos modelos matematicos deberan satisfacerla.
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Hamadeh [13] en su tesis de maestria propone utilizar a la ley Benford para
su uso en la seguridad inalambrica, para evitar la invasién de la red por intrusos y

también para su utilizacién en la modelacion de trafico en la red.

Nigrini [25] en su tesis doctoral propone el uso de la ley Benford para de-
tectar fraudes en datos contables. La hipodtesis en la que se basa Nigrini es que
datos financieros verdaderos (sin alterar) deberian aproximarse a la distribucién
Benford, mientras que datos alterados deberian desviarse considerablemente de la
distribucién Benford. Crowder [8] afirma que estafadores con frecuencia carecen de
creatividad y tienden a inventar nimeros que sean multiplos de 5, 10 y 25. Se han
desarrollado bastantes pruebas utilizando la ley Benford para detectar anomalias en
datos contables. Algunas de ellas incluyen la prueba del primer digito significativo,
el segundo digito significativo, los primeros dos digitos significativos, los primeros
tres digitos significativos, duplicidad de niimeros, redondeo y los tltimos dos digitos.
Cada una de estas pruebas tienen ciertos usos. Por ejemplo, la prueba de los tres
primeros digitos significativos se utiliza para checar duplicidad de datos y para se-
leccionar muestras para hacer auditoria, mientras que la prueba de los dltimos dos
digitos es utilizado para identificar datos inventados o redondeados. El problema
de las pruebas del primer y segundo digito significativo es que se necesitan muestras
grandes para poder arrojar concluciones confiables y solo identificaran anomalias
obvias. Varian [31] propone usar la ley Benford como una prueba de la veracidad de
los supuestos datos cientificos aleatorios. La ley Benford es sélo un indicador para
detectar fraude y, aunque tiene sus limitaciones, utilizarla conjuntamente con otras
herramientas para la deteccién de fraude puede resultar en una aplicacién bastante

util y poderosa.
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Capitulo 2

Conceptos Basicos

En este capitulo estudiaremos algunos conceptos basicos de probabilidad, lemas
y teoremas que nos seran de gran utilidad para abordar el problema de entender la

ley Benford.

Recordemos que una variable aleatoria X es una funcién X : 2 — R, donde
Q es el espacio muestral y R los nimeros reales. Una variable aleatoria X es
discreta si su rango es contable y si su funcién densidad p : R — [0, 1], es tal que
p(k) = P{X = k}. La funcién distribucién G y la funcién densidad p de X estan

relacionadas de la manera siguiente

Gz)=P{X <a}= > pla) vy p)=G) — lim G(y).

ix; <z

Una variable aleatoria Y se dice que es continua si su funcién distribucion F,

donde F(y) = P{Y <y}, puede escribirse como

r) - [ ",

para alguna funcién f integrable, f : R — [0, 00). La funcién f es llamada funcién
densidad de la variable aleatoria continua Y. Las propiedades de la funcion dis-

tribucion F' son las siguientes:
i. F(—o0) =limy,_o F(y) =0y F(o0) = limy_, F(y) = 1.
ii. F' es mondtona creciente, es decir, F'(a) < F(b) para a < b.
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iii. F' es continua por la derecha, esto es,

lim F(y) = F(a).

y—a~t

Con esto en mente veamos las siguientes definiciones.
2.1 Conceptos

Definicién 1. Sea X una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad
p. La esperanza de X denotada como E(X) (o media u) estd dada por
E(X)=p=> k-pk).
k
De manera similar, si Y es una variable aleatoria continua con funcién densidad f,

entonces

E(Y)=u=/oo y- f(y)dy.

Aqui hemos supuesto que la suma y la integral existen.

Definicién 2. La varianza de una variable aleatoria es la esperanza del cuadrado

de la desviacién de p. Si X es discreta con funcién de probabilidad p,

V(X)=0" =E[(X —p)’] = (k—n)* - p(k).

k
Si Y es continua con funcién densidad f,
V) =0 =Bl =0 = [ (- wP ) dy.

Si E(X?) o E(Y?) no son finitas, la varianza no estd definida.
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Definicién 3. La funcién de distribucion conjunta de X y Y es la funcién F', con

F:R? — [0,1], que estd dada por

Flr,y) =P{X <2,V <y}.

Definicién 4. Las variables aleatorias X y Y son conjuntamente continuas con

funcién densidad conjunta f : R — [0, 00), si

y T
F(z,y) = / / flu,v)dudv para cada x,y € R.

Definicién 5. La esperanza condicional de Y, dado que sucedié X = x (para toda
x tal que fx(x) > 0), estd definida por

[e.°]

yfyx (ylz) dy,

E[Y|X = z] :/
donde

fxy(@y)  fxy(zy)
fY|X(y|$) B fx(x) B fix;o fxy(z,y) dy

Se tienen las siguientes propiedades:
i. EY] = [T _E[Y|X =]fx(z)dx.

ii. E[g(X)Y|X = z] = g(z)E[Y|X = z|, donde g es una funcién de valores

reales uno a uno.

Definicién 6. La varianza condicional de Y, dada X, con X y Y variables aleatorias
conjuntamente continuas, estd definida por
VIVIX =a) = [ (- BIYIX =) frixlola) dy
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suponiendo que E[Y?] < oo.

La siguiente proposicién nos serda muy util, ya que en el capitulo 4 la utilizare-

mos para entender el comportamiento de la ley Benford en el grupo Z, x Zs.

Proposiciéon 1. Sean X y Y variables aleatorias conjuntamente continuas, en-

tonces la varianza de Y es igual a
VY] =E[V[Y|X]]+ VIE[Y|X]].

Demostracién. Supongamos que E[Y] < co. Por la propiedad (i) y (ii) de la

esperanza condicional, haciendo g(x) = 1 tenemos que
E[Y] = E[E[Y|X]].
Entonces se sigue que
V[Y] = E[(Y - E[Y])’] = E[E[(Y - E[Y])?|X]].
Note que para cualquier variable aleatoria Z tenemos que
E[|Z — af?] = B[|Z — B[Z]]] + (E[Z] - a)*.
Entonces
E(lY - E[Y]|*|X] = E[|Y - E[Y|X]*|X] + (E[Y]X] - E[Y])*.

Tomando esperanzas por ambos lados obtenemos
V[Y] = BE[Y — E[Y]]?|X]]
— E[E[|Y — E[Y|X]P|X]] + E[(B[Y|X] - E[Y])?
= E[V[Y|X]] + VE[Y|X]). B
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Teorema 1. (Desigualdad de Chebyshev). Sea X una variable aleatoria con

media ji y varianza o?. Para e > 0,

0.2

P{X -pl<ef>1-%

)
E2

o de manera equivalente
2

o
P{X -l 2} < =
Demostracién. Para el caso continuo, si f(z) es la funcién densidad de X,

vixl= [ @-ppi@

— 00

[ e wps@ans [ e pps@ans [ @ ppie e

—o0 n—e e

Omitiendo la integral no negativa de en medio, ya que f(x) > 0 para toda =z,

obtenemos la siguiente desigualdad,

(o]

vix)= | @ () de [ -

— 00 e

> /M_me(x — W2 f(x) d

2
> /Ix—ulze € f(x)dx

= EP{|X — u| > €}

Entonces
VX 2
PYX —pl 2 e < Y2 - T

€2 €2

Si la variable es discreta, reemplazamos las integrales por sumas. i

Proposiciéon 2. Si X y Y son variables aleatorias independientes que tienen como
funcién densidad a fx(x) y fy(x) respectivamente, entonces la variable aleatoria

Z = X Y tiene como funcion densidad a

fz(z) = /000 Ix <g> fY(y)%-
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Demostracion. Sea F' la funcién distribucién de Z, entonces

F(z) =P{Z < 2} = P{(X,Y) € 4.} = / / ey

donde A, = {(z,y)|lzy < 2z} = {2 <0y > 2} UH{z > Oly < 2} v f(z,y) es la
densidad conjunta de X y Y. Supongamos que la integral existe, entonces por el

teorema de Fubini podemos cambiar el orden de integracién, asi

e = [ OOO ( sz(x,y) dy) ot [ ( / Z:f(r,y) dy) di

Haciendo y = ¥ (dy = %), obtenemos

F<Z>=/0 (/_wf(w,§>%> i e
L (e e [T DY)
/ (/ i vdv>

Si encontramos una funcién g(z) tal que F(z) = ffoo g(z)dx, diremos que g(x) es

_|_
c\g
N
\N
8

kﬁ

®

L

8| &
N————
o8
&

la funcién densidad de Z. Intercambiando el orden de intregacién obtenemos

v dx
= [ (e D) o
IZ‘I
Asi la funcién densidad de Z es
v dx
/ fa
!:r!

Como X y Y son variables aleatorias independientes, por definiciéon tenemos

f(z,y) = fx (@) fy(y)
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Entonces la funcién densidad de Z la reescribiremos como
v dx
/ fx(z)fy( )
2|

En caso de que X y Y sean variables aleatorias independientes positivas, tenemos

fz(z) =0paraz<0y
/ (@) ( v)da:

:/0 fx(a)fY(w)?

La siguiente definicién nos serd de gran utilidad en el capitulo 3, ya que nos

ayudard a encontrar funciones de densidad.

Definicién 7. La transformada de Mellin de la funcién g(x) en s + 1 denotada

como Mg(s), esta definida por

El siguiente lema es muy interesante ya que con él podremos construir produc-
tos de variables aleatorias que satisfacen la ley Benford, dado que alguna de ellas

la cumple.

Lema 1. Sean X y Y variables aleatorias independientes con funcion densidad g1 y
go respectivamente, entonces la transformada de Mellin de g, donde g es la funcién

densidad de la variable aleatoria Z = X - Y, esta dada por



Demostracién. Sabemos por la proposicién 2 que g(z fo g1(z/y)g2(y) L.

My(s) = /OC>o 2°g(x) do = /OOO z® </OOO 91 (g) ga(@/)%) dx.

Supongamos que la transformada de Mellin existe. Por el teorema de Fubini pode-

Entonces

mos cambiar el orden de integracién, entonces

g(s) = /OOO </000 z°g1 (”;) gz(?/)?) dy.

Haciendo el cambio de variable x = yz (dx = ydz), tenemos

My(s) = /0 N < /0 OO(yZ)Sgl(Z)gz(y) d2> dy
= /Ooo ¥ 92(y) (/Ooo 2°g1(2) d2> dy
= ( /O N Yy°92(y) dy> ( /0 N 2°91(2) d2>

= Mgl (S)M92 (S) l
Como vimos en el capitulo 1, se ha utilizado la teoria de Lebesgue para abordar
a la ley Benford. En nuestro caso utilizaremos el andlisis de Fourier para entender

esta ley. En el capitulo 3, usaremos el siguiente teorema del analisis de Fourier para

encontrar condiciones suficientes para que una variable aleatoria satisfaga Benford.

Teorema 2. (Férmula de la suma de Poisson). Si f € L'(R), entonces

Z fx—|—n Z f 27r'm,:v

n=-—oo n=-—00

donde f(n) es el n-ésimo coeficiente de Fourier, f f f(z)e? @ dx. En
otras palabras, los coeficientes de Fourier de la periodizaciéon de f estan dados

precisamente por los valores de la transformada de Fourier de f en los enteros.
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Demostracién. Para ver ésto, es suficiente mostrar que ambos lados (las cuales
son continuas) tienen los mismos coeficientes de Fourier (vistas como funciones en
el circulo). Es claro que el m-ésimo coeficiente de Fourier de la parte derecha es
f(m). Para la parte izquierda, haciendo F(z) = Z?’;_OO f(x+ 7), es facil notar
que F(z) es una funcién periddica de periodo 1. Entonces el m-ésimo coeficiente

Fourier de F(x) es

1
F(m):/o F(z)e*™ ™™ dy

IS s g

0

j=—00

(o) 1 ‘
= Z / f(x+j)62m”3mda:.
j=—00 "0

Haciendo y = = 4 j obtenemos que

oo

J+1 ' B
By = Y0 [ fgemmizmim gy
J

j=—c0

Teorema 3. (Lema de Riemann-Lebesgue). Sea ¢ una funcién continua y
periodica de periodo 1, ¢ : R — R. Suponga que fol p(z)dz = 0. Entonces para

toda funcion integrable f : [0,1] — R, se cumple que

1
lim f(x)p(nz)dz = 0.

n—oo 0

Demostraciéon. Supongamos que f es continua. Para toda e > 0 existe n € N tal

que para todo par x,y € [0, 1] tal que |x — y| < 1/n, se cumple que

Q)
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Sea K = fol |p(z)| dz. Para cada 1 < j < n tenemos fjj_l f(%)go(ac) dx = 0, y por

lo tanto uniformemente en 7,

/Jilf@) o(z) dx S/jil f(%) —f(i>‘!g0(a:)|dx<l(e.

1n
<>

j=1

Entonces

p(nz) dr < Ke.

[ 1(C) et

En el caso en el que f es solamente integrable, pero no necesariamente continua,

sea h una funcién continua tal que [ |f — h| < e. Entonces

o(nz) dz

/ h(z)p(nx) dt‘

< o lo(e |/ () — h(a)| do +

y la tltima integral tiende a cero cuando n — oco. |

En el capitulo 3 aplicaremos el siguiente lema para producir variables aleatorias

que satisfacen la ley Benford de manera aproximada.

Lema 2. Sean £ una variable aleatoria con valores en los reales positivos y f(x) su

funcién densidad. Entonces

‘/00 flx)e 2™ dp| < 1

para toda j € Z \ {0}.

Demostraciéon. Por ser f funcién de densidad de & tenemos que

/_°° fayde=1  y  f@) =0
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Entonces

< [ 1s@ena

— 00

‘/00 f(x)ef%rijm dax

_ /OO F(@)]e27| d < 1.
Supongamos que alguna de las igualdades se cumple para algin j € Z\ {0}, entonces
1= /00 f(z)e ™97 dg
= /00 f(x)(cos(2mjzx) — isen(27jx)) dx
= /OO f(x) cos(2mjx) dx.

Asi
0= / f(@)(1 — cos(2mjx)) dx,

pero esto implica que f(x) = 0, ya que 1 — cos(2mjx) > 0, lo que es una con-
tradiccién dado que f es una funcién de densidad. Para ffooo flx)e 2™z gy = —1

el razonamiento es analogo, por lo tanto la desigualdad es estricta. |
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Capitulo 3

Condiciones suficientes para satisfacer Benford

En este capitulo presentaremos dos teoremas que proporcionan condiciones
suficientes para que una variable aleatoria absolutamente continua obedezca la ley
Benford. Nuestra herramienta de trabajo es la formula de la suma de Poisson
del analisis de Fourier. Con estas dos condiciones suficientes notaremos que la ley
Benford no se observara siempre en conjuntos de datos numéricos. Esto parece
contradecir la universalidad que conocemos acerca de esta ley que se observa en la
naturaleza. Mads adelante, en el capitulo 4, nos reconciliaremos con la idea de la

universalidad de la ley Benford.

3.1 Condiciones para satisfacer la ley Benford

Sean 8 > 2 un entero y £ una variable aleatoria con valores en R, con g(x)

como su funcién densidad. Sean r =r¢ € Ry k = ke € Z tales que
&=rx gk,

con k = max{r : 8 < &}y 1 < r < 3. Entonces logz§ = loggr + k, por
lo que logg & = loggr (mod 1). Note que Dé(f) = Dl}_j(r), es decir, el primer
digito significativo de £ es el mismo que el de r. Entonces tenemos que calcular
la probabilidad P{Dé (&) =d}, cond € {1,2,...,5 — 1}, es equivalente a calcular
P{Dj(r) = d}, donde

P{D4(r)=d} =P{d <r <d+ 1} = P{logs(d) < logzr < logz(d+1)}.
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Esto nos recuerda a lo que ya mencioné Newcomb: La ley de probabilidad de la
ocurrencia de los nimeros es tal que la mantisa de sus logaritmos es igualmente

probable.
Sea A = [logg d,logs(d + 1)), entonces
P{logzr € A} = ZP{logﬂé €j+A}= / f(x) dx,
JEZ A
donde f(z) es la funcién densidad de logzr. Como & tiene a g(x) como funcién

densidad entonces logg § tiene a fo(r) = log(8)5%g(*) como funcién densidad, ya

que
P{logsz{ < a} =P{¢ < 5%}

= /Bm g(x) dx. M

— 00

Por el teorema fundamental del cdlculo, derivando (1) obtenemos

d d 7
LPe<o= 1 [ g

dx J_
= log(B)B"g(8")
= fo(z).

Entonces

f@)=>" folz+j).

JEZ
Como f es una funcién periédica, de periodo 1, f(z + 1) = f(x) para toda = € R.

Podemos utilizar la formula de la suma de Poisson y escribir
flx) = E 627”3”"/ fo(:zr)e_zmﬂ dx. (2)
JEZ e
Con este analisis podemos, ahora, enunciar el primer teorema.
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Teorema 1. Sean n >0 un nimero real fijo y £ una variable aleatoria con valores
en RT, con g(x) como su funcién densidad. Sea f(x) la funcién densidad de la
variable aleatoria nlogs & (mod 1). Entonces

. i
f(z) = Ze%zﬂMg {_I(If;g} .

JEZ

Demostracion. Por lo que obtuvimos con la férmula de la suma de Poisson, de

(2) sélo basta demostrar que

> —2mijx 27T]77
/_Oof()(flf)e 2mij d:E:Mg{_logﬁ}’

donde fo(z) es la funcién de densidad de nlogs ¢ dada por fo(z) = s g g(Bm).

Entonces

o0 - % .. -
| oo e = [~ 8 g (et .

. z
Haciendo y = 87, tenemos que

* 1o B o 2\ _omiiz o0 _ 27ign
| R stgene i dn = [ gty ay
0

—o00 N
2mign
=M,< — .
g{ 1og5} .

Corolario 1. Sio > 0 y & tiene a g(x/0)/o como su funcién densidad, entonces

nlogg & (mod 1) tiene como funcién densidad a

- -
flx) =7 exp {27”'1 (‘““" B "12§6> } Mo {_21();]577} |

JEZ

Si la funcién densidad g(x) satisface que M,{—2mij/logB} = 0 para toda
j € Z )\ {0}, entonces f(x) = 1 para toda = € [0,1]. Por lo tanto, haciendo
A = [loggd,loggz d + 1), se sigue que

d+1

Pld<r<d+1} =P{l d<l1 <1 d+1} = dr =1 — .
{d<r +1} {loggd <logzr < logzd+ 1} /A x 0g5< y )
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Este resultado es lo que predice la ley Benford para el primer digito significativo de
r (que es el mismo que de §) igual a d. Asi que M {—2mij/log} = 0, para toda
j € Z\ {0}, es una condicion suficiente para que la variable aleatoria £ obedezca la
ley Benford. Por el Lema 2.1 tenemos que si & obedece la ley Benford, entonces la

variable aleatoria { = £;&; también la obedecerd, ya que My{s} = M, {s} Mg, {s}.

Ejemplo 1. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad fo(z) = 1 si

lz| <1/2y fo(x) =0si |x| > 1/2. Entonces

M {_ o } B /1/2 e A =0
J log 8 —1/2 7

para toda j € Z\ {0}. Por lo tanto 8% satisface la ley Benford. De manera més
general, si X esta distribuida uniformemente en un intervalo de la forma [v, v + h],

donde v € R y h € N, entonces %X satisface la ley Benford.

Con el siguiente teorema estableceremos algunas restricciones para que una

variable aleatoria absolutamente continua satisfaga la ley Benford.

Teorema 2. Sea X una variable aleatoria absolutamente continua con funcion de
densidad f°(x), donde f° satisface las siguientes condiciones
fo>z) = fO(—x) para toda ,
0 si|x| > 1,
fPE+z)=c—f(3-2) si0<z<1/2,
Donde ¢ = 2f°(1/2). Sea 3 > 2 un entero, entonces £ = 3% satisface la ley Benford,

es decir,

P(DL(€) = d} = log, (d%l) |
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Demostracién. Tenemos que demostrar que para toda j € Z \ {0} se tiene que

f(j) = 0. Para ésto note que
fi)= [ P@e i
= /_ 11 FO(x)e 2™ dy
= /_11 f2(z)[cos(—2mjz) + isen(—2mjz)] da.

Como sen(x) = —sen(—x) y f°(—z) = f°(x), tenemos que
1
fi) = [ £o(@)cos(-2mia) da.
—1
Pero cos(—x) = cos(x), asi
X 1
fi) =2 [ 1) cos(~2mja) do
0

1/2 1
=2 [ fO(z) cos(—2mjx) dx + fO(x) cos(—2mjz) dx| .
0 1/2

Para f01/2 f%(z) cos(—27jx) dx hacemos x = 1/2 — y, entonces

1/2

fO(x) cos(—2mjz) doe = /O —f9(1/2 — y) cos(2mjy — mj) dy

0 1/2
12

= (=1’ ; F2(1/2 = y) cos(2mjy) dy,

ya que cos(27jy — 7j) = cos(27jy) cos(mj) + sen(27jy)sen(wj) = (—1)7 cos(27jy).

Por otra parte para f11/2 f%(z) cos(—2mjx) dz hacemos x = 1/2 + ¥, entonces

1 1/2
fO(z) cos(—2mjx) dx = fO(1/2 + y) cos(—2mjy — mj) dy
1/2 0
12

= (=1) i F2(1/2 + y) cos(2mjy) dy,
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ya que cos(—2mjy —mj) = cos(2mjy) cos(mj) —sen(27jy)sen(rj) = (—1)7 cos(27jy).

Con lo que obtenemos

A

1/2
F) =20 [0 = 0+ G + )| costemi) ay
12
= 2(—1)%/0 cos(2mjy) dy

— 2(_1)jc (W 2) =0,
0

2mg
ya que por hipdtesis [fo(% —y) + fo(% + y)] =c B

Con el teorema anterior podemos ahora encontrar una infinidad de variables

aleatorias que satisfacen la ley Benford, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2. Si f%(z) es como en el teorema 2, entonces estd completamente

determinada si conocemos sus valores en el intervalo [0, 1/2]. Por ejemplo tomamos

1025 — 2048212
fz) =
1025 + 2048

para toda z € [0,1/2] y ¢ = 2f°(1/2). Si X tiene a f°(z) como su funcién densidad,

entonces X satisface la ley Benford.

Figura 1.
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Teorema 3. Sean [ > 2 un entero y Y una variable aleatoria con valores reales,
con f°(z) como su funcién densidad. Supongamos que 3Y satisface la ley Benford.
Sea X una variable aleatoria con funcién densidad fo = f°+ f', donde f' satisface

las siguientes condiciones

fH(z) = —fH(~=z) para toda z,
i) =1 fHz)=0 si x| > 1,
fE+a)=r(3%—2) sio<z<1/2.

~—

Entonces &€ = X satisface la ley Benford.

Demostracién. Calcularemos los coeficientes de Fourier de fy = f° + f1,
o) = [ e
= [ 1@+ P @l
— /oo fO(z)e ™97 dg + /00 fH(x)e 2% dy,

Podemos hacer caso omiso de f° ya que por hipétesis B¥ satisface la ley Benford.
Asi, basta con ver que los coeficientes de Fourier de f! son iguales a cero. Para esto

tenemos que para toda j € Z
Po= [ P@eried
:/ fl(x)efQTrz]:r dr
-1
1
:/ fH(z)[cos(—2mjz) 4 isen(—27jx)] da.
-1

Como cos(z) = cos(—z) y f(z) = —f!(~x), tenemos

) = / 1 if'(x)sen(—2mjz) de,
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pero sen(x) = —sen(—x), asi

1) = 21'/0 fH(z)sen(—27jz) dx

1/2 1
=2i [ fH(x)sen(—27jx) do + fH(x)sen(—27jz) dx| .
0 1/2

Para f01/2 fY(z)sen(—27jr) do hacemos z = 1/2 — y, entonces

1/2 0

fH(z)sen(—2mjz) dx = / —f1(1/2 — y)sen(2mjy — m5) dy

0 1/2

' 1/2
= (—1)H / —£9(1/2 - y)sen(2mjy) dy,

ya que sen(2mjy — 7j) = (—1)7sen(27jy).

Por otra parte para f11/2 fH(z)sen(—27jx) dx hacemos x = 1/2 + y, entonces

1 1/2
fY(z)sen(—2mjx) dx = fH(1/2 + y)sen(—2mjy — 7j) dy
1/2 0
. 1/2
= (-1)’*! F1(1/2 + y)sen(2mjy) dy,
0

ya que sen(—27jy — 7j) = (—1)?Tlsen(27jy). Con lo que obtenemos
X 1
o) = 21'/ fH(z)sen(—27jz) dx
0

‘ 1/2
=20 [ PG40 - 1 )] senCemi ay

=0,
a que por hipétesis [f1(L +y)— f1(E —y)] =0.
Y 2 2
Los teoremas 2 y 3 nos proporcionan condiciones suficientes para encontrar

familias de variables aleatorias que satisfacen la ley Benford.
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Ejemplo 3. En la figura 2, podemos observar la densidad fy = f° + f!, donde
f%(z) = |z| tiene una forma triangular y f! estd graficada como la linea punteada

y estd dada por

1 _ Y
f (l‘)— (1+y)117

siy€[0,1/2]. Ysiye[-1,0)U(1/2,1], f! se comporta como en el teorema 3.
Como lo vimos en el ejemplo 1, fO(z) = |z| es la densidad de una variable aleatoria
Y tal que BY satisface la ley Benford. La funcién f! satisface las tres condiciones
del Teorema 3. Si X tiene a fy como su funcién densidad entonces 8% satisface la

ley Benford.

0.8

0.6 -

0.2r

Figura 2.

Podemos utilizar los teoremas 2 y 3 para producir una infinidad de variables
aleatorias que satisfacen la ley Benford. Los ejemplos asi producidos pareceran
artificiales porque los teoremas 2 y 3 implican restricciones de simetria en la funcién
densidad. Atn asi, ésto no contradice la naturaleza de la ley Benford, el de ser

observada en la naturaleza.
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3.2 Benford de una manera aproximada

Sea & una variable aleatoria que no obedece la ley Benford. Hay dos procesos
por el cuales £ puede estar cerca de obedecer la ley Benford. El primero de estos
procesos es la multiplicacién de variables aleatorias. Supongamos que & = £1&s es
el producto de dos variables aleatorias. Para ¢ = 1,2 sea gy(x) la funcién densidad

de &y. Entonces por el lema 2.2, tenemos

2mi]
‘Mgf {_lgﬁ}' =

para toda j € Z\{0}. Porlo tanto si j € Z\ {0}, entonces el j-ésimo coeficiente en la
serie de Fourier del teorema 1, para la funcién densidad f(z) de la variable aleatoria
logs & (mod 1), es estrictamente méas pequeno que los coeficientes de cualquiera
de los dos: logg &1 (mod 1) o logg &2 (mod 1). La pequeiies de los coeficientes de
Fourier de f(z) de la variable aleatoria £ contribuye a que £ esté cerca de satisfacer
la ley Benford. La ley Benford se satisface cuando el j-ésimo coeficiente de Fourier

de f(x) esigual a cero para toda j € Z\ {0}.

El otro proceso por el cual una variable aleatoria £ puede aproximadamente
seguir la ley Benford es la exponenciacién. De hecho, si X tiene a fo(x) como su

funcién densidad, entonces & = %X tiene a

1
9(y) = mfo(logg Y),

como su funcién densidad. Sean > 0. El j-ésimo coeficiente de Fourier de la funcién

densidad f(x) de la variable aleatoria logs " (mod 1) es

2mign | _ [ —2mijnz
Mg{ log, }— /oo fo(x)e dx.
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Por el lema Riemann-Lebesgue (teorema 2.3) sabemos que

.-
lim M, {— m”} —0,
n—00 log

para toda j € Z\ {0}. Por lo tanto " obedecera aproximadamente la ley Benford

cuando 7 sea suficientemente grande.

El corolario 1 es interesante, pues muestra una propiedad de invarianza respecto
al parametro o. Esta propiedad de la invarianza es relevante cuando una variable
aleatoria & no obedece la ley Benford. Sea f(x) la funcién de densidad del corolario
1. Sea § € Z. Como

= e Lo (=) i)

JEZ

entonces tenemos f(z,0,) = f(x,08°,8) para toda x € [0,1]. Esta propiedad de
invarianza hace ver que no esta justificado esperar que una variable aleatoria &, con
funcién de densidad g(z/0) /o, satisfaga la ley Benford aproximadamente cuando o

se incrementa en magnitud. Esto es lo contrario de lo que uno podria esperar.

Ejemplo 4. Consideremos la variable aleatoria ||, donde & tiene una distribucién
normal con media 0 y varianza 0. Por el corolario 1, sabemos que logg [£| (mod 1)

tiene a

_ . log o log 2 1 g
f(z,0,0) = Zexp{zmy (ac “Tosf " 210g5>}r (5 _ log6>

JEZ
como su funcién densidad. Sea § € Z. Note que f(z,0,) = f(x,03°, 3) para toda
x € [0,1]. Si hacemos 8 = 10 podemos ver en la tabla 1 qué tan lejos puede estar
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€| de satisfacer la ley Benford.

d Benford Normal
1 301 .385
2 176 173
3 124 .085
4 .096 .065
5 .079 .061
6 .066 .059
7 .057 .057
8 .051 .055
9 .045 .053

Tabla 1. Frecuencias esperadas por la ley Benford y las esperadas por [£].

En la tercera columna de la tabla 1 se registran los valores de P{d <r < d+1}
cuando [£| = r x B¥ y ¢ tiene una distribucién normal com media 0 y varianza
o2 = (0.1328)2. La discrepancia registrada en la tabla 1 entre P{d <r < d+ 1}y

Benford se observard cuando ¢ tenga varianza o2, donde 0 = 6¢10° y 6 € Z.

El corolario 1 también sugiere que la invarianza de f(x) bajo transformaciones
en ¢ ocurren sélo cuando My(—27ij/log5) = 0, para toda j € Z \ {0}. Asila
independencia de f(x) del pardmetro o parece implicar que la variable £ seguird la

ley Benford de manera exacta.

3.3 Contraejemplo de la ley Benford

Utilizaremos un teorema del limite central para construir un contraejemplo de

la ley Benford. Con ésto en mente, consideremos el caso de una variable aleatoria
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BX, donde X = (Y1 +---+Y,)/(cy/n) es la suma de n variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas Y, y o € (0, 00). Los coeficientes de Fourier de
la funcién densidad f(z) de la variable aleatoria X (mod 1) dados por la férmula
de la suma de Poisson, son

{fy (af/ﬁ) }” donde  fy(¢) = /O; fy (w)e > de,

y fy(z) es la funcién densidad de Yy, con £ = 1,...,10. Supongamos que fy (z) # 0
para toda j € N. Supongamos también que

():/<><> zfy(x) dx, 1:/OO 22 fy (z)dx y /OO 2|2 fy (z)dx < oco.

Recordemos que para toda x € R, tenemos €™ = 1 +ix — 22 /2 + O(|z|*). Entonces

fr(€) = / fr(@)[1 = 2mige — 2(n€x)? + O(|&xf’)] dz = 1 - 2(x€)* + O([¢[*).
Si |z| < 1/2, entonces log(1+z) = 2+0(x2). De ahi, log fy (£) = —2(7€)2+0(|¢]?).

Asi, cuando £ — 0

()} - e () v ()} o 2(2))

De igual manera si tomamos a fo(r) = exp{—x2/2}/v/2m, entonces f(x) la cual es
la versién periddica de fo(z), tiene a exp{—2(7j)?} como sus coeficientes de Fourier.

Para o > 0, sea

Yole) = 7 Zexp{_%zmj)z}.

JEZ
Sea & = 3%, entonces los cdlculos abajo mostrados muestran que logz ¢ (mod 1)

tiene a 1, como su distibucién limite.
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o =L U1 N Ul W Ul

Figura 3.

En la figura 3 podemos ver la grafica de v, cuando ¢ = 4,06 = 6y o = 9.
Observamos que 1, se desvia considerablemente de la distribucién uniforme cuando

o es grande.

Consideremos, por ejemplo, la variable aleatoria & = 10X, donde

Y+ + Y
9v/10 ’

es la suma de diez variables aleatorias. Cada Y, estd uniformemente distribuida en

X

[—1/2,1/2].
d Benford g Obs
1 301 .496 1493
2 176 .003 .002
3 124 .000 .000
4 .096 .003 002
5 .079 .019 .018
6 .066 .058 .059
7 .057 .109 .109
8 .051 .148 .155
9 .045 .159 158
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Tabla 2.

En la tercera columna de la tabla 2 podemos ver los valores de [, 1g(z) dz,
donde A = [logyyd,log;pd+1) y 1 <d < 10. En la cuarta columna de la misma
tabla, podemos ver las frecuencias observadas de la ocurrencia para cada digito d
como el primer digito significativo de £, cuando £ fue observada un total de 10,000
veces. Los datos observados estan cerca de ser predecidos por los valores en la

tercera columna, pero muy lejos de seguir la ley Benford.
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Capitulo 4

Un modelo simple para la ley Benford

Como ya vimos en el capitulo 3, los teoremas 3.2 y 3.3 nos proporcionan dos
condiciones suficientes para que una variable aleatoria satisfaga la ley Benford,
pero esas condiciones son bastante restrictivas. Entonces ;Porqué observamos la
ley Benford en la Naturaleza? En este capitulo consideramos un modelo bastante
simple para la ley Benford en el grupo Zs x Zy. Observando el comportamiento de
la ley Benford en este grupo, podemos reconciliarnos con la idea de la universalidad
de la ley Benford. Después generalizaremos la descripcién del modelo simple a los

reales positivos, abarcando el caso general.

4.1 Introduccion

Como vimos en el capitulo 3, el problema de si & satisface la ley Benford nos
hace preguntarnos acerca de la distribucién de logz ¢ (mod 1). Si suponemos que
la densidad f de logg & es conocida, entonces queremos calcular la densidad f de
logs & (mod 1). Este cdlculo se lleva a cabo con la ayuda de la férmula de la suma

de Poisson como ya lo hemos hecho anteriormente.

En el caso general f tendrd como soporte a la recta real R, mientras f tendra
como soporte el intervalo unitario T = [0,1). Si pensamos a R como producto de
dos grupos Z y T, entonces veremos que la densidad f definida en R = Z x T induce
una densidad f en T. La ley Benford se satisfacerd cuando la densidad inducida f

en T es la uniforme.
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En la seccion 2 de este capitulo consideraremos una distribucion de probabilidad
p definida en el grupo 2 = Q7 x Q5 y nos preguntamos acerca de la distribucién
de probabilidad inducida p para alguno de sus factores, sin pérdida de generalidad
pensemos en 2. Cuando p sea la distribuciéon uniforme en €21, entonces diremos
que p obecede la ley Benford en 2. Para propositos de entender la naturaleza de la
ley Benford considaremos el caso simple del grupo 2 = Zy X Zy. Veremos que en
este sencillo caso la ley Benford no se satisfacera puntualmente, pero se cumplira
en promedio. El significado exacto de esta afirmacién quedara claro en la siguiente

seccion.

En la seccion 3, generalizaremos la descripcion del modelo simple en el grupo
Z4 X 7, reformulandola para el caso general donde la distribucion de probabilidad
tiene como soporte a R = ZxT. Con esta reformulacion evitamos tomar esperanzas

sobre un espacio muestral multidimensional.

En el capitulo 3 hicimos ver que una variable aleatoria £ no seguird la ley
Benford a menos que satisfaga algunas relaciones de simetria muy restrictivas. Por
lo tanto, la ley Benford deberia ser un suceso poco comin. Esto estd en contraste
con lo que se ha observado empiricamente. El modelo simple en este capitulo nos

hace volver a pensar en la idea de la universalidad de la ley Benford.

4.2 Benford en el grupo z, x z,

Sean «, 3,7y ¢ los elementos del grupo €2 = Zy x Zs. También consideremos el
tetraedro T = {(z,y,2) € R3:0< 1z, 0<y, 0< 2z, x+y+ 2 <1}. Entonces, una

distribucién de probabilidad en € estd determinada por un punto (p1,p2,ps) € T
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tal que

p=Pla}, p2=P{B}, ps=P{yv} vy ps=1-p3—p>—p =P{5}.

Pensemos que uno de los factores de €2 puede ser visto como 2 = {{«a, 8}, {~,d}}. Si
la distribucién de probabilidad p = (p1, p2, p3) estd dada en €2, entonces obtenemos

una distribucién de probabilidad p en ;. En efecto, tenemos

P{{a,B}} =p1+p2 v P{{7,0}} =ps+pas

Entonces p obedece la ley Benford si y sélo si p; +ps = 1/2. Ahora supongamos que
los puntos (p1, p2, p3) son aleatorios en T y estan uniformemente distribuidos en 7.
Entonces es claro que una medida aleatoria p = (p1,p2, ps) en 2 satisfacerd la ley
Benford con probabilidad 0. En efecto, la probabilidad de que p; +ps = 1/2 es igual
a cero. Como se puede observar en la figura 1 el volumen del plano p; + py = 1/2

en T es cero.

Dada una medida de probabilidad fija p = (p1, p2, p3) en 2, podemos construir
una lista L(p) de elementos observados en 2. Esta lista puede ser construida con la
ayuda de una variable aleatoria U, uniformemente distribuida en [0,1). De hecho,

diremos que un elemento observado en L(p) es igual a

a si0<U <pq,

B sipr <U <p1+po,

v sipr+p2 <U <p1+p2+ps,
0 sipr+p2+p3<U<Ll

Dada una lista L(p), sea my el nimero de elementos en L(p) que provienen de

{a, B} y sea my el nimero de elementos en L(p) que provienen de {v,d}. Si m
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Figura 1. Tetraedro 7.

es el numero de elementos en la lista L(p), entonces la ley de los grandes nimeros
implica que

. ma . mo
lim — =p; +po y lim — = p3 + pa.

m—oo M m—oo M

Un observador que examine la lista L(p) sin conocer como fue construida dird que
p seguird la ley Benford en € si my/m y ms/m son aproximadamente 1/2. Dadas
g medidas p1, p2,...,pq en €2, podemos construir una lista grande £ concatenando
las listas L(p1), L(p2), - .., L(py). Si cada lista L(p;) tiene m elementos, entonces £

tendrd n = mgq elementos. Dada una lista £ construida de esta manera, debemos
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decidir cudndo se observara la ley Benford. Para ésto, sea nq el nimero de elementos
en L los cuales pertenecen a {«a, } y sea na el nimero de elementos en L los cuales

pertenecen a {7,d}. Entonces la ley Benford se observard si

1 1
lim % = 5 y lim 2 = 5 (2)

n—oo M n—oo N

Teorema 1. La relacién (2) se satisface para un nimero fijo m y cuando la con-

vergencia es entendida como convergencia en probabilidad.

Demostracién. Para probar el teorema 1, sea X; el niimero de elementos en L(p;)

que pertenecen a {a, 8}. Entonces para cada 0 < k <m,

PLX; = ko = (2} = () o+ A==y

Por lo tanto

P{Xj:k}:(i/()l/()l_x/()l_x_y <7z>(x+y)k(1—x—y)m_kdzdydx.

Asi que

E(X;) = ikP{Xj =k}
k=0
= 6/01 /01—90 /Ol_l_yik (?) (x+ 91—z —y) " dzdydx
k=0

1 11—z l—z—y
:6// / m(z +y)dzdy dx
o Jo 0
m

5
Para calcular la varianza V(X;) note que
E(Xjlp; = (z,y,2) =m(z+y) v V(Xjlp; = (2,9,2)) =m(z+y)(1 -2 —y).
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Note también que

BIV((Xlp, = @) =6 [ [ h / et )1 -2 ) dzdydz =7

Adema3s

m

VIE( o) = (@.9.2))] = 6m? | 1 / / T e dedydn - (2) 2

2

Por lo tanto V(X;) = E[V(Xj|p;)] + V[E(Xj|p;)] = & + 55

Ya que ny = X + - -+ X, entonces el valor esperado de ny/n es igual a 1/2.

La varianza de ny/n es igual a

1 m2+m - 1
m22\ 20 "5 ) S 4g

De la desigualdad de Chebyshev obtenemos

|

cuando ¢ — oo (por lo tanto n — oc0). 1

ny 1> < 1 -0
n 2|=¢ S age

4.3 Benford en el grupo R=zxT

Podemos obtener un mejor entendimiento del modelo simple que proponemos
en la seccién 2, notando que dada cualquier medida de probabilidad p = (z,y, 2) €
T, hay una medida p’ = (2/,y,2") € T tal que la mezcla (p + p’)/2 satisface la ley

Benford. De hecho es suficiente tomar

:L'/, ’,Z/ :< € — Y o ,Z/>,
( y ) T+ r+y 4
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donde 0 < 2/ < z+y. Si (p1,p2,p3) = (p+p')/2, entonces py +p2 = 1/2. Asi, para
toda medida de probabilidad p en Q = Zy x Z>, hay otra medida p’ en Q tal que la
mezcla satisface la ley Benford. Dicho con otras palabras, p’ cancela la desviacion
de p respecto a la distribucién Benford, es decir, la distribucién Benford puede ser

vista como “el centro de masa” del tetraedro 7.

Ahora, afirmamos que la misma cancelaciéon de las desviaciones respecto a la
distribucion Benford toma lugar en R = Z x T. De hecho, dada una densidad de
probabilidad f en R, la densidad inducida en T es

)= flz+7).
JEZ
Note que escribimos f? en lugar de f . Diremos que f? es la version periddica de f.

Consideremos la familia paramétrica de las funciones densidad en R dadas por
folx) = f([x]+(x+0)), con 0<0<]1,

donde [z] =sup{n € Z : n <z} y (z) = x — [z]. Cada una de estas densidades en

R induce una densidad en T dada por (fp)?. Note que (fg)? = (f?)g, ya que

(fo)P(z) = D f([2] + (@ +6) +j)

JEZ

(fPo(x) =Y f(lw+ 4]+ (& + 0 +5)).
jEZ
Basta notar que [z + j] = [z] +j vy (x + j + 0) = (z + 0) para obtener la igualdad.

La observacion decisiva para la reformulacién de la idea que utilizamos en el grupo

Q) =7y X Zs, es que



Note que la parte izquierda corresponde a una suma de Riemann y fP es una
densidad de probabilidad en T. Por lo tanto, dada una densidad f en R, siempre
podemos encontrar densidades de probabilidad fi, fz,...,f.—1 en R tal que la

mezcla (note que fo = f)

mf:%(f"f’f% + 2t 4 fr),

satisface la ley Benford para cualquier grado de precision. Asi, dada una densidad
f en R, podemos encontrar densidades en R que cancelaran la desviacién de f con

respecto a la distribuciéon Benford.

Podemos medir la desviacion de my respecto a la ley Benford. Dada una
funcién g : T — R, escribiremos ||g|| = (fol |g(z)|? dz)'/2. Del teorema de Parseval

sabemos que

lgll* = 19,

JEZ
donde g(j) = fol g(x)e 2% dz son los coeficientes de Fourier de g. Ahora calcu-

laremos los coeficientes de Fourier de m?, que es la version periddica de my,
1 ..
mfe(j) :/ m?(m)e*%”‘” dx
0
1 n—1 1 k
= — Z/ 1P (x + > e 2T dy
n —0 0 n
1 n—1 1
.. k ..
_ Z eng;/ fp(x)ef%mx de.
" =0 0
Por lo tanto

ADy A.ln—lm“ﬁ 0 1j#0 dn),
() = FrG) Y e = {fp(j) Ziﬁio EEZd Zi
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Sea1: T — R la funcién constante 1, 1(z) = 1 para toda x € T. Entonces tenemos

1L —mf>= > 1)) =0,

JE€Z\{0}
cuando n — oo. Esto confirma nuestra afirmacién acerca el hecho de que my

satisface la ley Benford de manera aproximada cuando n es suficientemente grande.

La razoén del porqué my satisface de manera aproximada la ley Benford es que
los coeficientes de Fourier de la versién periddica de fy satisfacen la relacion f;’ (j) =
e2miif fp (7). Con ésto en mente, dada cualquier variable aleatoria absolutamente
continua con valores en R™, podemos dar una segunda construccién de una mezcla

que seguird de manera aproximada la ley Benford.

Sea £ una variable aleatoria absolutamente continua con valores en R™, con g
como su funcién densidad. Para toda o > 0, sea f(r,0) la densidad de logg(o¢).
Por el corolario 3.1 tenemos que la versién periddica de f(x, o) es

(o) = S expd omijle — 287) by, 27
o) = X 0 - — —— 5.
’ o P J log 8 91 logp

Se sigue inmediatamente que para los coeficientes de Fourier de f?(z,0) se tiene
PG, 8°) = 720 f2(, 1),

para todo niimero 0 real. De aqui, la misma relacién se mantiene entre fp (7,8%) v
fp(j, 1) por un lado, y entre fg(j) y fp(j) por el otro. Asi, tenemos de nuevo que

la mezcla

n—1

1 1 n—1
L Fl2 1)+ fla, f) + -+ fla, 5777),
aproximadamente satisface la ley Benford.
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A continuacién presentaremos un ejemplo que podria ser representativo de
lo que observarmos en datos de la vida diaria. Sea & ~ N(0,00), es decir, £
es una variable aleatoria normal con media 0 y varianza o = (0.1328)2. Sean
n ~ N(0,4.1995) y ¢ la variable aleatoria cuya funcién densidad es la mezcla de las

densidades de || y |n], asi gc = (gi¢| + gjn))/2-

d Benford ¢ €] 7]

1 .301 .300 .385 .216
2 176 176 173 179
3 124 120 .085 155
4 .096 .096 .065 128
5} .079 .081 .061 101
6 .066 .069 .059 078
7 .057 .058 .057 .059
8 .051 .050 .055 .045
9 .045 .044 .053 .035

Tabla 1. Frecuencias tedricas del primer digito significativo de ¢, [£] y |n].

Note que [£| y |n| estdn bastante lejos de la distribucién Benford, pero ¢ estd

bastante cerca.

Con este andlisis podemos decir que ya no hay misterio alguno en la ley del
digito significativo. Ahora sabemos porqué algunos conjuntos de datos naturales
satisfacen la ley Benford. La idea es tener una lista de muestras aleatorias que

provenien de distribuciones aleatorias.

Ahora lo que necesitamos es una manera de medir la desviacién de un conjunto
de datos respecto a la ley Benford, ésto con el fin de obtener aplicaciones 6ptimas.

En el siguiente capitulo intentaremos simular una alteracién en los datos (fraude)
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de un conjunto que satisface Benford y utilizaremos la prueba x? para medir la
desviacién respecto a la ley Benford. Con ésto veremos qué tan ttil puede ser la

prueba x? en conjunto con la ley Benford para detectar datos manipulados.
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Capitulo 5

Simulando fraude

En este capitulo simularemos una alteracion en los datos de un conjunto, ésto
con el fin de intentar emular un fraude. Lo que haremos serd generar una lista de
datos que satisface la ley Benford, ya que como sabemos los datos contables re-
presentan una buena aproximacién a la distribuciéon Benford. Después, alteraremos
la lista de manera aleatoria por medio de un parametro, que representara el nivel
de alteracion de los datos en la lista. Es de esperar que la lista alterada presente
una desviacion significativa de la ley Benford. Entonces necesitamos una manera

de medir la discrepancia entre lo practico y lo teérico.

La mayoria de las veces el problema de medir la concordancia entre teoria y
hechos se presenta de la siguiente forma: tenemos a nuestra disposicién una muestra
de n valores observados de una cierta variable aleatoria, y deseamos saber si puede
considerarse como una variable aleatoria que tenga una distribucién de probabilidad
con ciertas propiedades. En algunos casos la distribucion hipotética estard comple-
tamente especificada. En otros casos, dada una cierta clase de distribuciones, la
pregunta es si la muestra podria haber sido obtenida de una variable aleatoria que

tenga alguna distribucion que pertenezca a la clase dada.

Consideremos el caso sencillo en que la distribucién hipotética estda completa-
mente especificada, por ejemplo, por su funcién distribucién F'(z). En tal caso,
habremos de medir la hipdétesis de que nuestra muestra procede de una variable con

esta distribucion.
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Supongamos que la hipdtesis que se va a medir es verdadera. Es de esperar
que la funcién distribuciéon F*(z) de la muestra sea una aproximacién a la funcién
distribucién F(z) hipotética. Trataremos de definir una medida no negativa de
la desviacién de F'* respecto a F'. KEsto puede hacerse de varias maneras, pero
cualquier medida D de la desviacién serd funcion de los valores muestrales y tendra
una determinada distribucién D en el muestreo. Por medio de esta distribucion D
podemos calcular la probabilidad P{D > Dy}, que es la probabilidad de que la
desviacion D exceda a una cantidad dada Dy. Esta probabilidad puede hacerce tan

pequena como queramos haciendo Dy lo suficientemente grande.

Si la hipétesis es verdadera, cuando n sea lo suficientemente grande, la funcién
distribucén F* de la muestra serd apréximadamente igual a la funcién distribucién
F, por lo que es necesario utilizar alguna medida conveniente D de la desviacién
de F* respecto a F. Mediante la distribucién D en el muestreo de D, hallaremos
una cantidad Dy tal que P{D > Dy} = e. Si sucede un caso en el que un valor D
sea tal que D > Dy, diremos que la desviacién es significativa y consideraremos a
la hipétesis desaprobada. Por el contrario, si D < Dy se considera posible que la
desviacién se deba a fluctuaciones aleatorias, y los datos se consideran compatibles
con la hipotesis. La probabilidad e recibe el nombre de nivel de significacion de la

prueba y la escogemos dependiendo del nivel de exactitud que deseemos.

El problema que nos interesa es el caso sencillo en el que la medida se refiera
a la concordancia entre la distribucion F* de un conjunto de valores muestrales y
una distribucion F' tedrica. Hablaremos entonces de una prueba de la bondad de

ajuste.

54



Llamaremos hipétesis H a la hipétesis de que nuestros datos constituyan una
muestra de n valores de una variable aleatoria con funcién de probabilidad P.
Supongamos que P esta completamente especificada, de modo que en su expresion
no aparecen parametros desconocidos y que puede calcularse numéricamente la
probabilidad P(S) para cualquier evento dado S. Se trata ahora de elaborar
un método para medir si nuestros datos pueden considerarse conciliables con la
hipétesis H. Si la hipdtesis es verdadera, la distribucion en la muestra que es la
sencilla distribucién discreta F*, que se obtiene al situar la masa 1/n en cada uno
de los n puntos observados, puede considerarse como una aproximacién a la dis-
tribucion especificada por P, llamémosle F. Debido a fluctuaciones aleatorias, lo
general serd que las dos distribuciones no coincidan, pero para valores grandes de
n puede esperarse que la distribucién F'* en la muestra forme una aproximacién
de la distribuciéon F'. Parece natural introducir alguna medida D de la desviacién
entre ambas distribuciones y basar nuestra prueba de la bondad de ajuste en las

propiedades de la distribucién D en el muestreo de esa medida.

5.1 Prueba 2

Existen diversos modos de construir tales medidas de la desviacién, siendo los
més utilizados los relacionados con la x? introducida por K. Pearson. Supongamos
que el espacio de la variable aleatoria se divide en r partes Si,..., .S, sin puntos
comunes, y sean p1, ..., p, los valores correspondientes de la funcién de probabilidad

P, de modo que

pi = P(S;) y > pi=1,
=1
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donde p; > 0 para toda ¢. Las r partes S; pueden ser los r grupos en que se han
dispuesto nuestros valores muestrales a efectos de tabulacién. Sean vq,..., v, las
respectivas frecuencias de estos grupos en la muestra, de manera que v; son los
valores muestrales que pertenecen al conjunto .S;, y tales que Z:Zl v; = n, es decir,

nuestra muestra es de n elementos.

Nuestro primer objetivo es encontrar una medida conveniente de la desviacion
entre la distribucion de la muestra F™* y la hipotética F'. Cada uno de los conjuntos
S; lleva como masa a v;/n en la distribucién F* y la masa p; en F. Entonces,
de acuerdo con el principio general de los minimos cuadrados, adoptaremos como
medida de la desviacién una expresién de la forma 2;1 c; (% — pi)Q, donde los
coeficientes ¢; pueden elegirse de manera mas o menos arbitraria. Pearson demostré
que si tomamos ¢; = ﬁ, obtenemos una medida de la desviacién cuyas propiedades
son esencialmente sencillas. De este modo tenemos la expresién

n np;
i=1 pi im P

Asi x? se expresa en funcién de las frecuencias observadas v; y de las frecuencias

esperadas np; de los r grupos. Note que escribimos x? en lugar de D.

Pasaremos a investigar la distribucién en el muestreo de x?, suponiendo en
todo lo que sigue que la hipdtesis H es verdadera. El siguiente teorema debido a K.
Pearson afirma que cuando aumenta el tamaifio de la muestra, la distribucién de 2
en el muestreo tiende a una distribucién limite completamente independiente de la

funcién de probabilidad hipotética P.

Teorema 1. Cuando n — oo la distribucién de x? en el muestreo tiende a la
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distribucién definida por la funcién de densidad.

Ko ()= —5———1 2 ¢ 2 (x> 0). (2)

Diremos que en el Iimite, x? se distribuye segiin una distribucién x? con r —1 grados

de libertad.

Para la demostracion véase [7].

Por medio de este teorema podemos introducir ahora una prueba de la bondad
de ajuste para la hipdtesis H antes considerada. Lo primero que tenemos que hacer
es calcular el valor de x? por medio de (1), una vez hecho esto, necesitamos un nivel
de confianza p (normalmente conocido como p-valor), lo cudl nos dard un valor

critico xo, que anteriormente llamamos Dy, que se relacionan por medio de

p= / Kr—l(-T) dz,
X0

donde K,_1(z) es como en (2). Ahora queremos calcular la probabilidad de que la
variable x? exceda a x3, que por el teorema 1 serd aproximadamente p, es decir,
oo
P{x* > x2} ~ / K,_1(z)dx = p.

Xo
Si la hipétesis ‘H es verdadera, queda practicamente excluido que en una sola
muestra podamos encontrar un valor de x? mayor que YZ. Si en una muestra
real hallamos un valor x? > x2, diremos segin ésto, que la muestra presenta una
desviacién significativa respecto a la hipdtesis H, y desaprobaremos esta hipdtesis
al menos hasta que no dispongamos de nuevos datos. La probabilidad de que ésto

ocurra en el caso de ser efectivamente verdadera la hipotesis H, ésto es, de que haya
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sido desaprobada H injustamente es precisamente la probabilidad P{x? > x3},
que es apréximadamente igual a p. Por otra parte, si hallamos un valor y? < X%,
consideraremos este resultado conciliable con la hipdtesis H. Evidentemente, un
solo resultado de este tipo no puede considerarse como evidencia suficiente de la
veracidad de la hipotesis. Si queremos obtener tal evidencia, tendremos que aplicar

la prueba repetidamente a nuevos datos.

Andlogamente, lo que podemos hacer para comprobar que la hipétesis es ver-

dadera, es calcular x? por medio de (1) y después calcular

0= /XOO K, 1(z)dz. (3)

Si o > p, entonces el resultado es conciliable con la hipdtesis. Si por el contrario
0 < p, queda desaprobada la hipétesis. Para entender mejor la prueba x? veamos

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Pensemos en un dado que se lanza 120 veces, si el dado no estd
“alterado” la probabilidad de que salga el nimero i, con i € {1,...,6}, en cada
lanzamiento es P{i} = p; = 1/6. Supongamos que el experimento arrojé los resul-
tados que se observan en la tabla 2, donde n es la longitud de la muestra, v; son
las frecuencias observadas para cada S; y np; son las fecuencias esperadas segin

nuestra hipotésis.

1 1 2 3 4 ) 6

v; 15 22 17 26 12 28
np; 20 20 20 20 20 20

Tabla 1.
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Para verificar que nuestra hipotésis es correcta, es decir, que el dado no esta

alterado utilizaremos la prueba y2. Tenemos que r — 1 = 5 y que

6
X2 _ Z (v —npi)2 _ ﬂ
- np; 10

Si consideramos a nuestro p-valor como 0.05, de (3) obtenemos que

oo

Ks(z) dz = 0.07 > 0.05,

101
10

por lo que la hipotesis es aprobada y podemos considerar al dado sin alterar.

5.2 Simulaciones

A continuacién expondremos un programa hecho en Mathematica, con el que

intentamos simular lo que vendria siendo una alteracion de datos (fraude). Esto con

el fin de poder observar que tan 1til puede ser la prueba y? para detectar anomalias

en datos que satisfacen Benford, con respecto esos mismos datos alterados que en

teoria deberian de tener una desviacion significativa con respecto a la distribucién

Benford. Para ver el cddigo del programa que se utilizé en la simulacién véase el

cédigo Simulal en el apéndice.

El funcionamiento del programa lo explicaremos en los siguientes pasos:

i. Generamos una gran lista £ conteniendo m sublistas, cada sublista contiene
n elementos, ésto para simular datos contables que satisfacen Benford. Para
generar las sublistas usamos una variable aleatoria de la forma 10Y x N, donde
U es una variable aleatoria distribuida uniformemente en (0,1) y N es una

variable aleatoria con distribucion Normal.
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ii. Fijamos un parametro w € [0, 1], con el que alteraremos los datos en L. Este
pardmetro representard el abuso en la falsificacién de datos, obteniendo £’. La
forma de hacer ésto es con la ayuda de una variable aleatoria V' uniformemente
distribuida en (0, 1). Para cada j-ésima sublista contenida en £ alteramos el i-
ésimo elemento. Para ésto generamos V; tal que si V; < w entonces cambiamos
el primer digito significativo del i-ésimo elemento de la j-ésima sublista de la

siguiente forma:

(si tiene a 1 cambiar por 2,
si tiene a 2 cambiar por 3,
si tiene a 3 cambiar por 4,
si tiene a 4 cambiar por 5,
si tiene a 5 cambiar por 6,
si tiene a 6 cambiar por 7,
si tiene a 7 cambiar por 8,
si tiene a 8 cambiar por 9,
si tiene a 9 cambiar por 1.

Si por el contrario V; > w, no alteramos el dato y pasamos con el (i + 1)-ésimo

elemento de la j-ésima sublista, esto hasta el n-ésimo elemento.

iii. Después de aplicar los pasos anteriormente descritos (i-ii) a la j-ésima
sublista pasamos a la (j + 1)-ésima sublista, ésto hasta llegar a la m-ésima
sublista de L. Esta alteracién de datos es muy artificial en el sentido que una
persona que falsifica datos normalmente no alteraria los datos de esta forma,
pero para fines practicos nos es suficiente, ya que podremos utilizar la prueba y?
para medir la desviacion entre los datos de £ y £’ con respecto a la distribucién
Benford. Note que cuando w = 0, no se altera ningin dato (£ = L), mientras

que cuando w = 1, alteramos todos los datos de la lista.

iv. Aplicamos la prueba y? a las sublistas de cada lista £ y £, obteniendo un

p-valor para cada una de las sublistas, digamos p; y pg-.
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v. Fijamos un nivel de confianza p, tal que si p < p, diremos que representa
una desviacién significativa de la distribucién Benford y por lo tanto puede ser
sospecha de alguna alteracién de datos. En el programa utilizamos p = 0.05.
Esta sospecha no puede ser una afirmacién de fraude debido a que aunque
la lista grande L fue construida de tal forma que satisfaga Benford, debido
a fluctuaciones aleatorias es posible que en algunos casos £ se desvie de la
distribucién Benford. Si por el contrario p > p, diremos que no hay sospecha
alguna de falsificacion de datos. Esto no afirma la veracidad de los datos pues
debido a fluctuaciones aleatorias puede suceder que £’ tenga una desviacién

menor con respecto a la distribuciéon Benford en comparacién con L.

vi. Comparamos todos los p; y p} segin (v) y cdlculamos el porcentaje en el
que pj < py pg- < p. En teoria el porcentaje de p; < p deberia de ser p.
Asi, podremos medir si hay alguna diferencia notable entre ambos porcentajes.

Esto dependerd del parametro w utilizado.

En la tabla 2 se muestran los resultados obtenidos en la simulacién de una lista

con 2,000 sublistas cada una con 30 elementos, variando el pardmetro w.
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w p n m Yopj <p | %p;<p
0.1 | 0.05 | 30 | 2,000 0.0515 0.0625
0.2 | 0.05 | 30 | 2,000 0.0465 0.0675
0.3 | 0.05 | 30 | 2,000 0.0455 0.0960
0.4 | 0.05 | 30 | 2,000 0.0620 0.1245
0.5 | 0.05 | 30 | 2,000 0.0525 0.1910
0.6 | 0.05 | 30 | 2,000 0.0515 0.2685
0.7 | 0.05 | 30 | 2,000 0.0520 0.3355
0.8 | 0.05 | 30 | 2,000 0.0520 0.4680
0.9 | 0.05 | 30 | 2,000 0.0465 0.5955
1 0.05 | 30 | 2,000 0.0480 0.7400
Tabla 2.

En teorfa el porcentaje de p; < p debe de ser 0.05. Como se puede ver en la
quinta columna de la tabla 2 el porcentaje de p; < p oscila cerca de 0.05, que es
normal debido a las fluctuaciones aleatorias y a que el nimero de elementos en las

sublistas es pequeno.

Podemos ver que la discrepancia notable entre los porcentajes p; < py p;- <p
se da cuando w = 0.3, es decir, en este caso la prueba y? detecté anomalias en
aquellas listas en el que la alteracion de datos es mayor o igual que el 30%, cuando
n = 30. Uno de los problemas fundamentales es encontrar una medida adecuada con
la que podremos detectar anomalias para parametros pequenos, es decir, detectar

fraudes sutiles.

Aunque ya existen distintas pruebas como la de los primeros dos digitos y
la de los tltimos dos digitos que tienen fines concretos, debemos desarrollar mas

herramientas (no necesariamente relacionadas con Benford) que en conjunto con las
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aplicaciones actuales basadas en Benford puedan concluir en ser una herramienta
poderosa para detectar fraude. Asi, las aplicaciones de la ley Benford en deteccién

de fraude son imprescindibles.

Ahora siguiendo los pasos descritos anteriormente hacemos la misma simulacién
variando el parametro w, salvo que ahora n = 200 y m = 100. Los resultados se

pueden observar en la tabla 3.

w P n m Jopj <p | %p;<p
0.1 0.05 200 100 0.03 0.03
0.2 0.05 200 100 0.01 0.22
0.3 0.05 200 100 0.04 0.40
0.4 0.05 200 100 0.08 0.70
0.5 0.05 200 100 0.02 0.92
0.6 0.05 200 100 0.05 1
0.7 0.05 200 100 0.06 1
0.8 0.05 200 100 0.02 1
0.9 0.05 200 100 0.06 1
1 0.05 200 100 0.03 1
Tabla 3.

Aqui la discrepancia entre p; < py p;- < p se da a partir de w = 0.2. Es decir,
cuando n = 200 la prueba x? puede detectar anomalias cuando la alteracién de
datos es mayor o igual que el 20%. La principal razén de las diferencias entre la
tabla 1 y 2 es que la prueba x? es bastante confiable cuando las muestras tienden
a ser grandes. En la tabla 2 tenemos n = 30, mientras que en la tabla 3 tenemos

n = 200, es por eso que la diferencia entre los porcentajes p;- tiende a ser mayor.

La siguiente tabla fue generada de la misma forma que la tabla 2, pero ahora
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aplicamos los pasos (i)-(vi) 20 veces, generando 20 listas que contienen cada una 100
sublistas, cada sublista contiene 30 elementos. Después calculamos los porcentajes

p < p entre las 20 listas £ y £’. En la tabla 4 se muestran los resultados.

w P n m Yopj <p | %p;<p
0.1 0.05 30 100 0.0475 0.0575
0.2 0.05 30 100 0.0530 0.0830
0.3 0.05 30 100 0.0485 0.1015
0.4 0.05 30 100 0.0390 0.1325
0.5 0.05 30 100 0.0520 0.1870
0.6 0.05 30 100 0.0455 0.2470
0.7 0.05 30 100 0.0435 0.3590
0.8 0.05 30 100 0.0520 0.4670
0.9 0.05 30 100 0.0570 0.5925
1 0.05 30 100 0.0525 0.7395
Tabla 4.

De manera andloga, la siguiente tabla fue generada igual que la tabla 3, apli-
cando los pasos (i)-(vi) 10 veces, generando 10 listas £y £, con n = 200 y m = 10,

los resultados se pueden observan en la tabla 5.
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w p n m | %p;<p | %p;<p
0.1 | 0.05 | 200 | 10 0.06 0.06
0.2 | 0.05 | 200 | 10 0.05 0.18
0.3 | 0.05 | 200 | 10 0.03 0.32
0.4 | 0.05 | 200 | 10 0.03 0.73
05 | 0.05 | 200 | 10 0.04 0.92
0.6 | 0.05 | 200 | 10 0.05 0.98
0.7 | 0.05 | 200 | 10 0.07 1
0.8 | 0.05 | 200 | 10 0.03 1
0.9 | 0.05 | 200 | 10 0.08 1
1 0.05 | 200 | 10 0.04 1
Tabla 5.
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Apéndice 1

A continuacién veremos el cédigo del programa Simulal escrito en lenguaje de
programacion Mathematica 7. Enumeraremos las lineas del cédigo para después

dar una explicacion del funcionamiento del programa.

1. Simulallkl , k2, k3] Block[{i, j, 1},

2. Al = A2 = A3 = A4 = A5 = A6 = A7 = A8 = T = TT ={};

3. ul = RandomReall[];

4. u2 = RandomReal[];

5. y1 = (-2 Logl[ull)~(1/2)*Sin[2*Pi*u2];

6. w = RandomReall[];

7. y = RandomReall[];

8. 2z = RandomReall[];

9. Dol

10. Dol

11. AppendTo[Al, 10"w*y1]; w = RandomReal[]; ul = RandomReall[];
12. u2 = RandomReal[]; yl1 = (-2 Loglul])~(1/2)*Sin[2*Pi*u2], {kl}
13. 1; AppendTo[A2, A1]; A1 = {}, {1, 1, k2}

14. 15

15. A3 = Abs[A2];
16. Dol
17. Dol
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

AppendTo [A4,
Catch[
Do[

Dol[

If [Characters[ToString[A3[[1, jl1]11]1[[s]] == ToStringlil,

Trow[i]
1, {i, 1, 9}
1, {s, 1, 100}
]
]
1, {j, 1, k1}
1; AppendTo[A5, A4]; A4 = {}, {1, 1, k2}
1;
Do [
Do[
If[y < k3, AppendTo[A6,Whichl[
A5[[ad, 4d]] == 1,2,
A5[[dd, dl] == 3,4,
A5[[dd, d]] == 5,6,
A5[[dd, 4]]1 == 7,8,
A5[[dd, d1]1 == 9,1
]
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A5[[ad,
A5[[4d,
A5[[dd,

A5[[ad,

dl]
dl]
dl]

dl]

2,3,
4,5,
6,7,

8,9,



40.

41.

42,

43.

44

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

59.

1; y = RandomReal[], {d,

1;

.ji2lchi , n] := 1 - (1/(2"(n/2)*Gamma[n/2]))*Integrate [t~ ((n/2)

aalx_, y.] := Count[A7[[x]],

ji22[i ] := N[ki*(Sum[((b[i,

pli-] := N[ji2[ji22[i], 8]];

{i, 1, k2}1;

{1, 1, k2}]1;
porcO = N[Count[T, 1]1/k2];

porc00 = N[Count[TT, 1]/k2];

1; AppendTo[A7, A6]; A6 =

1, AppendTo[A6, A5[[dd, d]]1]
1, ki}

{}, {44, 1, k2}

- 1)*Exp[-t/2], {t, 0, chill;
bli_, j.1 := N[Count[A5[[i]], j1/k1];
bbl[i_, j.] := N[Count[A7[[i]l], j1/k1];

alx_, y.] := Count[A5[[x]], yI;

yl;

jl

- Log10[1 + (1/3)1)"2/Log10[1 + (1/1)1),{j,1,9}1)1;
ji222[i_] := N[k1*(Sum[((bb[i, j]

- Logl0[1 + (1/3)1)"2/LogiO[1 + (1/7)1),{j,1,9}1];

ppli_] := N[ji2[ji222[il, 811;

Do [AppendTo[T, Which[p[i] >.05, 0, p[i] <= 0.05, 111,

Do [AppendTo [TT, Which[pp[i] >.05, 0, pplil<= 0.05, 11],
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60. Print["Tenemos una lista con ", k2," sublistas cada una con ",
61. kl,"elementos, con un parametro w = ", k3," obtuvimos

62. el numero de p y p’ que son menor que el valor 0.05"];

63. Print["El porcentaje de p que son menor que 0.05 son ", porcO];
64. Print["El porcentaje de p’ que son menor que 0.05 son ",

65. porc00];

65. 1]

Ahora explicaremos el funcionamiento del programa Simulal. La funcién Si-
mulal, es una funcién que depende de tres variables k1, k2 y k3, donde k1 son
el nimero de elementos que contendra cada sublista, k2 es el nimero de sublistas
que contendrd la gran lista £ y k3 es el parametro con el que alteraremos los datos

contenidos en la lista £ para obtener la lista alterada L’.

Los pasos de las lineas 9-14 generan una lista £ con k2 sublistas, cada sublista
con k1 elementos, tal que £ satisface Benford. Para ello, utilizamos la ayuda de una
variable aleatoria que tiene la forma 10Y x N, donde U es una variable aleatoria
distribuida uniformemente en (0,1) y N es una variable aleatoria con distribucién

Normal y media cero.

En la linea 15 sacamos el valor absoluto de los datos contenidos en £. Después
en las lineas 16-30, convertimos el nimero en cadenas de digitos esto para poder

identificar el primer digito significativo de cada dato.

En las lineas 31-43 alteramos la lista £ por medio del parametro k3 obteniendo

L'. En las lineas 44-45 definimos la funcién ji2 con la que podremos calcular la
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P{x? > x2}. En las lineas 46-47 definimos las funciones b y bb, con las que obten-
dremos el promedio de que el digito i fue observado como primer digito significativo
en cada sublista de las listas £ y L', respectivamente. En las lineas 48-49 definimos
las funciones a y aa con las que contamos el nimero de veces que fue observado
el digito i como primer digito significativo en cada sublista de las listas £y L/,

respectivamente.

En la linea 50 definimos la funcién ji22 con la que obtendremos el valor x?
correspondiente a la lista £ con respecto a la distribucién Benford, de manera similar
en la linea 52 definimos ji222 para calcular el valor x? correspondiente a la lista £'.
Después en las lineas 54-55 definimos las funciones p y pp con las que calcularemos
el p-valor de las sublistas contenidas en las listas £ y £’ respectivamente. Después
de las lineas 56-59 calcularemos el porcentaje de p; y p;- que fueron menor o igual
que 0.05. Y por ultimo en las lineas 60-65 presentamos los resultados obtenidos en

la simulacion.
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